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Forord

Naerveerende notehzaefte er oprindelig skrevet i 1990 til kurset Matematik
2MA, panger visse sendringer foretaget af undertegnede med henblik pa at
tilpasse indholdet til det nuveerende Matematik 1. Disse sendringer er i det
vaesentlige folgende. I §6 er der indfgrt en mere udferlig omtale af delfglger
samt en omformulering af beviset for Saetning 6.5. Den oprindelige §7 om
sammenhang er udeladt. I den nye §7, som er baseret pa den oprindelige
68, er Picard’s fixpunktssaetning udeladt, og beviserne for eksistens- og en-
tydighedssaetningerne omformuleret, sa de kun udnytter Banach’s fixpunkts-
setning. I tilfeelde af en lokal Lipschitz betingelse gennemfgres beviset ikke
i fuld generalitet. Til gengeeld er der indfert et nyt afsnit om hgjere ordens
differentialligninger.

Kgbenhavn, juli 1997

Bergfinnur Durhuus
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1.1

Metriske rum

Introduktion.

Metriske rum er en generel ramme for studiet af greenseovergang og konti-
nuitet, der er fundamentale begreber i mange grene af matematik. Intuitivt
er en afbildning f : X — Y kontinuert, hvis en lille s&endring i argumentet
x € X kun forer til en lille sendring i billedet f(z) € Y. Hvis man har et
maleudtryk for afstand mellem punkter (= elementer) i X og tilsvarende et
maleudtryk for afstand mellem punkter i Y, har man mulighed for at tale
om sma @ndringer, og dermed om kontinuitet. Det vil ogsa veere muligt at
tale om at f(z) — b for z — a.

En meaengde hvori man pa en rimelig made kan tale om afstand mellem
elementerne kaldes et metrisk rum. Det viser sig, at en rackke begreber, som
er kendt fra plan og rum, sa som indre punkter, rand, afslutning, osv., kan
defineres i rammen af et metrisk rum. Elementerne i et metrisk rum kan vaere
andet end ssedvanlige punkter i rummet. Det kan f.eks. veere funktioner eller
geometriske figurer.

§1.  Metriske rum. Normerede rum

1.1. Metrik.
Begreberne metrik og metrisk rum er indfgrt i 1906 af den franske mate-
matiker Maurice Fréchet (1878-1973).

Definition 1.1. Lad M vere en ikke tom meengde. En funktion d : M x
M — R kaldes en metrik eller en afstandsfunktion i M safremt fglgende
betingelser er opfyldt for vilkarlige elementer x,y, z fra M:

(M1) d(z,y) 20, d(z,y) =0z =y,

(M2) d(z,y) = d(y,z),

(M3) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y).
Er der pa M udvalgt en metrik d, kaldes parret (M,d) et metrisk rum.
Elementerne i et metrisk rum kaldes ofte punkter.

En metrik er altsa en afbildning, der til to punkter x,y € M knytter et
tal d(z,y), der pa grund af (M2) kan omtales som afstanden mellem = og
y, og denne afstand er stgrre end nul undtagen hvis x = y, hvor afstanden
seettes til nul. I stedet for d(z,y) skrives undertiden dist(z,y). Uligheden
(M3) kaldes trekantsuligheden, idet den for 3 punkter z,y og z i planen med
den saedvanlige afstand udtrykker, at siden i en trekant er hgjst summen af
de to andre sider.

Man mgder undertiden det svagere begreb pseudometrik, hvor man i ste-
det for (M1) blot kreever at d(x,y) > 0 og d(z,z) = 0. Det kan i sa fald
forekomme at = # y og dog d(z,y) = 0.
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1.2

En ret linie, en plan og rummet er med den sadvanlige betydning af
ordet afstand et metrisk rum. Mere generelt: For x = (z1,...,2%), y =
(y17"'7yk) ERk er

k 2

d(z,y) = (> _(x; —y;) (1)

Jj=1

en metrik i R*, jf. Mat 1. For en vilkarlig ikke tom delmsengde M C R*
er (M,d) altsa et eksempel pa et metrisk rum. Metrikken (1) kaldes den
euklidiske afstand eller den sedvanlige afstand.
En ikke tom delmaengde M C C udstyres som metrisk rum ved fast-
seettelsen
d(m,y):]x—y], .I,yE(C,

idet (M1)—(M3) er konsekvenser af velkendte egenskaber ved den numeriske
veerdi. Identificeres C med R? pa saedvanlig made er denne afstand lig med
den euklidiske afstand.

For konkrete maengder kan der vaere flere metrikker, som er naturlige. Lad
os som et eksempel betragte kugleoverfladen

Q={reR®|2?+25+23=1}

i det tre-dimensionale rum.

Q

N

Som afstand mellem x og y i 2 kan benyttes den euklidiske afstand d(z, y).
En anden mulighed er at benytte afstanden pa kuglefladen mellem x og y,
altsa leengden af den mindste storcirkelbue mellem x og y, dvs. afstands-
funktionen

do(z,y) = Arccos(z - y), xz,y € Q.
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1.3

Udtrykt pa anden made er dg(z,y) vinklen € [0, 7] mellem vektorerne x og
y. Det er intuitivt klart, at do er en metrik pa €2, kaldet den geodetiske
afstand.

1.2. Normeret rum.

Fra Mat 1 kendes en raekke eksempler pa vektorrum, f.eks. talrummene
R* og underrum deri samt vektorrum af reelle (eller komplekse) funktioner.
Abstrakt set er et vektorrum en maengde E, hvis elementer kaldes vektorer og
som kan adderes og multipliceres med tal fra et tallegeme. Hvis tallegemet
er R, taler man om et reelt vektorrum (E,+,R), og hvis tallegemet er C,
taler man om et komplekst vektorrum (F,+,C). For at kunne behandle de
to tilfselde undet ét vil vi tale om et vektorrum (E,+,L), hvor L angiver
tallegemet som enten er L = R eller . = C.

Fra Mat 1 kendes lzengden eller normen af en vektor z = (21, ..., 2) € R¥

som veerdien af udtrykket
o] = \fai+ -+ (2)

Vi vil nu definere et leengdebegreb for vektorer i et vektorrum, nemlig be-
grebet en norm. Ligesom ved begrebet metrik vil vi heefte os ved nogle fa
fundamentale egenskaber ved (2) og kreeve dem opfyldt for det abstrakte
begreb.

Definition 1.2. Ved en norm pa et vektorrum E = (E,+,L) forstas en
afbildning || - || : £ — R opfyldende

(N1) [|z]| >0, ||z|| = 0 & = = 0 (nulvektoren),

(N2) |[Az|| = |A|||x| for alle x € E, X € L,

(N3) [l +yll < =]l + [ly|| for alle z,y € E.

Parret (E, ||-||) kaldes et normeret vektorrum. I (N2) er |\| den numeriske
veerdi af tallet A (tilhgrende enten R eller C). Af (N2) fas specielt || — z|| =
|||, og hvis E er et komplekst vektorrum ||e?®x|| = ||z|| for alle § € R.

Man mgder undertiden det svagere begreb seminorm, hvor man i stedet for
(N1) blot kraever at ||z|| > 0. Bemerk at (N2) medferer at ||0]] = ||0- 0| =

|0]]|0]| = 0. Ved en seminorm kan det altsa forekomme at = # 0 og dog
]| = 0.
Hvis || - || er en norm pa E vil fastsacttelsen
d(a,y) = llx —yll,  zy€ck,

definere en metrik pa E, idet (M2) er en konsekvens af (N2), og (M3) er en
konsekvens af (N3), der ogsa kaldes trekantsuligheden:

d(z,y) = [l =yl = [[(x = 2) + (z = 9|
< lz =2l + llz =yl = d(=, 2) + d(z,y).
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1.4

Man taler om den af normen || - || inducerede metrik pa vektorrummet.

Eksempel 1.3. Pa R¥ er fglgende udtryk normer:

k
ol =Y la| (1-normen)
j=1

=

k
|z||2 = Z |xj|2 (2-normen eller den euklidiske norm),
j=1
%] oo = max(|z1],...,|zk|) (co—normen eller maksimumsnormen) .

At ||-|l1 og || - ||oo €r normer fglger umiddelbart, medens (N3) for || - ||2 folger
af Cauchy-Schwarz’s ulighed, jf. Mat 1.

P4 C* kan man ligeledes betragte normerne || - ||1, || - |2 0g || - ||oo. Hvis
z = (21,...,2,) € CF identificeres med (x1,y1,%2,¥2,..., Tk, yx) € R?* idet
zj = xj +1y;, 7 =1,...,k, har man
1
k 2 k 2
lelz= D 1) = (D@ +u) |
j=1 j=1

s& ||z]|2 kan opfattes som den euklidiske norm pa R2*.

Eksempel 1.4. Mzngden F (M, R) af reelle funktioner f : M — R defineret
pa en ikke tom maengde M er et reelt vektorrum, nar addition af funktioner
og multiplikation med skalarer defineres ved

(f +9)()
(Af) (@)

hvor f,g: M — R og A € R.
Analogt er meengden F(M,C) af komplekse funktioner f : M — C et
vektorrum over C. For f: M — L, hvor L = R eller L. = C, defineres

f@)+g(), zeM
A(x), xeM,

[fllw = sup{[f(x)| | = € M}.

Det vil sige, at || f||., er det mindste overtal for talmeengden {|f(z)| | v € M},
altsa at t = || f||. er det mindste tal i [0, 0o, som opfylder

|f(x)] <t foralle z€ M.
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1.5

nulvektoren i F(M,L). Funktionen f : M — L er begrenset, dvs. har
begraenset vaerdimeengde, netop hvis || f||., < oo.
Vi skal nu se, at mengden

B(M,L) = {f € F(M,L) | |[f]lu < oo}

Vi har 0 < ||f]lu < oo, og ||f||.. = 0 netop hvis f er nulfunktionen, altsa

af begrensede funktioner pa M er et vektorrum over 1L, og || - ||, er en norm
derpa kaldet den uniforme norm eller sup-normen.
For f,g € B(M,L) ogxz € M, XA € L har vi

(Af(@)] = [MIF(@)] < A fllu < o0,
((f +9) (@) = [f(2) + g(@)] <[f(@)] + |g(@)] < [ Fllu+ llgllu < o0

Den forste raekke af uligheder viser, at Af € B(M,L) og [|Afllu < Al fllw;
den anden raekke viser, at f + g € B(M,L) og || f + gllu < | fllu + [|9]lw, 0g

dermed er B(M,LL) et underrum af F(M,L) altsa et vektorrum over L. For
at vise, at || - [, er en norm, mangler vi blot at vise (N2), som er klar hvis
A =0, og hvis A # 0 har vi

IAfllw = sup{[A[[f(2)] | 2 € M} = [Asup{|f(z)[ | x € M} = [Al[| /]

Af ovenstaende fglger, at enhver maengde A af begreensede funktioner pa
en maengde M er et metrisk rum med metrikken

d(f,9) = IIf = gllu = sup{[f(z) —g(@)[ |z € M}, f.geA.

Hvis M specielt er maengden {1, 2, ..., k} kan en funktion f: {1,... k} —
L opfattes som et talseet (f(1),..., f(k)) i L*(= R¥ eller C*), og derved kan vi
opfatte funktionsvektorrummet F (M, L) som L¥. Enhver funktion i F (M, L)
er begreenset og den uniforme norm af f = (f(1),..., f(k)) er

[ f 1l = max([f(D)],.... [F(F)]),

hvilket er maksimumsnormen || - ||« fra Eksempel 1.3.
Hvis M = N kan vi opfatte B(M,C) som mangden af begreensede kom-
plekse talfglger z = (z,,)n>1 med den uniforme norm

I]lu = sup{[za| [ n € N}, 2z € B(N,C).

Eksempel 1.5. Maengden C([0, 1], R) af kontinuerte funktioner f : [0,1] —
R er et normeret vektorrum ved fastsaettelsen

1l = / f(@)lde.



1.6

1.3. Kugler i et metrisk rum. Begraensede maengder.
Vi vender os nu mod et vilkarligt metrisk rum (M,d) og definerer for
a € M, r>0 kuglen med centrum a og radius r

K(a,r) ={x € M | d(a,z) < r}.
Bemerk at a € K(a,r), og nar r1 < rg vil K(a,r1) € K(a,r2). Som umid-
delbar anvendelse af trekantsuligheden vil vi vise folgende

Kuglelemma 1.6. (i) Hvis b € K(a,r) og 0 < s < r —d(a,b) sa gelder
K(b,s) C K(a,r).
(11) Hvis K(a,r) N K(b,s) # & sa er d(a,b) < r+ s.

Bevis. (i) Antag at x € K(b,s). Vi skal vise at d(a,x) < r, men det fglger
af trekantsuligheden

d(a,z) < d(a,b) +d(b,z) < d(a,b) +s<r.

(ii) Vi veelger et punkt ¢ € K (a,r)NK(b,s) og udnytter igen trekantsulighe-
den
d(a,b) <d(a,c) +d(c,b) =d(a,c) +d(b,c) <r+s.

O

For enhver ikke tom delmaengde A C (M, d) indfgres diameteren diam A
af A ved
diam A = sup{d(z,y) | x,y € A}.
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1.7

Der geelder 0 < diam A < 0o, og diameteren er 0 nar A har netop et element.
Meengden A kaldes begrenset, hvis den er indeholdt i en kugle. Ved hjalp af
trekantsuligheden indses:

A er begraenset netop hvis diam A < co.

Hvis nemlig A C K(a,r) geelder diam A < diam K (a,r) < 2r < oo, og hvis
d =diam A < oo vil A C K(a,d + ¢) for ethvert a € A og e > 0.

Hvis det metriske rum er R¥ med den saedvanlige afstand er K(a,r) =
la —r,a+ r| i tilfeldet £ = 1, K(a,r) er en aben cirkelskive i planen for
k = 2 og endelig en saedvanlig aben kugle for £ = 3.

Eksempel 1.7. Diskret metrisk rum. En vilkarlig meengde M # & kan altid
forsynes med den sakaldte diskrete metrik

d(a;,y):{l for z#vy,

0 for z=y.
At trekantsuligheden d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) er opfyldt ses saledes: Hvis
x = y er det intet at vise, da venstre side er 0, og hvis z # y ma enten
x # z eller y # z og dermed er venstre side 1 og hgjre side er enten 1 eller 2.
Er M forsynet med den diskrete metrik taler vi om et diskret metrisk rum.

Bemeerk at
{a}, hvis 0<r<1,

K(a,r) = )
M hvis 1 <r.

Enhver mengde i et diskret metrisk rum er begraenset. Et diskret metrisk
rum er helt uinteressant; det er kun naevnt for at ggre lseseren opmaerksom
pa definitionens rummelighed.

1.4. Konvergente fglger.

Som en naturlig generalisering af begrebet talfplge (jf. Adams p.519)
forstar vi ved en punktfolge i en maengde M en afbildning ¢ : N — M.
Hvis man saetter z, = ¢(n), er det kutyme at skrive punktfglgen (2, )n>1,
(Zn)nen eller blot (z,,), hvorved man altsa naevner fplgens n’te element. I et
metrisk rum har det mening at tale om konvergens af punktfglger:

Definition 1.8. Lad (z,),>1 vaere en punktfplge i det metriske rum (M, d)
og lad a € M. Vi siger, at folgen konvergerer mod a, og udtrykker det i
symboler ved fglgende skrivemader
T, —a, T, —aforn—soo, limz,=a, lm z,=a
n—oo
safremt
lim d(zy,,a) =0,

n—oo
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1.8

altsa safremt afstanden mellem x,, og a gar mod 0 for n — oco. Hvis z,, — a
kaldes a gransepunkt for folgen (x,,).
Med de logiske symboler udtrykkes konvergensen saledes:

Ve > 03N € NVn > N : d(zp,a) <e.

Hvis 2, — a vil enhver delfslge (z,,),
(Zn4N)n>1 ligeledes ga mod a.

og enhver afkortet folge

>1

Bemaerkning 1.9. En folge har hgjst et graensepunkt.
Hvis nemlig x,, — a og x,, — b for n — oo kan vi tile > 0 finde N1, N2 € N

sa
d(xzp,a) <e for n> Ny,

d(xn,b) <e for n> Ny,
og veelges et ng > max(Ny, N3) giver trekantsuligheden
d(a,b) < d(a,zn,) + d(zp,,b) < 2e.

Da ¢ > 0 er vilkarlig sluttes, at d(a,b) = 0 altsa at a = b.

Eksempel 1.10. Lad det metriske rum vaere R¥ med den saedvanlige metrik.
En punktfslge (x,,) i R¥ konvergerer mod = € R¥ hvis

k 2
d(xp,x) = Z(:I;m —z;)*| —0,
j=1
hvor z, = (zp1,...,%nk), ¢ = (z1,...,2k), altsa netop hvis lim,, o z; =
x; for hvert j =1,...,k, dvs. hvis hver koordinatfglge konvergerer.

Det er centralt at indse, at uniform konvergens af funktionsfglger kan
opfattes som punktfslge konvergens i et metrisk rum.

Seetning 1.11. Lad (B(M,L), ||-||.) betegne det normerede rum af begrans-
ede funktioner pa M. Om en punktfolge (f,) og en funktion f i B(M,L)
geelder

lim f, =f iB(M,L)< lim f,(x)= f(x) wuniformtpa M.

Bevis. At lim, o fn = f betyder at ||f — f, ||, — 0, altsa

Ve > 03N € NVn > N :sup{|f(z) — fu(z)| |z € M} <e

12



1.9

eller

Ve > 03N e NVn > NVe € M : |f(z) — fu(x)] <€, (3)

idet
|f(z) — fu(x)] <e foralle ze M

er ensbetydende med at

sup{|f(z) — fu(2)| |z € M} <e.

Udsagnet (3) er netop, hvad der forstas ved lim,,— o frn(z) = f(z) uniformt
pa M. O
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1.10

Opgaver til §1
1.1. Vis, at Ny>oK(a,7) = NS, K (a, 1) = {a} i et metrisk rum.

1.2. Find diam A for folgende delmangder af C med den saedvanlige afstand

1

A= {cosx+isinz |z € R}.

1.3. Vis lim,, o0 fn, = 0 1 det metriske rum (B(R,R), || - ), hvor
2) ful@) = Lsin(na)
b) fu(z) = JW
1.4. Vis, at der for vilkarlige fire punkter x,y, z,w i et metrisk rum (M, d)

geelder

Vis derved, at hvis lim,, o z, =  og lim, .o y, = y for punktfelger (z,,)
0g (Yn) 1 M, sa vil lim,,_, o d(xp, yn) = d(x,y).

1.5. Tegn K (a,r) i folgende metriske rum:

a) [0,1] og R? med den szedvanlige afstand.
b) (R?,dso), hvor doo(z,y) = |7 — ylleo (= max(|z1 — w1, |22 — y2l))-
c) (R?,d1), hvor di(z,y) = [z — yll1 (= |21 — ya| + [z2 — y2]).

1.6. Beskriv de konvergente fglger i et diskret metrisk rum.

1.7. Giv et bevis for at den geodaetiske afstand dq pa kugleoverfladen (§1.1)
er en metrik.

1.8. Vis, at der pa vektorrummet F(N,R) af reelle talfplger z = (2,,)n>1
ikke findes nogen norm || - || med den egenskab, at der om folger (z,,),>1 fra
F(N,R) geelder

lim [|z,|=0&VjeN: lim z,; =0,
n—oo n—oo
idet den j'te koordinat af x,, betegnes x,;, altsa z,, = (Tn1,Tn2,...).

Vink. Antag, at der findes en norm med den sggte egenskab og betragt
folgen (|len]|ten)n>1 hvor e; = (1,0,0,...), e2 = (0,1,0,...),....

1.9. For 2 = (Zn)n>1 08 ¥ = (Yn)n>1 1 F(N,R) saettes

) 1
d(&vg) = sup{mm(!xn o yn|7 E) | ne N} :

14



1.11

Vis, at d er en metrik pa F(N,R) og at (z,,) = (Zn1,Zn2,...) konvergerer
mod z = (z1,%2,...) 1 det metriske rum hvis og kun hvis lim;,, .o Zn; = z;
for alle j € N.

1.10. Ved en pseudometrik pa en maengde M forstas en afbildning
d: M x M — R, som for alle z,y, z € M opfylder

(M1") d(z,y) >0, d(z,z) =0,
) d

(M2) d(z,y) = d(y,z),
(M3) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y).
Vis, at hvis d er en pseudometrik pa M sa defineres der ved “x ~ y <
d(xz,y) = 0” en akvivalensrelation ~ i M. (Man skal altsa vise, at ~ er
refleksiv (Vx @ x ~ x), symmetrisk (Vz,y : * ~ y = y ~ x) og transitiv
Ve, y,z: (@~ y) Ay ~ 2) =z~ 2).)
Lad [z] betegne aekvivalensklassen indeholdende z altsa

[z] ={y e M |z~ y}.

Vis, at maengden M/ ~= {[z] | z € M} af skvivalensklasser er et metrisk
rum ved fastsaettelsen d([z], [y]) = d(z,y), idet der forst ggres rede for, at
definitionen er meningsfuld.

1.11. Vis, at en folge (x,) i et metrisk rum konvergerer mod a hvis og kun
hvis enhver delfplge af (x,,) har en delfglge, der konvergerer mod a.

1.12. Lad C*([a,b]) betegne meaengden af kontinuert differentiable funktioner
pa [a,b]. Vis, at f > [|f'[lu er en seminorm, og at f = [|f] = [fllu + [[/'[lu
er en norm pa vektorrummet C*([a,b]). Vis, at (f,) konvergerer mod f i det
normerede rum (C[a, b], | - ||), hvis og kun hvis f,, — f uniformt pa [a, b] og
fl, — f' uniformt pa [a, b].
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2.1

§2.  Topologiske begreber i et metrisk rum

I det folgende vil vi definere en raekke begreber, der knytter sig til et
metrisk rum (M,d). Begreberne er stort set velkendte i tilfzeldet R¥ med
den saedvanlige metrik.

2.1. Indre, ydre, rand og afslutning.

Lad A veere en punktmaengde i det metriske rum (M, d), altsa A C M.
Punkterne i M falder da i forhold til A i tre dele, hvor dog en eller to kan
veere tom: det indre af A, det ydre af A og randen af A. Preecist:
Definition 2.1. Et punkt x € M kaldes et indre punkt i A, hvis der findes
en kugle K(z,r) med centrum i z, som er indeholdt i A, dvs. hvis

dr>0: K(z,r) C A.

Punktet = kaldes et ydre punkt for A, hvis der findes en kugle K(x,r),
som er disjunkt med A, dvs. hvis

Ir>0:K(z,r)NA=g.
Punktet x kaldes et randpunkt for A, hvis det hverken er indre eller ydre
punkt for A.

Ved det indre A af A, det ydre af A og randen 0A af A forstas henholdsvis
mangden af indre punkter, maengden af ydre punkter og maengden af rand-
punkter for A. (I symbolet for det indre af A kan bollen saettes over eller ved

siden af A: A, A°).

indre A

% ydre

Vi har umiddelbart felgende vigtige egenskaber:

1. Et punkt z € M er ydre punkt for A hvis og kun hvis = er indre
punkt for komplementaermaengden CA = M \ A.
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2.2

2. 1€0ASVr>0:K(xz,r)NA#2 AN K(z,r)NCA# o.
Thi hgjre side udtrykker, at = hverken er indre eller ydre punkt for A.
3. 0A =0(CA), M = AU (CA)° UIA.
Definition 2.2. Et punkt x € M kaldes kontaktpunkt for maengden A C M,
safremt enhver kugle med centrum z indeholder mindst et punkt fra A, dvs.

safremt

Vr>0: K(x,r)NA# 2.
Mzengden A af kontaktpunkter for A kaldes afslutningen af A.

Et punkt = € A kaldes isoleret punkt af A, hvis der findes en kugle med
centrum z, der ikke indeholder noget andet punkt af A, dvs. hvis

Ir>0: K(z,r)NA={x}.

Indre punkter og randpunkter for A er kontaktpunkter for A, medens ydre
punkter ikke er det. Altsa

A= AUOA=AUBA.

Anderledes sagt: Afslutningen A af A og det ydre (CA)° af A er komplemen-
teaere

CA = (CA)®°, A =C(CA)).

Der geelder videre

,figAgZ,
A=7A\9A=A\8A,
DA =A\A=ANCA.

Eksempel 2.3. Lad det metriske rum veere R med den ssedvanlige afstand.
Om A = Qgelder Q = @, Q = R, 0Q = R. Ingen af Q’s punkter er
isolerede. Om A = Z geelder Z = @, Z = 7 og alle punkter i Z er isolerede
punkter.

2.2. Abne og afsluttede maengder.

Definition 2.4. En mangde A C M kaldes aben, hvis ethvert punkt x € A

er indre punkt for A, dvs. hvis fCl) = A.

En punktmaengde A C M kaldes afsluttet (eller lukket), hvis den indeholder
alle sine kontaktpunkter, dvs. hvis A = A. Bemzerk at @ og M er bade abne
og afsluttede.
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2.3

Saetning 2.5. Begreberne aben og afsluttet er duale: En punktmengde A C
M er afsluttet (resp. dben) hvis og kun hvis komplementermaengden CA er
aben (resp. afsluttet).

Bevis. Formlen (A = (CA)° viser, at A = A netop hvis (CA)° = CA, altsi at
A er afsluttet, netop hvis CA er aben. Anvendes dette pa CA i stedet for A
fas, at A er aben netop hvis CA er afsluttet. O

I det fglgende bruger vi ofte sprogbrugen “en familie” eller “et system” af
delmaengder af en maengde i stedet for at sige en maengde af delmaengder. Det
er ofte bekvemt at skrive en familie af delmaengder af M pa formen (A;)icr.
Her er underforstaet, at I er en maengde kaldet indeksmaengden for familien,
og der foreligger en afbildning ¢ — A; af I ind i maengden af delmaengder af
M.

Seetning 2.6. Systemet G = G(M) af abne delmaengder af M har folgende
egenskaber:
(i) o, M € G;
(ii) Hwis G1,...,G, er endeligt mange mengder fra G, sa tilhorer felles-
mengden G1 N --- NGy, igen G ;
(iii) Hwvis (G;)ier er en wvilkarlig familie of mengder fra G, sa tilhgrer
foreningsmangden | J,c; Gi igen G.

Bevis. (ii) Vi skal indse, at vilkarligt x € G N --- N G, er indre punkt.
For i € {1,...,n} vil specielt z € G;, og da G; er aben findes r; > 0 sa
K(xz,r;) € G;. Seettes r = min(ry,...,r,) vil K(z,7) € G1 N --- N Gy,
hvilket viser, at x er indre punkt.

(iii) Vi skal indse, at vilkarligt = € |J,c; Gi er indre punkt i meengden.
Til sadant z findes ig € I sa x € G;,, men da G;, er aben findes r > 0 sa
K(z,r) C Gy, men sa meget mere gaelder K(x,7) C (U, G, hvilket viser,
at x er indre punkt i J,.; Gs. O

Ved at udnytte Seetning 2.5 fas et dualt udsagn om systemet F = F(M)
af afsluttede delmaengder.

Saetning 2.7. Systemet F af afsluttede delmangder af M har folgende egen-
skaber:
(i) o,M € F;
(ii) Hwis Fy,..., F, er endeligt mange maengder fra F, sa tilhorer fore-
ningsmengden Fy U --- U F, igen F.
(iii) Hwvis (F;)icr er en wvilkarlig familie of maengder fra F, sa tilhorer
fellesmengden (", Fi igen F.
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2.4

En kugle K(a,r) er en aben delmeengde, thi af Kuglelemmaet 1.6 ses, at
hvis € K(a,r) sa vil K(x,s) C K(a,r) blot s <r — d(a, z).

Enhver endelig delmaengde A er afsluttet, thi hvert = € CA er ydre punkt
for A. Hvis nemlig A = {a1,...,an,}, hvor ai,...,a, er forskellige, og = € CA
seettes 7 = min{d(z,a;) | i =1,...,n}, og sd er K(z,r) C CA. Endvidere er
hvert punkt i A et isoleret punkt, thi for hvert ¢ = 1,...,n geelder

AN K(ai,r) ={a;} nar r = min{d(a;,a;) | i #j}.

Fellesmaengden af uendeligt mange abne maengder er ikke altid aben.
(Overvej et eksempel.)

Det indre og afslutningen af en meengde kan karakteriseres pa fglgende
made:

Seetning 2.8. Lad A C M.
(a) Det indre A af A er en aben mangde. Det er den storste abne del-

mengde af A i den forstand, at hvis G C A og G er aben, sa er G C A.

(b) Afslutningen A af A er en afsluttet mengde. Det er den mindste af-
sluttede delmengde af M omfattende A i den forstand, at hvis A C F og F
er afsluttet, sd er A C F.

Bewvis. De to udsagn er duale og det ene fremgar af det andet ved overgang
til komplementaermaengde.

For x € A findes r > 0 sa K(z,7r) C A. For hvert y € K(:c r) geelder
K(y,r—d(z,y)) C K(z,r) 1f@1ge Kuglelemmaet. Altsa er y ogsa indre punkt

af A, og dermed er K(z,r) C A hvilket viser, at A er aben.
Hvis G C A og G er aben vil der til z € G findes r > 0 sa K(z,7r) C G
og folgelig ogsa K (z,r) C A. Ethvert x € G er altsa indre punkt af A, dvs.

G CA. O

Korollar 2.9. Det ydre af en maengde A er aben og randen OA af A er
afsluttet.

Bevis. Det ydre af A er lig med (CA)° og dermed dben. Formlen 94 = ANCA
viser at 0A er fellesmaengde af to afsluttede maengder og dermed afsluttet
ifglge Seetning 2.7. O

Saetning 2.10. Afslutningen A af A bestir af de punkter x € M, der er
grensepunkt for en konvergent punktfolge (x,,), hvis punkter alle tilhorer A.

Bevis. (a) Lad o = limx,, hvor (x,,) er en punktfglge i A. Da geelder x € A,
thi for ethvert » > 0 findes N € N sa d(x,x,) < r for n > N, og dermed er
K(x,r)NA+#@.
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2.5

(b) Lad z € A. Da geelder AN K(x,7) # @ for ethvert r > 0. For ethvert
n € N kan vi altsé veelge z, € AN K(z, ). Den derved konstruerede folge
x,) er konvergent med graensepunkt z, og alle dens punkter tilhgrer A. O

Definition 2.11. En delmzngde A C (M, d) kaldes overalt tet hvis A = M,
altsa hvis M er den mindste afsluttede maengde, der indeholder A. Da de
abne maengder er komplementere til de afsluttede geelder, at A er overalt
teet netop hvis

VGeGg: ANG=0=G=9

eller i kontraponeret form
VGeG: GO =ANG#D.

Et metrisk rum (M, d) kaldes separabelt, hvis der findes en tellelig* overalt
teet delmaengde A af M.

Idet Q@ = R er R separabelt. Ogsa C, R* og C* er separable metriske rum,
idet Q +iQ, QF og (Q + iQ)* er overalt teette numerable delmeengder.

2.3. Topologiske begreber. Akvivalente metrikker.

I et metrisk rum (M, d) har vi defineret systemet G af abne maengder. Vi
skal nedenfor se, at en raekke af de tidligere indfgrte begreber kan karakteri-
seres ved hjelp af systemet G. Sadanne begreber kaldes topologiske begreber.

For hvert x € M vil vi indfgre systemet

gm:{Geg’fL’GG}

af de abne maengder, der indeholder =x.

Definition 2.12. En maengde U i et metrisk rum (M, d) siges at veere en
omegn af et punkt x € M, safremt z er indre punkt i U. Med U(z) betegnes
systemet af omegne af x.

Vi har straks, at en maengde er aben hvis og kun hvis den er omegn af alle
sine punkter.

Vi noterer:
U omegn af x

srel
sIr>0: K(z,r) CU
<3G e G, GCU.

*Teellelig betyder endelig eller numerabel, og en maengde A kaldes numerabel, hvis den
er akvipotent med N, altsa safremt der findes en bijektiv afbildning ¢ : N — A.
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2.6

Den sidste biimplikation viser, at omegnssystemet U (z) af hvert punkt er
entydigt fastlagt ud fra systemet G af abne maengder, og dermed er omegne
et topologisk begreb. Fglgende begreber er alle topologiske:

Indre punkt, ydre punkt, randpunkt, kontaktpunkt, isoleret punkt, afslut-
tet meengde, indre, ydre og rand af en maengde, folgekonvergens, overalt taet
maengde, separabilitet.

At f.eks. kontaktpunkt og folgekonvergens er topologiske begreber falger
af biimplikationerne:

rEASVGEG, :ANG #0,
lim z, =z < VGe€ G, AN e NVvn > N : 2, € G,

n—oo

som geaelder fordi K (z,r) € G, for alle r > 0, og til enhver maengde G € G,
findes r > 0 sa K(z,7) C G.

Definition 2.13. To metrikker d;,ds pa en meengde M kaldes @kvivalente,
hvis de fastleegger samme system af abne maengder.

Erstattes metrikken pa en maengde med en akvivalent, far vi altsa samme
topologiske begreber. F.eks. @ndres det indre af en maengde ikke. Som
eksempel pa begreber, der ikke er topologiske, kan naevnes “kugle” og “be-
graenset maengde”. En metrik d kan nemlig altid erstattes af den sekvivalente
metrik di(x,y) = min(d(z,y),1) med hensyn til hvilken alle maengder er
begraensede, nemlig af diameter < 1.

At d; opfylder trekantsuligheden ses saledes: Hvis d(z, z) og d(z,y) begge
er <1 har vi

di (.’13, Z) + dl(Z,y) = d($7 Z) + d(z,y) > d(x7y) = d1<.’13,y) )
og hvis mindst et af tallene d(z, z) og d(z,y) er stgrre end 1 har vi
di(z,y) <1 <di(z,z)+di(z,y).

Dermed er d; en metrik, og hvis Kj(a,r) betegner kuglen med hensyn til
metrikken d; gaelder

K(a,r), for r<1
M, for r>1,

Ki(a,r) :{

hvilket viser, at d og d; giver samme system af abne maengder, altsa at d og
dy er kvivalente.
Generelt geelder:

22



2.7

Saetning 2.14. To metrikker di og do pa en maengde M er ekvivalente hvis
og kun hvis
(i) Ya € MVr>03s>0: Ki(a,r) 2 Ks(a,s),
(ii) Ya € MVr>03ds>0: Ks(a,r) 2 Ki(a,s),
hvor
Ki(a,r) ={x e M | di(a,z) <r}, i=1,2.

Bevis. Lad G;, i = 1,2 vaere systemet af abne maengder i (M, d;). Hvis dy
og dy er mkvivalente, altsa hvis G; = Gy er specielt Ki(a,r) € Gy for alle
a€ M, r >0, altsa er a et indre punkt af K;(a,r) i (M,d2), og dermed
findes s > 0 sa Ks(a,s) € Ki(a,r). Betingelsen (ii) vises analogt.

Omvendt kan man af (i) slutte at G; C Gy og tilsvarende af (ii) slutte at
G2 C G, sa (i) og (ii) medforer, at dy og do er sekvivalente. O

Seetning 2.15. Lad E vere et vektorrum over L. To normer || -1 og || - ||2
pa E er ekvivalente i den forstand, at de tilhorende metrikker er ekvivalente,
huvis og kun huvis

(i) Ik >0Vre E: |z < k|z|-
(i) 3> 0Ve € E: ||zl|s < €]z

Bevis. Af (i) fra Seetning 2.15 sluttes
Ki(a,r) 2 K> (a, %) :

thi hvis ||a — z||2 < 7 finder man ||a — |1 < k[ja — z|]2 < r. Dette viser (i)
fra Seetning 2.14. Omvendt kan man af denne betingelse slutte at

Kl (O, 1) 2 KQ(O, S) (1)

for passende s > 0. Vi pastar nu at [|z]|y < L[|z for alle z € E, altsé at (i)
fra Saetning 2.15 geelder med k = % Antag nemlig at der fandtes x € E sa

1
> = .
Izl > ]2

Ved udnyttelse af normbetingelsen (N2) finder vi ved division med ||z|/; at

1

S

T

(4t

2
eller hvis y = x/||z||1 at ||y|l2 < s. Dette viser at y € K5(0, s), sa af (1) fas
|lyll1 < 1, hvilket er i strid med at (N2) giver

el = 1.

Iyl H z !
y 1: =
), = Tl
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2.8

Pa tilsvarende made ses at de to betingelser (ii) fra Seetningerne 2.14 og 2.15
er ensbetydende. U

Bemaerkning 2.16. Betingelserne (i) og (ii) i Seetning 2.15 kan slas sammen
til en enkelt betingelse nemlig

(ili) Je > 0Vz € E: Lzfly < |lzfl2 < cflz: -
Hvis (i) og (ii) geelder kan man bruge ¢ = max(k, ¢), og hvis (iii) geelder vil
bade (i) og (ii) gelde med k = ¢ = ¢. Normerne || - ||1 og || - [|2 er altsa
ackvivalente netop hvis (iii) er opfyldt.

Eksempel 2.17. De tre normer || - |1, || - |2 og || - [l P& R*, jf. Eksempel
1.3, er akvivalente pa grund af de elementaere uligheder

2]l < { [zl < Koo
oo =
lzll2 < VE[2llo -

Ved diskussion af topologiske begreber i R* kan vi derfor anvende den norm,
der er mest bekvem i den foreliggende situation. Det er ofte nemmere at
benytte || - ||oo end || - [|2.

Man kan vise, at alle normer pa et endelig dimensionalt vektorrum er
aekvivalente, jf. §6.3. Nar man siger, at en delmeengde af R* er begraenset,
er det altsa ligegyldigt, hvilken norm man refererer til.

2.4. Topologiske rum.

Som vi har indset, er mange af de til et metrisk rum knyttede begrebs-
dannelser — nemlig de topologiske —allerede fastlagt, nar systemet af abne
meengder kendes. Teorien for metriske rum kan derfor indordnes under en
mere almen teori for sakaldte topologiske rum, der er indfgrt af Felix Haus-
dorff (1868-1942) i 1914.

Ved en topologi pa en ikke tom maengde M forstas et system G af delmaeng-
der af M med fglgende egenskaber:

(T1) @, M € G;
(T2) Hvis Gy, ...,G, er endeligt mange maengder fra G, sa tilhgrer faelles-
mengden G; N --- NG, igen G;
(T3) Hvis (G;)icr er en vilkarlig familie af maengder fra G, sa tilhgrer for-
eningsmeengden | J,.; G; igen G.
Et topologisk rum er en meengde M forsynet med en topologi G og maengderne
i G kaldes abne mangder. Det topologiske rum betegnes (M, G).

Vi har set i Ssetning 2.6, at systemet af abne maengder i et metrisk rum er
en topologi. Akvivalente metrikker er netop sadanne, der inducerer samme
topologi. De fra et metrisk rum kendte topologiske egenskaber kan alle de-
fineres i et topologisk rum, idet man tager udgangspunkt i den for metriske
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2.9

rum givne definition og omformulerer den, sa den kun athaenger af systemet
af abne maengder.

Eksempel 2.18. Lad (M, G) vare et topologisk rum. For z € M indfores
G.={GegG|xedG}.
Vi siger, at © € M er indre punkt for A C M safremt
1Geg,:GCA
og x er et kontaktpunkt for A safremt

VGeG,  GNA+£D.

Formlerne i §2.1 vedrgrende A, A og OA gaelder uzendret i et topologisk
rum og saetningerne 2.5, 2.7, 2.8 og Korollar 2.9 fra §2.2 geelder ligeledes.
(Bemaerk, at Seetning 2.6 er rigtig, men er en definition nu). Grzensepunktet
for en konvergent folge (x,) i A tilhgrer A, men Sezetning 2.10 gaelder ikke
for topologiske rum, idet der kan veere punkter i A, der ikke kan opnds som
greenseveaerdi for en folge fra A. Dette er arsagen til, at man i topologiske rum
ma indfgre mere generelle konvergensbegreber: Teorien for net eller filtre, som
vil blive taget op i et senere kursus.

Topologien pa et metrisk rum har en speciel egenskab, Hausdorff egenska-
ben:

Hvis x1 og x5 er forskellige punkter i M findes disjunkte meengder G1, Go €
Q, sa T EGl,.’I?Q € Gs.

Vi kan nemlig seette G; = K (z;, 2d(21,22)), i = 1,2.

Hausdorff indskraenkede sig til at betragte topologiske rum med Hausdorff-
egenskaben, de sakaldte Hausdorff rum. Der er Hausdorff rum, hvor topo-
logien ikke kan defineres ved en metrik. Et vaesentligt problem i teorien for
topologiske rum bestar i at karakterisere de topologier, der kan induceres af
en metrik. Dette metrisationsproblem blev lgst af 3 forskellige matematikere
Bing, Nagata og Smirnov omkring 1950.
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Opgaver til §2

2.1. Bestem det indre, afslutningen, randen og maengden af isolerede punkter
for fglgende delmeengder af R? med den euklidiske afstand.

a) A=R2?
b) A=ZXxZ
c) A=Q x Z.

2.2. Vis, at der for G € G, F' € F geelder
G\FegG, F\GeF.
2.3. Vis, at hvis der om to metrikker dy, ds pa M findes konstanter A, B > 0

sad; < Ads , do < Bdy, saer di og dy sekvivalente. Overvej om d; og do kan
veere ackvivalente uden at der findes sadanne konstanter A og B.

2.4. Beskriv de topologiske begreber i et diskret metrisk rum.

2.5. Vis, at der for vilkarlige delmaengder A, B af et metrisk rum (M, d)
geelder

AgB:ﬁgé,ZgE
MQB):Emé
AUB=AUB
(AUB)° D AUB
ANBCANB
A\ B D (A\ B

A\BCA\B
og find eksempler der viser, at der ikke behgver at geelde = i de fire sidste

inklusioner.
Vis, at der for en vilkarlig familie (A;);c; af delmeengder af M geaelder

Uz =4, (njiz)o: (ﬂ&)o.

iel iel iel iel

2.6. Lad (M,d) vere et metrisk rum. Vis, at fglgende betingelser om en
delmaengde A C M og et punkt x € M er sekvivalente:
(i) = € A\{z};
(ii)) Vr > 0: K(z,7r) N A indeholder uendelig mange punkter;
(iii) I(xy,) fra A\ {z} sa lim, o0 p, = .
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Et punkt = med disse egenskaber kaldes et fortetningspunkt for A.

Idet meengden af fortaetningspunkter for A betegnes A’ skal det vises, at
A= A"UI(A), hvor I(A) er mezengden af de isolerede punkter for A, samt at
A’ er en afsluttet maengde.

2.7. Lad (M, d) veere et metrisk rum. Vis, at
K(a,r) C{x € M | d(a,z) <r}

og at meengden pa hgjre side er afsluttet.
Giv et eksempel hvor inklusionen ovenfor er streng. Vis, at hvis (M, d) er
et normeret vektorrum sa geelder

K(ar) ={z € M| d(a,) <} (={z € M| [a—z]| <r}).
2.8. Lad ¢; veere maengden af absolut konvergente raekker, dvs.

(1 ={(an) € FIN,C) | Y |an| < oo} .

n=1

Vis, at £1 er et vektorrum ved saedvanlige regneoperationer og at

oo

Il =3 la]

n=1
og
[(@n)[lu = sup{|an| | n € N}

er normer pa f1. Er de sekvivalente?
Vis, at delmeengden A = {(a,) € ¢1 | 3N € NVn > N : a, = 0} af de
“endelige raekker” er overalt taet i (€1, - ||1) og i (41,] - [|u)-

2.9. Lad p veere et primtal, og lad ¢ €]0, 1].
Vis, at et tal » € Q\ {0} kan skrives

an
r=—p",
bp

hvor a,n € Z, b € N, og p gar hverken op i a eller b. Vis, at n er entydigt
fastlagt ved r.

Vis, at der ved fastsaettelsen |r|, = ¢ for r ovenfor, og 0|, = 0 defineres
en afbildning | - |, : Q — [0, 0o med egenskaberne

|r5|p = |T|p|5|pv
7+ slp <max(|7]p, |slp),

Iplp =c.
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Afbildningen | - |, kaldes en p-adisk absolut verdi. Vis, at dp(r,s) = |r — s|,
er en metrik pa Q. Undersgg om folgerne (p™), (p~™), (n!) er konvergente
og find eventuelle graensepunkter.

Vis, at hvis r,, — r # 0, sa er |r,|, = |r|, fra et vist trin, og vis derved at
K(0,1) er bade aben og afsluttet.

Den normaliserede p-adiske absolutte verdi opnas svarende til ¢ = %. Vis,

at der for alle r € Q \ {0} geelder

1
Hp|r|p = m )

hvor produktet er over alle primtal p og |- |, er den normaliserede p-adiske
absolutte veerdi.

2.10. En familie (A4;);cr af delmaengder af et metrisk rum (M, d) kaldes
lokalt endelig safremt

Vee MAU eU(x):{ieI|A;NU # @} er endelig,

altsa safremt der til ethvert punkt x € M findes en omegn U af z, der kun
har punkter faelles med A; for endelig mange ¢ € I.

Vis, at hvis (A;)ier er en lokalt endelig familie af afsluttede maengder, sa
er | J;c; Ai afsluttet.

2.11. Lad (z,) veere en konvergent fplge med graensevaerdi x i et metrisk
rum (M,d). Vis, at F' = {z,, | n € N} U {z} er en afsluttet delmaengde.

2.12. Lad A C RF vezre en konveks meengde, dvs. for z,y € A er ogsa
liniestykket {A\z 4+ (1 — A)y | A € [0,1]} fra x til y indeholdt i A.

Vis, at A og A er konvekse (A kan vaere tom).
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3.1

§3. Kontinuerte afbildninger

3.1. Kontinuitet af en afbildning i et punkt.

Lad (X,dx) og (Y,dy) veere metriske rum. Kugler i X og Y betegnes
KX (.’13, T) og KY<y7 T)'

En afbildning f : X — Y kaldes kontinuert ¢ punktet a € X, og a kaldes
et kontinuitetspunkt for f, hvis der til ethvert € > 0 findes et § > 0, saledes
at

f(Kx(a,0)) € Ky (f(a),e),
altsa saledes at der for x € X gaelder

dx(z,a) < d=dy(f(z), fla)) <e.
Skrevet med logiske symboler udtrykkes definitionen saledes:
Vee Ry 30 e RyVe € X 1 dx(z,a) < d = dy(f(z), fla)) <ce.

Lost sagt kreeves altsa, at hvis  er neer ved a, sa er f(x) neer ved f(a).

Hvis afbildningen ikke er kontinuert i punktet a, siges den at veere diskon-
tinuert i a.

For en afbildning f : A — R™ af en meengde A C R* ind i R™, hvor
A og R™ udstyres med euklidisk metrik, betyder ovenstaende definition, at
punktet a € A er kontinuitetspunkt for f, hvis

Vee Ry 36 e Ryt ||f(z) — fa)|l2 <€ foralle x € A med ||z —all2 <.

Specielt bemeaerkes, at for en reel funktion f defineret pa et interval I C R
er denne definition (med £k = m =1 og A = I) identisk med den fra Mat 1
kendte, jf. Adams p.A-22.

Kontinuitet kan i stedet udtrykkes under brug af begrebet konvergent
punktfelge, idet der geelder:

Saetning 3.1. Afbildningen f : X — Y er kontinuert i punktet a € X,
hvis og kun hvis det for enhver punktfolge (zy) @ X gelder, at nar (z,) er
konvergent med grensepunkt a, er folgen (f(zy)) af billedpunkter konvergent
med grensepunkt f(a).

Bevis. (1) Vi antager, at f er kontinuert i a og at x,, — a for n — oo. Til
ethvert € > 0 findes, da f er kontinuertia, et 6 > 0, sa at dy (f(z), f(a)) < &,
nar dx (z,a) < 0. Til dette § findes, da z,, — a for n — oo, et ng € N, sa at
dx(xn,a) < § for alle n > ng. Folgelig geelder dy (f(xy,), f(a)) < € for alle
n > ng. Altsa geelder f(z,) — f(a) for n — co.
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3.2

(2) Vi antager, at f ikke er kontinuert i a. Dette betyder, at der findes et
go € R4, saledes at der for ethvert § € Ry findes et x € X med

dx(w,0) <8 og dy(f(z), (@) > 0. (1)
Svarende til § = 1, % , % ,... veelges punkterne 1, z2,z3,... sa (1) geelder.

Herved fas en punktfolge (z,) i X, for hvilken der for ethvert n € N geelder

dx(ra,0) < og dy(Fan), fla)) > =v.

Folgen (x,) konvergerer altsa mod a, medens folgen (f(z,)) af billedpunkter
ikke konvergerer mod f(a). O

3.2. Kontinuerte afbildninger.

Idet (X, dx) og (Y, dy) er metriske rum, siges en afbildning f : X — Y at
vaere kontinuert, hvis den er kontinuert i ethvert punkt a € X.

Hvis afbildningen ikke er kontinuert, siges den at veere diskontinuert. En
afbildning er altsa diskontinuert, hvis den er diskontinuert i mindst et punkt.
Fglgende resultat viser, at kontinuitet er et topologisk begreb.

Seetning 3.2. En afbildning f : X — Y er kontinuert, hvis og kun hvis
originalmengden f~1(G) af enhver dben delmaengde G af Y er en dben del-
mengde af X.

Bevis. (1) Antag, at f er kontinuert, og lad G vere en aben delmaengde af
Y. For ethvert punkt a € f~1(G) geelder f(a) € G. Da G er aben, findes et
e € Ry, saat Ky(f(a),e) C G. Da f er kontinuert i a, findeset § € R, sa at
f(Kx(a,8)) C Ky (f(a),e). Folgelig geelder Kx(a,d) C f~1(G). Maengden
f7Y(G) er altsa aben i X.

(2) Antag, at f~'(G) er &dben for enhver aben delmzngde G af Y. For
ethvert punkt a € X og ethvert ¢ € R, geelder da, at f~'(Ky (f(a),e)) er
aben og den indeholder a. Der findes altsa et § € Ry, sa at Kx(a,0) C
YKy (f(a),e)). Folgeliger f(Kx(a,0)) C Ky(f(a),¢e), og altsa er f kon-
tinuert i punktet a. g

Via dualiteten mellem abne og afsluttede maengder har vi fglgende analoge
seetning.

Seetning 3.3. En afbildning f : X — Y er kontinuert, hvis og kun hvis
originalmengden f~1(F) af enhver afsluttet delmengde F af Y er en afsluttet
delmengde af X.

Bevis. (1) Antag, at f er kontinuert, og lad F veere en afsluttet delmaengde af
Y. Daer G = Y \F aben og folgelig f ~1(G) dben. Men f~1(F) = X\ f~HQ).
Altsa er f~1(F) afsluttet.
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3.3

(2) Antag, at f~1(F) er afsluttet for enhver afsluttet delmaengde F' af Y.
For enhver aben delmaengde G af Y er F = Y \ G afsluttet og folgelig £~ (F)
afsluttet. Men f~1(G) = X \ f~1(F). Altsa er f~1(G) aben. Folgelig er f
kontinuert. 0

Som anvendelse af ovenstaende resultater ser man, at hvis f: (X,d) — R
er kontinuert, sa er maengderne

{z e X|f(x) >a}, {z € Xl|a< f(z) <b}
abne i X, og maengderne
{z € X[f(x) <a}, {zeX|a< f(x) <b}

er afsluttede i X.
Fglgende resultat anvendes ofte:

Seetning 3.4. Lad f,g: X — Y vere kontinuerte afbildninger. Huvis f(z) =
g(x) for alle x i en overalt teet delmaengde A C X, sa er f = g.

Bevis. For vilkarligt x € X findes en fglge (v,) i A s& x,, — x fordix € A =
X, jf. Seetning 2.10. Da f(z,) = g(x,) for alle n € N ifplge forudssetningen,
kan vi af Saetning 3.1 slutte, at

flx) = lim_f(zn) = lim g(z,) = g(z).

n—oo

Da z € X var vilkarlig er f = g. O

Seetning 3.5. Hvis (X,dx), (Y,dy), (Z,dz) er metriske rum og f : X —Y
o9 g:Y — Z er kontinuerte, er den sammensatte afbildning go f : X — Z
ligeledes kontinuert.

Bevis. For enhver delmeaengde C af Z er (go f)~1(C) = f~1(¢7*(C)). Hvis
C er aben, er g~ (C) aben og folgelig f~1(¢g~1(C)) aben. O

Bemaerkning 3.6. Der galder naturligvis ogsa en punktvis version:

Hvis f er kontinuert i xo € X og g er kontinuert i yo = f(xg), saer go f
kontinuert i xg.

Beviset fores f.eks. ved hjelp af Seetning 3.1.

Advarsel 3.7. Den omvendte afbildning til en bijektiv kontinuert afbildning
vil i almindelighed ikke veere kontinuert.
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3.4

Lad X og Y veere maengderne [0, 1{U[2,3] og [0,2] med den sadvanlige
metrik d(z,y) = |z —y|, og lad f : X — Y veere den ved

_f()_{x for z€]0,1]
(A [P for x€[2,3]
bestemte afbildning.

Y

2

1

x
0 1 2 3

Da er f kontinuert og bijektiv, men f~! er diskontinuert i punktet 1, idet
1 - % —1iY, men f~1(1— %) =1- % konvergerer ikke mod f~1(1) = 2.

Definition 3.8. En bijektiv afbildning f : (X,dx) — (Y, dy) hvor bade f
og f~! er kontinuerte kaldes en homeomorfi.

Ved en homeomorfi bevares alle topologiske begreber. F.eks. galder om
a€ AC X, at a er indre punkt i A, hvis og kun hvis f(a) er indre punkt i
F(A).

Vi naevner uden bevis fglgende dybtliggende sesetning fra 1911 af den hol-
landske matematiker L.E.J. Brouwer (1881-1966).

Sztning 3.9. Lad X C R* vere en dben delmengde med den sedvanlige
metrik d. Hvis f : X — RF er kontinuert og injektiv, si er Y = f(X) en
dben delmaengde af R* og f er en homeomorfi af (X,d) pd (Y,d).

3.3. Lipschitz afbildning. Isometri.

En afbildning f : X — Y af det metriske rum (X,dx) ind i det metriske
rum (Y, dy) kaldes en Lipschitz afbildning med (Lipschitz) konstant C', hvis
der for alle z1, 29 € X geelder

dY(f('Tl)v f(-’l?z)) <C dX(.'L’1,£CQ) .

(Rudolf Lipschitz. Tysk matematiker 1832-1903). Hvis C' = 1 kaldes f
afstandsformindskende. FEn Lipschitz afbildning er kontinuert, idet man til
e > 0 kan veelge 6 = 5.
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Afbildningen f kaldes en isometri, hvis der for vilkarlige punkter x1, 2 €
X geelder

dy (f(x1), f(22)) = dx (21, 22).
En isometri er injektiv. (Hvorfor?) Hvis en isometri desuden er surjektiv
er den inverse afbildning f~! : Y — X ligeledes en isometri. En surjektiv
isometri er saledes en homeomorfi. Afbildningen (z,y) — z+iy er en isometri
af R? med euklidisk metrik pa C.

Der gaelder fglgende forblgffende saetning, vist af de polske matematikere
Mazur og Ulam i 1932.

Seetning 3.10. Lad F1 og o vaere normerede reelle vektorrum. En surjektiv
isometri f : Ex — Ey med f(0) =0 er automatisk lineer.

Det vil fore for vidt at komme ind pa beviset.
I tilfeeldet F1 = F5 = R* med den euklidiske afstand er forudsaetningen
om surjektivitet automatisk opfyldt, og beviset let:

Sztning 3.11. Lad f : R¥ — R* vere en isometri med hensyn til den
euklidiske afstand. Sd findes en vektor a € R* og en ortogonal matriz A s
at

flx)=Az+a for xzcRF,

(Man har altsa, at f er en ortogonal transformation x +— Ax efterfulgt af en
translation x +— = + a).

Bevis. St g(x) = f(z) — a, hvor a := f(0). Idet

lg(z1) — g(x2)ll2 = [[ f(z1) — f(z2)[]2 = [|21 — 22]|2,

er g en isometri og ¢g(0) = 0. Heraf fglger, at g er normbevarende:

lg(@)ll2 = lg(z) = g(0)ll2 = |z = Ol|2 = ||z]|2 for = € R",

og da skalarproduktet x; - o af to vektorer er givet ved

(a3 + o2z = llz1 — 2203),

DO |

finder vi
g(z1) - g(z2) = %(Hg(%‘l)l\% + lg(@2)ll5 = llg(z1) — g(@2)I3)

1
= S lealls + ll2]l3 = [l21 = @all3) = 21 - 22
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Dette udtrykker, at g bevarer skalarproduktet. Betegner ey, ..., e, den saed-
vanlige ortonormale basis i R* gaelder e;-e; = §;; og derfor ogsé g(e;)-g(ej) =
dij sa g(e1),...,g(ex) er ligeledes en ortonormal basis. Skrives g(z) som li-
nearkombination af disse vektorer

g(x) = Mgler) + -+ Agg(ex)

er koefficienterne \; givet ved \; = g(x) - g(e;) = = -e; = x;, hvis x =

(x1,...,x). Hvis A betegner den matrix, der har g(e;), ..., g(ex) som sgjler,
er A en ortogonal matrix, og ligningerne \; = x;, ¢ = 1,...,k viser, at
g(x) = Az, hvor det sidste er matrix produktet af A og z skrevet som en
sgjle. Vi har hermed vist, at f(z) = g(z) + a = Az + a. O

P4 talrummet L* | L = R eller L = C, betragtes maksimumsnormen
2] oo = max{|z1|,...,|zr|} for = (z1,...,2) € LF.

Da den er zkvivalent med den euklidiske norm, kan vi i kontinuitetsspgrgsmal
undertiden med fordel betragte den i stedet for den euklidiske norm. Den
j’te koordinatfunktion eller projektion

miLF - L

er defineret ved mj(z1,...,2%) =25, j=1,...,k.
Idet der for z = (21,...,7%) og ¥y = (y1,...,yk) i LF geelder

mj (@) =7 (W)l = lzj = yil <z = ylloo s

er m; afstandsformindskende og dermed kontinuert.

En afbildning f : (M,d) — L* af et metrisk rum (M, d) ind i talrummet
L* har de k koordinatfunktioner f; = mjo f: (M,d) - L, j=1,...,k og
man har

fl@) = (fil2),.... fu(x)), ze€M.
Vedrgrende kontinuitet gaelder:
Seetning 3.12. f er kontinuert hvis og kun hvis hver koordinatfunktion f;
er kontinuert.
Et tilsvarende udsagn gaelder om kontinuitet i et enkelt punkt.

Bevis. Hvis f er kontinuert er de sammensatte afbildninger f; = m; o f kon-
tinuerte, 7 = 1,...,k. Hvis omvendt f1,..., fr alle er kontinuerte i punktet
a € M, oge >0 er givet, sa findes d1,...,0 > 0sader for hvert j =1,...,k
geelder

dla,2) < 8; = |f;(@) - fy(a)| < <.
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Med 6 = min(dy,...,d;) gelder da

d(a,z) <6 = |[f(2) = fa)lloc = max{[f;(z) = fi(a)| [ 7 =1,....k} <e.

O

Tilsvarende er f : (M, d) — C kontinuert hvis og kun hvis Re f og Im f er
kontinuerte.

3.4. Kontinuitet af regneoperationerne.

Saetning 3.13. De ved

o1 (T1,22) — 21 + 22, P2 (T1,22) — 21 — T2, @3 (T1,22) — T1T2

definerede afbildninger af R X R ind i R eller C x C ind + C og den ved 4 :
(x1,22) — £ definerede afbildning af R x (R\{0}) ind i R eller Cx (C\{0})

T2
ind 1 C er kontinuerte.

Bevis. Idet vi i C x C benytter den ved maksimumsnormen |[(z1,22)[/cc =
max{|z1], |z2|} bestemte metrik, kan pastandene for R og C bevises samti-
digt.

Kontinuiteten af summen folger af, at der for vilkarlige a = (a1, a2) og
x = (r1,22) geelder

lp1(x) — pr(a)] = |21 — a1 + 22 — az| < |z — a1| + |z2 — ag|

< 2max{|r1 — a1, [v2 — az|} = 2[|lz — af| -
Tilsvarende fglger kontinuiteten af differensen af, at

[p2(x) — pa(a)| = |1 — a1 — x2 + az| < |z1 — a1| + |z2 — ag|

< 2max{|r1 — a1, |xr2 — az2|} = 2|z — || -
Ved produktet har vi, idet vi saetter z — a =y = (y1,y2),
w3(x) — ps(a) = (a1 +y1)(a2 + y2) — a1as = a1y2 + y1a2 + Y192 -
For ||z — alloc = ||y]|eo < & < 1 geelder ogsa
ps(z) — ¢3(a)] < (lar] + |az| +1)d,

hvilket viser kontinuiteten i det vilkarlige punkt a, idet vi for ethvert e € R
kan veelge et 6 €]0,1], sa at (Ja1| + |az| + 1)0 < e.
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Ved kvotienten skal kontinuiteten vises i et vilkarligt punkt a = (a1, a2),
hvor az # 0. Idet vi atter seetter z—a = y = (y1,y2), og ngjes med at betragte
sadanne z, for hvilke ||z — al|oc = [|Y]|lcc < |az| og folgelig zo = a2 + y2 # 0,
har vi

a1 + Y1 ai a1+ yi)as —ai(az + Y2 Y1a2 — a1yY2
pa(x) — pa(a) = _a_ @ty -l b))

az + Y2 az (a2 + y2)az B (a2 + y2)az .
For ||z — allsc = [|ylloc <0 < L]as| geelder altsé
(lar| + |az])d

lpa(x) — @ala)| < —
5lazl|az|

hvilket viser kontinuiteten i a, idet vi for ethvert ¢ € R, kan valge et § €
0, 3laz|], sa at

O

Seetning 3.14. Den ved x — ||z|| bestemte afbildning af et normeret rum
(E,+,L) ind i R er afstandsformindskende og dermed kontinuert. Specielt
er x — |z| kontinuert af R eller C ind i R.

Bevis. Tfolge (N3) geelder [l = [z —y+y|| < [[z—yl|+[|y|| hvoraf [[z]—ly] <
|z — y||. Ved ombytning af x og y ses at |||z| — [|y||| < ||z — y||- O

Benyttes karakteriseringen af kontinuitet ved konvergente punktfglger, og
det faktum, at en punktfslge ((x,,y,)) i R? eller C? er konvergent med
graensepunkt (x, y), hvis og kun hvis talfglgen (z,,) er konvergent med graense-
veerdien x og talfplgen (y,,) er konvergent med graenseveerdien y, ser vi, at
kontinuiteten af regneoperationerne er ensbetydende med fglgende saetning
om regning med konvergente talfglger:

Hvis de reelle eller komplekse talfslger (x,,) og (y.) er konvergente med
graenseveerdierne x og y, er talfplgerne (ry, + yn), (Tn — yn), (Tnyn) konver-
gente med greensevaerdierne x + vy, x — y, xy. Hvis y og hvert y,, er # 0, er

talfolgen i—" konvergent med gracnsevaerdien %

Vi ser endvidere:

Hvis den reelle eller komplekse talfolge (x,,) er konvergent med graense-
veerdien x, er talfplgen (|x,|) konvergent med grsenseveardien |x|.
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3.5. Kontinuerte reelle og komplekse funktioner.

Idet (M,d) betegner et metrisk rum kaldes en kontinuert afbildning f :
M — Reller f : M — C en kontinuert reel eller kompleks funktion pa
M. Mengden af kontinuerte reelle funktioner pa M betegnes C(M,R) og
mangden af kontinuerte komplekse funktioner C'(M,C). Hvis det af sam-
menhaengen fremgar, hvilket af de to tilfeelde talen er om, benyttes ogsa den
kortere betegnelse C'(M).

Seetning 3.15. For f1, fo € C(M,C) gelder, at funktionerne f1+ fao, f1— fo
og f1fa tilhgrer C(M,C). Safremt fo ikke antager verdien 0, gelder ogsa at
L e C(M,C).

Beuvis. Dette folger af seetningen om sammensaetning af kontinuerte afbild-
ninger og s&tningen om regneoperationernes kontinuitet, idet det bemeerkes,
at afbildningen x — (f1(z), f2(x)) af M ind i C x C er kontinuert. O

Vi bemeerker endvidere, at hvis f er kontinuert, er ogsa funktionen |f|,
sammensat af z — f(x) og |-|, kontinuert. Hvis fi, fo : M — R er kontinuerte
folger heraf, at ogsa funktionerne f1 V fo = max{fi, fo} og f1 A fo =
min{ f1, fo} er kontinuerte. Der geelder nemlig

(Y F2)(2) = max(fi (@), (@) = 3 (@) + o)) + 5| F(x) — fo(a).
og

(&) + o))~ 3 1fa(ax) — ()]

DN

(f1 A fo)(x) = min(f1(z), fa(z)) =

Hvis en folge f,, : M — L af kontinuerte funktioner konvergerer punktvis
mod en funktion f: M — L, altsa hvis

Ve € MVe > 03N € NVn > N : |fo(z) — f(2)] <€,

kan man i almindelighed ikke slutte, at f er kontinuert, jf. Opg. 3.9. (Som et
kuriosum kan naevnes, at Cauchy i sin leerebog Cours d’analyse (1821) haev-
der, at graensefunktionen er kontinuert. I et brev fra 1826 gor Abel opmaerk-
som pa fejlen, der nok skyldes, at begreberne ikke har veeret tilstraekkeligt
praeciserede). Hvis konvergensen derimod er uniform, altsa hvis

Ve >03dN e NVn > NVz e X : |fp(z) — f(z)| < e,

er grensefunktionen f kontinuert.
Mere almindeligt geelder
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Seetning 3.16. Lad (f,) vere en uniformt konvergent folge af funktioner
pa et metrisk rum (M, d) med grensefunktion f. Dersom hver funktion f,
er kontinuert i punktet xo € M, er f kontinuert i xq.

Bevis. Lad € > 0 veere givet. Vi skal bestemme 0 > 0 sa der for z € K (zg, )
geelder |f(z) — f(xzo)| < e. Da (f,) konvergerer uniformt mod f pa M kan
vi bestemme N € N sa der for alle x € M geelder

|[f(z) = fn (@) <

Wl ™

Udnyttes dernzest, at f er kontinuert i g kan vi bestemme § > 0 sa der for
x € K(x0,0) geelder
[fn (@) = [ (o)] <

Wl M

For x € K(xg,0) geelder altsa
[f(2) = f(zo)| < |f(z) = (@) + [fn (@) = fn(@o) + [fn(20) — (o))l

<fi 848
-3 3 3
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Opgaver til §3

3.1. Lad (X, dx) og (Y, dy) veere metriske rum og lad U (a) betegne systemet
af omegne af a € X. Vis, at f: X — Y er kontinuert i a € X hvis og kun
hvis

YV eU(f(a)) : f~H(V) € Ula).
Vis, at f er kontinuert hvis og kun hvis

VAC X : f(A) C f(A).

3.2. Lad (X,dx) og (Y,dy) veere metriske rum. Vis, at hvis dx er den
diskrete metrik, sa er enhver afbildning f : X — Y kontinuert. Vis omvendt,
at hvis f : X — Y er en kontinuert injektiv afbildning og dy er diskret, sa
er dx skvivalent med den diskrete metrik.

3.3. Lad f : R — R veere en C''-funktion med begraenset differentialkvotient.
Vis, at f er en Lipschitz afbildning med konstant C' = sup{|f'(z)| | z € R}.

3.4. Vis, at f : R — R? givet ved f(z) = (,|z|) er en isometri, nar R?
er udstyret med maksimumsnormen. Hvad viser dette om Mazur-Ulam’s
Seetning (3.10)7

3.5. En familie B af abne mengder i et metrisk rum (Y, dy ) kaldes en basis
for systemet G af abne mangder, hvis enhver ikke tom aben maengde er
foreningsmeengde af meengder fra B.

Vis, at meengden af kugler er en basis. Vis ogsa, at hvis A er overalt taet
i Y, sa er familien

1
B:{K(a,ﬁﬂaeA, n € N}

en basis.
Vis, at f : X — Y er kontinuert blot f~1(G) € G(X) for alle G € B, hvor
B er en basis for G(Y).

3.6. Afstanden fra et punkt x til en ikke tom maengde A i et metrisk rum
(M,d) defineres ved

d(z,A) = inf{d(x,a) | a € A}.

Vis, at funktionen = — d(z, A) af (M,d) ind i R er afstandsformindskende
og dermed kontinuert.

Vis, at d(x, A) = 0 hvis og kun hvis z € A.

Vis, at enhver afsluttet maengde er feellesmaengde af en folge af abne maeng-
der.
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3.12

Vis, at f: (X,dx) — (Y,dy) er kontinuert i o € X hvis og kun hvis der
for alle ikke tomme delmaengder A C X geaelder

dx (z0, A) =0 = dy (f(x0), f(4)) =0.

3.7. (Urysohn’s lemma for metriske rum.) Lad (M, d) veere et metrisk rum.
Vis, at der til et par Fi, F» af afsluttede, disjunkte og ikke tomme delmaengder
findes en kontinuert funktion f : M — R med egenskaberne

f(z) =0 for =€ Fy,
flz) =1 for x € Fy,
0< fz) <1 for ze M\ (F1UFy).
Vink. Seet Ao, Fy)
T, '
1) = ) v da )

Vis, at der findes abne disjunkte maengder G1,G2 i M sa F; C Gy og
F C Go.

3.8. Lad (M,d) veere et metrisk rum. Mangden af bijektive afbildnin-
ger f : M — M udggr en gruppe ved sammensatning som komposition,
M’s transformationsgruppe. Vis, at maengden af homeomorfier og maengden
af surjektive isometrier af M udggr undergrupper af M’s transformations-

gruppe.

3.9. Lad f, : R — R veere givet ved f,(z) = (sinx)?", n=1,2,....
Vis, at greenseveerdien f(x) = lim,— o fn(z) eksisterer for alle x € R og
afggr, om f,, konvergerer uniformt mod graensefunktionen f.
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4. Konstruktioner med metriske rum

4.1. Delrum.

Lad (M,d) veere et metrisk rum og lad M’ vaere en ikke tom delmaengde
af M. Sa er restriktionen af d til M’ x M’ naturligvis ogsa en metrik pa M’,
og vi kan derfor betragte det metriske rum (M’,d), som kaldes det metriske
delrum af M. Vi siger at M’ er forsynet med den inducerede eller nedarvede
metrik.

Til det metriske rum (M, d) er altsa knyttet en skare af nye metriske rum
(M',d), hvor @ # M’ C M. Dermed kan vi tale om topologiske begreber
i rummet (M’,d), f.eks. om systemet G(M') af abne meengder i M’', og
systemet F(M') af afsluttede maengder i M’'. Maengderne i G(M') (resp.
F(M")) kaldes abne (resp. afsluttede) relativt til M’.

Saetning 4.1. Med betegnelserne ovenfor gelder
(a) GM")={M'NG|G € G(M)}.
(b) FIM")={M'NF|F € F(M)}.

(¢) For AC M’ gelder der om afslutningen aM af A i (M',d) at
A =m0,

Bevis. (a) Lad Ky (a,r) veere kuglen i (M’,d) med centrum i a € M’ og
radius r > 0. Sa er

Ky(a,r) ={x e M' | d(a,z) <r} =M NnK(a,r).

Heraf ses, at M' NG € G(M') for alle G € G(M), thi for a € M’ NG vil
a € G, og derfor findes r > 0 sa K(a,r) C G, og altsa Ky (a,7) C M' NG.

Antag omvendt, at G’ € G(M'). Til hvert x € G’ findes r, > 0 sa
Kup(z,72) € G'. Maengden

G= U K(x,ry)

zeG’

er aben i M ifglge Seetning 2.6 (iii), og der geelder

M NG = U Ky (z,me) =G

zeG’

(b) Hvis FF € F(M) er G = M\ F € G(M). Seettes F/ = M' N F og
G'=MNGer F' =M\ G'. Da G er aben relativt til M’ ifglge (a), er F”
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4.2

relativt afsluttet. Hvis omvendt F' C M’ er relativt afsluttet er G’ = M’ \ F”
relativt aben. Folgelig findes en aben meengde G i M sa at G/ = M’ N G.
Saettes F'= M \ G er F afsluttet og F/ = M'NF.

(c) For AC M er M'NA e F(M'). Da A" er den mindste mzengde i
F(M') der omfatter A (Seetning 2.8) fas A™ € M’ N7A. Pa den anden side
findes (ifolge (b)) F € F(M) sa A" = M' N F, altsi A C F. Men si er
ZQF,ogderforharviZM:M’QFQM’QZ. 0

Af ovenstaende ses, at hvis M’ er aben i M, sa er G(M') C G(M) og
G(M') = {G € G(M) | G C M'}.

Pa den anden side kan G(M") C G(M) kun geelde, hvis M’ er aben i M, idet
M' e G(M').

Eksempel 4.2. Lad M = R have den ssedvanlige metrik og lad M’ = [0, oo].
Sa er [0, a[ aben relativt til [0, 00] og [0, a] afsluttet relativt til [0, oo[ for alle
a > 0. Seettes M’ =]0,00] er |0, a[ aben relativt til |0, co[ og ]0,a] afsluttet
relativt til ]0, oo for alle a > 0.

Inklusionsafbildningen @ = inypr @ M — M givet ved i(x) = x, nar
@ # M’ C M, er kontinuert, idet

iHG)=M'nNG
for G € G(M). Afbildningen er endda isometrisk.

Lad (X,dx) og (Y,dy) veere metriske rum, og lad @ # X' C X. Hvis f :
X — Y er kontinuert i et punkt a € X', er ogsa restriktionen f| X' : X' - Y
kontinuert i a idet f| X' = foix/ x.

Hvis f(X) C Y’ CY kan vi betragte f som afbildning f : X — Y’. Man
ser, at f : X — Y’ er kontinuert i @ € X hvis og kun hvis f : X — Y er
kontinuert i a.

4.2. Produktrum.

Er (My,dy) og (Ma,ds) to metriske rum, kan produktmeengden My x My
gores til et metrisk rum pa folgende made: For z = (z1,22), y = (y1,92) €
M1 X MQ er

d(z,y) = max(di(z1,y1), d2(22,92)) (1)
en metrik pa M; x Ms. Betingelserne (M1) og (M2) er oplagte og (M3)
eftervises saledes: Lad z = (21, 22) € M; X My vaere et tredie punkt. Sa giver
trekantsuligheden for d; at

d1<.’171,y1) < d1<.’171,21) + d1<217y1) < d(.i?,Z) + d(z7y)
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4.3
og analogt

d2<.’1)2,y2) < d2<x2722) + dQ(’ZQ?yQ) < d(.]?,Z) + d(Z,y),

og dermed er
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Metrikken (1) kaldes produktmetrikken af di og ds og (My x My, d) kaldes det
metriske produktrum af (My,dy) og (Ma,ds). Konstruktionen udvides let til
et produkt af n metriske rum.

Hvis M; = M>; = R med den saedvanlige metrik, er det metriske produk-
trum lig med R? med den af maksimumsnormen inducerede metrik.

Seetning 4.3. Lad (My x Ms,d) vere det metriske produktrum af (M, d;)
og (Ma,ds). Sa gelder

(a) For Gy € G(My) og G2 € G(Ma) er G1 x G € G(M; x My).
(b) For Iy € f(Ml) 0g Fs € f(MQ) er F1 x Iy € f(Ml X MQ)

(C) FOTAl ng OQAQQMQ 67’(141 XAQ) _A1><A2 09A1><A2—
Zl X ZQ.

(d) En punktfolge x, = (xn1,2Tn2), n =1,2,... i My X My konvergerer
mod x = (x1,x2) hvis og kun hvis (z,1) konvergerer mod x1 i My og
(xn2) konvergerer mod xo i M.

Beviset bygger pa at for x = (z1,z2) € My X My og r > 0 gaelder
K(z,r) = Ki(z1,7) X K2(22,7),

hvor K (z,r) er kuglen i produktrummet og K;(x;,7) er kuglen i (M;,d;), i =
1,2. Beviset overlades som en gvelse til leeseren. Det bemeaerkes, at formlen

(A1 x Ag)° = A1 X AQ naturhgws skal forstas saledes at (A1 X A2)° er det

indre i rummet M; X My, A1 er det indre i M; og AQ det indre i Ms. Det
ville blive for tungt at lade dette fremga af symbolerne.

Projektionsafbildningerne
7T12M1><M2—>M1 og 7T22M1><M2—>M2

defineret ved
Tz, 22) =21, mo(r1,22) = 22

er begge afstandsformindskende, og dermed kontinuerte. For x = (z1,x2),
y = (y1,y2) € My x M geelder nemlig

di(mi(z), m(y)) = di(21,91) < d(z,y)
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4.4
og analogt for mo. Bemeerk at
NG Ny N (G) =G x Gy for Gy C My, G C My,

For a € M er j, : My — My x M givet ved j,(y) = (a,y) en kontinuert
afbildning, ja endda en isometri. Tilsvarende er afbildningen x +— (z,b) en
isometri af M7 ind 1 My x My for fast b € Ms.

Ved sammensaetning af en afbildning f : M7 x My — Mg med j, fas snitaf-
bildningen foj, = f(a,-) : My — Ms gived ved y — f(a,y). Tilsvarende har
vi for b € M snitafbildningen f(-,b) : My — Ms givet ved x — f(z,b). Da
sammensatning af kontinuerte afbildninger igen er kontinuert ses, at snitaf-
bildningerne af en kontinuert afbildning igen er kontinuerte.

4.3. Rummet L(E, F).
Lad E vere et normeret rum over L (= R eller C), hvor normen betegnes

Seetning 4.4. De ved
o,y =x+y o EXE indi E

09
v(Nz)=X af LxE indi FE

definerede afbildninger er kontinuerte.

Beuvis. Afbildningen ¢ opfylder endda en Lipschitz betingelse med konstant
2, idet der for (z,y) € E x F og (a,b) € E x E galder

le(z,y) —e(a, )] = ll(z —a) + (y = b
< [lz —all +lly = 0l] < 2max{||z — all, [ly - bl[}-

Vi viser dernaest, at ¢ er kontinuert i (Ao, z¢) € L X E, og benytter hertil
udregningen

”(b()\,.’]?) — ’lﬂ()\(),.’l)()) = \x — Aoxg = )\(.’17 — .T()) + ()\ — )\0).’170 ,

hvoraf
[\, ) — (Ao, o) || < [Alllz — 2ol + [A = Aol [|zo]| -

Lad nu & > 0 vaere givet. Hvis max(|A — Ao/, ||z — z0||) <6 <1 finder vi
[0 2) = (Aos zo) || < O] + llzoll) < 6(1Aof + 1+ [zoll) <&,
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4.5
hvis vi vaelger 6 < e(1 + |Ao| + ||zol|) 2. N

Lad F,F veere normerede vektorrum over samme legeme L. Begge de
optreedende normer betegnes || - ||, hvilket ikke skulle kunne give anledning
til misforstaelse.

For en linezer afbildning T : E — F, altsa en afbildning der opfylder

T(x+y)=T(x)+T(y)
T(A\z) = \T'(z)

for alle z,y € E og A\ € L, indfgres

1T = sup{|T(2)|| [ = € E, ||lz[| <1} € [0,00].

Bemazerkning 4.5. Hvis T er en reel k x k matrix og hvis 2 € R* opfattes
som en sgjlevektor, vil matrixproduktet Tz veere en sgjlevektor i R*. Ved
tilordningen = +— Tz defineres en linezer afbildning af R¥ ind i R* og den
betegnes ogsa T. Med dette eksempel som baggrund er det blevet kutyme
at skrive Tz i stedet for T'(z) ogsa nar T : E — F er en vilkarlig lineser
afbildning mellem vilkarlige vektorrum.

Saetning 4.6. For en lineer afbildning T : E — F er folgende betingelser
ensbetydende:

(1) T er kontinuert i 0,
(2) T opfylder en Lipschitz betingelse,
3) [T < oo.

Huvis de tre betingelser er opfyldt er ||T'|| den mindst mulige Lipschitz kon-
stant.

Bevis. (1) = (2). Hvis T er kontinuert i 0, som afbildes i nulvektoren i F,
findes 0 > 0, sa der for x € E galder

[zl <d = |[Tx] <1.

Heraf fglger, at
1
|Tx| < ngH for zeFE.

Dette er klart for « = 0, og hvis « # 0, vil y = 2 opfylde ||y|| = &, hvoraf

[E

r2imat = 7 () | = ] = e



4.6

som viser pastanden. Lineariteten viser nu
1
[Tz =Tyl = |T(x = y)ll < zllz—yll,

altsa at T" opfylder en Lipschitz betingelse med konstant %.
(2) = (3). Hvis (2) geelder med Lipschitz konstant C', har man for ||z| < 1

ITz|| = [Tz = TO| < Cllz = 0| = Cllz]| < C,

hvilket viser, at ||T|| < C' < oo.
(3) = (1). Hvis (3) er opfyldt, har vi for z € E med ||z|| <1 at ||Tz| <
|T||. For z € E'\ {0} har vi sa

I ()| =<

[T]] < /T[]l

hvoraf

som ogsa galder for x = 0 og viser, at T er kontinuert i 0. Denne ulighed
kombineret med lineariteten viser, at T" opfylder en Lipschitz betingelse med
konstant ||T'||, og dermed er ||T|| den mindst mulige Lipschitz konstant. [

Bemaerkning 4.7. En linezer afbildning er altsa kontinuert, netop hvis den
er begraenset pa enhedskuglen {z € FE | ||z|| < 1}. En kontinuert lineser
atbildning 7' : F — F kaldes ofte en begrenset operator fra E til F.

Meangden Hom(FE, F') af linesere afbildninger 7' : E — F' er pa naturlig
made organiseret til et vektorrum over I ved definitionerne
(S+T)(z)=Sz+Tx,
(AT)(x) = A(Tz),
hvor S,T € Hom(E,F), A€ L, x € E.
For z € E, ||z|| <1 har vi
IS+ T) (@)l = [[Sz + Ta|| < [[Sz|| + [Tl < S]] + [T
IAT) @) = AN Tl < [AT]],

hvilket viser, at meengden L(E, F') af kontinuerte linesere afbildninger er et
underrum i Hom(E, F') og man ser, at T' +— ||T'|| er en norm pa L(E, F).
(Af uligheden ||T'z|| < ||T||||z| folger, at hvis ||T|| = 0, sa er Tx = 0 for alle
x € E, altsa T er nulvektoren i L(E, F")).

Vi formulerer det viste i folgende
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Seetning 4.8. Mengden L(E,F) af kontinuerte lineere afbildninger T :
E — F er et normeret rum ved fastsettelsen

1T} = sup[| T || | [lz]} < 13-
ForT € L(E,F) og x € E gelder

T[] < T[]l -
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4.8

Opgaver til §4

4.1. Gennemfgr beviset for Saetning 4.3.

Vis, at en afbildning f : X — M; x M> er kontinuert hvis og kun hvis f; =
m o f og fo = me o f begge er kontinuerte. Vis, at en maengde O C M7 x Mo
er aben i M x M hvis og kun hvis den er en forening af maengder af formen
UxV med U € G(My), V € G(M). Vis endelig, at der om A; C M;,
1 =1,2 geelder

8(A1 X AQ) = (8(A1) X ZQ) U (Zl X (9(142)) .

4.2. Lad (M,d) veere et metrisk rum. Vis, at metrikken er kontinuert som
afbildning af det metriske produktrum M x M ind i R. (Sammenlign med
Opg. 1.4.)

4.3. Lad X; x Xy veere det metriske produktrum af (X1, dx,) og (X2, dx,)
og tilsvarende Y7 x Y5 det metriske produktrum af (Y7, dy, ) og (Y2, dy,). Hvis
fi: X1 — Y1 og fo: Xo — Y, defineres en afbildning f1 x fo : X3 x Xo —
Y1 X YQ ved

(f1 x f2)(z1,22) = (f1(21), fa(z2)).
Vis, at hvis f1 og f2 er kontinuerte sa er f; x fo kontinuert.

4.4. Lad M,(R) betegne vektorrummet af reelle n x n matricer, forsynet
med maksimumsnormen

(@)l = max{|ai;| [ 4,5 =1,...,n}.

Vis, at det : M, (R) — R er en kontinuert afbildning, og at meengden GL,,(R)
af invertible (reguleere) matricer er en aben delmeengde af M, (R).

Vis, at matrix addition og multiplikation er kontinuerte afbildninger af
M, (R) x M,,(R) ind i M,,(R), og at A+ A~! er en homeomorfi af GL,(R)
pa sig selv.

4.5. Lad (M, d) betegne et metrisk rum, og lad F* betegne maengden af ikke
tomme afsluttede og begreensede delmaengder af M. For A € F* og x € M
seettes d(z, A) = inf{d(x,a)la € A}. Vis, at d(x,A) = 0 hvis og kun hvis
x € A. Vis videre, at der ved fastsaettelsen

D(A,B) = max{ sup d(a, B) , sup d(b, A)}
acA beB

defineres en metrik D pa F* (kaldet Hausdorff-metrikken).
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4.9
Vis, at
og at
D<A7 B) = Sup |d<$7A) - d(.I,B)’

reM

Vis, at © +— {z} er en isometri af (M,d) ind i (F*, D).
Lad K(A,r) = {x € M|d(z,A) <r} for A€ F* ogr >0. Vis, at

D(A,B) =inf{r >0/AC K(B,r) N BC K(A,r)}.
4.6. Lad (X,,d,), n = 1,2,... vaere en fglge af metriske rum. Vis, at

produktmeengden X =[], X,, bestdende af alle folger = (¥, )n>1, hvor
Ty € X, kan udstyres som et metrisk rum ved fastssettelsen

. 1
d(z,y) = sup{min(dn(n,Yn), ﬁ) | n € N},

jf. Opg. 1.9. Vis, at z,, = (xn1,Zn2,...) konvergerer mod z = (z1,x2,...)
i det metriske rum, hvis og kun hvis lim,, .o zn; = x; 1 (X, d;) for ethvert
jeN.

4.7. Lad (My,dy) og (Ms,ds) veere metriske rum. Vis, at for x = (21, z2),
y = (y1,92) € My x My er

dist(x,y) = di(z1,y1) + da2(x2,y2)

en metrik pa M; x Ms, som er akvivalent med produktmetrikken.

4.8. Lad (X,dx) og (Y,dy) vaere metriske rum, og lad F(X,Y’) betegne
mangden af afbildninger f: X — Y. Vis, at der ved fastsaettelsen

dist(f, g) = sup{min(dy (f(z), g9(z)),1) [ z € X},

defineres en metrik pa F(X,Y), og at der om en folge (f,) 1 F(X,Y) gelder,
at f, — f1(F(X,Y),dist), hvis og kun hvis f,, — f uniformt, dvs.

Ve > 03N e NVn > NVx € X : dy(f(z), fu(z)) <ce.

Vis, at meengden C'(X,Y) af kontinuerte afbildninger af X ind i Y er en
afsluttet delmaengde af F(X,Y).

4.9. En folge f, : (X,dx) — (Y,dy) af afbildninger siges at konvergere
lokalt uniformt mod f : X — Y, safremt der til hvert punkt z € X findes en
omegn U af z, sa f,, — f uniformt pa U.
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Vis, at hvis (f,) konvergerer lokalt uniformt mod f og hvis hvert f,, er
kontinuert, sa er f kontinuert.

Anvendelse. Sum-funktionen for en potensraekke er kontinuert i konver-
genscirklen.

4.10. Begrebet graenseovergang fra Mat 1 kan uden videre overfgres til metri-
ske rum. Lad f: A — (Y, dy) veere en afbildning defineret pa en delmaengde
A af et metrisk rum (X,dx) og antag at a € A\ A. Vi siger da, at f har
grenseverdien b € Y for x gaende mod a fra A, og vi skriver

f(z) = b for z—a, z€A
safremt
Ve > 036 > 0:dy(f(x),b) <e foralle x € A med dx(a,z) <.

Lad A := AU {a} og lad os definere f pa det metriske delrum (A, dx)
med veaerdier i (Y, dy) ved

{ f(z) for z€A

b for z=a.

Vis, at a er et kontinuitetspunkt for f hvis og kun hvis f () = bfor z — a,
x e A
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§5.  Fuldsteendige metriske rum

5.1. Cauchy folger. Fuldstaendighed.

Det er af stor betydning — specielt ved eksistensbeviser — at man kan af-
gore om en reel eller kompleks talfglge (x,,) er konvergent uden at kende en
eventuel greensevaerdi. Det bygger som bekendt pa det almindelige konver-
gensprincip, som siger, at enhver Cauchy fglge er konvergent, og som for de
reelle tals vedkommende er ackvivalent med supremumsegenskaben. (Jf. Mat
1 noterne Om folger og raekker.)

Begrebet Cauchy fglge kan umiddelbart generaliseres til metriske rum.

Definition 5.1. En punktfalge (z,) i et metrisk rum kaldes en Cauchy folge
eller en fundamentalfolge safremt der geelder

Ve > 03N e NVn, m > N : d(x,,z,) < €.

Som ved talfglger gaelder umiddelbart, at enhver konvergent folge er en Cau-
chy folge, thi hvis lim,, .~ z, = x kan man til ¢ > 0 finde N € N, sa
der for n > N gelder d(z,z,) < ie, og for n,m > N gelder da ifplge
trekantsuligheden

ATy, Tm) < d(xp,x) +d(x, Tm) <

+ 5 =c.

N ™
N ™

Definition 5.2. Et metrisk rum (M, d) kaldes fuldstendigt, safremt enhver
Cauchy folge er konvergent.

Som naevnt er R et fuldsteendigt metrisk rum med den ssedvanlige metrik
(dette indses ogsa i naeste §). Men ogsa R¥ med den ssedvanlige metrik er
fuldsteendigt. Hvis nemlig x,, = (zp1,...,Znk), n > 1 er en Cauchy folge i
RF sluttes af uligheden

|20 = Tmj| < |20 = 22,

at hver koordinatfglge (2,;)n>1 er en Cauchy folge, og dermed konvergent.
Seettes a; = limy, o0 Tpj Vil limy, o0 T, = a = (an, ..., ax).

Da afbildningen (x1 +iy1, ..., 2k +iyr) — (1,91, .., 2k, Yr) €r en isometri
fra C* pa R?*, sluttes at ogsa C* med ssedvanlig metrik er fuldsteendigt.

Fuldsteendigheden af R eller C* med maksimumsnormen ses pa lignende
vis.

Meangden af rationale tal Q med den sadvanlige metrik, er som bekendt
ikke fuldsteendigt. F.eks. vil en fglge af rationale tal (r,) med en irrational
greensevaerdi vaere en Cauchy folge i Q, som ikke er konvergent i Q. Mere
almindeligt geelder
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Seetning 5.3. Lad (M,d) vere et fuldstendigt metrisk rum. For en ikke
tom delmengde M' of M er delrummet (M',d) fuldstendigt, hvis og kun
hvis M’ er en afsluttet delmaengde af M.

Bevis. (a) Antag forst, at M’ er en afsluttet delmeengde af M og lad (x,)
veere en Cauchy folge fra M’. Sa er (x,,) ogsa en Cauchy folge i M, og dermed
findes © € M, s& d(x,x,) — 0. Af Seetning 2.10 fglger, at x € M’ = M’, og
dermed er vist, at (x,) er konvergent med graensepunkt z i det metriske rum
(M, d).

(b) Antag dernzest, at (M’ d) er et fuldsteendigt metrisk rum. Til x € M’
findes—igen pa grund af Seetning 2.10— en folge (x,,) fra M’, sa d(x, x,,) — 0.
Dermed er (z,) en Cauchy folge, og da M’ er forudsat fuldsteendigt, findes
' e M, sa d(z',x,) — 0. Da (x,) saledes har x og 2’ som graensepunkt
sluttes z = 2/, og vi har dermed vist M’ C M’, altsa at M’ er afsluttet. [

Bemazrkning 5.4. I beviset under (b) benyttes fuldsteendigheden af (M, d)
ikke. Der gaelder altsa: Lad (M, d) veere et metrisk rum og (M',d) et fuld-
steendigt delrum. Sa er M’ afsluttet i M.

Begreberne Cauchy fglge og fuldsteendighed er ikke topologiske begreber.
I det folgende eksempel angives en metrik dist pa R, som er ackvivalent med
den sadvanlige metrik, men (R, dist) er ikke fuldsteendigt.

Eksempel 5.5. Funktionen Arctan er kontinuert og afbilder R bijektivt pa
] = 5, 5[ Ved fastsaettelsen
dist(z,y) = | Arctan z — Arctan y|
defineres en metrik pa R, og idet der for 0 < r < T — | Arctan x| geelder, at
K(xz,r) ={y € R|Arctanz —r < Arctany < Arctanz + r}
=] tan(Arctanx — r), tan(Arctanx + r)|

x — tanr x + tanr

- l+ztanr’ 1 —xtanr |’

som er et abent interval omkring z, ser man af Seetning 2.14 at dist er
ekvivalent med den saedvanlige metrik. Fglgen 1,2, 3, ... er en Cauchy folge
i (R,dist), idet

dist(n,m) = | Arctann — Arctanm|,

og Arctann — % for n — 0o, men fglgen er ikke konvergent i (RR,dist), thi
sa skulle den jo ogsa veere det i R.
Vi ser videre, at billedet af et fuldsteendigt metrisk rum under en homeo-
morfi ikke behgver at vaere fuldsteendigt, idet Arctan er en homeomorfi af R
™

pa ] — %, %[, som ikke er fuldsteendigt ifglge Seetning 5.3. Derimod gaelder
folgende oplagte resultat:
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Seetning 5.6. Lad [ : (X,dx) — (Y,dy) vere en isometri af det fuld-
stendige metriske rum (X,dx) ind i (Y,dy). Sa er billedet (f(X),dy) et
fuldstendigt metrisk rum.

Bevis. Lad (yn) veere en Cauchy folge i (f(X),dy). Folgen (z,,) i X fastlagt
ved f(z,) = yn er ogsa en Cauchy folge idet

dX<xn7$m) = dY(f('Tn)? f(mm)) .

Da (X,dx) er forudsat fuldstendigt findes € X sa lim, o , = z, men
sa geelder limy, o0 Y, = limy, oo f(x,) = f(z), da f specielt er kontinuert.
]

5.2. Banach rum.

For normerede vektorrum sendres fuldstaendighed ikke ved overgang til en
sckvivalent norm. Hvis ||-||; og || -||2 er eekvivalente normer pa vektorrummet
E gaelder nemlig ifglge Seetning 2.15, at

[zl < Kfl]l2
]2 < ]l

for passende konstanter k, ¢ > 0. Heraf ses umiddelbart, at (x,,) er en Cauchy
folge med hensyn til ||-||; hvis og kun hvis (x,,) er en Cauchy fglge med hensyn
til || - ||2-

Fuldstendige normerede vektorrum er studeret i en bergmt monografi af
den polske matematiker Stefan Banach (1892-1945): Théorie des opérations
linéaires, Warszawa 1932, og kaldes derfor Banach rum.

Seetning 5.7. (a) Vektorrummet B(M,LL) af begrensede funktioner pa en
mangde M med den uniforme norm er et Banach rum.

(b) Hvis M er et metrisk rum er underrummet Cy(M,L) af kontinuerte
begreensede funktioner afsluttet i B(M,LL) og dermed et Banach rum.

Bevis. (a) Lad (f,) veere en Cauchy folge i B(M,LL). For hvert z € M geelder

[fn(@) = fm (@) < 0 = Fnllus

hvilket viser, at (f,(x)) er en Cauchy folge i . og dermed konvergent. Ved
fastsaettelsen

x v lim f,(z)

defineres en funktion f : M — L. Vi vil vise, dels at f er begreenset, dels at
lim f,, = f i den uniforme norm.
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Lad € > 0 veere givet. Der findes N € N sa der for n,m > N og alle
x € M geelder

|fn<x)_fm($)| <e. (1)

Holder vin > N og x € M fast, og lader m — 0o, ma ogsa graenseveaerdien af
venstre side i (1) vaere < e, men denne greenseveerdi er |fy,(z) — f(z)| ifolge
Seaetningerne 3.13 og 3.14. Da xz € M var vilkarlig sluttes, at

I fo— fllu<e for n>N

specielt
[flle =1If = fn+ Inllu e+ [[fn]lu < oo,

sa f € B(M,L) og dermed er vist, at lim,, o frn = f.

(b) Det er tilstraekkeligt at vise, at hvis f,, — f uniformt pa M, og hvis f,
er kontinuert for alle n, sa er f kontinuert, men dette er netop vist i Seetning
3.16. O

Idet enhver kontinuert funktion f : [a,b] — L er begreenset (se Adams
p. A-25; beviset for dette resultat gives ogsa i neeste §), har vi specielt, at
rummet C([a, b],L) af kontinuerte funktioner f : [a,b] — L er et Banach rum
under den uniforme norm

[ fllw = sup{[f ()| | 2 € [a,b]} .

Mere almindeligt vil vi betragte vektorrummet C([a, b], R¥) af kontinuerte
funktioner f : [a,b] — R¥, som er normeret under den uniforme norm

11l = sup{llf(@)lloc | = € [a, 0]} (2)

Szetning 5.8. Rummet C([a,b], R¥) er et Banach rum under den uniforme
norm.

Bevis. Idet f € C([a,b], R¥) kan skrives f = (fi,..., fx), hvor
fi € C([a,b],R), j =1,...,k, folger fuldsteendigheden af C([a, b], R¥) let af
fuldsteendigheden af C([a, b], R).

Alternativt kan fuldsteendigheden af R* udnyttes til et bevis i analogi med
beviset for Seetning 5.7. Detaljerne overlades til leeseren. 0

Bemaerkning 5.9. I (2) er den uniforme norm defineret ud fra maksimums-
normen pa R*. Vi kunne ogsa have defineret den ud fra den euklidiske norm,
altsa

[ fllu2 = sup{l[f(z)ll2 [ = € [a, b]}, (3)
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5.5
og da || [loo <l ll2 < VE] - |loo, jf- Eksempel 2.17, er

e < W fllwz < VEIfllus - f € Cla, 0], RF), (4)

som viser, at normerne (2) og (3) er ackvivalente.

I differentialligningsteori optraeder en raekke vigtige Banach rum, dels for-
skellige rum af kontinuert differentiable funktioner, dels Sobolev rummene,
som det dog vil fgre for vidt at komme ind pa her. Vi naevner blot falgende
vigtige

Szetning 5.10. Lad k = 0,1,--- vere givet. Maengden C*([a,b],L) aof k
gange kontinuert differentiable funktioner f : [a,b] — L er et Banach rum
under normen

k
=D 1D fllu-
j=0
Som forberedelse til beviset naevner vi folgende vigtige resultat:

Szetning 5.11. Lad f, : [a,b] — C vere en folge af C'-funktioner som
opfylder

(i) limy—oo fl () = g(x) uniformt for x € [a, b]

(i) limp—oo fn(a) = «
Sa findes der en C*'-funktion f : [a,b] — C sd

lim fn(z) = f(z), lim f,(z) = f'(z)

uniformt for x € [a,b].
Bevis. Definer f : [a,b] — C ved

xT

f(x) :a+/ g(t)dt.

Da g er kontinuert pa [a, b] som uniform greensevaerdi af fglgen f/, af kontinu-
erte funktioner, er f € C! og f'(z) = g(z). Vi har videre for x € [a, b]

f@) ~ fule) =a+ | " ()i — / "0t — fula),

sa

[f(2) = fn(@)] < la— fala)| +

|RCCRIAO
<la= ful@] + [ loto) = Futoli
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altsa

1f = fallu < lo = fula)l + (0 = a)llg = follu
hvilket viser, at f,, — f uniformt. 0
Bevis for Setning 5.10. Det ses umiddelbart, at || - || er en norm pa vektor-

rummet C*([a,b]), og en fglge (f,) fra C*([a,b]) konvergerer mod f i det
normerede rum, hvis og kun hvis (D7 f,,) konvergerer uniformt mod D7 f for
hvert j = 0,1,...,k. Hvis (f,) er en Cauchy folge i C*([a,b]), sd er (D7 f,,)
en Cauchy folge i C([a,b]) for hvert j =0,1,...,k eftersom

ID? fro = D7 frnllu < I fo = finl -

Da C([a,b]) er et Banach rum, findes funktioner g; € C([a, b]), sa
limy, o0 [|D7 fr, — gjllu =0, 5 =0,1,... k. Specielt geelder

lim D'~ 'f,(a) = gj—1(a) for j=1,... k.

Af Seetning 5.11 folger nu, at g;—1 tilhgrer C([a,b]), og gj—1 = g; for

j=1,...,k, altsd at f := go € C*([a,b]), og DIf = g; for j = 0,1,...,k.
Dermed er (f,) konvergent i rummet C*([a,b]) med graensefunktion f. [

Lad E og F veere normerede rum, og L(E,F) det normerede rum af
kontinuerte lineaere afbildninger 7' : £ — F.

Seetning 5.12. Hvis F er fuldstendigt er ogsa L(E, F) fuldstendigt.
Bevis. Lad (T,,) veere en Cauchy folge i L(E, F). Idet der for = € E geelder

| Tna = Tnl] < | Tn — Tnlll]l

ses, at (T, z) er en Cauchy folge i F' for ethvert x € E. Da F er forudsat
fuldsteendigt eksisterer lim,, .~ Tnx. Ved fastsattelsen x — lim,_ . T«
defineres en afbildning 7' : ' — F', som er lineser idet

T(x+y) = lim Ty(z+y) = lim (Th,z + T,y)
= lim Tpz + lim T,y =Tx + Ty,

)
T(Ax) = lim T,,(Az) = lim AT,z =\ lim T,z = \T'z.

n—oo n—oo n—oo

Undervejs er benyttet, at regneoperationerne i et normeret rum er kontinu-
erte, jf. Seetning 4.4. Til ¢ > 0 findes N € N, sa der for n,m > N gelder
T, — T || < € altsa

|Thx — Tzl <e foralle z€FE med |[z]] <1.
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5.7
For m — oo fas heraf for n > N og ||z|| <1, at
| Ta — Tz|| < e,

hvilket viser, at ||T,, — T|| < e < oo for n > N. Heraf ses for det forste, at
Tn —T € L(E,F), og dermed er T =Tn — (Tn —T) € L(E, F), og for det
andet, at T,, — T' i det normerede rum L(E, F). O

En lineser afbildning 7' : F — L kaldes en linearform eller en lineer
funktional pa E. Maengden L(E,L) af kontinuerte linearformer pa E kaldes
det duale rum til E, og betegnes E*. Da L er fuldsteendigt, har vi:

Seetning 5.13. Det duale rum E* af kontinuerte linearformer pd et norme-
ret rum E er et Banach rum under normen

17| = sup{[Tz| | ||=f| <1}

5.3. Fuldsteendigggrelse.

Et fuldsteendigt metrisk rum (]\/4\ , d ) kaldes en fuldstendiggorelse af et
metrisk rum (M, d), hvis der findes en isometri ¢ : (M, d) — (]TI\, d), sé (M)
er overalt teet i M. At der altid findes en fuldsteendigggrelse vises i Opg. 5.2.
Man kan desuden vise, at to vilkarlige fuldsteendigggrelser er isometriske, jf.
Opg. 6.12, sa man kan tillade sig at tale om fuldstendiggorelsen af et metrisk
rum. Idet (M,d) og (p(M),d ) er isometriske, kan ethvert metrisk rum altsa
altid opfattes som et overalt teet delrum af et fuldsteendigt metrisk rum.

Som generelt princip geelder, at hvis (M, d) har yderligere struktur, sa
kan fuldsteendigggrelsen (]\/4\ , d ) udstyres med samme struktur. Eksempelvis
kan fuldsteendigggrelsen af et normeret rum udstyres som et normeret rum,
hvorved opnas, at et normeret rum altid kan opfattes som et overalt teet
underrum af et Banach rum.
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Opgaver til §5

5.1. Et punkt a € (M, d) kaldes fortetningspunkt for en punktfolge (x,) i M,

hvis enhver kugle med centrum a indeholder z,, for uendeligt mange indices

n, dvs. hvis meengden {n € N | z,, € K(a,r)} er uendelig for ethvert r» > 0.
Vis, at hvis en Cauchy folge har et fortaetningspunkt, sa er den konvergent.

5.2. Lad (M,d) veere et metrisk rum, og lad F¢ (N, M) vaere meengden af
Cauchy folger © = (xy,)p>1 fra M.

Vis, at for z = (z,) og y = (yn) 1 Fo(N, M) er d(x,,yn) en Cauchy folge
i R, og dermed kan man definere

D(z,y) = lim d(zn,yn).
Vis, at D er en pseudometrik pa Fco (N, M) (jf. Opg. 1.10).

Lad M = Fc (N, M)/ ~ veere det i Opg. 1.10 definerede metriske rum
af sekvivalenklasser {[x] | x € Fo(N, M)}, hvor D([z],[y]) = D(z,y). Ved
til € M at knytte akvivalensklassen indeholdende den konstante fglge

Z = (z,z,z,...) defineres en afbildning ¢ : (M, d) — (]TJ\, D).

Vis, at ¢ er en isometri.

Vis, at (]\/4\ , D) er fuldsteendigt. Vink: Lad ([z,]) veere en Cauchy folge i
M idet z, = (@1, Tn2,...) € Fo(N,M). Vis, at der til hvert n € N findes
Yn € M, sa

Y

S|

D([zn], o(yn)) = D(@n,Tn) = pli_{lgod@npvyn) <

og vis derneest, at y = (yn)n>1 € Fo(N, M) og at [x,] — [y] for n — oo.
Gor rede for at (M, D) er en fuldstendigggrelse af M.

5.3. Vis, at et diskret metrisk rum er fuldstendigt.

5.4. Lad (M,d) veere et fuldsteendigt metrisk rum. Vis, at for en dalende
folge Fy DO Fy O ... af afsluttede ikke tomme mangder med diam(F,) — 0,
vil (o, F,, veere ikke tom og besta af et punkt.

5.5. Lad (M; x Ma, d) veere det metriske produktrum af (M, dy) og (M2, d2).
Vis, at (M; x Ms,d) er fuldsteendigt, hvis og kun hvis (M1, d;y) og (Ma, d2)
begge er fuldstaendige. Vis Saetning 5.8 som anvendelse af dette resultat.

5.6. Hahn’s setning. Vis, at hvis (M,d) er fuldstendigt, sa er rummet
(F*, D) af afsluttede og begraensede ikke tomme delmaengder med Hausdorff-
metrikken igen fuldsteendigt, jf. Opg. 4.5. Vink: Lad (A,,) veere en Cauchy
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folge i (F*, D). Seet A = (;21(U,>, Ap) 0g Vvis, at A er afsluttet og be-
graenset. Bestem til € > 0 en folge ng < ny <ne < ..., sa
€
D(A,, Anm) < ok for n,m > ng,
og veelg ag € A,, vilkarligt. Bestem successivt a; € A,,, az € A,, osv.,
sa d(ag,ar11) < 37, k = 0,1,... og vis, at (a,) er en Cauchy fglge. Vis
derved, at A er ikke tom, og at D(A,,,A) — 0.

5.7. Baire’s setning. Lad (M, d) veere et fuldstendigt metrisk rum, og lad
(Gr)n>1 veere en folge af abne teette delmeengder af M.

Vis, at (o, Gp er teet i M. Vink: Vis K(z,r) N (o, Gn # @ for
fast © € M, r > 0. Ggr rede for, at man kan veelge x1,22,--- € M og
r1,72,- - €]0,00], sa

K(z1,m) CK(z,r) NGy, 1< g

K(xg,rg) - K(xl,rl) NGy, 1o < 2—1

r
K(rpi1,mne1) © K(@n, 7)) NGny1,  Thpr < En

og anvend Opg. 5.4.

5.8. Lad D : C([a,b]) — C([a,b]) veere differentiationsafbildningen f — f’.

1° Vis, at ||D|| = oo hvis C([a,b]) og C'(]a,b]) begge er forsynet med
den uniforme norm.

2° Vis, at ||D|| = 1 hvis C(]a, b]) er forsynet med den uniforme norm og

C*(la, b]) med normen

LA =1A N+ 1D S -

5.9. Lad C(R?) betegne vektorrummet af reelle eller komplekse C''-funk-
tioner f(z,y) pa R?, der er periodiske i z og i y med periode 27, dvs.

flx+2m,y) = f(z,y) = f(z,y + 2n)

for alle (z,y) € R*. Vis, at C,(R?) er et Banach rum med normen

0 0
=170+ N5+ 5
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5.10. Vis, at meengden C1([—1,1]) af C'-funktioner f : [-1,1] — R er et
normeret rum under den uniforme norm || f||,,.

Vis, at folgen (fy,), hvor f,(x) = /a2 + % , n=1,2,..., udger en Cauchy
folge i C1([—1,1]) og slut, at rummet ikke er fuldsteendigt.
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§6. Kompakte maengder. Uniform kontinuitet

6.1. Karakterisering af afsluttede og begraensede maengder i RF.
En af de fundamentale satninger i analysen er fglgende saetning, som forst
blev vist stringent af K. Weierstrass (tysk matematiker 1815-1897):
En kontinuert reel funktion pa et begraenset, afsluttet interval i R er be-
graenset og har savel en stgrstevaerdi som en mindsteveaerdi.

Vi vil i denne § bevise en raekke hovedsaetninger om kontinuerte afbild-
ninger, herunder ovennaevnte saetnings generalisation til talrummene R* og
mere generelt til metriske rum. I denne sammenhaeng spiller begrebet fortaet-
ningspunkt for en fglge en central rolle.

Definition 6.1. Et punkt a i et metrisk rum (M, d) kaldes fortetningspunkt
for en punktfelge (x,,), safremt enhver kugle K (a,r) indeholder z,, for uende-
ligt mange n, dvs. safremt maengden

{n € N|d(a,z,) < r} er uendelig for ethvert r > 0.

Bemeerk forskellen mellem udsagnene: “K(a,r) indeholder z,, for uende-
ligt mange n” og “K(a,r) indeholder uendeligt mange x,,”. Det sidste udsagn
siger implicit, at folgen (x,) bestar af uendeligt mange forskellige elemen-
ter, og det er steerkere end det fgrste udsagn. En konstant fglge z,, = a,
n = 1,2,... har a som forteetningspunkt, men K (a,r) indeholder kun et
element fra folgen.

Vi skal give en aekvivalent og ofte mere anvendelig karakterisering af for-
teetningspunkt for en folge. Hertil har vi brug for at indfgre begrebet delfglge.

Definition 6.2. Ved en delfolge af en folge (z,,)nen 1 meengden M forstas
en folge (yp)pen 1 M givet ved

yp:xnp7 pGN,

hvor (np)pen er en voksende folge i N, dvs. der geelder at n, < ng nar p < gq.
Da er altsa (yp)pen = (Zn, )peN-

Hvis eksempelvis M = R, og (z,,) betegner talfolgen 1, %, %, oo, dvs.x, =
%, da er folgen %, %, %, ... en delfplge af (x,,) svarende til at n, = 2p, p € N.
Tilsvarende er 1, %, %, ... en delfglge af (z,,) svarende til n, = p?, p € N.
Seettes n, = det p'te primtal, fas delfplgen %, %, %, %, 11—1, ... af (z,).

Vi har sa folgende karakterisering af fortaetningspunkt.
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Lemma 6.3. En folge (xy)nen @ et metrisk rum (M, d) har punktet a € M
som fortetningspunkt, hvis og kun hvis der findes en konvergent delfslge af
(Zn)nen med a som grensepunkt.

Bewvis. Antag, at der findes en konvergent delfglge (z,,)pen af (25)nen med
graensepunkt a. Givet r > 0 findes da et P € N, saledes at x,, € K(a,r)
for alle p > P. Heraf folger specielt at K(a,r) indeholder z,, for uendeligt
mange n. Altsa er a et forteetningspunkt for (z,,)nen.

Hvis omvendt a et forteetningspunkt for (z,)nen, veelges forst for r = 1
i Definition 6.1 et ny € N, sd d(a,z,,) < 1. Dernsest veelges for r = I et
ny € N, sa ng > ny og d(a,z,,) < % Derneest veelges for r = % et ng € N,
s& ng > ng og d(a,zn,) < 5. Ved gentagelse heraf (induktion) fas en delfglge
(%n, )pen af (Tn)nen, saledes at d(a,z,,) < % for alle p € N. Heraf folger
at limy, oo Tp, = a, og vi har dermed konstrueret den gnskede konvergente
delfplge. OJ

Lad os ydermere notere fglgende simple resultat vedrgrende konvergens af
delfglger.

Lemma 6.4. (a) Lad (z,)nen vere en konvergent folge i et metrisk rum
(M, d) med greensepunkt a € M. Da er enhver delfolge af (zy)nen konvergent
med grensepunkt a. M.a.o0. en konvergent folge har sit grensepunkt som
eneste fortetningspunkt.

(b) Lad (xn)nen vere en Cauchy folge i et metrisk rum (M,d), og antag
at den har en konvergent delfolge. Da er (z,)nen konvergent. M.a.o. en
Cauchy folge har hgjst et fortetningspunkt, og hvis den har et, da er den
konvergent.

Bewvis. (a) Lad (2, )pen veere en delfplge af (2, )nen. Da 2, — a for n — oo
findes for givet ¢ > 0 et N € N, saledes at d(z,,a) < e for n > N. Men da
p < ny, for p € N (overvej!), folger heraf, at d(z,,,a) < e for p > N. Dette
viser, at x,,, — a for p — oo.

(b) Antag, at (x,,)pen er en konvergent delfglge af (2, ),en med graense-
punkt a. For givet € > 0 findes da P, N € N, sa

d(zn,,a) < g for p>P og d(zn,zm) < for n,m >N .

| M

Saettes M = max{P, N} og benyttes, at ny; > M > P, fas heraf at
d(xp,a) < d(xpn, Tn,,) +d(Tn,,,a) < % + % =¢ for n>M.

Dette viser, at x,, — a for n — oo. O

Fglgende fundamentale resultat kaldes normalt BOLZANO-WEIERSTRASS
SETNING:
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Saetning 6.5. Enhver begraenset reel talfolge har mindst et fortetningspunkt.

Bevis. Lad (x,)nen veere en begraenset folge i R, dvs. at meengden B = {x,, |
n € N} er bade opad og nedad begraenset.
Lad
A={ eR|{neN|zx, > A} erendelig}.

Da B er opad begraenset, er A # (), og da B er nedad begrezenset, er A
ogsa nedad begraenset (overvej!). Saet Ao = inf A. For hvert ¢ > 0 gaelder
da, at Ag +¢ € A (overvej!), sa {n € N | z,, > Ao + €} er endelig, mens
Ao —€ ¢ A, og dermed er {n € N | x,, > Ao — €} uendelig. Heraf sluttes, at
{neN|X—¢c<z, <X+te}={neN|z, > —c}\{neN|z, > N+e}
er uendelig. Altsa er A\g et fortaetningspunkt for (x,)nen. O

Bemzerk, at vi i beviset for seetningen har benyttet supremumsegenskaben
ved de reelle tal eller snarere den dermed askvivalente infimumsegenskab (jf.
Adams p. A-23, hvor supremums- eller infimumsegenskaben kaldes ”the com-
pleteness axiom”). Sidstnaevnte siger jo, at enhver ikke tom nedad begrenset
mangde A C R har et storste undertal inf A, og vi erindrer, at et undertal for
en delmeengde A C R defineres som et tal [ € R, der opfylder [ < x for alle
x € A, og A siges at vaere nedad begrenset, safremt der findes et undertal for
A.

Vi noterer, at fuldsteendigheden af R med ssedvanlig metrik folger let af
de to foregaende resultater. Ifplge Lemma 6.4(b) er det nemlig tilstraekkeligt
at vise, at enhver Cauchy folge (z,)nen i R har et forteetningspunkt, og
ifolge Seetning 6.5 er dette tilfeeldet, hvis vi blot kan indse, at (z,)nen er
begraenset. Velg hertil (svarende til ¢ = 1 i Definition 5.1) et N € N

saledes at |z, — x| < 1 for n,m > N. Specielt er da |z,| = |(x, — zn) +
zn| < |(zn — a2n)| + |zn| < 14 |zn]| for n > N. Heraf folger at |z,| <
max{|z1|,...,|zn-1],1 + |zn]|} for alle n € N, og dermed at (z,)nen er
begraenset.

Szetning 6.6. For en delmengde A C R* er folgende to betingelser ensbe-
tydende:

(i) A er afsluttet og begrenset.

(ii) Enhver punktfolge i A har et fortetningspunkt i A.
Bevis. (i) = (ii). Lad z, = (2}, 22,...,2%) , n = 1,2,... veere en punktfolge
i A, som er forudsat begreenset og dermed indeholdt i en kugle {x € R* |
|z]]2 < r}. Idet hver koordinatfglge (z7),>1 er begraenset, nemlig |z| <
r, har den et fortzetningspunkt x7/. Imidlertid behgver x = (x!,...,2%)
ikke at veere fortsetningspunkt for (x,) (overvej dette!), og vi ma beere os
mere snedigt ad. Fglgen (xl) af forste koordinater har en delfglge (:C}Lp) der

konvergerer mod et fortsetningspunkt z!'. Den tilsvarende delfglge af anden
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koordinater (mip)pzl er ligeledes begraenset af r og har derfor en delfglge

x? >1, der konvergerer mod et fortaetningspunkt z2? for (z2). Sa geelder
Npg /9= g n

(jf. Lemma 6.4(a))

qlingo x;pq =z, qlingo Ty, =T,

og dermed er (z!,2?) forteetningspunkt for (z,) i tilfeldet k = 2. Hvis
k = 3 ma raesonnementet fortseettes ved at (xf;pq ) udtyndes til en konvergent
delfglge, og generelt foretages k successive valg af delfglger, sa vi ender med
en fglge 1 <mj < me < --- af naturlige tal med egenskaben

lim xﬁﬁl =)

l—00
for j =1,...,k, hvorved (z!,22,..., %) er forteetningspunkt for (z,,), og det
tilhgrer den afsluttede maengde A, da det er greensepunkt for en punktfslge
iA.

(ii) = (i). Dette bevises indirekte. Vi antager altsa, at A ikke er afsluttet
og begraenset, og at enhver punktfslge i A har et forteetningspunkt i A.

Der er to muligheder: Hvis A ikke er afsluttet findes x € A\ A, og vi kan da
finde en folge (x,) i A med lim,,_,o x,, = x. Da (x,,) har et forteetningspunkt
x’ € A findes en delfglge (z,,) sa lim,_,c ©,, = 2/, men da lim, o z, = =,
ma ogsa lim,_. Tn, = x, hvoraf x = 2’, altsa « € A, hvilket er en modstrid.

Hvis A er ubegraenset, nar vi til en modstrid pa felgende made. Fgrst
veelges 1 € A. Da A er ubegraenset kan vi vaelge xo € A\ K(x1,1). Da
K(x1,1)U K (x2,1) er begraenset, kan den ikke indeholde A, sa vi kan veelge
xz € A\ (K(x1,1) U K(x2,1)). Fortseettes pa denne made finder vi en folge
(xn,) i A med egenskaben

Tns1 € A\ JK(2:,1), n=12,...,

=1

altsa
d(xp,xm) >1 for n#m,

men denne fglge kan ikke have et fortsetningspunkt. 0

6.2. Kompakte mangder.
I tilknytning til Seetning 6.6 giver vi fglgende

Definition 6.7. En delmaengde K af et metrisk rum (M, d) kaldes kompakt,
hvis enhver punktfglge i K har et fortaetningspunkt i K.
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Kompakthed er et topologisk begreb. Da der ikke findes fglger i K = @,
er & kompakt. For K = M er ovenstaende en definition af begrebet kompakt
metrisk rum. Bemaerk at K # & er en kompakt delmeengde af (M, d), hvis
og kun hvis delrummet (K, d) er et kompakt metrisk rum. Med brug af den
nye terminologi udsiger Saetning 6.6 simpelthen:

De kompakte delmaengder af RF er precis de afsluttede og begransede del-
mangder af RE.

Da C* er isometrisk med R?* (jf. Eks. 1.3) geelder samme udsagn om C*.
Den anden del af beviset for Seetning 6.6 kan uden videre overfgres til et
vilkarligt metrisk rum, hvorfor der gaelder:

En kompakt delmengde af et metrisk rum er afsluttet og begrenset.

Den forste del af beviset udnytter derimod specielle egenskaber ved tal-
rummet, og derfor kan man i et metrisk rum ikke slutte, at afsluttede og
begraensede maengder er kompakte.

Eksempel 6.8. Enhver endelig meengde i et metrisk rum (M, d) er kompakt,
thi hvis (x,,) er en punktfglge fra en endelig meengde K, ma mindst et element
veere lig med x,, for uendeligt mange n. I et diskret metrisk rum (M, d), er
der ikke andre kompakte maengder end de endelige, da en punktfglge kun
er konvergent, hvis den er konstant fra et vist trin. Pa den anden side, er
enhver delmaengde af et diskret metrisk rum, bade afsluttet og begraenset.

Vi vil nu vise 5 hovedsaetninger om kompakte maengder og rum.

Seetning 6.9 (1. HOVEDSETNING). Hvis (X,dx) og (Y,dy) er metriske
rum, K en kompakt delmengde af X og f : K — 'Y en kontinuert afbildning,
da er billedet f(K) en kompakt delmaengde af Y.

Bevis. Lad (y,) veere en punktfolge i f(K). For hvert n € N kan vi veelge
xn € K, sa f(x,) = yn, og da K er kompakt findes x € K og en delfplge
(zn,) af (x,) salim, o z,, = x. Af Seetning 3.1 folger, at lim,_.oc f(2n,) =
limy oo Yn, = f(x) € f(K), hvilket viser, at f(K) er kompakt. O

For en ikke tom, kompakt delmaengde A af R (altsa en ikke tom, afsluttet
og begraenset delmaengde A af R), geelder sup A € A og inf A € A (overvej!).
En ikke tom, kompakt delmsengde A af R indeholder altsa et storste og
et mindste tal. Af 1. Hovedsatning fremgar derfor fglgende seaetning, der
indeholder den indledningsvis naevnte saetning af Weierstrass:

Seetning 6.10 (2. HOVEDSETNING). En kontinuert reel funktion pa en
kompakt delmeaengde af et metrisk rum er begrenset og har savel en storste-
veerdi som en mindsteverdi.

65



6.6

Korollar 6.11. Lad (M, d) vere et kompakt metrisk rum. Rummet C'(M,L)
af kontinuerte (reelle eller komplekse) funktioner f : M — L er et Banach
rum under den uniforme norm

£l = sup{[f(x)| | © € M} = max{[f(x)| | z € M} .

Bevis. Rummet C(M,L) er identisk med rummet Cy(M,L) af kontinuerte
begraensede funktioner pa M studeret i §5.2. O

Vi vil nu undersgge hvordan kompakthed opferer sig ved konstruktion af
delrum og produktrum.

Seetning 6.12 (3. HOVEDSETNING). Lad (M,d) vere et kompakt metrisk
rum. FEn ikke tom delmengde K C M er kompakt huvis og kun hvis K er
afsluttet.

Bewvis. Vi har tidligere bemeaerket, at en kompakt maengde er afsluttet. Antag
dernzest, at K er afsluttet og lad (z,) veere en punktfglge i K. Da M er
kompakt findes en delfglge (z,,) og v € M, sa lim, .o z,, = =, men da K
er afsluttet ma x € K, hvilket viser, at K er kompakt. O

Seetning 6.13 (4. HOVEDSETNING). Lad (My X Ms,d) vere det metriske
produktrum af (M, dy) og (Ma,ds). Sa er (My x Ms,d) kompakt hvis og kun
hvis (My,dy) og (Ma,ds) begge er kompakte.

Bevis. Antag forst, at (Mi,d;) og (Ma,d2) er kompakte, og lad (z,) =
((x],,z!')) veere en punktfslge i M; x My. Da M; er kompakt, findes en
konvergent delfglge (z;, ) af (27,) med greenseveerdi 2/, og da M> er kompakt,
har (27, ) en konvergent delfglge (x;;pq) med graenseveerdi x”. Da (m%pq) som
delfglge af (27, ) ogsa har graenseveerdien z', sluttes af Seetning 4.3, at (x5, )
konvergerer mod (x/, z").

Antages dernaest, at produktrummet M; x M, er kompakt, er billed-
rummet My = w1 (M; x My) af My x My under den kontinuerte projek-
tion m(x1,22) = x1 ogsa kompakt ifglge 1. Hovedseetning. Analogt ses
My = mo(My x Ms) at veere kompakt. O

Vi har indset, at en kontinuert bijektiv afbildning, ikke behgver at veere
en homeomorfi. Hvis afbildningen er defineret pa et kompakt rum, gselder
pastanden imidlertid:

Satning 6.14 (5. HOVEDSAETNING). Lad f : (X,dx) — (Y,dy) vere en
kontinuert bijektiv afbildning. Hvis (X,dx) er kompakt, er f en homeomorfi.

Bevis. Lad ¢ = f~' : Y — X. Vi skal nu vise, at g er kontinuert, og ifglge
Seetning 3.3 er det tilstreekkeligt at vise, at for enhver afsluttet mesengde
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FC Xerg Y(F) = f(F) afsluttet i Y. Ifglge 3. Hovedsaetning er F' kompakt
og dermed er f(F') kompakt (1. Hovedsaetning), altsa specielt afsluttet. [

6.3. Akvivalens af normer pa et endelig dimensionalt vektorrum.
Vi skal nu ved hjalp af kompakthed vise pastanden fra Eks. 2.17 om,
at alle normer pa et endelig dimensionalt reelt eller komplekst vektorrum er
akvivalente.
Ved valg af en basis er et k-dimensionalt vektorrum isomorft med R* eller
C*, og da CF opfattet som reelt vektorrum, er isomorft med R?*, og en norm
pa C* derved kan opfattes som en norm pa R?*, er det nok at vise folgende:

Saetning 6.15. Alle normer pd R* er @kvivalente.

Bevis. Vi viser forst, at en vilkarlig norm || - || pd R er sekvivalent med den
euklidiske norm || - ||2, altsa at der findes konstanter a, 3 > 0 sa

|zl < allzll2 og |zl2 < Bllzl| for xR (1)
Lad ej,...,ex betegne basis vektorerne (1,0,...,0),---, (0,...,0,1) i R¥.
For z = (z1,...,2;) € R¥ geelder altsd © = 1€y + -+ + xper, og dermed
ifplge (N3) og (N2)
[zl < [lerenl] + -+ lzrerl = |zalllen) + - + |zxlllewl],

og ved Cauchy-Schwarz’ ulighed fas nu

2]l < elflz

1
med a = ([le1||* + -+ + [|ex]*) *, som er uafheengigt af z € R*.
For z,y € R* gzelder specielt

izl = llyll 1< llz =yl < elle = yll2,

hvilket viser, at || - || : R¥ — R opfylder en Lipschitz betingelse, og dermed
er || - || kontinuert. Kugleoverfladen

§={zeR"[||z]2=1}

er afsluttet og begraenset, altsa kompakt, sa ifslge 2. Hovedseetning har || - ||
en mindstevaerdi m pa S, dvs. der findes xo € S sa

m = inf{[|z]| |z € S} = [zo],
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ogda0¢ S, erm=|zo| >0. Hvert z € R¥\ {0} kan skrives pa formen
x =X med X = ||z|2, £ =z/||z||2 € S, og dermed har vi

lzll = [IASH = A€l = [Alm = [[z]lam

eller '
[zll2 < Bllzl|, nar = —.
m

Denne ulighed gaelder trivielt for z = 0, og dermed er (1) eftervist. At to
vilkarlige normer er sekvivalente ses nu let, da de begge er sekvivalente med
den euklidiske norm. O

Bemazerkning 6.16. Da R og C* udstyret med maksimumsnormen er fuld-
steendige, geelder det samme, nar vi benytter en vilkarlig anden norm. Vi
har derfor:

Ethvert endelig dimensionalt normeret rum er et Banach rum.
Da et fuldstaendigt delrum er afsluttet har vi:

Ethvert endelig dimensionalt underrum i et normeret rum er afsluttet.

6.4. Abne overdzekninger.

I forbindelse med undersggelser af det man i dag kalder Lebesgue malet,
som vi skal bergre senere i dette kursus, og som igvrigt studeres i kurset
Matematik 3MI, opstillede den franske matematiker E. Borel (1871-1956)
folgende resultat (1894):

Hvis en fglge af abne delmaengder af R overdakker et afsluttet begraen-
set interval, sa vil allerede endeligt mange af de abne mangder overdaekke
intervallet.

Lad os precisere sprogbrugen. En familie (A;);e; af delmaengder af en
maengde M siges at overdeekke en delmaengde X C M, safremt X C J,o; As.
Man siger ogsa, at (A;)icsr er en overdekning af X. Hvis I er endelig eller
numerabel taler man om en endelig eller numerabel overdeekning. Hvis J C [
og ogsa (A;)ies overdaekker X | siger man, at overdsekningen (A;);ec; kan ud-
tyndes til overdaekningen (A;);cs. Hvis alle maengderne A; i overdaekningen
er abne (i et metrisk rum M) taler man om en daben overdekning. Borel’s
setning kan altsa formuleres saledes: Enhver numerabel aben overdakning
af et afsluttet begraenset interval kan udtyndes til en endelig overdakning.

I 1920’erne blev man klar over at abne overdaekninger spiller en central
rolle for kompakthed, idet folgende hovedresultat blev bevist:
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Seetning 6.17 (OVERDAKNINGSSETNINGEN). For en delmengde A af et
metrisk rum (M,d) er folgende betingelser ensbetydende:

(i) A er kompakt.

(11) Enhver aben overdekning af A kan udtyndes til en endelig overdekning.

Bevis. (ii) = (i). Vi viser 7(i) = (ii). Lad (z,) vaere en fplge af punkter i
A som ikke har noget fortaetningspunkt i A. For ethvert y € A findes da en
kugle K (y,r,), saledes at meengden

{neN|z, € K(y,7y)}

er endelig. Familien (K (y,7y))yca er en aben overdeekning af A, som ikke
kan udtyndes til en endelig overdaekning, idet der for et vilkarligt endeligt
antal kugler K(y1,ry,), ..., K(yp,ry,) geelder, at

N#{neN|z, EK(yl,Tyl)}U“‘U{nGN]xn GK(yp7ryp)}7

da hgjre side er en endelig meengde, og dermed kan K (y1,7y, ), ..., K(yp,7y,)
ikke overdackke A.

(i) = (ii). Antag (i) opfyldt og lad (G;)ier veere en aben overdeckning
af A. Det skal vises, at den kan udtyndes til en endelig overdackning. Hvis
A = @, er sagen klar. Vi antager derfor A # @. Beviset bestar af to skridt.

(o) Der findes et p > 0, saledes at for ethvert x € A er kuglen K(x,p)
delmeengde af en af meengderne G;.

I modsat fald fandtes for ethvert n € N et punkt z,, € A, s& at K (2, 1)
ikke var delmaengde af noget G;. Ifglge (1) har fglgen (x,) et fortaetnings-
punkt z € A. For et vist ¢ € I geelder altsa x € G;. Da G; er aben,
findes et 7 > 0, sd at K(v,7) € G;. Da{n € N | z, € K(z,ir)} er
uendelig, kan vi finde et n, sa at z,, € K(x, %r) og % < %r. Da geelder
K(zn, ) C K(z,r) C Gy, i strid med, at K(zy,+) ikke er delmengde af

noget G;.

(B) Viveelger et vilkarligt punkt y; € A. Hvis A C K(y1, p), er A overdaek-
ket af en af maengderne G;. I modsat fald veelges et punkt yo € A\ K (y1,p).
Hvis A C K(y1,p) U K(y2,p) er A overdeekket af to af meengderne G;. 1
modsat fald veelges y3 € A\ K(y1,p) U K(y2,p). Saledes fortseettes, og vi
ma ende med at fa en overdaekning af A med et endeligt antal af maengderne
G;. Thi hvis processen kunne fortsaette i det uendelige, fremkom jo en folge
yn af punkter fra A, for hvilken d(yn,ym) > p for n # m, og en sadan folge
kan abenbart ikke have noget forteetningspunkt. OJ

Bemaerkning 6.18. Satningen illustrerer hvad vi allerede ved: Kompakt-
hed er et topologisk begreb. Pa grund heraf vil man i mange leerebgger se,
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at kompakthed er defineret ved overdekningsegenskaben (ii), der er meget
bekvem ved teoretiske overvejelser, og som har den yderligere fordel, at den
umiddelbart kan benyttes som definition af kompakt meengde i et (Hausdorff)
topologisk rum. Betingelsen (i): Enhver punktfslge fra A har et fortaetnings-
punkt i A, har umiddelbart mening i et topologisk rum og en maengde A
med denne egenskab kaldes sekventielt kompakt. Dette begreb er mindre
vigtigt end kompakthed. For topologiske rum er (i) og (ii) ikke leengere ens-
betydende. Det er let at bevise kompakthedsteoriens hovedsaetninger ud fra
overdaekningsegenskaben, jf. Opg. 6.5.

6.5. Uniform kontinuitet.

Definition 6.19. Idet (X, dx) og (Y, dy) er metriske rum, siges en afbildning
f: X — Y at vere uniformt kontinuert (eller ligeligt kontinuert), hvis der
til ethvert € > 0 findes § > 0, saledes at der for vilkarlige z1,x2 € X geelder

dx(.’lll,:(?g) <0 = dy(f(.’]?l),f(.’lig)) < €.

Skrevet med logiske symboler udtrykkes definitionen saledes:
Ve > 046 > val,&)g cX: dx(.’lll,:(?g) <6 = dy(f(.’]?l),f(.Tz)) <E.

En uniformt kontinuert afbildning er gjensynligt kontinuert, medens det
omvendte ikke behgver at veere tilfzeldet.

F.eks. er den ved f(z) = 22 definerede funktion f : R — R kontinuert,
men ikke uniformt kontinuert, idet

1 1
f(n—i——)—f(n):2+—2>2 for alle n € N.
n n

Hvis f opfylder en Lipschitz betingelse med konstant C' > 0, er f uniformt
kontinuert, idet man til € > 0 kan veelge 6 = &.

Uniform kontinuitet er ikke et topologisk begreb, jf. Opgave 6.13. Hvis
X eller Y derimod er et normeret rum, vil overgang til en akvivalent norm
ikke sendre pa om en afbildning er uniformt kontinuert.

Begrebet uniform kontinuitet blev behandlet af den tyske matematiker E.
Heine (1821-1881), der i 1872 viste, at en kontinuert funktion f : [a,b] — R
pa et afsluttet, begraenset interval er uniformt kontinuert. Dette resultat er
indeholdt i folgende hovedresultat.

Seetning 6.20 (6. HOVEDSEATNING). En kontinuert afbildning f af et kom-
pakt metrisk rum (X, dx) ind i et metrisk rum (Y, dy ) er uniformt kontinuert.

Beuvis. Antag, at f ikke er uniformt kontinuert, altsa
Je >0V > 03z, 20 € X : (dx(.'l,‘l,.’llg) < 5) A (dy(f(.’]?l),f(.'lig)) > 8).
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Lad € > 0 veere et tal, der opfylder ovenstaende udsagn. Saettes successivt
6=1,1, %, -+ ser man, at der eksisterer folger (z7,) og (2/) i X opfyldende
1
(o al)) < © dy (7). ) > e.

Da det metriske produktrum X x X er kompakt ifglge 4. Hovedseetning,
findes (2/,2") € X x X og en delfolge (z;, ,z;, ) af (z;,,25,) sd 2], — 2 og

nprn ny»¥n
) — . Idet
p

(jf. opgaverne 1.4 og 4.2), og dx (z}, ,;, ) < é sluttes dx (z/,2") = 0 altsa

nprn
2/ = 2. Af f’s kontinuitet i punktet 2’ = 2" fglger dernsest at

lim f(x%p) = lim f(x;;p) = f(2') = f(2"),

p—0o0 p—0o0

hvoraf som ovenfor

lim dy (f(xy,), f(z,)) = dv(f(2'), f(z")) = 0.

P—00

Dette er imidlertid i modstrid med at dy (f(x},), f(z))) > € for alle n € N,

n
og vi kan konkludere, at f er uniformt kontinuert. 0

Som en vigtig anvendelse af uniform kontinuitet viser vi

Seetning 6.21. Lad f: A — (Y,dy) vere en afbildning af en delmengde A
i et metrisk rum (X,dx). Hvis

(i) (Y,dy) er fuldstendigt,

09
(ii) f er uniformt kontinuert pa delrummet (A,dx),

sd kan f pa en og kun en made udvides til en kontinuert afbildning f A —
(Y,dy). Udvidelsen f er endda uniformt kontinuert.

Bevis. Vi foretager forst en analyse af situationen og antager at f : A —
(Y, dy) er en kontinuert udvidelse af f, dvs. f(z) = f(z) for alle 2 € A. Til
vilkarligt z € A\ A findes en punktfolge (z,) i A s& x, — =z, og da f er
kontinuert i z geelder f(z) = lim f(z,,) = lim f(z, ). Dette viser, endda uden
brug af forudsaetningerne (i) og (ii), at f er entydigt bestemt. Dette sidste
er i gvrigt ogsa en konsekvens af Saetning 3.4.

For dernaest under brug af forudssetningerne (i) og (ii) at vise eksistensen
af en udvidelse f : A — Y bemeerkes forst: Hvis x € A og (z,,) er en vilkdrlig
konvergent folge i A med grensepunkt z, sa er (f(xy)) en Cauchy folge i Y.
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Til € > 0 findes nemlig et o > 0 i henhold til f’s uniforme kontinuitet pa
A, sa der for alle x1,x2 € A geelder

dx(.’lJl,.’,EQ) <= dy(f(.’]?l),f(.’lig)) < €. (2)

Da (z,,) er konvergent og dermed en Cauchy fglge findes N € N, sa der for
n,m > N geelder dx (zy, xy) < §, hvoraf

dy (f(zn), f(zm)) <e for n,m>N.

Da (Y, dy) er forudsat fuldsteendigt eksisterer lim,, o f(x,). Dette grzen-
sepunkt afhzenger af x € A, men kunne ogsd taenkes at afheenge af den
betragtede folge (z,) i A, der konvergerer mod z. At det ikke er tilfzeldet
ses saledes: Hvis (z,,) og (yn) er to folger i A, der begge konvergerer mod
x vil den blandede fglge 1,91, x2,y2,... ogsa konvergere mod x, men ifglge
bemszerkningen ovenfor, har alle tre fglger

(f(JTn)), (f(yn)) og f($1),f(y1),f(x2),f(y2),...

et greensepunkt i Y. Da de to fgrste er delfglger af den sidste, ma alle tre
graensepunkter vaere ens. )
Det er nu tilladeligt at definere f : A — Y ved

f(z) = lim f(z,), for x€ Az, € A,z — .

n—oo

At f(z) = f(x) for z € A folger straks ved at betragte den konstante folge
z,x,..., og at f er uniformt kontinuert ses saledes: Til € > 0 findes § > 0
i henhold til (2). Lad 2/,2” € A opfylde dx(z',2") < §. Velges (z]) og

n

() fra Asax), — o, 2! — 2" vildx(z),,2))) — dx (', 2"), og altsa findes

N € N, sa der for n > N geelder dx(x] ,z!") < ¢. Iglge (2) geelder sa

dy (f(z,), f(a})) <e for n=N,

hvoraf

dy (7). Fa")) = lim dy (f(a}). f(@))) <.

O

Bemszerkning 6.22. I forbindelse med Setning 6.21 kan vi formulere folg-
ende princip: Egenskaber ved f nedarves til f.

Som et eksempel herpa viser vi:
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Seetning 6.23. Lad f : A — F vere en kontinuert lineer afbildning af et
tet underrum A af et normeret rum E ind i et Banach rum F.
Den entydige kontinuerte udvidelse f : E — F af f er lineer og ||f|| =

ILFI-
Beuvis. Ifplge Seetning 4.6 opfylder f en Lipschitz betingelse med konstant
| fIl og er specielt uniformt kontinuert, sa Szetning 6.21 kan anvendes. At

f(z+y) = f(x)+ f(y) ses nu ved at veelge folger (x,) og (yn) i A, sa x, — z,
Yn — y. Dermed geelder z,, + y, — x + ¥y, sa

flety) = T f(zn +yn) = Tm (f(zn) + f(yn))
= lim f(azn) + lim f(yn) = f(2) + F().
Tilsvarende ses, at f(Az) = Af(z). Altsa er f linezer. i
Af uligheden || f(z)|| < [|f|[||z[| for z € A fas ved graenseovergang || f(z)| <

| fllllz|l for € E, hvoraf ||f|| < ||f|]. Den modsatte ulighed geelder, da f
udvider f. Altsa er || f|| = || f]|- O
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Opgaver til §6
6.1. Vis, at et kompakt metrisk rum er fuldsteendigt.

6.2. Lad (M,d) veere et metrisk rum. Idet afstanden mellem to ikke tomme
delmaengder A og B af M defineres ved

d(A, B) = inf{d(a,b) | a € A,b € B},

og specielt d(x, A) = d({z}, A), skal man vise fglgende:
(1) Hvis A er kompakt findes for hvert z € M et punkt a € A, sa
d(z,A) = d(z,a).
(2) Hvis A og B begge er kompakte findes a € A og b € B sa

d(a,b) = d(A, B).

3) Hvis M = R*, og hvis A C R” er afsluttet, B C RF kompakt, sa
g
findes a € A,b € B sa

d(a,b) = d(A, B).

(4) Giv et eksempel pa to afsluttede disjunkte meengder A, B i R med
d(A,B) =0.

6.3. Lad (M, d) vere et kompakt metrisk rum.
Vis, at der findes a,b € M sa d(a,b) = diam M.

6.4. Lad (X,dx) og (K, dk) veere metriske rum, og antag at K er kompakt.
For en kontinuert funktion f : X x K — L betragtes for hvert z € X
snitfunktionen f, : K — L givet ved k — f,(k) = f(x, k).

Vis, at f tilhgrer Banach rummet C'(K,L).

Vis videre, at hvis z,, — = i X, sa vil f;, — f, uniformt pa K (gor
det indirekte), og gor rede for, at det medfgrer, at x — f, er en kontinuert
afbildning af X ind i C'(K,L).

6.5. Benyt overdakningsegenskaben til at vise hovedssetningerne 1-3 i §6.2
om kompakte maengder.

6.6. Lad (M, d) veere et metrisk rum.

Vis, at M er kompakt hvis og kun hvis fellesmaengdeprincippet er op-
fyldt: For enhver familie (F;);cs af afsluttede maengder i M geelder, at hvis
Nicr Fi = @, sa findes endelig mange indices i1,...,i, € I, sa

F,nNn---NF, =0.
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6.7. Lad (M,d) veere et kompakt metrisk rum og lad F; D Fy D ... vere
en dalende fglge af afsluttede ikke tomme maengder.
Vis, at (., F, # @.

6.8. Idet afstand mellem maengder er defineret i Opg. 6.2, betragter vi for
en afbildning f : (X,dx) — (Y, dy) folgende betingelser:

(1) f er uniformt kontinuert.

(2) Ve > 036 >0VAC X : (diam A < § = diam f(A4) < ¢).

(3) VA,B C X : (dx(A,B) =0 = dy(f(A), f(B)) =0).
Vis, at (1) & (2), og at (1) = (3).
6.9." Med betegnelserne fra Opg. 6.8 skal man vise Efremovich’s setning:
(3) = (1).

Vink: Antag, at f ikke er uniformt kontinuert. Udnyt dette til at finde
eo > 0, og folger (a,) og (b,) 1 X, sa der for alle n € N geelder

dx(ansbn) < 50 dy (F(an), F(b)) = 0.

Se pa folgende tre muligheder, idet a,, = f(an), Bn = f(bn):
(1) Der findesng € Nogmn; <ngs <ng<...1iNsa

dy(ano,ﬁnk)<%0 for k=1,2,....

(2) Der findes ngp € Nogni <ng <ng<...1iNsa

dy (s Bry) < %0 for k=1,2,....
®) ]
VYn € NIN € NVm > N : dy (an, Bm) > ZO’
og
Vn € NIN € NVm > N : dy (am, Bn) > %0.
Vis, at man i alle tre tilfselde kan finde en fglge ny <ns < ns... i N, sa der

for alle p,q € N geelder
€0
d npsrMn > R
(Oé D 6 q) 4
og slut heraf, at (3) ikke er opfyldt.

6.10. Lad (X,,d,), n = 1,2,... veere en folge af kompakte metriske rum
og lad X = [[{° X, veere det i Opg. 4.6 definerede metriske rum af folger
z = (x1,x2,...), hvor z,, € X,, for alle n.
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Vis, at X er et kompakt metrisk rum.
Vink: Lad (z
sa fgrste koordinaterne i @53)) konvergerer. Konstruer derneest en delfglge

) veere en folge i X. Konstruer en delfglge @S)) af (z,,),

n

@?)) af @})), sa 1. og 2. koordinaterne konvergerer. Fortsaet og konstruer

i p'te trin en delfglge (z'7)) af (z™") s de p forste koordinatfolger i z'”

konvergerer. Betragt dernaest diagonalfglgen @L”)), som er en delfglge af

(z,,), og vis, at alle dens koordinatfslger konvergerer.

6.11. Lad f :]a,b]— R veere en kontinuert funktion, idet —oo < a < b < 0.
Vis, at fglgende betingelser er sekvivalente:
(i) f er uniformt kontinuert.
(ii) f kan udvides til en kontinuert funktion f : [a,b] — R.
(iii) lim, .p- f(x) og lim, ..+ f(z) eksisterer.
Vis, at i tilfeeldet a = —o00, b = oo geelder (iii) = (i), men at (i) = (iii) er
forkert endda med begraenset f.

6.12. Lad (M,d) veere et metrisk rum og lad (M, d) og (M,d) veere fuld-
steendiggarelser af M.

Vis, at (M,d) og (M,d) er isometriske, dvs. at der findes en surjektiv
isometri af M pa M.

6.13. Saet dist(x,y) = | Arctan x — Arctany| for z,y € R.
Vis, at  — x ikke er uniformt kontinuert fra (R, dist) til (R, |- |), og at
x +— x? er uniformt kontinuert fra (R, |- |) til (R, dist).

6.14. Lad (M,d) veere et metrisk rum og lad K* betegne systemet af ikke
tomme kompakte delmaengder af M. Vi forsyner £* med Hausdorff metrik-
ken, jf. Opg. 4.5

a) Vis, at hvis f : M — M er kontinuert, sa er K — f(K) en kontinuert
afbildning af £* ind i sig selv.

b) Lad der vaere givet N Lipschitz afbildninger f1,..., fy af M ind i sig
selv med Lipschitz konstanter C'y,...,Cy. Vis, at der ved fastsaet-
telsen

P = U 5(K), Kek

defineres en Lipschitz afbildning pa K* med Lipschitz konstant
maX(Cl, ey CN)
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7.1
§7. En fixpunktssaetning og dens anvendelse i
differentialligningsteori

Denne paragraf omhandler eksistens- og entydighedsseetninger for diffe-
rentialligningssystemer. Neermere bestemt betragter vi 1. ordens differential-
ligningssystemet

dx

E:f(tvx)v (*)

hvor
f:IxRFSRF

er en kontinuert funktion, og I C R er et interval (af positiv leengde). Der
tales om et differentialligningssystem, fordi () ogsa kan skrives som k koblede

differentialligninger for koordinaterne x1, ...,z til x:
d.’L‘l
== Az,
o = Nt )
dl‘k
= = e, )
o = frta k)
hvor fi,..., fr er f’s koordinatfunktioner. Fra Mat 1 kendes eksempelvis

linezxere differentialligningssystemer.
Ved en lgsning til (x) forstas folgende.

Definition 7.1. En funktion ¢ : J — R, hvor J er et delinterval af I,
siges at veere en lgsning til differentialligningssystemet (%), safremt den er
differentiabel og

O'(t) = f(t,p(t)) forallete J.

Vi siger, at ¢ er en maksimal lgsning til (x), hvis der ikke findes nogen lgsning
defineret pa et interval J’, sa J C J’, og som er lig med ¢ pa J.

Det skal bemeerkes, at differentiabilitet i et evt. endepunkt indeholdt i
I naturligvis betyder eksistens af den afledede fra hgjre eller fra venstre
atheengig af, om det er et venstre eller hgjre endepunkt. Bemaerk ogsa, at
enhver lgsning ¢ til (x) er kontinuert differentiabel, da f og ¢ og dermed ogsa
t — f(t,(t)) er kontinuerte.

Tolkes ¢t som tid bestemmer ligningen (x) @endringen af = pr. tid som
funktion af ¢t og z(¢). Det er derfor naturligt at formode, at hvis veerdien
af x fastleegges til xo til en given tid to € I, sa er x(t) bestemt entydigt af
(%) til enhver tid. Et af hovedresultaterne (Seetning 7.9) i denne § er, at for
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tilstrackkelig peene funktioner f holder denne formodning stik, altsa at der
eksisterer en lgsning til (x) pa I, der opfylder begyndelsesbetingelsen x(to) =
xo, og at denne er entydig. Det fglgende eksempel viser, at kontinuitet af f
alene ikke er en tilstrackkelig forudsaetning.

Eksempel 7.2. Svarende til k = 1 og I = R lader vi funktionen f : R? — R
vaere givet ved

2\/x for >0
0 for z<0.

TER

Denne er kontinuert pa R?, og den tilsvarende differentialligning (%) har
foruden nulfunktionen pa R ogsa lgsningen
(t—to)? for t>t
p(t) =
0 for t <tg,

for givet ty € R (eftervis dette!). Disse to lgsninger opfylder gjensynlig begge
begyndelsesbetingelsen z(ty) = 0.

7.1. En integralligning.

For et vilkarligt interval I C R betragtes rummet C(I,R¥) af kontinu-
erte funktioner ¢ = (¢1,...,¢) fra I til R¥. Da alle normer pa R* er
ekvivalente, kan vi fra et topologisk synspunkt veelge den norm, der ggr
vurderingerne nemmest, og vi vil i det folgende benytte maksimumsnormen
|2]|oo = max(|z1],...,|7x]) pa RE.

For ¢ = (p1,...,0k) € C(I,R¥) og [a,b] C I har vi pr. definition

/abSO(S)ds = (/abgm(S)ds, . ,/ab gok(S)ds> ,

hvoraf let folger
b
' / p(s)ds

Lad der nu veere givet en kontinuert funktion f som ovenfor. Som metrik
pa I x R* benyttes den af maksimumsnormen pa R**! inducerede metrik.

Til et punkt (tg, ) € I x R¥ betragtes for vilkarligt ¢ € C(I,R¥) funk-
tionen Ty givet ved

b
< [ 1e)llds. )

To(t) = w0 + / f(s,0(s))ds, tel, 2)
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som er den stamfunktion til f(s, ¢(s)), der har veerdien z¢ for t = to. (Diffe-
rential- og integralregningens hovedsatning.)

Herved har vi defineret en afbildning 7" af C'(I,R*) ind i sig selv. Hvis
vi vil understrege, at T afhsenger af tg,xp og I, bruger vi den udfgrligere
betegnelse T' = T'(to, xo, I).

At afbildningen T har et fixpunkt ¢ € C(I,R¥), altsa at Ty = ¢, kommer
ud pa, at ¢ lgser integralligningen

w®=m+[f@ww%,tﬁ3 (3)

men endnu vigtigere er det, at ¢ lgser en differentialligning. Vi formulerer
det i fglgende satning.

Seetning 7.3. Differentialligningssystemet (%) med begyndelsesbetingelsen
x(tg) = x0 har en lgsning ¢ : I — R¥, netop hvis ¢ € C(I,R¥) er firpunkt
fOT’ T = T(to,.f(?o, I)

Bevis. Hvis ¢ € C(I,R¥) er et fixpunkt for T, sa folger af (3), at ¢(to) = xo
og at ¢ er differentiabel pa I med ¢'(t) = f(t,¢(t)) ifolge differential- og
integralregningens hovedsaetning (se Adams p. 318 Thm.5 part I).

Hvis omvendt ¢ lgser differentialligningssystemet (x) med begyndelsesbe-
tingelsen ¢(tg) = zo, er ¢'(t) = f(t, p(t)) kontinuert, og dermed har vi ifplge
differential- og integralregningens hovedsaetning (se Adams p.318 Thm.5 part
IT)

ww:wm+[¢@@:m+[f@wmw.
]

Bemezerk, at Seetning 7.3 erstatter jagten pa en differentiabel funktion ¢ :
I — RF med jagten pa en kontinuert.

Vi minder om, at i tilfzelde af et kompakt interval K er C(K,RF) fuld-
steendigt under den uniforme norm

lpllu = sup [lp(t)lloc = sup max((e1(8)], ..., [x(t)]),
teK teK

jf. Seetning 5.8. (Hvis I ikke er kompakt, indfgres ingen norm pa C(I,R¥)).

I det folgende lemma indferes det tidligere antydede ekstra krav til f
udover kontinuitet, som vil blive benyttet i beviset for eksistens- og entydig-
hedssaetningen 7.9.
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Lemma 7.4. Antag, at K er et kompakt interval, og at den kontinuerte
funktion f : K x RF — RF opfylder en global Lipschitz betingelse

vt e KVz,y e R¥: || f(t,2) — (£, 9)lloo < el = ylloo- (4)
Sa opfylder T = T(ty,xo, K) Lipschitz betingelsen
Vi, € C(K,RY) [T = T |lu < cl(K)| = 9|, (5)
hvor ¢(K) betegner lengden af intervallet K.
Bevis. For t € K har vi under brug af (1)

ITe(t) = Tp(t)]oe = H/t [f(s,0(5)) = f(s,9(s))]ds]| 0

< <

/ ellio(s) — (s)]|ods

to

/t £, 0(s)) — (s, () |oods

< cft —tollle = Yllu < cl(EK)[p = Ylu,

idet det er ngdvendigt at opretholde numerisk veerdi omkring integralet, da
t eventuelt kan vaere mindre end tg. Resultatet fglger ved at tage supremum
over t € K. O

Bemszerkning 7.5. For hvert t € K opfylder f(t,-) : R¥ — R* altsa en
Lipschitz betingelse pa hele R¥, derfor benyttes glosen “global”. Bemeerk, at
der kraeves samme Lipschitz konstant ¢ > 0 for alle t € K.

7.2. Banach’s fixpunktssaetning.

Et vigtigt redskab i beviset for eksistens- og entydighedsresultaterne i
neeste afsnit er en fixpunktssaetning, der vil sikre eksistens og entydighed af
lgsninger pa sma intervaller.

Vi starter med at formulere en simpel tilstrackkelig betingelse for, at en
folge er en Cauchy fglge.

Lemma 7.6. Huis en folge (x,,)n>0 @ et metrisk rum (M, d) opfylder beting-
elsen

oo
Zd($j7xj+1) < 00,
j=0

sa er den en Cauchy folge.

Bewvis. Hvis den givne raekke er konvergent, kan vi til givet € > 0 finde N € N
sa der for n > N og p € N gaelder

n+p—1

Y dlwj,wi) <e,
j=n
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men ifplge trekantsuligheden anvendt p — 1 gange er d(zy, Tn4p) < venstre-
siden, og heraf fglger pastanden. O

En afbildning 7" af en meengde M ind i sig selv siges at have et fizrpunkt
a € M, hvis T(a) = a. Nar man skal finde et fixpunkt for en kontinuert
afbildning T' af et metrisk rum (M,d) ind i sig selv, kan man forsgge at
benytte de successive approksimationers metode, der gar ud pa fglgende: Man
veelger xg € M og satter

x1 = T(x0),x0 = T(x1) = T°*(x0), ..., 20 = T(xp_1) = T°"(20),.... (6)

Hvis folgen (z,),>0 har et graensepunkt a = lim,,_ o &5, sa er a ngdvendigvis
et fixpunkt for 7', idet

T(CI,) = nll_}II;Q T(.’En) = nh—>ngo Tnt1 = a,

jf. Seetning 3.1. En sadan iterationsproces er velegnet til computerberegning.
Folgen (x,,) behgver naturligvis ikke at have et graensepunkt, og udfaldet kan
athaenge af om startpunktet xo veaelges gunstigt. Vi skal se pa et tilfeelde, hvor
iterationen altid leder til et fixpunkt uanset startpunktet.

Definition 7.7. En afbildning T' af et metrisk rum (M,d) ind i sig selv
kaldes en kontraktion af M, safremt den opfylder en Lipschitz betingelse
med konstant ¢ hvor 0 < ¢ < 1, altsa safremt

d(T(z), T(y)) <cd(z,y) for x,ye M.

Konstanten ¢ < 1 kaldes kontraktionskonstanten.

Seetning 7.8 (BANACH’S FIXPUNKTSSEATNING). Lad T vere en kontraktion
af et fuldstendigt metrisk rum (M, d).

Sa har T netop et fitpunkt a € M, og for vilkarligt xo € M wvil folgen af
itererede punkter xo,T(xq), T°%(x¢) = T(T(x0)),... konvergere mod a.

Bevis. For vilkarligt xog € M betragtes folgen (z,) givet ved (6), og vi vil
vise, at den er en Cauchy folge. Vi har

d<$n7$n—|—1) = d(T(xn—1)7T<$n)) < Cd(xn—lawn)7
som ved gentagen anvendelse viser, at
d<$n7 $n+1) < cnd<$07 .’131),

og af sammenligningskriteriet sluttes, at reekken

Z d<$n7 $n+1)
n=0
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er konvergent. Ifplge Lemma 7.6 er (z,) altsa en Cauchy folge, sa da M er
fuldsteendigt, har (z,,) et greensepunkt a € M, som altsa er et fixpunkt.

At der kun er et fixpunkt for 7" ses saledes: Hvis a og b er fixpunkter for
T vil d(a,b) = d(T(a),T(b)) < cd(a,b), men da ¢ < 1, er dette kun muligt
hvis d(a,b) = 0, altsa har vi a = b. O

7.3. Eksistens- og entydighedsssetninger for differentiallignings-
systemer af 1. orden.

Vi giver nu et bevis baseret pa Banachs fixpunktssaetning for eksistens-
og entydighedsseztningen for differentialligningssystemet (x) i tilfeeldet, hvor
funktionen f : I x R¥ — R pa hgjresiden opfylder en global Lipschitz
betingelse pa kompakte delintervaller af I. Vi skal altsa vise fglgende satning.

Saetning 7.9. Antag, at funktionen f opfylder den globale Lipschitz beting-
else (4) pi K x R* for ethvert kompakt delinterval K af I (hvor konstanten
c gerne ma afhenge af K ). For givne to € I og 29 € R¥ har differentiallig-
ningssystemet (x) da netop een lgsning p : I — R¥, der opfylder begyndel-
sesbetingelsen ¢(tg) = xg.

Bevis. Lad os forst antage, at I = [a, b] er kompakt, saledes at (4) er opfyldt
pa hele I. Seetning 7.3 og formel (5) giver da i kraft af Banachs fixpunkts-
seetning, at der pa ethvert delinterval K af I af lengde ((K) < 5= = §
findes en entydig lgsning til (x), der opfylder en given begyndelsesbetingelse
x(ty) = x(, hvor t}, € K.

Entydighed af lgsning pa [a,b]: Lad ¢ og 1 veere to lgsninger til (x) pa I,
som opfylder den givne begyndelsesbetingelse.

Vealg en inddeling a = t_,,, < t_pp1 < - <t <tg < t1 < -+ <
tno1 < t, = b af [a,b], sdledes at |t; — t;i41] < 26 for i = —m,...,n — 1
(m,n > 0). Da har intervallerne [t;,t;12] ,i = —m,...,n—2, leengde < §. Vi
slutter derfor af det allerede viste, at hvis ¢ = 1 pa [t;,t;11], da er ¢ =1 pa
[ti,tive] (hvis i4+2 < mn) og pa [ti—1,ti+1] (hvis i —1 > —m). Ved gentagelse
af dette argument et tilstraekkeligt antal gange fas sa, at ¢ = v pa [a, b], hvis
blot ¢ = 1 pa et af intervallerne [t;,t;+1]. Da ¢ = 9 pa ethvert delinterval
af leengde < 4 indeholdende ¢y, viser dette entydigheden.

FEksistens af lgsning pa [a,b]: Dette vises ved brug af et argument, som
bygger pa folgende simple iagttagelse: Givet to lgsninger ¢, : I; — RF
og o : Iy — RF til (x), som er identiske pa Iy N Iz, og saledes at I; og
I overlapper hinanden positivt, dvs. at I; N Iy har positiv leengde, da er
funktionen ¢ : Iy U I, — R¥, som er lig med ¢; pa I; og lig med oo pa I3, en
lgsning til (x). Vi siger, at ¢1 0g @2 kan sammenstykkes til en lgsning til (x).
Bemezerk, at det ikke er tilstraekkeligt, at I1 og I> kun har et punkt tilfeelles,
idet ¢ da ikke ngdvendigvis er differentiabel i dette punkt.
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Med inddelingen af [a,b] som ovenfor lader vi ¢; betegne den entydige
lgsning til (%) pa [t_1,t1] med begyndelsesbetingelse ¢1(tg) = zo. Hvis
n > 1 lader vi ¢y betegne den entydige lgsning til (x) pa [to,t2] med be-
gyndelsesbetingelse pa(t1) = @i1(t1). Hvis n > 2 lader vi 3 betegne den
entydige lgsning til (x) pa [t1, t3] med begyndelsesbetingelse p3(t2) = @2 (t2).
Fortseettes hermed fas lgsninger ¢ 42, . .., ¢, til (%), saledes at ¢; og @;t+1
stemmer overensit;, i = —m+2,...,n — 1. Fellesmaengden af definitions-
intervallerne for ¢; og ;41 er intervallet [t;—i,¢;], som har leengde < 0.
Det fglger, at ¢; og ¢;+1 stemmer overens pa dette interval og kan derfor
sammenstykkes til en lgsning til (x) pa [t;—2,t;+1]. Da dette geelder for alle
i=—-m+2,...,n—1 fas ved sammenstykning en lgsning ¢ til (x) pa [a,b].
(Vi har her antaget, at m,n > 1. Oplagte modifikationer foretages hvis
m =0 eller n =0.)

Hermed er satningen vist for det tilfselde, hvor I er kompakt. Hvis I ikke
er kompakt, findes kompakte intervaller K1 C Ky C K3, ... indeholdende t,
saledes at I = |J;2, K;. Ifplge det allerede viste findes der en entydig lgsning
Y; pa K; til (), saledes at v;(to) = o for hvert i € N. Derfor er ¢; = 1); pa
K;NKj for alle i, j € N, og vi slutter (overvej!), at disse definerer en entydig
lgsning ¢ pa I, sa ¥ (ty) = xo. O

Bemerk. Den i satningen omtalte lgsning er naturligvis maksimal, og
dens restriktion til et delinterval K af I indeholdende ty er den entydige
lgsning til (x) pa K, der opfylder den givne begyndelsesbetingelse.

Vi skal dernzest se pa en anvendelse af Seetning 7.9 pa linesere differential-
ligningssystemer. Lad I C R veere et interval og lad p;;,q;,%,7 = 1,...,k,
veere kontinuerte reelle funktioner pa I. Vi betragter det linezere differenti-
alligningsystem

dx
d—tl =pu(t)zy + -+ p1e(t)zr + 1 (t)
(7)
d:l?k
e Pr1(t)z1 + - - + prk(t)zr + qr(t) y
Indfgres sgjlevektorerne
€1 q1 (t)
T = ) q<t) =
Tk qr ()
og k x k matricen P(t) = (pi;(t)), kan (7) skrives kort
d
= =Pt +q(t). (7)
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Eksistens- og entydighedssztningen for systemet (7) kan nu formuleres
saledes:
Szetning 7.10. Til hvert punkt (to, z0) € I x R¥ findes en og kun en lgsning
@ I — RF il (7), som opfylder
o(to) = o .
Bewvis. Vi definerer f: I x R¥ — RF ved

f(t,z) = Pt)x + q(t),

idet vi benytter matrix-sgjle notationen. Det er klart, at f er kontinuert.

Ifglge Seetning 7.9 er det sa nok at vise, at restriktionen af f til K x RF

opfylder en global Lipschitz betingelse for hvert kompakt delinterval K C I.
Vi har

ft,z) = f(t,y) = P(t)(z —y)

altsa

f( flty ZP’LJ ')7 izlv"'vka

hvoraf i
it @) = [t )| < 1z = ylloo D Ipis(2)
j=1
Da alle funktionerne p;; er kontinuerte pa K, findes en konstant Cx > 0, sa
Vi e K :|pij(t)| < Ck, ihwj=1,...,k,
og dermed finder vi for t € K,

1t x) = f(tY)lloo < ECK[2 = ylloo,

hvilket viser den globale Lipschitz betingelse.
O

Vi diskuterer dernaest en i mange henseender mere central eksistens- og
entydighedssaetning, idet dens forudsaetninger er svagere end i Saetning 7.9,
nemlig blot at f opfylder en lokal Lipschitz betingelse i folgende forstand.

Definition 7.11. Lad © C R x R* vare aben og f : Q — R* en kontinuert
funktion. Visiger, at f opfylder en lokal Lipschitz betingelse, safremt folgende
geelder:
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Til hvert punkt (¢g, zo) € €2 findes et kompakt interval Ky = [to—e&,to+¢€]
og en kompakt kasse Dy = {2 € R¥ | ||z — 20lco < r} med Ko x Dy C Q
samt en konstant ¢ > 0, sa at

vt € KoVa,y € Do [|f(t,2) = f(£,9)lloe < clle =yl -

Vi ser altsa pa et differentialligningssystem af formen (%), hvor f nu er
som angivet i Definition 7.11. Ved en lgsning til (x) forstas da en funktion
¢ :J — RF hvor J C R er et dbent interval, saledes at

(1) (t,p(t) € foralle teJ,
(it) ©'(t) = f(t,p(t)) foralle teJ.

En maksimal lgsning defineres som tidligere.

Der gaelder sa fglgende

Smetning 7.12. Antag at Q C RxRF er dben, og at f : @ — RF er kontinuert
og opfylder en lokal Lipschitz betingelse.

Til hvert (to, z0) € Q findes da en og kun en maksimal lgsning o : J — RF
til differentialligningssystemet

azf(t,x), (t,z) € Q, (8)
med begyndelsesbetingelsen p(to) = xo, og enhver lgsning er restriktion af en
maksimal lgsning.

Vi skal kun bevise denne seetning i et vigtigt seertilfaelde. Forinden noterer
vi felgende resultat, som forsyner os med en stor klasse af funktioner, der
opfylder en lokal Lipschitz betingelse.

Lemma 7.13. Antag, at Q C R x R* er dben, at f = (f1,..., fr): Q — RF
er kontinuert, og at hvert f; i ) har kontinuerte partielle afledede gfl . gg;l
efter de sidste k variable.

Sa opfylder f en lokal Lipschitz betingelse.

Bevis. Da Q er aben, kan vi til (tp,z9) € Q finde e > 0 og r > 0, sa
KO X DO - Q, hvor

Ko=[to—¢e,to+¢e], Do={zeR"||z—z0|o <7}.

Da Ko x Dy er kompakt, og ngj_ er kontinuert pa €2 for alle 7,5 = 1,...,k,
findes d > 0, sa

ofi
(9.’17]'

(t,.’l?)' <d for te Kog,x € Dy.
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For givne z,y € Dy og t € Ky anvendes middelveerdissetningen (se Adams p.
254) pa funktionen

8'_>fi<t78$+(1_8)y)7 86[0,1]7

og dermed findes et tal § €]0, 1], sa

filts ) — Filtoy) = [ifxt, so 4 (1 s)y)

ds S=§
= ~(t, 5z + (1= 8)y)(x; —y5),
- (9.’17]'
j=1
hvoraf
og endelig

1t 2) = F(ty)lloo < kdllz = ylloo-
0

Ser vi pa tilfeeldet Q = I x RF, hvor I er et abent interval, og hvor
f: I x R¥ — RF opfylder forudsaetningerne i Lemma 7.13, sa giver beviset
for Lemma 7.13, at hvis der findes en kompakt kasse D, saledes at f(t,z) = 0,
nar x ¢ D, da opfylder f en global Lipschitz betingelse pa K x R¥ for ethvert
kompakt delinterval K af I. Dette folger af, at de partielle afledede ngj_ er
lig med 0 udenfor I x D og begraensede pa den kompakte meengde K x D,
og folgelig begraensede pa K x R*. Vi udnytter dette i det fglgende bevis.
Bewis for Setning 7.12 for Q = I x R* og f; gii_ kontinuerte, 1 <i,5 < k.

Lad xg : R — R, R > 0, betegne en kontinjuert differentiabel funktion,

saledes at
() {1 for |z|] <R,
xTr) =
xR 0 for |z|>R+1.

Det overlades til leeseren at vise at sadanne funktioner eksisterer. Definer
funktionen fg : I x R¥ — R* ved

fr(t,zy, .. ae) = f(t 21, mk)xr(@1) - xr(@)-

Da opfylder fr forudsstningerne i Lemma 7.13 og fr(t,xz) = f(t,z), nar
|z]|oo < R, 0g fr(t,z) = 0, nar x ikke tilhgrer den kompakte kasse {x € R* |
[2]loo < R 41}
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Ifglge bemaerkningen ovenfor og Szetning 7.9 har differentialligningssyste-
met

dx

o = Inlt,) ©

for givet R > ||7o]|c en entydig lgsning pgr : [to — &,t0 +¢] — RF, der
opfylder den givne begyndelsesbetingelse, hvor ¢ > 0 er valgt saledes at
[to — e,to + €] C I. P.g.a. kontinuitet af pr i top kan vi antage, at ¢ er
valgt tilstraekkelig lille sa ||or(t)||coc < R for ¢ € [tg — &,t0 + €]. Dermed er
©r Jto — €, to +[— RF lgsning til (8). Dette viser eksistens af Igsninger med
en given begyndelsesbetingelse.

Vi viser dernaest eksistens og entydighed af maksimale lgsninger. Lad
01 J1 — R¥ og ¢y : Jo — RF veere to lgsninger til (8), sa to € Jy N Jo
og ¢1(to) = wa(to) = xo, og betragt et kompakt delinterval K af J; N Jo,
sa tg € K. Da 1 og w2 er kontinuerte pa K findes R > 0, saledes at
lo1(t)]|oo » [@2(t)|loc < R for alle t € K. Men sa er ¢; og @2 lgsninger til
(9) pa K og derfor identiske pa K ifglge Seetning 7.9. Da dette geelder for
ethvert kompakt delinterval K af J; N.Js indeholdende tg, sluttes at o1 = @9
pa J1 N Ja, og de kan derfor sammenstykkes til en lgsning pa J; U Jo. Heraf
folger entydigheden af en maksimal lgsning med given begyndelsesbetingelse
umiddelbart.

Endvidere kan vi nu nemt konstruere en maksimal lgsning pa felgende vis.
Som definitionsinterval tager vi foreningsmangden af alle abne intervaller J
indeholdende tg, hvorpa der findes en lgsning ¢ til (8), sa ¢ (to) = wo.
Sammenstykningen af disse lgsninger er da abenbart en maksimal lgsning til
(8) defineret pa denne foreningsmengde, og den opfylder den givne begynd-
elsesbetingelse. O

Eksempel 7.14. Lad f : R x R — R vare givet ved f(t,z) = 1 + 22
Da opfylder f ikke en global Lipschitz betingelse pa kompakte intervaller
(overvej!), men til gengaeld opfylder den en lokal Lipschitz betingelse ifglge
Lemma 7.13.
Den tilsvarende differentialligning har for hvert ¢ € R lgsningen
™ ™
p(t) =tg(t —c), te€le— e+ [

2 2

(Eftervis dette!) Da ¢(t) — Fo0 for t — ¢+ 7 er disse lpsninger maksimale.

Vi har altsa her eksempler pa maksimale lgsninger, som ikke er defineret pa
hele I = R.

7.4. Differentialligninger af hgjere orden.

I dette afsnit skal vi se, hvorledes eksistens- og entydighedssaetningerne
fra forrige afsnit ogsa leder til tilsvarende saetninger for hgjere ordens diffe-
rentialligninger. Med henblik pa notationsmaessig bekvemmelighed ngjes vi
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med at se pa en enkelt differentialligning i stedet for et system. Neermere
bestemt ser vi pa en differentialligning af formen

d"x dx dn—1lg

—— =F(to,—, ..., —
dtn (t.2, dt’ ’dt“—l)’ (rx)

hvor F': Q — R er en kontinuert funktion og € en aben delmzengde af R™*1.

Definition 7.15. Ved en lgsning til (%) forstas en n gange differentiabel
funktion ¢ : J — R, saledes at

(@) (o), @' ()., V(M) e, ted,
(i) ©"(t) = F(t, (), ' ()., " (1), ted.

Lgsningen ¢ : J — R er maksimal, safremt der ikke findes nogen lgsning
defineret pa et interval J’ sa J C J’, som er lig med ¢ pa J.

Lgsningen ¢ : J — R siges at ga igennem (to, o, T1,...,2Tn-1) € 2, hvis
to € J og @(to) = x0,¢'(to) = x1,..., 0" D (te) = Tn_1.

Lad nu ¢ : J — R veere en lgsning til (xx). Da ses funktionen ¢ : ¢ —

((t), @' (t),..., o™ (1)), t € J, at veere lgsning til differentialligningssy-
stemet

d.’.l?() —
a7
d.’l?l
— =X
e~ 7
(10)
dwn—Q
= Tp—
dt !
dwn—l .
dt —F(t,xo,xl,...,xn_l).)

Hvis omvendt, @ = (¢, ¢1,...,¢n-1) : J — R™ er lgsning til (10), da fas af
de forste n — 1 ligninger, at dens fgrste koordinatfunktion, ¢, er n — 1 gange
differentiabel, og

SO’L(t) = 90;—1(75) == Soli_l)(t) = SO(Z)@) 7i = 17' s — 17t € J7
hvorefter den sidste ligning viser, at ¢ er n gange differentiabel og at

M) =@l 1 (t) = Ft,0(t),01(t), ..., on-1(t))
= F(t,o(t),¢'(t),...,o" (1),
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altsa at @ er en lgsning til (xx) pa J.

Dette viser, at en funktion ¢ : J — R er en lgsning til (%*), som gar
igennem (to, zg, ..., Zn_1), hvis og kun hvis den er forste koordinatfunktion
i en lgsning @ til (10) med begyndelsesbetingelse ¢(tg) = (zo,...,Tn-1).
Vi er hermed i stand til som naevnt at udnytte eksistens- og entydigheds-
resultaterne for differentialligningssystemer af fgrste orden til at udlede til-
svarende resultater vedrgrende (x*). Vi ngjes med at betragte tilfeeldet, hvor
Q =1 xR" I et abent interval, og hvor F' har kontinuerte partielle afledede
efter xo,x1,...,2,—1. Da hgjresiderne af de forste n — 1 ligninger i (10) har
kontinuerte (konstante) partielle afledede efter g, z1, ..., z,—1, opfylder (10)
forudsaetningerne i det seertilfzelde af Sesetning 7.12, som vi beviste ovenfor.
Heraf fglger sa

Seetning 7.16. Antag, at funktionen F : I x R™ — R er kontinuert og har
kontinuerte partielle afledede efter de sidste n variable. Da findes en entydig
maksimal lgsning til (xx), som gar igennem et givet punkt (to, zo,...,Tn-1) €
I x R™, og enhver lgsning er restriktion af en maksimal lgsning.

7.5. Historiske bemeaerkninger.

Cauchy viste omkring 1820 eksistensen af lokale lgsninger til systemet (8)
under forudsasetning af, at f har kontinuerte partielle afledede af 1. orden.
Lipschitz beviste 1 1868, at det er tilstraekkeligt at forudsaette, at f opfylder
en lokal Lipschitz betingelse. De successive approksimationers metode er
i specialtilfeeldet med en lineser differentialligning af 2. orden anvendt af
Liouville i 1837. Metoden anvendtes systematisk af Picard efter 1890.
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Opgaver til §7
7.1 Vis, at der findes en Cauchy folge (z,,)n>0 i R for hvilken

oo
Z |Tpt1 — Tn| = 00,
n=0

7.2 Lad (M, d) veere et kompakt metrisk rum og lad f : M — M vaere strengt
afstandsformindskende, dvs.

d(f(x), f(y)) <d(z,y) for zFy.

Vis, at f har netop et fixpunkt a € M. (Vink: Betragt funktionen z
d(f(x),z) under den antagelse, at f ikke har fixpunkter. Forsgg at udlede
en modstrid.)

7.3 Bestem ved diagonalisering samtlige maksimale lgsninger til differential-
ligningssystemet

d
%:525—1—5—2%1—.’132

t (t, 21, 12) € R3
92 i 8 gy o

dt — 1 2

7.4 Ggr rede for, at differentialligningssystemet

d

t%ZQt—2—$1—LE2

d.’lf (t,.’l?l,.fCQ) eRy x R?
td—tQ =t+2—x1+ 20

har netop een lgsning ¢ : Ry — R2, der opfylder ¢(1) = (0,0). Find denne
lgsning.

7.5 Eftervis, at differentialligningssystemet

dx oy

dt (t,z,y) € R?
d_y =1—2?

dt

har ¢(t) = (1,0),t € R, som maksimal lgsning, og begrund at denne er den
eneste sadanne, der antager veerdien (1,0) it = 0.
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7.6 Gor rede for, at hgjre side af differentialligningen

d
d_:: =2%, (t,x) € R?,
opfylder en lokal Lipschitz betingelse og find samtlige maksimale lgsninger.

7.7 Gor rede for, at hgjre side af differentialligningen

d
C_V1-22, (tz)eRx]—1,1],

dt
opfylder en lokal Lipschitz betingelse og find samtlige maksimale lgsninger.

7.8 Vis, at lgsningerne til differentialligningen

d

d—:: =142, (t,x)€R?,

givet i Eksempel 7.14 udggr samtlige maksimale lgsninger, og bestem den
maksimale lgsning, der opfylder begyndelsesbetingelsen z(0) = 0.

7.9 Omskriv fglgende differentialligninger til systemer af fgrste ordens diffe-
rentialligninger.

d2
(a) ﬁf =22—t, (tz)€eR?,

d’z . dx 5 5
(b) W‘FSIH(@)"‘.@ISZO, (t,x)GR s

d3x d*x 9
(C) ﬁ = ArCtan(W + t) s (t, .T) c R~ .

7.10 Formuler og bevis en eksistens- og entydighedssaetning for den lineere
n’te ordens differentialligning

d"x dn—lg dx

= () e #)— t £,

T =P 1()dtn—1 + +P1()dt + po(t)z + q(t)
hvor ¢, po, ..., pn_1 er kontinuerte funktioner pa et interval I.

Vis herved, at maengden af lgsninger pa I til den homogene ligning (dvs.
nar ¢ = 0) udger et n-dimensionalt vektorrum.

7.11 Vis, at funktionerne

y=+r2—(r—a)®, z€la—ra+r|,
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hvor a € R og r > 0, hvis grafer udggres af halvcirklerne i den gvre halvplan
med centrum pa x-aksen, er lgsninger til differentialligningen
d? 1 d
Y 1 Y

@:—g( +(%)2)7 (z,y) ERx R4 .

Vink. Differentier ligningen (x — a)? + y? = 72 to gange implicit m.h.t. z.
Vis, at disse lgsninger udggr samtlige maksimale lgsninger.
(Bemaerk, at ovennaevnte differentialligning ikke tilhgrer klassen omtalt
i Seetning 7.16. Dog kan beviset herfor nemt modificeres til dette formal,
blot ved at veelge andre passende funktioner xr i beviset for Saetning 7.12.
Overvej dette!)

7.12 Vi udstyrer R* med den euklidiske norm og betragter en affin afbildning
f :RF — RF af formen
flx) = Az +b
hvor A = (a;;) er en reel k x k matrix og b € R¥.
a) Vis, at f er en Lipschitz afbildning med konstant
1/2

k
C = Za?j

,5=1

b) Betragt N affine afbildninger som ovenfor med Lipschitz konstanter
Cq,...,CnN, som alle antages < 1, og definer F' : K* — K* ved

F(K) = | ().

hvor K* betegner meengden af ikke tomme kompakte delmaengder af
RF jf. Opg. 6.14. Vis, at F er en kontraktion af IC* forsynet med
Hausdorff metrikken og slut, at der findes en “fraktal” Ky € K* sa de
successive billeder K , F(K), F°?(K),... narmer sig Ko i Hausdorff
metrikken uanset begyndelsesmaengden K € K*.

Eksempel. Se pa R?, f;(z) = Ajz +bj, j=1,2,3, hvor

10 0 ) 1
A1:A2:A3:(8 l) bl:(o), 62:((2))7 bSZ(lf/g).
2 4

Graensemeengden K kaldes Sierpinski trekanten. Prgv at tegne de forste
iterationer for forskellige K, f.eks. K = enhedskvadratet og K = {(0,0)}.

Der findes illustrationer af dette i artiklen af Peitgen og Jiirgens: Fraktaler:
Dataexperimenter med (av)-mystificerede komplekse strukturer. Normat 37
(1989) p. 45-72.
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