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Forord

Sammen med haeftet Metriske rum ved Christian Berg udggr naerveerende
hafte om Hilbert rum med anvendelser laerebogsmaterialet i kurset Matema-
tik 2AN. Panger mindre sendringer falder indholdet i dette heefte sammen med
indholdet i de tilsvarende heefter fra efteraret 1996. Henvisninger til haeftet
Metriske rum er forsynet med et I foran. Eksempelvis henviser Seetning 1.3.1
til Seetning 3.1 og (I.1.4) til formel (4) i §1 i neevnte haefte.

Begrebet Hilbert rum blev fgrst formaliseret af John von Neumann i 1927
(Mathematische Begriindung der Quantenmechanik, Gottinger Nachrichten
(1927) p.1-57). Konkrete Hilbert rum optraeder dog i adskillige tidligere
matematiske arbejder. Saledes indgar rummet f5(N) (defineret i Eksempel
1.9) i David Hilberts undersggelser af integralligninger kort efter arhundred-
skiftet (D.Hilbert: Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Inte-
gralgleichungen, Leipzig, 1912), og rummet L2 ([a, b]) af kvadratisk integrable
funktioner pa et interval (defineret i Appendiks A) blev undersggt af Frede-
ric Riesz og Ernst Fischer omkring 1907. Herved blev Fourier raekke teorien,
som blev indfgrt af Joseph Fourier omkring hundrede ar tidligere, sat ind i en
ny ramme med vidtrakkende generaliseringer til fglge. Sidenhen har Hilbert
rummene fundet vej til adskillige discipliner indenfor matematisk analyse
og dens anvendelsesomrader. At de indgar som en vigtig del af den kvan-
temekaniske formalisme (se de to klassikere P.A.M.Dirac: The Principles of
Quantum Mechanics (1930) og J. von Neumann: Mathematische Grundlagen
der Quantenmechanik (1932)) er blot et af mange eksempler.

I disse noter omhandler §1 den generelle Hilbert rums teori og §4 elementer
af teorien for lineaere afbildninger mellem Hilbert rum. Disse afsnit, samt §5
om diagonalisering af visse linezere afbildninger, kan ses som en fortsaettelse
og udvidelse af den lineaere algebra fra Matematik 1. De anvendelsesomrader
for Hilbert rums teori, der indgar i disse noter, er fglgende: Fourier raekke te-
ori (§2) og dennes anvendelser til lpsning af visse partielle differentialligninger
(83). Den sakaldte Fourier transformation pa R og dens vigtigste egenskaber
behandles i §6. Endelig anvendes resultaterne om diagonalisering fra §5 pa
randveerdiproblemer for saedvanlige anden ordens differentialligninger i §7.
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1.1

§1. Hilbert rum

1.1 Indre produkt rum.

I det fglgende skal vi ggre brug af komplekse savel som reelle vektorrum.
Idet I betegner enten R eller C minder vi om, at et vektorrum over L er en
mangde F udstyret med en addition, dvs. en afbildning (z,y) — z+y fra E'x
E indi E, og en multiplikation med skalarer fra L, dvs. en afbildning (A, z) —
Ax frall x F ind i E, som opfylder vektorrumsbetingelserne i Definition 1.1 i
Messers bog (som vi herefter vil betegne med [M]), hvor blot R erstattes med
L. Det understreges, at samtlige definitioner og resultater fra Matematik
1, der vedrgrer generelle reelle vektorrum ogsa er gaeldende for komplekse
vektorrum, idet de reelle tal blot overalt erstattes med de komplekse tal.
Beviserne i det reelle tilfselde kan overfgres direkte til det komplekse tilfselde,
idet de alene bygger pa vektorrumsaksiomerne og de faelles regneregler for
reelle og komplekse tal.

Eksempler pa reelle vektorrum er velkendte fra Matematik 1, f.eks. R*
samt maengden F (M, R) af reelle funktioner defineret pa en maengde M med
punktvis addition og multiplikation med reelle tal. Oplagte eksempler pa
komplekse vektorrum er meengden C* bestdende af talseet med k komplekse
koordinater med koordinatvis addition og multiplikation med komplekse tal
(ilighed med R¥), samt maengden F (M, C) af komplekse funktioner defineret
pa en maengde M med punktvis addition og multiplikation med komplekse
tal. Safremt M er et metrisk rum er meengden C'(M,C) bestaende af alle
kontinuerte komplekse funktioner pa M et underrum af F (M, C) ifplge Seet-
ning 1.3.15. Vi skal i det fglgende se en hel del andre interessante eksempler
pa underrum af vektorrum af formen F (M, C).

Indre produkt rum er indfgrt i Matematik 1, jvf. side 136 i [M]. Den
folgende definition generaliserer dette begreb til ogsa at omfatte komplekse
vektorrum.

Definition 1.1. Lad E vare et vektorrum over L (= R eller C). Et indre
produkt (ogsa kaldet skalarprodukt) pa E er en afbildning (-, -): Ex E — L,
der opfylder fglgende betingelser (hvor 0 betegner nulvektoren i E):
i) Ve € E\ {0} : (z,2) > 0,

ii) Vo,y € B (2,y) = (y,2),

iii) Vo,y,z € E: (x4 y,2) = (2,2) + (y, 2),

iv) VAeLVa,y € E: (A\zr,y) = Az, y).
Hvis (-, -) er et indre produkt pa E kaldes parret (E, (-, -)) et indre produkt
rum.




1.2

Bemeerk, at der ved (z,z) > 01 i) forstas, at (x,z) er et reelt positivt
tal. Safremt . = R, er kompleks konjugering i ii) naturligvis overfladig, og
ovenstaende definition falder da sammen med Definition 4.1 i1 [M].

De sidste to af ovenstaende betingelser udtrykker, at afbildningen =z —
(x,y) fra E ind i L er linezer for hvert fast y € E. Kombineres dette med ii)
finder vi, at

(@,y +2) = (z,9) + (z,2) , (1)
(z, M) = Az,y) , (2)

for samtlige =, y, z € E og X\ € L, hvilket udtrykkes ved at sige, at det indre
produkt er konjugeret lineert i anden variabel. I tilfzeldet I = C kaldes en
atbildning fra £ x £ — C, der er linezer i fgrste variabel og konjugeret linezer
i anden variabel tit en sesquilinearform pa E. Vi har altsa indset, at et indre
produkt pa et komplekst vektor rum er en sesquilinearform pa E. Omvendt
geelder, at en sesquilinearform, der opfylder i), i hvilket tilfselde den siges
at veere positiv definit, er et indre produkt. Hertil skal vi blot indse, at ii)
geelder. Lad os fgrst bemeaerke, at lineariteten i fgrste variabel medfgrer, at

(0,z) =0 foralle xz€FE.
Specielt folger, at (0,0) = 0, saledes at i) giver
Vee E:(x,z) =0 2=0. (3)
Sammen med i) viser dette, at (z,z) € R for alle z € E. Benyttes
(@ +y,x+y)=(2,2)+ 4y + (2.9 + (y,2)

fas derfor, at (z,y) + (y,z) € R, d.v.s. at Im(z,y) = —Im(y,x) for alle
x,y € E. Erstattes heri x med iz og benyttes sesquilineariteten fas i(z,y) —
i(y,x) € R, d.v.s. Re(z,y) = Re(y,x), hvormed det gnskede er vist.

Vi skal nedenfor se, at det indre produkt ved fastsaettelsen

el = (@, z) ., zek,

definerer en norm pa E. Vi kan allerede her bemeerke, at betingelsen (N1) i
Definition 1.1.2 fglger af i) og (3), og at (N2) folger af iv) og (2), idet

Mzl = Az, Az) = AX(z,2) = APl .
I ethvert indre produkt rum gaelder endvidere paralellogramidentiteten
lz+ylI” + llz — ylI* = 2[|=[* + 2(ly[* ,

6



1.3

som vises ved udregning af venstresiden. (Overvej, hvorledes stgrrelserne i
denne identitet kan knyttes til et paralellogram .)
I tilfeeldet I = C geelder ogsa polariseringsidentiteten

3
1 v v
(e.9) = 3 Sl + i)
v=0

som kan indses ved udregning af hgjresiden under brug af sesquilineariteten
af det indre produkt (se Opg.1.2). Denne identitet viser specielt, at det indre
produkt er entydigt bestemt ved den tilhgrende norm.

Eksempel 1.2. 1) Det naturlige indre produkt pa C* (svarende til det saed-
vanlige indre produkt pa R¥) defineres ved

(@1, oy 20)s W s 1)) = 21T + - 2T -

Det overlades til leeseren at eftervise, at betingelserne i) — iv) er opfyldt.
2) Pa vektorrummet C([a,b]) af kontinuerte komplekse funktioner pa in-
tervallet [a,b] defineres et indre produkt ved

b
um:/fmwwx (4)

for f,g € C([a,b]). Mere generelt fas for enhver positiv kontinuert funktion
p:la,b] — Ry =]0,+o00[ et indre produkt (-, -), ved at saette

b
mmszm%%wm. (5)

Vi erindrer om, at integralet af en kontinuert kompleks funktion fas ved at
integrere real- og imagingerdel hver for sig, dvs. for f = Re f +¢Im f er

/ab f(a)de = /ab Re f(x)da +¢/ab Im f(2)dz . (6)

Herved er f — f; f(x)dx en lineeer afbildning fra C([a,b]) ind i C, hvilket
umiddelbart medfgrer, at (- , -), tilfredsstiller iii) og iv) i Definition 1.1.

Egenskaben ii) folger af, at f; f(x)dr = f; f(x)dz, og i) folger af, at nar f
er kontinuert og f > 0, da er f; f(z)dz = 0 netop hvis f = 0.

Bemeerk, at hvis p og p betegner henoldsvis minimum og maksimum af
den positive kontinuerte funktion p pa det kompakte interval [a,b], saledes
at 0 < p < p<p< +oo, folger det at

PllfFIE< £l < 2l

7



1.4

for f € C([a,b]), hvilket viser at || - || og || - ||, er eekvivalente normer pa
C([a, b)), hvor |||, h.h.v. || - || 5, betegner normen givet ved det indre produkt
(4), h.huv. (5).

3) Lad /°(N) betegne mzengden af komplekse talfglger (z,)nen som er lig
med 0 fra et vist trin, altsa med kun endelig mange elementer forskellige fra
0. /°(N) er da et underrum af vektorrummet af alle komplekse talfglger, som
jo er lig med F(N,C). Pa (°(N) defineres et indre produkt ved

((2n), (Yn)) = Y TaTy »

hvor summen pa hgjresiden kun har endelig mange led forskellige fra 0 (og
derfor selvfglgelig er konvergent). At der herved defineres et indre produkt
pa (°(N) ses pa samme vis som for C¥.

1.2 Ortogonalitet.

Lad nu (E, (- , -)) vaere et indre produkt rum. Som bekendt siges to
vektorer x,y € E at veere ortogonale, og vi skriver da zly, safremt der
geelder, at (z,y) = 0. Mere generelt siges en vektor x € E at sta vinkelret
pa en delmaengde A C F, og vi skriver da x| A, safremt x star vinkelret pa
samtlige vektorer i A. Det ortogonale komplement A+ til A defineres som
mangden af alle vektorer, der star vinkelret pa A, altsa

At ={z € E|(z,y) =0 foralle y € A} . (7)

Det bemaerkes, at pa grund af iii) og iv) i Definition 1.1 er A+ et underrum
af E for enhver maengde A C F og af samme grund geelder, at

At = (span A)* | (8)

hvor span A som saedvanlig betegner underrummet af £ udspsendt af A, som
bestar af samtlige (endelige) linearkombinationer af vektorer fra A.

En familie (x;);er af vektorer fra E, hvor I er en vilkarlig indeksmeengde,
siges at vaere et ortogonalsystem, safremt der geelder at (z;, ;) = 0, nar i # j,
altsa safremt systemets vektorer er parvis ortogonale. Hvis ogsa ||z;|| = 1 for
hvert ¢ € I, taler vi om et ortonormalsystem.

Idet en familie (z;);cr af vektorer fra F siges at veere en linesert uathaengig
familie, hvis ethvert endeligt delsset af (z;);er er linesert uathengigt, har vi
folgende.



1.5

Lemma 1.3. Lad (z;);er veere et ortogonalsystem i E, saledes at x; # 0 for
allei € I. Da er (z;)icr et lineert uafhengigt system.

Bevis. Lad (x;,,...,x;, ) veere et endeligt delsset af (x;);c; og antag at ska-
larerne Aq,..., A\, opfylder A\jz;, + ...+ A\yz;, = 0. Ved at tage det indre
produkt med z;; for ethvert j € {1,...,n} pa begge sider af denne ligning,
fas under udnyttelse af det indre produkts linearitetsegenskaber, at

)\1<$i17$ij) + ... +)\n<$1,n7x1,3) =0.

Men ifglge antagelsen er (z;,,x;;) = 0 for k # j, saledes at \j(x;;,z;;) = 0.
Men sa er \; = 0 eftersom (z;;,2;,) # 0, da z;; # 0. O

Endvidere noterer vi fglgende generalisering af Pythagoras’ satning.

Seetning 1.4. Lad (x1,...,x,) vere et endeligt ortogonalsystem. Da er
n n
I @l =) llll* -
i=1 i=1

Bewvis. Vi har

n n n n
1) i = v Y| =Y ()
i=1 i=1 j=1 i,j=1
n

n
= (@) =Y _ i,
=1

i=1
hvor vi ved tredie lighedstegn har benyttet, at kun diagonalleddene svarende

til ¢ = 7 bidrager til summen pa grund af ortogonalitetsantagelsen. U

Herefter minder vi om fglgende ssetning, som ogsa er kendt fra Matematik
1, jvf. Theorem 4.19 side 164 i [M].

Seetning 1.5. Lad (eq,...,e,) vere et endeligt ortonormalsystem i E. For
enhver vektor x € E findes en entydig vektor u € span{ey,...,e,}, saledes
at

z—u€{er,...,en}t

og den er givet ved
n

u= Z(:p,ei)ei . (9)

i=1



1.6

Endvidere gaelder Bessels ulighed

Z (2, e0)* < [|l=]]* (10)

for alle x € E.

Bevis. Enhver vektor u € span{ey,...,e,} kan skrives pa formen u = \jej +
..+ Apey, hvor Aq,... )\, € L. Ved at tage det indre produkt med e; pa
begge sider af denne ligning fas, at (u,e;) = \i(ei,e;) = A, da (e;,¢e;) = 1.
Altsa har vi

n

u = Z(u,ei)ei (11)

i=1
for u € span{ey,... e, }.
Men z—u € {e1,...,e, }* er ensbetydende med, at (x—u, e;) = 0 for hvert
i = 1,...,n, hvilket igen er &kvivalent med, at (x,e;) = (u,e;) for i =
1,...,n . Sammen med (11) viser dette forste del af setningen.

Bessels ulighed folger nu af Seetning 1.4 ved at bemeerke at © = u+ (x —u),
hvor u_L(x — u), saledes at

n
2] = llul® + flo = ull? > Jul® =) |(z,e) .
i=1
I sidste skridt har vi benyttet, at ||(x, e;)e;||? = |(z, e;)]?. O

Vektoren u givet ved (9) kaldes den ortogonale projektion af x pa under-

rummet span{ei,...,e,}. Blandt vektorerne i span{ei,...,e,} har den
mindst afstand til  m.h.t. normen || - || og er entydigt bestemt herved. Hvis
nemlig v € span{ey,...,e,} er vilkarlig, er x — v = (x —u) + (u — v), hvor

(x —u)L(u — v), saledes at
lo = vl|* = o — ull® + lu = v]|* = [l — u]?,

og der gaelder lighedstegn til sidst, hvis og kun hvis u = v. (Se figuren.)

span{es, e2}

10



1.7

Af Bessels ulighed fglger nu nemt Cauchy-Schwarz’ ulighed:

| y)| < =[] [yl (12)

for alle z,y € E. Hvis nemlig y = 0, star der 0 pa begge sider af uligheden,
og hvis y # 0, er Hﬁy” =1, og det folger af (10) med I = {1} oge; = ﬁy,

at .
(v o) | <l

hvilket giver (12) efter multiplikation med ||y|| pa begge sider.
Som tidligere pastaet har vi nu

Seetning 1.6. Der gelder, at (E,|| - ), hvor |z|| = \/(x,z) for x € E, er
et normeret vektorrum.

Bevis. Vi har ovenfor set, at (N1) og (N2) i Definition 1.1.2 er opfyldt. Ved
brug af Cauchy-Schwarz’ ulighed fas

|l +yll> = (@ +y,2+y) = 2> + (z,9) + (¥, 2) + [yl
= [|=]|* + 2 Re(z, y) + [|ylI*
< lz)* + 2/ (=, »)| + [lyl?
< lzl* + 2llzll lyll + llyl?
= (llz]l + llyl)* -

hvilket viser (N3). O

Nar vi i det folgende omtaler et indre produkt rum som et normeret vektor-
rum, er det underforstaet, at der er tale om normen givet ved Saetning 1.6.

1.3 Kontinuitet af indre produkt.

I det folgende skal vi gentagne gange benytte os af, at det indre produkt
(«, ©): EXE — L er kontinuert (m.h.t. produktmetrikken givet ved normen
pa E). Dette indses som fglger. Lad xg,yo € F veere givne og veelg z,y € E,
saledes at ||z — zo|| < 0 og |ly — yol| < I, hvor § > 0 er givet. Da er

|(@,y) = (@0, y0)| = (¥ — wo) + (2 — T, 40)]
< [(@,y = o)l + |(z — z0, o)
< Izl ly = goll + llz — zoll llwoll
< 5(llzll + [lyoll)
< O([lzoll + 6 + [lyoll) (13)

11



1.8

hvor vi har benyttet Cauchy-Schwarz’s ulighed samt ||z|| = |[(x —x¢) +z0o|| <
|z —xo|| 4+ ||zo|| < ||xo]| + 6. Da det sidste udtryk i (13) gar imod 0 for § — 0,
sluttes at der for givet € > 0 findes § > 0 saledes at |(x,y) — (20, y0)| < € for
|z — zo|| <0 og ||y — yo|| < I. Dette viser det gnskede.

KEkvivalent hermed er, at for vilkarlige folger (x,,) og (yn) i E geelder, at

<$n7yn) - ('TO?yO) for n — oo ’ (14)
hvis z,, — xg 0g yn — yo for n — oo, jvi. Seetning 1.3.1 og Saetning 1.4.3 (d).

o0
Definition 1.7. En raekke ) x,, hvis led tilhgrer et normeret vektorrum
n=1

oo
E, siges at vaere konvergent med sum z = > z, i F, safremt afsnitsfglgen
n=1

k
S = an (15)
n=1

konvergerer imod x for k — oc.

Af (14) og iii) i Definition 1.1 fglger, at

00 k k 00
(Z xn,y> = lim (szny> = lm ) (rn,y) = > (@a,y)  (16)

n=1 n=1

(sk)ken defineret ved

og tilsvarende

<y7 Z xn) = Z(y,xn) (17)

=1

oo
for enhver konvergent raekke > x, i F, og alley € E.
n=1

En yderligere konsekvens af kontinuiteten af det indre produkt er, at A+ =
(A)* for enhver meengde A C E. Hvis nemlig x € A+ og y € A findes ifglge
Seetning 1.2.10 en folge (y,) i A sa y = limy,, hvoraf folger at (z,y) =
lim(z,y,) = 0, altsd at xly. Da y € A var vilkarligt valgt sluttes, at
At C (A)r. Den omvendte inklusion fglger umiddelbart af, at A C A.
Sammen med (8) giver dette, at

At = (span A)* = (span A)* . (18)

Vi kalder span A for det afsluttede underrum udspendt af A.
Tilsvarende vises (se Opg.1.3), at At er et afsluttet underrum af E for
enhver maengde A C E.

12



1.9

1.4 Hilbert rum.

Som bekendt fra Matematik 1 har ethvert endeligdimensionalt indre pro-
dukt rum E ortonormale baser. Lader vi (eq,...,e,) betegne en sadan basis,
og betegner vimed z = (z1,...,x,) € L™ koordinatsattet for vektoren z € E
m.h.t. denne basis, dvs.

r=x1€1+...+Tpey ,
da er ifplge Seetning 1.4
Izl = (21 * + - 4 a2

Det folger, at afbildningen (x1,... ,z,) — x1€e1+...+x e, er en isomorfi og
isometri af L™ pa E, med omvendt afbildning x — ((z,e1),...,(x,e,)). Da
vektorrummet " vides at veere fuldstendigt m.h.t. den euklidiske metrik
(se §1.5) folger heraf, at F ogsa er fuldsteendigt. Det viser sig, at kravet om
fuldsteendighed sikrer, at en hel raekke af de vigtigste resultater vedrgrende
endeligdimensionale indre produkt rum kan overfgres til det uendeligdimen-
sionale tilfzelde, som vi skal se i det fglgende.

Definition 1.8. Et Hilbert rum er et fuldsteendigt indre produkt rum.

Eksempel 1.9. 1) Ovenfor er vist, at ethvert endelig-dimensionalt indre
produkt rum er et Hilbert rum. Dette geelder specielt RF og C*.

2) Rummet (°(N) (se Eksempel 1.2) er ikke fuldsteendigt. Lader vi f.eks.
x, € LO(N) veere givet ved

— 11 1
.Cvn—(l,i,g,...,ﬁ,o,o,...)

har vi for m < n at

n
1
20 = 2 ||” = Z 72

k=m+1

hvilket viser at (z)nen er en Cauchy folge i £°(N), eftersom reekken Y 5
k=1
er konvergent. Fglgen (z,)nen er dog oplagt ikke konvergent i £°(N).
Lad os i stedet betragte det stgrre underrum /2(N) af F(N, C) bestaende

af kvadratisk summable folger, altsa af komplekse talfglger (a,, )nen for hvilke

oo
Z |an|? < 400 .
n=1

13
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At l5(N) er et underrum af F(N, C) folger af den velkendte ulighed |a+b|? <
2(|a|? + |b|?), som igvrigt er Cauchy-Schwarz’ ulighed for vektorerne (1,1) og
(a,b) i C2. For to folger (a,) og (by) i £2(N) giver denne

i|an+bn|2 §2i|an|2+2i|bn|2 < +00,
n=1 n=1 n=1

altsa at (an) + (bn) € ¢2(N). Da det desuden er klart, at A(a,) = (Aay) €
l5(N) for A € C og (ay) € €2(N) er KQ(N) et underrum af F (N, C).
Benyttes uligheden |ab| < $(|a|? +[b]?) for a,b € C fas, at der ved

00
- § anbn
n=1

defineres en afbildning (-, -) : £2(N) x ¢5(N) — C, idet raekken pa hgjresiden
er absolut konvergent. At der herved defineres et indre produkt pa £2(N) ses
herefter umiddelbart.

Lad os vise, at £5(N) med dette indre produkt er et Hilbert rum. Antag
saledes, at (z")nen er en Cauchy folge i £5(N), hvor 2" = (af,a3,...). Da
der for hvert k € N geelder, at |a) —a]*| < ||z™ — 2™, er folgen (a})nen for
hvert k € N en Cauchy folge i C og derfor konvergent, idet C er fuldsteendigt.
Vi kalder graenseveerdien ag, altsa ap = nan;O ap, og setter z = (a1, az,...).

Vi viser nu, at z € ¢3(N) og at " — x for n — oco. Givet € > 0 findes et
N € N, saledes at

K o)
Y olap —aP <Y lap —ai P = 2" — 2| < &
k=1 k=1

K
for n,m > N og samtlige K € N. For m — oo fas herafat > |a} —ay|* < 2
k=1
for n > N og alle K € N. For K — oo fas sa , at

—a|? = Z la} — ap|? < &2

for n > N. Dette viser dels, at 2 —z € l5(N) og derfor z = 2V — (zV —z) €
l5(N), og dels at 2™ — z for n — oo som gnsket.

3) Rummet C([a, b]) med indre produkt givet ved (5) er ikke fuldsteendigt.
Normen pa dette rum er givet ved

b
11 = [ 15 Pota)da



1.11

Lader vi f.eks. f,, betegne funktionen pa [0, 2], hvis graf er givet pa figuren

nedenfor,
Y

1+

fn

1 1+ 2

er det let at indse, at (f,,) er en Cauchy fplge i C([0,2]) m.h.t. || - ||,, men
at den ikke har en greensevaerdi i C([0,2]). Rummet C([a,b]) har en fuld-
steendiggorelse La([a,b], p), der er et Hilbert rum bestaende af kvadratisk
integrable funktioner i en generaliseret forstand. Hilbert rum af denne art

spiller en vigtig rolle i mange anvendelser af teorien og er naermere beskrevet
i Appendiks A.

I det folgende betegner H et Hilbert rum med indre produkt (-, -). Ethvert
underrum X af H er et indre produkt rum, hvis indre produkt er defineret
som restriktionen af (-, ) til X x X. Ifglge Seetning 1.5.3 er X C H et
Hilbert rum netop hvis X er et afsluttet underrum af H. Specielt er alle
endeligdimensionale underrum af H afsluttede.

Vi far brug for fglgende vigtige udvidelse af Pythagoras’ seetning.

o0
Seetning 1.10. Lad (z;)ien vere et ortogonalsystem i H. Da er Y x; kon-

i=1
vergent © H hvis og kun huvis

oo
> lail? < oo,
i=1

og der geelder da at

I l® =D lal? (19)
=1 =1

oo
Bevis. Da H er fuldstendigt, er > x; konvergent i H, hvis og kun hvis

=1
afsnitsfglgen s,, er en Cauchy fglge. Dette betyder, at der for ethvert € > 0
findes et N € N, saledes at

n n
lsn —sml® =1 > @l>= Y |al?<e (20)
i=m+1 i=m-+1

15
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for n > m > N, hvor vi har benyttet Seetning 1.4. Da R er fuldsteendigt,
haves pa den anden side, at > .o, ||z;||* er konvergent, hvis og kun hvis
afsnitsfolgen (r,,) givet ved

n
o= llill?
i=1

er en Cauchy folge i R. Men dette betyder, at der for ethvert € > 0 findes
N € N, saledes at

n

rn =7l = Yl < € (21)

i=m+1

for n > m > N. Ved sammenligning af (20) og (21) folger den fgrste pastand.
Endelig fas ved brug af kontinuiteten af x — ||z|| og Seetning 1.4

oo n n n oo
I wl® =1 lim Y wl® = lim |y wl® = lim Y[l =) fa?
n—oo n— oo n—oo
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
hvilket viser (19). O

Idet en ortonormalbasis for et endeligdimensionalt indre produkt rum H
kan karakteriseres som et ortonormalsystem, der udspaender H, og da ethvert
endeligdimensionalt underrum af et normeret vektorrum er afsluttet (jvf. side
1.6.8), giver fplgende definition en udvidelse af begrebet ortonormalbasis til
vilkarlige Hilbert rum.

Definition 1.11. En ortonormalbasis for H er et ortonormalsystem (e;)icr
i H saledes at span{e; |i € I} = H .

Da H+ = {0} folger det af (18), at

{e; |i eI}t ={0}.

for enhver ortonormalbasis (e;);er for H. Dette betyder, at enhver orto-
normalbasis er et maksimalt ortonormalsystem i H, d.v.s. at der ikke findes
nogen vektor e € H med ||e]| = 1, saledes at e sammen med (e;);c; udger
et ortonormalsystem. At der omvendt geelder, at ethvert maksimalt orto-
normalsystem i H er en ortonormalbasis vises i Saetning 1.14 nedenfor.
Bemeerk, at det af Definition 1.11 felger, at et ortonormalsystem (e;)icr
er ortonormalbasis for det af (e;)ic; udspendte afsluttede underrum.
Ethvert Hilbert rum har en ortonormalbasis. Et bevis for denne pastand
bygger pa det sakaldte udvalgsaksiom, hvilket vi ikke skal komme ind pa her.

16
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I det fglgende indskraenker vi os til at betragte separable Hilbert rum, d.v.s.
Hilbert rum, der som metrisk rum betragtet er separable. Der gelder, at
disse er karakteriseret ved enten at veere endeligdimensionale eller at have en
numerabel ortonormalbasis svarende til, at indeksmaengden I er endelig eller
lig med N. Vi udskyder beviset for denne pastand til slutningen af denne §
(se Seetning 1.16).

Eksempel 1.12. For rummet /3(N) indfgrt i Eksempel 1.9 fas en orto-
normalbasis (e;);cn ved at lade folgen e; veere givet ved, at alle dens elementer
er 0 panaer det i’'te, som saettes til 1, altsa

1 for j=1
(ea); = {O for j#1i.
At der herved fas en ortonormalbasis fglger ved at bemeerke, at (e;)ien oplagt
er et ortonormalsystem, og at span{e; | i € N} = (9(N), som er en teet

delmaengde af ¢5(N) ifplge definitionen af normen pa ¢2(N) (jvf. Opg.1.2.8).
Vi kalder (e;);en for den naturlige ortonormalbasis for o(N).

I neeste paragraf skal vi bestemme ortonormalbaser for Hilbert rummet
Lo([—m, 7], %) Det vil i dette tilfeelde vise sig naturligt at benytte maengden
af hele tal Z som indeksmaengde. Denne er naturligvis ogsa teellelig, d.v.s.
der findes en bijektiv afbildning ¢ : N — Z. F.eks. kan ¢ defineres ved at
stille de hele tal op i raekkefolgen 0, —1,1, —2,2,—3,3,... og satte p(n) til at
veere det n’te element i denne folge, for n € N, eller m.a.o. p(n) = 1(n —1),
hvis n er ulige, og ¢(n) = —3n, hvis n er lige.

Til senere brug bgr det bemaerkes, at tilsvarende kan, for en given teellelig
maengde I, hver bijektiv afbildning ¢ : N — [ opfattes som en opstilling af
I’s elementer i en raekkefglge i1,42,13,.... Vektorerne i et ortogonalsystem
(€;)ier bliver herved tilsvarende ordnet i raekkefolgen e;,,€;,, €45, ... .

1.5 Ortonormaludvikling.

Vi sigter nu bl.a. imod at generalisere udviklingen af vektorer m.h.t. or-
tonormalbaser i endeligdimensionale indre produkt rum (jvf. afsnit 4.5 i
[M]) til uendelig-dimensionale Hilbert rum. H antages altsa i det folgende
at vere uendeligdimensionalt og separabelt. Samtlige resultater, der vises i
dette afsnit, kan dog udvides til vilkarlige Hilbert rum.

Lad (e;)ien veere et ortonormalsystem i H (som antages at vaere uende-
ligdimensionalt) og betragt en vektor x € H. Ifglge Bessels ulighed (10) har

vi da, at Z |(z,€:)|? < ||z||? for hvert n € N. Heraf fglger den generaliserede

Bessels ulzghed
Yo l@e) <l (22)
=1
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o0
Benyttes Saetning 1.10 sammen med (22) fas, at reekken »_ (z,e;)e; er kon-
i=1
vergent i H, og vi saetter
oo
u= Z(l‘, eiei (23)
i=1

Vektoren u tilhgrer klart span{e; | i € N}. Den kan i princippet afthenge
af summationsraekkefglgen, d.v.s. af den valgte reekkefglge e1,es,e3,... af
ortonormalsystemets vektorer, der indgar i definitionen af summen i (23),
jvf. Definition 1.7. Fglgende udvidelse af Saetning 1.5 medfgrer imidlertid,
at dette ikke er tilfaeldet.

Seetning 1.13. Lad (e;)ien vere et ortonormalsystem i H. For enhver vek-
tor x € H findes en entydig vektor u € span{e; | i € N}, saledes at

r—uc{e|ie N},

og den er givet ved (23). Specielt afhenger u ikke af summationsrakkefolgen,
og vi skriver derfor ogsa
u = Z(m,ei)ei .

ieN

Bevis. Vektoren u givet ved (23) opfylder for hvert j € N fglgende:

(u, ;) = (Z($761)617€j> = (w,ei)leie;) = (x,€5).

i=1 =1

Altsd er (x — u,ej) =0 for alle j € N og dermed = —u € {e; | j € N}t
Antag, at v € span{e; | i € N} sdledes at  —v € {e; | i € N}*. Da er

u—v € spanf{e; |[i EN}ogu—v = (x—v)— (r—u) € {e; | i € N}t =

(span{e; | i € N})*. Specielt er (u —v,u —v) = 0, hvilket viser at u = v.
Hermed er satningen vist. U

Vi kan nu vise fglgende vigtige resultat.

Seetning 1.14. For et ortonormalsystem (e;)ien @ H er folgende fire udsagn
ensbetydende.

(i) (e;)ien er en ortonormalbasis for H.
(ii) {e;|i€N}+ = {0}.
(iii) Ortonormaludviklingen

x = Z(m,ei)ei
1EN
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gelder for alle x € H .
(iv) Parsevals ligning

=] = Z (2, e3)] (24)

geelder for alle x € H.

Bevis. Vi har tidligere indset at (i) = (ii). At (ii) = (iii) folger af Ssetning
1.13, idet vi med samme betegnelser som der far, at x = u. At (iii) = (iv)
folger umiddelbart af (19). Antages endelig, at (iv) er gyldig, haves

n

n
HJ? o Z<x’ei)eiH2 = H$H2 - Z |($,6¢)|2 — 0 for n — o0.
i=1

=1

Da dette gaelder for hvert x € H folger det, at span{e; | i € I} er teet i H.
Dette viser, at (iv) = (i). O

Som en yderligere fglge af Saetning 1.13 har vi projektionssetningen:

Seetning 1.15. Lad X vere et afsluttet underrum af H. Da findes for hver
vektor x € H entydige vektorer w € X og v € X+, sdledes at

r=u+uv. (25)

Bevis. Da X er et afsluttet underrum af H, er X et Hilbert rum, som ogsa
er separabelt (se Opg.1.13). Valges en ortonormalbasis (e;);er for X, hvor I
er endelig eller lig med N, har vi, at X = span{e; | i € I}. Pastanden fplger
herefter umiddelbart af Saetningerne 1.5 og 1.13. O

Det bemeaerkes, at vektoren w i (25) ogsa kan karakteriseres som den en-
tydige vektor i X, som har mindst afstand til x. Argumentet herfor er det
samme som givet efter beviset for Saetning 1.5.

Vi siger, at de to underrum X og X~ er komplementzere og skriver
H=X®X"*

som udtryk for udsagnet i Szetning 1.15. Vektoren u i (25) kaldes den orto-
gonale projektion af x pa X og er altsa givet ved

u = Z(x7ei)ei ’
i€l
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hvor (e;)ics er en ortonormalbasis for X. Da X1 ogsa er et afsluttet under-
rum af H har vi ogsa at H = X+ @ X+, Da X C X+ sluttes heraf,
at

¥ — xtt

for ethvert afsluttet underrum X af H. Det folger sa, at v i (25) er den
ortogonale projektion af x pA X1. Velges en ortonormalbasis (e;)je for
X+, da udggr denne sammen med (e;);cr en ortonormalbasis (e;)ierus for
H (overvej dette!)

Vi afslutter dette afsnit med folgende tidligere naevnte resultat.

Seetning 1.16. Et Hilbert rum H er separabelt netop hvis det har en endelig
eller tellelig ortonormalbasis.

Bevis. Antag at (e;);cr er en endelig eller tellelig ortonormalbasis for H
(altsa at I er endelig eller teellelig). Det fglger da, at meengden S af linear-
kombinationer af vektorer fra (e;);c; med rationale koefficienter er tellelig
og taet i span{e; | i € I'}. (Vi siger, at et komplekst tal er rationalt hvis bade
real- og imaginaerdel er rationale). Men da span{e; | i € I} er taet i H ifplge
Definition 1.11, er .S det ogsa, hvilket viser at H er separabelt.

Antag omvendt, at {x1,x2,...} er en teellelig taet delmaengde af H. Seet
Y1 = x;,, hvor i1 er det mindste indeks ¢, for hvilket z; # 0. Lad yo = z;,,
hvor iy er det mindste indeks i > i1, saledes at sattet (x;,,x;) er linesert uaf-
heengigt. Lad y3 = x;,, hvor i3 er det mindste indeks ¢ > i2, saledes at saettet
(24, , iy, ;) er linegert uaftheengigt. Fortssettes hermed fas ved induktion et
linezert uathengigt system (y1,%2,...) (eventuelt endeligt) af vektorer, der
opfylder span{yi,ys2,...} = span{z; | i@ € I}. Ved anvendelse af Gram-
Schmidts ortonormaliseringsprocedure (jvf. side 159 i [M]) pa (y1,v2,-..),
fas et ortonormalsystem (e1, e, ... ), saledes at

span{ei, ea, ...} = span{yi,ya,... } =span{x; |[i € I}.

Da sidstnzevnte maengde er teet i H, folger af Definition 1.11, at (e, ea,...)
er en ortonormalbasis for H. O
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1.17
Opgaver til §1

1.1. Betragt det endeligdimensionale komplekse Hilbert rum H = C*, med
indre produkt som angivet i Eksempel 1.2 1).

Vis, at ((1,0,...,0),(0,1,0...,0),...,(0,...,0,1)) er en ortonormalbasis
for H.

1.2. Vis, at det indre produkt pa et komplekst Hilbert rum tilfredsstiller
polariseringsidentiteten

(@,y) = Z(lz +yll* = llo = ylI* +ille + iy [|* — il —iy]|*) -

o |

1.3. Lad H vere et Hilbert rum. Vis, at for enhver delmaengde A C H er
A+t et afsluttet underrum af H.

1.4. Vis, at (sinnf),en er et ortogonalsystem i C'([0, 7]) med indre produkt
givet ved (4).

1.5. Bestem aj,a2,a3 € C, saledes at

- 3
/ | cos O — Zan sinnf|*do
0

n=1

antager den mindst mulige veerdi.

1.6. Lad polynomierne po(z),p1(z),... veere defineret ved, at p,(z) er et
polynomium af grad n i den variable z, saledes at koefficienten til ™ er 1
og (po(z),p1(x),...) er et ortogonalsystem i L2([0, 1]). Find po(x), p1(x) og
p2(z).

1.7. Vis, at (sin(n — 3)0)nen er et ortogonalsystem i C([0,7]) med indre
produkt givet ved (4).

1.8. Lad H veere et uendeligdimensionalt separabelt Hilbert rum og lad
(én)nen veere et ortonormalsystem i H.

1) Vis, at raekken y 2, %en er konvergent i H, og afggr for hvilke o € R
raekken > 02 n®e, er konvergent i H.

2) Bestem den ortogonale projektion af vektorerne e; +2es pa (underrum-

met udspezendt af) vektoren Y o7 n~lte,.
(Man kan benytte, at > o | -5 = %2, hvilket vises i Opg.2.5)
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1.18

1.9. Vis, at lim,, .o foﬂ log @ sinnfdf = 0 .
Vink. Dette kan fas som et korollar til Bessels ulighed (22) i forbindelse
med ortogonalsystemet i Opg. 1.4.

1.10. Lad (e;)ien veere en ortonormalbasis for Hilbert rummet H. Vis, at
folgende generalisering af Parsevals ligning gaelder for alle z,y € H:

oo

(.’L’,y) = Z<x7ei)<yvei) :

=1

1.11. Betragt indre produkt rummet ¢o(N) som defineret i Eksempel 1.2 3)
og seet

= 1
X ={(zn)n lo(N n—=0}.
{(#n)nen € Lo H;x =0}
Vis, at X er et afsluttet underrum af £5(N), og at X @ X+ # £y(N).

1.12. Lad H veere et komplekst Hilbert rum og lad n € N, a € C saledes at
a” =1 og a® # 1. Vis den generaliserede polariseringsidentitet

1 n—1
(e,9) = S allz+ayl
vr=0

1.13. Lad M veere et separabelt metrisk rum. Vis, at ethvert metrisk delrum
M’ af M er separabelt.

Vink. Lad {z; | ¢ € N} veere en teellelig taet delmeengde af M. For i,n € N
lader vi z; , betegne et vilkarligt valgt punkt i K (z;, +) N M’ forudsat denne
mengde er # (). Ellers seettes x; ,, til at veere et vilkarligt valgt punkt i M'.
Vis sa, at meengden {z; ,, | i,n € N} er en teellelig teet delmaengde af M.

22



2.1

§2. Fourier raekker

2.1 Fourier raekker i én variabel.

Vi skal i dette og i de folgende to afsnit beskeaeftige os med Hilbert rum-
met Lo([—, 7], 5=) bestdende af (klasser af) kvadratisk integrable komplelse
funktioner pa [—m, 7] (se Appendiks A) og med indre produkt givet ved

19) = o= [ 1@5@dr, f.g€ La(-nm). )

Husk, at som vektorrum betragtet er Lo ([—7, 7], 5= ) og La([—, 7]) identiske.
Den valgte normalisering af det indre produkt er alene gjort af praktiske
grunde. I det folgende betegnes normen svarende til det indre produkt (1)
med || - ||.

Lad os straks konstatere, at hvis vi saetter
en(x) =™ x€[-m 7], (2)

da er (e, )nez et ortonormalsystem i Lo([—7, 7]), idet e, er kontinuert pa det
kompakte interval [—m, | og derfor tilhgrer Lo([—7, 7)), og der geelder at

1 ™
(én, € :—/ en(x)em (z)dx
wen) =5 | eal@len
1 T
— ez(n—m)ccd:lj
2 J_»
) s
5 [t ] =0 for ngm
g —T
%[x]jﬂzl for n=m.
Benyttes at
1 inx —inx . 1 inx —inx
cosnxzﬁ(e +e ), sinnz=_— (""" —e )
i
fas heraf, at systemet
(1, V2cosz, V2sinz, V2cos2z, V2sin2z,...) (3)

ligeledes er et ortonormalsystem i Lao([—m, 7]) (jvf. afsnit 4.5 i [M], hvor dog
en anden normalisering af det indre produkt er benyttet).
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2.2

Et af hovedresultaterne i denne paragrafer, at disse to ortonormalsystemer
begge er ortonormalbaser for Ls([—m, 7]). Da der geelder, at

span {e_N, €E-_N+1y---,EN-1, eN}

=span {1, V2cosz, V2sinz,...,v2cos Nz, V2sin Nz} ,

udspeender de to systemer samme underrum af Lo([—7, 7]), og det er der-
for i henhold til Definition 1.11 nok at vise, at systemet (e,)nez, som i
mange henseender er mere praktisk at arbejde med, er en ortonormalbasis
for Lo([—m,x]), dvs. at det afsluttede underrum udspaendt af {e,, | n € Z}
udger hele Lo([—m,7]). Dette gores i afsnit 2.3. Som forberedelse hertil
vises fgrst nogle resultater, som er af vigtighed i sig selv i forbindelse med
anvendelser i teorien for differentialligninger, som omtales i naeste paragraf.

Inden vi gar i gang, skal det bemeerkes, at valget af intervallet [—m, ]
fremfor et hvilket som helst andet kompakt interval [a, b] alene er gjort, fordi
det indebarer en notationsmaessig forenkling. Ved et lineaert skift af variabel
givet ved

—(z+m)

y=a+

kan resultaterne i afsnittene 2.1-2.3 umiddelbart overfgres til tilsvarende re-
sultater for intervallet [a, b] (se begyndelsen af afsnit 6.2).

Givet ortonormalsystemet (ey)nez som ovenfor og f € La([—m, 7)) eller

[ € Lo([—m,7]) kaldes raekken Y (f, en)en for Fourier rekken for f (somme
nez
tider ogsa kaldt den trigonometriske Fourier rekke for f). Vi kalder (f,e,,)

for den n’te Fourier koefficient for f og betegner den ogsa med ¢, (f). Altsa

1

n(P) = (rew) = 5 [ e ™ d. @

Det sidste udtryk i (4) giver mening for f € L1 ([—m, 7)), idet |f(x)e™ %] =
|f(x)|, sdledes at * — f(x)e™""® er integrabel pa [—m, 7], hvis f er det. Vi
taler derfor ogsa om Fourier raekken

nez

for f € L1([—m, 7)), hvor ¢, (f) er givet ved det sidste udtryk i (4), og man
skriver tit

f@)~> enlf)e™ (6)

nez
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2.3

som udtryk herfor. At Lq([—m,7]) er et storre rum end Lo([—m, 7]) folger af
Cauchy-Schwarz’ ulighed, idet den konstante funktion 1 pa [—m, 7] jo tilhgrer
Lo([—m,7]), saledes at vi for f € Lo([—7,7]) kan slutte, at

1 ™

2 )

|f (@)l = ([f],1) < LA = LA < +oo,

hvilket viser, at f € Ly([—m,n]). Bemeerk, at to funktioner i £y ([—m,7]),
der stemmer overens naesten overalt i [—m, 7], har samme Fourier raekke, sa
vi kan med god ret ogsa tale om Fourier raekken for f € Lq([—m, 7).

Ifplge Seetning 1.13 er Fourier raekken for f € Lo([—m, 7|) konvergent i
Lo([—m, m]). Kaldes summen for g geelder altsa, at

T N

lim } Z cn(f)e™ — g(m)}Qd:I; =0, (7)

N —o0 —n N
n=—

hvor vi som afsnitsfolge har benyttet (sy)nen med

N

SN = Z cn(fen (8)

n=—N

svarende til raekkefplgen 0,—1,1,—2,2,... af de hele tal (og vi husker, at
summen ¢ er uafhsengig af summationsraekkefplgen). Nar vi har vist, at
(en)nez er en ortonormalbasis for Lo([—m, 7]), kan vi af Ssetning 1.14 slutte,
at g = f for hvert f € Ly([—m,x]).

Det er vigtigt at bemaerke, at konvergensen af Fourier raekken for f €
Lo([—m,m]) i Lo([—m, 7)) ikke medfgrer punktvis konvergens endsige uniform
konvergens af den tilsvarende funktionsraekke. Neermere bestemt kan vi for
et givet x € [—m, 7| betragte rackken

nez
i C. Vi siger, at Fourier raekken for f er konvergent i z, safremt afsnitsfolgen
(sn(z))nen givet ved

N

sv(@) = Y ea(f)e™ (10)

n=—N

inx

er konvergent (i C). T givet fald betegnes graenseveerdien med Y ¢, (f)e

neZ
0 .
eller > ¢, (f)e'™", og den kaldes Fourier reekkens sum i z. Tilsvarende siges
—00
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Fourier rackken for f at konvergere punktvis, hhv. uniformt, imod funktionen
g pa [—m, |, safremt funktionsfolgen (sy)nen konvergerer punktvis, hhv.
uniformt, imod g pa [—m,7|. Hovedformalet i naeste afsnit er at give en
tilstrackkelig betingelse for konvergens af Fourier rackken for en funktion f
i et punkt z, som specielt indebzerer, at hvis f er differentiabel i z, da er
Fourier raekken for f konvergent i x med sum f(x) (se Seetning 2.2).

Det er vigtigt at bemerke, at da funktionerne e,(r) = e"™* n € Z,
opfattet som funktioner pa R, er periodiske med periode 27, sa gaelder det
samme om afsnitssummerne sy (x), N € N, givet ved (8). Hvis derfor Fourier
reekken for en funktion f er punktvis konvergent pa intervallet [—m, [ med
sumfunktion g, da er den konvergent for alle x € R, og summen er givet ved
den entydigt bestemte periodiske udvidelse af g til R. I det fglgende betegner
L1 per, hh.v. Lo per, vektorrummet bestaende af komplekse funktioner pa R,
der er periodiske med periode 27, og som er integrable, h.h.v. kvadratisk
integrable, over intervallet [—m, 7w|. Ved Fourier rackken for f € L ,er forstas
da naturligvis Fourier raekken for restriktionen af f til [—7, 7], og vi betegner
de tilsvarende Fourier koefficienter med c,,(f), altsa cn(f) = cn(fl[—x,x)-

Ligeledes vil vi med Cp., betegne vektorrummet af kontinuerte, kom-
plekse funktioner pa R, der er periodiske med periode 2w, og med CJ,,,
n = 1,2,3,..., oo, vektorrummet af komplekse n gange kontinuert diffe-
rentiable funktioner pa R, der er periodiske med periode 27. Idet Lebesgue
malet pa R er translationsinvariant, d.v.s.

mi(B) =mi(a+B), a€R, BeB,

hvor a+B = {a+6 | § € B}, folger det af definitionen af Lebesgue integralet,
at hvis f € L1 per, da er f integrabel over ethvert interval af leengde 2w med
samme vaerdi af integralet. Vi har altsa (overvej dette!)

™ T+ ™
_ f(e)de:/_ . FO)d0 = [ £(0+a)dd, (11)

for f € L1 per 0g o € R.

2.2 Punktvis konvergens.

For at etablere det fgrnaevnte kriterium for konvergens af en Fourier rackke
i et punkt 6y € R (se Szetning 2.2 nedenfor) har vi brug for fglgende resultat.

Sxtning 2.1 (Riemann-Lebesgues lemma). Lad f € Li([—7,7]). Da
geelder, at c,(f) — 0 for n — £o0.

Bevis. Antag forst, at f € Lo([—m,7]). Da geelder ifolge Bessels ulighed
(1.22), at

S lenlHIP < AP < 4o

nez
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Heraf folger specielt, at ¢, (f) — 0 for n — $o0.
Antag nu, at f € £y ([—m,7]) og definer fy for N € N ved

{ flx)  hvis |f(z)] <N

N =1 hvis |f(z)] > N .

Da er fy malelig og begraenset og tilhgrer derfor Lo([—m,7]). Endvidere
geelder at |f(x) — fn(z)] — 0 for N — +o0o for hvert x € [—m, 7] samt at
|f — fn| < |f|. Af Lebesgues majorantssetning (Seetning A.9) fglger derfor,
at [*_|f(z) — fn(z)|dz — 0 for N — oc.

Veelg nu for givet € > 0 forst et N € N, saledes at ffﬂ |f(x)—fn(x)|de < §
og derefter et Ny € N, saledes at |c,(fn)| < § for [n| > Ny. Det sidste er
muligt ifglge det tidligere viste, da fx € Lo([—m,7]). Benytter vi nu, at
cn(f) = en(f — IN) + cn(fN), samt at

1 ™
el =101 < 5 [ 17@) = fu(@)lds

folger det, at

len(f)] < len(f — fn)l + len(fn)] <

DO ™
DO ™
I
™

for |n| > Ny, hvorved det gnskede er vist. O

Vi er nu klar til at vise folgende vigtige seetning.
Saetning 2.2 (Dinis test). Lad f € L1 per. Da er Fourier rakken for f

konvergent i punktet 0y € R med sum s, safremt funktionen

g(&):f(90+9)+“7;(00_9)_28,96]0,+oo[ (12)

er integrabel over intervallet )0, 6] for et § > 0.

Bemazrkning 2.3. Funktionen g givet ved (12) er integrabel over ethvert
kompakt interval [a, b], hvor a > 0, idet der for 0 € [a, b] geelder, at

l9(0)] < a™ (| (B0 + )| + | £ (B0 — O)] +2/s]) ,

hvor hgjresiden er integrabel over [a, b], eftersom f er integrabel over ethvert
kompakt interval (da den er integrabel over [—m, 7| og er periodisk). Dette
viser, at hvis g er integrabel over |0, 0] for et givet 6 > 0, da er den integrabel
over |0, 4] for alle § > 0.
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Bevis for Setning 2.2. Vi betragter afsnitssummen sy (6p) givet ved (10)
for z = 0y og skal under de givne forudssetninger vise, at sy(6y) — s for
N — co. Indsaettes udtrykket (4) for Fourier koefficienterne c¢,,(f) i (10) fas,

at
1 [ &
- in(6p—0)
wl00) = = [ 30 0o
n=—N
1 ™
=5 [ Dn(bo—0)f(0)do, (13)
2 J_»
hvor vi har indfgrt den N’te Dirichlet kerne Dy (0) defineret ved
N .
Dy(O) = > e’
n=—N

Da hgjresiden her er en endelig geometrisk raekke, kan dens sum udregnes
(se Adams p.530). Vi far

2N
DN<9) _ e—iN@ Z ein@
n=0

et@N+1O 4
_ e_iNg{ T i1 for 6 ¢ 27

2N +1 for 0 € 2nZ
sin(N+1)6
2N +1 for 6 € 2nZ .

Ifglge definitionen er funktionen Dy kontinuert og periodisk med periode
21 og dertil lige. Da ogsa f er periodisk med periode 2, fas af (11)

" Do —0)f(0)d0 = | Dy () (00 + 6)d6 . (15)

—r -7

Benyttes endvidere, at Lebesgue malet er invariant under x — —x, dvs. at
m1(B) = mi(—B), B € By, hvor —B = {—x | z € B}, fas

0

D (0)f (00 + 0)db = /ﬂ D (=0)f (6o — 0)d0

- 0

_ /7r Dy () (0 — 6)d6 | (16)
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hvor vi i sidste skridt har benyttet, at Dy () er en lige funktion. Af (13),
(15) og (16) kan vi slutte, at

1

s (f) = o / "(F(80 +6) + (60 — 0)) D (6)d6 .

Udnyttes endelig at 5= [* Dy (0)dd = L [" Dy (0)df = 1 ifglge definitionen

27 7r

af Dy (6) fas under udnyttelse af (14)

L[ (4(680 +0) + £(60 — 0) — 29D (B)a

1 4 — -2
=5 f (6o +9) +_f(1€g 0) 5 sin(V + %)9 do .
Y 0 S11n 5 (17)

SN(G()) — S =

f(60+8)+f(80—6)—2s

1
sin 560

Vi observerer nu, at funktionen 6 — , som optraeder i (17),

er integrabel over |0, 7] under de givne forudsatninger, eftersom den er lig
med g(0) ﬁ hvor g er givet ved (12), og funktionen 6 — ﬁ er kontinuert

2 2
og begraenset pa |0, ] (den har graenseveerdi 2 for § — 0; se Adams p.116).
Seetter vi derfor

sin 56

f(Bo-+6)+F(Bo—6) —2s hvis 0<él <7
h(6) =
0 hvis —7<6<0,

sa er h € Lq([—m,7]), og det fremgar af (17), at

SN(G()) — S8 = 2i/ h(&) SiIl(N + %)9 do
™)z
1 (™1 .

7 . 1 4 1 7 .
e2'n(0)eN0dh — — “29n(0)e N0 .

%) % ol T

Dette viser, at
sn (o) — s =c_n(hy) —cen(h-),

hvor de to funktioner hy er givet pa [—m, ] ved hy(0) = Q%.ei%eh(e) og
tilhgrer £4([—7, 7)), da h € Ly([—m,7]). Ifolge Riemann-Lebesgues lemma
geelder derfor, at sy (0p) — s — 0 for N — oo, hvilket viser det gnskede. [

I de fglgende to korollarer ses pa to vigtige tilfaelde, hvor forudsasetningerne
i Seetning 2.2 er opfyldt. Lad os forst genkalde, at en (reel eller kompleks)
funktion f defineret pa et kompakt interval [a, b] siges at veere stykkevis kon-
tinuert, safremt der findes en inddeling a = tg < t1 < to < -+ < t,, = b,
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2.8

saledes at f pa hvert interval |t;,t;+1[,i = 0,...,m — 1 stemmer overens
med en kontinuert funktion f; defineret pa [t;,¢;11], jvf. Adams p.315-316.
Bemezerk, at dette er sekvivalent med, at f er kontinuert pa hvert af interval-

lerne |t;,t;+1[,i =0,...,m—1, og at den har endelige graenseveerdier f(t;+)
fra hgjre, ¢ = 0,...,m — 1, og f(t;—) fra venstre, i = 1,...,m. Specielt
er selve funktionsvaerdierne f(tp),..., f(tm) i delepunkterne uden betydning

for, hvorvidt f er stykkevis kontinuert.

En periodisk funktion f pa R siges at vaere stykkevis kontinuert, hvis dens
restriktion til et periodeinterval (og dermed til ethvert kompakt interval) er
stykkevis kontinuert.

Korollar 2.4. Lad f: R — C vere en periodisk, stykkevis kontinuert funk-
tion med periode 2w, og lad 0y € R.
Huis grensevaerdierne

f(6o +6) — f(6o+)

fi(6o) = lim

9—0+ 0
0g

eksisterer, da er Fourier rekken for f konvergent i 8y med sum

s = S (fO0+) + F(00-)

Huis specielt f ogsa er kontinuert ¢ 0y, da er Fourier rekken for f kon-
vergent i 0y med sum f(6p).

Bewis. Vi konstaterer forst, at funktionen f tilhgrer £; pe,, da den er konti-
nuert og begreenset pa hvert af delintervallerne | — m,t1[, |t1,t2], ..., |tm, 7[.
Indseettes s = (f(0o+) + f(6o—)) i (12) fas, at

4(0) = f (6o + 9)9— f(o+) | f(Oo — 9)9— f(6o—)

som ifglge antagelsen har en endelig graenseveerdi (nemlig f% (0o) — f (6o))
for 6 — 0+4. Tilleegges g en vilkarlig veerdi i 0 giver dette, at g er stykkevis
kontinuert og dermed integrabel pa [0, 7], og pastanden fglger af Seetning 2.2.
O

Korollar 2.5. Lad f: R — C vere en periodisk, stykkevis kontinuert funk-
tion med periode 2w, og lad 0y € R.
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Huis f er Holder kontinuert af orden o > 0 1 6g, dvs. der findes en konstant
M >0 og et 6 >0, saledes at

£(0) = f(6o)| < M|0 —6o|*  for |0 -6 <5,

da er Fourier rekken for f konvergent i 0y med sum f(6p).

Bevis. Indsaettes s = f(fp) i (12) fas, at

9(0) = f(90+92—f(00) Jrf(eo—eg—f(go)

hvoraf

19(0)] <
<2M0° ' for 0<0<6.

f(90+9)—f(00)’+ f(0o —0) — f(6o)
0 0

Heraf folger ved brug af Eksempel A.11 2), at g er integrabel pa |0, ] for
a > 0, hvorefter pastanden folger af Saetning 2.2. O

Eksempel 2.6. Lad funktionen f veere givet pa [—m, 7| ved

1(6) = { (1) h %wis 0 €[0,x]
vis 0 € [-m0[.
Den periodisk udvidede funktion, som vi ogsa kalder f, er da stykkevis kon-
tinuert og er kun diskontinuert i punkterne pm, p € Z. Endvidere opfylder
f forudsaetningerne i Korollar 2.4 i alle punkter med f’ (6) = f’(0) = 0 for
alle 6 € R.
Ved udregning fas, at

en(f) = —, hvis n er ulige,
imn
mens co(f) = 3 0g ¢n(f) = 0, hvis n er lige og # 0. Heraf fas, at Fourier
raekken for f er
1 1 - 1 inf —inf
5 + — Z %<€ — e )

n=1
n ulige

1 stk—l—l
“3x Z 2k + 1
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Af Korollar 2.4 fas derfor, idet 3 (f(pm+)+ f(pm—)) = 3 for p € Z, at Fourier
reekken er punktvis konvergent i [—7, 7| og at

0 hvis —7m<0<0

1 2 Ksin(2k +1)0 ,
—+ — —_— =<1 h 0
2 + - Z 1 : v%s O<bO<m
= 5 hvis 0= —m eller §=0.
For § = —7 eller § = 0 verificeres dette ogsa umiddelbart. Indsaettes
0 = Z fas, da sin(2k + 1)Z = (—1)*, at
- (=D* 1,1 1 7T
=1-141_1 -
2 2k +1 sTeTa T 4

k=0

2.3 Uniform konvergens.

Af Korollar 2.4 fglger specielt, at hvis f € Cpe, er differentiabel fra vens-
tre og hgjre i alle punkter, sa er Fourier raekken for f punktvis konvergent
med sum f. Vi skal nu se, at hvis vi yderligere kraever, at f er kontinuert
differentiabel, sa er Fourier rackken endda uniformt konvergent. Derefter
skal vi se, hvorledes dette resultat kan anvendes til at vise, at (e, )nez er en
ortonormalbasis for Lo ([—,7]).

Vi siger, at en periodisk funktion pa R med periode 27 er stykkevis glat
(eller stykkevis C1), hvis f er differentiabel i alle punkter af [—, 7] panser
muligvis i endelig mange punkter, saledes at den afledede f’ er stykkevis
kontinuert (idet f’ tilleegges vilkarlige veerdier i de punkter, hvor f ikke er
differentiabel).

Lemma 2.7. Huis f € Cper er stykkevis glat, sa gelder at
en(f) = inca(f) (18)

Bevis. Da f’ er stykkevis kontinuert er f’ integrabel over [—m, x| sa ¢, (f")
er veldefineret. Ved brug af partiel integration fas, at
1 T in0
N — / 0 —mn de

us

— [ 1 f(e).e—m@]Tr 4 inf(0)e " do

o 2 J_,
=incy(f) ,

hvor vi ogsa har benyttet, at f er periodisk. Bemeerk, at det for ovenstaende
udregning er vigtigt, at f er kontinuert (og ikke blot stykkevis kontinuert).[]
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Szetning 2.8. Antag, at f € Cper er stykkevis glat. Da er Fourier raekken
for f uniformt konvergent pa R med sum f.

Bevis. Af Lemma 2.7 fas

D lenlNl = leolHI+ Y lealH + Y le-nlf)

nez neN neN
1 / 1 / (19)
= leo(N) + ) —len(f)1 + > —Je-n(f)] -
neN neN

Da f” er kvadratisk integrabel over [—m, 7| giver Bessels ulighed (1.22),
at >, enlen(F)? < 400 0g 3o, e le—n(f")? < +oo. Altsa tilhgrer folgerne
(len(f)Dnen 0g (le—n(f))nen Hilbert rummet £2(N). Da ogsa (n™1),en €
gQ(N) er

> Lieat#)1 = ((enrnen . (1) < +o0

neN

Ll (f")] < +o0o. Sammen med (19) viser dette, at

Z|cn )] < 400,

nez

og tilsvarende )\ =

saledes at ) ., |ca(f)| er en konvergent majorantraekke for Fourier rackken
for f. Ifglge majorantkriteriet (se Appendiks B) er sidstnzevnte derfor uni-
formt (og absolut) konvergent. At sumfunktionen er f fglger af Korollar 2.4.
0

Ved hjelp af Seetning 2.8 kan vi nu vise

Szetning 2.9. Ortonormalsystemerne (€"%),cz og
(1,V2 cosz, V2 sinz, V2 cos 2z, V2 sin 2z, .. .)

er ortonormalbaser for Lo([—m, m]).

Bewvis. Som tidligere naevnt er det nok at vise, at

Lo([—m,7]) = span {e, | n € Z} .

Da {—m, 7} er en nulmengde, kan Ls([—m, 7]) naturligt identificeres med
Lo(]—m,w[). Da C§°(]—m,n[) er teet i Lo(]—m,w]) ifolge Seetning A.14, er
det nok at vise, at C§°(]—m,w[) C span {e,, | n € Z}, d.v.s. at der for hvert
f € C3°(]—m,n|) findes en folge (fn)nven 1 span {e, | n € Z}, saledes at
lfn — fll — 0 for N — oo. Vi satter fxy = sy, hvor sy er den N'te
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afsnitssum for f’s Fourier rackke givet ved (8), og bemaerker at sy tilhgrer
span{e, | n € Z}.

Eftersom f € C’O (] m,7[) pa entydig vis kan udvides ved periodicitet
til en funktion f € C vor (overvej dette!) fglger af Seetning 2.8, at sy — f
uniformt pa R. Derfor haves ogsa at sy — f uniformt pa |—m, w[. For givet
e > 0 findes altsa et Ny € N, saledes at |f(0) — sny(0)] < e for N > Ny og
alle 6 € |—m, 7[. Heraf folger, at

1 ™
If =snlP = 5 [ 176) — sw@)as
™ —T
1 ™
< —/ e2dp = &2
2 J_»
for N > Ny. Dette viser, at ||f — sy|| — 0 for N — oo som gnsket. O

Bemaerk, at vi af Seetning 2.9 og Saetning 1.14 opnar Parsevals ligning pa
formen

1 ™
5 | |fO)Fdo = > lealHP (20)
4 nez
for f € Lo([—m,7]).
Eksempel 2.10. Ved benyttelse af udtrykket for Fourier koefficienterne for
funktionen f i Eksempel 2.6 i (20) fas

hvilket kan omskrives til

> v
Z2k+ B

k=0

2.4 Multiple Fourier raekker.

Vi skal i dette afsnit kort betragte Fourier rackker i flere variable. Hertil
betragtes Hilbert rummet Lo([—7,7]*), k = 2,3,..., med indre produkt
givet ved

1
(f,9) = 2m)F /_mﬂ]c f(z)g(x)dz ,
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og hvis tilhgrende norm betegnes med || - ||.
For n = (n1,...,ny) € ZF defineres funktionen e,, pa [, 7]* ved

en(0) = €% 0= (01,...,0,) € [-m,7]" . (21)

Da
en(0) = emb  ginkbk

fas ved gentagen anvendelse af Fubinis saetning (jvf. Eksempel A.17) for

givne n = (n1,...,ng) ogn’ = (n},...,n}) i Z*, at
1 : "
- e””ee_’”'ednzk(e)
<2ﬁ) [—m,m]F
1 " in101 —in’ 01 " ing0p —in' 0y
= e e "MVrde, - ... e e VR Ao,

or ) . or )
_{1 hvis n=n'

0 hvis n#n'.

Altsa er (e,),ezx et ortonormalsystem i Hilbertrummet Lo([—7, 71]*).

Ved Fourier raekken for f € Lo([—m, 71]¥) forstas raekken

> en(f)e™?, (22)

nezZk

hvor
1

wlf) = (hew) = e [ FOT A 23)

Med samme begrundelse som i afsnit 2.1 for £ = 1 er rackken (22) kon-
vergent i Hilbert rummet Lo([—7,7]¥). Vi gnsker at vise, at (e, ), ez er en
ortonormalbasis for La([—, 7]*), hvilket ifglge Szetning 1.14 kan ggres ved
at vise, at Parsevals ligning er opfyldt for alle f € Lo([—, 71]*).

Lad os for simpelheds skyld antage at k& = 2 og lad f € Lo([—m, 7] X
[—m,7]). Da fas af Fubinis ssetning, at

1 /1 [T
112 =5 [ (5= [ 1@ o2as, ) ase,

hvor funktionen fp, : 61 — f(01,02) tilhgrer Lo([—m, 7]) for n.a. 62. Benyttes
nu (20) for fg, haves

=g (Z Icnl(f92)|2> sz (24)

-T ni1€7Z
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hvor
1 " —iny16
cn1<f92) = % . f92 (91)6 ! 1d91
= i " f<91,92)6_in101d91
2

—Tr

er defineret for n.a. 0. Ifslge monotoniseetningen (Seetning A.8) kan inte-
grationen over 02 og summationen over n; i (24) ombyttes, saledes at

117 =3 5= [ lem ()Pt (25)

ni1€7Z

Betragt nu funktionen 02 — ¢k, (fo,). Den ny’te Fourier koefficient for
denne er givet ved

1 T .

% . Cn, <f92 )6_1n202 db

I A —in161 —in26
=5 — f(61,02)e "1™ m2%240, ) dfy

) . \2m J_,

1 .

~(2n)2 /[ E f(01, 02)e™ MO0 dims (61, 0)
=Cnyns (f)

hvor vi har benyttet Fubinis seetning. Anvendes derfor (20) pa funktionen
02 — cn, (fo,) fas, at

3= [ eGPt = 3 lew (1)

no€Z
som ved indsaettelse 1 (25) giver

A= D lenma (P

n1EZLnoEL

= leal NP

n€Z?

Vi har hermed vist, at Parsevals ligning er opfyldt for alle f € La([—m,7]?)
for ortonormalsystemet (e, ), czz2.

Ovenstaende argument kan umiddelbart generaliseres til £ > 2. Vi har
saledes vist

Saetning 2.11. Systemet (ey,),ezr defineret ved (21) er en ortonormalbasis
for Ly([—m,7]k).
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Opgaver til §2

2.1. Vis, at funktionen x — x®sinnx er integrabel over |0, 7], nar o > —2
og n € N, og st da f,(a) = foﬂ % sin nxdx.

Vis, at f,(a) — 0 for n — oo, nar a > —1.

(Kan du ogsa sige noget om nh_}rréo fo(a), nar -2 < a < —-17)

2.2. Bestem Fourier raekken for funktionen f(#) = sin®6, 6 € [—x, 7).

2.3. Bestem Fourier raekken for funktionen f(6) = 0, 0 € [—m,w|. Vis, at
den konvergerer punktvis men ikke uniformt pa [—m, 7], og find dens sum.

2.4. Bestem Fourier raekken for funktionen f(6) = |6|, 6 € [—m, 7], og disku-
ter dens konvergensegenskaber.

2.5. Vis, at

—=—
—=n 6

ved at bruge Parsevals ligning for f i opg. 2.3.

2.6. Vis, at hvis ¢,, n € Z, er givne komplekse tal, saledes at reekken

E : cneznG
nez

er uniformt konvergent i [—m, 7| (og dermed i R) med sum f, sa er f € Cper
og ¢p = cn(f), n € Z.

oo
2.7. Antag, at potensraekken >  a,z" har konvergensradius p > 0 og szt

n=0
0o

) =3 ez, <.
n=0

Vis ved brug af opg. 2.6, at Fourier raekken for funktionen f,.(6) = f(re®),
0 €R,er

£r(0) ~ Y (anr™)e™?
n=0
dvs. at ¢, (fr) = anr™ for n > 0 og c,(fr) = 0 for n < 0, for hvert givet r
med 0 <7r < p.
Benyt ovenstaende til at bestemme Fourier reekken for funktionen 6 —
L feR, for0<a<l.

1—ae®®”
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2.8. Lad f € Lo([—m,7]) og lad ortonormaludviklingen for f m.h.t. orton-
ormalbasen (3) vaere givet pa formen

3a0(f) +Z<a/n<f) cos nf + by, (f)sinnd) . (%)

1) Vis, at ao(f) = 2 [T f(0)db = 2co(f) og

i) = ealf) Fealf) = = [ 1(0)cosnods
() = ien(F) = ie-n(F) == [ 1(0)sinnoao,

for n € N.

Koefficienterne a,(f) og b,(f) er veldefinerede ved ovenstaende udtryk
for f € L1(]—m,7]), og vi kalder da ogsa raekken (x) for Fourier raekken for
f (nar ortonormalbasen (3) er underforstaet).

2) Vis, at hvis f € L1([—m,7]) er en reel funktion, da er Fourier koeffici-
enterne a,(f) og b, (f) reelle for samtlige n.

3) Vis, at hvis f er en ulige funktion, da er a,,(f) =0, n =0,1,2,..., og
hvis f er lige, daer b, (f) =0 forn=1,2,3,....

4) Diskuter, hvorledes resultaterne om punktvis og uniform konvergens
overfgres til Fourier raekker af formen (x).

2.9. Vis, at systemet (ﬁ sin n@) o Cren ortonormalbasis for Lz ([0, 7])
ne

(med seedvanligt indre produkt). Vink. Benyt 3) i opg. 2.8.

Den tilsvarende ortonormaludvikling for en funktion f € £5(]0,7]) kaldes
for sinusreekken for f. Denne er defineret ogsa for f € £1([0,7]). Skrives
reekken pa formen Y b, (f)sinnf skal man bestemme et udtryk for b, (f).

n=1
Diskuter endvidere punktvis og uniform konvergens af sinusrackker.

. 1 2 2 .
2.10. Vis, at systemet (ﬁ’ \/;cos 0, \/;cos 20, ... ) er en ortonormalbasis

for L ([0, 7]).

Den tilsvarende ortonormaludvikling for f € L£2([0,7]) kalder vi cosinus-
reekken for f. Denne er ogsa defineret for f € £1(]0,7]). Skrives reekken pa
formen Y a,(f)cosnd, skal man angive et udtryk for a, (f).

n=0
Diskuter endvidere punktvis og uniform konvergens af cosinusraekker.
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2.17
2.11. Vis, at nar f € C};,, sa konvergerer Fourier reekken for f og de ved
ledvis differentiation op til orden m — 1 dannede raekker uniformt imod de
tilsvarende afledede af f.

2.12. Vis, at nar f € Lo per, 0g der om Fourier koefficienterne for f gaelder,
at > cnn*™len(f)]? < +oo for et m € N, sé findes f € Chit, saledes at

per

f = f naesten overalt i R.

2.13. Betragt en funktion f pa R, der er periodisk med periode 27, og som
er kontinuert undtagen for 6 = 0y + 2pm, p € Z. Antag endvidere, at f(6p=+)
eksisterer, og at der findes M1+ > 0,a+ > 0,0+ > 0, saledes at

1f(0) — f(Oo+)| < Mi|0 — 0|+ for Oy <O < Oy + 04,
1f(0) — f(Oo—)| < M_|0 — 6p|* for Oy —d_ <0 < by .
Vis, at Fourier reekken for f er konvergent i punktet § = 6y, og at dens

sum er §(f(60+) + f(60-)).

2.14. Lad f : R — R veere den periodiske funktion med periode 27 defineret
ved

£(60) = 0?2 for 0<6 <27
| 2n2 for 6=0.
Vis, at
472 . cosnb sin nd
0) = — +4 — 0cR.
Udled heraf, at
=1 2 > (=)t g2
T; n2 6 8 nZl n? T 12
2.15. Vis, at
1674 = /27% 3 3 w2\ .
3 + 16;{<? - H) cosn + (E — W) sinnx}
B { xt for 0<z< 27
IR for z=0

og benyt dette (og opg. 2.14) til at vise, at

—~1 7 (-1t 7rd I
ZH_%’ 2. nt 720" ZH_%‘

n=1 n=1 n=1
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2.18

2.16. Vis, at rackken

Z 1 pint
And 4+n+3
nez

er konvergent for alle # € R, og at sumfunktionen f tilhgrer C;’er.

2.17. Vis, at rackken

2 .
E e~ e hvor a >0,
nez

er konvergent for alle § € R, og at sumfunktionen g, tilhgrer C*°(R).
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§3. Nogle partielle differentialligninger

En szdvanlig differentialligning (pa engelsk: ordinary differential equa-
tion, forkortet til ODE) af orden n er som bekendt en ligning for en C™-
funktion u af én variabel, hvori indgar funktionens afledede af orden op til
og med n, altsa en ligning af formen F (x, u, Z—Z, ceey 32—2) =0, hvor F' er en
funktion af n+2 variable. Tilsvarende er en partiel differentialligning (pa en-
gelsk: partial differential equation, forkortet til PDE) af orden n en ligning
for en funktion u af flere variable z1,...,zg, kK > 2, hvori indgar partielle
afledede af u af orden op til og med n. Betegnes de partielle afledede, der

indgar, med D'u, ..., D™u er ligningen altsa af formen
F(zy,...,o5,u,D'u, ..., D™u) =0,

hvor F' er en funktion af k + m + 1 variable.

Fourier raekker blev indfgrt af den franske matematiker Joseph Fourier og
anvendt af ham omkring 1807 til at lgse visse partielle differentialligninger
(idet dog Fourier raekkers konvergensegenskaber forst blev etableret senere).
Hertil anvendte han en metode, som nu gar under betegnelsen “separation
af variable”. Denne metode og dens anvendelse til lgsning af nogle udvalgte
partielle differentialligninger er hovedemnet for denne paragraf.

3.1 Bglgeligningen i to dimensioner.

Bolgeligningen i k + 1 dimensioner for en funktion u(xq,...,z,t) er en
partiel differentialligning af formen

0?u 4 (0%u 0%u
w—c (a—z%—i_—i_@) —f(.Tl,...,.ka,t),

hvor ¢ > 0 er en konstant, og f er en kontinuert funktion af k + 1 variable.
Hvis f = 0 tales om den homogene bglgeligning. Ligningens navn skyldes
naturligvis, at den viser sig at beskrive velkendte bglgeudbredelser, nar t op-
fattes som en tidsvariabel og x1, ..., x; som rumvariable. Saledes kan lignin-
gen for k = 3 udledes fra Maxwells ligninger for elektromagnetisme. I dette
tilfzelde betegner u en af komponenterne af det sakaldte vektorpotential, og
f er givet ved den elektriske strgm- og ladningsteethed. For f = 0 beskri-
ver ligningen da udbredelse af elektromagnetiske bglger i vakuum og c er lig
med lyshastigheden. Tilsvarende vises i kontinuumsmekanik, at det sakaldte
forskydningsfelt i et isotropt elastisk medium i fraveer af ydre pavirkninger
tilfredstiller den homogene bglgeligning, og den beskriver da udbredelse af
lydbglger i pageldende medium. Betragtes endelig en (tynd) elastisk streng
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3.2

af leengde L, som er fastgjort i de to endepunkter, vises under passende anta-
gelser (sma udsving, konstant massetaethed og strengspaending), at Newtons
2. lov, som beskriver strengens bevaegelse, antager form af bglgeligningen
med k = 1. Her betegner u(z,t) strengens udsving fra ligeveegtsstillingen til
tiden t i punktet med afstand z fra det ene endepunkt, og f repraesenterer
en ydre kraft. I fraveer af en ydre kraft tilfredsstiller u altsa den homogene
bglgeligning , ,

%—8%:0, O<zx<L,t>0, (1)

og randbetingelserne
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0. (2)

Af pladshensyn skal vi i disse noter kun betragte tilfeeldet £k = 1. Herved
fas en saerlig simpel illustration af brugen af separation af variable.

Betragtes forst bglgeligningen (1) i hele R? ses ved indszttelse, at enhver
funktion af formen

u(z,t) = F(z+ct)+ H(x —ct), (3)

hvor F, H € C?(R), er lgsning. Her ses F(z + ct) at repraesentere en ven-
stregaende belge med hastighed ¢, og tilsvarende repraesenterer H(z — ct) en
hgjregaende bglge.

Det er ikke sveert at indse (jvf. opg. 3.1), at enhver lgsning til (1) i R?
kan skrives pa formen (3). Erindres, at bglgeligningen (1) kan opfattes som
Newtons 2. lov (for en uendelig lang streng), vil man forvente, at lgsningen
til (1) er entydigt bestemt ved strengens udsving u(z,0) = f(x) og dens
(transversale) hastighed 9%(z,0) = g(x) til tiden ¢ = 0. Benyttes (3) fas

F+H=f og cF'—cH =g,
hvoraf
F=3(f+c¢'G) og H=4(f-c'G),

hvor GG er en stamfunktion til g. Da G er entydigt bestemt panzer en additiv
konstant, folger det, at

u(z,t) = S(f(x +ect) +c "Gz +ct) + (fx — ct) — ¢ 'G(x — ct))

er entydigt bestemt ved f og g som forudset.
Af stgrre interesse for os er den endelige streng af leengde L beskrevet ved
(1) og (2) samt begyndelsesbetingelserne

u(e,0) = flx) . T(r,0)=g(r), 0<w<L. (5)
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Vi sgger da en reel lgsning u € C([0, L] x [0, +o0[), som er C? og opfylder
(1) pa den abne halvstrimmel ]0, L[x]0, 400, og som opfylder (2) og (5)
pa dens rand. Det er her desuden underforstaet, at % og % eksisterer og
er kontinuerte pa den afsluttede halvstrimmel [0, L] x [0, +oo[, samt at f
og g er kontinuerte pa [0, L] og ngdvendigvis opfylder f(0) = f(L) = 0 og
9(0) = g(L) =0.

Vi bemeerker, at hvis u; er en lgsning til (1), (2) og (5) med g = 0, og
ug tilsvarende er en lgsning med f = 0, da er uj + ug en lgsning til (1), (2)
og (5). Det er derfor tilstrackkeligt at betragte de to problemer svarende til
g =0, hhv. f =0, hvert for sig. Lad os se pa det forste, dvs.

Pu_ 28— O<z<L,i>0 (1)
(A) (A")S u(0,t) =u(L,t) =0, t>0 (2)
9u(z,00=0, 0<a<L, (6)
u(z,0) = f(z), 0<z<L, (7)

hvor vi med (A’) har betegnet den homogene del af problemet, d.v.s. ligning-
erne hvis hgjreside er 0.

At anvende separation af variable gar nu ud pa at sgge lgsninger til det
homogene problem (A’) af formen

u(z,t) = X(x)T(t) . (8)

Da vi her har set bort fra begyndelsebetingelsen (7), forventer vi ikke ngd-
vendigvis at finde en entydig sadan lgsning. Som vi skal se, findes der faktisk
uendelig mange linesert uathengige lgsninger uq, ug, us, ... til (A’). Da pro-
blemet (A’) er linezert (dvs. venstresiderne af (1), (2) og (6) er linesere i u) og
homogent, er enhver linearkombination af uy,us, us, ... ogsa lgsning til (A’).
Man sgger derfor en linearkombination, som ogsa opfylder (7). Denne linear-
kombination vil i almindelighed vaere uendelig, dvs. vaere givet som summen
oo
af en funktionsraekke Y b,uy(z,t), og det er sa ngdvendigt at argumentere
n=1
for dens konvergens, samt for at sumfunktionen faktisk opfylder (A’).
Indseettes (8) i (1), hvor det antages at hverken X eller 1" er trivielle (altsa
identisk lig med 0), fas

X(2)T"(t) = *X"(2)T(t) , (9)
som ved division med u(z,t) giver

X//(w) B iT//(t)
X(x) & T0) (10)
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i punkter (z,t), hvor u(x,t) # 0. Da hgjresiden af (10) er uatheengig af x og
venstresiden uafhaengig af ¢, sluttes, at de begge er konstante, dvs. der findes
en (reel) konstant A, saledes at

X"(z) 1 T"(t)

Xt 2T

i delintervaller af |0, L[ hhv. ]0,+oco[, hvor X, hhv. T, ikke antager veerdien
0. Det folger, at A er uathaengig af, hvilke af disse intervaller, der er tale om,
og af kontinuitetsgrunde kan vi derfor slutte at X" = —\X og T = —\c?T.
Alternativt kan man konstatere, at sidstnzevnte ligninger medfgrer (9). Tages
nu rand- og begyndelsesbetingelserne (2) og (6) i betragtning, har vi, at u
givet ved (8) er lgsning til (A’), safremt X opfylder

X"=-\X i ]0,L][, (11)

X(0)=X(L)=0, (12)
og T opfylder

T = =X\*T i ]0,00[, (13)

T'(0) =0 (14)

For A = 0 er lgsningerne til (11) af formen X (x) = a + bz, hvor a og b er
konstanter. Af disse opfylder kun den trivielle lgsning (12).

For A < 0 er lgsningerne til (11) som bekendt (se Adams p.247) af formen
X(x) = aeV=>* +be=V=2_ hvor a og b er konstanter. Af X(0) = 0 fas
a = —b, si X (z) = 2asinh v/~ Az, hvorefter X (L) = 0 giver a = 0, da eneste
nulpunkt for sinh er 0. For A < 0 haves altsa ogsa kun den trivielle lgsning.

For A\ > 0 er lgsningerne til (11) af formen X () = asin vz + bcos VA,
hvor a og b er konstanter. Af X(0) =0 fas b = 0, s X (x) = asinvAz. Da
nulpunkterne for sin er pr, p € Z, giver X (L) = 0 herefter, at VAL = pr,
p € Z\{0}.

For X\ fas derfor de mulige veerdier

n?m?

)\n:?, neN, (15)

og de tilsvarende lgsninger til (11) og (12) er givet ved

X, (z) = sin n%x , neN, (16)

og er entydigt bestemt panzer en konstant faktor.
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Indsaettes nu A, for A i (13) fas, at lgsningerne til (13) er af formen T, (t) =
a'e Tt e Tt Af T (0) = 0 fas da, at ' = b/, og derfor er

cnm

den entydige lgsning til (13) og (14) med A = \,,, panaer en konstant faktor.
Talt har vi hermed fundet lgsningerne

U (z,t) = cos chﬂtsin n%x , neN, (17)

til (A”).
Som naevnt tidligere sgger vi nu en lgsning til (A) af formen

u(z,t) = Z bpun(x,t)

> cnm nm
= b ——tsin —x . 1
nzl cos ——tsin —- (18)

For at definere u ved (18) kraeves i det mindste, at raekken er konvergent for
(x,t) € [0, L] x [0,+00[. Lad os antage, at dette er tilfzeldet. Begyndelsesbe-
tingelsen (7) giver da

f(a:):ansinn%x, 0<z<L. (19)

Denne formel ggr os i stand til at anvende Fourier raekke teorien til bestem-
melse af b,, n € N, som fglger.
Lad os ferst bemeerke, at (19) medfgrer

f(z) :;bnsinn%x, zeR, (20)

hvor fer den entydige ulige periodiske funktion pa R med periode 2L, som
stemmer overens med f pa [0, L] (husk at f(0) = f(L) = 0). Da vi i forrige
paragraf kun har betragtet funktioner med periode 27 er det praktisk at

definere funktionen
~ ~(L
fo(0) = f (;0) , 0eR, (21)
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som er periodisk med periode 27, og ved hjelp af hvilken (20) kan udtrykkes
ved

oo

Z b, sinnf

n

fo(0)

I
_

M

n in6 —in0
— (e =) . (22)
— 21

Vi genkender nu denne rackke som Fourier raekken for fo forudsat
by, = 2icn(ﬁ)) = —Qic_n(ﬁ)) , neN, og co(ﬁ)) =0.

At cn(fo) = —c_n(ﬁ)) folger af, at fo er ulige, idet
rA 1 " —in6
o) = 5= [ Fo@)eas
— 1 /ﬂ- f (_9) m@de
o2 ). 0 ‘

_ 1 T in6
_ %/_ﬂfo(e)e do

= _C—TL(fO) ;

hvor vi i andet skridt har skiftet variabel til —6. Vi har saledes, at raekken i
(22) er Fourier raekken for fy, hvis vi definerer b,, ved

bo= 2 [ Fo@)e ™0do . (23)
m —Tr

Antages nu, at fo er kontinuert og stykkevis glat, hvilket naturligvis er
ekvivalent med, at fer kontinuert og stykkevis glat, fglger det af Seetning
2.8, at (22) er gyldig for § € R (og at raekken konvergerer uniformt imod ﬁ))
Det samme geelder derfor om (20). Udnyttes additionsformlen cosasinb =
1 (sin(a + b) — sin(a — b)), folger heraf, at u(z,t) er veldefineret ved (18) og
givet ved N N

u(@,t) = 5(f(e+ct) + flz —ct)) (24)

hvoraf fremgar, at u(z,t) er lgsning til (1) forudsat, at fer en C2-funktion.
Ligeledes er det ligetil at verificere, at u(x,t) givet ved (24) opfylder (2) og
(6).

Tilbage er nu blot at konstatere, at betingelsen for at f € C?(R) er, at
f € C?%([0, L)) samt at f(0) = f(L) =0 og f”(0) = f’"(L) = 0 (jvf. opg. 3.2).
Hermed har vi vist
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Seetning 3.1. Antag, at f € C*([0, L)) og at f(0) = f(L) =0 samt f"(0) =
f"(L) =0, og lad u(z,t) vere givet ved (24), hvor f er den ulige periodiske
udvidelse af f med periode 2L. Da er u(z,t) en losning til problemet (A).

Vi kunne naturligvis have opnaet dette resultat ved blot at verificere, at
(24) er en lgsning til (A). Vi har imidlertid valgt at illustrere brugen af
separation af variable ved ovenstaende udledning.

Problemet svarende til f = 0, dvs.

%_02%:07 0<z<L,t>0,
®)) MO =ull,)=0, >0

u(z,0) =0, 0<z<L

8¢ (,0) = g(x) 0<z<L

kan lgses tilsvarende. Vi ngjes med at angive resultatet.

Seetning 3.2. Antag, at g € C*([0,L]) og at g(0) = g(L) =0, og lad

(o, ) = %(H(.@ bet) = H(z — ct))

hvor

og hvor g er den ulige periodiske udvidelse af g til R med periode 2L.
Da er u(x,t) en lgsning til (B).

Det skal bemaerkes, at den hermed opnaede lgsning til det generelle pro-
blem (1), (2), (5) er entydig (jvf. opg. 3.3).

Eksempel 3.3. Betragt problemet (A) med L =, ¢ = 2 og f(z) = sin® z,

dvs. 92 92
W—élwzo, O<z<m,t>0,
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0,
g—?(x,O) =0, u(z,0)=sin*z, 0<z<r.
Da sin® z er ulige og periodisk med periode 27, er lgsningen givet ved

u(w,t) = 5sin’(z +2t) + 5 sin’(z — 2t) .
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Alternativt haves, idet sin® z = % sinx — % sin 3z, at
u(x,t) = 3 cos 2tsint — 1 cos 6t sin 3z

ifplge (18).

Vi afslutter dette afsnit ved til senere brug at notere, at koefficienten b,,
givet ved (23) kan udtrykkes direkte ved f, idet

by = /7r fo@)e™ 0 dg + if fo(@)e= ™ dg
T Jo T )
— 1 T 0 —inf zn@ do
S CIC )
= g/ fo(6) sinnfde
/ f(z)sin —x dx (25)

hvor vi i integralet over [—m, 0] har skiftet variabel til —6 og i sidste skridt
har foretaget variabelskiftet 6 = Fx.

Heraf ses, at b, er det indre produkt af f og funktionen sin “x i Hilbert
rummet Lg([O, L]) med indre produkt

7| e, (26)

hvor f,g € L»([0,L]). I dette rum er (sin %%x),en et ortonormalsystem,
hvilket ses ved direkte udregning (eller ved at overfgre systemet til (sinnf), ey
i L([0,7]) ved at skifte variabel til 6 = Fx, jvf. opg.1.2). Systemet er
endda en ortonormalbasis i Ly([0, L]). Dette folger f.eks. af at systemet er
maksimalt. At f € {sin 2%z | n € N} betyder nemlig, at b, givet ved (25)

er 0 for alle n € N, og da vi tidligere har set, at b, = cn(fo) = —c_ (fo)
og co(fo) = 0, giver dette at c,(fo) = 0 for alle n € Z, hvilket viser, at

fo’ = 0 n.o. og dermed f = 0 n.o.(Se ogsa opg.2.9.)

[—,7]

Vi har saledes, at b, givet ved (25) netop er den n’te koefficient i orto-
normaludviklingen af f € Lo([0,L]) m.h.t. ortonormalbasen (sin “Zx),en.
Den tilsvarende raekke (19) kaldes normalt sinus-rekken for f (pa [0, L]) o
b, for dens n’te sinus-koefficient.
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Ved tilsvarende argumenter fas, at (%) U (cos 2y er en ortonormal-

L ) neN
basis for Ly([0, L]), og den tilsvarende ortonormaludvikling

%ao + Z @y, COS n%x (27)

af en funktion f € Ls(]0,L]) kaldes for cosinus-rekken for f (pa [0, L]).
Koefficienterne i denne er givet ved

2 [k nmw
R " odr, n=0,1,2,... P
a L/o f(z) cos 7 xdxr, n=0 (28)

I argumentet herfor indfgres i stedet for f funktionen f defineret som den
(entydigt bestemte) lige periodiske funktion pa R med periode 2L, der stem-

mer overens med f pé~[0, L]. Der gelder da, at a,, = 2cn(f0) = 2c_n(f0), for

n € N, hvor fo(0) = f(%&), 0 € R, og konvergensegenskaberne ved cosinus-
raekken for f kan udledes fra konvergensegenskaberne ved Fourier raekken for

fo. Specielt geelder at cosinus-raekken for f konvergerer uniformt imod f pa

[0, L], hvis fo er kontinuert og stykkevis glat. Dette er f.eks. tilfeeldet, hvis
f e C([o,L]) (jvf. opg. 3.2).

3.2 Varmeledningsligningen.

Varmeledning udgjorde hovedemnet for Fouriers oprindelige undersggel-
ser, og derom handler hans bog “Theorie analytique de la chaleur” fra 1822,
som er et af den matematiske fysiks hovedvaerker. Varmeledningsligningen i
k + 1 dimensioner

ou 9%u 9%u

hvor ¢ > 0, har (for k = 3) leenge vaeret kendt som beskrivende varmetrans-
port. Her betegner u(zx,t) temperaturen til tiden ¢ i punktet (z1,...,xy) af et

legeme og varmestrgmningen er proportional med gradienten g—;‘l, ceey aaT“k .

Konstanten ¢ > 0 athsenger af legemets varmespecifikke egenskaber. Det har
sidenhen vist sig, at ligningen (29) ogsa optraeder i beskrivelsen af en raekke
andre systemer og spiller en vigtig rolle i teorien for stokastiske processer.
F.eks. blev den udledt af A. Einstein pa grundlag af den kinetiske gasteori
og anvendt af ham i en bergmt artikel fra 1905 vedrgrende undersggelser
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af brownske beveegelser. I denne forbindelse betegner wu(x,t) en partikel-
teethed og tidsudviklingen af u beskriver diffusion af de pagseldende partik-
ler. Ligningen kaldes da ogsa tit for diffusionsligningen og konstanten c for
diffusionskonstanten.

Som tidligere vil vi begraense os til at betragte tilfeeldet & = 1 svarende
til varmetransport i et éndimensionalt legeme, dvs. en (tynd) stang. Pa
grundlag af ovenstaende tolkning af ligningen forventes det, at lgsningen er
entydigt bestemt for ¢ > 0 ved begyndelsesbetingelsen u(x,0) = f(z). For
en uendelig lang stang ses ved udregning, at

1 (x—20)?
e Act 30
vVAarcet ( )

er en lgsning til (29) (med k£ = 1) i Rx]0, +o00[ for hvert zy € R. For = # x
ses, at u(z,t) — 0 for t \, 0, mens u(zg,t) — +oo for t \, 0, svarende til
en singulezer begyndelsesfordeling f. Hvis f er kontinuert og begraenset pa R,
kan det vises, at

Ugo (2, ) = up(x — T, t) =

u(z,t) = /RUO(JJ —y,0) f(y)dy

1 (z—v)*
= [ (1)
er en lgsning til (29), for hvilken u(x,t) — f(z), z € R, for t \, 0. Vi
undlader at vise dette her. I stedet gnsker vi at betragte en stang af endelig
leengde L, i hvilket tilfeelde en lukket lgsningsformel svarende til (31) ikke er
tilgaengelig.

Vi betragter altsa problemet

V) u_Fu—_0, O<az<L,t>0, (32)
(V) u(0,t) =u(L,t)=0, t>0, (33)
u(z,0) = f(x), 0<zx<L, (34)

hvor randbetingelsen (33) svarer til, at stangens endepunkter holdes pa kon-
stant temperatur 0. Vi sgger en lgsning u € C([0, L] x [0, +00]), som er C?
og opfylder (32) pa den abne halvstrimmel ]0, L[x]0, 400, og som desuden
tilfredsstiller (33) og (34) pa dens rand. Funktionen f er da ngdvendigvis
kontinuert pa [0, L] og f(0) = f(L) = 0.

Vi anvender separation af variable og sgger lgsninger til det homogene
problem (V?) af formen u(z,t) = X (z)T'(t). Ved indsaettelsei (32) fas XT" =
c¢X"T, som efter division med u(z,t) giver

X"(x) 1T
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Ved samme argumenter som i afsnit 3.1 fas, at begge sider af denne ligning
er lig med en og samme konstant. Kaldes konstanten —\ fas derfor, at X og
T opfylder differentialligningerne

X"=-)X i]0,L[,
T' = —eAT i 0,400 . (35)

Herudover fas af randbetingelsen (33), at

Vi ser saledes, at X tilfredsstiller de samme ligninger som i forrige afsnit. De
mulige veerdier af \, for hvilke der findes ikke-trivielle lgsninger X, er derfor

Ap = ”2—752, n € N, og de tilsvarende Igsninger er proportionale med

Xn(:z;):sinn%x, 0<z<L.

Med A = A, fas af (35), at T er proportional med
T.(t)y=e "2 ', t>0. (36)
Alt i alt har vi saledes fundet lgsningerne

C'I’L27\' n

] t . y

up(x,t) =€ 22 "sin—x, n €N
) [ b )

til (V’), og vi sgger en lgsning til (V) af formen

> _ cn?n2 t . nm
u(z,t) = Z bpe” 12 'sin T
n=1
Indsaettes heri t = 0 antager begyndelsesbetingelsen (34) formen
= nm
f(a:):ansinfx, 0<z<L. (37)
n=1
Vi kan derfor benytte samme argumenter som i forrige afsnit til at saette

2 L
by = f/o f(z)sin n%x dx | (38)

hvorved rackken (37) netop er sinus-raekken for f.
Pa grundlag heraf kan vi vise fglgende
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Saetning 3.4. Huis f er kontinuert (eller mere generelt, hvis f € L2([0, L])),

oo c,n2

sa er raeekken Y bpe” "2 ¢ sin 2%z, hvor by, er givet ved (38), uniformt kon-
n=1

vergent pa enhver halvstrimmel [0, L] X [, +00[ ,e > 0, og sumfunktionen

Z B an; tsin n%x (39)

er en lgsning til (V).
Hvis f er kontinuert og stykkevis glat pa [0, L] og f(0) = f(L) = 0, eller,
mere generelt, hvis Y |by| < +o00, sa konvergerer rakken (39) uniformt i
n=1

[0, L] x [0, +00[, og u(x,t) er da en logsning til (V).

Beuis. Ifplge Parsevals ligning er

(%) 9 L
Sl =7 [ 1@ < o0
n=1

saledes at folgen (b, )nen specielt er begraenset, dvs. |b,| < K, n € N, for et
K > 0. Det fglger heraf for t > ¢, at

oo

27\'
- s1n—x’<ZK6 = ,

da ¢ > 0. For ¢ > 0 er den sidste raekke konvergent (overvej!) og altsa en
konvergent majorantraekke for rackken (39) i [0, L] X [e, +oo[. Ifplge major-
antkriteriet (se Appendiks B) er raekken (39) derfor uniformt konvergent i
[0, L] x [g,+oo[ for € > 0.

Videre ses, at rackken opnaet ved ledvis differentiation af reekken (39) r
gange m.h.t. ¢ og s gange m.h.t. z har raekken

2

2r+s _ en2n
E Kc( ) n¥rtse "z ©

som majorantraekke i [0, L] x [, +00[. Da denne rakke er konvergent for
e > 0 (overvej!), er den ledvis differentierede raekke uniformt konvergent pa
[0, L] % [e, +00] for € > 0. Men heraf fplger ved brug af ssetningen i Appendiks
C om ledvis differentiation af rackker, at u(x, t) er vilkarligt ofte differentiabel
i[0,L]x]0,400], og at dens partielle afledede fas ved ledvis differentiation af
raekken (39).
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Specielt fas, at
ou Py = ou, 9*u,,
2N, (S )
ot ‘o2 nz_:l ( ot o2 )
samt at u tilfredsstiller (33). Altsa er u en lgsning til (V?).
Da > |by| er en majorantraekke for raekken (39) i [0, L] x [0, 4+o00[, giver

n=1

o0
majorantkriteriet, at hvis ) |b,| < 400, sa er raekken (39) uniformt konver-
n=1

gent og u(z,t) derfor veldefineret og kontinuert i [0, L] x [0, +00[. Da den kon-
tinuerte funktion u(z,0) = ) b, sin 2 har samme sinus-koefficienter som
n=1
f, nemlig b,,, n € N, (jvf. opg. 2.6) folger det, at u(x,0) = f(x), 0 <z < L,
saledes at u er en lgsning til (V).
Hvis endelig f er kontinuert og stykkevis glat pa [0, L] og f(0) = f(L) = 0,
sa er den ulige periodiske udvidelse f med periode 2L stykkevis glat, og det

folger som i beviset for Seetning 2.8, at > |b,| < +o0. O

n=1

Vi har hermed vist, at problemet (V) har en lgsning under de givne for-
udsaetninger om f. Det kan vises, at denne er entydig (jvf. opg. 3.6).

Ved en lignende fremgangsmade kan lgsninger svarende til andre randbe-
tingelser ogsa bestemmes (se opg. 3.9). Ved udnyttelse af multiple Fourier
rackker kan metoden ogsa udvides til lgsning af varmeledningsligningen for
k > 1 for legemer, der har form som en kasse, dvs. i mangder af formen
[0, Lq] x -+ x [0, L] x [0, 4+00].

Eksempel 3.5. Betragt problemet (V), hvor L =1, ¢ =2 og

T, for ngS%
flz) = .
11—z, for $<z<1.

Ved udregning af sinus-koefficienterne for f finder man
; :{(—1)’““m, for n=2—1,keN
" 0 for n lige.

Da f er stykkevis glat (eller alternativt, da Y |b,| < 400) giver Saetning
n=1
3.4, at lgsningen til (V) er

u(z,t) = 4 EOO ﬂe—QWQ(Qk—l)Qt sin(2k — 1)z
T w2 L (2k —1)2 '
k_
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3.3 Dirichlet problemet.

Lad os betragte varmeledningsligningen

o (Pu )
ot~ “\os2 oy )

i 2x]0, +oo[, hvor Q C R? er dben. Med en passende (tidsuafhaengig) rand-
betingelse u(x,y,t) = f(x,y) for (z,y) € 0N og t > 0 forventes temperaturen
u(z,y,t) at neerme sig en ligeveegtsfordeling u(x,y) for t — 400, som da vil
opfylde Laplaces ligning

P*u  Pu

- 0 40
0x? * Oy? (40)

i Q og desuden opfylder randbetingelsen
w(a,y) = f(z,y) for (z,y) € oN. (41)

Problemet givet ved (40) og (41) kaldes for et Dirichlet problem pa Q. Det
kan naturligvis tilsvarende formuleres i en vilkarlig dimension k£ > 2 for et
omrade ) C R* (det trivielle tilfselde &k = 1 er ikke af interesse her). Dirichlet
problemer optraeder i en rackke forskellige sammenhaenge. Betragtes f.eks.
en elastisk membran over et omrade Q C R?, og lader vi u(z,y) betegne
membranens hgjde over punktet (x,y), sa er dens ligeveegtstilstand i fraveer
af ydre kreefter, nar dens rand holdes fast, givet ved lgsningen til Dirichlet
problemet pa €2, hvor f angiver membranens hgjde over 0€2. Dette skyldes, at
membranen i lighed med den svingende streng tilfredsstiller bglgeligningen,
og ligeveegtstilstanden er givet ved en tidsuatheengig lgsning, altsa en lgsning
til Laplaces ligning. Endvidere kan nsevnes, at det elektrostatiske potential
udenfor en given ladningsfordeling opfylder Laplaces ligning, og er givet som
en lgsning til et Dirichlet problem i et omrade {2, nar potentialet fastleegges
pa randen af €2, hvilket tit forekommer i praksis.

At lgse Dirichlet problemet (40-41) bestar i at bestemme en funktion u €
C(Omega), som er C? og tilfredsstiller (40) i 2, og som opfylder (41) i 0.
Funktionen f antages da ngdvendigvis at veere kontinuert pa 0. Hvis €2
er begraenset kan det vises, at der hgjst findes én lgsning til Dirichlet pro-
blemet for givet f (jvf. opg. 3.11). Vi er her interesseret i at vise eksistens
af lgsninger for specielle valg af €2 og med passende krav til f. Neermere
betegnet skal vi betragte tilfaeldene, hvor {2 enten er et rektangel eller en
cirkelskive.

Lad os starte med rektanglet

Qop ={(z,y) |0<zx<a,0<y<b}.

54



3.15

Funktionen f er da givet ved fire funktioner svarende til de fire sider i rekt-
anglet, og randbetingelsen (41) kan skrives

u(z,0) = f1(x), u(x,b) = fa(z), 0<z<a,
u(0,9) =g1(y),  ula,y)=g2(y), 0<y<b,

hvor de fire funktioner fi, f2, g1, g2 ma stemme overens i rektanglets hjgrner,

dvs. f1(0) = g1(0) = «, fi(a) = g2(0) = B, f2(0) = g1(b) = 7, fa(a) =

g2(b) = §. Vi bemaerker nu, at enhver funktion af formen
uo(z,y) = A+ Bz + Cy+ Dy ,

hvor A, B, C, D er konstanter, er lgsning til (40) i R?. Da de fire konstanter
kan afpasses, saledes at uy antager veerdierne «, 3, 7y, 0 i rektanglets hjgrner
(hvilket overlades til laeseren at eftervise), folger det, da venstresiden af (40)
er lineser i u, at u — up er lgsning til et Dirichlet problem pa 2,3, hvor
funktionen f er 0 i rektanglets hjgrner. Vi kan derfor begraense os til at
betragte dette tilfzelde.

Da er altsa funktionerne fi, fa2, g1, g2 kontinuerte pa definitionsinterval-
lerne og lig med 0 i endepunkterne. Problemet kan herefter spaltes i fire
delproblemer svarende til, at tre af de fire funktioner fi, f2, g1, g2 seettes
til 0. Betegner uy, uo, us, us lgsninger til de fire delproblemer, da ses at
u1 + ug + us + uy er lgsning til det oprindelige problem. Da nu de fire del-
problemer i det vaesentlige kan lgses ved samme fremgangsmade, begraenser
vi os til problemet

w—i— —O, 0<z<a,0<y<b (
u(z,b) =0, 0<z<a, (
u(0,y) = (a y) = O<y<b (44
u(z,0) = (

f(z), ()<.r<a

D)) (D’1)

(

hvor f € C([0,a]) og f(0) = f(a) =
Dette problem kan Igses ved separatlon af variable. Ved indsattelse af
u(z,y) = X(2)Y (y) i (42) fas XY + XY = 0, hvilket efter division med

u(z,y) giver

X// Y//

X Y
Ved samme argumenter som tidligere sluttes, at begge sider af denne ligning
er lig med en og samme konstant. Kaldes denne —\, fas X" = —A\X og

Y"” = A\Y. Tages herefter randbetingelserne (43) og (44) i betragtning fas,
at X tilfredsstiller

X"=-XX 1 [0,a], ogX(0)=X(a)=0,
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og Y opfylder

Y"=XY i [0,0], (46)
Y()=0. (47)
Vi finder derfor, at A som tidligere kun kan antage veerdierne \,, = ”Z§2,

n € N, og de tilsvarende Igsninger X er proportionale med
Xn(:z;):sin%x, 0<z<a.

Indsaettes A = A\, 1 (46) fas, at lgsningerne Y har formen
Y(y) = Aew 07V 4 Be= & (0—v)

Indsaettes heri y = b og benyttes (47) fas A = —B og derfor, at Y er propor-
tional med nr
Y, (y) = sinh —(b —vy) .
a
Vi har saledes fundet lgsningerne

un(z,y) = sin(n—ﬂx) sinhn—ﬁ(b— y), neN,
a a

til det homogene problem (D]), og vi sgger en lgsning til (D;) af formen

n=1
= Z dp, sin(n—ﬁx) sinh n—ﬁ(b —y).
— a a

Randbetingelsen (45) antager da formen

> nmw nmw
— N d, sinh(Xp)sin s 0<z<a.
f(z) Z sinh( - ) sin - x 0<z<a

n=1

Dette leder os til at vaelge dpn, n € N, sdledes at d, sinh “%b er den n’te
sinus-koefficient for f, dvs. d,, = b,/ sinh “*b, hvor

by, = %/ f(z)sin na—ﬁx dzx . (48)
0

Pa grundlag heraf kan vi vise fglgende
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S&tning 3.6. Huis f € C([0,a]) (eller blot f € L2(]0,a)), sa er rakken

Z by, sm(mx)W, hvor by, er givet ved (48), uniformt konvergent

sinh ZXp
pa rektanglet
Omegag, = [0,a] x [¢,0] ,
for hvert e > 0, og

mr smh AT (b —y)
4 4
Z by, sin( sinh 225 (49)

er en lgsning til (D}).
Huis [ er kontinuert og stykkevis glat pa [0,a] og f(0) = f(a) = 0, eller,
mere generelt, hvis Y |by| < 400, sa er raekken (49) uniformt konvergent i

n=1

Omega,, ;,, og u(z,y) er en losning til (Dy).

Bewvis. Som i beviset for Szetning 3.4 bemszerkes, at der findes K > 0 sa
|bn| < K for n € N. Af

sinh”a—”(b—y):e%( Y) _ o= (b—y)
sinh 2% h eab e Gl
_onm (p_
:e_%ﬂyl_e T (b—y)
1_6—2%%
_nx 1
<e aemy neN,y>e, (50)
—e a

folger derfor, at den geometriske raekke
1 —e 230 ©
n=1

er en konvergent majorantrakke for raekken (49) i Omegaiyb for e > 0. Dette

medfgrer, at raekken (49) er uniformt konvergent i Omega; p for e > 0, saledes
at u(x,y) er veldefineret og kontinuert i [0, a]x]0, b].

Ved ledvis differentiation r range m.h.t. x 0g s gange m.h.t. y af rackken
(49) multipliceres det n’te led med (m)r ( ”a”) og sin 2z og sinh %X (b—y)
erstattes eventuelt af henholdsvis + cos “*x og + cosh % nit T(b—y) afhaenglg af

om 7, henholdsvis s, er ulige eller lige. Benyttes derfor (50) sammen med

cosh 25 (b — y) _ oy 1+ e 2% (b—y)
sinh “7%b 1—e 250
na 2
<e @t

R

neN,e<y<b,
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oo
sluttes, at raekken > 1_:5,%,) (g)“’s n"t%e~"@¢ er en majorantrackke for
n=1
den ledvis differentierede rackke (49) i Omegai}b. Da majorantraekken er
konvergent for £ > 0 (overvej!), sluttes lige som i beviset for Szetning 3.4, at
u(z,y) er en C*°-funktion i [0, a]x]0,b] og at de partielle afledede af vilkarlig
orden fas ved ledvis differentiation af rackken (49). Heraf folger specielt, at
u opfylder (42). Da den ogsa tilfredsstiller (43) og (44) pr. konstruktion, er
u en lgsning til (D).

oo oo
Antages dernaest, at > |b,| < 400, ses af (50), at > bl er en

n=1 n=1 1—e

konvergent majorantrackke for rackken (49) i Omega,;, = [0,a] x [0,0]. Vi

konkluderer, at u er kontinuert i Omega, ;, og at u er en lgsning til (D)
ved samme argumenter som for den tilsvarende pastand i beviset for Saetning
3.4. O

Ved brug af multiple Fourier rackker kan Saetning 3.6 generaliseres til &£ > 2
variable i det tilfeelde, hvor €2 er en kasse |0, a1[X - - - x]0, ax].

Lad os dernaest betragte Dirichlet problemet for en cirkelskive med radius
a

Qo ={(z,y) | 2* +y* < a’}.
Vi skal altsa lgse problemet

3—+8—:O7 .'172+y2<0/2 (51)
(D2)y 7 2, .2 2
hvor f er en given kontinuert funktion pa cirklen 0f2,.

I dette tilfeelde kan separation af variable ikke anvendes direkte pa grund
af Q,’s form. Benyttes i stedet poleere koordinater (r,8) givet ved

(z,y) = (rcosf,rsinf) ,

antager Q,\{(0,0)} form af et rektangel |0, a[x[—m, 7|, og man finder (jvf.
opg. 3.16), at Laplaces ligning (51) i polaere koordinater lyder

Pu 1 du 1 9%u

ot Tirae =0 (53)

hvor vi, som det er saedvane, har brugt betegnelsen u ogsa for funktionen
(r,0) — u(rcos@,rsinf), dvs. vi skriver u(r,0) i stedet for u(r cos@,rsinf).
Lgsningen u, som vi sgger, kan derfor opfattes som en periodisk C?-funktion
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af @ med periode 27 for fast r, 0 < r < a, for hvilken randbetingelsen (52)
antager formen

u(a,0) = f(0) , (54)

hvor f er en kontinuert periodisk funktion pa R med periode 2.

Da w er kontinuert i (z,y) = (0,0) ma graensevaerdien }12% u(r, 6) eksistere
og vaere uafhaengig af 6. Specielt ma der geelde, at u(r, ) er begraenset for
r— 0.

Vi anvender nu separation af variable og sgger fgrst lgsninger til (53)
af formen u(r,0) = R(r)©(0), som opfylder sidstnaevnte betingelse samt er
periodiske med periode 27 i . Indsaettes i (53) fas

1 1
R'®© +-R'O©+ 5RO" =0,

r r

som efter division med u(r,6) og multiplikation med r? giver
TQR” + ,r,R/ B @H
R e

Ved samme argumenter som tidligere sluttes, at begge sider af denne ligning
er lig med en og samme reelle konstant A, dvs.

r?R"4+rR — AR =0 1i]0,q] (55)
0g
0" =-X0 iR. (56)

I henhold til ovenstaende kraeves desuden, at © er periodisk med periode 27,
og at R(r) er begraenset for r — 0.

For A < 0 overlades det til leeseren at eftervise, at kun den trivielle lgsning
til (56) er periodisk, og at kun de konstante lgsninger er periodiske for A = 0.
For A > 0 er det praktisk at skrive den generelle lgsning til (56) pa formen

O(0) = Ae'V + Be=iVA? (57)

i stedet for ved brug af sin og cos. Da © er periodisk, geelder det samme om
O/ (0) = ivVA(Ae'VA — Be= VA og dermed om

iVAO(0) + O/ (0) = 2iAV eV |

Heraf fas VA € Z, hvis A # 0, hvoraf A = n2, n € N. Den samme konklusion
fas, hvis B # 0. For A = n? haves ifglge (57) de to linesert uafheengige
lgsninger

etn(0) = e neN,
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til (56) og for A = 0 den ene lgsning
eo(d) =1.
Indszettes dernaest A = n? i (55) fas
rP?R"+rR —n*R=01i ]0,a].

For n > 0 ses denne ligning at have de to linesert uathaengige lgsninger
rE7 r €]0,a[. Da =" er ubegraenset for »r — 0 kommer kun lgsningen r"
i betragtning. For m = 0 haves de to linesert uafheengige lgsninger 1 og
logr, af hvilke kun 1 kommer i betragtning. Alt i alt har vi hermed fundet
lgsningerne

Un(r,0) = rlrle®  ne7,

til (53), som er periodiske i # med periode 27, og som tilfredsstiller regulari-
tetskravet for » — 0.
Vi sgger nu en lgsning til (D3) af formen

u(r,0) = Zdnr|”|em9 .

nez

For r = a fas, at randbetingelsen (54) antager formen

£0) = dna™em? R,

nez

Denne rackke genkendes som Fourier rackken for f forudsat, at vi saetter
dna!™ = c,(f), dvs. d, = a 1"e, (f).

Pa grundlag heraf kan vi nu vise
Seetning 3.7. Lad f € C([—m,w|) (eller mere generelt f € Lo([—7,7])). Da

er reekken Y cn(f) (L) Il gine uniformt konvergent i cirkelskiven Omega
nez
for ethvert € > 0, og sumfunktionen

u(r,0) = Z en(f) (z)lnl et (58)

a—¢g

er en lgsning til Laplaces ligning i 2.
Huis [ er kontinuert og stykkevis glat pa [—m, 7| og f(—m) = f(n), eller,

mere generelt, hvis > |c,(f)| < 400, sa konvergerer rakken (58) uniformt
nez

i Omega,, og u(r,0) er en losning til (Ds).

Bevis. Som i beviset for Seetning 3.4 konkluderes af Parsevals ligning, at der

findes K > 0, saledes at |c,(f)| < K, n € Z. Heraf fas, at ) K (%)'n| er
nez
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en konvergent majorantrackke for reekken (58) i Omega,_ . for ¢ > 0. Altsa

er raekken (58) uniformt konvergent i Omega,_ . for ¢ > 0, og u(r,0) er
veldefineret og kontinuert i €2,.

Eftersom
in in6 { (x +iy)" for n>0
ritle™” =
(x — iy)!™! for n<0
0og
+ diy)™ I(x £+ iy)"
(9(1‘87;34) = n(z +iy)" ", @T;y) = +in(z £ iy)" (59)

for n € N ses, at raekken dannet fra (58) ved ledvis differentiation r gange
a— 5)|n| (7"+5)

a

m.h.t. z og s gange m.h.t. y har reekken  >° a?"+s |+ ( om

|n|>r+s
majorantraekke i Omega,_.. Da sidstneevnte er konvergent for € > 0 sluttes,
at u er en C'*°-funktion i 2, og

9*u  0%u cn(f) (0%u, — O%uy
w*a—yz—% i (e + ) =0

idet 88 Uun | 9 a7 = 0 som folge af (59) (1 D\{(0,0)} geelder dette naturligvis
pr. konstrukt10n af wuy,).

Vi har hermed vist fgrste del af ssetningen. Sidste del vises ved brug af
samme argumenter som for de tilsvarende pastande i Saetningerne 3.4 og 3.6
og overlades til laeseren. O

Pa grund af den absolutte konvergens af raekken (58) haves for r < a
(T 9 _CO + ch (_) in@ + Zc_ ( ) e—in@ ,
som ved indsattelse af ¢, (f) = 5 ffﬂ f(o)e ™7 do giver
) =)+ 5> [ 01 ()" e
’ 0 27 a
I & [T N .
T - —in(c—0)
+27TZ/ f(a)<a> e do .

Da rackken Z f(o) (£)" et™(@=9 er uniformt konvergent for o € [—m, 7],

hvis r < a, fas heraf ifglge seetningen i Appendiks C om ledvis integration af
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raekker
u(r,0) = —co(f —l——/ f(o Z( pilo— 9)) do
n=0
i i z —i(o’—@))n
+ 2 . f( )HZ_O (ae da
1 a 1 1
Com ), /@) (1 — pelle=0) L Le—ilo—0) 1) do
hvoraf

p 1 ™ CL2 o 7”2 y
u(r,6) = o / a? + 12 —2racos(oc — 0) flo)do . (60)
Denne formel for lgsningen til Dirichlet problemet (D) kaldes for Poissons
integralformel. Den er analog til formlen (31) for lgsningen til varmeled-
ningsligningen i Rx]0, 400/, idet begge udtrykker lgsningen u som et integral
over randen af det pagseldende omrade af funktionen f multipliceret med en
sakaldt integralkerne. I (60) har denne formen

1 a? —r? L EL )P = (=)
21 a? + 12 —2racos(oc —0) 2w |(z/,y) — (z,y)|2 ’

hvor (2,y") = (acoso,asino), (x,y) = (rcosf,rsinf) og | - | betegner den
euklidiske norm pa R2. Af beviset for Szetning 3.7 (eller ved udregning) fglger,
at denne integralkerne som funktion af (z,y) er lgsning til Laplaces ligning i
Q,, og vi ser, at pa randen 01, svarende til r — a antager den veerdien 0 for
(«',y") # (z,y), dvs. for o # 0, mens den er divergent for r — a, hvis o = 0
(jvf. den tilsvarende egenskab ved integralkernen uo(z — y,t) i (31)).

Integralformler analoge til (60) er ogsa geeldende for lgsninger til Dirichlet
problemer pa hgjere dimensionale kugler og spiller en vigtig rolle i analysen af
sakaldte harmoniske funktioner, dvs. funktioner, der tilfredsstiller Laplaces
ligning. Disse indgar pa vaesentlig vis i den matematiske disciplin, der gar
under navnet potential teori.
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Opgaver til §3
3.1. 1) Vis, at den homogene bglgeligning i R? kan skrives pa formen

2
0“v o,
o&on

hvor de variable £ og n er givet ved £ = x + ct, n = = — ct, og hvor v(§,n) =
u(z,t).

2) Vis ved brug af 1), at samtlige lgsninger til den homogene bglgeligning
i R? er af formen (3).

3.2. Lad g € C™(R) vaere periodisk med periode 2L.

1) Vis, at hvis g er ulige, da er dens k’te afledede g® k=1,...n,
periodisk og ulige, hvis k er lige, og at ¢(®) er periodisk og lige, hvis k er
ulige.

2) Vis tilsvarende, at hvis g er lige, da er ¢®) periodisk og lige, hvis k er
lige, og at den er periodisk og ulige, hvis k er ulige.

Lad nu f vere en funktion defineret pa [0, L] og lad fbetegne dens ulige
periodiske udvidelse, dvs. f stemmer overens med f pa |0, L[, er lig med 0 i
punkterne pL, p € Z, og er ulige og periodisk med periode 2L. Lad endvidere
f betegne den lige periodiske udvidelse af f med periode 2L.

3) Vis, at f € C(R), hvis f € C(]0, L]) og f(0) = f(L) =0, og at f € C(R)
netop hvis f € C([0, L]).

4) Vis, at f € C™(R) hvis f € C™([0,L]) og f®(0) = f®(L) = 0 for k
lige, 0 < k < n, (hvor f(O = f).

5) Vis, at f € C™(R), hvis f € C™([0,L]) og f*)(0) = f*)(L) = 0 for k
ulige, 1 < k <n.

3.3. Betragt problemet

Tu 20—, O<z<L,t>0,
(*) § u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,
u(z,0) = 24 (2,0) =0, 0<z<L.

1) Vis, at for u € C%(]0, L[x]0, 4+o0[) er

ou (0%u  ,0%u\ 0 [[ou\® ,[ou\’ , 0 (Oudu
— |5 =) =5 | tc | +— -\ == -
ot \ ot2 Oz 20t ot oz ozr \ Ot Ox
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2) Vis, ved at integrere begge sider af ligningen i 1) over rektanglet [0, L] x
[0, 7], hvor T > 0, at hvis u er lgsning till () (og bade 2 I 0g 8t er kontinuerte
i[0,L] x [0,+00[), da er

%/0 ((‘31‘@ T))2+c (g;‘@ T))2> dz =0,

og slut derefter at u = 0. (Det kan antages, at u er reel.)
3) Vis entydighed af lgsningen til bglgeligningen i [0, L] x [0, +oc[ med
rand- og begyndelsebetingelser givet ved (2) og (5).

3.4. Eftervis, at u(z,t) givet som i Seetning 3.2 er lgsning til problemet (B).

3.5. Lgs bglgeligningen

9%u 0%u
o~ 2550 =0, 0<z<3,t>0,

med randbetingelsen u(0,t) = u(3,t) = 0, t > 0, og begyndelsesbetingelsen

u(z,0) = Lsinrz, a—u(:z;,O)zlosin%m, 0<xz<3.

ot
3.6. Betragt problemet
fu 2w, O<z<L,t>0,
(%x) § u(0,t) =u(L,t) =0, t>0
u(z,0) =0, 0<z<L.

1) Vis, at for u € C%(]0, L[]0, 4+o0[) er

u a_u_caQ_u —18_,11124_6 a_u 2_02 ua_u
ot ox2) 2 0Ot Ox or \ 0z )
2) Ved at integrere begge sider af ligningen i 1) over rektanglet [0, L] X

0,71, hvor T' > 0, skal man vise, at hvis u er en lgsning til (x*) og 2% antages
ox
at veere kontinuert i [0, L] x [0, 400, sa er

L L T /o0 2
%/ w?(z, T)dx + c/ / (—) dxdt =0 .
0 o Jo \0z

Slut heraf at u = 0. (Det kan antages at u er reel.)
3) Vis entydighed af lgsningen til problemet (V).
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3.7. Bestem lgsningen til problemet

du _ 307w ), O<az<m, t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0
u(z,0) = 4sin 2z, 0<z<m

3.8. Bestem lgsningen til problemet

Ju _ 9974 —, 0<z<1,t>0,
u(0,t) =u(l,t)=0, >0
u(z,0) =z(1 —xz), 0<z<1.

3.9. Lgs ved brug af separation af variable problemet

e} O<z<L,t>0,
gu(0,t) = 94(L,t)=0, t>0
u(z,0) = f(z), O<z<L

og diskuter konvergensegenskaberne ved den derved fremkomne raekke.

3.10. Bestem lgsningen til problemet

pdu _ 2w _ O<az<1,t>0,
BWOQ u1,t)=0, t>0,
(:1;,0)—2x, 0<z<1.

3.11. 1) (Maksimumsprincippet). Antag, at  C R? er dben og begraenset,
samt at u € C(Omega) er C? i Q. Da Omega er kompakt antager u en
maksimumsvaerdi i Omega. Det skal vises, at denne antages pa randen 02,
safremt e 24
U .
Au = 92 + W >01 Q.

Vink. Antag forst, at Au > ¢ > 01 2, hvor ¢ er en konstant. Vis da,
at u ikke antager maksimumsveerdien i noget punkt af 2. Dermed antages
i dette tilfelde altsa maksimumsveerdien i Omega\Q2 = 0Q. — Antag sa,
at Au > 01 Q og betragt funktionen u.(z,y) = u(z,y) + (:Jc + 9?%) og
vis, at Au. = Au+¢e¢ > i Q. Bemerk, at hvis u < ¢ pa 092, hvor ¢
er en konstant, sa er u. < ¢+ %5R2 pa 0€), hvor R > 0 er valgt, saledes at
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Q C {(z,y) | 2*+y* < R?}. Vis sa ved brug af det lige viste, at u- < c+2eR?
i Omega for alle € > 0 og slut heraf, at u < ¢ i Omega, samt at dette viser
det gnskede.
2) Vis ved brug af 1), at hvis Au=01Q og u =0 pa 0%, sa er u = 0.
3) Vis entydighed af lgsningen til det generelle Dirichlet problem, nar
er begranset.
4) Udvid ovenstaende argumenter til vilkarlig dimension.

3.12. Lgs ved brug af separation af variable problemet

3.13.

3.14.

3.15.

3.16.

Bestem lgsningen til problemet

ox2 + _O’

(y) u(z,m) = u(0,y) =0,
u(z,0) = sin? z,

Bestem lgsningen til problemet

9 Pu
—g+a—;;—07

{ u(cos 0,sin 0) = cos? 0,

Bestem lgsningen til problemet

{EF+5_ 0,
(z,y) = 2°,

0<zr<a,0<y<b,
0<z<a,0<y<d
0<y<b.

O<z<m,0<y<m,
OSmSW,OSyﬁﬂa
0<z<7.

?4+y? <1
feR.

r?+y? <4
2yt =4.

Vis, at Laplaces ligning i polaere koordinater antager formen (53).
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§4. Operatorer pa Hilbert rum

I denne paragraf og de to efterfolgende udvikles elementer af teorien for
linezere afbildninger mellem Hilbert rum. Foruden i sig selv at repraesentere
et vigtigt forskningsomrade i matematik har denne teori vigtige anvendelser
i andre matematiske discipliner savel som i andre fagomrader, eksempelvis i
differentialligningsteori (se §7) og i kvantemekanik.

Vi skal mest beskaeftige os med begraensede (dvs. kontinuerte) linesere af-
bildninger. I stedet for lineser afbildning benyttes tit betegnelsen operator, og
vi betegner med B(Hy, Ha) vektorrummet bestaende af begraensede operato-
rer fra Hy ind i Hy, hvor H; og Hs er Hilbert rum over . = R eller C. Hvis
Hy, = Hy = H skrives B(H) i stedet for B(H, H) og en operator A € B(H)
kaldes en operator pa H. Identitetsoperatoren x — x pa H tilhgrer klart
B(H) og betegnes med Iy eller blot I. Vi erindrer om, at B(Hy, Hs) er et
normeret vektorrum, idet normen af en operator A € B(H1, Hs) er givet ved

[Al} = sup{[|Az|| [ = € H, |z} <1},

hvor vi har brugt samme betegnelse || - || for normerne i Hy og Hs. Ifplge
Seetning 1.4.6 kan ||A| ogsa karakteriseres som det mindste tal ¢ > 0, for
hvilket

|Az|| < c|lz||, =z € H;.

B(Hy, Hs) er ovenikgbet et fuldstendigt normeret vektorrum, jvf. Szetning
1.5.12. Vi noterer ogsa, at der for A € B(H1, Hz) og B € B(Hz, H3) geelder,
at BA € B(Hl,Hg) og

IBAJ < [IBI| |A]l',

idet || BAz| = ||B(Az)|| < [ B]| [[Az| < || B] [ All [l«]| for z € H,.

Vi begynder i naeste afsnit med linesere afbildninger pa reelle Hilbert rum
af endelig dimension og deres matrixrepraesentationer som en genopfriskning
af kendt stof fra Matematik 1. De tilsvarende resultater vedrgrende line-
ere afbildninger pa endeligdimensionale komplekse Hilbert rum fas umid-
delbart og omtales i afsnit 4.2. Afsnit 4.3 omhandler operatorer mellem
vilkarlige uendeligdimensionale (separable) Hilbert rum, hvor matrixreprae-
sentation normalt ikke er af stor nytte. Vi indfgrer det vigtige begreb ad-
jungeret operator, der svarer til transponeret matrix (suppleret med kom-
pleks konjugering i det komplekse tilfeelde). Dette ggr det muligt at definere
begrebet selvadjungeret operator (svarende til symmetrisk matrix). Endelig
udger selvadjungerede operatorer samt diagonaliserbare operatorer (svarende
til diagonaliserbare matricer) emnet i afsnit 4.4. T afsnit 6.1 omtales yderli-
gere en vigtig klasse af operatorer, de sakaldte unitere operatorer (svarende
til ortogonale matricer).
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4.1 Operatorer pa endeligdimensionale reelle Hilbert rum.

Lad i dette afsnit H betegne et reelt Hilbert rum med dim H = N < oo, og

lad @ = (e1,...,en) betegne en ortonormalbasis for H. For en given vektor

x € H vil vi med (x1,...,2x) betegne dens koordinatsset m.h.t. «, dvs.
Ty

r==x1e1+...+zNyen, og med z = : den tilsvarende koordinatsgjle.
TN

Vi bemaerker, at enhver lineser afbildning A : H — H er kontinuert. For
r=ux1e1+ ... +xnyeny € H haves nemlig

Aw:xlAel—l—...—l—a;NAeN (1)
og derfor

|Az|| = ||[z1Aer + ... + znAen]|
< 1] [Aerfl + ... + |zn| | Aen]
< (el + . .. + | Aen ]y max{fzi], .., lznl}
< (lAeaf] + ... + [|Aen D]l , (2)

hvor vi har benyttet trekantsuligheden samt at ||z]|? = |z1]?> + ... + |zn]? >
(max{|z1],...,|rn|})%. Dette viser, at

A} < f[Aer]| + ... + [[Aen]] < o0,

dvs. A er begreenset og dermed kontinuert (jvf. 1.4.7).
Som bekendt fra Matematik 1 (se afsnit 6.3 1 [M]) repracsenteres en lineser
operator A: H — H af en N x N-matrix A m.h.t. basen « i den forstand,

at sammenhaengen mellem koordinats@jlerr:e for en vektor x € H og dens
billede y = Ax er givet ved

y=Az. (3)

I

Endvidere er matrixmultiplikation defineret saledes, at hvis operatorerne A,
B € B(H) reprasenteres af matricerne A og B m.h.t. a, da repraesenteres

sammensatningen AB af produktet A B m.h.t. o (Theorem 6.13 i [M]).

Eftersom basen a er ortonormal, er matrixelementerne a;;, 1 <4,5 < N,
i A givet ved

aij = (Aej, e;) (4)
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idet jo (1) medfgrer

y; = (Ax, e;)
= (z1de; + ...+ xyAen, ;)

Z (Aej, ez . (5)

Lad nu A* betegne operatoren pa H, der m.h.t. a repraesenteres af den
transponerede matrix A* til A. Da er ifslge (4)

(Aei,ej) =aj; = (A*ej,ei) = (ei,A*ej) ,

hvor vi i sidste skridt har benyttet symmetrien af det indre produkt. Da
N

det indre produkt er linezert i begge variable, folger heraf for x = > x;e; og
i=1
N 7
z= ) zje; 1 H, at
j=1

N
(Az, 2) Z xizj(Ae;, e;) = Z xizj(e, A%ej) = (z, A" 2) . (6)

i,j=1 i,j=1

Vi pastar, at gyldigheden af denne ligning for alle x, z € H medfgrer, at A*
er entydigt bestemt ved A og altsa ikke athaenger af den valgte basis a. Hvis
nemlig operatoren B pa H tilfredsstiller (Ax, z) = (x, Bz) for alle z,z € H,
daer (v, A*2—Bz) =0forallex,z € H, d.v.s. A*2— Bz € H+ = {0} for alle
z € H. Dette viser, at A*z = Bz for alle z € H, altsa at A* = B. Vi kalder
operatoren A* for den adjungerede operator til A. Hvis A = A*, siges A at
veere selvadjungeret. Ifplge definitionen af A* er de selvadjungerede operatorer
pa et reelt endeligdimensionalt Hilbert rum netop de operatorer, der m.h.t.
en vilkarlig ortonormalbasis repraesenteres af symmetriske matricer.

Det vides fra Matematik 1 (se afsnit 8.4 i [M]), at enhver symmetrisk
N x N-matrix A kan diagonaliseres m.h.t. en ortonormalbasis for RY, dvs.

der findes en orgogonal N X N-matrix O, saledes at

-1

Qo
[
Qo
Il
g

(7)

hvor D = A(Ay,...,An) er en N x N-diagonalmatrix med egenveerdierne

A1, ..., An for Ai diagonalen. At O er ortogonal betyder, at sgjlerne (og
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dermed ogsa raekkerne) i O udggr en ortonormalbasis for RY, hvilket er

akvivalent med, at

(8)

e}
[le)
I
Il =y

dvs. at

e}
I
qu

(9)

Ligningen (7) udtrykker, at O’s sgjler er egensgjler for A. Vi har altsa, at der
for enhver symmetrisk matrix A findes en ortonormalbasis for RY bestiende
af egensgjler for A. -

Lad nu A repr:aesentere en selvadjungeret operator A m.h.t. basen o som
ovenfor, ogilad den ortogonale matrix O = (0;;) veere valgt i henhold til

(7). Vi betegner med O : H — H opgratoren, der repraesenteres af ma-
tricen O m.h.t. . Tilsvarende betegnes med D : H — H operatoren, der

repraesgnteres af D m.h.t. o, dvs.

Deiz)\iei, iZl,...,N. (10)
Vi har da, at (7) er eekvivalent med
O 'A0=D, (11)

idet jo matricen, der repraesenterer O~'AO m.h.t. & netop er (_)_1111

o

Tilsvarende er (8) og (9) sekvivalente med
0*0=1 (12)

0g
O*=0"". (13)

En operator O, der opfylder (13) siges at veere ortogonal. Ortogonale opera-
torer er altsa sadanne, der reprasenteres af ortogonale matricer m.h.t. en
vilkarlig ortonormalbasis.

Seettes
f¢:O€¢, iZl,...,N,
fas at
(fi, f5) = (Oes, Oej) = (5,07 O¢;) = (€4, €5) = by (14)
hvilket vil sige, at (fi,...,fn) er en ortonormalbasis for H. Ortogonale

operatorer afbilder altsa ortonormalbaser i ortonormalbaser.
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Af (10) og (11) folger nu, at
Afl = AOel = ODei = O()\Zel) = )\1061 = )\le . (15)

En vektor z € H \ {0}, for hvilken billedvektoren Az er proportional med z,
dvs. for hvilken der findes et \ € R, saledes at

Az = Mz, (16)

kaldes en egenvektor for A, og \ kaldes den til x hgrende egenverdi. Vi kan
saledes konkludere af (14) og (15), at der for enhver selvadjungeret opera-
tor A pa et endelig-dimensionalt reelt Hilbert rum findes en ortonormalbasis
bestaende af egenvektorer for A. En sadan basis siges at diagonalisere A, idet
matricen, der repraesenterer A m.h.t. denne basis netop er diagonalmatricen
D, hvis diagonal bestar af egenveerdierne for A.

4.2 Operatorer pa endeligdimensionale komplekse Hilbert rum.

Lad i dette afsnit H betegne et endeligdimensionalt komplekst Hilbert
rum, og lad igen o = (e, ..., en) vaere en ortonormalbasis for H.

Ifplge samme argument som i forrige afsnit (se (2)) har vi, at enhver
operator A : H — H er begraenset. Ligeledes fglger ved samme udregning
som i (5), at en operator A € B(H) m.h.t. basen « repraesenteres af den
komplekse matrix A = (a;;), hvor

aij:(Aej,ei), 1§’L,j§N

Lad A* betegne operatoren, der m.h.t. basen « repraesenteres af matricen
A*, der opnas fra A ved dels at transponere og dels kompleks konjugere hvert

matrixelement. Vi siger, at A* er den Hermite’sk konjugerede matrix til A.

Da geelder altsa, at

(Aej,ej) = aji = (A*ej,e;) = (€5, Aej) .

N N
For x = Y x;e; og z = zje; i H fglger heraf, at
i=1 =1

1= J

N N
(Azx,z) = Z x;iZ;j(Ae;i, ej) = Z xiZj(e;, A%e;) = (x,A%2) ,

ij=1 ij=1

71



4.6

hvoraf det ved samme argument som i forrige afsnit fglger, at operatoren
A* er entydigt bestemt ved A. Den kaldes den adjungerede operator til A.
Hvis A = A*, siges A at vaere selvadjungeret. Specielt folger, at hvis A er
selvadjungeret, sa er A* = A, og vi siger da, at matricen A er Hermite’sk.

Det er ogsa saedvanlig sprogbrug at sige, at A er Hermite’sk i stedet for
selvadjungeret. Begrebet Hermite’sk for komplekse matricer er saledes en
udvidelse af begrebet symmetrisk for reelle matricer.

Det skal her bemeerkes, at regning med komplekse matricer (addition og
multiplikation) indfgres og opfylder de samme regneregler som for reelle ma-
tricer, samt at velkendte begreber som rang og determinant defineres helt
analogt, og at ssetninger og resultater savel som beviser for disse kan overfg-
res fra det reelle til det komplekse tilfeelde. Vi ngjes her med at nsevne, at
en kvadratisk matriz er requler, eller invertibel, netop hvis dens determinant
er forskellig fra nul. Endvidere bemzerkes, at der for en kvadratisk matrix A

geelder, at
det A" = det A,
hvilket folger umiddelbart af, at det A* = det A.

Analogt med begrebet ortogonalioperatorii det reelle tilfeelde siges en
operator U : H — H at veere uniter, hvis den opfylder

UUu=1, (17)

dvs.
Ur=U"". (18)
Lader vi U betegne matricen, der repraesenterer U m.h.t. o, er (17) sekvi-

valent med
*

[
N
Il

(19)

En matrix U, der opfylder (19), kaldes uniter. Sadanne matricer udger

den naturlige generalisering af klassen af reelle ortogonale matricer til det
komplekse tilfaelde. Specielt bemeerkes, at (19) er ensbetydende med, at
U’s sgjler udggr en ortonormalbasis for Hilbert rummet C¥ (betragtet som

sgjlerum).
Vi bemsaerker, at ligningen (17) viser, at

(Uz,Uy) = (x,U*Uy) = (z,y), =z,y€ H, (20)
dvs. U bevarer det indre produkt. Specielt geelder, at U er en isometri, dvs.
[Uz|| ==, =zeH. (21)

Det fplgende resultat viser bl.a., at (21) faktisk er sekvivalent med, at U er
uniteer.
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Seetning 4.1. Lad U € B(H). Folgende fire egenskaber ved U er @kviva-
lente.

a) U er uniter.

b) U bevarer det indre produkt.

c) U er en isometri.

d) U afbilder en ortonormalbasis i en ortonormalbasis for H.

Bevis. Ovenfor har vi vist a) = b) = c¢).

c) = b): Dette folger ved at benytte polariseringsidentiteten for sesqui-
linearformerne (x,y) og (Uz,Uy). Safremt U er en isometri har vi nemlig

(Uz,Uy) = 4ZZ”HU$+Zy|\2—4ZZ”HIL‘+%yH2 (z,y)
v=0

for vilkarlige z,y € H.

b) = a): Vi har, at (Uz,Uy) = (z,y) for samtlige x,y € H netop hvis der
geelder at (x,U*Uy) = (z,y) for samtlige x,y € H, hvilket gaelder netop hvis
U*Uy =y for alle y € H. Dette betyder, at U*U = 1 som gnsket.

Vi har hermed vist, at a), b) og ¢) er ensbetydende.

b) = d): Saettes f; = Ue; fas, at
(fi, i) = Ues,Ueyj) = (ei,€5) = di5, 1<i,j <N,

som viser at (fi,..., fn) er en ortonormalbasis for H.

d) = ¢): For x = x1e1 + ... + xyeny € H haves
|Uz]]? = [[x1Uer + ... +anUen|* = 21> + ... + x> = [Jz]*

hvor vi har benyttet Pythagoras ssetning to gange. 0

Vi bemeerker endvidere i tilknytning til Seetning 4.1, at for to givne orto-
normalbaser (e1,...,en) og (fi1,..., fn) for H findes netop én operator U,
der afbilder den fgrste pa den anden, dvs. for hvilken

Uel':fi, iZl,...,N,
nemlig operatoren defineret ved

U(:I:lel—l—...—l—a;NeN):xlfl—l—...—l—foN.
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Denne operator er uniteer ifglge Seetning 4.1.

Vi definerer egenvektor og egenveerdi for en operator A € B(H) som
i forrige afsnit (jvf. (16)) bortset fra, at egenveerdien nu selvfplgelig skal
tilhgre C i stedet for R. Ligeledes siges A at veaere unitert diagonaliser-
bar eller blot diagonaliserbar, safremt der findes en ortonormalbasis for H
bestaende af egenvektorer for A. Akvivalent hermed er, at der findes en
ortonormalbasis (f1,..., fx) m.h.t. hvilken A repraesenteres af en diagonal-
matrix. Hvis nemlig (f1,..., fn) er en ortonormalbasis bestaende af egen-
vektorer, sa Af; =\ f;, i =1,...,N, daer

aij = (Afj, fi) = (N S5, fi) = Ajbij 1<i,j<N,
og hvis omvendt (f1,..., fn) er en ortonormalbasis, saledes at
aij = (Afj, fi) = Ajdij 1<i4,j<N,
da er
N
Af; = (Afi ) fi ZA Sijfi =
i=1
for 1 <75 <N.

I lyset af diskussionen i forrige afsnit er det naturligt at spsrge, om enhver
selvadjungeret operator A € B(H) er diagonaliserbar. Vi skal se, at dette
er tilfzeldet som folge af et mere generelt resultat, som vises i §5. Det vil
deraf endvidere fglge, at tillige unitaere operatorer er diagonaliserbare i det
endeligdimensionale tilfselde.

Lad os imidlertid afslutte dette afsnit med et par simple eksempler.

Eksempel 4.2.

a) Lad H veere et 2-dimensionalt komplekst Hilbert rum og lad a = (e, e2)
veere en ortonormalbasis for H. Vi betragter operatoren A € B(H), der
m.h.t. o repraesenteres af matricen

a-(4 )

Da A* = A, er A selvadjungeret. Vi finder A’s egenvaerdier ved at lgse
ligningen det(A — AE) = 0, idet dette ligesom for reelle matricer betyder, at

ligningssystemet (A—AE)z = 0 har en ikke-triviel lgsning x = (il ) , hvilket
= = 2

igen er ensbetydende med, at vektoren x = x1e; + xoeo opfylder Ax = Ax.
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Ligningen lyder

1—X i
det( _ 1_)\):(1—)\)2—1:0,

—i
hvilket giver A = 0 eller A = 2. For A = 0 fas, at ligningen (4 — AE)(?!) =0

er akvivalent med x1 + ¢ xo = 0, hvis lgsningsmaengde er {t(i) |t € C}.

Z1
z2

For A = 2 fas tilsvarende lgsningsmaengden {t(_l ) |t € C}.

i
To normerede egensgjler svarende til henholdsvis A =0 og A =2 er da

ae () w50

Matricen

ses at veere uniteer, og vi slutter, at A er diagonaliserbar, idet

“av-vav=(g 9)-

[

0 2

Den uniteere operator, der m.h.t. a repraesenteres af U, afbilder basen « i

(j{rtonormalbasen (%(el + ieg), %(el — ie2)) bestaende af egenvektorer for

b) Den reelle matrix

Qo

1 1
_ ( v f)
-\ L 1
V2 V2
ses at vaere ortogonal. Den har ingen reelle egenveerdier og er derfor specielt
ikke diagonaliserbar over R.
Opfattes den derimod som en kompleks matrix, der repraesenterer en

operator O pa et 2-dimensionalt komplekst Hilbert rum H m.h.t. en orto-
normalbasis a = (e, e2), da er O uniteer, og vi finder dens egenveerdier af

1\ L
det(*/iL L\?)\>:O’
V2 V2

som giver A\ = %(1 + i) . Tilhgrende normerede egensgjler for O er ligesom

i forrige eksempel z; = %(1) 0g Ty = % (_11)
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= 1-4 ,
\/5
1

sluttes, at O er diagonaliserbar og at (%(el + iea), —2(61 — ieg)) er en
ortonormalbasis for H, der diagonaliserer O.

Idet

[ Q*
o
[~
=St

4.3 Operatorer pa Hilbert rum. Adjungeret operator.

I dette og det fglgende afsnit betegner H, Hi og Hs vilkarlige separable
Hilbert rum over L, hvor LL star for enten R eller C. Saetninger og resulta-
ter formuleres for det meste for det tilfselde, hvor de omtalte Hilbert rum
er uendeligdimensionale, men med oplagte modifikationer galder samtlige
resultater i disse afsnit ogsa for det endeligdimensionale tilfeelde.

Givet en operator A € B(H) og en ortonormalbasis (e;);cn for H defineres
som ovenfor matricen

ail - QAin

(@)= | (22)

der repraesenterer A m.h.t. (e;);en, ved

Qij = (Aej,ei) . (23)

o0
For z = )" xje; € H haves
j=1

o0
ALE = Z Yi€;
i=1
hvor

(Az,e;) Zx]Aej,eZ = ij(Aej,ei) . (24)

Vi har her i andet skridt benyttet linearitet og kontinuitet af A til at slutte,
at

N
l1m E zie;) = lim A E Ti€;
N—>OO J j N — oo ( J ‘7)

Jj=1
N—>OO

= lim Zx]Ae] ijAej, (25)
j=1

76



4.11

og i sidste skridt har vi tilsvarende benyttet linearitet og kontinuitet af af-
bildningen z — (x,e;). Af (23) og (24) fremgar, at

oo
Yi = E QijZj ,
j=1

svarende til (3), og som specielt viser, at matricen (22) fastleegger operatoren
A entydigt.

I det uendeligdimensionale tilfaelde er matrixregning ikke af stor nytte,
bl.a. fordi eksplicitte regninger kun sjeeldent kan udferes, da uendelige raekker
indgar heri. Endvidere bemsaerkes, at begrebet determinant ikke umiddelbart
kan generaliseres til det uendeligdimensionale tilfaelde, hvilket indebaerer, at
den saedvanlige metode til bestemmelse af egenvaerdier og egenvektorer ikke
kan anvendes. Det koordinat uafhsengige operatorsynspunkt vil veere langt
at foretraekke, hvilket vi da ogsa vil ggre i det fglgende. Lad os forst se pa
et par eksempler pa operatorer pa uendeligdimensionale Hilbert rum.

Eksempel 4.3. a) Lad H = (2(N). For 2 = (z,,)nen € ¢2(N) defineres

1

Azx = (Ewn)nEN . (26)
Da
(%) 1 (%)
> ﬁlwnl2 < el =2l (27)
n=1 n=1

folger det, at Az € ¢5(N). Altsa defineres der ved (26) en afbildning A fra
H ind i H. Det ses umiddelbart (overvejl), at A er linezr, og af (27) folger
sa, at ||A|| < 1. Faktisk er |A]| = 1, fordi der i (27) gaelder lighedstegn for
folgen (1,0,0,...).

Lad mere generelt a = (ay)nen veere en begrenset (kompleks) talfglge og
seet ||all, = sup{|an| | n € N}. For x = (2, )nen € ¢2(N) defineres

Max - (anxn)nEN . (28)

0o
> lanwal? < JlalZll=]l®
n=1

folger det, at M,z € (5(N). Altsa defineres der ved (28) en afbildning M,
fra H ind i H. Da denne umiddelbart ses at veere lineser, viser uligheden
ovenfor, at | M,]| < ||a||,. Der geelder faktisk, at | M,|| = ||a||., fordi M,e,, =
anén, hvor e, betegner den n’te vektor i den naturlige ortonormalbasis for
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l5(N), og dermed haves ||[M,|| > |[|Maen|| = |a,| for alle n € N, hvilket giver
1Mo > fall.

Opfattes (an)nen 08 = (T )nen 1 (28) som funktoner pa N, er operatoren
M, givet ved multiplikation med funktionen (ay,)nen, hvorfor den kaldes
multiplikationsoperatoren svarende til folgen (an)nen. Bemeerk, at med hen-
syn til den naturlige ortonormalbasis repraesenteres M, af diagonalmatricen
A(a,ag,...) (overvej dette!).

b) Lad H = Ls([a,b]), hvor [a, b] er et kompakt interval, og lad f : [a, b] —
C veere en kontinuert funktion og saet

Msg=f-g, geH. (29)

Da f er kontinuert, er f - g malelig for g € H, og vi har

b b
[ 15@gt@)de < 1112 [ lgta) P (30

Altsaer f-g € H, saledes at der ved (29) defineres en afbildning My fra H ind
i H. Da denne klart er lineger, viser (30), at My € B(H) og at || M| < | fllu.
Der geelder faktisk at ||M¢|| = || f|l. (se Seetning 4.13 nedenfor). Operatoren
My kaldes multiplikationsoperatoren horende til funktionen f.

c) Lad H = ¢5(N) og sat
T(.ﬁl)l,wg,wg,...) = (0,331,.’132,.’133,...)

for (x1,x2,23,...) € £2(N). Da gaelder oplagt, at T'(z1,z2,x3,...) € l3(N)
og at
HT(.’Bl,LEQ,LL‘g,...)H = H(O,xl,xg,xg,...)ﬂ .

Endvidere ses umiddelbart, at den saledes definerede afbildning T': H — H
er lineser. Altsa er T en begraenset operator pa H med norm 1. T kaldes
somme tider hgjreforskydningsoperatoren pa €o(N).
d) Lad H = Lo([—m, w]) med ssedvanligt indre produkt normaliseret som i
§2 og lad (e, )nez betegne ortonormalbasen, hvor e, (/) = ¢™?. Idet vi seetter
D = —id%, har vi
De,, = ne,, ,

og D virker naturligvis linesert pa span{e,, | n € Z}, som er et taet underrum
af Lo([—m,7]). Imidlertid er D ikke en begraenset operator pa dette rum,
eftersom ||D|| > ||Dey|| = |n| for alle n € Z. D kan derfor naturligvis heller
ikke udvides til en begraenset operator pa hele H. Som vi senere kommer
ind pa (se Bemaerkning 6.9) har D dog en naturlig udvidelse til et stgrre
underrum af H.
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Mere generelt geelder, at operatorer, i hvis virkning der indgar differentia-
tion, seedvanligvis er ubegraensede.

e) Lad igen H = Lo(I) hvor I er et kompakt interval og lad ¢ : I x I — C
veere kontinuert. For z € I of f € H defineres

(6)(x) = / (@, 9) f(y)dy - (31)

For ar indse, at (¢f)(z) hermed er veldefineret bemeerkes, at den kon-
tinuerte funktion ¢, : y — @(x,y) tilhgrer Lo(I) for hvert = € I, og at
hgjresiden af (31) kan opfattes som det indre produkt af v, og f i H. Af
Cauchy-Schwarz’ ulighed fas derfor

(GH (@) < / o, y)[2dy - |1 (32)

hvilket specielt viser, at der ved (31) er defineret en begraenset funktion ¢ f
pa I.

Vi viser dernaest, at ¢f er kontinuert. Da (¢f)(z) = 0 ,x € I , for
f =0, kan vi antage, at f # 0. Forst bemeerkes, at da Lo(I) C Li(1), er f
integrabel. Vi saetter K = [, |f(x)|dz. Lad nu e > 0. Da I x I er kompakt,
fglger af Seetning 1.6.20, at der findes § > 0, saledes at [p(z,y)—p(2',y')] < £
for alle (z,y), (2',y') € I x I, der opfylder |x — 2’|, |y — y'| < §. Specielt er
lo(z,y) — (2, y)| < & for alley € I og alle z, 2’ € I, for hvilke |z — 2’| < 4.
Heraf fas

(6f) (@) = (of)(")] < /I (o, y) — (=", m) f)ldy < % /I |f(2)|de = €,

nar |z — 2’| < J. Hermed er vist, at ¢f er kontinuert.
Det fglger nu af (32), at ¢f € H , og at

l6f12 < / / (e, 9)Pdydz - | £ (33)

Da ¢f klart athszenger linesert af f, har vi hermed vist, at der ved (31)
defineres en begranset operator ¢ pa Lo(I), hvis norm opfylder

ol<(/ [ o, ) Paydz) ?

Der geelder her normalt ikke lighedtegn.
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Operatoren ¢ kaldes en integraloperator og funktionen ¢ kaldes dens kerne.
Operatorer af denne slags spiller en vigtig rolle i differentialligningsteori (se

§7).

Vi sigter nu imod for en given begraenset operator A mellem Hilbert rum
at definere den adjungerede operator A*. Det er ikke praktisk at tage ud-
gangspunkt i en matrixrepraesentation af A, da det ikke er klart i det uende-
ligdimensionale tilfeelde, at den Hermite’sk konjugerede matrix repraesenterer
en begraenset overalt defineret operator. I stedet vil vi benytte ligningen (6)
til at definere A* (se Seetning 4.5 nedenfor). Forst kreeves imidlertid lidt
forarbejde.

Det duale rum til Hilbert rummet H, som betegnes med H*, defineres ved

H*=B(H,L) .

Elementerne i H* er altsa kontinuerte linesere funktioner fra H ind i .. Disse
kaldes ogsa kontinuerte linearformer pa H. Defineres for y € H afbildningen
¢y H— L ved

ly(x) = (2,9) , (33)
hvor (-, -) er det indre produkt pa H, da er ¢, lineeer. Ifglge Cauchy-Schwarz

ulighed haves
[ey(x)] <zl llyll , yeH,

hvoraf fglger at ¢, € H* og at

14411 < Il - (34)

Folgende sztning viser, at alle kontinuerte linearformer pa H er af formen
(33).

Seetning 4.4. Lad H vere et Hilbert rum over L. Ved y — £, hvor £, € H*
er givet ved (33), defineres en bijektiv, isometrisk afbildning af H pa H*,
dvs. for hvert £ € H* findes netop én vektor y € H, saledes at £ = {,,, og der
geelder at

14411 = Tlyl - (35)

Bevis. Vi har allerede vist, at der ved y — ¢, defineres en afbildning fra H
ind i H*. Ifglge (33) er

Uysr =Ly + L, 0g lry =Ny (36)

for y,z € H og A € L, hvilket udtrykkes ved at sige, at afbildningen y — ¢,
er konjugeret lineser.
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At den er isometrisk ses som fglger. Hvis y =0er ¢, =0, sa [|{,]| = ||y| =
0. For y # 0 saettes x = ||y|| "'y, séledes at ||z| = 1. Da

[y (@) = |yl =y, )] = llyll

folger det, at ||€y]| > |ly||. Sammen med (34) viser dette (35). At (35) er
sekvivalent med, at y — ¢, er isometrisk, folger nu af (36), idet

16y = £:1l = [[€y—=1 = lly = =]

for y,z € H.

Da afbildningen y — ¢, er isometrisk, er den injektiv. Vi mangler at vise,
at den ogsa er surjektiv. Lad hertil /£ € H*. Vi gnsker da at bestemme
y € H,sal =1/, Hvis ¢ =0 kan vi oplagt vaelge y = 0. Antag derfor at
¢#0. Daer X = (~1({0}) # H, og da {0} er et afsluttet underrum af L,
er X et afsluttet underrum af H, eftersom ¢ er kontinuert og lineser. Ifglge
Seetning 1.15 er da H = X @ X+ og X+ # {0}.

Der geelder faktisk, at X+ er et en-dimensionalt underrum af H. Velg
nemlig e € X+ \ {0} med |le] = 1, og lad z € Xt veere vilkarlig. Da er
t(e) #0 og

{(z) {(z)

(e) = grgtle) =1 (@e)

saledes at ¢ (z - igzg e) =0, dvs. z — igzge € X. Men da z,e € X+ er ogsa

z— ﬁgzge € X+. Da XN X+ = {0}, slutter vi at z = %67 hvilket viser at e

udggr en basis for X+,
Enhver vektor i H kan derfor skrives pa formen x + Ae, hvor x € X og
A € L. Vi har da, at

x4+ Xe) = L(z) + M(e) = M(e) = (z + Xe, L(e)e) ,

saledes at ¢ = ¢, hvor y = {(e)e. Vi har her brugt lineariteten af ¢ samt at
zle. O

Bemeerk, at (35) er eekvivalent med at

[zl = sup{[(z, y)| | lyll <1} (37)

for € H. Til senere brug noterer vi, at der for A € B(H1, Hz) heraf folger,

at
|Al| = sup{|(Az,y)| | © € Hi,y € Ha, ||z, [lyl| <1} . (38)

Vi er nu rede til at indfgre den adjungerede operator A* € B(Hs, Hy) til
en operator A € B(Hy, H).
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Seetning 4.5. Lad A € B(Hy,Hs). Der findes en entydig operator A* €
B(Hs, Hy) som opfylder

(A'Tvy) = (%,A*y) , T E H17 y e H2 . (39)

Der gelder, at
[A]l = (A" - (40)

Bevis. Givet y € Ho har vi, at afbildningen x — (Az,y) tilhgrer Hf, da den
er sammensat af A og ¢,. Ifslge Seetning 4.4 findes derfor en entydig vektor
z € Hq, saledes at

(Az,y) = (z,2), x € Hj.

Da z kun athaenger af y for den givne operator A, defineres der en afbildning
A*: Hy — Hy ved at saette A*y = z. Herved er (39) opfyldt.

At A* er en lineser afbildning ses som fglger. For givne y,z € Hs haves
pa den ene side

(Az,y +2) = (z,A%(y+2)), zeH, (41)
og pa den anden side

(Az,y + 2) = (Az,y) + (Ax, 2)
= (z,A%y) + (x, A 2)
=(x,A"y+A*2), x€H . (42)

Da A* er entydigt bestemt ved (39), folger det ved sammenligning af (41) og
(42), at
A*(y+2)=A"y+ A%z

Tilsvarende fglger
A" (hy) =AMy,

for A € L og y € Hy af, at der pa den ene side gelder, at
(Az, Ay) = (2, A" (A\y)) ,
og pa den anden side
(Az, \y) = MAz,y) = Xz, A*y) = (2, \A*y)

for x € Hy.
At A* er begrzenset og at ||A|| = ||A*|| folger umiddelbart af (38) og (39).
0
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I tilfseldet Hy = Hy = H siger vi, at en operator A € B(H) er selvadjung-
eret safremt A = A*, hvilket i henhold til (39) betyder, at

(Az,y) = (z,Ay), =z,ye H.

Selvadjungerede operatorer spiller en seerlig rolle i operatorteorien, analog
med den, som symmetriske matricer spiller i lineser algebra, som vi skal se i
det fglgende.

Eksempel 4.6. a) Lad M, veere multiplikationsoperatoren pa ¢5(N) define-
ret i Eksempel 4.3a. For x = (2, )nen 08 ¥ = (Yn)nen haves

(Myx,y) Zanxnyn = ananyn = (z, Mzy) ,

hvor @ = (G, )nen. Altsa er
M; - ME .

Specielt er M, selvadjungeret hvis og kun hvis a er en reel talfslge.

b) Lad My veere multiplikationsoperatoren pa Lo([a,b]) defineret i Eks-
empel 4.3b. For g, h € Ly([a, b]) haves

b p—
(M;g.h) /f /gm>mummzwwﬁm,

hvoraf fglger at
M;; — MT ,
og specialt at M er selvadjungeret hvis og kun hvis f er en reel funktion.

c¢) Lad ¢ veere integraloperatoren pa Lo([) defineret i Eksempel 4.3¢). For
f,g € La(I) haves

(6f.9 —/ /¢xy dx—//f 9(@)dyda
//f )dxdy—/ /¢ Y, x dy)d:z:

hvor vi har brugt Fubinis seetning til ombytning af integrationerne. Det

fremgar heraf, at
- [ Sty

¢* er altsa integraloperatoren pa Lo(I), hvis kerne er ¢(y, z).
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d) Lad T betegne hgjreforskydningsoperatoren pa ¢2(N) defineret i Eks-
empel 4.3c. For = (2, )nen 02 ¥ = (Yn)nen haves

(Tz,y) = 172 + 223 + 23¥a - .. = (2, (Y2, 93, Ya> - - )
hvoraf fremgar, at
Ty = (y2,y3,¥1,---) -
Vi kalder T™* for venstretranslationsoperatoren pa £o(N).

e) Betragt differentialoperatoren D defineret i Eksempel 4.3d. Med samme
notation fas, for funktioner f, g € span{e, | n € Z}, ved partiel integration

1o =5 [ —zdeg
[~ i@ —i—z—/ 10)% 40 = (1.Dg)

hvor vi har benyttet, at det forste led efter andet lighedstegn er 0, da f og
g er periodiske med periode 27. Det er muligt at definere den adjungerede
til en ubegraenset operator, sasom D. Vi atholder os dog fra at ggre dette
her, men ngjes med at bemszerke, at pa trods af ligningen ovenfor geelder der
ikke, at D = D*. D kan dog udvides til en operator D, siledes at D = D*
(se ogsa Bemaerkning 6.9).

Vi noterer fglgende nyttige regneregler for adjungerede operatorer:
(i) (A+B)* =A*"+ B*, for A,Be€ B(H,Hs)
(i) (NA)* = A*, for A€ B(Hi, Hs)
(iii) (BA)* = A*B*, for A€ B(Hy,Hs),B € B(H2, Hs)
<1V) A* = A, for A€ B(Hl,HQ) ,
hvor Hy, Hy og Hs er (separable) Hilbert rum. Her vises i) og ii) pa lignende
vis som lineariteten af A* i beviset for Szetning 4.5 og overlades til leeseren.
Endvidere fplger (iii) af pa den ene side
(BAz,y) = (z,(BA)"y)
og pa den anden side
(BAz,y) = (B(Az),y) = (Az, B*y) = (z, A*(B"y)) = (x, A*B*y)
for x € Hy, y € Hs.
Ved at kompleks konjugere begge sider af (39) fas, at
(A*y,z) = (y,Azx), y € Hy,x € Hy ,

som ved sammenligning med (39) viser, at A** = A, hvorved (iv) er vist.
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4.4 Diagonaliserbare operatorer og selvadjungerede operatorer pa
Hilbert rum.

Vi skal nu se, hvorledes begrebet diagonaliserbarhed af en operator, som er
velkendt i det endeligdimensionale tilfselde fra Matematik 1, kan formuleres
i et vilkarligt separabelt Hilbert rum over L. Fra Matematik 1 vides ogsa, at
enhver selvadjungeret operator pa et endeligdimensionalt reelt Hilbert rum er
diagonaliserbar. Det tilsvarende resultat i det uendeligdimensionale tilfeelde
(spektralsasetningen) krzever en yderligere generalisering af begrebet diagona-
liserbarhed end den, vi byder pa i disse noter. Vi ngjes med i nzeste paragraf
at vise diagonaliserbarhed for en vis klasse af selvadjungerede operatorer som
specielt indebzerer, at selvadjungerede og uniteere operatorer pa et endeligdi-
mensionalt komplekst Hilbert rum er diagonaliserbare. Som en forberedelse
omtales i dette afsnit visse grundlaeggende egenskaber ved selvadjungerede
operatorer.

Definition 4.7. Lad A € B(H). Et tal A € L siges at vaere egenverdi for
A, safremt der findes en vektor x # 0 i H, saledes at

Az = Az . (43)
En vektor x # 0, der opfylder (43), kaldes en egenvektor for A hgrende til
egenveerdien A, og meengden af samtlige vektorer, der opfylder (43), (altsa

maengden af egenvektorer og nulvektoren) kaldes egenrummet hgrende til A
og betegnes med Ey(A).

Defineres nulrummet N(A) for en operator A € B(H, Hz) ved
N(A) ={x € H, | Ax =0},

fglger det, at N(A) = A=1({0}) er et afsluttet underrum af Hy, da {0} er et
afsluttet underrum af Hs. Dette fglger ogsa af

N(A) = (A*(H2))"

som er en umiddelbar konsekvens af definitionen af A*.
Specielt gaelder for A € B(H), at A € L er en egenvaerdi for A netop hvis

N(A =) # {0},

og egenrummet Fy(A) = N(A — A]) er et afsluttet underrum af H.
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Definition 4.8. En operator A € B(H) siges at veere (uniteert) diagonal-
iserbar, safremt der findes en ortonormalbasis (f;)ien for H bestaende af
egenvektorer for A. Akvivalent hermed er, at A repraesenteres af en diago-
nalmatrix m.h.t. (f;)ien (hvilket ses som i forrige afsnit). Basen (f;)ien siges
da at diagonalisere A.

Folgende karakterisering af begraensede diagonaliserbare operatorer er nyt-
tig.
Seetning 4.9. En operator A € B(H) er diagonaliserbar, netop hvis der

findes en ortonormalbasis (f;)ien for H og en begrenset folge (\;)ien @ L,
saledes at

Ax = i )\1(.'1), fz)fz , € H . (44)
=1

Der geelder da, at A1, A2, A3, ... netop udgor egenverdierne for A (muligvis
med gentagelser) og egenrummet horende til en given egenverdi A € L er
givet ved

Ex(A) =span{f; |t e N, \; = \}. (45)
Endvidere er

[A[l = sup{[Ai| | 7 € N} . (46)

Bevis. Antag, at A € B(H) er diagonaliserbar og lad (f;)ien veere en orto-
normalbasis bestaende af egenvektorer for A, saledes at Af; = \;f;, ¢ € N.

For x = f(m, fi)fi € H haves da (se (25))
i=1
Av =Y (x, f)Afi =Y Ni(x, fi) fi
i=1 i=1

som gnsket. Da
Ail = [N fill = [[AS ] < AN ILfll = (Al
for ¢ € N, har vi ogsa, at
sup{[Ai| [ © € N} < [|A]} . (47)

Antag omvendt, at A er givet ved (44), hvor (f;)ien er en ortonormalbasis,
og folgen (A;)ien er begreenset, saledes at

sup{|\i|] |t e N} = M < +00.
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Da er

1Az]> =Y i, fi)P < M?||z))?
=1

hvilket viser, at
|Al| < M =sup{|\;| | i € N} . (48)

Ved indsaettelse af © = f; i (44) ses, at
Afi=Nfi,

sa A1, Ag, ... er egenveerdier for A.
At der ikke er andre egenveerdier ses som fglger. Antag, at

Ax = Mz

for givne A € L og z € H \ {0}. Da er altsa

Y Xl fi)fi = e =Y Mz, fi)fi

i=1 =1

hvilket medfgrer
Az('x?fl):A(w?f’L)? teN.

Da x # 0, findes ig € N, sa (z, fi,;) # 0, og det folger at A = \;,, samt at
(z, fi) = 0 for \; # \;,. Dette viser (45).
Endelig folger (46) af (47) og (48). O

Eksempel 4.10. Lad H veere et afsluttet underrum af H og lad P betegne
den ortogonale projektion pa Hy, dvs. Px € Hy er bestemt ved at x — Pz =
(1— P)x € Hi forxz € H.

Lad (f;)ier veere en ortonormalbasis for Hy og lad (f;);je.s veere en orton-
ormalbasis for Hy-. Da udggr de to ortonormalbaser tilsammen en ortonor-
malbasis (f;)icrus for H (og da H er separabelt kan vi antage, at TUJ = N).
Vi har, at

Pr=>Y (zf)fi, =€H, (49)
icl
jvf. bemaerkningerne efter Seetning 1.15.

Vi har hermed angivet P pa formen (44) svarende til, at A\; = 1 for i € I
og \; = 0 fori € J. Specielt er 1 og 0 de eneste egenveerdier for P, nar [ # &
og J # @, og de tilhgrende egenrum er henholdsvis Hy og Hy. (For [ = &
er P=0ogforJ=0er P=1).
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Betragtes igen den diagonaliserbare operator A givet ved (44) haves ifplge
Eksempel 4.10 specielt, at den ortogonale projektion P; pa det endimensio-
nale underrum H; = span{ f;} er givet ved

saledes at (44) ogsa kan skrives
Az = i NiPix, xeH, (51)
i=1
hvilket ogsa udtrykkes ved at skrive
A= i AP . (52)
i=1

Det er veerd at bemaerke, at rackken i (52) normalt ikke er konvergent i norm,
dvs. i Banach rummet B(H). Dette er faktisk kun tilfseldet hvis A\; — 0 for
i — oo. Ellers giver (52) kun mening i kraft af (51).

Eftersom operatoren A givet ved (52) repraesenteres af diagonalmatricen
A(A1, A2, ...) m.h.t. (f;)ien, repreesenteres den adjungerede operator A* af

diagonalmatricen A(A1, Aa,...) m.h.t. (f;)ien. Altsa
A=Y "\Pi. (53)
i=1

Specielt er A selvadjungeret, netop hvis dens egenveerdier er reelle. Dette er
for eksempel tilfaeldet for ortogonale projektioner, jvf. Eksempel 4.10.

At egenveerdierne for en selvadjungeret operator er reelle, geelder generelt
(og ikke kun for diagonaliserbare operatorer). Ligeledes geelder, at egen-
rummene hgrende til forskellige egenvaerdier er ortogonale, hvilket for dia-
gonaliserbare operatorer fremgar af (45) i Seetning 4.9. Dette er indeholdt i
folgende lemma.

Lemma 4.11. Lad A € B(H) vere selvadjungeret. Da geelder

a) Enhver egenverdi for A er reel.

b) Huvis A1 og Aa er to forskellige egenveerdier for A, sa er de to tilho-
rende egenrum ortogonale.

¢) Hvis Hy er et underrum af H, sdledes at A Hy C Hy, sd er A(Hy ) C
HY.
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Bevis. a) Antag at Ax = Az, x € H \ {0}. Da er
Mlzl|* = (Az,2) = (Az,2) = (v, Az) = (z, ) = AM|z|* ,

hvoraf fglger, at A = X, da [|z]| # 0.
b) Antag at Azy = A\1z1 og Axe = Aaxe. Idet A1, A2 € R ifplge a) er

(A1 — A2)(x1,22) = (M1z1,22) — (21, A22)
= (A.’I?l,.’lig) — (.’171,14.’132)
= (.’171,14.’132) — (.’171,14.’132) =0 ;

hvoraf (z1,22) =0, da A\; — A\g # 0. Altsa z1 L z5.
c¢) Lad x € Hf ogy € Hy. Daer

(Az,y) = (z, Ay) =0

idet Ay € Hy. Da y € Hy er vilkarlig, folger det, at Az € Hy-, som gnsket.
O

Et underrum Hy som 1 Lemma 4.11c kaldes et invariant underrum for A.
Vi har saledes, at det ortogonale komplement til et invariant underrum for en
selvadjungeret operator A € B(H) ogsa er et invariant underrum for A. Hvis
Hy er afsluttet, sdledes at H = Ho @ Hg", betyder dette, at A kan spaltes i
to operatorer A; € B(Hp) og Az € B(Hg") i den forstand, at

Ax = A1z1 + Aszo
for x = x1 4+ 22, 1 € Hy, 22 € HOL. Vi skriver da
A=A © A .

Som tidligere naevnt sigter vi imod at vise diagonaliserbarhed af en vis
klasse af selvadjungerede operatorer. Vi vil ggre dette ved successivt at
konstruere egenveerdier og egenvektorer. I det endelig-dimensionale tilfzlde
kan egenveerdier findes som rgdder i det karakteristiske polynomium. Nar
H er uendeligdimensionalt, har vi ikke det karakteristiske polynomium til
radighed, sa andre metoder ma tages i brug. Faktisk findes der selvadjung-
erede operatorer, som slet ikke har nogen egenveerdier i dette tilfselde. Dette
illustreres i det naeste eksempel.
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Eksempel 4.12. Lad H = Ly([a,b]), hvor [a,b] er et kompakt interval, og
lad f : [a,b] — R betegne funktionen

flz) ==, x € la,b] .

Da f er reel, er My en selvadungeret operator ifglge Eksempel 4.6b.

At My ingen egenveerdier har, ses som folger. Antag, at Mg = Ag for et
A € Roget ge H. Dette betyder, at (f — A\)g = 0 naesten overalt. Men
da f — X er # 0 naesten overalt, fglger det, at g = 0 naesten overalt, altsa at
g =0 € H, hvilket viser at \ ikke er en egenvaerdi.

Lad os dernaest betragte multiplikationsoperatoren My, hgrende til den
kontinuerte funktion f; : [a,b] — R, hvis graf er antydet pa folgende figur,

Yy

) VY y = fi(z)

T
a c d b

og som altsa er konstant lig med Ao pa delintervallet [c,d] og ellers strengt
voksende. Da er igen My, selvadjungeret.

Vi viser, at Ao er eneste egenveerdi for My . Hvis nemlig A # Ao, er
f1—AX # 0 neesten overalt i [a, b], og det folger som for, at A ikke er egenvaerdi.
Hvis derimod A = Ao, da er fi — A = 0 pa [c,d] og ellers # 0. Heraf folger,
at My, g = X\og, netop hvis g = 0 naesten overalt i [a,b] \ [c,d]. Mengden
af sadanne funktioner udggr et uendelig-dimensionalt afsluttet underrum af
H, som kan identificeres med Ly([c,d]), og som altsa udggr egenrummet
Ex, (M J1 )

Vi samler nu vores resultater om multiplikationsoperatorer som fglger.

Seetning 4.13. Lad [a,b] vere et kompakt interval. For multiplikations-
operatoren My pa H = Ls([a,b]) horende til en kontinuert kompleks funktion
f pa la,b] gelder

a) HMfH = HfHu

b) M} = My

c) A G C er egenveerdi for My netop hvis mi(f~1(\)) > 0 og Ex(Mjy)
kan da identificeres med La(f~1()\)).

90



4.25

Bevis. 1 Eksempel 4.3b er vist, at | M| < || f||. . For at indse den modsatte
ulighed bemeaerkes, at for vilkarligt € > 0 er meengden

Ae ={z € a, 0] | [f(@)] > [[fllu — &}

en aben og ikke-tom delmengde af [a,b]. Der findes derfor et begrzenset
&bent ikke-tomt interval I indeholdt i A.. Seettes go = my (1)~ 21 er derfor
go € La([a,b]) og ||go]| = 1, og vi har

b
M@wwszﬂm%@w@
~ [ 1@l

£

zmﬂn—afjﬁmamﬁw
— (Il —e)? .

Heraf folger, at |[My|| > || f||l. — €. Da e > 0 var vilkarligt, sluttes derfor, at

Mgl = [ fll s

som gnsket. Hermed er a) vist.
Punkt b) vist i Eksempel 4.6b, og c¢) vises ved at folge samme frem-
gangsmade som i Eksempel 4.12 og overlades til leeseren. O

Vi afslutter dette afsnit med at vise en nyttig formel for normen af en
selvadjungeret operator pa et vilkarligt Hilbert rum, som vi skal ggre brug
af i afsnit 5.2.

Lemma 4.14. Lad A € B(H) vere selvadjungeret. Da geelder, at

[A]} = sup{|(Az, z)[ | [z} <1} . (54)

Bevis. Betegnes hgjresiden af (54) med K folger
1Al = K

af, at
{I(Az,2)| | [lz]l <1} S {[(Az, )| | =], [lyll <1},

og at || A er lig med supremum af den sidste maengde ifglge (38).
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Vi mangler sa at vise, at |A|| < K. Hertil bemeaerker vi forst, at

(Az,y) + (Ay,z) = 3((A(z +y), 2 +y) — (Alz —y),z —y)) (55)
for z,y € H pa grund af linearitet af A og sesquilinearitet af det indre
produkt.

Da A er selvadjungeret, er
saledes at venstresiden af (55) er lig med 2 Re(Az,y). Da endvidere
x
|(Az, 2)| = [(A(7—

fas derfor af (55), at

T
7—)} HxHQ SI(H:EH27 x;«éO,
]

|Re(Az,y)| < 1([(A(z + ),z + y)| + |(A(z — y),z — y)|)
K 2 2
< e+l + e — o)
= (el + 1)
<K

for alle z,y € H med ||z]|, ||ly|| < 1, hvor vi har benyttet parallellogramloven
i naestsidste skridt. Vi pastar, at det heraf folger, at

((Az,y)| < K for |[zf], [yl <1. (56)

For (Ax,y) = 0 er dette selviglgelig klart, mens vi for (Ax,y) # 0 kan saette
a = Arg(Ax,y), saledes at
|(Az, )| = ™" (Az,y)
= |Re(Az, e"y)|
<K,
da jo '
leyll = llyl < 1.
Af (56) og (38) folger, at ||A]] < K som gnsket. O

Eksempel 4.12 viser til fulde, at vi ikke kan ggre os hab om at vise en saet-
ning om diagonaliserbarhed af vilkarlige selvadjungerede operatorer i henhold
til Definition 4.8. Ikke desto mindre skal vi bevise en sadan satning i naeste
paragraf for en klasse af selvadjungerede operatorer, de sakaldte Hilbert-
Schmidt operatorer, der er tilstraekkelig omfattende til at have interessante
anvendelser, som vi skal se i §7.
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Opgaver til §4
4.1. Lad H veere et 3-dimensionalt komplekst Hilbert rum og lad A € B(H)

veere operatoren, der m.h.t. en given ortonormalbasis o = (e1, e, €3) reprae-
senteres af matricen

2 3+t 2
0 2 0
r 1—4 2

Bestem matricen, der repraesenterer A* m.h.t. o og beregn A*(e; +iez2 —e3).

4.2. Lad A veere operatoren pa C3, der m.h.t. den naturlige basis repraesent-
eres af matricen _
—1
0
2

. O N
o NN O

Begrund, at A er selvadjungeret, bestem dens egenveaerdier samt en orto-
normalbasis for C3, der diagonaliserer A.

4.3. Lad H og a veere som i opgave 4.1 og lad U veere operatoren pa H, der
m.h.t. a reprasenteres af matricen

+
N[ =D

+

OO
OO =
N[ =D

|
Wl

|
Wl

W[ WINWIN

Vis, at U er uniteer.
Idet det oplyses, at U har egenveerdierne 1, —1, ¢, skal man bestemme en
ortonormalbasis for H, der diagonaliserer U.

4.4. Lad H vere et endeligdimensionalt Hilbert rum over L. Vi seetter

GL(H) ={A € B(H) | A er invertibel, dvs. A er bijektiv}

0og
O(H) ={O € B(H) | O er ortogonal} ,hvis L = R,
og
UH)={U e€B(H) | U er uniteer} ,hvis L = C.
Vis, at

1) Hvis A, B € GL(H), da er ogsa AB € GL(H) og A~! € GL(H),
2) O(H) CGL(H) og U(H) C GL(H),
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3) Hvis A,B € O(H), h.hov. A,B € U(H), da er ogsa AB € O(H) og
A=Y€ O(H), h.h.v. ABe U(H) og A~ € U(H).

Vis ogsa de tilsvarende pastande for GL(n),0(n) og U(n), der betegner
meengderne af h.h.v. invertible, ortogonale og unitaere n x n-matricer.

GL(H), O(H) og U(H) kaldes henholdsvis den generelle lineere, den
ortogonale og den unitere gruppe over H.

4.5. Lad H veere et Hilbert rum og lad f veere en funktion givet ved en
potensrakke

00
f2) = enz",  l2l<p,
n=0

hvor p > 0 er konvergensradius for raekken.
o0
For en operator A € B(H) med ||A|| < p skal man vise, at Y |ep| [|A"| <
n=0

o0
+00, og at reekken > ¢, A" er konvergent i Banach rummet B(H). Summen
n=0

kaldes da f(A), dvs.
FA) =) c,A™.
n=0

Antag nu, at H er endeligdimensionalt og at @ = (e1,...,e,) er en orto-
normalbasis for H, og lad A veere matricen, der repraesenterer A m.h.t. a.

o0

Vis sa, at reekken ) ¢,(A™);; er konvergent i C for alle 1 <4,j < n, og at
n=0 =

den herved definerede matrix f(A), hvor altsa

(f(A))ij = > cn(A")ij

repraesenterer operatoren f(A) m.h.t. a.

4.6. Lad H, A og f veere givet som i opgave 4.5. Vis, at hvis A er dia-

gonaliserbar, saledes at A = >  A\;P; med notation som i (58), da er ogsa
iel
f(A) diagonaliserbar og

FA) =D )P

icl
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4.7. Lad H vere et komplekst Hilbert rum og A € B(H). Vis, at
(A _ gtAgsA e
og slut heraf, at e er invertibel, samt at
(eM)t=e"1.

Geelder der mon, at eA+B = e4eB for vilkarlige A, B € B(H)?

4.8. Givet et normeret vektorrum V med norm || - || siges en afbildning
r : R — V at veere differentiabel i tg € R, safremt der eksisterer en vektor
a €V, saledes at

1(t —to) "M (z(t) — z(to)) —al| = 0 for t —tq.
Vi betegner da naturligvis a med 2’(to) eller 2£(¢y) og har altsa, at

lim (t —to) M (x(t) — z(to)) =2/ (to) 1 V .

t—to

Vis nu med betegnelser som i opgave 4.7, at afbildningen t — e fra R ind
i B(H) er differentiabel pa R, og at

tA
de = Aett: teR
dt
Vis ogsa, at der heraf fglger, at afbildningen x : t — e~"4x for hvert o € H
opfylder
d
z‘d—f = Az(t), 2(0) = . (%)

(Hvis A er selvadjungeret, er (x) et seertilfeelde af den sakaldte Schrodinger-
ligning, der beskriver tidsudviklingen i et kvantemekanisk system, for hvilket
energioperatoren A (i passende enheder) er begraenset og tidsuathsengig. I
fald A er diagonaliserbar, er A’s egenveerdier de mulige kvantiserede energini-
veauer, og de tilhgrende egenvektorer kaldes systemets energiegentilstande.)

4.9. Vis, at der for en ortogonal eller uniteer n X n-matrix U geelder, at
|det U] = 1.
Lad
SO(n) ={0 € O(n) | det O =1}

" SUMn)={U €U(n) |detU =1} .
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Vis, at der for A, B € SO(n) (hhv. SU(n)) geelder, at AB og A~! tilhgrer
SO(n) (hhv. SU(n)).
Disse kaldes henholdsvis den specielle ortogonale og den specielle unitere

gruppe.
Vis, at enhver ortogonal 2 x 2 matrix er af en af formerne

cosf —sind oller cosf  sin6 (%)
sinf  cosf sinf —cos6
for 0 € R og at SO(2) netop udggres af den fgrste slags. Giv en geometrisk

beskrivelse af de linezere operatorer pa R?, som matricerne (x*) repraesenterer
m.h.t. en ortonormalbasis.

4.10. Lad O € O(3) og lad O vere den ortogonale operator pa R?, der
repraesenteres af O m.h.t. den naturlige basis. Vis, at det karakteristiske
polynomium for O har en reel rod og derved, at O har en normeret egenvektor

e; med tilh(arend; egenveerdi A = £1.
Suppleres e; til en ortonormalbasis (e1, ez, e3) for R3 skal det vises, at O
m.h.t. denne repraesenteres af en matrix af formen

A0 O
0
o |
0

hvor O € O(2).
Vis herefter ved brug af (), at hvis O € SO(3), da har O en egenvektor

e med tilhgrende egenveerdi 1, og at O kan karakteriseres som en passende
rotation omkring aksen gennem (0,0, 0) med retningsvektor e. SO(3) kaldes
derfor ogsa for rotationsgruppen i 3 dimensioner.

Vis endelig, at en ortogonal operator pa R?® (eller pa et vilkarligt tre-
dimensionalt reelt Hilbert rum), enten er en rotation omkring en akse gennem
0 eller en sammensztning af en sadan med spejlingen i 0 (dvs. afbildningen
T — —x).

4.11. Lad o0j, j = 1,2, 3, betegne de sakaldte Pauli matricer givet ved

(0 1 (0 —i (1 0
=1 0) 27\i o) 7 \0o —1)-
Verificer, at
a;:((l) ‘f) j=12.3,

og benyt dette til at beregne €77 for § € C og j = 1,2, 3.
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4.12. Lad H veere et uendeligdimensionalt separabelt Hilbert rum og lad
(€;)ien veere en ortonormalbasis for H.
Vis, at der findes netop een operator T' € B(H ), saledes at

Te;=eit1, 1€N,

og at T er en isometri, dvs. | Tz| = ||z||, z € H.
Bestem T og vis, at

T™"T=1 og TT*"#1.

4.13. Vis, at hvis P € B(H) opfylder P* = P og P2 = P, si er P den
ortogonale projektion pa X = P(H).
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5.1

§5. Diagonalisering af Hilbert-Schmidt operatorer

I neervaerende paragraf betegner H et separabelt Hilbert rum. Ligesom
i afsnit 4.4 formuleres resultater, der geelder for vilkarlige separable Hilbert
rum, kun for det tilfeelde, hvor H er uendeligdimensionalt, da de tilsvarende
resultater for endeligdimensionale Hilbert rum fas ved oplagte modifikationer.
Bemeerk dog, at Korollarerne 5.6, 5.7, 5.9 og 5.10 kun vedrgrer det endelig-
dimensionale tilfselde.

5.1 Hilbert-Schmidt operatorer.

Definition 5.1. En operator A € B(H) siges at vaere en Hilbert-Schmidt
operator, safremt matrixelementerne i matricen (a;;), der repreesenterer A
m.h.t. en ortonormalbasis for H, er kvadratisk summable, altsa hvis

> laij)? < 400 (1)

1,jEN

Lad os forst verificere, at gyldigheden af (1) ikke athsenger af valget af
ortonormalbasis (e;);en. Benyttes ligning (4.23) og Parsevals ligning, har vi
for en vilkarlig anden ortonormalbasis (f;)ien for H, at

=S AP

ieN

= > AP

1,jEN

= > lAf f)1 (2)

1,jEN

hvilket dels viser, at kvadratsummen af matrixelementerne er uafheengig af
valg af ortonormalbasis, og at den har samme veaerdi for A og A*, samt at dens
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veerdi er ligmed Y || Ae;||? for en vilkarlig ortonormalbasis (e;);en. Kvadrat-
1EN
roden af denne storrelse kaldes Hilbert-Schmidt normen af A og betegnes med
1A]]2-
Vi har altsa for A € B(H), at

Il = (3 Jayl?)?

1,JEN
1/2
= (X" |14e:?) 2, (3)
€N
1A]l2 = 1472 , (4)

og A er Hilbert-Schmidt netop hvis ||Al2 < +oo (hvor vi i (3) benytter
konventionen (+00)'/? = +00). Mangden af Hilbert-Schmidt operatorer pa
H betegnes med B2 (H). Det er let at indse, at Ba(H) er et linesert underrum
af B(H), samt at || - ||2 er en norm pa B2(H) (se Opg. 5.1). Endvidere
bemseerkes, at

A< [Allz for A e B(H) . (5)

Lad nemlig z € H \ {0}, og veelg en ortonormalbasis (e;);en for H med

e1 = =. Daer
[E

| Az]| = [[Aex]l llz] < (D I1Ae:l®) 21zl = | All el
ieN

hvoraf (5) fplger.

Hvis H er endeligdimensionalt, er det klart, at alle linesere operatorer pa
H er Hilbert-Schmidt operatorer. Hvis derimod H er uendeligdimensionalt,
er Bo(H) # B(H), idet f.eks. 1 ¢ By(H). Som folge af kravet (1) kan Hilbert-
Schmidt operatorer faktisk approximeres vilkarlig godt i operatornorm med
“endeligdimensionale” operatorer, hvilket ses som fglger.

Lad Hilbert-Schmidt operatoren A vaere repreesenteret af matricen (a;;)

m.h.t. ortonormabasen (e;);en og lad, for N € N, AW betegne operatoren,
(

der m.h.t. (e;);en repraesenteres af matricen (ai;\[)) givet ved

(N) Qij for 1§i,j§N,

i = { 0 n
ellers .

Da er AXN) Klart en Hilbert-Schmidt operator og kan betragtes som opera-

tor pa det N-dimensionale underrum Hpy = span{ei,...,en} af H, i den

forstand at

AN (Hy)C Hy og AWN(HF) = {0} .
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Endvidere geaelder, at

JA=AME=" > Jay[* =0 (6)

max{¢,j}>N
for N — oo ifglge (1), og sa meget desto mere
JA— AN -0 for N — oo (7)

pa grund af (5).

Det er netop denne approximationsegenskab, der i kraft af Lemma 5.3
nedenfor muligggr diagonalisering af selvadjungerede Hilbert-Schmidt opera-
torer. I lyset af Eksempel 4.12 er det derfor ikke overraskende, at multi-
plikationsoperatorer generelt ikke er Hilbert-Schmidt operatorer. F.eks. er
My : Ly([a,b]) — Lao([a,b]), hvor f : [a,b] — C er en vilkarlig kontinuert
funktion forskellig fra nulfunktionen ikke en Hilbert-Schmidt operator.

Integraloperatorer, som defineret i Eksempel 4.3e, med kontinuert kerne
er derimod Hilbert-Schmidt operatorer. Dette vises i fglgende seetning, hvor
vi ogsa har medtaget tidligere noterede resultater om integraloperatorer.

Seetning 5.2. Lad I vere et kompakt interval. For integraloperatoren ¢ pad
Lo(I) svarende til en kontinuert funktion ¢ : I x I — C geelder

a) ¢ er Hilbert-Schmidt og

lollz = (| [ le(w.0)Pdyae) )

b) ¢* er lig med integraloperatoren med kerne (x,y) — ¢(y,x).
c) ¢ afbilder Lo(I) ind i C(I).

D=

Bewvis. 1 Eksempel 4.3e er det vist, at ¢ er begreenset med norm mindre end
eller lig med hgjresiden af (8). Lad (e;);en veere en ortonormalbasis for Lo (T).
Med samme notation, som i Eksempel 4.3e haves

(de:) () = / (@ 9)ei W)y = (9a)

I
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og derfor, idet (€;);en ogsa er en ortonormal basis for Lo(I),

1612 =S [le?
=1
_ - N
—;LWMMW
— / (5 (9 0) ) da
I ;—

~ [ lpalPda

I

Z//Iso(w,y)dedx,
1JI

hvor vi har benyttet Lebesgues monotonisaetning (Szetning A.8) i tredie skridt
til at ombytte integration over I og summation over ¢ € N og Parsevals ligning
i fjerde skridt.

Dette viser a). Endelig er b) vist i Eksempel 4.6¢, og c¢) er vist i Eksempel
4.3e.

5.2 Diagonalisering.

Vi skal nu vise det tidligere annoncerede resultat vedrgrende diagonal-
isering af selvadjungerede Hilbert-Schmidt operatorer. Hovedingrediensen i
beviset er fglgende lemma.

Lemma 5.3. Lad A € Bo(H) og lad (x;);en vere en vilkarlig begrenset folge
i H. Da findes en delfplge (z;, )nen, saledes at (Ax;, )nen er konvergent i H.

Bevis. Vi benytter et sakaldt diagonalargument. Lad (e;);en véere en orto-
normalbasis for H og veelg M > 0, sa

|lzil| <M, ieN.
Da er talfglgen ((Ax;,e1))ien begreenset, idet
|(Azi; er)| < [[Azi| fleall < [JAIl |l < MIA] -

Eftersom {z € L | |z| < M| A||} er kompakt, findes en delfglge (xl(.l))ieN af
(x;)ien, saledes at ((Axl(.l), e1))ien er konvergent, dvs.

(Aa;l(.l),el)—>a1 el for i— 0.
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Gentages dette argument med fglgen (:cl(.l))ieN fas en delfplge (.rl(.Q))ieN af

(a"

. )ien, saledes at

(A.’I?,EQ),eQ) —ag €L for 71— o0.

Fortseettes hermed far vi for hvert n € N en fglge (:pgn))ieN, saledes at

(:IJEHH))ieN er en delfglge af (a:E”))ieN og

(Aa;gn), en) —ap €L for i — 0. 9)
Vi seetter nu
z;, =W neN.

Da er (z;, )nen en delfglge af (x;);en, og for hvert N € N gaelder pr. kon-
struktion, at (z;, ),>n er en delfplge af (.rl(.N))ieN. Heraf folger, at

(Aa:in,eN) —any €L (10)

for hvert N € N pa grund af (9).

o0 o0
Vi skal nu vise, at Y. |an|? < +00, séledes at > ayen er konvergent i

N=1 N=1
H, samt at
oo
Az; — Z ayey for n—oo. (11)
N=1

Hertil bemaerkes forst, at da
((Azi, en)| = [(zi,, A%en)| < |[zs, || |[Aen || < M||A%en],  (12)

folger det af (10), at
lan| < M| A%en|| (13)

og derfor
Y lanl? < MY || A%en]ls = MP|A*[|3 = M| A5 < +oo,
N=1 N=1

da A er Hilbert-Schmidt.
Saettes

0o
xr = E anNeN
N=1

103



5.6

haves

oo
Az, =2l =) (Azs, — 2z en)|?
N=1

=Y |(Azi,,en) — ay|?
N=1
K 0
= |(Azi,en) —an>+ > |(Az,.en) —an|?
N=1 N=K+1
K 0
<> [(Azi,,en) —anP+4M? > [[Aey|? (14)
N=1 N=K+1

for alle K € N, hvor vi i sidste skridt har benyttet, at
((Azi,  en) — an| < [(Azi, en)| + |an| < 2M|[[Aenl|

pa grund af (12) og (13).

o0
Danu > ||A*en||? er konvergent, kan vi for givet € > 0 veelge K € N,
N=1
saledes at

oo

Y HA*eNH2<%
n=K+1

og derefter ifglge (10) veelge Ny € N, saledes at

K
Z |(A.’13¢n,€]\]) — CLN|2 < % for N > NO .
N=1

Sammen med (14) giver disse to uligheder, at

|Az;, — x> <e for N >N,

hvormed vi har vist, at Az;, — x som gnsket. U

Vi benytter dernaest Lemma 5.3 til at bestemme en egenveerdi for A, ifald
A er selvadjungeret og tilhgrer By (H).
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Saetning 5.4. Antag, at A er en selvadjungeret Hilbert-Schmidt operator pa
H, hvor H # {0}. Da er ||A| eller —||A|| (evt. begge) en egenverdi for A.

Bevis. Ifplge Lemma 4.14 findes en folge (x;):en, sa ||x;]] < 1 for i € N, og
saledes at |(Az;, ;)| — ||Al|. Ved at udtage en delfplge kan vi antage, at

(Azi,z;) = A for i— o0, (15)

hvor A = ||A]| eller A = —||4]|.
Da folgen (z;);en er begraenset, kan vi ifglge Lemma 5.3 ved yderligere at
udtage en delfplge antage, at folgen (Ax;);en er konvergent, dvs.

Az; - x € H for i— o00. (16)

Vi vil vise, at x er en egenvektor hgrende til egenveerdien \ for A, safremt
A # 0. I tilfeeldet A = 0 er pastanden i szetningen triviel, idet sa ||A|| = 0 og
dermed A = 0. Sa vi antager fra nu af, at A # 0.

Vi har

0 < [|[Az; — Azi|? = [[Azs||? — 2\ (Amy, 27) + A2 |2
< ANl — 2A (A, 23) + A2l |2
< 2% — 2\ (Az;, x;) (17)

hvor vi dels har benyttet, at A er selvadjungeret og dels at ||z;|| < 1 samt at
A2 = ||A]]?. Benyttes nu (15), folger det, at

|Az; — Ax;|| = 0 for i — o0.
Men da Az; — x fas heraf, at
A\x; — @ (18)
for i — co. Da A er kontinuert, medfgrer (18), at
Nz, = A(Ax;) — Ax .
Pa den anden side medfgrer (16), at AAx; — Az, sa vi konkluderer, at
Ax = \x .

Der mangler sa kun at konstatere, at = # 0, idet ellers |(Az;,z;)| <
| Az;||||zi|| < ||Ax;|| sammen med (15) og (16) ville medfgre at A = 0, hvilket
vi har antaget ikke er tilfaeldet. U

Vejen er hermed klargjort til at vise den gnskede seetning om diagonal-
iserbarhed af selvadjungerede Hilbert-Schmidt operatorer.
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Saetning 5.5. Enhver selvadjungeret Hilbert-Schmidt operator pa H er dia-
gonaliserbar.

Bevis. Ifplge Seetning 5.4 findes en egenveerdi A\; = +||A|| med tilhgrende
normeret egenvektor e; for A. Lad Hy = span{e;}. Da er klart A(Hy) C H;
og derfor A(Hi) C Hi ifglge Lemma 4.11c. Vi saetter

A, :A) .
Hi-

Veelges en ortonormalbasis (z;)ien for Hi-, er (e, 1,22, ... ) en ortonormal-
basis for H, og det folger, at A; er en selvadjungeret Hilbert-Schmidt operator
pa Hi- med
1AL = [ Aed|® + ) [ Azs?
ieN
= [Maf? + [ Adf3 -
Yderligere har vi, at
[Axf] < [[A]l = [Aa] .

Vi kan nu gentage argumentet med A; i stedet for A og fa en egenvaerdi
Ao for Ay, og dermed for A, hvor

[Ao| = [[Au]l < [Mf

samt en tilhgrende normeret egenvektor es € H f Saettes Hy = span{e, es}
er A(Hz) C Hj og derfor A(Hy ) C Hy ifslge Lemma 4.11c. Seettes

Ay = Ay

=A
1

2

€
H2

fas ligesom for, at As er en selvadjungeret Hilbert-Schmidt operator pa Hj-,
og at
IAIZ = M + el + (14213

samt
[ Aol < [|A1]l = [A2] -

Fortseettes pa denne made finder vi en folge A1, A2, A3, ... (som er endelig
hvis dim H < 400) af egenvaerdier for A, der opfylder

MY (19)

For de tilhgrende normerede og parvis ortogonale egenvektorer e, es, €3, ...
geelder, at hvis vi for N € N saetter

Hy =span{ey,...,en}, (20)
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da er A(Hy) C Hy og derfor A(H]%]) - H]%], og det folger, at

N
1A =Y NP+ [ An i3 (21)
i=1
hvor
Ay = A) 99
N H]%] ) ( )
samt at
[AN| < [[AN-1]l = [An] - (23)

N
Af (21) folger, at > |\i|? < || A3 for alle N € N og derfor
=1

oI < JAJ < oo

=1

Men heraf fglger specielt, at |[Ay| — 0 for N — oo og derfor ifglge (23) ogsa,
at
|AN|| =0 for N — 0. (24)

Lader vi nu P; betegne den ortogonale projektion pa e; (se ligning (4.50)),
har vi, at

N
=1

og derfor ifplge (22) og (24) at

Hy

N
|A= S AP = |Ax] =0 for N oo,

=1

N
hvilket vil sige at > A\;P; er konvergent i B(H), og at
=1

1=

A=>"\P;. (25)
i=1
Specielt fas, at
Az =) NPz, zc€H, (26)
i=1
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idet
N N
1Az =Y " AiPa| < [A=> NP 2] = 0 for N — 0.
=1 =1

Genkalder vi ligning (4.51), viser dette netop, at A er diagonaliserbar

med egenveerdier A1, Aa, Az,... samt eventuelt 0, idet vektorer tilhgrende
{e1,ea,e3,... 11\ {0} vil tilhgre nulrummet for A, altsi vaere egenvektorer
hgrende til egenveerdien 0. O

Da By(H) = B(H), hvis dim H < 400, noterer vi som lovet i begyndelsen
af afsnit 4.4 folgende konsekvens af Seetning 5.5.

Korollar 5.6. Enhver selvadjungeret operator pa et endeligdimensionalt Hil-
bert rum er diagonaliserbar.

HAkvivalent hermed er, jvf. afsnittene 4.1 og 4.2,
Korollar 5.7. For enhver Hermite’sk (hhv. reel og symmetrisk) nx n-matrix
A findes en uniter (hhv. ortogonal) n x n-matriz U, sdledes at U"'AU er

en diagonalmatriz.

Tilsvarende satninger geelder for unitsere operatorer og matricer i det
komplekse tilfeelde. For at vise dette har vi brug for folgende simple udvidelse
af Seetning 5.5.

Seetning 5.8. Antag, at H er et komplekst separabelt Hilbert rum og lad A
veere en Hilbert-Schmidt operator pa H, der opfylder

AA*=A"A. (27)
Da er A diagonaliserbar.
Bewis. Vi bemaerker, at
1
A=A+ A +ig (A= A7), (28)

hvor operatorerne

1
2i
er selvadjungerede. De er ogsa Hilbert-Schmidt operatorer, da A og A* begge

er Hilbert-Schmidt operatorer, og B2(H) som tidligere naevnt er et underrum
af B(H). Desuden har vi som fglge af (27), at

U=4(A+A*) og V=_—(A-A") (29)

Uv =VvU. (30)

108



5.11

Lad nu A;, j € J, betegne de indbyrdes forskellige egenvaerdier for U. For
x € Ey,;(U) har vi da

UVe=VUx =V(\z)=\Va,

hvilket viser, at Vo € Ey;(U). Altsa er Ey,(U) et afsluttet invariant under-
rum for V. V} Er ) kan derfor betragtes som en operator pa Hilbert rummet
i

E,;(U) € H (med indre produkt arvet fra H) og er oplagt selvadjungeret og
Hilbert-Schmidt. Ifglge Seetning 5.5 findes derfor en ortonormalbasis (e;)ie1,
for Ey;(U) bestaende af egenvektorer for V. Disse er selvfglgelig ogsa egen-
vektorer for U (med egenveerdi ;). Ifslge Lemma 4.11b udggr disse ortonor-
malbaser for j € J tilsammen et ortonormalsystem (e;)icr, hvor I = |J I;, i
JEJ
H. Vi viser, at dette st er maksimalt: Antag, at z € H, og at (x,e;) = 0 for
alle i € I. Da er x ortogonal pa alle egenrummene for U, og derfor specielt
pa samtlige vektorer i en ortonormalbasis for H, som diagonaliserer U, og
som findes ifglge Saetning 5.5. Men dette medfgrer ifglge Seetning 1.14, at
x = 0, og af samme konkluderes derfor, at szttet (e;);cr er maksimalt.
Vi har hermed fundet en ortonormalbasis for H bestaende af feelles egen-
vektorer for U og V', og disse er ifplge (28) og (29) da ogsa egenvektorer for
A. Altsa er A diagonaliserbar. O

Da enhver uniteer operator opfylder (27), har vi som pastaet folgende
resultat.

Korollar 5.9. Enhver uniter operator pa et endeligdimensionalt komplekst
Hilbert rum er diagonaliserbar.

Og som fglge heraf fas
Korollar 5.10. For enhver uniter n x n-matriz U findes en uniter n X n-

matric go, saledes at (_ngg go er en diagonalmatrix.

Som Eksempel 4.2b viser, geelder det tilsvarende resultat, hvor U og Uy

erstattes af ortogonale matricer, ikke.

Endelig skal det naevnes, at operatorer A for hvilke Lemma 5.3 geelder,
kaldes kompakte, idet szetningen ved nsermere eftertanke udtrykker, at A
afbilder enhver begraenset maengde pa en maengde hvis afslutning er kom-
pakt. Selv om vi i beviset for Seetning 5.5 ogsa benyttede seerlige egenskaber
ved Hilbert-Schmidt operatorer, kan dette undgas med noget mere arbejde,
hvorved diagonaliserbarhed kan vises for vilkarlige selvadjungerede kompakte
operatorer. Vi henviser til kurset Mat 3AN for en diskussion heraf.
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5.12
Opgaver til §5

5.1. a) Vis, at By(H) udger et underrum af B(H), samt at || - ||2 er en norm
pé’u BQ(H)

b) Vis, at hvis A € B(H) og B € B2(H), da er AB og BA Hilbert-Schmidt
operatorer, og der geelder ||AB|l> < [|A|l| Bz og | BAll < | A]|B]l.

5.2. Lad f veere en kontinuert funktion pa det kompakte interval [a, b], hvor
a < b. Vis, at multiplikationsoperatoren My pa Ls([a,b]) er en Hilbert-
Schmidt operator, hvis og kun hvis f = 0.

5.3. Lad X veere et afsluttet underrum af H og lad P veere den ortogonale
projektion pa X.
Under hvilke omsteendigheder er P en Hilbert-Schmidt operator?

5.4. Lad H = Lz([a,b]) og antag, at underrummet X af H er udspsendt af
et endeligt antal kontinuerte funktioner ¢1,... ,p, pa [a,b].

Vis, at den ortogonale projektion pa X er en integraloperator, hvis kerne
er kontinuert.

5.5. Lad I veere et kompakt interval, p en kontinuert positiv funktion pa I
og  en kontinuert funktion pa I x I.
Vis, at der ved

(@f)(z) = /Iso(w,y)f(y)p(y)dy , feLy,p),

defineres en begraenset operator pa Hilbert rummet Lo(1, p). Denne kaldes
integraloperatoren pa Ly (I, p) med kerne .

Vis, at @ er en Hilbert-Schmidt operator og bestem ||®||2.

Vis endelig, at ®* er integraloperatoren pa La(1, p) med kerne ¢(y, x).
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§6. Unitaere operatorer pa Hilbert rum og
Fourier transformationen.

6.1 Unitaere operatorer.

Vi skal i dette afsnit udvide definitionen af ortogonale og unitsere opera-
torer pa endeligdimensionale Hilbert rum, som omtalt i afsnittene 4.1 og 4.2,
til at omfatte operatorer mellem vilkarlige separable Hilbert rum. Vigtig-
heden af disse begreber i det fglgende er bl.a. deres sammenhaeng med skift
af koordinater, dvs. overgang fra én ortonormalbasis til en anden, idet orto-
gonale, hhv. uniteere, operatorer er sadanne, der afbilder ortonormalbaser i
ortonormalbaser (jvf. Seetning 6.2). Idet vi genkalder ligningerne (4.13) og
(4.18) defineres de som folger.

Definition 6.1. Lad H; og Hs vere reelle, hhv. komplekse, Hilbert rum.
En begraenset operator U : Hy — Hy siges at vaere ortogonal, hhv. uniteer,
safremt den er bijektiv og

Ut=u*. (1)

Eller, sagt med andre ord, safremt der geelder, at
U'U = IHl 0g UU* = IH2 ) (2)

(hvor Iy, betegner identitetsoperatoren pa H;, i =1,2).

Af praktiske grunde benytter vi tit i det fglgende betegnelsen uniteer bade i
det reelle og i det komplekse tilfselde, hvor det er underforstaet, at et resultat
er gyldigt i begge tilfzelde.

Vi bemzeerker, at den forste af ligningerne i (2) medfgrer, at U er injektiv:
Hvis x € H; sa Ux = 0, fas at © = U*Uz = U*0 = 0. Den anden ligning
i (2) medfgrer tilsvarende, at U er surjektiv: Givet y € Hy er y = UU*y =
U(U*y), sa y € U(Hy). Herefter medfgrer hver af ligningerne i (2) at U1 =
U*. Specielt folger det, at operatoren U er uniteer, hvis og kun hvis den
er surjektiv og opfylder U*U = Ip, (eller er injektiv og opfylder UU* =
Iy,). Endvidere bemaerkes, at hvis Hy og Hsy er endeligdimensionale og
dim H; = dim Hs, da fglger det af dimensionssaetningen (Theorem 6.27 i
[M]), at en lineser afbildning U : Hy — Hs er injektiv netop hvis den er
surjektiv, sa i dette tilfeelde er de to ligninger i (2) ackvivalente og er hver for
sig ensbetydende med, at U er uniteer (jvf. ligningerne (4.12) og (4.17)).

Den folgende saetning, der giver en rackke sekvivalente betingelser for, at
en operator er uniteer, er analog til Saetning 4.1 i afsnit 4.2.
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Seetning 6.2. Lad U : Hy — Hs vere en begrenset operator, hvor Hi og
Hy er Hilbert rum over I (= R eller C). Da er folgende fem betingelser
akvivalente.

a) U er uniter.

b) U er surjektiv og U*U = Iy, .

c) U er surjektiv og bevarer det indre produkt, dvs. (Uz,Uy) = (x,y),
for alle x,y € Hy (hvor (-, -) betegner det indre produkt bade pa Hy
og pa Hs).

d) U er surjektiv og isometrisk, dvs. |Uz| = ||z||, = € H;.

e) U afbilder en ortonormalbasis for Hy i en ortonormalbasis for Hs.

Bevis. At a) < b) er bemaerket ovenfor. At b), ¢) og d) er akvivalente,
folger ved brug af de samme argumenter som i beviset for Seetning 4.1.

c) = e): Vi antager, at U er surjektiv og bevarer det indre produkt og lader
(€;)ier veere en ortonormalbasis for Hy. Det er da klart, at (Ue;);er er et
ortonormalsystem i Hs. At det ogsa er maksimalt fglger af, at U er surjektiv:
Lad y € Hy saledes at (y,Ue;) = 0 for alle i € N. Veelg x € Hy sa y = Ux.
Da haves, at

(z,e;) = (Uzx,Ue;) = (y,Ue;) =0 for alle i€ N,

og derfor z = 0 ifglge Seetning 1.14. Men heraf fas, at y = Ux = UQ =
0. Altsa er sattet (Ue;);cr maksimalt, og derfor ifplge Seetning 1.14 en
ortonormalbasis for Hs.

e) = d): Viantager, at (e;);es er en ortonormalbasis for Hy, saledes at (f;)icr
er en ortonormal basis for Hs, hvor f; = Ue;, © € I. Da U er kontinuert og

linezer, har vi for enhver vektor z = >~ a;e; € Hy, hvor Y |a;|? < oo, at
iel iel

U(Z aiei) = ZaiUei = Zalfl . (3)

iel iel iel

Heraf fglger, at U er surjektiv, da enhver vektor y € Hs kan skrives pa formen
y = cr0ifi, hvor 3 Ja;|? < oo. Ligeledes folger det, at U er isometrisk,

iel
idet
Uz =1 aifill> = lail®> = > aiesl|* = [l]* ,
iel iel iel

ifolge Parsevals ligning.
Dette afslutter beviset for ssetningen. O
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I forleengelse af ssetningens punkt e) bemaerkes, at for givne ortonormalba-
ser (e;)ier 0g (fi)ier for henholdsvis Hy og Ha, som altsa enten begge er uen-
deligdimensionale, separable Hilbert rum eller endeligdimensionale af samme
dimension, findes der netop een begraenset linezer operator U : H; — Ho,
saledes at Ue; = f;, ¢ € I. Nemlig operatoren defineret ved (jvf. (3) oven-

for)

U(Z aie;) = Zaifi , (4)

icl iel
for " |a;|* < oo, og denne operator er unitaer ifglge e) i Seetning 6.2. Ligning-
i€l

en (4) udtrykker, at U afbilder en vektor = € H; i vektoren y € Ha, hvis
koordinatsaet (a;);er m.h.t. (f;)icr er det samme som koordinatsaettet for x
m.h.t. (e;)ier, og er ekvivalent med

Uz =) (x,e:)fi, (5)

icl

idet jo x = Ziel(:p, e;)e; for x € Hy. De uniteere operatorer U fra Hy pa Ho
er altsa netop de operatorer, der kan skrives pa formen (5) for passende valg
af ortonormalbaser (e;);cr 0g (fi)ier for henholdsvis Hy og Hs.

Vi skal nu se pa et par vigtige seertilfeelde. Lad fgrst H; = H veere et
separabelt Hilbert rum og veaelg en ortonormalbasis (e;);cr for H, hvor altsa
I er endelig eller tellelig. Lad endvidere Hyo = ¢5(I). Her er ¢5(I) defineret
analogt med ¢2(N) i Eksempel 1.9 og bestar altsa af de funktioner x : I — L,

som opfylder
D lwil* < +oo,
icl
hvor vi har sat z(i) = x; for ¢ € I. Det indre produkt er givet ved
()ier, (Wi)ier) = > _ @il
icl

idet vi benytter betegnelserne (z;)icr 0g (yi)ier for xz,y € lo(I). At ly(I)
er et Hilbert rum fglger ganske som i Eksempel 1.9. Bemeerk, at hvis I er
endelig med n elementer, sa kan ¢o(I) identificeres med L™. Med (&;)icr
betegnes den naturlige ortonormalbasis for ¢o(1) givet ved

1 hvis i=j
(€i); = o
0 hvis @ #j

for i,j € I. Svarende hertil fas ved fastsattelsen (5) med f; = ¢;, @ € I,
operatoren U : H — {5(I), som er givet ved

Uz = ((x,€i))ier , z€H, (6)
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dvs. U afbilder x € H i koordinatsettet for x m.h.t. (e;)icr 0g er altsa uniter
ifglge Seetning 6.2.

Dette kan benyttes til at give en alternativ karakterisering af diagonaliser-
barhed. Lad os forst notere, at der (ligesom i Eksempel 4.3a) for hver be-
greenset funktion a = (a;)ier fra I ind i L defineres en begraenset multi-
plikatinsoperator M, pa l2(I) ved fastssettelsen

Ma(wi)ief = (aixi)iel ) (%)iel S €2(I) :

Det ses, at multiplikationsoperatorerne er netop de begransede operatorer
pa (1), der diagonaliseres af den naturlige ortonormalbasis for ¢o(1).

Seetning 6.3. Lad H wveere et separabelt Hilbert rum over L. En opera-
tor A € B(H) er diagonaliserbar, netop hvis der findes en uniter operator
U : H — U3(I), hvor I er en endelig eller tellelig maengde, og en multi-
plikationsoperator M, pa l2(1I), saledes at

UAU Y =M, . (7)

Beuvis. Ifplge bemaerkningerne ovenfor skal det vises, at A er diagonaliserbar,
netop hvis der findes en uniteer operator U : H — (5(I), séledes at U AU 1
diagonaliseres af den naturlige basis (;);cr for o(I), dvs. at der findes en
begraenset funktion (a;);er fra I ind i L, saledes at

UAU te; = aie iel,
hvilket er ensbetydende med, at
AU e = aiU_lai, 1e€1.
Men ifglge det ovenfor viste er dette ensbetydende med eksistensen af en

ortonormalbasis (e;)ic; for H givet ved e; = U~'g;, i € I, bestdende af
egenvektorer for A. Dette viser det gnskede. OJ

Bemazrkning 6.4. Ifald der findes en uniteer operator U : H — (5([),
saledes at (7) er opfyldt, siges A at veere unitert ekvivalent med M,, og vi
siger, at U diagonaliserer A.

Af seerlig relevans for teorien for Fourier rackker er naturligvis tilfaeldet
H = Ly([—m,n]), hvor vi veelger I = Z og lader (ey)nez veere givet ved

en(0) =™ 0 c[-mn]. (8)

Den tilsvarende uniteere operator defineret ved (6) kaldes Fourier transfor-

mationen pa Lo([—m,7]) og betegnes med F : Lo([—m,7]) — €2(Z). Den

afbilder altsa en funktion f € Lo([—m,7]) i seettet (¢, (f))nez bestaende af

f’s Fourier koefficienter. Vi har hermed indset, at den fundamentale kends-

gerning, at (€'"?),,cz udggr en ortonormal basis for Ly ([, 71]) kan udtrykkes
som fglger.
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Seetning 6.5. Fourier transformationen F : Lo([—m,7]) — €2(Z), defineret
ved

F(f) = (en(f))nez , (9)
hvor

all) = 5= [ 0 (10

for f € La(|—m,7]), er en uniter operator.

Lad os dernaest betragte det tilfeelde, hvor Hy = Hs = H, og hvor U :
H — H er en diagonaliserbar unitaer operator. Vi har da fglgende resultat.

Seetning 6.6. Lad H vere et separabelt Hilbert rum over .. Da er en dia-
gonaliserbar operator U € B(H) uniter, netop hvis dens egenverdier ligger
pa enhedscirklen, dvs. har numerisk verdi 1.

Bevis. Lad (e;)icr veere en ortonormalbasis bestaende af egenvektorer for U
og betegn de tilsvarende egenvaerdier med A;, i € I. Da er (se (4.52))

U= Z)\ZPZ og U* - szpz 5
il i€l
hvor P; er den ortogonale projektion pa span{e;}. Men heraf fglger, at
UU =Y |\[*P=UU", (11)

icl

idet U*Ue; = \iU*e; = Midie; = |\i|%e; og tilsvarende UU*e; = |\;|%e; for
i € 1. Af (11) folger nu, at U*U = UU* = 1, netop hvis |\;|> = 1 for alle
1 € I, hvilket viser det gnskede. O

Vi bemeerker, at en egenveerdi A for en vilkarlig uniteer operator U : H —
H ngdvendigvis ligger pa enhedscirklen, idet vi for en tilhgrende egenvektor
x € H\ {0} har, at

[zl = [[Uz] = |zl = [A] |l=]] ,
hvoraf fglger, at |[A\| = 1. Dette resultat samt Ssetning 6.6 bgr sammenlignes

med de tilsvarende resultater for selvadjungerede operatorer i afsnit 4.4, hvor
vi fandt, at egenveerdierne for sadanne er reelle.
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Eksempel 6.7. Lad H veare et reelt Hilbert rum og lad O veere en dia-
gonaliserbar ortogonal operator pa H. Ifslge Szetning 6.6 er +1 de eneste
mulige egenveerdier for O. Lader vi P betegne den ortogonale projektion pa
egenrummet E_1(0), er den ortogonale projektion pa F1(O) derfor lig med
1 — P, og vi slutter, at

O=(1—-P)—-P=1-2P. (12)

Omvendt er det let at se, at enhver operator O givet ved (12), hvor P er en
vilkarlig ortogonal projektion, er ortogonal og diagonaliserbar.

Eksempel 6.8. Lad H = Lo([—m,7]), og betragt translationsoperatoren
T, : H — H svarende til vinklen o € R defineret ved

(Tozf)<0) :f(a+9) , 0eR, (13)

for f € H betragtet som periodisk funktion pa R med periode 27. Da er

™ T+
Hnwzi/Lm+wwzi/ (6)d6

27 — 2m —Tta
I 2 2
— 0)|7do =

5 |50~ 17
dvs. T, er en isometri. Da T, desuden er bijektiv, idet T,;! = T_,, er T,

uniteer ifplge Seetning 6.2 d).
Lader vi (e, )nez betegne ortonormalbasen for H givet ved (8) har vi, at

(Taen)<9) _ ein(oz—!—@) — einaeinG _ einaen<9) ’ (14)

hvilket viser, at (e, )nez diagonaliserer operatoren T, og at dens egenveerdier
er e n € Z.

Idet vi erindrer, at Fourier transformationen pa Ls([—m, 7]) afbilder orto-
normalbasen (e, ),z i den naturlige ortonormalbasis (e, )nez for £2(Z), bety-
der dette, at F'T, F~! er lig med multiplikationsoperatoren pa £2(Z) svarende
til funktionen n — e pa Z, altsa

FT,F ' = M.nao . (15)

Vi har hermed set, at Fourier transformationen pa Lo([—m,7|) diagonaliserer
T,
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Bemaerkning 6.9. Selv om vi ikke skal ga i detaljer hermed, vil vi pa
dette sted ikke undlade at komme ind pa, at Fourier transformationen pa
Lo([—m,7]) ogsa i en vis forstand diagonaliserer differentialoperatoren D =
—id%, idet vi allerede i Eksempel 4.3d har bemearket, at e,, er egenvektor for
D med egenvaerdi n. Identitetsfunktionen id, givet ved id(n) = n for n € Z,
er dog ikke begraenset, og derfor er, som vi har set, D ej heller begraenset.

Benyttes Lemma 2.7 og (9) har vi dog for f € span{e,, | n € Z}, og mere
generelt for f € C; at

F(Df) = MuFf , (16)

hvor M;4 betegner multiplikationsoperatoren pa £2(7Z) svarende til funktionen
1d, dvs.
Mid : (xn)nEZ - (nmn)nEZ . (17)

Da funktionen id ikke er begresenset pa Z, er M;, ikke en begraenset operator
pa ls(7Z), jvi. Seetning 4.9, og er endda ikke overalt defineret pa ¢2(Z). Den
har dog en naturlig maksimal definitionsmaengde D(M,q) fastlagt ved kravet
om, at M;qx € l2(Z) for x € D(M;4), hvilket ifplge (17) vil sige, at

D(Mis) = {(a)ncz € 2(2) | Y Inal? < 400} (18)
nez
At D(M;q) # l2(Z) ses ved at bemzerke, at folgen (zy,)nez givet ved a, = +
for n # 0 og xp = 0, tilhgrer ¢5(Z), men ikke D(M;q). Dog er D(M;q) teet
i lo(Z), idet f.eks. alle folger (zy,)nez, for hvilke x,, = 0 for |n| tilstraekkelig
stor, tilhgrer ¢5(Z). Desuden er D(M;q) et underrum af ¢5(Z), hvilket ses pa
samme vis som i argumentet for, at /2(N) er et vektorrum, jvf. Eksempel
1.9.
Af (16) folger, at F(Cl,) C D(M;q). Secttes

per

H!. =FY(D(My)),

per

har vi derfor specielt, at C! C H! og ifglge (16) er operatoren
g g

per — per
D =F 'MyuF (19)

en udvidelse af D fra span{e,, | n € Z} til H},.

Det er maske ikke klart pa nuvaerende tidspunkt, hvilket formal denne
udvidelse skal tjene. Pointen er, at den udvidede operator D herved bliver
en selvadjungeret operator i en generaliseret forstand, geeldende ogsa for
ubegraensede teet definerede operatorer, men som vi af pladshensyn ikke kan
komme ind pa i dette kursus.
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6.2 Fourier transformationen pa R.

I dette og det folgende afsnit skal vi indfgre en saerlig vigtig uniteer operator
F : Ly(R™) — Lo(R™), som vi vil kalde Fourier transformationen pa Lo(R™)
(eller blot pa R™). T dette afsnit behandles tilfseldet 7 = 1, men beviserne kan
umiddelbart generaliseres til n > 1, og resultaterne i det generelle tilfzlde
gives i naeste afsnit.

Lad os forst forsgge at motivere definitionen af den Fourier transforme-
rede f af en funktion f € Li(R). Som bekendt fra §2 udger (e?),ecz en

ortonormal basis for Ly([—, 7], 5=). Betragtes for a,b > 0 afbildningen
Uap : La([—a,a], o) — La([—b,b], 57), defineret ved

(Ua,bf)<9) = f( 9) s NS [_bv b] s (20)

el IS

for f € La([—a,a], 5= ), er det oplagt, at U, ; er lineser og dertil bijektiv, idet

’ 2a
U;; = Up,q. Endvidere er U, ; isometrisk, idet

2b 2a

—-b —a

b a
Vst =5 [ 155 O0Fdo= 5 [ 15600 = 117

hvor vi har foretaget variabelskiftet 01 = ¢ 0. Altsa er U, uniteer. Seet-

tes a = 7 giver Szetning 6.2 derfor, at (€"%%),cz er en ortonormalbasis for

La([—b,b], 5), eftersom Uy p afbilder funktionen e™?, ¢ € [—m, ], i funkti-

onen e"%% @ € [~b,b]. Svarende hertil definerer vi Fourier koefficienterne
c (f) for f € La([—b,b]) ved

b
& (f) = QLb/_b f@e 390, necz, (21)

og har, at

F0) =" ch(f)ens? (22)

nez

betragtet som ligning i Lo([—b, b]). Parsevals ligning lyder i dette tilfaelde

b
5 | @R =3P (23)

nez

for f € La([~b,b]). Vi bemaerker ogsa, at hvis f € C([—b,b]), s& geelder (22)
punktvis for hvert 6 €] —b, b[, hvilket fglger pa samme vis som det tilsvarende
resultat i §2.
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Vi er interesserede i at betragte ”graensetilfaeldet” b — +o0o. Hertil be-
meerker vi forst, at stgrrelserne nf, n € Z, der optraeder i eksponenterne
i (21) og (22), danner en inddeling af R i intervaller af laengde 7, som gar
imod 0 for b — +o00. Det er derfor naturligt i denne greense at erstatte disse
stgrrelser med en variabel k£ € R. Endvidere ville det vaere naerliggende at
erstatte La([—b, b]) med Ly (R), og tilsvarende erstatte integrationsintervallet
[—b,b] 1 (21) med R. Dette er dog ikke muligt, idet f € La(R) ikke ngdven-
digvis er integrabel, og det resulterende integral derfor ikke veldefineret. Vi
ma derfor antage, at f, og dermed z — f(x)e~ ™% tilhgrer L;(R).

Definition 6.10. For f € L;(R) defineres den Fourier transformerede funk-
tion f af f ved
fk) = / fx)e™*dx, keR. (24)
R

Vi noterer straks folgende simple resultat.

Seetning 6.11. For f € L1(R) gelder, at f er en kontinuert og begranset
funktion pa R, og

1Flla < 1f 1 - (25)

Bewis. Vi viser forst, at f er kontinuert. Lad hertil (ky)nen veere en folge
i R med graenseveerdi k € R. Det skal vises, at f(kn) — f(k) for n — oo.
Da funktionen § — e~ er kontinuert, har vi, at f(x)e~#*»* — f(z)e
for n — oo for hvert x € R. Da endvidere funktionen g(z) = |f(z)| er en
integrabel majorant for hver af funktionerne x — f(z)e~%#»* n € N, fglger
af Lebesgues majorantsaetning (Ssetning A.9), at

—iknpx N —ikx
/R f(z)e dx /R flz)e """ dx

for n — oo, hvilket skulle vises.
At f er begrzenset og opfylder (25) folger af, at for k € R er

) = / Fle)e %o d| < / F@)ldz =[] -
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Bemaerkning 6.12. Det kan vises, at f(k) — 0 for |k| — oo (se Opg. 6.6).

I det folgende skal vi se, at pa trods af, at definitionen (24) kun giver
mening for f € Li(R), sa fastlaegger den en entydig uniteer operator F pa
Ly(R), saledes at F(f) = ﬁf for f € Li(R) N La(R). Strategien vil

vaere fglgende: Fgrst vises, at afbildningen f — \/%_ﬂ f afbilder underrummet
C§°(R) C Ly(R) bestaende af C*°-funktioner med kompakt stotte isometrisk
ind i La(R). Dernaest udnyttes at C§°(R) er teet i Lo(R) ifplge Seetning A.14,
til ved brug af Seetning I. 6.23 at udvide denne afbildning til en isometri
F : Ly(R) — Lo(R). For at vise, at F er surjektiv, og dermed uniteer,
udnyttes til sidst (22) pa passende vis.

Det forstnaevnte resultat er indeholdt i folgende seetning.

Szetning 6.13. For f € C°(R) er f € Li(R) N Ly(R), og der gelder Fou-
riers inversionsformel

flz) = % /R fk)e*rdl, zeR, (26)

samt Parsevals ligning

[ \r@)ds = o [ 1o 1)

Bevis. 1 det efterfglgende Lemma 6.16 vises, at for hvert N = 0,1,2,...
findes C'y > 0, saledes at
~ CN
)< ——v, keR. 28
41 < i 23)
Da funktionen pa hgjresiden af (28) er integrabel over R for N tilstraekkelig
stor (N > 2) folger heraf, idet f er kontinuert, at |f[P er integrabel over R
for hvert p > 0, og derfor specielt at f € Ly (R) N La(R).
Valg R > 0, saledes at f’s stotte er indeholdt i [—R, R], og lad os i det
folgende antage, at b > max{2m, R}. Da er f(z) = 0 for = ¢ [—b,b], og det
folger derfor af (21) og (24), at

1 .

c?z(f}[_b7b]) Q_bf(n_) S Z ’ (29)

hvilket ved indseettelse i (22

g

~—

og (23) giver

T for x €] —b,b[, (30)

Km

(nl)
"p)

@|’_'
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0g

b
[ @ = [ 1@l =30 gifn R (31)

nez
Vi saetter nu b = m € N og definerer i analogi med Eksempel A.10 for x € R
de stykkevis konstante funktioner f,, og gm, . ved

~ ~ ie T o
(k)= fn ") for ken n+1) [, nez, 2
fim (k) f(nm) or e[nm (n + )m[ n € (32)
og
P m 7T
ma(k) = Fn Ve m® for ke nl (n+ 1) L[, neZ.
Gm. (k) f(nm)e or € [nm (n+ )m[ n e (33)
Da kan (30) og (31) gjensynlig skrives pa formen
1
flz) = —/gmiw(k)dk: for x €] —m,m| (34)
27T R

)

[ r@rde = o [ VP, (3)

forudsat funktionerne g, 5 og | fm|2 er integrable. At dette er tilfseldet folger
af (28), da vifor k € [nZ, (n+1)Z| har

~ . CN CN
| fin (B)| = [gm,z (k)] < 1+ |%|)N < (% + k)N

(36)

idet
}—nﬂ-} = }k—i—n—ﬂ- —k’} > |k| — }n—ﬂ- —k} > |]<;|_£ > |k’|—%
m m m m

for m > 27. Da funktionen ¢y (k) = (lfw er integrabel over R for N > 2,
2

folger det af (36) ikke blot at | f, |2 er integrabel, men tillige at |on|2, N > 1,
er en integrabel majorant for funktionerne |f,,|?, m > 2n. Tilsvarende er
lon|, N > 2, en integrabel majorant for g, », m > 2.

Da nu f er kontinuert ifglge Seetning 6.11, har vi (jvf. Eksempel A.10) at
fm(k) = f(k), keR,

og R
gm,w<k) - f(k’)e“m , keR,

for m — +o00, hvorefter Lebesgues majorantsaetning anvendt pa (34) og (35)
giver (26) og (27). O

Vi viser derneest (28) ikke kun for f € C§°(R), men for den stgrre klasse af

sakaldte hurtigt aftagende funktioner eller Schwartz funktioner, der defineres
som fglger.
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Definition 6.14. En funktion f pa R kaldes en Schwartz funktion, safremt
f € C>*(R), og der for hvert par n, N € NU{0} findes en konstant C,, ny > 0,
saledes at

(n) nN T
|f ()I_7<+||)N, €R, (37)

hvor f(™ betegner den n’te afledede af f.

Bemaerkning 6.15. a) Af (37) folger, at
|2 @) < (1 + )V SV (@) < Con s @ ER.

Hvis omvendt |2V f(")(z)| er begraenset pa R for alle n, N € N U {0} fas,
eftersom (1 + |z|)V er et polynomium i |z|, at ogsa (1 + |z|)N|f™ (z)| er
begraenset pa R for alle n, N € NU{0}. Vi har altsa, at f € S(R) netop hvis
f € C®R) og |zN f™) ()| er begreenset pa R for allen, N € NU{0}, hvilket
ogsa udtrykker, at f(z) savel som alle dens afledede aftager hurtigere end
enhver potens |z|~ for |z| — 4oo.

b) Da de afledede af =V f(")(z) er linearkombinationer af funktioner af
samme form, folger det, at ™ f(")(z) tilhorer S(R), hvis f gor.

c¢) Da funktionen pa hgjresiden af (37) er integrabel over R for N tilstraek-
kelig stor (N > 2), folger det, at enhver Schwartz funktion samt alle dens
afledede tilhprer L£1(R) N L2(R).

d) C§°(R) C S(R), fordi hvis f € C§°(R) har stotte i intervallet [—R, R],
R > 0, geelder dette ogsa f™, n € N. Da [f(")| er kontinuert, er den
begraenset pa [—R, R], og dermed pa R. Vi kan derfor valge Cp, n > 0,
saledes at

f"(@)] <

hvorefter (37) er opfyldt.

W, LEGR,

Uligheden (28) er nu en konsekvens af Definition 6.14 og bemeerkningens
punkt d) ovenfor, samt fplgende lemma.

Lemma 6.16. For f € S(R) gelder, at f € S(R) og for hvert n € N er

Km

£ (k) = (38)

(k) = ( di) (39)
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(hvor x™ f betegner funktionen x — x™ f(x)).

Bevis. Af (24) fas
ik f(k) = / ik e f () da
R
d )
_ _/R (%e—“ﬂw) f(@)dz
R
= ng%o (— /_R (%e‘ikw) f(a;)d;z:)

= lim ([—e‘ikwf(x)}ljR+/ e_ikwf’(:z;)dac>

R—o0 —
R .
= lim e~ F (1) dx
R—o0 _R

— [ F@e s = Fw.
R

hvor vi i fjerde skridt har benyttet partiel integration, og i femte skridt, at
f(£R) — 0 for R — oo, da f € S(R).
Gentages argumentet med f istedet for f fas

(ik)2 f(k) = ik J'(k) = [ (k) ,

hvorefter (38) let folger ved induktion.

For at vise (39) bemeerkes forst, at funktionen g, : k — f(z)e~"* er en
C°°-funktion for hvert z € R med differentialkvotient ¢/, (k) = —ix f(z)e 2.
Lad nu k € R og lad (ky,)nen veere en folge i R med graenseveerdi k, saledes
at k, # k for n € N. Differentialregningens middelvaerdiszetning (se Adams
p.254) anvendt pa real- og imagineerdelen af g, medforer, at der findes &/,

og k!’ i intervallet med endepunkter k og k,, saledes at Re(%)

Re(—izf(x)e *n?) og Im(%) = Im(—ixzf(x)e *n*) . Heraf folger

gu(kn) — gm(k)’
kn — k

= \/(Re(—ia?J"‘(ﬂf)6‘“%””))2 + (Im(—iz f(x)e~Hi=))2 < V2laf(z)|

altsa at 2|z f(x)| en integrabel majorant for funktionen

ga:(kn) - gx(k) e_iknw _ e—ikw

() = 28 — )
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Da hy(x) — g¢.(k) = —izf(x)e”*® for hvert + € R, har vi derfor ifglge
Lebesgues majorantsetning (Seetning A.9)

R /Rhn(:z;)dac

4 —ikx
Z/Rxf(x)e dx

hvilket viser (39) for n = 1. Resultatet fas herefter ved induktion for
vilkarligt n € N.

Af (39) folger specielt, at f € C°(R). For at vise, at f € S(R), skal
det godtggres, at |k|N|(%)”f(k’)] er en begraenset funktion af £k € R for
vilkarlige N ,n € NU{0}. Da z"f € S(R), er det ifplge (39) tilstrackkeligt
at vise dette for n = 0, hvorefter det af (38) folger, at vi ogsa kan antage, at
N = 0 eftersom fV) € S(R). Men sa folger pastanden af Seetning 6.11. [

Vi er nu klar til at vise folgende fundamentale resultat.

Seetning 6.17. Der findes en entydig uniter operator F : La(R) — Lo(R),
saledes at

F(f) = ﬁf for fe Li(R)NL2(R) , (40)

og der gelder, at F afbilder S(R) bijektivt pa S(R).

F kaldes Fourier transformationen pa La(R).
Beuvis. Vi betragter fgrst den linezre afbildning f — \/%7 f fra C§°(R) ind i
Ls(R), som ifglge (27) er isometrisk og derfor specielt begraenset. (Vi identi-
ficerer her naturligvis de kontinuerte funktioner f og f med deres ackvivalens-
klasser i L2(R)). Da La(R) er et Banach rum, fglger det af Seetning I. 6.23

og Seetning A.14, at denne afbildning kan udvides til en entydig begraenset
operator F : La(R) — Lo(R) givet ved at

F(f) = S lim f, . (41)

n—oo

for enhver folge (fn)nen 1 Cg°(R) for hvilken f,, — f 1 La(R). Af (41) folger,
at ogsa F er en isometri, idet

IFDI = A= Tim [[full = lim 7]l = 7]

for ethvert f € La(R), hvor || - || betegner normen pa Ly (R).
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For at vise, at F er uniteer, skal vi godtggre at F er surjektiv. Hertil

bemeerker vi forst, at F(f) = \/12_7rf for alle f € L1(R) N L2(R). Dette folger

af, at vi ifplge Seetning A.14 for f € L1(R) N La(R) kan vaelge folgen (fp)nen
i (41), saledes at

If = falll =0 og [If = fullz =0

for n — oo. Men heraf fglger dels, at

an_fl‘u_)O (42)
som fplge af (25), og dels at
| fn — V22 F ()] — 0 (43)

i Ly(R) som folge af (41). Af (42) og (43) fas for ethvert begreenset interval
I CR, at

Ifo 1= F-1ll =0 og | fa 1r = V27 F(f) - 11| = 0 (44)

for n — oo, eftersom

Ifa 1t = F 1) < I = Flla/ma (D)

og ) .
Ifn 11 = V2rF ()11l < | fo — V21 F(f)]] -

Af (44) sluttes, at #f 1r = F(f)1; i L2(R). Da dette geelder for ethvert

begraenset interval I, er ﬁ f=F(f)iLy(R) som gnsket.
Lad os nu for f € C§°(R) skrive (26) pa formen

fle) = 5 / F (ke d

og erindre, at f € S(R) C L1(R) N La(R). Seettes f(k) = f(—k), k € R, er
derfor f € Li(R)N La(R) og f = f(\/%_ﬂf), hvilket viser at

Co ' (R) € F(L2(R)) - (45)

Men da F er en isometri er F(L2(R)) et afsluttet underrum af Lo(R), og det
folger derfor af (45) og Seetning A.14 at

Ly(R) = C5°(R) € F(L2(R)) ,
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altsa at F er surjektiv. O

Den i beviset indfgrte funktion f kaldes somme tider den co-Fourier trans-
formerede af f, og er altsa givet ved

F(k) = / F(2)ee de (46)

for f € L1(R). Vi kunne naturligvis veere startet med denne i stedet for
f, og tilsvarende defineret co-Fourier transformationen F : Ly(R) — Ly(R)
som den entydige unitare operator, der udvider f — f fra Li(R) N La(R) til
Ls(R). Som bemeerket i beviset ovenfor kan (26) da udtrykkes ved

f=FF) (47)

for f € C§°(R). Men da C§°(R) er tet i Lo(R), og F og F begge er kontinu-
erte er (47) gyldig for alle f € La(R), dvs.

FoF=1. (48)
Da F vides at vaere uniteer, har vi derfor at

Fr =7, (49)

6.3 Fourier transformationen pa R".

Som nzevnt i begyndelsen af forrige afsnit kan Fourier transformationen F
pa Lo(R™), n > 1, defineres analogt med tilfeeldet n = 1, og har de tilsvarende
egenskaber. Da beviserne forlgber ganske parallelt og ikke kraever vaesentlige
nye ideer, ngjes vi med at formulere resultaterne (se Szetning 6.20 nedenfor).

Forst et par definitioner og lidt notation.

Definition 6.18. For f € L;(R™) defineres den Fourier transformerede
funktion f af f ved

f)= [ fx)e *%de, keR"™, (50)
R'n

(hvor som sedvanlig k- x = kyz1 + ... + kpxy, for k = (k1,..., k) og x =
(.’,171,...,.'13”) an)

Som for n = 1 vises, at f er kontinuert og begraenset, samt at (25) geelder.
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For at definere Schwartz funktioner pa R" ggr vi brug af den sakaldte

multi-indeks notation. Et multi-indeks er et st a = (aq,...,q,), hvor
at,...,an € NU{0}. For z = (21,...,2,) € R™ og et multi-indeks « seettes
da

=t x

og tilsvarende sacttes

0% =07 =07 -...- 0,
hvor
0
N 8:1;1 ’
0“ er saledes en differentialoperator der kan anvendes pa f.eks. C'*°-funktioner
defineret pa R".

Definition 6.19. En funktion f : R™ — C kaldes en Schwartz funktion,
safremt f € C*°(R"), og der for hvert multi-indeks a og hvert N € NU {0}
findes en konstant C, v > 0, saledes at

Ca,N X
(L4 [z

Det ses pa lignende vis som i Bemeerkning 6.15, at f € S(R™) netop hvis
f € C®R") og |z*0°f(z)| er begreenset pa R™ for ethvert par af multi-
indekser o og 3, samt at 2%9° f(z) da ogsa tilhgrer S(R™), og endvidere, at
C°(R™) C S(R™).

Oa,

1=1,...,n.

|0% f(x)] < x eR™. (51)

Vi har nu fglgende.

Seetning 6.20. Der findes en entydig uniter operator F pa Lo(R™), saledes
at

F(f) = Wf for [ € Li(R") N La(R™) . (52)
Denne afbilder S(R™) pa S(R™), og der gelder for f € S(R™), at
F(O"f)(k) = (ik)*(Ff)(k), keR", (53)
og
F((=ix)* [)(k) = 0%(Ff) (k) , keR", (54)

for et vilkarligt multi-indeks o.
Desuden geelder for f € La(R™)

(F* k) = (FH(=k), keR™. (55)

De vigtige ligninger (53) og (54) udtrykker, at Fourier transformation-
en “bytter om pa” partiel differentiation og multiplikation med +i gange
tilsvarende koordinatfunktion. Vi skal se en nyttig anvendelse af disse i
Eksempel 6.22 nedenfor. Lad os forst se pa et eksempel analogt til Eksempel
6.8 i forrige afsnit.
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Eksempel 6.21. Lad U, : La(R™) — Ly(R™) betegne translationsoperato-
ren pa Lo(R™) svarende til a € R™ givet ved

(Uof)(z) = f(z +a), xeR™. (56)

Denne afbildning er oplagt lineger, og den er en isometri pa grund af Lebesgue
malets translationsinvarians. Da den dertil er bijektiv, idet U, 1 = U_,, er
U, en uniteer operator.

For f € Li(R™) N La(R™) haves at

FUNE) = b [ fla+ e *da

- (27r§n/2 /Rln f(m)e_ik.(x_a)dx
=" (Ff)(k)

hvilket ogsa kan skrives
FUaf) = Moiro (Ff), (57)

hvor M_ixo betegner multiplikationsoperatoren pa Lo (R™) svarende til funk-
tionen k — e’  defineret analogt med Eksempel 4.3b, blot med R™ erstat-
tende [a,b]. Da denne operator er begraenset, eftersom e**® er begraenset
pa R™, og F og U, ogsa er begraensede, sluttes at (57) er gyldig for alle
f € LQ(R”), da L1 (Rn) N LQ(R”) er tet i LQ(R”) Altsa er

FUF ' =M , (58)

dvs. translationsoperatoren U, fores ved Fourier transformation over i multi-
plikationsoperatoren M ik« , som forgvrigt er uniteer, da F og U, er uniteere
(jvf. Opg. 6.1), og hvilket ogsa falger let af, at |e?**¢| =1 for k € R".

Eksempel 6.22. Lad os betragte den partielle differentialligning
(~A+m*Du=f, (59)
hvor A er Laplace operatoren pa R™ givet ved

A=92 +...402 ,

m? > 0 er en konstant, og f er en given funktion pa R™. Vi sgger si en

funktion v pa R™, som er to gange differentiabel og opfylder (59).
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Vi antager forst, at f € S(R™) og viser, at der findes netop en lgsning u
til (59), som tilhgrer S(R™). Antages nemlig, at u € S(R™) kan F anvendes
pa begge sider af (59), hvorved vi ved brug af (53) far

(k* +m?)(Fu)(k) = (Ff)(k), keR".
Defineres funktionen w : k — k2 +m? pa R", kan dette ogsa udtrykkes ved

Fu=w 'Ff=M, Ff,
hvor M,,—1 betegner multiplikationsoperatoren svarende til funktionen w=! =
1/w, og vi har benyttet at w ikke antager veerdien 0, eftersom m? > 0.
Det bemaerkes, at da w™! er begraenset, er M_—1 en begraenset operator pa
L?(R™), jvf. Seetning 4.13, og den afbilder S(R™) bijektivt pa sig selv (overvej
dette!). Hermed har vi vist, at hvis u € S(R™) er en lgsning til (59), da ma

w=F M, Ff. (60)

At der ved denne ligning faktisk er givet en lgsning til (59), fas ved at folge
ovenstaende skridt bagleens.

Da bade F og M,,-1 afbilder S(R™) bijektivt pa sig selv viser ovenstaende,
at operatoren —A + m?1 ligeledes afbilder S(R™) bijektivt pa sig selv, og at
dens inverse pa dette rum er givet ved

(—A+m*D) P =F M, F. (61)

Idet hgjresiden af denne ligning er en begranset operator pa La(R™), viser
dette specielt, at (—A +m?2I)~! pa naturlig made kan udvides fra S(R™) til
en begraenset operator pa hele Lo(R™), jvf. Seetning 1.6.23.

Operatoren M, -1 er selvadjungeret ifglge Seetning 4.13, da funktionen
w1l er reel. Af (61) fas derfor

(A +m2D) ™ N = (F* My F)* = F* (M1 )*F*
=F My F =(-A+m’I)~",

altsd at (—A +m?2I)~! er en begreenset selvadjungeret operator.

Da F er bijektiv og M1 er injektiv folger, at (—A +m?2I)~! er injektiv
pa Lo(R™). Dens inverse operator eksisterer derfor og definerer en udvidelse
af —A +m?I fra S(R™) til billedmaengden (—A + m?2I)~*(Ly(R™)). Denne
operator er ubegraenset, hvilket f.cks. ses ved at invertere begge sider af (61),
hvorved

~A+m?l=F 'M,F. (62)
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Vi har her benyttet, at den inverse til M -1 er multiplikationsoperatoren
M,,, som er ubegraenset, idet w er en ubegraenset funktion pa R™. Vi skal
ikke pa dette sted diskutere den ubegraensede operator —A 4+m?2I yderligere.
Bemszerk dog, at den ikke er overalt defineret svarende til, at M, heller ikke
er det, idet den naturlige maksimale definitionsmaengde for M, ses at veere

DOL) = {f € La(®") | [ |2 +m?)f(k) P < oo}

Det giver herefter mening at betragte ligningen (59) mere generelt for
f € La(R™). Den har da en entydig lgsning u i L2(R™) givet ved (60).

Det bemaerkes, at for m? = 0 er operatoren M, 1 ikke begraenset. Udvi-
des operatoren (—A)~! ved samme fremgangsmade som ovenfor, bliver den
tilsvarende heller ikke begraenset.

Det skal endelig nzevnes, at operatorerne —A +m?2I og (—A+m?2I)~! har
vigtige anvendelser i klassisk fysik savel som i ikke-relativistisk kvantemeka-
nik og kvantefeltteori.
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Opgaver til §6

6.1. Lad Hq, Hy og Hs vaere (separable) Hilbert rum og lad U € B(Hy, Ha)
og V € B(Hs, H3) vaere unitaere operatorer.
Vis, at operatorerne U ! € B(Hs, Hy) og VU € B(Hy, H3) er uniteere.

6.2. Lad H vere et Hilbert rum og A,U € B(H) , hvor U er unitaer.
Vis, at [AU|| = |UA]| = [|A]l samt at [[AU[[2 = [UA]l2 = [[All2-

6.3. Vis, at multiplikationsoperatoren My pa La(I), hvor f er en kontinuert
funktion pa det kompakte interval I, er uniteer hvis og kun hvis |f(z)| = 1
for alle z € I.

6.4. Udregn de Fourier transformerede af funktionerne f og fr, R > 0, pa
R givet ved

z for —1<x<1 1 for —R<x<R
)= og  falr) =
0 ellers 0 ellers .

Tegn graferne for fl og f10~

6.5. Lad a > 0. Udregn de Fourier transformerede af funktionerne

{e““‘ for >0 {O for x>0

X)) = —=
91(x) 0 for z<0 o8 92(7) ar  for x<0.

(&

Eftervis, at den Fourier transformerede af funktionen g(x) = e~¢l*l er

2a
g(k) = ——— .
g(k) e

6.6 (Riemann-Lebesgues lemma). a) Vis, at f(k) — 0 for k — oo for
enhver integrabel funktion f pa R.

Vink. For f € C§°(R) er pastanden vist i teksten (forklar!). Benyt derefter
Seetning A.14 til at slutte, at den ogsa holder for f € £1(R).

b) Vis, at nar f € £1(R), s& er f uniformt kontinuert pa R.

6.7. Vis, at hvis f € C(R)NL (R)NL2(R) og f € L£1(R)NLa(R), da geelder

Fouriers inversionsformel

f(z) = %/Rf(k’)e"k“’dk, TER.
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6.8. Benyt Opg.6.5 og Opg.6.7 til at vise, at

T cosx too ein T _lal
— 5 dr = 5 Sdr = —e fora > 0.
oo It a oo It a a

6.9. Beregn den Fourier transformerede af funktionen

sinz for —rm<z<nm
f(z) =
0 ellers .

Vis, at for —7 <z < mer

/°° sin 7t sin ot

1 dt = rmsinx .

— 00

6.10. Vis, at enhver funktion pa R af formen P(:c)e““”rz , hvor a > 0 og P
er et polynomium, tilhgrer S(R) .

6.11. Lad f(z) =e 27 .
a) Vis, at

Vink. Benyt (39) og partiel integration.
b) Lgs differentialligningen (*) og vis derved, at

~ 1 .5
f(k) =c-e72a"

for en vis konstant c.
c) Benyt Parsevals ligning (27) til at bestemme c til

d) Slut af a), b) og c), at

+oo a 2 +oo a 2 2 1
a2 . _a T o1
/ e 2% e ’kwdzz;:/ e 2% coskwdr = ]/ Z=e” 24
o oo a

1
for a > 0 og k € R, og specielt at funktionen Qy(z) = ¢~ 2% er sin egen

Fouriertransformerede (i L2(R)) samt at

“+o0o 1 o
/ e 2% dor =V2r.

— 00
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6.12. Lad operatorerne A og AT pa S(R) veere givet ved

(AN =2f@) + T og At =i - L

a) Benyt (38) og (39) til at vise, at er = —iATf og mere generelt
(A f = (=) (A" f
for f € S(R) .
b) Benyt a) og Opg.6.11d til at vise, at funktionen

Q= (AN"Qy, neN,

er en egenvektor for Fourier transformationen F med egenveerdi (—i)".

c¢) I Opg.6.13 vises, at seettet (|||~ Q0 )nenuior er en ortonormalbasis
for Hilbert rummet La(R). Begrund ved brug heraf, at F er diagonaliserbar
og bestem samtlige egenvaerdier og tilhgrende egenrum.

6.13. I denne opgave benyttes samme betegnelser som i Opg. 6.12.
a) Vis for n e NU {0}, at

1
Qp(z) = lT-In(:Jc)e_im2 ,
hvor H,, er et polynomium af grad n og at koefficienten til hgjestegradsleddet
er 2". H, kaldes (paner en konstant faktor) for det n’te Hermite polyno-
mium.
b) Eftervis folgende tre egenskaber ved A og AT :

AQo =0, AATf=(ATA+2D)f, (Af.g)=(f Alg)

for f,g € S(R), hvor (-,-) betegner det szedvanlige indre produkt pa La(R).
c) Benyt b) til at vise at

(Qn, Q) = 2"n/T00m , n,m e NU{0}.

d) Vis, at (|| || 7' )nenuior er en ortonormalbasis for La(R) ved at vise,
at hvis f € La(R) og (f,$2,) =0 for alle n € NU{0}, daer f =0.
Vink. Brug forst a) til at slutte, at (f, p,) = 0 for alle n € NU {0}, hvor

1 o
on(x) =x™e 2" . Herefter skal folgende argumentation begrundes:
Funktionen g = f - Qg tilhgrer L;(R) N La(R) og det er nok at vise, at
g =0. Vi har

) = (e 0g) = (1,3 0y = S o) <0,
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6.14. I denne opgave benyttes sammme betegnelser som i Opg. 6.12 og Opg.
6.13.
a) Vis, at

d2
—d—£+x2f(x) =ATAf+f, feSR).
b) Vis, at
(ATA)AT = AT(ATA) + 24T,

og benyt dette til at indse, at @, ,n € NU {0} , er en egenvektor for
operatoren —j—; + 22 og bestem de tilhgrende egenveerdier.

c) Benyt b) til at vise, at operatoren (—% +2%)~! kan gives mening som
en begraenset selvadjungeret diagonaliserbar operator pa La(R).
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§7. Sturm—Liouville teori

I denne sidste paragraf skal vi se pa en anvendelse af resultaterne i §5 i
forbindelse med en klasse af 2. ordens lineaere differentialligninger og specielt
se, hvordan sadanne ligninger giver anledning til ortonormalbaser for visse
Hilbert rum af formen Ly([a,b],p). Disse kan benyttes til lgsning af mere
generelle partielle differentialligninger, end dem vi betragtede i §3.

7.1 Begyndelsesvaerdiproblemer i én variabel.

Vi begynder med at genkalde (jvf. afsnit 1.7.4), at den normerede, linesere
2. ordens differentialligning

u’(z) + A(z)u' (z) + B(z)u(z) = f(z), zel, (1)

hvor A, B og f er kontinuerte funktioner pa intervallet I C R, har en entydig
lgsning u € C?(I) der opfylder begyndelsesbetingelsen (hvor x betragtes som
en tidsvariabel)

u(zo) =a og u'(zo) =b (2)

for givne g € I og a,b € C.
For f =0 fglger heraf, at lgsningsmaengden Ly for den homogene ligning

v +Au' +Bu=0 pa I (3)

er et to-dimensionalt underrum af C?(I), og at en basis (v, v2) for dette fas
ved at kraeve, at begyndelsesvaerdierne (v1(xg),v](zo)) og (va(zo),v5(z0))
for et givet x¢p € I er linesert uafhsengige, idet det heraf fglger, at v; og
vy er linezert uafhengige i C%(I). Der gelder endda, at (vi(z),v}(z)) og
(va(z),vh (7)) er linesert uaftheengige i C? for hvert x € I. Antages nemlig, at
ki(vi(z1),v](z1)) + k2 (va(z1), v5(x1)) = (0,0) for givne x1 € I og k1, ks € C,
sa er v = kyvy + kova en lgsning til (3), der opfylder begyndelsesbetingelsen
(v(z1),v'(x1)) = (0,0), og derfor er v = 0 ifplge entydigheden af lpsningen
med denne begyndelsesbetingelse. Specielt fglger da, at k1 (vi(xg), vi(x0)) +
ka(va(x0), vh(xo)) = (0,0) i modskrid med antagelsen om, at (vi(zo), v (xo))
og (va(wo),vh(xp)) er linesert uathengige.

Vi kan ogsa udtrykke ovenstaende ved, at et par (v1,v2) af losninger til (3)
er lineert uafhaengige netop hvis den sakaldte Wronski determinant knyttet
til (v1,v2) defineret ved




7.2

er forskellig fra 0 i et punkt x = x¢ af I, og i safald er
W(x)#0 foralle zel. (5)

Endvidere haves for enhver given partikuleer lgsning ug til (1), at samtlige
lgsninger til (1) fas ved til up at addere den fuldsteendige lgsning til (3), dvs.
lgsningsmaengden £ til (1) er

L = {ug + kivi + kv | k1, k2 € C} = ug + Lo , (6)
hvor (v1,wv2) er en basis for Lg.

Bemazrkning 7.1. Hvis A og B er reelle funktioner og u en lgsning til (3),
da er oplagt ogsa Rewu og Imu lgsninger til (3). Hvis dertil, begyndelses-
veerdierne u(zg) = a og u'(z9) = b er reelle, da er u en reel funktion, idet
Imw i safald er en lgsning til (3) med Imu(zp) = (Imu)'(x9) = 0, og derfor
Imu = 0.

Som bekendt kan man i almindelighed ikke give en lgsningsformel for (1).
Vi skal nu se, at dette er muligt, safremt to linesert uathsengige lgsninger vq
og vs til (3) kendes.

Vi forsgger med et gaet af formen

u(z) = h(z)vi(z) + k(x)ve (), x€l, (7)

hvor h, k € C2(I). (Bemerk, at hvis h og k er konstanter, da er u lgsning til
(3).) Vi har sa
u'(z) = h(x)vy (x) + k(z)vs(x)

+ b/ (x)v1 (z) + K (z)v2(2) .
Det er nu praktisk yderligere at antage, at h og k opfylder

h’v1 + k‘lvg =0, (8)

saledes at
u = hv] + kvl , (9)

og derfor
u” = hov! + kv + h'v] + kv (10)

pa I. Indsettes (7), (9) og (10) i (1), og samles de led, der indeholder
henholdsvis h og k, fas

h(v{ + Av] + Bvy) + k(v) + Avl + Busg)
+h'v] + K'vy = f
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hvilket, da v; og ve er lgsninger til (3), giver
h'vi +k'vy = f . (11)
Vi har saledes fundet, at (7) er lgsning til (1), hvis h og k opfylder (8)
og (11). Herved fas for hvert « € I to linesere ligninger for (h'(x),k'(z)).

Da koefficientmatricen for ligningssystemet ses at have determinant lig med
W (x), giver (5), at lgsningen er entydig og givet ved

oy —v2(z)f(z) oy (@) f(z)
h(l’)—wa k<x>_W (12)
for z € I. Herved fas
o) = | G oy + b (13)
og
k) = [ )y + (14)
z0 W (Y) 2

som ved indsaettelse i (7) giver

) = [ DD )y @)+ (), (19

0 Wi(y)

hvor k1,ks € C. Vi bemaerker, at vi hermed i henhold til (6), har fundet
samtlige lgsninger til (1), nar k1 og ko gennemlgber C. Altsa har vi vist
folgende resultat.

Seetning 7.2. Lad vy og ve veere to lineert uafhengige losninger til (3). Da
er samtlige lgsninger til (1) givet ved (15), hvor ki,ka € C, og lgsningen, der
opfylder begyndelsebetingelsen (2), fas ved i (15) at indsette den entydige
losning (ki1, ko) til ligningssystemet

(16)

kivq (.’170) + k‘QUQ(.’L’()) =a
klvi(.’lio) + k'Q'Ué(.TO) =b.

Den sidste del af seetningen folger af (7) og (9), idet h(xg) = k1 og k(xo) =
ko ifplge (13) og (14).
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7.4
Eksempel 7.3. Vi betragter differentialligningen
u' +wiu=f(z), rER,

hvor wy > 0 er en konstant. (Denne beskriver f.eks. bevaegelsen af en partikel
under pavirkning af en fjederkraft samt en ydre kraft, hvor u(z) betegner
udsvinget til tiden z fra ligeveegtsstillingen, wqy er egenfrekvensen, og f er
proportional med den ydre kraft).

Den homogene ligning har abenbart vy (z) = coswoz og va(x) = sinwyz
som linegert uathaengige lgsninger. Man finder, at W (x) = wy, og ved brug af
en additionsformel for cos og sin, at ve(z)vi(y) — v1(z)v2(y) = sinwe(z — y),
saledes at (15) med xg = 0 giver

u(z) = / wy P sinwo (@ — y) f(y)dy + k1 coswoz + ko sinwo . (17)
0

Benyttes f.eks. f(z) = Fsinwz, hvor F' er en konstant, (harmonisk ydre
kraft), fas for w # +wq (igen ved brug af en additionsformel)

w—ip in(1(w — wo)x)cos(:(w — wo)z

U’( ) 0( 0) S1 (5( 0) ) (2( ) )
- sin(i(w —wp)zcos(E(w+ wy)z

0( 0) S1 (5( 0) (2( ) )

+ k1 coswox + ko sinwgx .

Tilsvarende fas for w = wqg

F F
u(z) = —=——wxcoswox + k1 coswoz + (k2 + — ) sinwox |
wo 2wg

hvor det forste led er en harmonisk svingning med en tidsathaengig ampli-
tude —%x, der divergerer for x+ — 400, og som er udtryk for et sakaldt
resonansfaeenomen.

7.2 Randvaerdiproblemer i én variabel.
Erstattes de to betingelser (2) i punktet xg € I med en betingelse i hvert
af de to forskellige punkter o, 3 € I, a < 3, af formen

au(a)—bu'(a) =
cu(B) +du'(f) =
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7.5

hvor a,b,¢,d € C, (a,b) # (0,0), (¢,d) # (0,0), da taler vi om et randverdi-
problem for (1) pa intervallet [a, 3]. Vi vil da kun veere interesserede i lps-
ninger pa [a, 3], og antager derfor fra nu af, at I = [«, 3]. Betingelsen (17),
hhv. (18), kaldes da randbetingelsen i «, hhv. 3.

I modsaetning til begyndelsesveerdiproblemet i foregaende afsnit har rand-
veaerdiproblemer ikke altid en entydig lgsning, hvilket fglgende simple eksem-
pel viser.

Eksempel 7.4. Betragt randvaerdiproblemet
' +u=0 pa [0,7],
u(0)=0, u(r)=0.
Differentialligningen har lgsningerne u(z) = kyj cosz + ko sinx, k1, ks € C.
Af randbetingelsen i 0 fas, at k1 = 0, hvorefter den anden randbetingelse ses

at vaere opfyldt for alle ko € C. Sa lgsningerne til randveerdiproblemet er
u(x) = ke sinz, hvor ky € C.

Lad os forst se pa det generelle homogene randvardiproblem

u' +Au'+Bu=0 pa [o,0], (19)
(Ro) au(a) — bu'(a) =0, (20)
cu(B) +du'(8) =0, (21)

som naturligvis altid har den trivielle lgsning u = 0.

Da (20) gjensynlig er sekvivalent med at (u(«),u’(«)) = k(b,a), hvor k €
C, folger det af forrige afsnit, at hvis u; er den entydige lgsning til (19),
der opfylder (ui(a),u)()) = (b,a), da er samtlige lgsninger til (19) og (20)
givet ved u = kuy, k € C. Disse udggr altsa et en-dimensionalt underrum
af Lo, idet uy # 0, da (b,a) # (0,0). Tilsvarende fas et en-dimensionalt
lgsningsrum for (19) og (21) med basis us bestemt ved at (uq2(0),u5H(5)) =
(—d,c). Det folger derfor, at randverdiproblemet (Ro) har en ikke-triviel
losning netop hvis ui og us er proportionale og i sdafald er lgsningsmaengden
et en-dimensionalt underrum af Lo. Med andre ord er u; og wug linezert
uafhaengige (og udger dermed en basis for L£y), netop hvis (Rg) kun har
lpsningen v = 0. I den fglgende saetning vises, at hvis dette er tilfeeldet, da
har det inhomogene randvardipoblem

v+ Au' +Bu=f pa [o,f], (22)
(R) au(a) —bu'(a) =0, (23)
cu(B) +du'(B) =0, (24)

netop een lgsning for hvert f € C([a,f]), og der gives en lgsningsformel
analog med (15).
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Saetning 7.5. Lad u; vere en ikke-triviel losning til (19), (20) og tilsvarende
ug til (19), (21). Hwvis (Ro) kun har lgsningen w = 0, da har (R) netop een
losning for hvert f € C([a, 5]), og den er givet ved

B
u(w) = [ G W ) )y 29

hvor G er den sakaldte Green’s funktion for problemet (R) defineret ved

ui(z)ua(y)  for a<zr<y<p
g<x,y) N { U2($)U1 (y) for a<y<zx<p <26)
og
W(y) = wma(y)us(y) —uwi(y)ua(y) , v el f]. (27)

Bewvis. Vi har ovenfor vist, at u; og us er linesgert uathsengige, saledes at vi
ifolge Seetning 7.2 har, at samtlige lgsninger til (22) er givet ved

u1W_1fdy —uq(x) / uQW_lfdy + krui () + kous(x) |

«

u(x) = uQ(:I;)/

«

(28)
og ifglge (7), (9), (13) og (14) er
u(a) = krur (a) + kous(a)
u'(a) = ki (@) + kous(a) |
B B
() = (tn — [ uaW = fdg)un(B) + (ke [ aaW " fdg)ua(s).
aﬁ aﬁ
W) = (b= [ W) (9) + (bt [ W pdy)u(9)
Udnyttes nu, at uy opfylder (20), og at us opfylder (21) fas heraf, at
au(a) — bu' (o) = ka(auz(a) — busy(a)) (29)

)
B

cu(B) + du' (8) = (ks — / s W fdy) (cus (8) + diy(B)) . (30)

«

Det bemaerkes nu, at pa hgjresiden af (29) er aus(a) — bub(a) # 0, fordi i

modsat fald ville (a,b) veere en ikke-triviel lgsning til ligningssystemet
aui (o) — bu 0
auz(a) — bu 0
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i modstrid med at W («a) # 0. Tilsvarende ses, at cui(3) + du’ (6) # 01 (30).
Af (29) og (30) folger derfor, at u givet ved (28) opfylder (23) og (24) netop
hvis

B8
ke =0 og k:1:/ uQW_lfdy.

Indseettes dette i (28) fas

x x B
u(x) = uz(x) / wy W fdy — uy () / us W fdy + uy () / us Wt fdy
I¢] x
= ul(:z;)/ us W fdy + uz(:v)/ wy W fdy
som ses at veere identisk med (25). O

Vi bemeerker, at funktionen G : [a, 8] X [a, ] — C givet ved (26) er en
C?-funktion pa de to trekanter a <z <y < Boga <y <z < f, og at de
to definitioner i (26) stemmer overens for x = y.

Eksempel 7.6. Betragt randvaerdiproblemet

u' +u=f pi [0, g}
7T
u(0) = u(g) =0.
Her er (a,b) = (¢,d) = (1,0), og det ses, at vi kan vaelge uq(z) = sinx og
us(x) = cosz. Da disse er linezert uatheengige, har det homogene problem

kun den trivielle lgsning (hvilket ogsa let ses direkte). Da W(x) = —1 fas,
at lgsningen til randveaerdiproblemet er

u(z) = —sinx/i cosyf(y)dy — (:osx/0 siny f(y)dy .

7.3 Sturm—Liouville teori.

Vi skal nu formulere resultatet i Seetning 7.5 i operatorsprog. Hertil anta-
ges fra nu af, at A og B er reelle funktioner, samt at a,b,c,d € R, og at uy,
ug er valgt reelle i henhold til Bemaerkning 7.1. Dermed er ogsa W reel, og
da W er kontinuert pa [«, 3], kan vi ved eventuelt at erstatte u; med —uq i
(27) antage, at W > 0 pa [a, 5].
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Med Lg betegner vi den lineaere operator defineret ved
Lou =u" + Au’' + Bu (31)
for u tilhgrende
V(a,b,c,d) = {u € C?%[a, 8] | au(a)—bu'(a) = 0, cu(B)+du'(3) =0}, (32)

som er et vektorrum, da randbetingelserne er linesere.

Med G\ betegnes integraloperatoren med kerne G (se Eksempel 4.3e, Saet-
ning 5.2 og Opg. 5.5) pa Hilbert rummet Hy,—1, hvor vi for en positiv
kontinuert veegtfunktion p pa [a, 3] seetter

HP = LQ([Oé,ﬁ],,O) (33)

med indre produkt

B -
(f9)p = / f@g@p(x)de . fogeH,.

«

Altsa
8

(Gof)(x) = / G(a,y) F(y)W (y) " dy (34)

for f € Hy-1.

Vi bemaerker, at underrummet V' (a, b, ¢, d) er taet i H,, fordi det abenbart
indeholder maengden af C'*°-funktioner pa [«, ] med kompakt stgtte indenfor
la, B[, som er teet i H, ifplge Seetning A.14.

Med disse definitioner fas nu af Saetning 7.5 folgende

Lemma 7.7. Hvis Lo er injektiv, er operatoren Go en injektiv, selvadjung-
eret Hilbert-Schmidt operator pa Hyy—1, der afbilder underrummet C([a, (3])
af Hy -1 bijektivt pa V(a,b,c,d), og opfylder

LOGOf = f fOT f € C[Q/?ﬁ] ) (35)
GoLou=u for weV(a,b,c,d), (36)
(hvilket vil sige, at Lgy og Go’ ) er hinandens inverse.)

Bevis. At Lg er injektiv, er gjensynlig det samme som, at (Rg) kun har
lgsningen u = 0, saledes at vi kan benytte Seetning 7.5. G er da en Hilbert-
Schmidt operator ifglge Opg. 5.5, eftersom

B B
|| 1P w) W) tdsdy < +oo.
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da bade G og W1 er kontinuerte funktioner pa henholdsvis [a, 3] X [a, 8] og
[a, B] og derfor begraensede. At Gy er selvadjungeret folger ogsa af Opg. 5.5,
da G er reel og G(x,y) = G(y, z) ifolge (26).

For f € C(|o,5]) har vi i Seetning 7.5 set, at Gof € V(a,b,c,d) og at
LoGof = f. Hvis omvendt u € V(a,b,c,d) seettes f = Lou. Daer f €
C([e, B]) og p.gr.a. entydighedsudsagnet i Seetning 7.5 er Gof = u. Dette
viser, at G afbilder C'([a, f]) pa V(a, b, c,d), og at (35) og (36) gelder.

Vi mangler at vise, at G er injektiv pa Hy -1, dvs. at 0 ikke er egenveerdi
for Gy. Antag derfor, at f € Hy -1, og at Gof = 0. Da er for alle u €
V(a,b,c,d)

0= (Lou,Gof)W—l = (G()Lou, f)W—l = (u, f)W—l 5 (37)

hvor vi har benyttet (36), samt at G er selvadjungeret. Men da V' (a, b, ¢, d)
er teet i Hyy—1, er V(a,b,c,d)* = {0}, sdledes at (37) medfgrer, at f = 0,
som gnsket. g

Under samme forudsaetning som i Lemma 7.7 har vi nu ifslge Seetning 5.5,
at der findes en ortonormalbasis (e;);cn for Hy -1 bestaende af egenvektorer
for Go. Betegnes de tilhgrende reelle egenveerdier med pui, 2, ..., har vi
altsa, at

Goe; = Mi€q , 1€N. (38)

Der gelder faktisk, at e; € V(a,b,c,d), ¢ € I, fordi, da kernen G er kon-
tinuert, folger det, at Gof € C(|a, f]) for alle f € Hy -1 ifplge Seetning
5.2iii), saledes at e; er kontinuert ifglge (38), da u; # 0. Men heraf fas sa, at
e = ,ui_lGoei € V(a,b,c,d) ifplge Lemma 7.7.

Anvendes nu Ly pa (38) og benyttes (35) fas, at

Loe; = p; te;, i€N. (39)
Hvis omvendt e € V'(a,b,c,d) \ {0} og A € C saledes at
Loe = Xe , (40)

fas ved at anvende G pa (40), at e = GoLoe = AGpe, hvoraf A # 0 og
Goe = M le. Altsda er A\ = ,ui_l for et © € N, og e er en tilhgrende egen-
vektor for Gy. Faktisk er e proportional med e;, fordi de begge er lgsninger
til randveerdiproblemet (Rg) med B erstattet med B — u; !, og er derfor
proportionale ifglge bemaerkningerne fgr Seetning 7.5. Dette udtrykkes ved
at sige, at egenveerdierne for G har multiplicitet 1, eller at de er simple.
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Problemet (40), dvs.

'+ Au' + Bu=Xu pa [a, 3], (41)
(S-L)o au(a) — bu'(a) =0, (42)
cu(B) +du'(B) =0, (43)

kaldes et Sturm-Liouville problem, og at lgse dette gar ud pa at finde de
veerdier af A € R, for hvilke der findes ikke-trivielle Igsninger u € C?([a, 3]) til
(41-43), og for sadanne veerdier af A at finde lgsningerne. Sadanne veerdier af
A kaldes egenveerdier for problemet, og de tilsvarende lgsninger for tilhgrende
egenfunktioner. Normalt tillades en yderligere faktor p pa hgjresiden af (41),
hvor p er en positiv, kontinuert funktion pa [a, 8]. Vi venter med dette til
senere (jvf. Definition 7.10).

I kraft af ovenstaende har vi indset, at forudsat 0 ikke er en egenveerdi, da
er A € R\ {0} en egenveerdi for Sturm-Liouville problemet (S-L)g netop, hvis
A~! er en egenvaerdi for operatoren Gy, og at egenvektorerne for G hgrende
til A™! netop er egenfunktionerne hgrende til A, samt at disse er entydigt
bestemt pa nzer multiplikation med en konstant. Dermed har vi felgende

Saetning 7.8. Antag, at 0 ikke er egenveerdi for Sturm-Liouville problemet
(S-L)o. Da findes der uendelig mange egenverdier A1, \a,.... For disse
geelder, at

i |)"L'|_2 < 400 )
=1

og for hver egenveerdi \; er de tilhgrende egenfunktioner indbyrdes proporti-
onale.

Betegnes med e;, i € N, en egenfunktion hgrende til \;, saledes at e; har
norm 1 ¢ Hyy-1, da udgor (e;)ien en ortonormalbasis for Hyy—1.

Beuvis. Dette fglger umiddelbart af ovenstaende bemaerkninger samt Saetning

5.5 og af, at Hilbert-Schmidt normen af Gg er lig med > |\;| 2. O
=1

7

Eksempel 7.9. I forlengelse af Eksempel 7.6 betragtes Sturm-Liouville pro-
blemet

W +u=M pi |0, g}
0
0)=u(=)=0.
u0) = (%)
Erstattes u; med —u; i Eksempel 7.6 fas, at W = 1, sa Seetning 7.8 giver, at
der findes uendelig mange egenvaerdier A1, Ao, ..., samt at egenfunktionerne

kan veelges, sa de udggr en ortonormalbasis for Lo ( [O, g} )
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I dette tilfeelde kan differentialligningen naturligvis lgses eksplicit. Det
overlades til lzeseren at verificere, at egenveerdierne er \,, = 1 —4n?, n € N,

med tilhgrende normerede egenfunktioner e, (x) = % sin 2nx.

7.4 Det regulaere Sturm—Liouville problem.

Forudsaetningen for at kunne anvende Szetning 7.8 er, at det vides, at 0
ikke er en egenveerdi. En saerlig vigtig klasse af Sturm-Liouville problemer,
for hvilke dette let kan afggres, er de sakaldte requlere Sturm-Liouville pro-
blemer.

Definition 7.10. Et regulaert Sturm-Liouville problem er givet ved

—(pu") +qu=Apu pa [a,f] (44)
(S-L) au(a) — bu'(a) =0, (45)
cu(f) +du'(3) =0, (46)

hvor p € C([a, 3]), q,p € C([e, B]) og p > 0, ¢ > 0, p > 0 pa [, 8], samt
ab >0, cd > 0.

Da p > 0 kan (44) omskrives til den normerede ligning

/
o+ P~ Ly = 2Ly (47)
p p p

som er af formen (41) bortset fra, at der pa hgjresiden forekommer en ekstra
faktor —;’j. Som vi skal se, udggr dette ikke en reel komplikation i forhold til
tidligere.
Som fgr seetter vi
/

Lou=u"+2uw -y (48)

p p

og definerer Sturm-Liouville operatoren L ved

1
Lu= —%Lou = (=) + qu) (49)

for u € V(a,b,c,d). Da er A egenveerdi for (S-L), netop hvis der findes u # 0,
sa Lu = \u.
Vi har nu fglgende
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Lemma 7.11. Operatoren L hgrende til det requlere Sturm-Liouville pro-
blem (S-L) opfylder

(Luvu)/) Z 0 ’ u € V(CL, b> Cy d) ’ (50>

og der gelder lighedstegn i (50) netop hvis a = ¢ =0, ¢ =0 og u er konstant
pa [a, B].

Specielt er A = 0 egenveerdi alene i sidstnevnte tilfelde, og ellers er alle
egenverdier positive.

Bewvis. Ved partiel integration fas

B
(Luw)y = [ (') + quymds

«

B
— pla)(a)ul@) — p(B) (B)u(B) + / (ol P + qlu)dz o

Hvis b # 0 er p(a)u’(a)u(a) = p(a)|u(e)? > 0 ifolge (45), og hvis b = 0
er u(a) = 0 ifplge (45). Af (46) folger tilsvarende, at —p(B)u’(B)u(8) > 0.
Endelig er det sidste integral i (51) klart > 0 og kun lig med 0, hvis v’ = 0
og qu = 0. Idet en konstant funktion # 0 kun kan opfylde (45) og (46)
safremt a = ¢ = 0, viser dette den forste del af lemmaet. Den sidste del
folger umiddelbart heraf. O

Lad os nu antage, at A = 0 ikke er en egenvaerdi for (S-L), og lad G veere
defineret som tidligere ved (34), hvor G er givet ved (26), og hvor u; og us
er to ikke-trivielle reelle lgsninger til Lou = 0, som opfylder henholdsvis (45)
og (46). Vi kan da yderligere antage, at

fordi . . L,
W' = (urus — ujus)

= uuy — uius

/

p , 4 p , 4
=ur(——uy + ~u2) — (——uj + ~u1)uz
(Pt L)~ (P + L)

/
Z—%(Ulué uyuz)
/
R
p
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medferer, at
(W) =p'W+pW' =0,
altsa at pW er lig med en konstant K # 0 pa [a, 3]. Erstattes u; med K~ 1uy
opnas (52).
Lader vi nu G betegne integraloperatoren pa H, med kerne —G, dvs.

B
N == [ Gan)iwewiy (53

for f € H,, kan vi omformulere Lemma 7.7 til fglgende

Lemma 7.12. Huvis L er injektiv, er G en injektiv selvadjungeret Hilbert-
Schmidt operator pa H,, der afbilder C([e, B]) pa V(a,b,c,d), og opfylder

LGf=f for feC(lop]) (54)
GLu=u for uweV(ab,cd). (55)

Bevis. Ved at sammenligne (34) med (53) ses, at
Gf ==GoWpf) = ~Go( /) (56)

for f € H,, hvor vi har benyttet (52) og det bemaerkes, at da p > 0, p > 0 pa
la, (], saer H, og Hy -1 = H,, identiske som vektorrum (men med forskelligt
indre produkt), og dertil er £f € C([e, 5]), hvis og kun hvis f € C([a, ]).
Indsaettes nu 2 f istedet for f 1 (35), folger (54) af (49) og (56), og tilsvarende
folger (55) af (36). Resten fplger pa samme made som i beviset for Lemma
7.7. 0

Af Lemma 7.12 fplger nu som tidligere, at A er en egenveerdi for (S-L),
hvis og kun hvis A~! er en egenveerdi for G, samt at egenvektorerne for G
hgrende til A~! netop er egenfunktionerne for (S-L) hgrende til A, under
forudseetning af, at 0 ikke er en egenveerdi for (S-L). Dertil ses som for, at
samtlige egenveerdier er simple.

Vi far nu heraf let folgende fundamentale resultat.

Seetning 7.13. Om egenverdier og egenfunktioner for det requlere Sturm-
Liouwville problem (S-L) geelder folgende.

1) Samtlige egenveerdier er > 0, og der findes uendelig mange positive
egenveerdier A1, Ao, . ... Disse er alle simple og opfylder

A< 400 (57)
=1
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2) A = 0 er egenveerdi hvis og kun hvis a = ¢ = 0 og ¢ = 0, og de
tilhgrende egenfunktioner er da konstante pa [« [3].

3) Betegnes med e; en egenfunktion hgrende til \;, i € N, som er nor-
meret © H,, og med eqg en normeret konstant funktion i H,, da er
(€i)ien en ortonormalbasis for H,, hvis A = 0 ikke er en egenverdi
for H,, og ellers er (e;);enufoy en ortonormalbasis for H,.

Bevis. Pastanden 2) folger af Lemma 7.11 ligesom det faktum, at alle egen-
veerdier er > 0. Hvis A = 0 ikke er en egenvaerdi, folger resten af Saetning
5.5 anvendt pa G, samt af bemaerkningerne ovenfor.
I fald 0 er en egenveerdi for (S-L), saledes at a = ¢ = 0 og g = 0, betragtes
i stedet problemet
sy e
(o) =u/(B) =0.

Dette er et reguleert Sturm-Liouville problem, og det er klart, at A er en
egenvaerdi for (S-L)’, netop hvis A — 1 er en egenvaerdi for (S-L), og de tilhg-
rende egenfunktioner er de samme. Derfor er samtlige egenveerdier for (S-L)’
> 1. Specielt er 0 ikke en egenveerdi. Ved at anvende det allerede viste pa
(S-L)’ folger samtlige pastande paner (57), i stedet for hvilken vi opnar

> (Ai+1)7? < 400 (58)

=1

Men af (58) f@lger at A; — oo for i — oo, og derfor 5* 41;1 — 1 for i — oc.

Specielt fas, at % for 7 tilstraekkelig stor, altsa

pYEST +1 =
! < 2 for i tilstraekkelig stor (59)
NN+ s mor
Herefter folger (57) af (58) og (59). O

Korollar 7.14. Med betegnelser som i Satning 7.13 gelder folgende:

(i) f _Z(fvei)p617 f€H, (60)
@) 1613 = SIe0,, T e, (61)
(i) Lu = Z )\i(u, ei)pei, u€Viab,c,d) (62)
(iv) Foru é V(a,b,c,d) errakken ) (u, €:)pei(x) uniformt konvergent for

x € [a, B] med sum u(x).
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Bevis. (i) og (ii) folger af Seetning 1.14 og Ssetning 7.13 3).
Indsaettes f = Lu i (i) fas

Lu=Y (Lu,e;)pe; - (63)

i
Ved partiel integration som i beviset for Lemma 7.11 fas for u,v € V(a, b, ¢, d)

(Lu,v), = (u, Lv),
a _ c _ p — .
= p(a)gu(oz)v(a) —i—p(ﬁ)au(ﬁ)v(ﬁ) + /a (pu'v’ + quv)dz ,(64)

hvor fgrste, hhv. andet, led i sidste linie skal erstattes med 0 safremt b = 0,
hhv. d = 0. Da Le; = A\je; og A\; > 0, fas at (Lu, e;), = (u, Le;), = Ai(u, €;),,
hvorefter (62) folger af (63).

For at vise (iv) seetter vi for u € V'(a,b, ¢, d)

Sy = Z(u, €i)p€i (65)

i<n
for n € N og bemaerker, at
oo
U— S, = E (u,€;)p€i
i=n+1

ifolge (i), og at

L(u—sp) = Z Ai(u, €i)p€;

i=n+1

ifplge (iii). Heraf fas, at
(Lu—sn),u—sn)p = D Ail(u,ei),l*. (66)
i=n-+1

Da Y \il(u,e;),|? er konvergent med sum (Lu,u),, viser (66), at

(L(u — sp),u—sp), —» 0 for n—oo. (67)

Af (51) ses pa den anden side, at
B
(L(u = sp),u— $p)p > / plu’ — s, |2dx

B
> pO/ lu' — s, |2de (68)
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hvor

po = min{p(z) |z € [a, ]} >0, (69)
og hvor vi har brugt, at alle addender pa hgjresiden af (51) er > 0. Det folger
derfor af (67) og (68), at

B
/ lu' — s |*dz — 0 for n — oc. (70)
Lad nu z,y € [«, (] veere vilkarlige. Da er

o) =) = | [
< (/y o' (t)]dt)
B
([ iy’

’ &}
<(-ap [ Wi, (7

nar v € C*([a, 3]), hvor vi i sidste skridt har brugt Cauchy-Schwarz ulighed.
Erstattes heri v med u — s,,, og benyttes (70), fas at
|(u(z) = sn(2)) = (u(y) = sn(y))| = 0 for n— oo (72)
uniformt for x,y € [a, G].
Hvis nu b = 0, folger af (45) at u(a) = s, (o) = 0, saledes at vi ved at
seette y = a1 (72) opnar det gnskede resultat. I det generelle tilfeelde veelger
vi for givet € > 0 et N € N, saledes at

() = sn(x) = (u(y) = snly))| <e for n=>N

IN

0og
|lu—spll, <e for n>N

i henhold til (72) og (60). Da er
u(@) = sn(@)]* < (Ju(@) = sn(z) = (u(y) = sn ()] + [u(y) = sa(y)])?
< (e +[uly) = sa(y)®
< 2(e? + [uly) = sa(W)I*) .
for n € N og alle z,y € [«, 5], som efter integration m.h.t. p(y)dy pa begge

sider giver
[u(z) = sn(@)PIILI5 < 2?1115 + llu = sall7)

< 2([[1)7 + 1)

for n > N og alle x € [, 3]. Dette viser, at s,(z) — u(z) for n — o
uniformt for x € [«, (], som gnsket. d
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Eksempel 7.15. Vi betragter Sturm-Liouville problemet

—u”"=Xu pa [a,f] (73)
u(a) =0 (74)
u(B) + hu'(8) = 0 (75)

hvor h > 0. Dette er et reguleert Sturm-Liouville problem med p =1, ¢ = 0,
p=1 a=1 0=0, c=1, d=h.

Ifplge Seetning 7.13 er alle egenveerdier positive. Lgsningerne til (73) er
da af formen

u(x) = 1 cos VA(z — a) + casin VA (z — a) . (76)
Randbetingelsen (74) giver ¢; = 0, hvorefter (75) giver, at
sin VA(B — a) + hv/Acos VA(B —a) =0,

dvs. VA(B — «) er lgsning til ligningen

h

Kaldes lgsningerne til denne ligning (31, 32, ... i voksende raekkefglge (se fi-
guren),

tgr = —

T
s 3 5 s
2 2 2 2
har vi altsa
52
Ap = n , n=12,3,... (78)
(B —a)?
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og de tilhgrende egenfunktioner er proportionale med

Bnx
f—a’

Un(x) = sin z € [a, ] .
Bemeerk, at det af figuren fremgar, at nm — § < 3, < nw for n € N, og

derfor

2 7T2

e

Lad os nu antage, at egenveerdierne \;, i € N, for det reguleere Sturm-
Liouville problem (S-L) er ordnet efter storrelse, 0 < A\; < A2 < A3 < ...,
hvilket er muligt i kraft af (56) (eller som en direkte folge af beviset for
Seetning 5.5) og da alle egenveerdier er simple. Da

(L) = 3 (e (50)

for u € V(a,b,c,d) ifslge (58) og (60) ses, at vi for u € {e; | i < n}t N
V(a,b,c,d) har, at

(Lu,u), = Z il (u, €:) |

>n

> A 3 [ 1),

>n

= Anllul7

og at lighedstegnet geelder hvis og kun hvis u er proportional med e,,. Altsa
er

(Luvu)/)
[ull3

An = min{ ) we{er,  en 1Y O V(a,b,e,d)\ {0}} . @)

Endvidere haves, at

)\nzinf{% )ueximV(a,b,c,d)\{O}} (82)

for ethvert underrum X C V(a,b,¢,d) med dimX = n — 1, fordi hvis
(f1,--., fn—1) betegner en basis for X, da har det homogene ligningssystem

xl(el,fi)p—l—...—|—a;n(en,fi)p:O, 1=1,....,n—1,
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ikke-trivielle lgsninger og for en sadan haves, at vektoren u = x1e1+...+xep,
tilhgrer span{ey,...,e,} N M+ \ {0}, og derfor opfylder

(Lu,u) Z)\|U€z )12 < An Z|u €i)p :)‘nHUH/Q;~

Heraf folger (82), som sammen med (81) viser, at

L
Ay, = max inf M ’ re X+tn V(CL, b, c, d) \ {0} , (83)
XCV(a,b,c d) H’U/HKQ)
dim X=n—1

(hvor det er underforstaet, at X er et underrum af V(a, b, ¢, d)).

Tallene (L”u ﬁf) , der forekommer i denne formel, kaldes tit for Rayleigh

kvotienter. Vi skal her blot omtale en ud af mange nyttige anvendelser af
formlen.

Saetning 7.16. For to requlere Sturm-Liouville problemer med identiske
randbetingelser og med koefficientfunktioner p1, qi, p1, hhv. p2, q2, p2, 0g
egenverdier )\gl) < )\gl) < ..., hhv. )\gQ) < )\gQ) < ..., gelder at

AD <22 =123, ..

safremt
P1<p2, q@1=<q2, p1=p2-

Beuvis. Dette fplger umiddelbart af (83) ved at bemeerke, at (Lu,u), ifplge

(51) vokser, nar p eller ¢ vokser, men er uafheengig af p, og at |[ul|? aftager
nar p aftager, men er uatheengig af p og q. OJ

Korollar 7.17. For det requlere Sturm-Liouville problem (S-L) geelder, at
egenverdierne A\ < Ao < A3 < ... opfylder

A =0(n?) for n— oo,

dvs. der findes konstanter C,C" > 0 og N € N saledes at

Cn?> <\, <C'n?® for n>N. (84)
Bevis. Seettes p = min{p(z) | x € [o, 8]}, p = max{p(z) | z € [a,F]} og
defineres ¢, q, p, p tilsvarende, har viat 0 <p <p <p,0< ¢ < q <7,
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0 <p<p<ppala/f] Ifslge Setning 7.16 er det derfor nok at vise
(84) i det tilfeelde hvor p,q og p er konstante funktioner. I sa fald antager
differentialligningen i (S-L) formen

—u" = )\B_g ,
u (p p)u

saledes at A er en egenveerdi netop hvis p = )\Z—’j — % er en egenvaerdi for
problemet
_UH — ,U/'U/
au(a) — bu'(a) =0 . (%)
cu(f) +du'(8) =0

Heraf fplger umiddelbart, at det er nok at vise (84) for problemet (). Men
dette problem kan lgses eksplicit og (84) verificeres. I tilfeeldet @ > 0, b =0,
¢ > 0 er dette gjort i Eksempel 7.15. Det generelle tilfeelde overlades til
laeseren. OJ
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§A. Appendiks A

Appendiks A

Resultater fra mal- og integralteori
A.1 Definition af integral.

Vi skal i dette appendiks uden beviser anfgre nogle af de centrale re-
sultater vedrgrende det udvidede integralbegreb, som der ggres brug af i
hovedteksten. Beviser for disse resultater vil blive givet i kurset Mat 3 MI. 1
neerveerende afsnit gives et antal definitioner med det formal at give laeseren
et indblik i de grundleeggende ideer. De resultater, vi har brug for, gives i de
folgende tre afsnit. Dette geelder i seerdeleshed Seetning A.9, som bruges flere
steder. Saetning A.12 medfgrer, at rum af kvadratisk integrable funktioner
er fuldsteendige, og giver dermed en vigtig klasse af Hilbert rum med talrige
anvendelser. Seetning A.14 benyttes i afsnittene 2.3 og 6.2. Endelig bruges
Seetning A.16 i afsnittene 2.4 og 5.1.

For at definere det udvidede integral gar man i en vis forstand omvendt til
veerks i forhold til definitionen af Riemann integralet. Fremgangsmaden, der
skyldes den franske matematiker Lebesgue (1902), kan beskrives som fglger.
Lad f > 0 vere en funktion defineret pa R og antag for simpelheds skyld,
at f er begreenset med veerdimeengde indeholdt i intervallet [0,a[. Vi deler
da [0,a[ op i N delintervaller [O, ~ [, [%, QW“ [, el [%a, a[ og betragter de

tilsvarende originalmeengder B; = f~! ([5ta, wal), i=1,...,N.

B, | Ba | B3| Ba| By Ba| Bs| Bs |Bs|B1]Bs)Ba] B

Tenker vi os nu, at vi kan tildele hver af maengderne B; en (generaliseret)
leengde, som vi kalder mq(B;), er det neerliggende at benytte tallet

N1
[N:Z N aml(Bi)
=1
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som approximation til arealet under grafen for f, d.v.s. til integralet af f over
R, og definere sidstnaevnte som graenseveaerdien af Iy for N — oo, forudsat
denne eksisterer. En funktion f, for hvilken meengder af formen f~1([a,b[)
kan tildeles en lzengde i en forstand som praeciseres nedenfor, vil blive kaldt en
malelig funktion. Hvis ovennaevnte graensevaerdi eksisterer og er endelig siges
funktionen f at vaere Lebesgue-integrabel eller blot integrabel over R m.h.t.
(leengde-)malet m;. Greenseveerdien kaldes integralet af f over R m.h.t. ml,
og for dette benytter vi betegnelserne [, fdmy, [, f(z)dz eller [ f(x
Lad os se lidt neermere pa definitionen af (leengde- )malet mi. Vi bemaerker

forst, at enhver aben maengde B C R er en teellelig disjunkt foreningsmaengde
af abne intervaller, dvs.

oo

U a'm

hvor a;, b;[N]a;,b;[ = @ for i # j (overvej dette!). Vi saetter da

oo

mi(B) =) (b —as) , (1)

=1

hvor det naturligvis er underforstaet, at b; — a; = +o0, hvis intervallet ]a;, b;|
er ubegraenset. Herved er mq(B) veldefineret, eventuelt lig med + oo, for
enhver aben maengde B C R. Det kan nemt vises, at

oo

mi1(B) :inf{Z(bi — a;) ) BC U]ai,bi[} , (2)

=1

hvor vi endda kan antage, at intervallerne |a;, b;[ er begraensede. Dette ud-
tryk for mq(B) kan bruges som definition af m;(B) for en stgrre klasse af
maengder, saledes at my opfylder betingelser, som man naturligt kan krseve
af et leengdemal. Dette er indholdet i fglgende centrale ssetning.

Saetning A.1. Der findes et mindste system B1 af delmengder af R, som
omfatter de abne mengder, og en entydig afbildning my : By — [0, 4 00|, med
folgende egenskaber:

a) EBGBl, nar B € By,
b U B, € By, nar B1,Bs,--- € By,

n=1

)
; m1(2) =0 og mi1(]a,b]) =b—a for —oo <a < b< + o0,

(U 1 Bn) = ZZO:1 mi(Bn) ,
narBl,BQ,~~~ €By og BiNB; =3 fori#j.
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At der findes et mindste system B; indeholdende de abne mangder og som
opfylder a) og b), er ikke sveert at indse. Derimod er det ikke ganske ligetil
at vise, at my defineret ved (2) besidder egenskaben d), som er afggrende for
det folgende. Det bgr bemeaerkes, at m; kan antage veerdien + oo (f.eks. er
m1(R) = +00), og at vi her og i det folgende benytter de oplagte konventioner
for regning med £ oo. Saledes er f.eks. +oo + a = +oo for a € RU {40},
a- (+00) = 400 for a > 0, a- (+00) = —oo for a < 0 og 0 - (£o0) = 0, mens
+00 4 (—o0) ikke er defineret.

Funktionen m; i Seetning A.1 kaldes Lebesgue malet pa R og mi(B) kal-
des (Lebesgue-)malet af B, nar B € B;. Maengder, der tilhgrer B;, kaldes
malelige maengder. Enhver aben delmaengde af R er altsa malelig. Af a)
folger derfor, at ogsa afsluttede meengder er malelige. Systemet B omfatter
dog betydelig flere maengder end disse. F.eks. er Q € By, og mere generelt
er enhver tellelig delmeengde af R en malelig maengde, idet en sadan jo er
en teellelig foreningsmaengde af etpunktsmaengder, og en etpunktsmaengde i
R er som bekendt afsluttet. Ligeledes indses let, at alle intervaller i R, bade
abne, afsluttede, halvabne, begreensede og ubegraensede, tilhgrer B; .

Af m1(0) =0 og d) folger, ikke overraskende, at m; er en voksende funk-
tion i den forstand, at A C B = m;(A) < m;(B) for alle A, B € B;. Heraf
fas for a € R, at mi({a}) < mi(Ja — 2,a+ 1[) = 2 for alle n € N, og
dermed mi({a}) = 0. Af d) folger herefter at enhver teellelig delmaengde
af R har mal 0. Malelige mangder med mal 0 kaldes ogsa nulmengder.
Ifplge d) er endvidere enhver teallelig foreningsmeengde af nul-mangder selv
en nulmeengde.

Vi definerer nu malelige funktioner som tidligere antydet. Bemeerk, at vi
tillader funktioner, der antager vaerdierne =+ oc.

Definition A.2. En funktion f : R — [—o00,+00| siges at veere malelig,
safremt f~1([a, +o0]) er mélelig for hvert a € R. En kompleks funktion f pa
R (hvor Re f og Im f tillades at antage veerdierne +00) siges at veere malelig,
safremt bade Re f og Im f er malelige.

Bemeerk, at hvis f : R — [—o0,+0oc] er malelig, s& er f=1([a,b]) =
fY([a, +o00] \ [b,0]) = f~1([a, +00]) \ f~L([b, 0]) mélelig for alle a,b € R,
a <b.

For en kontinuert funktion f : R — R geelder, at f~!([a, +oo|) er af-
sluttet da [a, +00[ er afsluttet, jvf. Seetning 1.3.3. Altsa er enhver kontinuert
funktion pa R malelig.

Der gaelder fglgende satning, som bl.a. viser, at malelighed i modsaetning
til kontinuitet bevares under punktvis greenseovergang.

Seetning A.3. a) Hvis f,g: R — C er malelige funktioner, da er ogsa f +g
og f - g malelige funktioner.
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b) Antag, at fi, fa,... er malelige funktioner fra R ind i C, og at folgen
(fn) er punktvis konvergent med grensefunktion f : R — C, dvs. at f,(z) —
f(z) for alle x € R. Da er f malelig.

Vi kan nu definere integralet af en ikke-negativ malelig funktion f : R —
[0, +00] som forklaret ovenfor. Da f tillades at veere ubegraenset, lader vi
a = ay afhzenge af N, saledes at ay — +00 og saledes at intervalleengden
I pa y-aksen gar imod 0 for N — oo. F.eks. kan vi saette ay = VN.

Definition A.4. For en ikke-negativ malelig funktion f : R — [0, 4+o0]
defineres integralet af f m.h.t. m; ved

N—|—1 .

forams = 3

hvor BY = [~ ([%tan, Lan(), i=1,2,... ,N, og BN ., = [~ ([an, +00])

(og hvor det bgr huskes, at 0 - (+00) = 0).

aNm1 BN) (3)

Det kan vises, at graenseveerdien i (3) eksisterer i [0, +o0], saledes at vi
hermed har tillagt enhver ikke-negativ malelig funktion et integral, som er
et ikke-negativt tal eller +oo. Hvis f.eks. mi({x € R | f(x) = +00}) > 0
ses umiddelbart af definitionen (3), at [, fdmi = +oco. Vi siger, at f er
(Lebesgue-) integrabel, safremt [, fdmy < 400,

For at definere integrabilitet af en malelig funktion, som ogsa antager
negative vaerdier, betragter vi den negative og den positive del af f defineret
ved henholdsvis

—f(z) nar f(z) <0

0 ellers

f(x) mar f(x) =0

0 ellers .

rw={ o8 i) =

Da cr f; og f- mélelige og f = fi — f- og |f| = f1 + /-

Definition A.5. En malelig funktion f : R — [—o0,+00] siges at vaere
(Lebesgue-)integrabel, safremt fi og f_ begge er integrable, og vi definerer
da integralet af f m.h.t. m; ved

/R fdmy = /R Frdms — /R fdmy . (4)

En kompleks funktion f pa R er integrabel netop hvis bade Re f og Im f er
integrable, og vi definerer da

/fdmlszefdml—i—i/Imfdml.
R R R
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Vi har hermed faet indfgrt det gnskede integral over R. Det er herefter
ligetil at definere integralet over et interval eller mere generelt over en vilkar-
lig malelig meengde B C R. Defineres nemlig en malelig funktion pa B
ligesom i Definition A.2, hvor blot definitionsmaengden R erstattes med B,
ses let, at hvis vi for en given malelig funktion f pa B definerer funktionen
fo pa R ved

{ f(z) hvis z€B

0 hvis zeR\B,

sa er fo malelig netop hvis f er malelig. Vi siger sa, at f er integrabel over
B, hvis fo er integrabel over R, og integralet | g fdm1 defineres da som

/demlszfodm1~

Vi benytter ogsa betegnelsen [ f(x)dx for [, fdm..
Eksempel A.6. 1) For B C R defineres indikatorfunktionen 1p pa R ved

1 hvis € B

13(:’3):{0 hvis ¢ B.

Det ses let, at 15 er malelig netop hvis B er malelig, og da er

/R 1 pdmy = m1(B) . (5)

1p er altsa integrabel netop hvis B har endeligt mal.

Hyvis specielt B C R er en teellelig maengde, da er, som tidligere bemaerket,
B malelig med Lebesgue mal 0. Integralet af 15 er da 0. Et eksempel
herpa fas for B = Q, for hvilken indikatorfunktonen 1g bensevnes Dirichlet
funktionen.

2) Af Definition A.4 og A.5 folger, at hvis f er en malelig funktion pa
B € B, saledes at

mi({z € B f(z) #0}) =0,

/demlzo.

Med andre ord er integralet af enhver malelig funktion over en nul-mangde
lig med 0.

Ligeledes fglger, at to integrable funktioner, der kun afviger fra hinanden
i en nul-maengde har samme integral (se ogsa (6) og (7) nedenfor). Specielt

da er f integrabel og
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geelder ved integration over et interval, at det er uden betydning, hvorvidt et
eller begge endepunkter medtages eller ej. For integralet af en funktion f over
et interval med endepunkter a og b, a < b, benyttes derfor den ssedvanlige

betegnelse f; f(z)dz.

A.2 Integralets egenskaber.

I dette afsnit betegner B en malelig delmaengde af R. Eksempel A.6 viser,
at der findes ikke-negative integrable funktioner pa B, hvis integral er nul
pa trods af at funktionen ikke er identisk nul. Det tilsvarende gaelder som
bekendt ikke for kontinuerte funktioner pa et interval [a,b]. Vi har fglgende
vigtige resultat.

Seetning A.7. Antag, at f: B — [0,+00] er en ikke-negativ malelig funk-
tion. Da geelder, at

/B fdmy = 0 & ma({2] f(z) £0}) = 0. (6)

En malelig funktion f defineret pa B, for hvilken my({z|f(z) # 0}) = 0,
siges at veere lig med 0 nesten overalt (forkortes n.o.). Mere generelt siges et
udsagn, hvori der indgar en variabel x € B, at geelde naesten overalt, safremt
det geelder for alle x € B panger i en nul-maengde.

For to integrable komplekse funktioner f og g pa B, geelder ifplge Seetning
A.7, at

f=gno & /B (@) - g(a)ldz = 0. (7)

Det skal her bemzerkes, at f(z)—g(z) ikke er defineret i de punkter z € B for
hvilke real- eller imaginaerdelen af bade f(x) og g(x) er lig med +o0 eller —oo.
Men da f og g er integrable udggr disse punkter hgjst en nulmeaengde, og ifelge
Seetning A.7 er det uden betydning for veerdien af integralet i (7), hvilken
veerdi der tilleegges f(x) — g(x) i disse punkter. Tilsvarende bemeerkninger
gaelder i det fglgende, nar integrable funktioner adderes eller subtraheres.

Folgende velkendte regneregler er gaeldende for det udvidede integral, jvf.
Adams p.312. Lad f og g veere integrable komplekse funktioner pa B og lad
a € C. Daer f+ g, af og |f| ogsa integrable, og der geelder, at

(f +9)(x)de = | f(x)de+ [ g(x)dx, (8)
J Jo s ],

160



A7
/B of(z)dz = a /B f(@)da | ()
[ taa] < [ 15@las. (10)

Vi noterer dernaest fglgende to yderst vigtige graenseveerdisaetninger.

Seetning A.8 (Lebesgues monotonisaetning). Antag, at fi, fa,... eren
voksende folge af ikke-negative malelige funktioner pa B, d.v.s. fn, < fum, for
n < m, som er punktvis konvergent med grensefunktion f : B — [0,+0o0].

Da gelder, at
B B

Seetning A.9 (Lebesgues majorantsaetning). Antag, at f1, fa,... eren
folge af malelige funktioner fra B ind 1 C, og at der findes en integrabel
funktion (majorant) g : B — [0,400], saledes at |fy| < g for alle n =
1,2,3,.... Da er funktionerne f,,n =1,2,..., integrable, og hvis yderligere
fn — f punktvis, hvor f: B — C, da er ogsa f integrabel og

/Bfndm1—>/dem1.

Bemaerk, at der specielt geelder, at hvis f : B — C er malelig, og g : B —
[0, +00] er integrabel, og |f| < g, da er f integrabel. Specielt er f integrabel,
hvis og kun hvis |f| er integrabel.

Eksempel A.10. Vi viser i dette eksempel hvorledes majorantsaetningen
medfgrer, at Riemann integralet og Lebesgue integralet af en kontinuert funk-
tion pa et afsluttet begraenset interval [a, b] er identiske.

Lad altsa f : [a,b] — R veere kontinuert. Da er Riemann integralet I(f)
af f givet ved

1—1

1) = Jim 32 (0 ) )

ifplge Adams p.309, hvor vi har sat ; = a+ L(b—a) og ¢; = a+ =L(b—a).
Riemann summen pa hgjre side af (11) ses ifplge (5), (8) og (9) at veere lig
med Lebesgue integralet af funktionen f, som er konstant lig med f(c;) pa
intervallet [x;—1,z;[, i =1,2,... ,n. Altsa

I(f) = lim fn(x)dx | (12)

"0 Jasb
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hvor .
fn :Zf<cz)1[wz_1,mz[ N
=1

Da f er kontinuert og [a,b] er kompakt, er f begraenset, d.v.s. der findes et
positivt tal ¢ sa |f| < ¢. Da geelder ogsa, at |f,| < ¢ for alle n € N. Den
konstante funktion ¢ er derfor en integrabel majorant for funktionsfslgen
(fn)nen, idet jo [a,b] har endeligt mal. Pastanden fglger derfor af (12) og
majorantsaetningen, hvis vi blot viser, at f,, — f punktvis i [a,b[. Men dette
folger af, at f er kontinuert. Lad nemlig x € [a,b[. For givet ¢ > 0 findes
da et 0 > 0, saledes at |f(y) — f(z)| < e, nar |y —z| <4, y € [a,b]. Lad nu
n > 6~ 1. Netop et af intervallerne [z;_1,2;[, i = 1,... ,n, indeholder z, og
for det tilsvarende indeks 7o geelder da, at

[fulx) = f(2)] = [f(cip) — fl2)] <e

eftersom |c;, — 2| < |2i—1 — x;] = 1 < 4. Hermed er det gnskede vist.

Eksempel A.11. 1) Lad B = [1,4o00|. For @ € R er funktionen f, : x — z¢
kontinuert pa B, og dermed malelig. Vi pastar, at f, er integrabel over B,
netop hvis a < —1: Der geelder, at fo - 111, /" fo for n — oo, og at

/(fa A n))dma
B

/” oy { O5+_1(no‘+1 —1) , hvis a#-1
= [ 2%z =
1

Y

log(n) , hvis a=-1
. for a< -1
a+1 .
hvoraf ses, at [,(falp,ny)(z)dz / { n N for a>_1° Af monotoni-

seetningen fglger derfor det gnskede, samt at

> 1
/ z%dxr = — for a<—1.
1 a+1

Bemeerk, at vi her har benyttet, at Lebesgue-integralet og Riemann-integralet
stemmer overens for kontinuerte funktioner pa kompakte intervaller.

2) Lad a € R og lad B = Ja,a + K], hvor 0 < K < +o00. For a € R er
funktionen g, : ¢ — (x —a)® kontinuert og dermed malelig pa |a,a + K]. Vi
pastar, at g, er integrabel over |a, a + K], netop hvis a > —1: Der geelder at
9o Loy 1 ayk) /" 9o for n — o0, og at

/ (gOé ' 1[a—|—%,a—|—K})dm1
B

/a+K( )ad %-H(Ka_kl _ n—(OH—l)) for « 7§ —1
r—a)dr =
a logK—log% for a=-1

Y

2
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Ka+1
for a>-1
hvoraf ses, at galp, L1 dm; — a+l .
fB( “ [a+"’a+K}) 400 for a<-1

Monotonisaetningen viser herefter det pastaede.

A.3 Rummene £,(B) og L,(B).

Lad B veere en malelig delmaengde af R. For p =1 og p = 2 defineres
L,(B)={f:B — C| f malelig og / |f|Pdmy < 400} .
B

L1(B), som ogsa betegnes L(B), er med andre ord maengden af integrable
komplekse funktioner pa B, som er et underrum af vektorrummet af alle kom-
plekse funktioner pa B pa grund af (8) og (9). At L2(B) ogsa er et vektorrum
fglger ved anvendelse af uligheden |f + g|? < 2(|f]? + |g/?) (jvf. Eksempel
1.9 2)). Vi kalder L3(B) for rummet af kvadratisk integrable funktioner pa

B. Ved )
i1, = ([ @pa)”

defineres en funktion f — || f||, pa £,(B), som opfylder de to betingelser N2)
og N3) i Definition I.1.2. Her fplger N2) umiddelbart af (9). For p = 1 fglger
egenskaben N3) af (10), mens den for p = 2 fglger af Cauchy-Schwarz’ ulighed
for sesquilinearformen (f,g) = [ f(z)g(x)d(z) , f,g € L2(B) , (overve]
dette!). Derimod er betingelsen N1) ikke ngdvendigvis opfyldt p.g.a. (7).
Identificerer vi imidlertid funktioner i £, (B), der kun afviger fra hinanden pa
en nulmeengde, far vi et normeret vektorrum L,(B). Mere preecist definerer
vi for hvert f € L,(B)

f={9:B—>R|g maleligog g=f n.o.},

og saetter

Ly(B) ={f| | € Ly(B)}.

Ved at swtte J+5 = f+ g, af = af og |Fll, = Ilfl for f.g € £,(B) og
a € C er det nemt at indse, at L,(B) herved bliver et normeret vektorrum.
Vi vil tit ikke skelne mellem en funktion f € £,(B) og elementet f € L,(B),

og skriver i overensstemmelse hermed som regel f i stedet for f. Vi kalder
| - ||, for p-normen.
Vi har nu fglgende fundamentale resultat.
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Seetning A.12. De normerede vektorrum L1(B) og Lo(B) er fuldstendige.

Heraf folger specielt, at Ly(B) er et Hilbert rum med indre produkt givet
ved

mwzéjmﬂﬂm

for f,g € La(B).

I tilfseldet, hvor B = [a,b] er et kompakt interval, og p er en positiv
kontinuert funktion pa [a, b], har vi i Eksempel 1.2 2) mere generelt indfert
det indre produkt (-,-), pa C([a,b]) givet ved

b
mmszm%%wm

for f,g € C([a,b]). Dette indre produkt kan udvides til et indre produkt
pa Ls([a,b]) ved samme formel. Pa samme vis, som i Eksempel 1.2 fplger,
at den tilsvarende norm || - ||, er sekvivalent med 2-normen. Ls([a,b]) med
indre produkt (-,-), er derfor ogsa fuldstendigt og dermed et Hilbert rum.

Nar vi gnsker at fremhaeve det indre produkt betegnes dette Hilbert rum
med Lsy([a,b], p).

I §2 og §6 er det af stor vigtighed for os, at funktioner i £,([—m,7]) og
L,(R) kan approximeres i p-norm med kontinuerte eller endda differentiable
funktioner. Nu er det sadan, at ikke alle kontinuerte funktioner pa R er inte-
grable. Men hvis en kontinuert funktion er nul udenfor en kompakt maengde,
da er den begraenset ifslge 1. hovedsazetning om kontinuerte funktioner, og
det folger, at den er integrabel over R. Vi indfgrer derfor folgende definition.

Definition A.13. Givet en funktion f : M — C, hvor M er et metrisk rum,
kaldes maengden

supp f = {z € M | f(x) # 0},

for stgtten for f.
Med Cy(M) betegnes vektorrummet bestaende af kontinuerte funktioner
pa M, hvis stotte er kompakt.

Vi bemszerker, at to kontinuerte funktioner defineret pa en aben delmaengde
G af R, der stemmer overens naesten overalt, er identiske (overvej dette!).
Rummet Cy(G) kan derfor betragtes som underrum af savel £,(G) som
L,(G). Der geelder nu fglgende seetning.
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Saetning A.14. Lad G vere en aben delmaengde af R. Da er rummet
C§°(G) af wvilkarligt mange gange differentiable funktioner pa G med kom-
pakt stotte et tet underrum of L,(G), p = 1,2. Der galder endda, at for
enhver funktion f € L£1(G) N L2(G) og ethvert € > 0 findes g € C§°(G),
saledes at

If =gl <e og [f—gll2<e

Denne saetning viser specielt, at L,(G) er en fuldstaendigggrelse af C§°(G)
m.h.t. normen || - ||,.

A.4 Multiple integraler.

I de foregaende afsnit har vi beskrevet Lebesgue-integralet pa R. Dette
kan pa direkte vis udvides til R¥ , k > 1. Der geelder saledes en ganske analog
saetning til Seetning A.1, idet man gar ud fra det naturlige volumenmal m
for kasser I = I x ... x I, hvor I, ... , I} er intervaller, givet ved

Herved defineres malelige maengder og et Lebesgue mal my, af sadanne, male-
lige funktioner, integrable funktioner etc. pa R¥, for hvilke der gaelder szet-
ninger analoge til dem, der allerede er beskrevet for R. Integralet af en in-
tegrabel funktion f over en malelig maengde B C RF betegnes med [ fdmy,
eller [ f(z)d*z. De eneste resultater vi har brug for herudover (i afsnit-
tene 2.4 og 5.1) er fglgende to centrale ssetninger, af hvilke den forste tit kan
bruges til at afggre om en forelagt funktion er integrabel, mens den anden
giver mulighed for udregning af integraler over k-dimensionale kasser ved
reduktion til udfgrelse af et antal successive integraler over intervaller.

Seetning A.15 (Tonellis satning). Lad I og J vere kasser i henholdsvis
R* og RY. Hvis f : I x J — [0,+00] er en ikke-negativ mdlelig funktion pd
I x J, geelder folgende:

(i) Funktionerne x — [, f(z,y)d'y ogy — [; f(z,y)d
ikke-negative pa henholdsvis I og J.

(i)

fla,y)d™ (z,y) = fla,y)d'y ) d'z = fla,y)d*a ) d'y
| Ji([amts) o= [([ sanite)

(hvor integralerne kan antage verdien +00).

kx er malelige og
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Seetning A.16 (Fubinis ssetning). Lad I og J vere kasser i henholdsvis
RF og R'. Huvis f: I x J — C er integrabel over I x J, gelder folgende:

(i) Funktionen y — f(x,y) er integrabel over J for nesten alle v € 1
(dvs. for alle x paner i en nulmaengde), og tilsvarende er funktionen
x — f(x,y) integrabel over I for neasten alle y eJ.

(ii) Funktionerne x — [, f(x (z,y)d'y ogy — [, f(x,y)d"x er integrable
pa henholdsvis I og J, og der gelder at

fla,y)d™* (z,y) = fla,y)d'y ) dz = fla,y)d*z ) d'y
L, VAR LAV

hvor det er underforstaet, at ovennevnte funktioner tillegges en
vilkarlig verdi (f.eks. 0) i de nulmaengder, hvor de ikke er defineret
i henhold til (i).

Eksempel A.17. Som en simpel anvendelse betragtes en malelig funktion
f: 1 — C af formen f(z1,z2) = fi1(x1)fa(z2), hvor f; : [; - C, i = 1,2, er
en malelig funktion pa I; og I = I; x I>. Da fas ved anvendelse af Tonellis
seetning, at

/I|f(l’)|d2$ = /11 ( . |f1(£131)f2(2132)|d$2)d2111

|fi(zy)|dey - | | fa(z2)|des

Il I2

og vi slutter at f er integrabel netop hvis bade f; og fs er integrable, med-
mindre f = 0 n.o. I bekraeftende fald giver Fubinis seetning

/f f1 (z1)dzy - [ fo(xe)dzs .

1>

Et tilsvarende resultat kan ligeledes fas for k > 2 ved gentagen anvendelse af
de to ssetninger.

Eksempel A.18. Funktionen f : (z,y) — +y
10, 1] og derfor malelig. Da f > 0 haves ifslge monotoniszetningen, at

er kontinuert pa B = |0, 1] X

/fdmgz lim fdmg,
B TR UxE ]
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da f~1[%71]x[%71] /" f for n — oo. Af Tonellis seetning fas, idet f er kontinuert
pa [, 1] x [5,1] at

1 1o
/ fdm2:/ / dx | dy
(%1% [5,1] L LTty

= /_ (log(1 +y) — log(L +y))dy

[t ) logd+y) — (14)— (2 +y)log(2 +y) + (2 + )]t

= 2log2 ~ 2~ (1 +1)log(L +1) + (2 +1)
2 2

2
—(1+ YY9oe(1 + L 1+ 1 “og 2 2
(+n)0g(+n)+( ”)+n0gn n

1
n

3=

— 2log2 for n— .

Heraf folger, at [ fdmo = 2log2 og specielt, at f er integrabel pa B.
Bemezerk, at vi her i stedet for Tonellis ssetning kunne have brugt Fubinis
seetning, eftersom f er kontinuert pa [%, 1} X [%, 1} og derfor begraenset og

folgelig integrabel, da mg([%, 1] x [%, 1]) < +oo.
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Appendiks B
Majorantkriteriet

I dette appendiks gives en tilstraekkelig betingelse for uniform konvergens
af en funktionsraekke, som anvendes gentagne gange i hovedteksten.

Som szedvanlig betegner B(M, C) vektorrummet af begrzensede komplekse
funktioner pa maengden M udstyret med den uniforme norm || - ||,.

Definition B.1. Lad Y 7, f, veere en raekke i B(M,C). En talreekke

>0 L bn, hvor b, > 0 for n € N | siges at veere en majorantrakke for

S0 | [n, sifremt
| frllw < bp for alle n € N,

d.v.s. hvis
|fn(z)| < b, forallex € M og allen e N.

Szetning B.2 (Majorantkriteriet). Hvis rekken Y .- | fn @ B(M,C) har

en konvergent majorantrekke, da er den uniformt konvergent, d.v.s. den er
konvergent i B(M, C).

Bevis. Ifplge Seetning 1.5.7 er B(M,C) et fuldsteendigt metrisk rum. Det er
derfor tilstraekkeligt at vise, at afsnitsfolgen (sk)ren , hvor

k
= Jn
n=1

er en Cauchy fglge i B(M,C). Hertil bemeerkes, at for k,l e N, k<[, er

l
si—sk= Y fu-

n=k+1
Lader vi (rg)ken betegne afsnitsfolgen for > 7 | by, fas heraf ved brug af
trekantsuligheden
! !
Hsl - Sk”u S Z an”u S Z bn =T —Tg

n=k+1 n=k+1

for k og I som ovenfor. Da (rj)ren er en Cauchy falge (idet den er konvergent)
sluttes heraf umiddelbart, at (sx)ren er en Cauchy fglge, som gnsket. O

Safremt M er et metrisk rum og funktionerne f,, alle er kontinuerte, gaelder
det samme om funktionerne i afsnitsfglgen. Af Saetning 1.3.16 og Seetning
B.2 fas derfor fglgende resultat.
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Korollar B.3. Lad M vere et metrisk rum og lad > >, fn vere en rekke,

hvis led er begrensede kontinuerte funktioner pa M. Huvis > -, fn har en

konvergent majorantrekke, da er den uniformt konvergent i M med kontinu-
ert sumfunktion.
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Appendiks C

Ledvis integration og differentiation af raekker
I §3 gores gentagne gange brug af ssetningen om ledvis differentiation af

funktionsraekker, der vises nedenfor.
Lad os forst notere folgende kontinuitetsegenskab ved Riemann integralet.

Lemma C.1. Lad [a,b] vere et kompakt interval. Da er Riemann integralet
en kontinuert afbildning fra C([a,b]) med uniform norm ind i C, d.v.s. der

geelder
b

lim ) fn(x)dx:/CLb<nan;Ofn(x)>dm

for enhver uniformt konvergent funktionfolge i C([a,b]).
Bevis. For f,g € C([a,b]) haves

[ e~ [ g < [ 1560 - g
< /ab \f = glludz=(b—=0a)|f —glu,

hvilket viser, at f — f; f(z)dz er en Lipschitz afbildning og dermed konti-
nuert. 0

Ved brug heraf kan vi vise folgende saetning om ledvis integration af rack-
ker.

Seetning C.2. Lad Y., | fn vere en uniformt konvergent rekke i C([a,b]).
Da er sumfunktionen kontinuert, og rekken kan integreres ledvis, d.v.s. der

geelder . o
[ (S n@)ie=3 [ gwiar

Bevis. Sumfunktionen > 7 | f, er kontinuert ifplge Seetning 1.3.16, da den er
defineret som graensefunkton i C'([a, b]) (med uniform norm) for afsnitsfelgen
(sk)ken , hvis led er kontinuerte funktioner, da

k
st = Jn
n=1
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for k € N. Af Lemma C.1 fas nu

b

/ab (i fn(:z;))dzz; = /ab ( lim sg(x ))d:z; = klim sk(x)dz

b k k b o0 b
som gnsket. O

Endelig har vi fglgende resultat om ledvis differentiation af rackker.

Seetning C.3. Lad Z _1 fn vere en rekke, hvis led er kontinuert diffe-
rentiable funktioner pa et kompakt interval [a,b]. Huvis den givne rekke er
punktvis konvergent, og den ledvis differentierede raekke >, f1, er uniformt
konvergent i [a,b], da er sumfunktionen > | fn kontinuert differentiabel, og
dens differentialkvotient fas ved ledvis differentiation, d.v.s.

d:z;(zfn>_ df_”

Bevis. Lad os seette f => 07 fnogg=> vy fn. Dad >~ f er uniformt
konvergent i [a, z] for hvert x € [a, b], kan denne raekke integreres ledvis over
[a, z] ifplge Sezetning C.2. Altsa er funktionen G(x f g(z)dz givet ved

Z / fulwyia = 3 (6 (@) = f@) — fla). (1)

Ifplge integral- og differentialregningens hovedsatning (se Adams p.318)
er G kontinuert differentiabel og G’ (x) = g(x). Da f(a) er en konstant, fglger
derfor af (1), at f er kontinuert differentiabel og

f'@) =G'(x Z
hvilket netop er hvad der skulle vises. 0

Ved gentagen anvendelse af Seetning C.3 fas, at hvis >~ | f,, er en punkt-
vis konvergent raekke af N gange kontinuert differentiable funktioner pa [a, 0],
og de ledvis differentierede raekker op til og med orden N er uniformt konver-
gente, da er sumfunktionen >~ | f, ogsd N gange kontinuert differentiabel,
og dens afledede op til og med orden N fas ved ledvis differentiation.
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