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ABSTRACT:

I dette projekt gives en detaljeret gennemgang af to
stokastiske modeller fra populationsgenetikken.

Det umiddelbare formial hermed er at give et konkret
eksempel, som kan anvendes 1 debatten om matematiske
modellers natur og struktur. Projektet fokuserer spe-
cielt pi& den del af debatten, der drejer sig om teori-.
ladede modeller.

Med udgangspunkt i arbejdsdefinitionen, at teoriladede
modeller er modeller konstrueret med en alment accepte-
ret teori som grundlag, arbejder projektet henimod de
problemer og muligheder, der er for at udvikle en kri-
tik af teoriladede modeller.




FORORD

Det foreiiggende projekt er en analyse af stokastiske model-
ler i populationsgenetik. '

Projektet er en del af matematikuddannelsens 2. faglig-pa-
dagogiske modul, som ogs8 kaldes modelopbygningsmoduiet.

vor mélgrﬁppe er lasere med interesse for'debatten om mate-
matiske modeller, som har et kendskab til sandsynlighedsreg-
ning p4 et niveau svarende til matematikuddannelsens emnekreds
i statistik og sandsynlighedsregning. Vi introducerer selv de
npdvendigste populationsgénetiske'begreber, s& med en god ord-
bog er yderligere kendskab til populationsgénetik ikke ngdven-—
dig, om end det naturligvis vil vare en fordel.

Vi vil gerne takke vor vejleder Jgrgen Larsen for grundig og
tdlmodig vejledning. » T

Desuden vil vi takke Hanne Qstergérd fra'Landbohéjskolens af-
deling for Husdyravl og Genetik for gode rad og kommentarer.

Med venlig hilsen

Lise Odgéfd Gade
Susanne Hansen
Michael Hviid

Frank Mglgdrd Olsen
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INDLEDNING OG PROBLEMFORMULERING.

vort valg af modeltype og emneomrdde skal ses i sammenhang
med den pd institut;et lgbende debat om matematiske modeller.
Det er almindeligt i den modelteoretiske diskussion her pd
stedet_ét skelne mellem to typer modeller, nemlig ad hoc-mo-
deller og tedr;ladede mode;le;:

Med en ad hoc-model fors¢géi man ad matematisk vej at be-
skrive sammenhangen mellem visse forsggsdata, for sd at an-
vende modellen til at ﬂdf¢re beregninger for omrader, hvor
man ikke har eller ikke kan have_fors¢gsdéta. Man har her in-

tet sarligt kgndskab til de mekanismer, der frembringer de’
pageldende fors¢gsdatét

" Teoriladede modeller er konstrueret med udgangspunkt i et
indgiende kendskab til sammenhange og mekanismer indenfor mo-
dellernes genstandsomrade. Denhe type modéllér skabes ikke_

‘n¢dvendig§is for at levere kvantitative forudéigelser som

ad hoc<iiodellerne; men de konstrueres ofte udelukkende for -~
at holde styr p& komplekse sammenhénge i den del af virkelig-
heden, man modellerer. De b;iver derfor af stor betydning for
teoridannelsen og md siges at bare kvalitative egenskaber. Lad
os her pracisere, at teoriladede modeller efter vor definition
er modeller, der konstrueres med en verificeret (alment accep-
teret) teori som grundlag. Yderligere diskussion af disse mo-
deltyper kan f.eks. ses i (11) og (41). '

De matematikprojekter, der forelgbigt er gdet ind i den mo-
delgeoretiske‘debat, har mest drejet sig om deterministiske

-ad hoc-modeller. .

Med dette projekt forsgger vi at fingde frem til, hvordan. man
som matematiker kan bidrage til en kritisk analyse af teorila-
dede modeller indenfor et typisk grundforskningsomréde.

Vi valgfe bopulaiionsgenetik af to grunde:

1) det er et nyt omrdde for matematikprojekter. )
2) populationsgenetikken ggr brug af stokastiske modeller.

De stokastiske modeller valgtes bdde af interesse og fordi
tidligere projekter allerede har analyseret vaesentlige sider
ved deterministiske modeller.

For at ggre opgaven mere overkommelig startede vi en emne-
kreds i statistik og sandsynlighedsregning. Hensigten var, at

gennemfgre emnekredsen jvf. bekendtggrelsen via en integration
med projektarbejdet.

Vi startede med at opstille tre generelle spprgsmdl, som vi
#nskede at f& besva;et_i projektet:
1) Findés der stokastiske modeller i populationsgenetik, der

"er forankret i verificeret teori ?

2) I bekraftende fald - hvilken karakter har denne vetifikaﬁion
og denne forankring ?

3) Er det muligt at opstille evaluerlngskrlterier for teorila-
dede modeller ?' Eventuelt hvilke, 2’

Dette kan godt betragtes som det fgrste udkast til en problem—
formulering. ‘ . ' )

Efter en almen orientering indenfor emneomradet fandt vi imid-
lertid ud af, at en behandllng af disse spgrgsmdl ville resul-
tere i et meget biologisk orlenteret projekt, hvilket vi ikke
var intereésserede i.

Konsekvenserne heraf blev,‘at vi konstruerede en problemfor—
mulerlng, hvormed vi ville kortlegge vasentllge aspekter ved
stokastiske modeller. Besvarelsen heraf kunne s& eventuelt dan-
ne grundlaqet for en’ diskussion af modellernes teoriladethed
og vare en 1ndikator for, hvorledes modeller af denne type eva-
lueres. " ‘

vi opstillede med dette udgangspunkt fplgende system af
spgrgsmél:
1) Hvorledes er stokastiske modeller opbygget ?
2) Producerer,stokastiske modeller troverdig erkendelse inden-

. for deres genstandsomride ?

3) Anvendes en eventuel erkendelse indenfor.et til modellerne
knyttet fagomride 7 Og i bekraftende fald hvordan ?

4) Kan der ved konstruktion af stokastiske modeller opstd pro-
blemer med modellernes formalside, som fremprovokerer udvikling
af ny matematisk erkendelse ?

Disse fire spprgsmidl danner rammen om vort projekt og er alt-
sd vor problémformulering.

Det er klart, at ved at velée et passehdé antal forskellig-
artede stokastiske modeller og undersg¢gge disse med hensyn til
hvert spprgsmdl ville man kunne opnd en rimelig generel besva-
relse og éfter vor mening et rimeligt generelt billede af, hvad-
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en stokastisk model er. Det ville dog blive et uoverkommeligt
stort projekt. I
Vi har i stedet valgt at besvare éﬁdfgsmélene ud fra en un- .
défébgelse af stokastiske modeller,:sémibehandler et velafgran-

set populationsgenetisk problem: Hvad er sandsynligheden for

fiksering af mutante gener ?

Dette spgrgsmdl er underordnet i forhold til problemformule-
ringen. Det skal udelukkende ses som et middel til at afgranse
modellernes genstandsomrdde.

Omridets sverhedsgrad taget i betragtning har vi valgt denne
afgransning, gdledes at vi fo;hﬁbentligt kan besvare spgrgsmi-
lene rimeligt dybdegdende og undersg¢ge hvilke aspekter, der er
indeholdt i de enkelte spgrgsmil.

Lad os alts& pointere, at det ikke er projektets formil at
give en besvarelse:afbroblemformuleringeﬂ som er gyldig for en
vilkirlig stokastisk model. Vi vil derimod besvare spgprgsmdlene
for et par specifikke modeller, for derigennem at anvise en me-
tode til at analysere en vilkdrlig stokastisk model.

Projektets opbygning

Kapitel 1 indeholder en introduktion af diverse begreber fra
populationsgenetikken samt nogle betragtninger omkring matema-
tiske modeller.

Vi har udvalgt to stokastiske modeller - forgreningsmodellen
og diffusionsmodellen - som vi gennemgdr i kapitel 2 og 3. Beg-
ge kapitler indeholder fglgende punkter:

1) noget generel sandsynlighedsteori.

2) gennemgang zf selve modellen.

3) kritik af modellen.

4) en historisk/matematisk udvikling i tilknytning til modellen.

Dernast vil vi se pd8, hvordan modellernes resultater er blevet
brugt indenfor populationsgenetikken (kapitel 4).

ud fra de foregdende kapitler vil vi s& i kapitel 5 diskutere
spgrgsmidlene i problemformuleringen. Vi vil forsgge at satte dis-~
kussionen i relation til den almindelige modeldebat.

Konklusionen, der vil vare en opsummering af kapitel 5, kommer si
sd i kapitel 6.

I appendix A unders¢ger vi muligheden af at formidle nogle af
vore resultater i gymnasiet og HF.
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1. POPULATIONSGENETIKVOG MATEMATISKE MODELLER

Konstellationen matematik. og biologi bliver mere og mere_almin-
delig. I &rhundreder har fysikken varet det dominerende anven-
delsesomrade for matematikken, men specielt i dette &rhundreéde
er der sket en‘kraftigrudvidelse i antallet af anvendelseéomé'
réder.

Populationsgenetikken er et af de naturvidenskabelige omri-
der uden for fysikken, hvor matematikken har varet i anvendel-
se langst. Matematikkens indtog i populationsgenetikken fandt
sted omkring 1930 og skyldtes is&r navne som Fishex, Haldane
og Wright.

Populationsgenetikken drejer sig om den genetiske sammen-—
satning hos individer og overfe¢rslen af gener fra en genera-
tion til den naste. Der er tale om gener, der er drsag til let
skelnelige - lad os kalae dem kvalitative - trazk hos mennesker
og dyr. Dermed kan man dele individer ind i forskellige typer,
f.eks. bl&- og brungjede individer, individer med forskellige
blodtyper eller almindeligt farvede individer og albinocer.
Dette m8 ikke forveksles med f.eks. mglkeproduktionen hos keger,
vingefang hos fugle eller hg¢jde hos mennesker, der varierer
kontinuert, endda ofte indenfor et temmeligt stort interval.
Studiet af sidanne forhold kaldes kvantitativ genetik.

Som definitionen antyder, drejer populationsgenetikken sig
blandt andet om, hvordan genfrekvenser andrer sig med tiden,
og hvilke faktorer der kan @&ndre dem. Dette betyder, at popu~
lationsgenetikken spillér og har spillet en vasentlig rolle
indenfor evolutionsteori. De tidligere navnte populationsge-
netikere har skrevet varker, hvis titler illustrerer dette:
"The Genetical Theory of Natural Selection" (Fisher, 1930},
"The Causes of Evolution™ (Haldane, 1932) og "Evolution in
Mendelian Populations” (Wright, 1931).

Den meste simple matematiske model i populationsgenetik er
nok Hardy-Weinbergs lov, opkaldt efter Hardy og Weinberg, der
viste loven uafhangigt af hinanden i 1908, Vi vender tilbage
til denne model senere i kapitlet.

Hardy-Weinbergs lov og populationsgenetikken i det hele taget
bygger p3 Mendels love, opkaldt efter den ¢gstrigske augustiner-
munk Gregor Mendel. Hans resultater blev udgivet i 1866, men
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det var fgrst omkring &r 1900, man opdagede deres vigtighed.

1l.1. Grundlaget

Mendel éksperimenterede med arteblomster. Som eksempel be-
skriver vi her hans eksperimenter med blomsterfarver.
. Mendel krydsede hvide og rgde arteblomster ved at drysse pol—
len fra den ene art ud over stgvfangene p4 den anden. Dette re-
sulterede i, at blomsterne i naste generation blev rg¢gde. Der-
efter lod han disse planter selvbefrugte, og det viste sig, at
i afkommet var 3/4 af planterne rgde, mens 1/4 var hvidé.

Fig. 1.1.A. Anskueliggprelse af Mendels fortolkning af sine
resultater (%).

Foraldre generation (to) AA (red) aa (hvigd)
kgnsceller @gceller pollen
afkom'(tl) Aa (red)
“kgnsceller A a A a
172 1/2 agcellex 172 1/2 pollen

~afkom af afkom (tz) AR Aa aa

/4~ 1/2 1/4

rede hvide

. Mendel gjorde fglgende antagelser:

1) Blomsterfarve bestemmes af en faktor (i dag kaldet gen),
som kan ek51stere i to former (alleller), A og a, der bestem-
mer henholdsvis re¢de og ‘hvide blomster. )

2) Hver plante indeholder to af disse gener - en fra hver af
forzldrene - séledes at planfen kan have en af tre mulige geno-=
typer: AA, Aa eller aa. ’ '

3) En kgnscelle (agceller og pollen hos planter eller &g og

s&d hos dyr) indeholder kun et gen, som er udtaget tilfaldigt
fra et genpar (allelpér).

4) ZEgceller og pollen forenes tilfeldigt - uvafhengigt af ge-

_6_
neine de barer - og producerer herved den naste genefations
planter. ’

Som det ses af figur 1.1.A. giver Aa-genpar r¢de blomster.
Rgd blomsterfarve siges.da at vare dominant og bestemt éf.A,
mens hvid blomsterfarve siges at vare recessiv og bestemt af a.

Det er nyttigt at skelne mellem en plantes genotype (AA, Aa
eller aa) og dens fanotype (rgde og hvide blomster). Fanoty- '
perne er siledes det synlige udslag af genotyperne.

Mendel konfirmerede sin teori pa to mddeér:

1) Fe¢rst lod han tz—planterné selvbefrugte, si der fremkom en
t.-generation, hvilket efter teorien skulle foregd efter fgl-

3 .
gende skema: ) .

Fig. 1.1.B.
ﬁﬂ><ﬂ9 ' A _ ﬂ><ﬂq a¢><"10u
AR RA  RA AR AR fAe Aa aw e G4 & aq
L — J ypd - gt ) — e
i 3 ::J 4
ol rHy vy, hosds dly hwids

Dette viste sié at stemme :
2) S3a krydsede han_tl-planter med hvide blomster i et tilbage-
krydsningseképeriment. Dette skulle efter. teorien foregd efter

fglgende skema:

Fig. 1.1.C.

0Ogsd her fik han det forventede resultat .

Gennem en .rakke af denne type eksperimenter fik Mendel kon-
firmeret sin teori.

som vi har set, var generne hypotetiske konstruktioner, der
skulle ggre rede for resultaterne af avlseksperimeﬂter. Man
blev snart klar over, at der er fysiske objekter - kromosomer
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i cellekerner - som opfgrer sig pa hﬁjagtig samme mide, som
det blev postuleret, at generne gjqr@g.,Det blev derfor natur-
iégt at antage, at generne bares'afrgiomosomerne.
. *Héraf udvikledes der en omfatténdéiteori, hvorfra stikord
som haploid, diploid, locus, homozygét og heterozygot kan nav-
nes (definitioner: se standardlitteratur). Pointen er imidler-
tid, at det er cytologiske fakta, som giver en fysisk basis
for Mendels love.

1.2. Grunde til @ndringer i genfrekvenser

Nir generne i en population overfgres fra generation til ge-

neration kan dens genetiske egenskaber og genfrekvenserne andres.

Dette kan skyldes forskellige ting:
1} Populationens stgrrelse.

I foraldregenerationen "nedbrydes" genotyperne til gener i
k¢nscellerne, hvorefter de sammensattes tilfzldigt og danner
afkomstgenerationens genotypér. Derfor vil der vare en vis
tilfeldig variation i genfrekvenserne gennem generationer. Jo
fezrre forzldre der er, jo stgrre vil den tilfzldige variation
vare. Variationen vil kunne negligeres, hvis populationen er
tilstrakkelig stor, iflg Falconer (&) midlt i hundreder frem-
for i tiere,

2) Forskelligheder i frugtbarhed og overlevelsesevne.
Forskellige genotyper hos forzldrene kan have varierende
frugtbarhed. Nydannede genotyper kan desuden have forskellige
overlevelsesevner, hvilket betyder, at afkomstgenerationen i
den ke¢nsmodne alder far en anden sammensatning end forszldre-

generationen.

Begge disse forhold kan andte genfrekvenserne og benavnes
selektion. Selektion kan bide vare naturlig og kunstig.

3} Migration og mutation.

Genfrekvenser kan ogsd @ndres ved emigration/immigration af
individer til/ fra en anden population, samt ved at et gens
konstitution andres ~ ogsd kaldet mutation.

4) Parringssystemer.

Hvis parring ikke foregdr fuldstendig tilfeldigt vil gen-
frekvenserne 0gsi @ndres. Dvs. at hvis der skal vare uzndrede
genfrekvenser, m8 visse genotyper ikke have tendens til at fo-

_.8_
retrzkke visse andre genotyper, og der md ikke vare tendens -
til, at parrende genotyper er arveligt beslagtede.
Endringer i genfrekvénserne, der sker pd grund af de i<
punkt 2, 3 og 4 navnté’ forhold, kaldes systematiske andrin=

ger i genfrekvenserne, mens @ndringer, der sker pd grund-af
populationens stgrrelse og den tilfeldige parring, kaldes
tilfeldige andringer i genfrekvensen.

1.3. Hardy-Weinbergs lov

Hvis de i afsnit 1.2. navnte faktorer, som kan @ndre gen-
frekvenserne i en population, ikke forekommer, kan man for-
mulere en simpel lov for sammenhangen mellem gen- 09 geno-
typefrekvenserne over generationer - den sdkaldte Hardy-
Weinbergs- lov:

I en stor tilfeldigt parrende population uden selektion,
mutation eller migration er gen- og genotypefrekvenserné
konstante fra generation til generation, og sammenhangen
mellem gen— og genotypefrekvenser er fastlagt ved: A

Fig. 1.3.A. gener genotyper
Ay Ay AA; MRy Ay
frekvenser: p q Pz. 2pgq qz

hvor p+g=l og p2+2pq+q2=1.

Hvis vi lader frekvensen af A, (q) variere fra 0 til 1 kan
frekvenserne for de forskellige genotyper beregnes som funk-
tion heraf, i det p kan bestemmes af g som p=l-q. Sammenh&n-
gen kan illustreres sdledes:
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Hvis beﬁingelsefne for Hardy-Weinbergs lov er opfyidt, vil
genqtyﬁefrekvepserne fordele sig som ldven ‘foreskriver. For-
deler genotypefrekvenserne i en population sig efter neden-
stdende skema '

dypmar
Fig. 1.3.¢. A a AR A¢  aa
U [] 20 ¢ _i0
Fedwoar 238 43| % L %

indser vi, at Hardy-Weinbergs lov ikke galder for den pd-
geldende pbbulation, da genotypefrekvenserne sd skulle have

varet: )
p% = (120/200)2 = 9/25; 2pq = 2(120/200) (80/200) = 12/25;
a® = (80/200)% = 4/25. '

Dette skyldes miske, at populationen er for 1lille til, at’
tilfaldige fluktationer kan ignoreres,'menfdet kan ogsd skyl-
des nogle af de andre Arsager til andriﬂger'i genfrekvenser,
der er navnt 1 afsnit 1.2.

Med Hardy—wéinbergs lov har vi set den fgrste, simple mate-

_lo_
matiske model i pbpulationsgenetik. N&r vi senere skal se pa
fikseringssandsynligheder for mutante gener, kan dette opfat-
tes som en undersggelse af, hvad der sker med genfrekvenserne,
n&r nogle af betingelserne for Hardy—Weinbgrgsilov svigter.

1.4. Hvad er en matematisk model ?

En matematisk model specificerer ‘en matematisk sammenhang
mellem mdlte, midlelige eller i princippet mélelige stgrrelser
(ofte kaldet parametre) i det system eller .den proces i vir-
kelighedén, som betragtes. . ’ v

Modeller laves ikke ngdvendigvis for at frembringe kvanti-
tative udtryk for at-kﬁnné bestemme et bestemt ta}, der skal
tjené en teknisk, gkonomisk eller lignende interesse, men
kan ogsé'anyendes til at frembringe kvantitative udtryk for

. et givet genstandsomrdde, der kan fortolkes og indgd som en

hjéip ved teorikonstruktion. Modeller med disse egenskaber
far derved et kvalitativt tilsnit, og matematikkens rplle
bliver at vare en hjalp for intuitionen, n&r komplicerede for-
hold i virkeligheden skal modelleres. V
Hardy-Weinberg loven m3 siges at reprasentere en hel masse
erfaring omkring, hvorledes gener opfgrer sig i en population.
Den har basis i Mendels love og cytologiske'kendsgernihger,
som er verificeret gennem en mangfoldighed af eksperimenter.-

‘Man har et pracist kendskab til, hvilke forhold der skal vaere

til stede i en population. for at den er i Hardy-Weinberg li-
gevagt. Man kan derfor trygt sige, at hvis de og de forhqla-
er til stede, s& er pogulationen i Hardy-Weinberg ligevagt.
Dette g¢r dét ‘tilladt at slutte, at nér popuiationen ikke er

.1 Hardy-Weirberg ligevegt, s& er der noget galt med forholde-

ne, hvilket vi tidligere s& et eksempel p&. Hardy-Weinbefg(-
loven giver siledes et fingerpeg om, hvorndr det er nédven-
digt at anveﬁde'andre love/modeller til at beskrive udviklin-
gen i gen- og genotypefrekvense}.

Dette pracise kendskab til modellens gyldighedsomrdde, samt
det, at modellen er konstrueret med udgangspunkt i en alment
accepteret teori, gg¢r, at vi md karakterisere Hardy-Weinbergs
lov som en teoriladet model.
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1l.5. Dynamiske processer

Det-.er karakteristisk for levende ting, at de- undergdr -
fgdsel, vakst, forfald, skift og transformation. De er der-

_ for dybt involveret i dynamiske processer af udvikling i ti- .

den. (1).

Stokastiske processer drejer sig om den dynamiske del af
statistisk teori, eller om statistisk forandring i modsat-
ning til, hvad man kunne kalde, statisk statistik. Med en sto-
kastisk proces mener man en mulig virkelig, f.eks. fysisk,
proces i den virkelige verden, der har et tilfaldigt eller
stokastisk element involveret i sin struktur. (2 ,s.1).

1l.6. Forskelle mellem deterministiske og stokastiske processer

Vil man behandle populationsvekst deterministisk, antager
man ofte, at vaksten er kontinuert b&de med hensyn til popu-
lationsstegrrelse og tiden. Man antager ogsd, at tilfaldige
statistiske fluktuationer kan ignoreres. Sidanne antagelser
er ofte rimelige, hvis populationerne er tilstrzkkeligt sto-
re, Og selvom der er tale om betragtelige fluktuationer, kan
man ofte anvende deterministiske ligninger ved at'betragte
dem som beskrivende gennemsnitsvardier.

Vil man derimod lave et kvantitativt studium af 10 avlende
par af en sj=zlden fugleart, er det klart,at tilfaldighed vil
spille en hovedrolle med hensyn til faktorer som frugtbarhed,
kuldsterrelse, fgdeforsyning etc. Enhver beskrivelse af muli-
ge zndringer i disse forhold m8 tage hensyn til, at tingene
kan udvikle sig ret forskelligt. Derfor md vi til ethvert
tidspunkt betragte en sandsynlighedsfordeling af populatio-
nens st@rrelse, og der er da tale om en stokastisk proces i
modsatning til en deterministisk, som til et givet tidspunkt
knytter en bestemt (gennemsnits~)vardi.

1.7. Problemer med stokastiske og deterministiske modeller

Selv en simpel, stokastisk model kan give anledning til en
mengde matematisk komplikation. Den simple model giver dog
ikke altid tilstrakkelig information om virkeligheden, s&
derfor forsgger man ofte at ggre modellen mere realistisk,
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hvilket giver anledning til endnu flere matematiske kompli-
~ kationer. Man;kan lgbe ind i et dilemma, -hvor en.model,. der
kan behandles udtgmmende matematisk, ikke giver tilstrakke-
lig informatidn om virkeligheden, mens eﬁ:modeI{ som kan be-
skrive genstandsomridet udtgmmende, ikke kan behandles mate-
matisk.
Deterministiske modeller har ngjagtig det samme problem,
men en deterministisk model vil i alle tilfalde vare simplere
end dens stokastiske analog.

1.8. ZEndringer i genfrekvenser som stokastisk fanomen

Som navnt er vi interesserede i stokastiske modellers natur
0g struktur. Fgrst m3 det praciseres, hvilke faktorer i gen-—
standsomradet,. der ngdvendigggr en stokastisk behandling.

Man kan sige, at der specielt er to former for arsager til
#ndringer i genfrekvenser de matematiske modeller kan behand-
le (4) :

1) Konstante mutations- og migrationsrater samt konstant
selektionspres resulterer direkte i @ndringer. S3danne syste-
matiske pres pd genfrekvenser kan isoleret set behandles de-~
terministisk.

2) Tilfeldige fluktuationer i genfrekvenser, som skyldes
tilfeldig forening af k¢nsceller i en mindre (endelig) popu-
lation. Selv i en meget stor (uendelig) population afhanger
mutante geners skabne meget af éilfeldigheder, sélenge disse
gener optrader i et ringe antal.

En behandling af disse forhold ma ngdvendigvis vare stokas-
tisk.

De stokastiske modeller, vi ser pd i det fplgende, beskri-
ver genfrekvensernes udvikling i tiden.

Den fprste - forgreningsmodellen - behandler den tilfaldige
fluktuation i frekvenser af mutante gener i en meget stor po-
pulation, hvor der er konstant selektionspres gennem tiden.
Den anden - diffusionsmodellen - behandler det tilsvarende
problem i en vilkédrligt stor population.
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2. FORGRENINGSMODELLEN.

Vet brug af forgreningsprocesser vil vi i dette kapitel ud-
fore pefegninéerne til fastlaggelse af u(s) - sandsynligheden
for fiksering af &n mutation som funktion af selektionskoeffi-
cienten. Dette blev fgrste gang gjort af henholdsvis Haldane
i 1527 og Fisher i 1930. Vi vil opbygge kapitlet sdledes, at
vi i afsnit 2.1 udleder et udtryk for udslettelsesandsynlig-
heden vha. en generel teori for forgreningsproéesser Siden-
hen i afsnit 2.2 vil vi anvende dette udtryk til at £& et for
genstandsomrédet specifik udtryk for overlevelsessandsynllg—
heden, hvor overlevelsessandsynligheden er 1 minus udslettel-
‘sesséndsynligheden. Efter vi har udledtludtrykket for u(s) vil
vi i afsnit.2;2 give en kritik éf forgreningsmodellen, og i
sidste afsni; i detté kapifel vil vi' satte udledningen af mo-
dellen 1 relation til udviklingen. af den generelle teori for

forgreningsprocesser. -

2.1 Generel gennemgang af forgreningsprocesser.

Forqreningsprobesser er en klasse af Markov-kader med dis-
kret tid og tilstandsrum, hvor en Markov-kade er defineret ved

p{xén JIX;_ x"., """ xxnx X.} PE h1J|X X‘S

dvs at enhver tilstand Xt+1 kun er afhangig a§ den sidst
kendte tilstand. .

I en forgreningsproces kan man opfatte de stokastiske varia-
ble {Xo} xl’ e xt, ...3 som en populationsstgrrelse til et
bestemt tidspunkt io, 1, ... t, ...}'. Hvert enkelt individ,
som optrader i forgreningsprocessen er i stand til at produce-
re et talleligt men ikke ngdvendigvis begranset antal efter-
kommere af samme art, og processen kan sdledes udvikle sig til
det uendelige med tiden. Desuden er hvert enkelt individs re-
produktionsevne uafhenglg af de andre individer.

Vi betragter en population, som nedstammer fra.et enkelt in-
divid til tiden t=0, og er interesseret i at undersgge dette
individs mulighed for at udvikle sig til en evig overlevende
population. Den stokastiske variabel xg lader vi betegng an-
tallet af individer i generation t. Vi lader endvidere Pgs Py+
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Py ..; vere sandsynligheden for, at det fgrste individ har
formeret sig til henholdsvis-0,l, ... individer. Vi kan skrive

Pos P(X,+R|X,-1)
v, er sandsynligheden for populationen er udslettet senest i
genération t, og vi kan skrive

Ve P(X,- 0| X.-1)-

Hvoraf fglger, at Py ='v1
Vi er- interesseret i forlwbet af vt og specielt om dexr er en
gransevardil

Vo-lim
der betegner populationens endelige skabne.

Vi vil fgrst opskrive en rekursionsformel for Vi dvs. Visl
som funktion af v, . Som begyndelse har vi

Vb_‘i' P(X&ﬂ‘olxo‘j)

som vi regner 1idt videre pa
P(Xo- o[x., 1) P(x:;.:qxﬂ-hlx;ﬂ
ELX” 0.X::R X.'j)

P |
. R Yo . 4

» .
s, g[\/\e AR T g

.

°

(XM-OIX]-h,X.r’i)P(Xq-l?lK,ﬂ)

o
-
o

Vi ser, at

P(X,;-k|X, 1) Py

Yderliéere,har vi
P(Xi-O1X4 R, Xow1) = P(XpysO 1 X:R).
« P(X,:0]X,R)
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idet vi forudsetter, at processen er tidshomogen. Da det y-
derligere galder, at hvert enkelt individs skabne er uafhan-
gig af antallet af individer og deres skzbne, har vi

P(X,-0lX,:R) = V?

og dermed har vi en rekursionsformel for v idet vi kan skri-

e
ve

Vur® &, Pa W™ < £ (W)

Vi har altsd en funktion £, der udtaler sig om udslettelses-
sandsynligheden i generation t+l givet udslettelsessandsyn-
ligheden i generation t.

I det ¢jeblik f er kendt kan vi regne sandsynlighederne ud
for, at et individ har formeret sig til 0,1, ... individer i
neste generation; dvs. funktionen frembringer sandsynligheder
og hedder meget apropos den sandsynlighedsfrembringende funk-
tion for afkomstfordelingen Pgr Pyr «--- vi finder afkomst-
fordelingen ved at differentiere 1, 2, 3, ... os8v. k gange og

satte v, = 0. En narmere argumentation for denne fremgangsme-

t
. tode kommer i afsnit 2.2, og vi vil kun kort her vise prin-

cippet. Vi har

TUARE RN AARY AT ANSISEINEE A AT

til udregning af Py differentierer vi 0 gange og satter v, = 0
og f&r

P.= £ (0)
og videre

P,: £'(0)
Per F0) /!

For at udregne Pgr Pys --+ Py kraver det, at man kender funk-

tionen f. Oftest er det omvendt, hvor man fastsatter en af-

komstfordeling og derudfra f&r et kendskab til funktionen.
Ved at kigge pad forlgbet af denne funktion i intervallet
[0,1] kan vi f& nogle interessante oplysninger om v

Vi ser fgrst, at £(0) = Py °9 f{1) =1
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Hvis Py = 0 er vu = 0 (individet overlever som population)
Hvis py = 1 er v, 1 (individet uddgr efter fgrste generation)
Vi kigger pd intervallet 0<p0< 1
Vi differentierer fgrst f henholdsvis en og to gange

fO%) -3, Pak V™
AR NN VA

Da f'(vt)) 0 er f voksende og
da f"(vt)) 0 er f' voksende og dvs., at f er konveks.

Det ses yderligere, at

HORAY

hvilket er middelvardien i afkomstfordelingen Py altsd det

tal, der angiver middel-antal afkom per individ. Dette tal
kalder vi M. Der er to muligheder for kurvens forlgb for funk-
tionen £ afhangig af om M % 1 eller M7 1 -

Fig 2.1.A. M& 1 P Xoy
b4
1

f.

1 X

Er M = £'(1) £ 1 vil kurven ikke ska@re linjen x = y fgr punk-
tet (1,1). (Havde den gjort det, mitte f'(l) ngdvendigvis vare
stgrre end 1, da linjen x = y har haldningen l). Vi ser, at f

er en kontraktion af [o,1] med fixpunkt (1,1). Er £'(1)&1
har vi

L Vy - Va1

Populationen vil med sandsynligheden 1 blive udslettet, sdfremt
dens middel-antal afkom er mindre end eller 1ig med 1.
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Fig. 2.1.B. M 1
? X 71‘ X-y
1
A
1 4
Er £'(1) = Ml).l m& kurven have skdret linjen x = y inden punk-

tet-(l 1). I dette tilfalde er f ogsd en kontraktion, dog kun
af [o 1[ og denne gang med fixpunkt som det f¢rste skarings-
.punkt med x = y.

Vi har nu vha. forgrenlngsprocesser\féet udslettelsessandsyn—
:llgheden udtrykt ved den sandsynlighedsfrembringende funktion,
og ved at studere denne funktlon i intervallet [o,1] ‘har vi
fundet frem til, at for M £ 1 vil individet som population ha-
ve udslettelsessandsynligheden 1, og fbf(M >1 vil den altid ha-
ve en positiv sandsynlighed for overlevelse.

‘2.2 Gennemgang af forgxeningsModelleﬂ.

I deéte afsnit vil ﬁi gennemgd en model, hvormed' en mutants
evige overlevelsessandsynlighed bestemmes. Vi anvender den ma-
tematiske teori fra afsnit 2.l.,.1det vi nu lader X, betegne
antallet af mutante gener p& et bestemt locus 1 generation
t. ) .

For at f& nogle mere pracise oplysninger for udslettelses;
sandsynligheden v, for M > 1, nd man benytte en fordelihgéty—
pe for afkomstfordelingen Py dvs. man md foretage et valg,
som er betinget af nogle forhold i genstandsomrddet. Haldane
(€) og Fisher (7)) antager, at afkomstfordelingen for hvert

enkelt mutant’ gen er en p01ssonfordeling.

Poo Mo |

Dette udtryk indsaztter vi i funktionsforskriften for f og far

418_
- - R
fo- ZA et e B L

MMV, M(Vi-1)

Vi indfgreru, som sandsynligheden for overlevelse til tiden ¢,

t
og der vil da gzlde

Ut.= 1‘V§ & Vt‘1'u.\.
som indsattes i udtrykket for f og vi far

f(V)- € WM

Da sandsynligheden for‘qulettelse Ve tilfredsstiller

{'\ (V-) s Vda

tilfredsstiller sandsynligheden u for evig overlevelse lig-

ningeg ) S
2.2.c.  A-U=e\™
vi léder*selektionkoefficienten s vareAgivet ved
220 SelnM e
M- ef

s 2 0 svarer sdledes til en selektiv fofdelagtig mutation,

s = 0 svarer til en selektiv neutral mutation og s { 0 til en .
selektiv ufordelagtig mutation, hvilket betyder,'ét u = 0.

sjﬁ%t-—%mu tn M

som- i det diskrete tilfalde bliver

S:InEfX,(~WnEX,-LnM
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udfra ligning 2.2.C og2.2.Dkan vi f& u udtrykt som funk=
tion af s. Vi skriver u(s) op som en uendelig razkke , men in-
den er vi dog ngdt til at opstille to forudsatninger for funk-
tionen u(s)

1) u(s) skal vare differentiabel vilkirlig mange gange

2) u(s) skal konvergere mod en fast vardi.

2.2.F L(8)= Qo* (S + 0,8 + Q54 ovvvvi s iahs"

k0
Vores problem bliver nu at bestemme koefficienterne i rzkken,
og vi kan passende starte med at bestemme ag- Hvis s = 0 ses
af 2.2.FP, at ag = u(0), men det ses ogsd af 2.2.D, at M = 1,
som ved indsattelse i 2.2.C giver fglgende ligning, hvis lgs-
ning er u(0)
-0 = 2

Fig 2.2.G. P

™

~W

N >u
Tegningen tyder p8 u = 0 er den eneste lgsning til ligningen,
og dette kan vi nu vise. Fgrst indser vi, at

1-0-e°

er sand. Dernast differentierer vi e™™ henholdsvis en og to

gange
et
ou - "¢

Heraf ser vi, at e  har haldningen -1 i punktet u = 0, og
da den dobbelte afledede altid vil vare positiv, og funktio-

[P
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nen for e ¥ dermed er konveks, vil linjen 1 - u derfor vare
tangent til funktionen for e_u,og punktet (0,1) vil vare de-
res eneste skaringspunkt. Vi har altsa a5 = 0.
vVed udregningerne af ays By ee bruger vi en generel re-
gel for vilk&rlig ofte differentiable funktioner

n
n
W(ossys g LTl g
a0 n
Vi ser ved at sammenligne med 2.2.F, at a, udspalter sig som
wn '
ﬁ.—u (0
vi skal nu bruge en metode, der kan give os henholdsvis den

fprste afledede, anden afledede osv. o9 dermed ay, a,, O8V.
Vi starter med at isolere M i 2.2.C og far

M. lnli-w
u
hvilket vi kan rzkkeudvikle til

r« z 1 . 4{- - lé: 0.%¥L. e e e e ;

Dette indsattes i ligningen M = es.og vi differentierer pd beg-
ge sider af lighedstegnet

2.2.8. e®. O+ -l-%s!- »-&-%%—u .ll‘-g.\g_u‘... c e

Lader vi nu s = 0 ved vi fra udregningen af ag, at u(o) =0,
hvilket vi indsztter i 2.2.H

TP & -2

dvs.
CL|= 7%1- 2 :L

Vi gentager succesen og differentierer 2.2.4 en gang til

Qsajf%’%&«b%-((%%-)"* -g‘—s“}u)» é—( | R

Vi indsatter igen s =0, u = 0

1:4 % (0)r & (2% (O .

1: 8@+ 3y =

ETOREE <
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Hvilket glver

ERNEI I 1

APé tilsvarende mdde kan aj, a, osv. udregnes
Med vardierne for de 4 f¢rste koefficienter indsat i 2.2.F
far vi (Y)

Suls)- 25 —§-S « 4 - Whst -

Det ses, at ndr s er stgrre end nul -og lllle er en god appro-
ximation

w(s)=29s

'2.3 Kritik af forgreningsmodellen.

I dette afsnit vilgvi‘énalysereﬁde forbehold, der har varet
ngdvendige at lave for at udlede udtrykket for u(s) ved hj=zlp
af forgreningsmodellen. Vi vil fg¢rst analysere de forudsatnin-
ger, som knytter sig til selve forgrenlngsprocessen, og derfor
vil vere galdende for en hv11ken som helst model, der bygger .
.pad forgreningsprocesser. S;denhgn vil vi kritisere selve kon-
struktionen af modellen ‘0og opstille de betingelser, som skal
vere opfyldt for, at modellen bliver god: eller sagt pi4 en an-
den mdde, er i stand til at give et brugbart resultat. I kri-
tikken af modellen vil vi henvise til en artikel skrevet af
Kojima og Kelleher i .1962 (lb), hvor de ogsd udfra forgrenings-
processer konstruerer en model til udledning af et udtryk for
overlevelsessandsynligheden for mutante gener. De benytter blot
en anden afkomstfordeling, nemlig den negative binomialforde-
ling, istedet for poissonfordelingen.

Til selve forgreningsprocessen bliver der lavet 3 forbehold,
som alle vil vere galdénde for enhver forgreningsproces. '

1) Populatlonen skal kunne udvikle sig til det uendelige

2) Mutanternes udvikling skal opfylde Markov-egenskaben

3) Hver mutants skabne skal vare uafhangig af de andres.

Aafkomstfordelingen for de mutante gener er en pois-
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Det f¢rste'forbehold giver sig selv, nemlig at antéllet af
mutanter kan udvikle sig til det uendelige. -Det andet forbe-
hold betyder, at processen er uden'hukommelse, og sdledes kun
afheznger af tilstanden fg¢r den nuvarende. Det siaste forbehold
betyder, at der ikke md vaere konkurrence mellem mutanterne,
og der ikke m& vare nogen ydre vaksthazmmende faktor.

For at f& udslettelsessandsynligheden udtryk£ ved en rekur-
sionsformel, laver vi endnu et forbehold

Processen skal vare tldshomogen.
Dette forbehold forudsatter ,at mutantens ydre m11]¢ skal va-
re konstant, hvilket vil sige, at mutantens overlevelselmulig-
heder skal vere de samme til ethvert tidspunkt. Dette er ens-
betydende med, at der ikke md finde nogen former for migration

_sted, at parringen skal vare tilfeldig, og at der ikke mad ske

flere mutatloner, ~ altsd en stor indsnavring af modellens
anvendelsesomrade. ' . .

Senere 1 modellen: tager vi endnu et forbehold, nemlig at
sonfordeling

[} .
Posire ™ (ko012 )

Dette ggr vi for at fa et for genstandsomrddet specifik ud-
tryk for udslettelsessanasynligheden og dermed overlevelses-
sandsynligheden. Udtrykket for Py indsattes i1 funktions for-
skriften for f, som er en rekursionsformel for Ver 09 vi bli-
ver dermed ne¢dt til at forudsatte, at M er konstant gennem
hele procéssen. Dette forbehold har vi taget hg¢jde for tid-.
ligere, i og med vi har sagt, at processen skal vere tids-
homogen. ) N

Betydningen af, at afkomstfordelingen skal vare poisson-
fordelt ses bedst ved at tznke pé poissonfordelingen som en
videre udvikling af binomialfordelingen.

B (B PR (q- 1™ (Reo 4,2 -0 )

A Binomialfordelingen vil g& mod en poissonfordeling for 2N-» o0

og p-» 0, siledes at 2v.p g&r mod en konstant.
Hvis vl antager, at afkomstfordelingen skal vare binomial-
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fordelt, skal det vare s8dan, at hvert enkelt mutant gen skal
have en binomialfordeling som afkomstfordeling. Binomialfor-
delingen kan forst8s som, at hvert mutant gen f&r 2N efterkom-
mere, hvor Py sd giver sandsynligheden for, at der udaf de 2N
fgdte efterkommere er k, som overlever. Poissonfordelingen
vil ligeledes give sandsynligheden for, at k mutante gener o-
verlever i naste generation, men i dette tilfalde vil k vari-
erer fra 0 til uendelig. Hvert enkelt mutant skal derfor veare
i stand til at fgde et uendeligt antal efterkommere. Da p sam-
tidig skal vere lille, skal populationen vare af en sddan be-
skaffenhed, at der fgdes en stor mengde efterkommere, men det
er kun en lille del af disse, som overlever og nér modningsa14
deren. Dette vil f.eks. vare tilfazldet for fisk og andre min-

dre, 2gleggende dyr.

Forgreningsmodellen udtaler sig om sandsynligheden for en
enkelt mutants mulighed for overlevelse. Den skelner skarpt
mellem M > 1 og M § 1, idet det mutante gen vil have overle-
velsessandsynligheden 0 for M £ 1 og en positiv overlevelses-
sandsynlighed for M > 1

Det fgrste resultat vil kun vare gyldigt, sifremt den popu--
lation det ene mutante gen optrader i til tiden t = 0, er me-
get stor, da sandsynligheden for,at det mutante gen vil blive
fikseret,vil ga& mod nul, nir antallet af ikke mutanter gdr mod
uendelig. Dette vil vi vende tilbage til i afsnit 3.4, hvor vi
sammenligner forgreningsmodellen og diffusionsmodellen med de
almindelige populationsteoretiske resultater udfra begrebet
matematisk generalisation.

Fisher. (1) s®tter overlevelsessandsynligheden lig fikse-
ringssandsynligheden for det mutante gen, Dette kan han for
M > 1 kun g¢re, sdfremt antallet af ikke-mutanter gener har et
endeligt antal, og de har sandsynligheden 1 for udslettelse.

Dvs. at middelantal afkom for ikke-mutante gener skal vere min-

dre eller 1lig med 1, da disse s& altid vil have en udslettel-
sessandsynlighed p& 1. Som hovedantagelse ville man nok valge
at saztte den lig med 1, da dette sikrer en nogenlunde stabil
populationssterrelse indtil mutationen indtrader.
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Kojima og Kelleher er i deres artikel interesseret i at ud-
regne fikseringssandsynligheden for mutante gener i den menne-
skelige race og andre stgrre pattedyr. Det vil for disse po-
pulationsarter vare karakteristisk, at populationsstg¢rrelsen
e#ndres over generationer, og hvert enkelt nyfgdt individ vil
have en stor sandsynlighed for at nd modningsalderen. Kojima
og Kelleher skriver, at det til dette formdl vil vere veleg-
net at bruge den negative binomialfordeling som afkomstfor-

deling.
r;k-1) .k
fs ("% )07
hvor Py er sandsynligheden for, at et mutant har formeret sig
til k mutanter i naste generation.r ,p og q = l-p er karakte-

ristiske parametre til fordelingen.

Den sandsynlighedsfrembringende funktion for den negative
binomialfordeling vil vare givet ved

G(xh:i_opp,xh . éxh(rt:-‘t) P aR

< Z (" xq?

For at komme videre benyttes en lille omskrivning
ii .
P = 1
keo R
-

4+ R-1
R )Pr‘i'z:.‘l

Reo
2 (V7 )e - dler

? (") (g rawr
-0

og vi far

6= P g
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Véd at differentiere G(x) henholdsvis 1 og 2 gange og satte
x=1, kan vi f& et udtryk for middelvardien og variansen for

afkomstfordelingen.
M= G'(1).rq/p |
3 = .G") 56'(1)-'(G'(1))l= rq/p" s p/e

Vi finder igen udslettelsessandsynligheden ved at finde den
mindste positive rod til ligningen ’

Gev) = V-
og den evige overleve1sessandsynlighed uvér lig 1 minus ud-

slettelsessandsynligheden.gartlett fandt i 1955 (2) en approxi-
merende_lwsning for v udtrykt ved middelvardien og variansen

Vrexp (~2¢M-1)/8%)

og dermed bliver u lig med

U= 1-exp (-2(u-1) /8%)
Ved at sammenligne de to forskellige udtryk for den evige o~
verlevelsessandéynlighed fandt Kojima og Kelleher frem til,
- at for samme middelvaerdi for de to fordelingér, vil overle-
velsessandsynligheden under den negativeIbinomia}fordeling
altid vere mindre end den under poissonfordelingen.

{n his comments on Fisher's treatment of the survival probability of mu-
rations, Haldane (1939) pointed out that the use of the Poisson distribution
for family size might not be adequate in the case of human populations.
The variance of the family size distribution is often in the vicinity of twice
the mean of the distribution. For such cases a negative binomial distribu-
tion with p = 1/2 fits actual dara fairly well as shown in figure 1. The ulti-
mate survival probability obtaioed by (7) under the negative binomial as-
sumption is about two-thirds the value computed under the Poi assump-

tion for genes with small ¢, It may be, therefore, concluded that che ulei-
mate survival probability given by Fisher (1930) tends to be too lacge when . :
such populations as man are concerned. e)

Den negative binomialfordeling kan fortolkes som, at den
giver sandsynligheden (sammenlign binomialfordelingen) for,
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at der udaf (r+k-1) f¢dte er k, der overlever. Dvs., at for
forskellige verdier af r vil populationen have forskellig be-
skaffenhed. r kan deifor bestemmes til at galde- for den men-
neskelig race. Rent faktisk bestemmes de faste parametre udfra,
at man kender middelvardien og variansen for en eller anden
populations afkomstfordeling. Fortolkningen af den negative
binomialfordeling er ikke helt korrekt, idet den mere pracist
udtaler sig om sandsynligheden for,at der er k, som overlever
forud fof, at der er r degde

Den negative binomialfofdeling vil vere mere generel end po-
issonfordelingen, idet man ved at kende middelvardien og vari-
ansen kah bestemme de_karakteristiske parametre p og r. End-
videre kan middelvardien og variansen vare forskellige i den.
negative binomialfordeling, til fdrské; for poissonfordelin-

gen, hvor deer 1lig hinanden

2.4 Forgreningsprocesserﬁes historie. ‘(IQ),(Q)

Vi skal i dette afsnit beskeftige os med, hvorvidt Fisher
og Haldane's udledning af fikseringssandsynligheden for mu-
taﬁﬁe genér producerede ny matematisk erkendelse.

'Vi har specielt undersggt om udledningen har medfért\en‘ud—
videlse af teorien for forgreningsprocesser, og afsnittet er
derfor hovedsageligt bygget op omkring forgreningsprocesser-
nes historie til og med henholdsvis Haldane's artikel i 1927
og Fisher's 1 1930.

Historien omhandler hovedsageligt problemerne med at nd
frem til grundsetningen for forgreninésprqcesser, hvilken vi
derfor kort skal resumere: A

Udslettelsen af en population sker med sandsynligheden én,
s&dfremt middelantal afkom i populationen er mindre end eller
lig med 1, mens der altid vil vare en positiv sandsynlighed
for overlevelse, sdfremt middelantal afkom er stgrre end 1.

Selve ordet forgreningsproces (eng. branching process) ‘blev
ferste gang brugt af ruséerne A. N. Kolmogorov og N. A. Dmi-
triev i 1947 som betegnelse for de stokastiske processer, der
fremkom, ndr man indfg¢rte sandsynlighedsteori til beskrivelée

af, hvordan populationsstgrrelser vokser eller aftager. De
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grundlaggende ideer indenfor forgreningsprocesserne er imid-

lertid langt aldre end ordet selv. - -

I 1873 kunne man i et nummer af et éngelsk, matematisk tidse
skrift kaldet Educational Times lase f¢lgende matematiske pro-
blem:

En stor gruppe mennesker - af hvilke vi kun vil beskaftige
os med de voksne mand, som er N i antal, og som alle barer for-
skellige efternavne - koloniserer et omrdde. I hver generation
er det s&dan, at a, procent af de voksne mand ikke £ar nogen
bgrn af hanke¢n, a; procent af de voksne mend fir et barn af
hank¢n, a, procent far to bgrn osv. op til 5.

- Find hvor stor en del af efternavnene, der vil vare udslukt
efter r generationer.

- Hvor mange tilfzlde vil der vare af samme efternavn, som ba-
res af m personer.

Problemet var blevet stillet af englznderen Francis Galton
udfra hans interesse i, hvorfor mange engelske adelsnavne med
tiden var blevet udslettet p& trods af, at folketallet i Eng-
land som helhed var vokset.

Galton modtog kun et svar pd sin opgave, bg det svar har &-
benbart ikke tilfredsstillet ham. I (I%) citeres Galton for at
have erklazret, at personen havde lavet "a frightful mull of it".

I stedet kontaktede Galton derfor en vis pastor Henry Wil-
liam Watson, som udover sin pastorgerning ogsd excellerede me-
get i matematik og bjergbestigning. Det er udfra den efterfgl-
gende brevveksling mellem Watson og Galton, at man i dag be-
dgmmer de to til at vere de egentlige pionerer indenfor for-
greningsprocesser.

Watson angreb Galtons problem ved hijalp af iteration af sand-
synlighedsfrembringende funktioner. Han indsd, at hvis q, er
sandsynligheden for udslettelse fgr den n'te generation, sa er

q4| b Pe
Q'ni1 : ‘F(QA)

hvor £ er den sandsynlighedsfrembringende funktion og Pgs Py
Pys ... er sandsynligheden for at én voksen mand fir henholds-
vis 0, 1, 2, ... efterkommere af hankgn. Slutteligt kom Wat-
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son frem til ligrningen
. - “(qad

som vi ogsd har-brugt i afsnit 2.2 . .
Denne ligning vil altid have roden 1 (se afsnit 2.1). P&
dette grundlag sluttede Watson ukorrekt detvuundgéelige i ef-

ternavnenes udryddelse.

Langere kom man s& ikke i den omgang. Galton pre¢vede forga-
ves at f& Watson til at fortsatte arbejdet, men han var travlt
optaget med andre ting, og man skal s helt frem til 1927 og
Haldanes artikel, f¢r nye fremskridt bliver gjort. Vi vil i-
midlertid lade Haldanes artikel hvile et g¢jeblik og i stedet
springe et par &r ekstra frem til 1929. :

Danskeren Agner Krarup Erlang publicerede i Matematisk tids-
skrift en opgave af tilsvarende karakter, som den Galton havde
publiceret i 1873, selvom man ikke mener, at Erlang havde nog=- .
et kendskab til Galton og Watsons tidligere érbejde. Erlang
havde selv en delvis lg¢sning pd Sit opstillede problem. I
modsetning til Watson indsd Erlang séledes, at ligningen ud-
over roden 1 vil have endnu en rod i intervallet {o,i} , s&-
fremt middelantal afkom er stgrre end 1.

Det helt detaljerede og klare bevis for basis-grundsatnin-
gen kom dog fgrst, da J. F. Steffensen offentliggjorde sin
1psning p& Erlangs problem i Matematisk Tidsskrift i 1930.
Heri gjorde han det klart, at s&fremt middelantal afkom er
stgrre end én, er det den mindste af de to rgdder, der er den
korrekte. Siledes vil udslettelse finde sted med sandsynlig-
heden 1 for populationer, hvor middelantal afkom er mindre
end eller 1lig med 1, mens der altid vil vare en positiv sand-
synlighed for overlevelse, sdfremt middelantal afkom er stgr-
re end 1.

Denne grundsatning kan man imidlertid ogsd lase Haldanes
artikel fra 1927:

"x = f(x) has two and only two real positive roots, one e-
qual to unity, the other lying between 0 and 1, but near the
latter value if k be small (k er selektionskoefficienten).
Hence any advantageous dominant factor (svarer til m > 1)
which has once appeared has a finite chance of survival, how-
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‘ever large the population might be." .

Erlangs og Steffensens arbejde foregik helt uafhanglgt af
Haldane og Flshers arbejde pd samme tid, og det pad trods af,

. at problemerne og 1¢sningerne er nazsten enslydende.

Det er saledes helt klart, at Haldane havde kendskab til

grundsetningen. At det er Steffensen, der hovedsageligt ta-

ges til ihdt&gt for deﬁne, er siledes kun udtryk for, at han
var den f¢rste, som offentliggjorde en damlet komplet analyv
se af udslettelsessandsynllghederne.
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" 3. DIFFUSIONSMODELLEN. .

I dette kapitel vil-vi i afsnit 3.3 udlede et generelt ud-
tryk for en mutants sandsynlighed for fiksering. Til at opnd
dette resultat anvendes Kolmogorovs bagudrettede differential-
ligning. I afsnit 3.2 ser vi pi, hvorledes Kolmogorovs frem- og
bagudrettede differentialligninger udledes. Men inden da vil
vi kort beskrive dele af diffuéionsprocessernes historie.

3.1. Fragmenter af diffusionsprocessernes historie. {le)|(mo)

I dette afsnit vil vi sgkitsere udviklingen indenfor diffu-
sionsprocesser. Denne md ses i sammenhang med rent konkrete
problemstillinger, isar indenfor fysik. Disse blev mén i stand
til at l¢gse efterhdnden som udviklingen af diffusionsproces-
serne skred frem.

Begrebet diffu51on kan typisk forklares ved eksemplet den
Brownskg bevegelse. I 1827 opdagede “den’ engelske botaniker Ro-
bert Brown, at plantepollen, der befinder si§'93 en vaskeover-
flade bevaéer sig omkring meﬁ meget uregelmassige bevagélser.

. Brown troede, at han havde opdaget aktive molekyler i organiske

og ucrganiske legemer.
Fig 3.1.A. Dén -Brownske bevagelse i to dimensioner

y!\

kY
7
x

Ved hjalp af Wienerprocessen kan man formelt beskrive den Brown-
ske bevagelse i en eller flere aksers retninger.
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Fig 3.1.B. Wienerprocessen (beskrivelse af den Brownske be-
LooTE T vegelse 1 y-aksens retning). B

e S

LY
7,

t

1:13‘1361i°l1o

En mere gennemgdende teoretisk og kvantitativ beskrivelse af
den Brownske bevagelse blev fg¢rste gang glvet af Albert Eine-
stein i 1905. De der for alvor formaliserede beskrivelsen af
den Brownske bevagelse var P. Levy og N.Wiener i henholdsvis
1948 og 1923. Den stokastiske proces, som beskriver bevagel-
sen kaldes ogsi Wienerprocessen.

I lgbet af 1930'erne udledte A.N. Kolmogorov (sovjetisk ma-
tematiker) to ligninger

B P00 HER (8200 Qlxe, . 4)) - £& (Moo, )

F Q00,0 = 310 Az 00,11 + Pt £ Flxe,x,b)

hvor a:(x) er en infinitesimal varians, /Ag(x) en infinitesi-
mal middelverdi og Q (xo,x,t) en tathedsfunktion. De to lig-
ninger kaldes henholdsvis den fremadrettede- og bagudrettede
ligning.

Udviklingen af disse ligningen skal ses i sammenhang med Kol-
mogorovs interesse for analytiske metoder indenfor sandsynlig-
heds~teori.

De forskellige muligheder for generalisation betyder, af dif-
fusionsprocesser kan anvendes til at beskrive stokastiske fa-
nomener indenfor en rakke fagomrdder. I fysikken kan der f.eks.
vare tale om modeller for, hvordan varme udbreder sig i metal.
I biologien kan udover pollenbevagelse i vasker navnes plante-
og dyrespredning. I populationsgenetikken anvendtes diffusions-
processerne til en sandsynligheds—teoretisk beskrivelse af mu-
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tante-geners spredning i en population, for fgrste gang af
M. Kimura i 1957. Dette vil vi se narmere pd i det fglgende,
spécielt hvad det betyder for bestemmelse af fikSeringssand-
synligheden for mutante gener, at man gar fra forgreningspro-
cessens diskrete tid og tilstandsrum til at betragte mutatio-
ners udbredelse som et faznomen med kontinuert tid og tilstands-

rum.

3.2.- Udledning af Kolmogorovs differenfialligninger.

Vi vil starte med at se pd et specialtilfzlde af Kolmogorovs
differentialligninger, hvorefter vi udleder mere almentgyldige
1}gninger. )

En diffusionsproces er en Markovproces, der har kontinuert
tid, tilstandsrum og udfaldsfunktion. En diffusionsproces kan
frembringes udfra en diskret Markovproces ved at lade tids-
skridtene 4t og de tilhgrende tilstandsskridt ax g& mod 0 péd
passende mdde. I gransen fremkommer da den kontinuerte diffu-
sionsproces.

Specialtilfaldet er en Wieherproces, hvor der er 50% sand-
synlighed for, at processen i et infinitesimalt tidsrum beva-
ger sig ehten opad eller nedad med konstante infinitesimale
tilstandsskridt. Processen vil siledes fluktuere om begyndel-
sestilstanden og kaldes derfor en symmetrisk proces. En symme-
trisk Random-Walk kan i granseovergangen fgre til en Wienerpro-
ces.

I det generelle tilfzlde vil processen ikke have en konstant
sandsynlighed 1/2 for at bevage sig henholdsvis opad og nedad.
Springene 4ax vil heller ikke have en konstant stgrrelse.

ved udledningerne af ligningerne gar vi altid fra en diskret
proces til en kontinuert proces ved at lade Ax og At gi mod 0.
Her er vi dog ngdt til at indfgre visse modifikationer for hvor-
ledes Ax og At skal g8 mod 0, idet det kraves, at variansen skal
g& mod en konstant ste¢rrelse under grenseovergangen.

3.2.1. Wienerprocessen.

Vi starter med at se pd en diskret symmetrisk Random-Walk,
som er defineret ved en stokastisk variabel X, hvor X, er
summen af de op til t uafh®ngige stokastiske variable, der hver
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antager<vardigrne Ax og - aox med sandsynligheden 1/2.
vi kan umiddelbart se, at : '

CE(ax) = (ax/a+-a¥)/1) = 0

Middelvardien af X¢ bliver da summen af middelverdierne pd
hver enkelt tilvakst, vi har altsd

E(X, )= (2/8¥)E(ax) = O hvor t/ot €N

Variansen pd en tilvakst er

V(ax) = E(ax)*~(F (ox))?s 58X/2+ (-0x7/2 -0 = Ax?

hvoraf fas at

V(X,) - (t/6t) (aX)*

hvilket altsd- gzlder for det diskrete tilfalde.
For at V(Xy) skal have en gransevardi ma

X/t = 8% for BXw0 og A0

1
~hvor 3 er en konstant og & >0 . Nu har vi at

V(X,) s 3%

Vi kan allerede nu give et bud p& en fordeling af Xy efter
granseovergangen. Da Xt er en sum af t/At uvuafh®ngige stokastiske i
variable, som hver har middelvardi 0 og varians_(Ax)z, kan vi
- nu ved hjelp af den centrale granseﬁardisatning sige,at Xy er
- normalfordelt med middelvardi 0 og varians t- &*.

vi indfgrer nu en hjalpefunktion f, der indtil videre kan '
vaere en vilkarlig funktion. F.eks. ville funktiongn defineret

ved 0; x € Jron,af

£(x) = 41 ; x € (a,b]
0; x€ Jho[

vare smart, i det vi da har’

E(§(X) | Zo %) = P(Eee LabI X,z %)

Indtil videre lader vi imidlertid f vare en vilkdrlig funktion.
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For lige at resumere:
Vi g&r ud fra en diskret symmetrisk Random-Walk Markovproces,
hvor X er en stokastisk variabel, som er en sum af t/at uaf-
hangige stokastiske variable, der hver har en middelverdi p& 0
og en varians sz. I gr®nseovergangen vil processen konvergere
mod ‘en Wienerproces uﬁder forbehold at Ax2/at vil gd imod en
konstant for Ax-»0 og At-+0 )

Vi vender nu tilbage til det diskrete tilfazlde og vil udreg-
ne tilvaeksten af middelvardier af en vilkarlig funktion af X,
vi sgger aitsé en formel for udtrykket

3.2.1.8. B (Xyaor) - £ 6 (X)

idet vi anvender skrivemdden ) \

E(f @)X, %) < EF4(ZD _
og er interesserede i at undersgge, hvordan sandsynlighedsfor-
delingen @ndrer sig med tiden. Vi omskriver det fﬁrste led i
EXof(X,,ot) ved hjaelp af formlen E(X)aE(E(X|Y)). Dette kan
gg¢res pd to mader alt efter hvilken del af processens forlgb
i tiden vi betinger med. ’

1. mulighed fremadrettet differentialligning.

For at udlede den fremadrettede differentialligning betinges
med ‘forlgbet op til tid t.

Fig 3.2.1.C.

-

*\’

o <t t; at
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E"’{(XMJ E’°(E‘°(sczm.)l forlob op 4il ¢))
E*(E(f Zaran) | X))

s E*(E™ (§(Xae)))

s ER(E (T 8x)+ 4 §(X,-80))

H

Dette indsattes i 3.2.1.B
E™ (3 FQXyr 80) v & §(Xp- 80)) = EXLCXe)
s B (X (Xyrax) 2 §(Xe-0X) - §(X )

ved videre omskrivning benytter vi Taylors formel, og derved
forudsaztter vi,at £ er to gange kontinuert differentiabel og
far

E (X&' E) W (X)) + restled
+ ¥ () S X + S0 (T v restled - £0x,)
o E(4Y £ (R,) + 2 restled)

vi har dermed

E* (X iese) - E“F () s B (4 " (Ly) ¢ 2 vestled )
As 2 ng
ERunn) ERE ), e (G4 £°(x,) » 2eesfled )

vi er interesserede i granseovergangen, hver Ax-0 og At-»0,

De to restled vil under den betragtede granseovergang gi mod

nul, og vi har da

3.2.1.D ;ﬁ,— E*{(X,)-F" "%'l &)
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Vi forudsatter nu, at X har tazthedsfunktionen x—o?(xo,x,t)

' glvet at’ XO‘— XO, s er

E$(X,) Sfcx) ¢ o, X,t) dx
Dette indsmttes i 3.2.1.D.
-2 *®
P L on
?)TS O QLo , X, ) dx © S—%(’ &) q (%, x,k) dx
Vi integrerer hgjresiden pa;tielt og far

7 T san %
L4 foguexv] - § €600 & oorxd) de

Vi velger f sdledes, at f er nul udenfor et endeligt interval,
og h¢jreleddet integreres endnu engang partielt

‘[“Lﬂx)ad‘ 4’(xo,x.§:)_-_L § ‘A—Q(x)a‘it 9 (o, %,t) dx
f-“—{cx)a‘% @ %, x,8) dx

Alt i alt fé&s

gr.i#(x)q(x.,x tidx - S-i—#(x) @C(xe,%,t) dx

Da denne ligning gslder for alle f med kompakt stgtte og som
er to gange kontinuerte differentiabel, har vi

F 906,04~ 4525 9%, 1)

Dette er den fremadrettede differentialligning for en Wiener-
proces, som giver et udtryk for, hvordan sandsynligheds-tathe-
den andrer sig med tiden, nidr man betinger med tilstanden til
tid t.

2. mulighed; bagudrettede differentialligning.

For at udlede den bagudrettede differentialligning betinges
med forlgbet op til at.
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Fig 3.2.1.E.

E* (E (5 Qo) | X00))

. t-"'( EX*(£(X0))

xo' °’

Dette indsattes i 3.2.1.B.

£ PR 4 B ) - B 4R

Vi benytter igen Taylors formel og fir -~

LERS(L) P4 E"‘mc.) %fa%s*xccx.) E** restlecl
+E BRSO O B i, ) E"ccxml.:"’resned mcz.)

“"'a% E*F (%) + 2 restled

Vi har dermed

o (Xias)~ E* . .
EYX ggtx) E i) A)L E’ {(x{.),l_ﬁ&ﬂg.d_‘

Vi.ser pd granseovergangen at-»0

S EX 4T, - 5 FEL MR

Eyof &hiad) * E—"(E,'(«“z.'.g) | fortob op ‘ul.v &))

§(X,) 4 '°“”‘§ (Ict
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vi forudsatter' igen at Xt har tethedsfunktionen xr-t?(xo,x,t)

givet at Xg = Xg

if(x)?(xo.x.t) dx » §¢Cx)a°—r qu,n) dx
B‘I—q’cxo, )3 £ aw cho,x ) '

Dete’ var s3 udledningen af den bagudrettede dlfferentlalllg-
ning for en Wiener- proces, ‘som giver et udtryk for, hvordan
sandsynligheds tatheden @ndres med tiden, nir man betinger med

tilstanden til tidat.

3.2.2. Generelle tilvakster.

Som :fq)r skal vi ‘unders¢ge h\}ordan sandsynligheds-fordelirigen
#ndrer sig med tiden og vi skal igen betragte den fremadret;
tede og bagudrettede differentialligning Fremgangsmaden vil
derfor vare den samme.

1.- mulighed; fremadrettede differentialligning.

Vi har af 3.2.1.B.

3.2.2.2. A (B X oee)- E"xcm) ‘L(E“E &czm e ux:*))

V1 satter nu xt = x og regner pa udtrykket E f(xAt) ved brug

af Taylors formel.

E'xg(x f(xbt'x))
B 005 PO0(Eatm 1) 2 1 £ 00 Zpe= 10"+ restledd )
" £00+ £ E™ (Do =x) + % 700 EX(Xpe 7" + restlent)

vi sette.r . i

E‘(IM = ’() = [.{O‘)

E* (Tor- 00t (E*Eaa)) = V¥ (e =x) +.3%00)
og far

f 00 {cx),ucx) +% (“(x)(b’(x) » HOOY) + restled
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V:. indsetter nu i 3.2.2.A og har dermed

PRI ATIT AP ATTLS ATEC AT AP T 4)

Da vi har betragtet en diskret Markov-proces vil vi ved at
lade 8t g& mod 0 tilnazrme os en kontinert proces.

1
%@____) 3o (Ly) Hor st o0

LB s @ for ot <o
%“M(Xa)%ﬁ—éa nes 4t =0

2
Hvor 5, (xt) er en infinitesimal varians og /4,(xt) er en infi-
nitesimal middelvardi. Disse to vardier indsattes i udtrykket
ovenover, og der fés

Bl o () PR+ £ (32(E) - §° (X))

Vi lader Xt have tathedsfunktionen qu(xo,x,t) givet X0 =90,
og har .

S QuooF 0 v £ (8 001 "00) @ Ure, x,8) dix

Dette udtryk opdeles 1.1 og 2, sdledes at

1 _S (00§ "0) Qo x,t) dx
= [ £00 (}J,(x)?uo,x.t))i- S £0x) 8 () QU x:t)) dx
=S fo0 (- £ (o) @Lxe X)) dx
13& (B2 E ) @6, X, 1) dx
: [#'Cx)(é 3o ()P (X, X .nT - ’§ £'ox) R (4 80 100 Qxesx.4) ) dx

[ food (% ch)Q(Xa,x,t)] S$(X)3d1(t & ONQUX. X)) dlx
S\f(x) -3);1- (3 8}x) QX x2) dx

142 S;m(é’,’: (3 3200 Q0k xA) = B (M) (X6, X,1)) dx
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Vi har dermed
- _ . ¥ . . N 7 7 -
§ 400 $ 90 xt1ax = Y o (B (1 8x1Q0ax4Y- e (pal) gl x e Nelx
& qUox): & S (3100 QLxe %))~ k(M0G0 1))

Dette er Kolmogorovs fremadrettede differentialligning.

2. mulighed; bagudrettede differentialligning.

vi har af 3.2.1.B.

5225, E°fQua) EQ): - PR () EC§ Q)

Dette udtryk omskrives til
E* o (%) - 90%)
wor  acy)y: EVE )
aly) = 9(Xe* (Y= X5))
= g(Xo) + (y-xo) 9'(%)+ % (¥-%,)'Q"(X%) + restled

Dette indsattes i 3.2.2.B.

Exo (Q(Xa) ¢ (L - X,)g‘(x,) M i @At‘xo)‘lgno(o) ¥ re.{led) - g(xo)
. 0% 19 0xe) B (Xpe = Xe) + % 8°Cx0) E*(X pe - ) + cestled -9(x)
b 0o EX (T Xo)* £ 0101 (V7 (Koo )+ (E X g - % ¥)

Vi dividerer nu med &t og lader at-%0

N _
E—-%—'IQ — Ms(Xo) for st =0
t%i‘) —— 3 (x) for st =0

B (X -
yT —3 O for At » 0
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Vi har alt 1 alt

3.2.2.c. P8, = 6' 06 Holxe) + ¥ 9"(x0) B2CXo)
- STRORY- % 2o QI FRTRE- B oddy A

", Vi lader X have tethedsfunktionen xpuq(xo,x t) og E Of(x )

kan bestemmes ved

E‘"‘&(X,,) . &&cx)cp(xo,x,{)dx
%S ‘F(X} w(XOlX t)dx

2 [uo(.)‘o) S{cx)a‘L qf(xo,x {]o\x ¥ a,cx,)S_LCx) Q(Xo, X, t) dx

.Heraf fis’

R quxd) - ,u,(x.)a?,— PO, XAV + ¥ B20x) fr QLo 0, t)

Dette er Kolmogorovs bagudrettede differentialligning.

3.3 Gennemgang af diffusionsmodellen.

I forrige afsnit udledte vi den fremad—-og bagudrettede dif-
ferentialligning, og .vi vil nu anvende den bagudrettede med
henblik pd at f& et udtryk for fikseringssandsynligheden for
et mutant gen. Afsnittet er inspireret af Crow (M4 ).

Fgrst vil vi se pd tilfaldet, hvor genfrekvensen for mutan-

" .ter ikke systematisk presses i nogen retning, men hvor det kun

er tilfaldighedsmekanismer, der er 3drsag til andringer i gen-
frekvenserne. I en genetisk terminologi svarer dette til én
situation med kun tilfzldig genetisk drift og uden selektion.
Dernast ser vi pd situationen, hvor genfrekvensen for mutan=-
ter preéses i en bestemt retning samtidig med, at den ogsad vil
vere pdvirket af tilfeldighedsmekanismer. v

I det f¢rste‘tilfalde vil processen have en s8dan karakter, )
at den til ethvert tidspunkt vil have en middelvardi svarende
'til.begyndelsesfrekvensen Xys 09 #ndringen i middelvardien
vil sdledes vare nul. Vi kan kort skitsere processens forlgb
(se ogsa bilag B).
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al sandsynlighedsmassen

° Xo 1 ’ er samlet i x,
senere ///f\\\ > sandsynlighedsmassen vil
° Yo 1 begynde at diffundere.

senere ;4[_/”’—~\\\ l . efterhdnden vil noget af

endnu ° X, 1 4 saridsynlighedsmassen na
° ' yderpunkterne og absorberes
t =00 -l . al sandsynlighedsmassen
0 Xo 4 = " vil veré absorberet i y-
derpunkterne. .

Vi vil nu bruge Kolmogorovs bagudrettede differentialligning
til at beskrive @ndringerne i genfrekvenserne med tiden.

Q_Qég-m 2_3,0(,(0).6_9(&,;,&.#,(“)4215“_)_,

Hvor d(x ) og IAJx ) er henholdsv1s varlansen og middelvaer-

'dlen af andringerne i genfrekvenserne iet 1nf1n1te51mal tids-

interval.
Nar /AJXO) = 0 kan udtrykket forkortes til

3.3.0.0906XA). | 21 dogapni)

Problemet bliver si at bestemme 6:(xo). Vi kan udtrykke vari-
ansen ved X9 09 Ne’ hvor Né er den effektive populationést¢r—
relse (se bilag C), ved at betragte sandsynligheds-fordelingen
for antallet af mutanter til tiden t som en sum af uafhangige
stokastigke variable, hvorved £fis

2
8:Cx0) = Xo (1= Xa)/2We |
En pracis udledning findes i bilag C. Dette indszttes nu i
3.3.A. og der fis

_a.!.é{..d.ll.mxou xo).d_‘lﬂluib.tl ' | -
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Vi vender for et gjeblik tilbage til udtrykket for

S ESGT - pet) B EUHC) § &0 £ AN

Dette kan omformuleres, ved at se pd f i et begrenset inter—
val fra nul til en, og der fis

(AR Sf}(x)co(xa,x,ﬁ + $lo) P (X204 £ 0" (Xy-1)

Vi valge;'nu f sdledes, at den er tilnarmelsesvis nul i [o,l[

og 1 i punktet 1.

3.3.8B. Em{'CXJ 2 P (1) = U(Xe t)

Vi inds@tter nu denne tathedsfunktion for fikseringssandsyn-
ligheden u i Kolmogorovs bagudrettede differentialligning, og
far '

A 2
sac, Ul 4 ah) SRR L ) () Qugles)

Fra 3.3.B. kan vi se,at vi kan finde fikseringssandsynlighe-

den ved at lade t =~ e

Ulxo) = Um UCXe,%) _
HAY t-es v11 -d—“é{sﬂ«o og hvis ﬁa(a)aofér vi

i‘h Xo(1-Xo) LWL Q)xoz 20 Ve
T Yol1%) co vy .,

Det fgrste led bliver aldrig 0 for Xg <] ](),l[ , og derfor er
det kun ngdvendigt at se pd det sidste led

20 o

ULiQ=ax+b

Her ved vi, at u(0) = 0 og u(l}) = 1, og ved at indsatte disse
vardier i ovenstdende udtryk fis

u-(xo) =

~44-

"I det tilfalde, hvor processen systematisk pressés i en be-
stemt retning vilﬁh(xo) VEYéiférskellié for 0. Vi valger her
en ny skala y = y(xo) sélengjép ‘JJy(xo)) = 0. Forat dette
kan lade sig ggre skal y vare bijektiv

Gammel skala

0)
0 Xo 3 Uixe) = uu) ~uCo)

Ny skala
—_‘— Y(Xol =Y 0!
SRR ARY) W) * )y =¥ (o)

d:_&,)
Vi indsaztter den ny skala i udtrykket for Xo

e
dy’~ (_(SLL\) dz

Dette indsattes i 3.3.C.

2+ g (B9 () 40 40) o (359 4)
2 ‘{'.‘g\‘,ﬁ“‘) 3:(xo)( dx,) .%;ml (é &:cm—f}%—, H,og)gz_)

Vi valger nu y(xo) sdledes at

t 5:(Xo)7%2§'* lJo(X;){§¥:' 0

Hvilket betyder

Denne differentialligning lgses
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A 'dx) = G

- o
-g_xj;-'= exp (S- A3 (x
Y(x.,h'gecx)fc -

Dette udtryk kan si indsettes i

Y{Xo) -Y(0)
Y1) = Y(o)
og der fas

Ul - 222 dx . - '
L 6w dx ;g

hvor %o _
3o ,

Gx)= Q% '

vort problem er nu at bestemme Fb(x ) o9 8 (x )" og en selek-
tionskoefficient s skal nu indopereres i modellen - .denne gang
pd en helt anderledes mide end da vi konstruerede en model for
overlevelsessandsynllgheden ved hjalp af teorien for forgre-
nlngsprocesser.

Lad os’ fgrst se pA det tilfazlde, hvor det recessive gen A
har en selektibnskoefficiens pd s imod sig i en population med
den effektive stgrrelse N, . Idet x er frekvensen af Ay, er mid-

~delvardi og varians af @&ndringen i1 genfrekvensen henholdsvis-
(se bilag c)

Fo(Xo) s SX(‘I'X)
N ’ _x .
8, (xe) = _x_lt:'x"_e_)_ ' %

2 C -
Vi har nu, at 2 P(xg) /e (xg) = 4N_s 0g G(x) = eS4N sdx aN_sx

. = e
Nu er

°

-‘lUngo

ule) = Samee -

Hermed har vi udledt et generelt udt;yk for fikseringssand-
synligheden.
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Hvis vi satter X;= '210'1 udtrykket for u(x,) fas

' -1¥e s

Hvis N; = N reduceres dette til
-2
Uldo) * 3 Sme—
1(“\" %‘Fl%‘? =)

e-dIus

1
- & eenn

1-e”

og.er{sllille haves
Ll(iﬁf) X - 73

Denne formel galder endog for negativ s. Er s positiv og lille

og N meget stor haves

:Ll(ékf) 7§ 115

Alts& det samme resultat som blev .opniet med forgreningsmodel—'

len.
Hvis derimod N, # N har vi ndr 4Nes)) 1
-2%Ss
u@) » 1-e72¥

s 142 s -2 (F o)

Er s lille 6§ positiv 09 Nos » 1, kan dette reduceres til

u(%d x 1 ¥s

Men stemmer dette resultat bverens med, som vi s& tidlige-
re, at u(xo) = Xq, ndr der ingen selektlon er, altsd ndr der
er tale om en neutral mutation ?

U('m) 'j_c'_:;':_:_



-4 7=

Fksponentialfunktionen rakkeudvikles i bide taller og navner

og der fis =" o -

w(d -

Svaret er altsa ja!l

- c . #,..,,;; _j..._ -
Ules- % (4Nesytc - 20 for s-o

"Lad nu s og hs vare den selektive fordel for henholdsvis
den mutante homozygot og heterozygot. Vi har da (se bilag C)

Mo(xe) = Sx(4-x)[ h+ (1-2m)x]
6:&0) < _éi;&:!)_

e
Vi har nu, idet C'= Nes og D = 2h-1

S% = Ychx - 2¢Dx*

2¢(D+1)x - 2¢Dx?

n

"

2e DX + 2¢CXx -2¢Dx?

2¢eDx{(H~X) + 2¢x

og fir dermed

-').cDXH X}=-2Cx
Cx) =

Vi har alts&

-2C0x(1-%x)=2¢cXx
U()‘o) s S: e—lcbx({-x)" Lex dx

For et komplet recessivt gen h = 0 eller D = -1 har vi f.eks.

S; e—zcx" x
U (Xe)= 2Cx a * 2C ~2WesS

N
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=T e- % x!' dx = ——Ar
UG : '% AT g YR Ly WEx
& -‘/1/2 _\4_@_3 \J
dhe™dy T ge®

XX
Vort problem er nu at bestemme Sjef 2 d7
Vi ved, at hvis f(y) er standardnormalfordelt er

Stondyx S ghe™ay . &
w-y’/i .
Sty t

altsd

u(x.))s‘%%— V—
| x\!_

O
Vi satter Ne = N og k = 4Ns og far

T ulab) =V’3§

Haldane (8) n&ede resultatetﬁgved at anvende forgrenings-
processer.

Sattes h = & fis M.Xo)e ksx(1-%) og dermed er
Xo -INeSX
©t " dx

u(xo)-s e-‘lNe,sx dx

dette giver
Ulx,) & ‘%‘ s

under de samme forudsatninger som tidligere, Dette resultat
exr netop halvt s3 stort som ved den fgrste beregning af fik-
seringssandsynligheden.
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3.4. Diffusionsmodellens tfoverdighed.

I dette afsnit vil vi diskutere Qiffusionsmodeilens trovar-
dighed i forhold til forgreningsmodellen og den almindélige
populationsgenetiske, teori. Vore vurderinger er foretaget ud:
fra matematikerens synsvinkel og uden sarligt kequkab til e~
ventuelle nyere modelverificerende eller modelfalsificerende’
forskningsresultater fra populationsgenetikken. Fgrst disku-
terer vi en rakke genérelie kritikpunkter (sdvel positive
som negative). Dernast ser vi nermere pa de mange approxima-
tioner, der foretages i modellen, hvorefter vi vurderer dif-
fusionsmodellen i forhold tii begrebet matematisk generali-

sation-.

3.4.1 Generel diskussion af diffusionsmodellens troverdighed. -

Ved forgreningsmodellen mitte man forudsatte, atﬁM'og'der;
med s forblev konstant under hele processen. For selektions-
koefficienten i diffusionsmodellen galder samme forudsatning.
Her md man ogsd havde, at det forbehold kun kan vare op—‘
fyldt under meget idealisérede forhold. I de fleste naturli-
ge populationer er det rimeligt at antage, at s flukterer pga.
a&ndringer i miljget. )

Begge modellerne er baseret P&, af man beskriver en popula-

_tions udvikling i 'tiden vha. en sandsynlighedsfordeling. En
ideel beskrivelse heraf - hvis modellen bedst muligt skal min-
de om virkeligheden - md vere en stokastisk pro@es med kon-
tinuert tid og diskret tilstandsrum, idet en populaﬁibnsst¢r—
relse @ndres med heltallige vardier til vilkarlige tidspunk-
lter. I forgreningsmodellen var tiden diskret - altsd m3 det )
ikke betyde-noget for beskrivelsen af populétionens udvikling,
at man sd at sige kun "tazller" antallet af individer op til
bestemte tidspunkter, f.eks. med en generations mellemrum. I
diffusionsmodellen er tilstandsrummet kontinuert, men(allige-
ver sker tilstandsandringerne med en konstant, ikke~infinite-
simal stgrrelse. 'Dette er i1 modstrid med Kolmoéorovs diffe-

tentialligninger,'hvor tilstandsendringen sker infinitesimalt,”

og for at modellen skal vare god, m& man alts& antage, at s&-
danne ungjagtigheder er. uden betydning

-
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Vi argumenterede tidliéére for, at med forgreningsmodellen
mdtte man forudsatte forskellige ting om ikke-mutanter, for
at modellen var rimelig, idet det ikke var uden problemer at

" tale om en egentlig’ fiksering, ndr man regnede 1 absolut an-

tal individer. I diffusion;modellen regner ‘man derimod i fre-
kvenser og med en fast ¢vre .granse,.siledes at nir x ¢ges bli-
ver l1-x mindre, og ndr x bliver 1, er mutationen fikseret i
alle - positioner i populationen.

Vi har omtalt, at diffusionsprocesser kan beskrive mange
slags f@nomener. Selve specifiseringen af processen til en

‘model for fikseringssandsynlighed kommer ind med bestemmel-

sen af middelverdi og varians. Vi bemzrker,-at disse er be-
stemt ud fra den verificerede pophlaﬁionsgenetiske teoxi.
Denne teori har imidlertid et gyld;ghedsomréde,vf.eks. skal
visse ydre faktorer vare til stede for, at s kan vare kon-
stant, hvilket vi bemerkede tidligere. Holder vi os imidler-
tid indenfor dette gyldighedsomride, mi middelvaerdi- og va-

riansbestemmelserne. vare ddmerkede.

3.4.2. Analyse af diffusionsmodellens approximationer:

Selve modélleﬁ for fikseringssandsynligheden.ér baseret pi
Kolmogorovs'differentialligninger. Disse svarer til en diffu-
sionsproces, som er en kontinuert approximation til en proces
med diskret tid og tilstandsrum, nér tids- og tilstandsandrin-
gen gAr mod 0. . ‘ c

Dette m& dog ikke forveksles med de approximationer, der
foretages i selve modeliéﬁ. Nog}e approximationer foretages
for at undgd komplekse.- midske endda ulgselige - ligninger.
F.eks. er deo) = sx(l-x) en approximation, som gelder for

1ille Isy idet Hixq) er givet ved en rakkeudvikling med stig-

ende potenser af s (se bilag C). Det ville f& uoverskuelige
konsekvenser for beregnihgen af fikseringssandsynligheden,
hvié man medtog Bare et led mere.

Andre approximationer foretages kun for at ggre resultater-
ne mere overskuelige og énkle. Det grundlaggende resultat
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opndes ud fra}u(xo) = gx(1-x), altsd med forudsatningen, at
sl er Tille. Dette angives ikke i Crow (1970)., N3r ﬁ; = N har
vi opridet en udmarket approximation 'til dette udtryk for |sf
lille = s skal hgjst--vere 6.0l for at approximationen skal
vare god (se bilag D fig. 3.4.2.A) . For N, = N foretages y-
derligere en approximation under forudsztningen s positiv

og N stor (se bilag D figur 3.4.2.B.). Vi ser, at for N = 100
er approximationen ikke sarlig god - N skal vere endnu stgrre.
Nar Ne # N foretages ogsd et par approxiﬁationer. Her galder
stort set analoge betragtninger (se bilag D figur 3.4.2.C. og
3.4.2.D.). Det mest bemerkelsesverdige er her, at Ne skal va-
re et godt stykke over 100, for at approximationerne bliver
gode.

Approximationerne er interessante i forhold til forgrenings-
modellen jvf. afsnit 3.4.4. Men det er dog tvivlisomt, om de
er sarlig ngjagtige, forda. der er tale om successive appro-
ximationer p& forskellige niveauer - fgrst selve differeﬁ-
tialligningen, sd i middelvardiberegnindgen og til sidst i
selve udtrykket for fikseringssandsynligheden - altsammen i
forhold til det samme genstandsomride. Under alle omstandig-
heder m& man vare opmerksom pd indskrankningerne i modellens
anvendelsesomrdde, hvis approximationerne benyttes.

3.4.3. Matematisk generalisation. (21).

Siden det 16. &rhundrede har den matematiske generalisa-—
tion veret en vigtig videnskabelig procedure. Princippet an-
vendes i udviklingen af erkendelse indenfor matematikken selv
og dennes anvendelsesomrider.

Der kan na@ppe angives nogen generel generalisationsproce-
dure for alle de tilfelde, hvor man stdr overfor en udvidel-
se af begreber, men visse overordnede betingelser skal vare
opfyldt.

Et generaliseret begreb skal f.eks. altid kunne reduceres
til det oprindelige, ndr de oprindelige betingelser forelig-
ger. Det generaliserede begreb og det oprindelige m& altséi
ikke vzre logisk uforbundne eller logisk udelukke hinanden.
Det oprindelige begreb skal vare et gransetilfzlde af det ge-

neraliserede.
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Niels Bohr var den fgrste, der helt bevidst anvendte den ma-

“Ztematiske generalisationsprocedure i fysikken. Han indfgrte

betegnelsen "korrespondensprincip”, som kan- opfattes som en
generel lovméésighed for den:moderne fysikéfudvikling. -

De zldre fysiske teorier, hvis gyldighed for et bestemt (be-
granset) omrdde af fysiske fanomener er eksperimentelt godt-
gjort, ophgrer de ikke med at vare gyldige-for dette omréde,
selv om nye og mere generelle teorier udformes. Disse gamle
teorier bevarer deres gyldighed for det "foregdende" fanomen-
omride som et gransetilfzlde af de nye teorier.

De nye teoriers matematiske apparat, der indeholder karak-
teriske parametre, som ikke findes i de gamle teorier, ga&r ved
passende vardier af disse parametre over i den gamle teoris
matematiske apparat.

Et af de mest typiske eksempler er overgangen fra newtonsk
fekanik til relativistisk mekanik. Her gir alle q§n relatiYiS—
tiske mekaniks ligninger glidende og asymptotisk over i den
newtonske mekaniks ligninger i de gransetilfzlde, hvor hastig-
heden gir mod nul. Et eksempel

¥

2
~0.(1#%!')

Klassisk ° Fk: Mo Q | modesne - anq“‘

[y]

Som det ses gazlder det, at Fm—a'Fk for v—= 0
Det er klart, at ndr det drejer sig om naturvidenskab, fin-
der den matematiske generalisation sted i sammenhang med em-

piri.

3.4.4. Generalisationsbegrebet og diffusionsmodellen.

B3de diffusions- og forgreningsmodellens resultater er ge-
neralistioner af den almindelige populationsgenetiks resulta-
ter, mens diffusionsmodellen yderligere giver en generalisa-
tion af forgreningsmodellens resultater. Vi har illustreret

disse sammenhznge i fglgende figur



Fig. 3.4.4.A.
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Figﬁren illustrerer de resultater, der er fremkommet angdende

sandsynl;gheden for fiksering af &t mutant gen udfra henholds-

vis den almindelige populationsgenetik, forgreningsmodellen og

diffusionsmodellen.

forgreningsmod.

diffusionsmod.

1- ¢ %3

Alm. pop. gen. teori ; |
. | i
' , ULt
| y=0 | U=
|
]

s ¢.0: udtaler sig ikke

gaelder for store
pop.st¢rreiser

galder for vilk3r-
pop.stgrrelser

s> 0: wudtaler sig ikke

overensstemmelse"l

med alm.pop.gen.

- teori for N meget|

stor 1

1
i
i
U¥ s {
!

U"’ilﬁ 4«540

overensstemmélse

.med alm.pop.gen.

teori for vilk3r-

'ligt stort N.

N
_ t-z—,—,‘s
U~ 1= g VS
for s lille fas
det mere generelle
resultat

uazdles

Ifplge den almindelige populatiénsgenetiske teori er fikse--

ringssandsynligheden for et neutralt mutant gén lig startfre-

kvensen 1/2N. Dette er plausibelt, eftersom der er tale om et

neutralt gen, som mi have samme sandsynlighed for at f& sine

efterkommere fikseret i alle 2N positioner i populationen som

ethvert andet gen.

Fig 3.4.4.A. viser, at bade forgrenings~ og diffusionsmodel-

len generaliserer dette resultat, sa det nu'ogsé gelder for

andre s-vardier end netop for s = 0. Forgreningsmodellens re-

sultat for s=0 er i overensstemmelse med den almindelige popu-
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lationsgenetik. Forgreningsmodellen generaliserer imid}ertid
den élmindélige populatibnsgenetiske teori ved ogsd at give
resultater for s <0 og s> 0. Det samme galder for diffusions-
modellen, -hvor u(l/2N) har gransevardién 1/2N for s-0. Dette
kan faktisk udtrykkes endnu mere generelt, eftersom den al-
mindelige populationsgenetiske teori siger, at for neutrale
gener opstdet med frekvensen X, er q(x0)=x°lefter sémme re-
sonnement som for xo=1/2N. I diffpsionsmodellen gelder det
tilsvarende generelt at u(xo)—oxO for s—0, hvilket f.eks.
kan ses af udtrykket u(xo) = xo+'2Nesxo(l—xd) + coes

som vi udleder i bilag E.

Nu kan man naturligvis ikke sige, at modellerne bliver mere

troverdige, blot fordi de har generaliseret nogle resultater

fra den almindelige. populationsgenetiske teori. Men der er jé
ogsd tale om en harmoni mellem modellerne og den almindelige
populations-genetiske teori i gransetilfaldet. Vi har altsi

‘-her et 1ignendé1fofiéb, som det vi sd med overgangen fra den

newtonske mekanik til den relativistiske mekanik, ndr man ser
pd modeller for et konkret genstandsomrdde. Paralleliteten hol-
der dog ikke, ndr man gdr over til at se p& vore modellers pla-
cering i et fagomrdde, hvilket vil fremgd af kapitel 4. Men
trods alt m& man sige, at i forhold til modellernes genétands-
omrdde taler det til deres fordel, at de i grensetilfeldet
stemmer overens med den alment accepterede populations-gene-
tiske teori. '

Samtidig m3 man sige, at diffusionsmodellen p& mange omrader

‘0ogsd fremstdr som en generalisation i forhold til forgrenings-

modellen. F.eks. ser man af fig. 3.4.4.A., at approximationen
u(l/2N)z>2s.fra forgreningsmodellen genéraliserés til u(l/2N)
= 2Nes/N i diffusionsmodellen. Den nye models resultat er si-
ledesiéh matematisk generalisation, der indeholder den gamle

model - resultat soﬁ et specialtilfelde. Na&r Ne=N fdes jo netop
u = 2s. Desuden er det ofte sadan, at jo sterre en population
er, jo ﬁarmere vil_Ne ligge N. S& vi ser en glidende overgang
fra den nye til den gamle model efterhdnden som populationens
stprrelse vokser, og vi far den gamle models resultater i det
grznsetilfezlde, hvor dens betingelser er opfyldt. Da Ne afvi-
ger fra N i langt de fleste naturlige sdvel som kontrcllerede

= -
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populationer, har den nye models resultat langt mere generel
betydn{ng. Samtidig kan forholdet Ne/N bestemmes. eksperimen-
tielt. For mennesket er Ne/N omkring 2/3, séleQes at u(s) =
(4/3)s, hvilket svare¥ til et resultat fra forgreningsmodel-
len, nar afkomstfordélingen er den negative binohialfordeling
(16).
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4. MODELLERNES ANVENDELSE

vi vil i dette kapitel forsgge at ggre ;ede for, hvilken

betydning de gennémgdede modellers resultater har haft inden-
for forskellige fagomrédder. :

Det viser sig, at modellernes resultater finder anvendelse
i en i begyndelsen af halvfjerdserne opstdet debat omkring -
den besféende evolutionsteori. Den ene part i debatten benav-
nes som regel selektionister og den anden neutralister. Blandt
andet udfra diffusionsmodellen, men ogsd mange andre udregnin-
ger og rasonnementer, mener neutralisterne at vere ndet frem
til en bedre teori for, hvorledes evolutionen gebarder sig pd
det molekyl®re niveau.

Vi vil i afsnit 4.1 give en kort redeggrelse for, hvad de-
batten hovedsageligt drejer sig om, og derefter ligeledes kort
ggre rede for, hvordan diffusionsmodellens resultater bruges
i debatten.

Yderligere finder modellens resultater anvendelse indenfor
plante~ og dyreavl, hvor det har lgst et mangedrigt problem
angdende optimering af den genetiske gevinst ved kunstig ser
lektion, hvilket vi ser pd i afsnit 4.2.

4.1, Modellernes anvendelse 1 en debat om évolutionsteorien

Vi vil fgrst redegpre for selektionisternes opfattelse, for
dernast at papege hvor neutralisterne har en divergerende me-
ning.

Darwins evolutionsteorier var overvejende intuitive fore-
stillinger om, hvordan udviklingen fra art til art kunne fin-
de sted. Siden de Mendelske love sd at sige blev genopdaget
i begyndelsen af 1900-tallet, og Qenetikken blomstrede op som
fagomrdde, har darwinisterne gennem observationer, genetiske
eksperimenter, logiske rasonnementer og matematiske modeller
arbejdet pd, at f3 den klassiske Darwinisme tilpasset og ud-
viklet i forhold til gen-laren.

Groft sagt har man herved faet den klassiske Darwinisme
formuleret i genetik—vendinger: Sker en fordelagtig mutation,
dvs. en, der gg¢r individdet mere overlevelsesdygtigt, vil den
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gennem generationer spredes til hele populationen og erstatte
den hidtil dominerende type..Ufordelagtige mutationer elimi-
neres derimod forholdsvist hurtigt. Set over mange generati-
oner er.evolutionen sdledes en javn fremadskridende proces,
hvor det hele tiden er det til omgivelserne bedst tilpasse-
de individ, der overlever. (|S) :

Efter selektionisternes opfattelse afgpres en mutations
skazbne saledes hovedsageligt-af, om mutationen er selektiv.
fordelagtig eller ej. I modsatning hertil stdr neutralister-
ne, som mener, at de fleste genfikseriﬁger i naturen finder
sted pa grundlag af mutatioﬁer, der er s& tat pd at vare se~-
lektivt neutrale,'at deres skabne hovedsageligt afggres af
tilfaldig genetisk drift. (§)

Et af de véseniligste spprgsmidl i debatten er derfor:

Hvilken del af den observerede evolution pi det molekylere
niveau skyldes naturlig selektion og hvilken del skyldes til-
feldig genetisk drift ? : .

I dette spgrgsmidl har diffusionsmodellen en plads som argu;
ment fra neutralisternes side. Udfra denne mener neutralis-
terne nemlig, at man kan vise, at selektion alene ikke kan
vere drsag til alle de genfikseringer, der finder sted i na-
tureh, og dermed stgttes neutralisternes‘forestillinger om,
at nasten neutrale mutationer spiller en afg¢fende rollé i

evolutionen.

Lad os resummere diffusionsmodellens resultat m.h.t. sand- -
sandsynligheden for fiksering af &n mutation.

() « - SEC2 )

som vi tidligere har set kan reduceres til

u(= o fe s
safremt AN, s M1l og s¢1, dvs., sdfremt mutationen har en se-
lektiv fordel, og der er tale om en meget stor effektiv popu-

lationsstgrrelse.
Er |4N_s|¢« 1 har vi i grensen for s—0, at

ulzk) = 1/28

P4 figur 4.1.A. ses kurven for u som funktion af den effek-
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tive populationsstgrrelse Ne og selektionskoefficienten s
(produktet af de to).

‘Fig. 4.1.A.

'%,I_ Probability of Fixation *

i . i 1 ‘ J
-4 -2 o T t2 ta
' 4N,s '

Fra kilde (1)

vdfra kurven ses, at neutrale mutationer og endda ufordel-
agtige mutationer har en positiv sandsynlighed for fiksering,
medmindre der er tale om'meget ufordelagtige mutationer. Fo-
rekommer disse nésten neutrale mutationer sdledes i stort an- -
tal i forhold til antallet af fordelagtige mutationer, m& man ’
gd ud fra, at de nasten neutrale mutationer spiller en ikke
ubetydelige rolle i evolutionen.

Man sér ligeledes, at selvom en mutation er selektiv for-
delagtig er det ikke sikkert, den bliver fikseret, medmindre

' fordelagtigheden er meget stor. Ifglge Kimura (3, s.1l1l) er

dette endnu ikke fuldt ud anerkendt af selektionisterne i
mange af de evolutionsteoretiske diskussioner.

Rent umiddelbart giver diffusionsmodellen altsd god stgtte
til de ideer, som neutralisterne har omkring evolutionen pa
det molekyla@re niveau. Vi vil nu gennemgd to eksempler pé,
hvordan neutralisterne argumenterer p8 grundlag af diffusions-
modellen. Det fgrste eksempel skal vise, at selektion ikke
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alene kan vere 8rsag til alle de gensubstitutioner, der sker
i naturen, og at neutrale gener derfor ogsé m& have en bety-
; delig rolle. Det andet eksempel bruges til at forklare den
genetiske Zariation i naturen, - _ - E

vi lader X betegne middelantal gensubstitutioner per gene-
ration. K er altsa et udtryk for, hvor hurtigt evolutionen
skrider frem.

Antallet af fordelagtige mutante gener, som optrader i hele
populationen, kaldes T Bem&erk, at vi kun regner K ud for de
selektivt fordelagtige mutationer, det er pointen ved udreg-
ningen.

Vi har da

Y4B Kermauldh) = 25(Ne/N)x rm
i-det vi iﬁdsatter approximationen for selektivt fordelagtige
gener for u(l/2N).

Vi lader r vere mutationsraten per gamet per generation, og

har sdledes at r = rm/2N, som vi indsatter i 4.1.B. og far

K= 4-Ne S (13,34)
s8fremt det kun er fordelagtige mutationer, der fikseres.
vi skal altsd holde 4Nes meget sterre end 1.
Lader vi Ne = 104 og s = 0,01 far Qi K = 400-r
Verdien af r kendes ikke, men skal vi stg¢gtte os til selek-

tionisternes opfattelse af, at selektivt fordeclagtige muta-
tioner findes i et minimalt antal i forhold til antallet af

lethale mutationer, kan vi satte nogle nedre granser for, hvor
stor r kan vare. Eksempelvis ved man, at den lethale mutations-

rate per kg¢nscelle per generation er 0,015 i bananfluer, og
antager man, at fordelagtige mutationer optrader en tusinde-

del s& ofte som lethale, har vi, at r = 1,5°10 -3 mutationer per

gamet per generation. Indsat i 4.1.B. har vi
-5

K =400 r = 400-1,5- 10 = 6 '10_3 genfikseringer/generation

svarende til &n genfiksering for hver 170 generationer.
Selvom udregningen barer prag af nogle lgse antagelser og

cirka-vardier, stdr resultatet i skarende kontrast til det

antal gensubstitutioner, man har observeret for forskellige
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populationer i naturen. For mennesker har man f,eks. milt en
gensubstltutionsrate pd 50 genfikseringer per generation, alt-
s& 8500 gange s& mange flkserlnger, som ovenstlende resultat
giver anledning til. Neutralisternes &var pd uoverensstemmel-
serne mellem de beregnede 0g observerede gensubstitutionsrater
er, at det resultat man fir ved kun at regne gensubstitutions-
raten ud for fordelagtige mutationer, skal suppleres op med
det antal gensubstitutioner, der sker pd grundlag af neutrale
mutationer; et antal, der ifplge udregningerne, er betragte-
ligt stort.

Som en anden beregning, der har betydning i debatten, og
som diffusionsmodellen har givet anledning til, vil vi navne
middelantal generationer det tager for en mutation at blive
fikseret, sdfremt den bliver det, og middelantal generationer
det iager for en mutation at d¢ ud, sd8fremt den gg¢r det.

to(xg er antal generationer indtil tab af det mutante gen,
ndr der ses bort fra eventuelt fiksering.

tl(xg er antal generationer indtil fiksering af det mutante
gen, nar der ses bort fra eventuelt tab.

Begge er stokastiske variable, hvis middelvardi kan vises

at vare

E (h (e)) e = = 4N (%) Un (4-%)3
B (ko (o)) = - Aheke (n x, “

E G GRD): -2 {ine (=4 o (4-)]

= YNe (4-200) In (4= 50)

= Y Me

E (o (o)« - e 1 ()

) %03(

x 201 u)
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Da man i slutningen af tresserne med indfgrslen af elektro-
foreéestudier blev i stand til mere detaljeret at bestemme
'gensammensgtningen i forskellige individer, opstod der visse
uoverensstemmelser mellem den teori selektionisterne var kom-
met frem til og-observationerne. Specielt viste den genetiske
variation sig at vere meget st@¢rre end, hvad man kunne for-
vente. : ' '

Ifplge neutralisterne forklarer ovenstdende reéultat den
genetiske ‘variation i .naturen som vaerende overgangsstadier
for konkurrende alleller. Eftersom der gadr temmelig lang tid
(4Ne regnet i generationer) inden en allel/mutant blivér fik-
seret i1 store populationer, vil 2 eller flere alleller lange
kunnerpholde sig samtidigt i den samme population og dermed
bidrage til den genetiske variation.

Selektionisterne har forklaret den genetiske variation
p& en anden mide. P4 grund af vores ringe biologiske indsigt
undlader vi at ggre rede for den her, men skal blot kongta—
tere, at forklaringen af den genetiske variation i naturen
indtager en vigtig plads i debatten, og at diffusionsmodellen
ogsé her giver sit besyv med som argument fra.neutralisternes
side. : '

Vi har ‘i afsniftet undladt at uddybe selektionisternes ar-
gumenter mod diffusionsmodellen, eftersom de er medet indre
biologiske; og ikke kgrer pa det overordnede matematiske plan,
som vores modelanalyser har gjort

Vi har imidlertid set, hvordan neutralisterne bruger dif-
fusionsmodellens resultater i debatten. Det er dog klart, at
neutralisterne ikke udelukkende bygger.deres argumentation p&
denne ene model, men at denne skal sidestilles med laborato-

rieforsgg, observationer i felten m.m.

4,2. Diffusionsmodellens anvendelse i plante-. og dyreavl.

I mange 4r drejede teorien om den kunstige selektion sig
om at maksimere den genetiske gevinst per generation.
Problemet med selektionsgransen - dvs. den maksimale gene-
tiske forbedring, det var muligt -at opnd under en given frem-
gangsmdde med kunstig selektion - blev udeladt af betragtnin-

gerne.
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Det var Robertson (1960), som pionerede indenfor udviklin-
gen af en teori for selektionsgraznser baseret pd teorien for
genfiksering i en endelig population. (13)

Ved en omskrivning af diffusionsmodellens formel for gen-
fikseringssandsynligheder‘udledte han formlen

u(xg) - x = 2N sx (l-x) "+ . . . (se bilag E)

‘hvor u(xo) - xé er den maksimale gevinst, der kan opnar
ved succesiv (kunstig) selektion; at dette er tilfzldet vil
vi ikke argumentere narmere for.

Af formlen indser man imidlertid, at da SX (l-x ) er mid-
delandringen i genfrekvensen (se bilag C), er den maksimalt
opndelige gevinst netop‘2Ne gange gevinsten i fgrste genera-
tion. .

Diffusionsmodellen har s&ledes ogs& fundet _anvendelse inden-
for teorien for plante- og dyreavl.

~
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5. DISKUSSION:

Vi vil i dette kapitel diskutere og undersgge hvilke svar
gennemgangen af forgrenings- og diffusionsmodelleq giver pd
spprgsmilene i problemformuleringen. Herefter vil vi komme med
nogle generelle betragtninger omkring resultatet af disse un-
dersggelser, bl.a. vurdere dem i forhold til den almindelige
modeldiskussion p& IMFUFA.

5.1. Modellernes konstruktion.

Vi har i det forlgbne set to forskellige stokastiske processer
anvendt pad det samme problem. Ved anvendelse af forgreningspro-
cessen, der arbejder med diskret tid og diskret tilstandsrum,
pdkobler man en bestemt afkomstfordeling for de mutante gener,
for derefter at approximere sig frem til et formelt set mere
overskueligt resultat. I diffusionsprocessen, der arbejder med
kontinuert tid og kontinuert tilstandsrum, inds&ttes bestemte
udtryk for middelverdien og variansen i Kolmogorovs bagudrette-
de differentialligning, som derefter bliver lg¢st for bestemte
randbetingelser. Ligesom i forgreningsmodellen kan lgsningen
approximeres til nogle mere overskuelige resultater under visse
forudsatninger.

Begge modeller bestdr siledes af, hvad man kunne kalde en
proces-del, som lagger sig tat op ad den generelle teori for
stokastiske processer, samt en parameterbestemmelse, som knyt-
ter sig mere eller mindre til den ikke-matematiske teori for
genstandsomrddet (i forgreningsmodellen drejer det sig om at
bestemme en afkomstfordeling, i diffusionsmodellen en middel-
vardi og en varians). Man approximerer eventuelt til slut for
at opnd et mere overskueligt resultat.

Proces-delen bestdr mere pracist af et udtryk for, hvordan
en bestemt proces forlgber med tiden. I forgreningsprocessen
givet ved iteration af en sandsynlighedsfrembringende funktion
i diffusionsprocessen som en differentialligning. Disse proces-
dele har ikke nogen specifik anvendelse, men kan benyttes inden-
for vidt forskellige fagomrider.

Den matematiske teori for processerne ligger klar pd forh&nd.
Modelkonstruktgren skal valge en til genstandsomridet passende
proces og dernast skal processens parametre formuleres i gen-
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standsomrddets sprog.

Med hensyn til modellernes konstruktion bemarker man ogsi,
at der pd intet tidspunkt i modelbygningen forekommer vardier,
der skal eséimeres. Det narmeste,man kommer,er i diffusionspro-
cessen, hvor man indsatter bestemte udtryk for middelvardi og
varians. Man skal imidlertid lagge marke til, at det er et be-
stemt udtryk,man indsatter,og ikke en bestemt vardi. Dette skyl-
des naturligvis, at det er et kvalitativt resultat, man er inter-

esseret i, nemlig at finde u som funktion af s.

5.2. Modellernes trovardighed.

vi har i vores projektarbejde brugt en del af tiden p& at klar-
ggre hvilke antagelser, modellerne bygger pd, og hvad det er i
modelbygningen, der betinger de forskellige antagelser. Vi ved, -
at der ggres antagelser tre steder under konstruktionsforlgbet,
nemlig ved procesvalget, ved parameterbestemmelsen samt ved de
matematiske approximationer. Mere specifikt:

1) Procesdelen:

N&r man valger den proces, man vil benytte til sit problem,
overfgrer man implicit de antagelser, processen bygger pi, til
selve modellen. Ved modelkonstruktionen m& man derfor s¢rge for,
at de antagelser,processen bygger pd, er rimelige for &ns gen-
genstandsomrdde. For eksempel bygger forgreningsprocessen pd dis-
kret tid. Valger man forgreningsprocessen til at beskrive udvik-
lingen i antallet af mutante gener, har man hermed antaget, at
udviklingen foregdr i "hop" af en bestemt tids varighed. Det er
klart, at en populations udvikling aldrig vil foregd i konstante
spring. Man bliver derfor ngdt til at godtggre/antage, at det
er uden betydning for beskrivelsen at regne med diskret tid.

2) Parameterbestemmelsen:

For forgreningsmodellens vedkommende har vi med gennemgangen
af (l¢), der i stedet for poissonfordelingen anvender den nega-
tive binomialfordeling, set, at valget af afkomstfordeling har
stor betydning for, hvilket resultat man ndr frem til. Der findes
ingen verificeret teori for, hvordan afkomstfordelingen for mu-
tante gener skal se ud, og man har derfor ingen garanti for, at
den fordeling man har valgt, er den bedst valgte. Dette er dog
ikke ensbetydende med, at man valger en tilfaldig fordeling som
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afkomstfordeling, idet ‘man gg¢r sig nogle overvejelser om,hvil-
ke populationer der passer til hvilke fordelinger. For eksempel
var Fisher og Haldane udmerket klar over, at poissonfordelingen
ikke passer serlié godt til den menneskelige race, hvilket Fisher
ogsd g¢r opmerksom pd i (), hvori han skrivér, hvilke betingel-
ser, han mener, populationen skal opfylde- for at f¢l§e poisson-
fordelingen som afkomstfordeling.

Den negative binomialfordeling er mere generel end poissonféfde-
lingen, idet man ved at kende middelvafdien og variansen:for en
§0pu1ations afkomstfordeling kan bestemme parameteren r. S&ledes
kan den negative binomiaifordeling tilpasses de fleste populatio-
ner. '

I diffusionsmodellen er situationen lidt anderledes, eftersom
det her.ikke er ngdvendigt at velge en bestemt afkomstfordeling.
Her skal fastsattes et udtryk for middelverdien og Vatiansen’i
andringer i genfrekvensen, og det har man teorier for.

- Der er altsé.en forskel pd forgrenings- .og -diffusionsmodellens
parameterbestemmelser. I‘diffusionsmbdéllen bygger man sit valg
pad teoribaserede udre@ningerlaf middelvardi og varians; mens
afkomstfordelingen i forgreningsmodellen er valgt ud fra intuitif
ve forestillinger om, hvordan forskellige populationer formerer
sig. ' _ _ '
- 3) Approximationerne: .

"Mens valget af proces og parameterbestemmelsen betinger'nogle
rent biologiske antaéelser'om de populationer, modellerne
udtaler sig om, indskranker ae,matematiské approximationer
modellernes gyldighedsomr&de m. h't populationsstgrrelser-og
stgrrelsen af s. Det ma vere et krav til approximationerne,
at de er rimelige i det omride, hvor man bruger modellens re-
sultater. Vi har set, at isar diffusionsmodellen gg¢r meget brug
af approximationer pd forskellige niveauer, hvilket ikke var
nar sd udpraget ved forgreningsmodellen.

4) Yderligere kommentarer til modellernes trovardighed:

Vi har endvidere set pd modellerne i forhold til begrebet ma-
tematisk generélisation. Vi-fandt her frem til, at de to model-
ler rent matematisk korrespohderer med hinanden og med den al-
mindelige populationsgenetiks resultater. Hvis man ud fra model-
lerne havde deduceret andet, end at overlevelsessandsynligheden
er lig startfrekvensen, nar der ingen selektion er, havde dette
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varet en modstrid med den alment accepterede populationsgene-
tik. En sadan komplikatioh er imidlertid ikke opstdet, og mo-
dellerne er harmoniske indbyrdes og i forhold til den verifi-

. cerede teori.

5.3. Modellernes placering i et fagomrade.

De modeller, vi har betragtet, préducerer négle.kVéntitati4“
ve udtryk, som beskriver nogle forhold i en afgr®nset del: af
virkeligheden - genstandsomrédet Udtrykkene fortolkes og ind-
gdr i den evolutionsteoretiske debat - fagomréadet.

_ Modellerne anvendes, samuen med nogle konkrete forswgsresul—
tater, til at argumenﬁére for bestemte synspunkter,angéende
hvordan genstandsomradet er'sammehsat idet genstandsomrddets -
struktur er afggrende for hele opfattelsen af, hvorledes evo-
lutionen foregar. '

Modellerne har altsd en vis betydning for, hvorledes teori-
en for evolutionen udformes. Modellernes rolle.i_fagomré—
det er derfor, hvad man kunne kalde teoridannende, idet deres
resultater benyttes som et'bindeled mellem foré¢gsresultater
og Seivétﬁéoriudformninéen.

.5.4: Problemer med modellernes formalside.

Vi har.set, at Haldane tilsyneladende var den fgrste, der

fandt frem til grundsztningen for forgreningsprocesser.

Watson naede frem til, at udslettelséssandsynligheden 1 en
forgreningsproces altid er 1. Haldane fandt frem til, at dette
var ukorrekt, og ndede derigennem frem til, at mutante gener

_ faktisk har positiv overlevelsessandsynlighed, nir middelantal

afkom er stgrre end l Dette er ogsé et intuitivt mere fornuf—
tigt resultat end konsekvenserne af Watsons forslag, hvis det
blev anvendt pd samme populationsgenetiske problem. '

Haldane mdtte altsd fardigggre en del af den matematiske te-
ori for forgreningsprocesser for at kunne konstruere en fornuf-
tig model for genstandsomrddet.

. Det er bemarkelsesvaerdigt, at Haldane narmest kun navner det-
te resultat i en bis®tning uden nogensomhelst forklaring p&,
hvordan han ndede frem til det. Miske fandt han det dvigtigt
i forhold til sit primzre formil:-At forklare hvordan evolutio-
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nen foregAr. ) .
Vi har ikke i vort arbejde med diffusionsmodellen fundet ek-

seﬁéler pa, at man har mittet klare hidfil ulgste matematiske
problemer for at kunne ni videre i modelkonstruktionen.

5.5. Debatten om matematiske modeller.

Der er ingen tvivl om, at de modeller, vi har-betragtet er
teoriladede. Nu kan man imidlertid tale om forskellige grader
af teorlladethed. En del af debatten drejer sig netop om at
klassificere matematiske modeller i forhold til dette begreb. ]

Man md konstatere, at diffusionsmodellen er mere teoriladet :
end forgreningsmodellen. I diffusionsmodelleh bygger bestem-
melserne af middelvardi og varians pd teori, mens dette ikke
er tilfzldet, . ndr man skal valge afkomstfordeling i forgre-
ningsmodellen. I begge modellerne er det dog ngdvendigt at
kende hovedegenskaberne ved gendr, samt at kende begreberne
selektion og mutation. I forgreningsmodellen ser man ogsi,
at begrebet selektion indfgres pd en mere intuitiv made, end
tilfaeldet var i diffusidhsmodellen, hvor teorien netop sagde,
at s skulle indarbejdes i middelveardien p& en bestemt mdde.

visse ad hoc-modeller har nzrmest varet bestillingsarbejde,
der skulle understgtte bestemte politiske og gkonomiske in-
teresser. Modellerne vi har set pa, udnyttes til at argumen-
tere for bestemte synspunkter i en grundvidenskabelig debat.
Det er dog vigtigt at bemarke, at debatten fgrst er opstlet
efter modellerne er blevet konstrueret. Dette skyldes ikke
mindst, at modellerne har det, vi kalder en teoridannende ka;
rakter. Troverdigheden af argumenter, der bl.a. bygger pd dis-
se modeller, md derfor ogsd vurderes ud fra en diskussion af
modellernes trovaerdighed.

En del af debatten om modeller har drejet sig om, hvorvidt
modeller af og til konstrueres for matematikkens/matematikerens
skyld, eller om det altid er intentioner om at producere ny
grundvidenskabelig erkendelse, der har medfgrt, at modeller
er blevet konstrueret. En diskussion heraf ses f.eks. i (i8).
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Foigreninqs- og diffusionsmodellen ser ud til at have haft det
sidstnavnte formil. Matematikken har haft en redskabsfunktion
og har varet af sekundar betydning i forhold til ¢néker?om at
opnd ‘et dybere kendskab til ggnstandsomrédets struktur.-Et
problém,vi ikke har beskaftiget os med, er:hvorvidt an&éndelsen
af matematik har haft en fremmedggrende effekt overfor popu-
lationsgenetikere med ringe kendskab til matematik, og om det-
Et andet aspekt, vi ikke har beskaftiget os med, er den ny-
ere udvikling indenfor modeller for fikseringssandsynligheder.
Det er givet, at en del af den kritik, vi har givet af de to

modeller, er pipeget enten af modelkonstruktgrerne selv eller
fra anden side. Dette, 1 sammenhzng med de stadigt mere raffine-

rede metoder indenfor sandsynlighedsteorien, har resulteret i for-

skellige forsgg pd forbedringer af modellerne, hvilket vi ikke
har f3et tid til at g& naermere ind pd. De modelteoretiske dis=
kussioner,vi har haft, har dog ikke varet afggrende afhangige
af kendskab til den nyeste udvikling indenfor omrddet.



6. KONKLUSION.

Vi har nu analyseret spgrgsmdlene i problemformuleringen med
udgangspunkt i to konkrete modeller.
Det har specielt vist sig at, -at det ikke er uden problemer

at skulle vurdere trovardigheden af modeller indenfor et na-
turvidenskabeligt omréde som matematiker. -

Troverdighedsspgrgsmilet er hovedsageligt blevet drejet over
.1 retning af, hvilken virkelighed modellerne galder for; éller
hvad :der er modellernes gyldighedsomrdde. Vi har f.eks. kon-
stateret nogle indskrenkninggr i modellernes gyldighedsomré&de
‘P.gr.a. en rakke betingelser som opstilles savel i procesval-
get som i parameterbestemmelsen.

Kendskabet til modellernes gyldighedsomride er nok s& vig-
tigt for, hvor meget man kan tillade sig at slutte ud fra mo-
dellens resultater. Modellernes trovardighed afgg¢res feorst og
fremmest i sammenheng med empiri, men dog har vi fundet ud af,
at approximationerne er rimelige -hver-for-sig, og-at modellerne
udggr et konsistent system indbyrdes og i forhold til den veri-
ficerede populationsgenetik. ’

Det har varet vigtigt for overskueligheden af analysearbejdet,
at forsgge en begrebsmessig opdeling af modellerne i forskelli-
ge dele, siledes at man opnir en klar fornemmelse af, hvad der
er model, og hvad der er virkelighed, og hvilke trak ved model-
len, der er formale begreber, og hvilke der viser hen til @en
virkelighed, der modelleres. Vor opfattelse af begfébet teori-
ladethed har haft en vigtig rolle i denne skelnen mellem for-
skellige bestanddele i modellerne.

Desuden har vi undersggt modellernes formdl, hvor vi bl.a.
har set, at modellerne har en interessant placering i spillet
mellem forskellige opfattelser af elementer .ved evolutionen.
Specielt er det vard at bemarke, at modellerne har betydning.
for teoridannelsen uden egentlig at indgd som en del af teorien.

Alt'i alt hdber vi, at resultatet af disse undersggelser kan
vere med til at videreudvikle kritikken af teoriladede modeller.

-70-
APPENDIX

FORMIDLING AF STOKASTISKE MODELLER I POPULATIONSGENETIK TIL
GYMNASIET OG HF

Vi har nu set pd to stokastiske modeller, der besvarer
spprgsmilet, "hyad er sandsynligheden for fiksering.af mu-
tante generx 2" .

Vi har dlskuteret, hvordan dlsse modeller er opbygget.

Vi har forsggt at vurdere, hvorvidt den populationsgenetiske
erkendelse, som modellerne producerer, er trovardig - dog ud
fra det forbehold, at vi ikke har detaljeret biologisk ind-
sigt. Vi har unders¢gt om modelkonstruktionen kan medfe-
re udvikling af ny matematisk erkendelse. Og vi har set pa&,

. hvordan modellerne og deres resultater indg&r i et fagomrade.

Spgrgsmilet i dette appendlx er nu, om det er relevant og
muligt at formidle stokastiske modeller i gymnasiet og HF 2.

De stokastiske modeller, vi har set p3, er opstdet ved at
tilpasse dele af den almindelige teori. for stokastiske pro-
cesser til fenomener i et givet genstandsomride. Vi er af den

‘Opféttelse, at disse modeller giver et udmerket indblik i,

hvad modeller er i almindelighed, og hvad stokastiske model-
ler er i serdeleshed Det er imidlertid et stort problem med

-hensyn til formidling, at teorien for stokastiske processer

kraver et ret indgdende keﬁdskab til saﬂdsynligﬂedsregning,
f.eks. forskellige sandsynlighedsfordelinger, betingede sand-
synligheder, Markov-kader, simultane fordelinger, middelvardi-
og variansberegninger. Desuden kraves kendskab til en rakke
matematiske begreber, som f.eks. iteration, kontraktion, rak-
keudvikling, integral- og differentialregning.

S& konklusionen pd spgrgsmidlet m8 vare, at stokastiske mo-

deller af den type, vi har beskaftiget os med, mdske nok er

relevante, men meget vanskelige at formidle. Den eneste mu-
lighed m& vare, at lade forgreningsmodellen repr&sentere den
stokastiske del af et specialestudium i matematiske modeller.
Dette ville dog krave en ret milbevidst faglig indsats, hvil-
ket ville g& ud over de mere generelle aspektei omkring mate-
matiske modeller.
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Ser vi bort fra forgreningsmodellen og diffusionsmodellen
findes der andre, mere simple dele af populationsgenetikken,
der kan anvendes til at eksemplificere begreber fra sandsyn-
lighedsregningen.

Normalt starter sandsynlighedsregningen i gymnasiet med
kombinatorik, hvorefter man introducerer sandsynlighedsteori-
en i overvejende dgrad eksemplificeret ved kast med mgnt og
terning, trakning af kugler fra urner o.l. Hermed forsg¢ges
at illustrere de tilfaldighedsmekanismer, som sandsynligheds-
regningen skal behandle. Ved ogsd at anvende populationsgene-
tiske eksempler til at illustrere sandsynlighedsregningens
begreber, fdr man i hg¢jere grad prasenteret matematikkens an-
vendelse i andre fag i form af matematiske modeller. Man be-
merker desyden muligheden for etableringen af et tvarfagligt
samarbejde mellem biologi og matematik via populationsgene-
tikken.

Vi vil i det fglgende vise, hvorledes nogle af de mest
elementare sandsynlighedsbegrebers anvendelse kan illustreres
ud fra populationsgenetiske eksempler. Gennemgangen har umid-
delbart to svage sider. For det fgrste bliver det nemmere at
illustrere modelbegrebet, ndr matematikken har ndet en vis
kompleksitet, s& vor illustration af modelbegrebet i denne
sammenh®ng bliver ngdvendigvis mangelfuld. For det andet kra-
ver eksemplerne et kendskab til populationsgenetik svarende
til kapitel 1 i dette projekt. Eksemplerne egner sig s&ledes
bedst til en matematisk-biologisk gymnasieklasse eller en HF-
klasse med biologi og matematik som tilvalg.

Eksempel, der skal tjene til at afklare begreberne handelse og

udfaldsrum, og anvendelserne af disse:

Vi antager, at 2 forazldre med genotypen Aa krydses.
Hver af forazldrene producerer altsd 2 slags kgnsceller, A og a,
og afkommets genotype er et resultat af en forening af en k¢ns-

celle fra hver af foraldrene. ? o A
a
Mulige genotyper (udfald) : R RA fla
e ah aq

Vi har altsd et udfaldsrum best8ende af 4 udfald.
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Genotyperne aA og Aa kan regnes for at vare ens. I sd fald
deles udfaldsrummet kun op i 3 h@ndelser. Det betyder dog et
tab af information om, hvem der har bidraget med hvilke gener
til genotypen.

Er vi kun interesseret i fanotyper, deles udfaldsrummet op
i 2 hendelser A- og aa. Ved en saddan opdeling af udfaldsrum-
met mister vi desuden information om nogle af genotypernes
art.

Hvor mange h®ndelser skal man dele udfaldsrummet op i ?

Dette afhanger naturligvis af, hvilket problem vi er inte-
resseret i. Man skal velge den inddeling af sit udfaldsrum,
der giver den simpleste, fyldestggrende forklaring pd det
problem.

Eksempel, der skal tjene til at problematisere begrebet sandsyn-—
lighed som en granse for den relative frekvens.

Mendel bestemte forholdet mellem dominante og recessive
fenotyper hos @rteblomster til at vare 3 : 1. Ved krydsnin-
gen Aa X Aa, hvor A er genet for r¢d blomsterfarve, og a er
genet for hvid blomsterfarve, ville der komme ialt N planter.
N1 planter ville vare rg¢de - fanotypen A -, N2 planter ville
vare hvide - fanotypen a. Nl observeredes altsd i forholdet
Nl/N1+N2. Et s3dant forhold kaldes en relativ frekvens. Ved
at gentage eksperimentet mange gange bem@rkede Mendel, at
den relative frekvens nzrmede sig en granse lig 3/4.

En md3de at opfatte sandsynlighed pd er netop som en granse
for den relative frekvens. Dette kaldes ofte den statistiske

definition af sandsynlighed.

Hvilke problemer er der ved at fastlagge en sandsynlighed

p& denne mide ?

Eksempel, der skal vise, hvorledes regnereglerne for uafhan-

gige begivenheder benyttes i en populationsgenetisk model:

I 1908 generaliserede Hardy og Weinberg uafhangigt af hin-
anden Mendels love. De benyttede sig af regnereglerne for u-
afhangige handelser til at beskrive, hvordan genotyperne vil
fordele sig i en population med genfrekvenserne P{(A) og P(a).
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Resultatet blev fplgende:

P(AR) = P(A) P(A) = P(A)?
P(Aa) = P(A) P(a) + P(a) P(A) = 2 P(A) P(a)
P(aa) = P(a) P(a) ='P(a)2

Denne lov kaldes kort Hardy Weinbergs lov.

Hvilke betingelser skal vare opfyldt for at Hardy Weinbergs

-lov gzlder ?

‘Ndr Hardy Weinbergs lov benyttef sig '‘af regnereglen for u-
afhangige handelser, betyder det, at man kun kan vare s;kker
p4, at loven galder, hvor parringen sker tilfzldigt. Dette

" indebarer, at_populatiéner skal opfylde visse biologiske krav,

for at man med rimelighed kan benytte loven. Der md f.eks. ik-
ke finde assortativ parring sted - dvs. individer med visse
genotyper' md ikke - at parre sig med individer med bestemte

" genotyper -, ligeledes md& der ikke vare selektion, migration

m.v. Havde man indregnet disse mange forhold i loven/mOAellen,
havde genstandsomradets kompleksitet gjort det meget vanske-
ligt at opstille et korrekt udtryk for genotypefrekvenserne.

~Ved at holde sig til det simple tilfalde, hvor den tilhg¢rende

teori er overskuelig og velunderbygget, bliver resultatet me-
get trovardigtp_Til gengzld lagger man s& mange b&nd pad de

populationer, - loven beskriver}.at man kun yderst sjeldent vil
finde pophlationef i haturen, der opfylder alle betingelserne.

Eksempel, der,skai illustrere forskellige fordelinger og van-

skelighederne ved at valge mellem forskellige fordelinger i

" en konkret situation:-

Indenfor populationsgenetik benyttes forskellige afkomst-
fordelihger_for f.eks. mutante gener.
Bin(lami lfordelvin : P = (2’ (-—I—]k ( - L)w.k
a g A= k) \aw aw

Dette er sandsynligheden for, at et mutant gen i generation t
bliver til k mutante gener i generation t+l i en population

med stgrrelsen N.

k "
Pe = %'Rf

poissonfordeling
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Dette er sandsynligheden for, at et mutant gen i generation t
bliver til k mutante gener 1 generation t+l, ndr middelantal
afkom for det mutante gen er lig M. '

Diskussionsspgrgsmil:
Hvorn&r er det bedre at anvende en binomialfordeling end en

poissonfordeling ?

Alt i alt ma man sige, at der er meget f& begreber i sand-
synlighedsregningen, som ikke kan illustreres med populations-
genetiske eksempler. Ud fra en padagogisk/matematisk synsvin-
kel kan man sige, at begransningen mest ligger i, ﬁvor meget
tid man ¢nsker at anvende til at forklare begreber fra popu-
lationsgenetikken.
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BILAG C. Middelvardi- og variansberegninger.

Vi vil ikke her givé noget formaliseret bevis for denne pé-

Vi vil fg¢rst beregne middelvardien af andringen i genfrekvensen stand. Men vi har altsd, at for to forskellige former for se-
i det tilfalde, hvor der ingen selektion optrader (s=0). Vi skal lektion, som vi skal beregne middelandringen i genfrekvensen ’
.altsd finde E(Y/ZNe - xo), hvor Y/ZNe er en stokastisk varierende ) for i det fglgende er vo(xoh x(l-X)/2Ne.

genfrekvens i generation 1, og X, er den konstante startfrekvens
i gsnerqtion 0. Vi har da, at E(Y/ZNe —xo)= E(Y/ZNe) - X Ef-
tersom der ingen selektion er, dvs. frekvensen ikke systematisk
presses i nogen retnlng, antages at E(Y/ZN )=z E(x )= X, - Altsa
er E(Y/2N ~Xg )= xo-x = 0.

Dernast ser vi pd variansen i frekvensandringen. I tilfaldet

med ss30 har vi, idet Y betegner antallet af mutante gener i gene-’

ration 1, at Y= B1+.....+B , hvor Bl"""’ B er uvafhangige

2N 2N
bernoulli variable (hv11ket &r det samme som at YSer binomialfor-

delt). Da er

g&.) f‘mf“ M(7.&);) =B l&) Q%ZXS;’X) M

Og

VEX~Xe) = VCx) = V(Xe) = V(X )= ‘)“Lq_:w'—',,r)

Bemzrk at vi her indfgrer Ne i stedet for N - Neér den sa-
kaldte effektive populationsstgrrelse. En population med N in-
divider formerer sigiikke ngdvendigvis serligt effektivt - Ne
kan opfattes som det mindste antal individer, der kan formere
sig lige s& effektivt. N_ er altsd en modelpébulation, der for-
merer sig med optimal effektivitet. .

Hvis f.eksi Nm er antallet af hanner, og Nf er antallet af
hunner i en population - alts& NaN +Nf - kan N - vises at vare
N, = 4N Nf/N (9 ). Heraf haves, at N = N ndr N :Nf, og at N <N h ' ' -
ndr N # Ne. Andre ting af betydnlng for forholdet mellem N £°9
N kan vere geografiske forhold (4).

‘ Vi skal s til at se pa tilfzlde med selektion, hVvor middelan- )

dringen i genfrekvensen bliver forskellig fra 0. Her vil middel- - - V -
zndringen vare givet ved forskellige udtryk afhangigt af, hvilke .

former for seélektion, der er tale om. Derimod vil udtrykket for

variansen forblive uandret, da der blot er tale om, at processen

systematisk presses i en bestemt retning med en konstant s-vardi
forskellig fra 0, hvilket ikke giver anledning til andret varians.
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BILAG C. Middelvardi- og variansberegninger.

Vi ser fgrst p& tilfaldet, hvor A, har en konstant selektiv

fordel i forhold til A, (6): - :

A A . AJA,
1 ; 172 ) AyA,
1+2s 1+s 1
generation t: x2 2x (1-x%)- (1—x)2 (genotypefre-

kvenser, nar Ay har
frekvensen x) .
Dette svarer til et forhold mellem genotypefrekvenser pa

x2(1+2s)/2x(1-x)(1+s)/(1-x)2 i generation t+l, ndr selektionen

indregnes. Idet x' betegner middelgenfrekvensen i generation t+l

og x den tilsvarende 1 generation t, fdes middel®ndringen i fre-
kvensen til:

ey o X (1428) % X(4-X)(1 %)
X'-x B(1+28) « w(4-x)(H1s)+ ({-x) "X

s 255+ x3 5% (4-X) - X
4+25% ¢+ 28x(4-%)

o s 4 SX(4-x)- 25x> -~ 25x*(1-%)
4+ 288" + 2ex (1-X)

a x(1-x)
‘h(?.x’*'lx(‘l-'ﬂ)s

A+ (2xT e 2X(1-X))S s :'_Q:SE_ + hver asx(4-x) ogbs').x"«zxﬁ-x)

: Heks) - 5°b
{0 ; fts): o (‘“bs)? s '(T%'BEF
Po)s a-x(1-x) i §(s)= o 22ldebedo - GRS

£"o)s -2b = ~Ua*-yx(1-X) = -yyx

Vi har da ok :

fes)e xCA-X)s ¥ (F2X)s%4 oo

o8 for lille ISt haves : f(s1m=sxc1-x)
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BILAG C. Middelverdi- og variansberegninger.

Ser vi herefter pad et mere generelt tllfalde, hvor s og s- h
er hhv. den selektive fordel for den mutante homozygot og he-

terozygoten, har vi:

ARy AA, ARy
1+s l+hs 1
Og middelandringen i frekvensen bliver da:

xu_x__xz(‘hfs)+X(1-x)(1;h5) - X
TOX344s) * 2XCA-XI(1 + W)+ (ox)?

e X:sextX(1-XYhs

Avext 22x Q-x) hs _ *
. gzsfx(;hx)hg‘-gxs-zx‘gj—mhé

Ar 5 x® £ 2x(4-2))

s Sx(4~%)(Xeh-2xh)
445 (x2+ L2 (4~x))

£ (4-2h
4+ ( X2+ 22 (4-X) )

f(s) = q%%,s— rakkeucluikles omkAng s=o :
ftoy: 0 ; §'8)= q-‘*ﬁj‘iﬁb e I £'w)-q
")+ a--z(-(_{“{g—!?)?'—b-—_ "Z%%%)‘ ; £ (1= 2ab
fes)z sxCHXIxvh-2x) 3 5= (X% 2201-X)2x (4= XYxs b 25ch) s oo
for isi Lille haves

f(8) 2 sx (1-x) (hy (- 2R)X)
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1

DEN STIPLEDE GRAF SKHL GIVE EN GOD
APPROXIMATION FOR $>8 0G N STOR

FIGUR 3.4.2.8 Us(1-EXP(-2%5))/(1-EXP(~ 4*N*S)) NE=N=18;-98.88<=5¢<=0.03
U=2%S/(1-EXP( 4*N*S)) NE=N 18;-8.08<= S<=8 A3;STIPLET

bt - :
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DEN FULDT OPTRUKNE GRAF SKAL GIVE EN GOD HPPROXI-
MABTION FOR 4NExS>>1 OG S LILLE OG POSIT

U=5%NE*S/K; NE=188; N
? U

U=(1-EXP(-2%NE*¥S/N) )}/ (1 -EXP(—4%NE%*S) ) ; NE=109; N=223; STIPLET

=288

FIGUR 3.4.12.C
RTLR¢ O
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U=(1-EXP(-2%NE#S/N) )7 (1-EXP(—-4*NEXS) ) ;NE=100;N=288; STIPLET

—~EXP (~2%NE*S/N) ; NE=168; N=200
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BILAG E. Omskrivning af udtrykket for overlevelsessandsynligheden.

Vi gnsker at fa udtrykket

“4WeSXe 4

- U(Xe)= 'E:W

skrevet op som en razkke. I-en matematisk opslagsbog finder man,
at Bernoullis polynomier B, er defineret ved- )

L1 2
b &g 2 Balt"
. M , &
AN o1
F 2 2 Ba
hvor tl < 2T og de f¢rste tre Bernoulli- polynom:.er er

bi(2)e2-1 ;600 (i‘/z) () st (PH0-(F4) (&)

Vi héu: m; )
R4 e E n1 % -1
| !ﬁi-*%— ot Joncae

= ) (Ba@" - Ba o)™
nz4 .

D (B (®- BT for ba-UNeS g 2ex,

ned

Heraf fies

U(Xo) » Z C Bn (X)) ~ BnCo))-: (—‘l M&S)

Vi vil beregne de tre f¢rste led

(B (X) -6, €0) ] s Xe= T~ (-5) = Xs

nas2:

(B10%) - B1(0)) (-4 Nes)

u .U‘;\ * Xo + 'lweSXo("‘.'X.\ +
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= ((x" . n)' (#)) (-H}dq_s)

(-2 Neg) Xo (1-%.)

2 2'\): XO(“"XQ)

n=3:

(B2 (%) - By (0)) (-4 Nes)*

2 (('ffz‘—xq"“"_"“(o)w "H\)es\
(3 x>- x'+3 x)(2 UeS)z |

ﬂ‘ks'k'é)—‘ x° LZXQZ -3 % ‘4)

“—’g’f—s)—- Xo € Xo=4) (2%6-1)

Vi skriver altsd nu u(xo) som

lZNes_l £ 'IT :
(2NesY .
3

Xo (Xo-4)(2 Xo-1)+
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8/78 "DYNAMIK 0G DIAGRAMMER". Introduktion til
energy-bound-graph formalismen.

Peder Voetmann Christiansen.
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og Per H.H. Larsen.

Vejleder: Mogens Niss.
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En projektrapport og to artikler.

Jens Hgjgaard Jensen m.f1.

27/80 "METHODOLOGY AND PHILOSOPHY OF SCIENCE IN PAUL
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STEMER BASERET PA MENGDELARE".
Projektrapport af Troels Lange o9 Jergen Karrebak.
Vejleder: Stig Andur Pedersen. )

32/80 "POLYMERE STOFFERS VISCOELASTISKE EGENSKABER - BELYST
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SMATEMATISKE MODELLER" - L1tteratur pd Roskilde

“Universitetsbibliotek.
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Else Hayrup.

"EN - TO - MANGE" -
En undersegelse af matematisk ekologi-.

Projektrapport af Troels Lahge.
Vejleder: Anders Madsen.

"ASPECT EKSPERIMENTET" -
Skjulte variable i kvantemekanikken?

Projektrapport af Tom Juul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.

"MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtninger
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VeJleder Jorgen Larsen.

"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".
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Projektrapport af Erik 0. Gade, Jergen Karrebzk og
Preben Norregaard.

Vejleder: Anders Mads%n.

"FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION", som et eksempe] pé
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 Else Hoyrup
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Bernhelm Booss og Jens Hoyrup
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ESCHERICHIA COLI".
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Vejledere: Jorgen Larsen og Anders Hede Madsen

Vedr. tekst nr. 55/82:
Se 0gsd tekst 62/83.

Nr. 57 er udgiet.
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