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0. Abstract.

-Denne rapport omhandler fremkomsten af den sakaldte elipsoide-
metode til lesning af linesxre ulighedder og metodens betydning
for linezr programmering og for teorien om algoritmers komplexitet.

De grundlaggende begreber ved NP-teorien og linear programme-
ring, herunder den mest brugte lesningsalgoritme Simplex, gennemgéds.
Derefter beskrives elipsoidemetoden og der feres bevis for hvorfor
den, 1 modsztning til Simplex-algoritmen, er polynomial. Der gives
et eksempel p& en implementation af elipsoidemetoden og pad de der-
med forbundende problemer. Tilsidst diskuteres de teoretiske og

praktiske konsekvenser af elipsoidemetodens fremkomst.
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1.  Introduktion.

Da vi skulle starte pa dette projekt, blev vi af en daﬁalogi—
l@rer gjort opmerksomme pa en artikel i Byte(Berfesford‘1980).
Artiklen beskriver en algoritme til lesning af line®re programme-
‘rings-problemer (L.P.) i polynomiel tid. Endvidere behandler artik-
len det medieme:ssige rgre, algoritmens ophavsménds artikel (Khachi-
‘yan 1979) afstedkom. \ " '

Khachiyan's alQoritme blev omtélt i de store aviser(Lawlér 1980)
som en opdagelse, der ville fa betydning langt ud over fagkredse.
Motivationen' for en sadan og andre lignende udtalelser vil her kort
blive opsummergt.

- Nar manIQurdérer en algoritme,'ér det oftest afgzrende, hvor
hurtig den er.'Hvof hurtig en algoritmé er afhanger naturligvis af,
hvor stort et tilfalde afvet givet slags problem, der skal lzseé.l
Denne sterelse betegnes‘h. Man kan s& finde en fuqktion af n, der
béiegner, hvor lang Eid;det’hejst kan tage at lose et;tilfmlde'af
stérelSenAn. Dénne funktion kaldes komplexiteten;leis komplexite- -
ten kan udtrykkes som et polynomlum af n, kaldes algorltmen poly-
nomiel. Alle andre komplex1teter kaldes eksponentielle. Den neden-
stdende figur v1se; nogle‘eksemplgr pa forskelllge,algoritmers

komplexitet samt deres tidsforbrug ved forskellige n.

kom-= n’ 10 .| 20 30 40 50 60
plexitet : A }
n h1-10"5s [2:107%s {3-10" s[4+ 107 2s|5-107%s| 610775
n®  fe1074s |4e107%s (9 1074 16107 s | 25107 %[ 36907 %s
n’ fi-1073s [8.1073s [271073s [641073s | 1259078| 2161072
n> - 1s 3.2s | 24.3s | 1.7m | 5.2m 13m
2" 110735 | 1s 17.9m| 12.2a [35.7ar [4s10%r
3 5.10"%s | s58m | 6.5ar|a- 1050é124010° 1901 %ar




For store vardier af n er det indlysende, at en polynomiel-tids-
algoritme er Iéngt-at'foretragke fremfor en éxponentiel—tids—algo—
ritme. Hvis man prever at tenke pa fremtidens datamater, bliver de
maske 100 eller 1000 gange hurtigere. Nedenstdende figur viser,
hvor meget tid der vindes for de samme komplexiteter, som foregd-
ende figur. N betegner den'stzrste storelse af et problgm,;der pa
en nudags-datamaskine kan leses pa en time.

komplexitet nu-dags-data-] 100 gange 1000 gange
' ' ' mat huttigere hurtigere
n N, 6100N.| 1000N1
2 N 10N 31.6N
n 2 N2 2
3
n N, 74.64N3 10N3
5 ,
n” N4 2.5N4 3.98N4
n _
2 N5 N5+6.64 N5+9.97
n + .
3 N N6+4.19 N, 6.29

Det ses, at ogsd i fremtiden vil polynomielle algoritmer langt
bedre kunne udnytte en forbedring af teknologien.

L.P.-problemer er oftest store problemer, d.v.s. n er stor. Man
har siden krigen brugt Simplex-algoritmen til at le@se L.P.-problem-
er. Denne algoritme vokser exponentielt med storrelsen af problem-
et. Derfor er det teoretisk meget opsigtsvakkende, at der nu eksi-
sterer en polynomiel-tids-algoritme til lesning af L.P.-problemer.
Spergsmalet er sa, hvilken praktisk betydning algoritmen vil f& nu
og pa langere sigt.

Formdlet med dette projekt er at give en introduktion til emnet

og derigennem preve at vurdere denne nye algoritmes betydning teo-
retisk savel som praktisk.




2. Line®r programmering.(L.P,) .

.. 2.1.  Operationsanalyse.

Nar der skal tages en beslutning i en eller anden situation,
er der ofte et utal af mulighedder at vaelge imellem. Man stra-
ber naturligvis efter at udpege dén bedst mulige lesning blandt
dé mange mulige. Det er ofte tilfaldet, at det er svert umiddel-
bart at vurdere de mange mulige lesninger m.h.p. den bedste.

Der er derfor udviklet hj&lpemidler.til den slags situationer.
Dette. kaldes operationsanalyse.-

Operatlonsanalyse bllver brugt i de fleste kompllcerede situ-
‘ationer militert sdvel som civilt. Eksempler pa 51tuat10ner, der
er oplagte at anvende hj&ipemidlef til at analysere m.h.p. en ‘
beslutning, er'proddktionsplanlagning og investerihg. I begge
tilf&lde-er'det:interéssant atvmaximefe afkastet pa grundlag af
Adevforudsatninger, han arbéjdef_pé, Disse foruds&tninger‘giver
‘sig udslag i en bégransning i handleffiheden. Det kunne i de o-
 venst&ende eksempler vare tidligere indgdede kontrakter eller
skatteloven. Det kunne. ogsa vere . m1n1mer1ng, der var malet. F. eks.l

~hvilke rastoffer skal anvendes til en. glven produktlon for, at
tungmetaludlednlngen bliver mindst mullg.

En meget anvendt del af operationsanalysen er L.P.. I det.
f@lgeﬁdé vil:den katagori af proBlemer, der kan analyseres v.h.a.

L.P., blive beskrevet formelt.

2.2. thation.

Et lineart prOgrammerings—prbblem'bestér af:

a) objektfunktionen, den funktion der skal optimeres
b) begraznsninger '

c) ikke-negativitetsbetingelsen pd de variable



a)

b)

Objektfunktionen er af formen:
c1x1+c2x2+c3x3+ ..... .,.+¢nxn=z , hvor

z er den verdi funktionen antager. Det er z, der enten skal

. minimeres(z(min)) eller maximeres{(z(max)), altsa z skal op-

timeres.

c'erne er konstanter, der kan betragtes som omkostningsfak-

torer.

x'erne er de variable, hvis stzrelse Qnskes bestemt, sd z

" minimeres eller max1meres.

Objektfunktionen skrives ofte pd folgende korte made:

CcX=2 shvor

¢ er en n-raekke vektor og x en n- sajle vektor.

Igvrigt minimeres funktionen, nar maximum af -CX udregnes
(og omvendt).

Nar z skal optimeres, er de variable x ofte underlagt nogle
begrensninger. Disse opstilles som m relatioqer:

£@=3b

11X1+a12x2+........‘......+a

1n*n
851Xty XoFeeevei it s ta, X {“@ 1b
L
A 1Xqta oot ..+amnxé —chbm

Disse relationer kan imidlertid omskrives til ligninger ved
indferelse af skyggevariable. Hvis der indferes m skyggeva-
riable y1,y2,.'...,ym kan begraznsningerne omskrives. Dette er

illustreret ved de omringede relationer:

Hx1+a12x2+ ........ .......+a1nxn+y1=b1
21x1+a22x2+...............+a2nxn+0y2=b2

- - L]

a x+ X+.'.I...ll......+ - =
mi1io1 am2 2 amnxn ym m



Dette system af ligninger kan kortere skrives, som
AxX+y=b yhvor

A er en mxn-matrix,x en n-sejle vektor, y en m-s@jle vektor

‘og‘b en m-sejle vektor.

c) Den variable x1,x2,.;..,xn ,'der skal tillegges verdi ved
en optimering, skal tillegges ikke-negative verdier. Man
kan f.eks. ikke producere et negativt antal af en bestemt va=- -
re. Ikke-negativitetsbetingelsen skrives kort:

30

x20. , hvor

0 er en n-segjle nulvektor.’

Det ses af ovenstaende, at de problemer, der kan optlmeres
v. h a. L.P., skal kunne opskrlves i llneare udtryk F.eks. kan
' funktloner, hvor potenser af et eller flere x'er indgdr ikke op-
timeres v.h.a. L.P.. | - - |
N&r en lzsningsmetode til_L,P.—problemer beskrives, benyttes
som udgangspunkt ét-L,P.fproblem pd standardform. I matrix-no-

tation ser standardformen.ud, som felger:

CX=2
Ax=b ,
Xl:_‘() i ) ¢

. Her erfx—vektOfen_tilfzjet skyggeVariablene. Disse er altsd ogsa
underlagt ikke—négétivftetsbetingelsen. Til'betegnelse af matfif
cernes storrelser anvendes de samme' bogstaver som tidligere, dog
betegner n nu summen af det oprindelige n(nu n') og m. D V.S.,

matricernes stgrrelse er:

K(i ‘(‘\> (C_i Cl.--o%,,\)l ))((j}__ » LJi\
' . . : . S
wlnxA) X! bbmwg‘ .
Y4 ' s

wA

71
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a11 a12.....a1n O..;.O\\

a21 a22.....a2n 01....0
A(mxn): . R . . .
B . am1 any - arnn 00 1

Fordi skyggevariablené oﬁtr&der netop en gang i hver sit band,
kan de indeholdes i A-matricen, ved tilfejelse af en mxn enheds-

matrix. =

2.3. Dualitet.

N&r man maximerer et L.P.-problem af formen:

cx=z (max)
ax€b

x>0
minimeres samtidig L.p.-problemet pd formen:

by=w(min)
Atyéc
y=0

Maximeringsproblemet siges at vare det primale problem, mens mi-
nimeringsprbblémet siges at udgere det duale problem.

Hvis relationen i det primale L.P.-problem er Ax%(b, ganges

igennem men -1, s& relationen @ndres til ®. Hvis det z, der skal

| udregnes i det primale L.P.-problem er minimum af objektfunktio-
nen, udregnes maximum w af det duale problems objektfunktion.
D.v.s., hvis et L.P.-problem pd standardform leses, er der i den-
ne lesning ogsd indeholdt lgsningen pd det duale problem(hvis
man har brug for den?). Dette kan illustreres i det sdkaldte

Trucker-diagram:




PRIMAL
variable x1?0..,..;..xn>0 realationer konstanter
P > | oy ~
y1—0 a11......,..a1n : ; b1
RY : : .
A .
L » .
> >
ym-‘o am,locoonaoccamn . bm
realationed €.....c.....% I £y (max)
~konstanter | C ......auvlCy - 2z (min)

Diagrammet viser,at:

‘ Objek;funktionen skal minimeres i den primale. form og~makime—
‘res i den duale form.

Ulighedstegnene i minimeringsproblemet overalt er = og € i

maximeringsproblemet.
Koefiéienterne,i den ene forms objektfunktion udger hejresiden

af begreznsningerne i den anden.

- A-matricen transponeres ved overgang fra den ene form til den

anden. . . '
Antallet af variable i den ene form er lig antallet af begrzns-
ninger i den anden. .

Alle variable er underlagt' ikke-negativitets-betingelsen.




3. Klasserne P og NP,

3.1, Algoritme analyse.

7 Et vigtigt omrdde inden for teoretisk datalogi er analysen af
algoritmer og beregningen af deres effektivitet. En del af de al-
goritmer, man kender til lesning af kombinatoriske problemer, kan
~ kun anvendes til l@sning af mindre tilfszlde. Dette skyldes, at
antallet af operationer, der skal udferes af algoritmen, vokser
eksponentielt med storelsen af ‘tilfzldet.”Et eksempel herpad er
problemet med "Den Rejsende Saider"(DRS), hvor man ékal finde aen
hurtigste vej, som beseger alle byer i et givet omrade(Garey 1979).
For at forstd disse problemers sammenhazng er der udviklet en
teori, som kaldes teorien om NP-komplethed. Det er denne teori,
som dette kapitel omhandler. I afsnit 3.2. forklares begrebet algo-

ritmers komplexitet og NP-~teorien gennemgas i afsnit 3.5..

3.2. Algoritmers komplexitet.

N&r man vurderer, hvor "god" en algoritme er, maler man oftest
dette i k@rselstid; Korselstiden er selvfegelig ikke ens pa for-
skellige datamater. NAr man har en algoritme, afh&nger kerselstiden
ogsa af, hvor stort et tilfzlde af problemet man ensker beregnet.
For at kunne generalisere mdlet for en algoritmes effektivitet
maskinuafhangigt har man indfert begrebet: en algoritmes komplexi-
tet. A

En algoritmes komplexitet er en funktion, der beskriver tiden
for en algoritmes udferelse afhangig af tilfzldets sterelse. Til-
feldets sterelse befegnes n, og er sterrelsen af det input, algo-
ritmen kraver for at lese tilfezldet. n er altsd fysisk en tegn-
streng. Komplexiteten betegner sa antallet af elementare instruk-
tioner, der skal udferes for at lose problemet. Disse instruk-
tioner, forudsazttes at have samme udferselstid.

Komplexiteten udtrykker altid den sterst mulige udferselstid
for et givet n. Man kan som oftest finde tilfezlde med samme n, der
krazver et langt mindre antal element®re instruktioner. Hvis man
beregner komplexiteten for en algoritme, kan man altsa teoretisk

(maskinuafhangigt) sammenligne den med andre algoritmer. Man kan




ogsé'(hvis det har interesse) udfra komplexiteten laVe overslag
over k@rselstlden P& en bestemt datamat udfra manualernes oplys—
nlnger om udferselstider.

3.3. Eksponéntielle og polynomielle algoritmer.

1 kapltel l er der vist to figurer, som viser, hvordan algoritr
mer med forskelllg komplexitet vil opfere sigqg. Algorltmer, hvis
komplex1tet kan udtrykkes som et polynomie, p(n), i sterrelsen n,
kalder man for polynomielle. Man siger o0gsa, at der_eksiSterer en
polynomialtids algoritme til lesning af problemet. Algoritmer,
hvis komplexitet.vokser eksponentieit med starrelsen af n, siges
at vare eksponenfielle. De to figurer viser, at ba&de nu og i frem-
tiden er det idealet at kdnstruere‘polynomielle algoritmer,

Dog er der konstrueret polynomial-tids algoritmer, der forst
éyntes meget tidskrzvende. Det ‘er en tommelfingerregel) at forbed-
ringer plejer med tiden at fere til hurtige algoritmer, hvis bare:
VUdgangsalgoritmen ef én polynomiaiFtids'algoritme..Mange eksponen-
tiel-tids algoritmer virker i daé_fint i praksis, fordi de til-
falée man beregner ikke kraVer udf@reise af det teoretiske storste
antal 1nstrukt10ner. , ‘ , |

Som det . ogsa ses’ af ferste figur-i kapltel 1 kan en eksponen—
tiel- tlds_algorltme:vare hurtlgere for smd n (her 10) end en poly—
'nomial4tid§valgoritme.'Man kan finde flere ekstremer, hvor‘det
praktisk viser sig-fordelagtigt at benytte en ekSponentiel—tids-alf,
goritme. Der er dog alligevél eniéhed om, at de storste fremskridt

ophés,ved konstruktion af polynomial-tids aigoritmer.

3.4, Turing Maskinen.

NAr man analyserer. en élgoritme m& man have en model pa hvilken
algoritmen kan udferes. Her vil blive brugt en meget primitiv mo-
del, som kaldes en Turlng Maskine (T.M.). Modellen er skitseret
herunder '

PROGRAM | A o -

Skrive/laese-hoved *

Tegnstregn: T T Ty VYV Y Y T T T Y i l

O



Instruktionerne i programmet er af formen:
1:IF 6 THEN (€%0;1'), som har felgende betydning:

1,1' : er etiketter i programmet
6,8' : er symboler fra et endeligt alfabet
0 : er et af numrene 1,0,-1.

Makskinen virkér altsa, som felger: Hvis det sidst laste syﬁbol
er ¥, sa slet detyoé skriv i stedet &'. Flyt derefter skrlve/l&se—
hovedet til symbolet der star 0 pladser vak fra den nuvmrende:'
position. Hvis det nuvarende symbol ikke er 6§, sa fortsazt med
naste instruktion.

Selvom "instruktionsszttet" synes meget begrenset, kan man godt
udfore mere komplicerede instruktioner ved sma anaringer i modellen.
Ved at omskrive en algoritme, si den udfores p& en T.M., kan

man f& et mdl for algoritmens komplexitet og for, hvor "svart" det

bagvedliggende problém er at lese.

3.5. NP-teorien.

NP-teorien bygger pa en opdeling af datalogiske problemer i
klasser, for hvilke man definerer nogle overordnede begreber.

Der er defineret en klasse P, der indeholder alle de problemer,
som kan 1®ses af en polynomial-tids algoritme. Disse er "gode"
problemer. Eksempler herpd er felgende hentet fra (Papadimitriou
1982):

I. givet en graf G, er kanterne i G forbundet?
II. givet en orienteret graf D og to delmzngder S,T af D's
knuder. Er der en vej fra en knude i S til en knude i T?

Klassen P kan defineres p& flere m&der, f.eks. som de problemer,
der kan loses pa en T.M..

Som tidligere navnt, er det langt fra alle problemer, der kan
loses af en polynomial~tids algoritme. Men de fleste datalogiske
problemer kan omskrives til en genkendelses form, hvor der bare
skal svares ja eller nej i polynomiel tid. D.v.s., at man har en
losning til et givet tilfzlde af et problem, og s& sporges: "Er

10




denne'Izsning rigtig?" Hertil skal svares ja eller nej. Det viser

sig (Papadimitriou 1982), at de fleste problemer kan omskrives til

genkendelsesformAfra hvilken svaret (ja'eiler nej) beregnes i po-

lynomiel tid. Disse problemer udger klassen NP. >.

For at kunne udtrykke dette mere formelt indferes nogle sym-

. boIer.JE'er et givet sat af tegn, et,alfabét. X er en lesning til

det omskrevné problem A bestdende af tegn fraZ. Ixl angiver an-

tallet af tegn i x. c(x) er det kriterie, skrevet i Z, som x skal

. opfylde. |c(x) m& hejst vare polynomiel i |x|. $ er et skilletegn

fra§: .

DEFINITION: A tilherer NP, hv1s der ek51terer en algorltme O&og
et_polynomle p(n) saledes at hvis OKfar X$c(x) som -
‘inddata, hvor lc(x)|€p(]x|), s& nar oK frem til svaret'
ja efter h@jsf p(]x|) skridt.

lEksempel: Som et eksempel tages L.P.. Hvis man har m uligheder med

n Ubékehdte, o9 kender max af cx og x=0, ﬁéger det n(2m+1)+1 ope-

rationer at verlflcere at x er en lesning. Inddata—strengén bestar

f.eks. af x$a11 1 ..fan1xn_ b1,..,am1x1+..+amnxn55bh,x120,..,xdao,

c1x1+..+chh=max~ Da Ic@dlsmaxc(m(3n+1)+3n—1), hvor max, er I&ng—

den af det storste tal i c(x), tilherer L.P. altsd NP. A
Det fremhaves i (Papadimitriou 1982), at det ikke er nedven-

digt at vise, at c(x) kan beregnes effektivt udfra x. Det er nok
at vise, at der bare eksisterer en tegnstreng c(x)._Det viser sig,
at klassen P er en delmzngde af NP, fordi, det, at lese et problem

fra P, kan siges at svare til at afgere, om x opfylder c(x).

' Nar man, skal lese et datalogisk problem, kan det vere en hjélp.
at kunne omskrive det til et problem, for hvilket man allerede
kender en brugbar lzsningsalgoritme.
DEFINITION: Et genkendelsesproblem A1

polynomielt til et andet genkendelsesproblem A2, hvis -

siges at kunne transformeres

der eksisterer en polynomial-tids algoritme; der om-
A'fo;mer en lesningsstreng for A1 til en lesningsstreng
for A2 (Papadlmltrlou 1982)
Det er en meget praktlsk deflnltlon. Den medferer bl.a., at hvis
A, kan transformeres polynom;elt til Az,vog der eksisterer en poly-.
nomial—;ids algoritme for Az, sd eksisterer der ogsa en polynomial-
tids algoritme for A1. Definitionen bruges ogsd .til at definere en
klasse af NP-komplette problemer.
DEFINITION Et problem siges at vare NP- komplet, hvis alle andre
‘ problemer- i NP kan transformeres polynomlelt til det

(Papadimitriou 1982).

11



For at kunne opfylde denne:definition mad klassen af NP-komplet-
te problemer have feolgende to egenskaber: '

I : Intet NP-komplet problem kan l@ses v.h.a. en plynomial-tids
algoritme. A 7

IT : Hvis der findes en polynomial-tids algoritme for et enkelt
NP-komplet problem, sa findes der polynomial-tids algoritmer
for alle Np-komplette problemer. .

Disse to egenskaber ved NBF-komplette problemer gor NP-komplet-
heden til et meget effektfuldt begreb. NP-komplette problemer er
f.eks. problemer som D.S.R. og heltals L.P.. Begge problemer som
* det indtil nu har vist sig umuligt at lese i polynomiel-tid.

‘ Hvis man nu for et givet problem kah vise, at det er NP-komplet,
sd ved man, at der ikke er nogen polynomial-tids algoritme til
lesning af det.

For at bevise at et problem er NP-komplet, skal det opfylde
felgende to betingelser: ' o
I : Problemet skal tilhere NP.

IT : Alle andre problemer i NP kan transformeres polynomielt til
dette problem. .

I praksis vil det vare et tilstrakkeligt bevis for II, at et af
de kendte NP-komplette problemer kan transformeres til det pé-
geldende problem.

Teorien om NP-komplette problemer medferer ogsa, at hvis man
forst finder en polynomial-tids algoritme, som leser et NP-komplet
problem, s& kan man ogs& finde polynomial-tids algoritmer til alle
de andre NP-komplette problemer. Det vil da med andre ofd sige,
at E=NP.

Spergsmalet, om P=NP eller om P4NP, er et meget diskuteret
sporgsmal. Problemet er ogsa, at der er problemer, som synes hverken
at vere NP-komplette eller tilhere P.

NP-klassens topografi synes at kunne anskueliggeres pa felgende

NP- \\\\\
komplette M m P
problemer \\\:\e

NP
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4, Simplex.

4.1, Indledning.

Siden krigen har der stort set kun veret anvendt en algoritme
til numerisk lesning af L;P;—problemer. Denne algoritme hedder
Simﬁlex-algoritmen. Det er Simplex-algoritmen (og variationer af
~$amme),der i dag er det datalogiske verktej til lesning af L.P.-
problemer. ' . o '

Som foruds&tnlng for at forsta og beskrive Simplex-algoritmen
introduceres forst nogle egenskaber ved L.P.-problemers lesnings-
struktur. Pa grundlag af dlsse egenskaber beskrives Simplex-algo-
ritmen, og afsnittet afsluttes med en diékussion af algoritmens '
effektivitet. '

4.2, _Matematiske knaszninger. - ‘

~ Formdlet med dette afsnit er at beskrive L.P.-problemers los-—
ningsegenskaber. DisseAvil derfor ikke blive bevist; men beviserne
kan l®ses i (Krarup 1974). De lzsnlngsegenskaber, der nu beskrlves,‘
skal anvendes som grundlag for forstaelsen af Simplex- algorltmen.
-Denne skal senere udsattes for en narmere effekt1v1tetsanalyse.
Givet et L.P.-problem pd standardform (cx=z(max), Ax=b og x=0)

vil.f@lgende tre begreber blive diskuteret:

a)ﬁl@sﬁingsmangden~

b) ekstrempunkter

c) optimale lzshing(er)

a)-Lzshingsméngden M til et L.P.-problem pd standardform udger en
lukket konvex m@ngae. D.v.s;, hvisvektorerne x1,x2,.<.,xr er‘mulige
losninger til et L.P.-problem, sé-er enhver vektor x, som er en

* ] 1 o :
konvex kombination af x ,..,xr 0gsad en lesning.

Eksempler:

al) To af et L.P.-problems begrensninger ser ud, som folger:
x1s7 ’ ‘ '
x1_9ﬂ

" Her vil M vare tom. Det betyder, at L.P. —problemet ikke har nogen

‘lesning, men M er alligevel en lqkket konvex mengde.

13




a2) Hvis bandene ser ud som felger:

x123
x232

(x1,x2)20
er M ubegrznset og Simplex-algoritmen giver besked i et sadant til-
feelde. Derimod har et m1n1mer1ngsproblem med felgende band:

x1—1

1-.0

losningen 1, selvom M er ubegranset.

-~ a3) Nar M bestdr af mere end et punkt, s& indeholder M uendelig

mange punkter,

b) En optimal lesning til et L.P.-problem findes i et ekstremt
punkt af lesningsmengden M, d.v.sﬁ i et punkt som tilherer M, men

- som ikke kan dannes som en konvex kombination af andre punkter i M.

Safremt en optimal lesning findes i flere ekstreme punkter, si er
enhver konvex kombination af disse ogsad en optimal lesning. Med
andre ord kan optimale lesninger ogsa findes ved ikke-eksteme punk;
ter af lesningsmengden i tilfelde, hvor der er flere og derfor
uendeligt mange lesninger.

Eksempel:

b1) Hvis et optimum findes i et ikke-ekstemt punkt, da ma dette
punkt kunne skrives som en konvex kombination af mlndst to ekstreme

punkter, der svarer til optimale lesninger.

c) Til enhver ekstrempunktslesning er knyttet en base af m lingart
uafhzngige sojle-vektorer fra A-matricen. De basis-vektorer al,
der svarer til positive cj i objekt?unktionen, angiver vardierne
af xj. De x., hvor sejle-vektoren al ikke indgar i basen, indgar

i beregningen af objektfunktionen med vardien 0. At finde en opti-
mal lesning svarer til at finde de(n) base(r) af vektorer for

ekstrempunkt(er), hvor cx antager sit max eller min.

4.3, Simplex-algoritmen.

Nar man vil finde en optimal lesning til et L.P.-problem, skal
denne s@ges i de ekstreme punkter i lesningsm@&ngden M. Der vil dog
vare (%) ekstreme punkter, sid selv for et beskedent L.P.-problem
vil det vare en fordel at systematisere eftersegningen af en eller

14




flere optimale ekstreme punkter i M

Givet et L P. —problem pa standardform behandler Slmplex-algo—.
ritmen dette i'to faser. Den forste gase.flnder en mulig basis-
losning. Fase to forbedrer iterativt v.h.a. basisskift ekstrem-
-punktslzsningen til en optimal foreligger. Det skal her tilf@jes
at Simplex- algorltmen flnder cx (max) ved at finde —cx(minf

‘Til beregnlngerne i Slmplex—algorltmen anvendes en tabel. Den'
ser skematisk ud som leger. '

al

Lkllc béusbﬂrlwio \<

un-

Yoks)

ikke¢ bagdisvariaplen

udtgykt |i basen a’

nlccsp e

oarLdQ{vﬁhéf

stefjrelden hvorhed
ogeg ved bafisskift
T 12 -

nl

I forste fase valges en startbasis for et ékstremt punkt. Et
naturligt valg er her en base bestdende af de m sejle—vektofér:for
skygge - variablene. Koordinaterne for ekstempunktet udgéres.da af
b—vektoren.Adele—vektorene for skyggevariablene udger, som tid-
ligere navnt, en‘mxm—enhedSmatrisse. Derfor kan de n'ikke—basié—

vektorer skrives som den gamle mxn'~matrisse A i den valgte base.

' Den. verdi, som z @ges med (mindskes med) ved udskiftning af en

basisvedktor,a] med en ikke basxsvektor al, er for den ferste tabel
verdien c,;. Da alle skyggevariablene indgar i objektfunktionen med

veagten 0, bliver z initialiseret til 0. Den forste tabel ser. ud,
som felger: ' |

X1l %5 . . S [

Y1314 agof - . . . a1ﬂ b1

Yu8m1 (®m2| ‘ * %nn bm
c1 <, . . cn, 0
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Fase to indledes med at undersege, om verdien af z kan foreges
ved at lave et basisskift. Hvis ingen af ikke-basisvektorene kan
7 bidrage med en positiv veardi, stépper algoritmen. Ellers valges
en vektor ai blandt ikke-basis-variablene. Man kan f.eks. valge den
ai, som bidrager mest til optlmerlng af z.
Nu findes en basisvektor aj, som skal give plads for al. At
foretage dette basisskift svarer til at bevage sig fra et ekstremt
punkt over imod et andet i retning ai. Punktet er ndet, ndr en af
basisvektorene bliver 0. Et mal for, ‘hvor langt man kan gé& for
dette sker, far man ved at dividere de p051t1ve elementer i- al—vek—
toren op i de p051t1ve kbordlnater for det gamle ekstem punkt.
Dette gores rzkke for rzkke, ndr begge operander er positive, og
resultatet indferes i hjzlpesejlen. Hvis alle koordinater for eks-
trem punktet er ikke-positive, stopper algoritmen. Som aJ vaelges
‘den basisvektor, som svarer til den mindste positive verdi i
hjzlpesejlen.

'~ Basisskiftet transformerer Simplex-tabellen. Transformeringen
sker ved en pivotering. Som pivoteringselement valges elementet
aji' Hvis tabellen betragtes som en (m+1)x(n'+1)-matrix med ele-
menterne dkl (k=1,..,m+1 og 1=1,..,n'+1), kan reglerne for denne

pivotering om dji opstilles, som folger:

a) dJl bliver @ndret til 1/dji
b) djl ' " dil/dji 14i
1] n 1] -
c) a, dki/d.. }k*j
d) dy1 dkl—(dkl jl/d ) 131

Den nye Simplex-tabel ser nu ud, som felger:

X4 . y_.l . X n'+1
ohyi
- o(l: ‘A*'l . - —lt.
Yy =g die

X. -i.’.‘—— ’ . __‘_____ . M

1 dsi di: ’ Al
ym
d -
, | demi
m+1 d;;
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Nér”algoritmen stopper, kan det have'tre.érsager:

a) Alle verdierne i rekke m+1 er negative; « ' .
b) Alle vardierne i rakke m+1 er negative eller nul.

c) Alle verdierne i s@jle j er negative eller nul.

a) Hvis alle vardierne i rxzKke m+1 er negative, for man pé—
begynder en ny 1teratlon, betyder der, at objektfunktlonen 1kke

kan foreges ved basisskift. Det ekstrem punkt, man befinder- 51g i,
er den optlmale lesning. Lesningen kan afleses i s@jle n'+1. .'
‘Lesnlngsvektoren X bestar af koordinaterne til de basisvektorer a’
v‘som indgar i objektfunktlonen med p051t1ve cj. De xi, som svarer
il ikke- ba51svektorerne al, settes til nul. ' .
b) Hv1s nogle af vardlerne i rakke m+1 er nul istedet for: negatlve,
betyder det, at man kan foretage et basisskift med vektorer at '
uden at verdien af z &ndres. Den optimale lesning eksisterer i

flere ekstrem punkter, og der er derfor uendeligt;mange lesninger.

" Lesningsrummets dimension svarer til antalllet af sejler med nul

‘i rekke m+1, og dette rum er fastlagt af ekstem punkterne.
c) Hvis alle verdierne i sejle 3 bllver ikke-positive, betyder

det, at der ikke er nogen lzsnlng til problemet. -

4.4, Simplex—algoritmeﬁs komplexitet.

Hvis Slmplex algoritmen skal placeres i klassen P skal det vi-
sis, at Simplex-algoritmen i et polynomlelt antal skrldt finder _
den optimale lesning til et L.P.-problem. Hvis det derlmod antages -
at Simplex-algoritmen tllhzrer klassen NP, skal det vises, at Sim-

. plex-algoritmen bruger et eksponentlelt antal skrldt Det kan sa

let verificeres, at det er en optimal lesning, der er beregnet.

N Malet for en algoritmes komplexitet angiver altid ét'"varste
tilfelde". Derfor er deﬁ nok at vise, at ét'L.P.-problem giver
anledning til en eksponentiel komplexitet. Mere formelt skal det
vises, at der eksisterer en mengde ekstrempunkter x1,x2,..,xk, som
parvis er forbundet af en kant i lzsnlngsomradet, og som tilfreds-
.stiller betlngelsen cx <cx , har i=1,2,..,k-1. Denne m&ngde skal
vokse eksponentielt med sterrelsen af L.P.-problemet. Det fmlgende
vil vise, at Slmplex er 1kke -polynomiel. Beviset er konstrueret

af (Klee 1972).
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Betragt feorst denne kube:

RS
(0,0, 1) =3 (0,1,1)

(11011) \’]r‘lr1

(0,0,0

v

(0’110) )

(1,1,0)

'(1,0‘,07.{1

Kuben tilfredsstiller begransningerné
| 05x3.<_1, 3=1,2,3. | |

Sadan en 3-dimensional kube har 6 sider og 8 knuder (ekstrempunk-
ter til ovenstdende ulighedder). Generelt har d-dimensionale kuber
defineret ved ulighedderne

' 0sx %1, j=1,2,..,d
2d sider (en for hver ulighed) og 2d knuder (en permutation af 4,0
og 1). Nu defineres en polyedetlv.h{a. et € i intervallet 0< €<’
ved ulighedderne '

[sx1:1
Exj_1£Xj51—£x._1, ji=2,3,..,d.

J
Polyederen er en vridning af en d-kube og kan se ud som her:

2, 2
(il€ 11 E)/ B e — _47]

1 1-82,1-¢+63)
J .

2 1
11 [ 2
(.€1-¢ n 1,1-8%PH— +23)
‘ 4
l ‘{(ir‘l"izri_i:g) _
| 7 >*2
I

, 1
Det specielle ved Jette polyeder er, at der eksisterer en vej (den

aftegnede) igennem polyederens knuder (ekstrempunkter) saledes, at
objektfunktionen mindskes hver gang man bevager sig til den na&ste
knude. N&r alle knuderne er gennemlsbet er funktionen minimeret.
Vejens lengde, d.v.s. antallet af pivoteringer, svarer til antallet
af knuder i polyederen. Antallet af knuder findes ved at lade € ga

imod nul, hvor ved d-kuben bliver grznsen for lesningsomréadet.
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D.v.s. at mangden af ekstrempunkter som skal gennemlgobes er 2d-1.
Resten af afsnlttet uddyber dette bev1s matematisk.

Pa Qvenstaende figur er indikeret en razkke af Knuder, der mini-
merer objektfunktionen. De ovenstdende uligheder omskrives nu til

standardform ved at tilfeje 2d skyggevariable

—cx=z(min)' (z maximeres)
x1—r1=€ ' N o o
Xq+sy =l | |

.- . .—r.=0
XJ ,SX:]—1 J ‘3 J=23 d -
X.+Ex. ,+s.=1 r=rsct

R Rkl B S
xj,rj Sj 0 . i=1,2,..,4

Mangden at ekstrempunktsl@snlnger til ovenstdende L.P. —problem
er alle delmangder af {x1,..,xd,r1,..,rd,s1,..,sa} bestaende af‘
alle x erne 0g nejagtigt et .af {r ,siafor hvert j, 371,2,..,6
BEVIS: Fordi x 809 xJ+1

mullg lesning. Sa alle mullge ekstrempunkter m& indeholde alle d

>ix 3= 1,..,d 1, er xJ >0 i enhver.

sejler svarende tll x'erne. Forudszt nu, at rj—sij for et vilkar-

ligt j. Dette j underszges nu for

j=1: 8=x1=1,4som er. falsk fordl O<E<%

3Pl x.=€x.

] 391
‘ ixj_1=%, som er falsk fordi O<g<k o9 xJ 1

.Nu'kan det konkluderes, at ethvert ekstrempunkt ma indeholde en af

0g xj+ixj'1=1 hvilket giver
£,

sejlerne svarende til S 09 Iy for hvert j. Da der er 2d skygge- -
variable, svarer det til 2d ekstrempunkter: .:

| Et ekstrempunkt betegnes som xS, hvor S er den delmengde af
{1,2,..,d}, der svarer til de r i x> hvor ##0. Verdien af Xy i x>

vil blive betegnet~x§. Forudseat, at deS men at d4S, s& galder

S_.S' . N Ve €92 os S'_,_.S
xd>-xd . Endv;dere, hvis S =S {d} sa er Xg =1 Xqe
BEVIS: N&r d€S s& er s.=0 og den_fjerde begrahsning i standardfor--

d
men bliver

> <

S >l
d-1° ¥g-1%1 09 L s& xg>

d—1 fx

- Nar d¢S' sa er rd—O 0og den tredle begransnlng i standardformen bli-
1
ver xg =Ex 2 1$%. Altsd er x> .>Xd*’ Hvis s'=5-{d3 s& er s=s'v{d}.

]
=xS S

S
D.v.s. x . S'_¢.8' _i_ 1_eLS -1
d-1 sa er X4 —Ekd_1—1 (1 ixd_s)—l X3-

da-1

Hvis man opstiller delmengderne af'{1,2,..,d3 sadan at
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S 52‘ . 52d

Xd d —...—Xd [

sd vil ulighedderne vare strikte og ekstrempunkterne X

vil vere tilstedende for j=1,2,..2d~1.

15x

S. S.
j og x j+1

BEVIS: Beviset gennemferes v.h.a. induktion. Det ovenstdende ga&ld-

~er for d=1, her er to ekstfempunkter:‘(x1,r1jsi)=(€,0,1—€) og

(x1,r1,s1)=(1,1—£,0). Punkterne har forskellige x1'er og steder op
til hinanden. Induktionsskridtet udferes ved at antage at forhold-

et gelder for en d-kube hvor S.,..;S,.,d er ordnede.*S reesS, Ad
1 (2 )( ;) 1 (27)

__er ogsad delmangder af {1 2,..,d+13 09 X Ex .- o =

: d+1
- Det galder derfor at

(s1) s N (s2d)
Xa+1 < %3+ <... <X341 -

Betragt de resterende delmzngder af f1,2,..,d+1},

- sugy43 3=1,2,..,2%
Det er tidligere vist at f?{v «
64 (s,d) (s!) S.
J 2 1 - 1-¢ 3
Xd+1>xd+1 09 Xgq.7 1 X3%1"
derfor gzlder det nu at
] 1
xsj . <X(szd<)x(szd<) <x(81) |
a+1 = " Ta+ a+1 =" a+1 - (S!)
Ifelge induktionen er xsj og ij+1 tilstedende ligesom Xx J og
(8%) (S,d) (85d)
x J er det. Det gzlder nu, at x og X er tilstedende
(sid) (s,d)
fordi x fas fra x ved at udskifte S 341 med L3e1°

Det kan s& vises at der for et hvert d>1 er et L.P.-problem med
2d uligheder, 3d variable‘og med heltallige koeficienter , hvis
absolutte vardi er afgrenset af 4, hvorom det gzlder, at det tager
2d-1 iterationer for Simplex, at finde den optimale verdi.

BEVIS: Det kan ses ved at valge € =1/4 og multiplicerer alle ulig-
hedderne i standardformen med 4, sd alle koeficienterne bliver hel-
tallige. Da Xq i standardformen skal maximeres har den eksponentielt
lange rzkke af ekstrempunkter som det lige er vist kan dannes fald-
ende omkostninger.
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5. Elipsemetoden (E.M.) .

'5.1.  Indledning. o ' | ,
I |

Indtil nu er L.P. —problemet blevet beskrevet. o9 den 1ndt11 nu
bedst kendte lesningsalgoritme, Slmplex algorltmen, beskrevet gole|
analyseret. Da man lange har haft svert ved at placere L.P.-pro-
blemet i NP~ teorlen, er det af stor teoretisk betydning, at man
for nylig(Khachiyan 1979) har fdet kendskab til en polynomlal—
tids algoritme til lesning af LJP.—problemet. Som grundlag for
algoritmen ligger elipsémetoden(E.M);der er grundlaggende for-
skeliig fra Simplex-metoden. I Stedet for at undersgge ekstrem-=
punkter i et lzsnlngsomrade, konstrueres en . rekke af elipsoider,
.som snavrer sig sammen om den optlmale lgsning.. : ! ’

E.M. vil blive teoretisk behandlet i dette afsnit. Forst vil
metoden blive introduceret for i'dgt fdlgende at biive opskrevet
formelt. Derefter f@lgéraet ret_omfatfende bevis for metoden,'
som ogsd er et bevis for, at E.M. er en polynomial—tids algorit—
me., - o
- I dette kapltel vil de teoretlske landv1nd1nger, E M. er, bli-
ve omtalt, og ferst i de f@lgende afsnit v1l de praktlske pro-
blemer blive beskrevet’ 0g - dlskuteret

B '

5.2. 'Beskriyelse af E;M..'

E.M. kan, givet et sat af linezre ullghedder, finde en vektor,

“der tilfredsstiller ulighedssystemet, eller i et endellgt antal
skrit afgere, om le@sningsma&ngden er tom. Forst beregnes en elip-
soide,. som er stor nok til altid at indeholde en lesning til. u-
lighedssystemet. Herefter beregnes iterativt en rzkke elipsoi-
der, som er mindre og mindre, men som altid indeholder en lesning.
Hver .iteration starter med at beregne}'om den sidst beregnede
elipsoides centrum er en lesning til ulighedssystemet. Hvis det-
te er tilfzldet returneres denne losningsvektor. Ellers beregnes

en ny mindre elipsoide. I det felgende vil E.M. blive beskrevet

begrebsligt og illustrativt.




E.M. kan altsa, givet et sat af lineare ulighedder:
A~"x&Eb ,hvor

A er en nxm matrix
- X er en n-se@jle vektor

b er en m-s@jle vektor

bestemme, om der findes l@sning(er) til systemet, og beregne en

(af dem). Ulighedssystemet kan omskrives til

agkébi' . i(i=1,..i..,m)
a er en kolonne i A(en n-sejle vektor), og det forudsettes i det
felgende, at n>1. A ’ 7

E.M. konstruerer en serie af elipsoider EO,El,....}Ek,.,.
svarende til det samme antal iterationer. Iteration nr. k+1 un-
derseger forst, om Ek's center xk er en lesning til ulighedssy-=
stemet. Hvis dette ikke er tilfeldet, betyder det, at mindst et
af bandene er overtr&dt. Et tilfeldigt band kan skrives, som

atxﬁb

Dette badnd er altsd overtradt af xk, og der konstrueres en ny

elipsoide Ek+1, som skal indeholde fwlgende mzngde:

(x&Ek\atx=atxk}

En iteration kan illustreres, som fglger:
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k+1 k

For at beregne en ny elipsoide E - udfra E"skal der opskrives

nogle formler. En elipséide kan reprasenteres, som folger:
n , -1 ' ‘
'Ek=£xdﬁtlx‘xk)t(3k) 1(X-Xk)é1} ,hvor

k . .
. X er elipsoidens center

Bker en positiv definit symmetrisk matrix.

Forst beregnes centret for den nye elipsoide:
. ) . - ° »,\
xk+1=xk—T7Bka/ atBka)
Herefter beregnes deh‘nye B-matrix:

pk*1_88%-6 (8Ka (8Ka) t/ (a,t_Bk‘al) ))

De graske bogstaver betegherAf@lgéhde‘konstanter:
T=1/(n+1)
- &=2/(n+1)
§=n"/(n?-1)

Ved at beregne en rzkke af eiipsoider efter de ovennavnte to'.
- formler kan man i et endeligt antal skridt bestemme, om et system
af llne&re ulighedder har lesning eller ej.

Geometrisk kan E.M. illustreres ved et lille to—dimmensioj
nalt eksempel(d.v.s. n=2). Ulighedderne, der skal behandles ser
ud, som f@lger:

_ £
x1+0x2 1

-y £
Ox2 x2 1

og 1 matrix-notation:

-1 0 . x.I ¢ -1
0 -1 X -1

Givet. en foregaende elipsoide Ek konstrueres den naste séle-

des:




(1) Tegn en korde gennem xk paralelt med det overtradte band.
Denne korde sk&rer'elipsoiden Ek i to punkter Py ©9 P,
Den ene del af elipsoiden indeholder nu kun punkter, der
tilfredsstiller det overtrddte ba&nd og kaldes lesningsgi-
den.

kK+1 Skal indeholde hele losningssi-

(II) Den naste elipsoide'E
den aﬁ Ek, d.v.s. den skal ga igennem,p1 g p, ©9 et tre-
die punkt. .

(III) Ek+1 er den elipsoideJmed det mindste a;eal, der opfylder

de ovenstdende betingelser.

EO er en elipsoide, der garanteret indeholder punkter fra
lpsningsmengden. Her konstrueres EO som en cirkel med radius 4,

og legsningsomrddet markeres med skravering:

Da x, ikke ligger i lesningsomrddet konstrueres en ny elipsoide

E1 efter de for beskrevne regler, idet det er det andet béand,

\

der er grundlaget for konstruktionen:

~
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X4 ligger heller ikke i .lsningsomradet, sa der konstrueres end-
nu en_élipsoide, hvor ferste band er grundlag for konstruktio-

nen:

'*2 er et punkt i leSningsomrédet, s& det er nu vist, at uligheds-
systemet er lesbart, og et punkt‘i.lzsnignsompédét er konstrue-

ret.

5.3. L.P.-problemer kan lgses v.h.a. E.M..

Et L.P.-problem pd standardform og input til E.M. er ikke .
det samme. E.M. behandler kun et séﬁ af ulighedder og finder en
tilfeldig vektor i lesningsomrddet. For at E.M. skal kunne lese
et L.P.-problem mé-problemetAomskrivés'og udvides. Det er tidli-

gere vist, at et L.P.-problem pd formen:
ctx=max
Atxen
x>0

har et tilherende dualt problem p& formen:
bty=min
Ayxc

. y20

"Hvis dette samles til et stort ulighedssystem, kommer det til

‘at se ud, som fslger:




—c#x+bty50 . (Idet det modsatte altid er opfyldt)

Hvis dette system har lesning, er det ogsd den(de) optimal(e).
Derfor kan E.M. altsa ogsa bruges til lesning af'L.P.—problemer.
Der er dog store numeriske problemer forbundet med numerlsk at
lﬂse et L,P.—problem:v.h.a E.M. (det v1l bllve dlskuteret i im-
plémenteringsafsnittét), men teoretisk-kan E.M. opskrlves til

en algoritme, der kan lgse L.P.-problemer.

5.4. Iﬁdledning til beviset for E.M.

Givet et sat af ulighedder:
(a™) ®x b, (i=1,.....,m, a €2", b&2)

skal det vises, at E.M. kan opskrives som en polynomial-tids

algoritme. Indkodningslengden betegnes L og er sterelsen:

L=2 log(la; |+1)+Zlog(\b 4 +1)1og nm+1
Liy
Det storste antal iterationer algoritmen kan foretage er 6n2L,
og komplexiteten er dermed polynomiel i n.
Beregningerne i algoritmen er baseret pa, at en elipsoide
E er reprasenteret, som beskrevet i forrigerafsnit:

t,. 81

E=§x\(x—x0) A~ (x—x0)=13

k 2L+2P

Endvidere antages det, at [xkléL+k,“AH\42L+ g il nK l 2
hvor k betegner den iteration, hvor elipsoiden (xK, k) er bereg—
net.

Nar aeRn og a¥0 beregnes den naste elipsoide Ea(xo',A')

ved felgende:

0'__0 o

=x9_ 4 __.A.
< [N TR
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| | . | €
l* - hFA- ( A - b S (1§QJ,(I\?) A )

hz-. hﬁl : QtAq

Ideen i det formelle bevis,for'at'algoritmen stopper inden

det 6n2L skridt, er meget simpel. Det antages, at algoritmen

har gennemlebet 6n2L iterationer uden at findeé en legsning endnu.
Det vises s&, at den sidst beregnede elipsoides volumen er min-

dre end det mindste lesningsomré&de.

5.5. Bevis for E.M.

I dette afsnit skal der gennemfz;es'et bevis for, at E.M. et
polynomiel. Beviset bygger pé'Gacs og Lovacz (Gacs 1981) pg'
kreaver brug af en dellhjalpeéatninger. Hj&lpesatningerne vil
kun blive‘havnt her, mens beyiserne kan leses i bilég I.

P&standen, som skal vises, er: .

- PASTAND: Hvis E.M. stopper, er den fremkomne x-vektor en los-

ning til problemet.Ak<b.'Hvis E.M. ikke er stoppet efter 6n2L
skridt, si er der ingen lgsning til problemet. o \

At bevise pdstandens forste del er let nok. Det legér af

-metoden selv. For at bevise pastandens anden del, bruges fol-

gende hjzlpesztninger:

SETNING 1: Ethvert ekstrempunkt i polyederet defineret ved:
i, .
a X-b (1—1,.....,1'[1)

x>0

L ,
opfylder \vl(%\" ,09 dets koordinater er rationale tal, hvis nav-

nerer hejst antager verdien ZL.
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- SETNING 2: Hvis der er en lesning til problemet, s& gazlder det
om l@sningsrummet, som ligger indenfor en kube defineret af

1x. 220, at dets volumen er mindst 27 (P+*DD,

SETNING 3: Antag at der eksisterer en lesning til systemet:

i

(a )tx<bi+2L o (i—1,.......,m)

sd eksisterer der ogsad en lesning for systemet

i)t:x;z’ﬁb t (ﬁi“'],.......:,m)

SETNING 4: Hvis elipsoiden givet ved centret xk Oog matricen Bk
kaldes for Ek og halvelipsoiden Ekr\(x:(x—xo)ta=0) kaldes for
%Ek, s& gelder det, at

wgke gXHT,

SETNING 5: Betegn volumnet af Ek med V(Ek)° Det gelder da, at:

vET Y =c(n). v(E) ,hvor

- (n~nli _(i‘L“*lj)
- E _.L
< 6\_&%5—) v l ( <

Padstandens anden del kan nu vises. Antag at systemet har en
lesning, men den er ikke fundet efter k=6n2L skridt. Ifelge
setning 2 gzlder det for lesningsrummet P indeholdt i Eo,at
V(P)=2-(n+1)L. Lesningsrummet er ifelge sztning 4 indeholdt i
Ek, men if@lge setning 5 er

V(Ek)( e_(k/z(n+1))V(E0)<,e_(K/2(n+1))22L(n+1)<.2_nL

D.v.s. V(P)D V(E").

Hvis man ensker at afgere, om ulighedderne

(al)txéb (i=1,.o-o-.'n)



- har en lesning, kan man i stedet betragte
2Lalx<2Lbi+.1 o (i=1,.0..0yn)

- Dette ulighedssystem har i felge‘s&tning 3 en lesning, netop

. nar det forrige system har en lesning.




6. Implementering.

6.1. Indledning.

I dette kapitel béskrives en inplementering af E.M. pa en
datamaskine. Implementeringen foregdr i programmeringssproget
SIMULA, som er det-mest anvendte programmeringssprog pa RUC.
’SIMULA har bl.a. den fordel, at det er velegnet til nye data-
strukturer, f.eks. regning med multipel pr&c131on, hv1lket evt.
“kan bruges til at lese numeriske problemer. i '

Det store problem ved en 1mplementat10n af Khachiyan's al-
goritme er, at den kraver uendellg przcision. Khachiyan kommer
ud over dette ved at begraznse nejagtigheden til 23L bit fer kom-
maet og 38nL bit efter kommaet. Tilgengzld runder haﬁ de frem-
komne resultater op. I de kilder,vi har brugt, er der ikke
givet nogen endelig 1®sning. Men selv de sterrelser, som Kha-
chiyan og andre arbejder med, er sa store, at det ikke umiddel~-
bart er muligt for os, at regne med dem. Da vores implementa-
tion primert er beregnet som et eksempel, har vi valgt at se
bort fra de store n@jagtighedskrav og kun bruge SIMULA's dob-
belt precision(datatypen LONG REAL).

Ved implementation af E.M skal man valge en reprasentation
af elipsoiden Ek. Der er flere mulighedder, f.eks. kan man repra-
sentere elipsoiden ved dens center xk og en ikke-singuler ma-
trix Jk, som transformerer enhedskuglen om til Ek med center i
- origo. Vi har valgt at bruge samme metode som bl.a. (Bland 1981)
A og (Gacs 1981). Elipsoiden Ek reprezsenteres som dens center xk

09 en positiv definit matrix Bk, sdledes at
EX={ xe RO (x-x*i* (8%) 7T (x-xK) =1}

Denne reprasentation giver nogle meget simple opdateringsform-
k+1 k+1
ler for x og B .

Som baggrund for implementeringen er valgt den version af
Khachyan's algoritme, som opstilles af (Aspvall 1979). Den-
ne algoritme er yderligere forbedret v.h.a. "dybe" snit i val-
get af al, som beskrevet i (Bland 1981). Der bliver ikke fort

bevis for de dybe snits gyldighed, men metoden og de omskrivnin-
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. ger, som den medf@rer,.forklares.
I det folgende forudsa:ttes det, at alle vektorene bptreder

som sejlevektorer.

6.2, Beskrivelse af algoritmen.

6.2.1. Grundalgoritmen.
Algoritmen afger, om et sat af lineare.ulighédder
AXEb , aAe 2™ o9 BE Z™

kan lgses og finder i s& fald en mulig l@sning._Problemet,,der
skal underseges, er givet med heltallige koeficienter pa formen:

: 2 - 1 i s 2
. X +......-.a- X"b- . _1 e e 0o 00 m‘ m—2' n_2
4i1* St %in"n i . - =1 R A A

En anden form er:

altxébi - ' ' o - at ez i=1,..,m; m22; A>2
I det varste tilfazlde krever algoritmen o(n3(m+n)L) antal‘ope—«
rationef, hvor o er et positivt heltal, og L er lzngden af den

binzre indkodning af problemet. L findes/beregnes, -som:
' LF% [1092(\ai1\+1)] * %l—lnglbi\ﬂ]chgzmr].H -

Algdritmen'beétér af tre skridt:

I) initialisering

.II) Afger, om algoritmen stopper

III) Find et nyt center og en ny elipsoide

1.SKRIDT: Initialeser x-vektoren som 0-vektor, B-matricen som

en nxn diagonal matrix med diagonalvardierﬁe 22L og s@t k=0.
2.SKRIDT: Hvis % er en lesning til Ax€b si stop, og returner
%K. Hvis k<A(n+1)2L, s4 tzl k op og ga videre med 3. skridt, el-

lers s& stop og svar, at der ingen lesning er.




3. skridt: Valg en af de”uligheder, som ikke tilfredsstilles

af xk, f.eks. altxébi og brug al-vektoren til at finde xK+1

og Bk+1. Det nye center xk+1 beregnes:

L)
. i J & T o, , )

Den nye elipsoide Bk+1 beregnes:
w o % . A
s (gtee LBle (Bt
: Cﬁi‘s oL

G4 derefter til 2.skridt,

6.2.2. De "dybe" snit.

" E.M. bygger pa, at man i det k+1'ste skridt danner en elip-

soide Ek+1

, Som indeholder den halvelipsoide %Ek, hvori det
overtradte band kan opfyldes, d.v.s. %Ek=ixcEk\atxéatx%}. Da
det faktisk kun er:den delmengde af Ek, hvor bandet bliver op-
fyldt, der er interessant,kan man nojes med at indkludere denne

delmzngde, d.v.s. {erk\atxéb}. Dette kan illustreres, som:

Der skal nu findes det dfbest mulige snit blandt bandene,

k vek. For hvert

d.v.s. det snit, hvor der skares mest af E
badnd beregnes afstanden fra centret xk til halvplanet H=
(x&Rnlagxébii i den metrik, som er givet af matricen 8X. Den

stoarste verdi valges, som

o, =max\.¢,-..e. R\e(;,= (ati-‘xk—bi)/-‘ a*i:B“ai , i=1,...,m }
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Det band, soh giver den sterste verdi afey, bliver nu brugt til
"at danne den nye elipsoide med.
Det nye center xk+1 og den nye Bk+1 benyttes pé sadvanliqg .

mdde, men parametrene T, € og § szttes nu til:

T = |+ nen

e A

__BlAix na)
S S T

__rf'(\"JE)
d = n - A

Metoden kan ikke '"bruges" for alle verdier afx.. o, er glvet i

B- matrlcens metrlk, d.v. s.og—1 nar xk+1 ligger pa randen af Ek
og = .=0, nar H %E : Hviso&>1,_betyder'det, at H 1kke skarer Ek
d.v.s. at mlndst et af bandene ikke kan opfyldes, og der er

der for ingen lesning. Hvis e 20 betyder det, at xK er en lesning
til systemet, da alle b&ndene er opfyldt.

' 6.3. Den endelige algoritme.

Fa baggrund af de dybe snlt kan den ferdige algorltme nu

opstllles. Da atB a indgar som led i flere af beregnlngerne,

kaldes denne storrelse M og beregnes for sig.

1.SKRIDT: " Indlas A og b. o o
' ‘beregn:
L—Z[logz(\a 1\+1).‘ Zﬁogz\b +1-\ l-logzmn +1
set x —0
30=22L.1"
k=0 |
maxit=4(n+1)2L

2.SKRIDT: beregn:
M= algkal " i=1,....,m

x==max1«;=(altxk-mi/mi}', i=1,....,m

Hvis®® 40 s& stop og giv %X som Syar.
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Hvis o €1 ogj,k<maxit, sd tel kK op ©g g til 3.
skridt, ellers stop og skriv at der ingen lesninger

er.

3.SKRIDT: beregn: w
| Xk+1=xk— AJA. . ‘5 Q‘
ey Ao e | .
o1 s ) (e ddroa) B (O
B et - :5 (nvL)( Arat) oy —~

6.4. Gennemgang af programmet.

I dette afsnit beskrives et SIMULA-program, som v.h.a. elip-
soidemetoden afgewr, om et system af ulighedder har en l@sning.
Det forudsettes, at laseren har et vist kendskab til program-
mering. A
 selve algoritmen udforés af en proceaure LI, som kaldes i

programmet. LI's skelet ser sdledes ud:

procedure LI(N,M);

integer N, M;

begin
--erklering af tabeller og globale variable--
procedure INDLES;.....;

procedure
procedure
procedure
procedure
procedure
procedure
procedure
INDLZES ;

INITALLISER;
BEREGNM; . . . .
FINDALFA;. ..
STOP;..u..}

NYTCENTER; . .
NYELIPSOIDE;
UDSKRIV;. ...

INITIALISER;

BEREGNM;
FINDALFA;
while not

begin

STOP do

.
e e o 00 g
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NYTCENTER;

NYELIPSOIDE;
BEREGNM; |
FINDALFA;
end; S o ' I S : ‘
UDSKRIV; |
ends3sLIS%% ;.

- LI fo;udsetter, ét inddata bestdr af matricen A rakke for
rekke og vektoren b. Programmet kalder LI, dg n og m gives Som
inddata feor A 69 b. Det ser ud, som: A '

begin . :
prOcedurerLI(lL$®;
integer N,Mjuuuuas

LI(inint,inint);
end; . '

N&r LI har fundet en mulig l@sning_éller er ndet frem til, at
der 'ingen er, udskrives folgende: L, det maksimale antal iteration~
er, A-matricen, b—vektoren; antallet af iterationer samt enten en
.lasningsvektor eller beskeden "Der er.ingen lesning".

‘Hvis man ensker at lose et L.P.-problem, ma& man opstille det
duale problem, som'tidligére beskrevet, og bruge det som indda-
ta. | ’ |

Procedure LI og dens procedurer vil nu blive beskrevet
nermere. Selve program-teksten findes i bilag II.

I procedure LI er der erklaret en del et og to dimmensionel-
le tabeller samt nogle alm. variable. De bruges af procedurene

i LI. Erklezringerne ser ud som:



integer array A(1:M,1:N);

long real array E(1:N,1:N),X(1:N),B,MALFA (1:N);
integer L,MAXIT,K,ALFABAAND; 7

long real ALFAMAX,MI;

"Tallene N og M eroverfort som parametfe'til procedurekaldet,
De betegner hhv. antallet af ubekendte og antallet af band. LI
starter med at kalde procedupen»INDLAEs;som indleser matricen
A rzkke for rekke og b-vektoren. Derefter kaldes proceduren
INITIALISER. Her beregnes L som

L=‘ZY 10910(\A'ij\+‘i)/10910(2)~\+.2[10910(\bi\ +1)/10g,, (25;}
Ly ¢ .

+[log10(M°N)/log1O(2{1+1

fx1-funktionen opnads, fordi L er en heltalsvariabel, og resul-
tatet derfor trunkeres(afskares). MAXIT, som er det maksimale
antal iterationer, findes og B-matricen, som her kaldes E,
initialiseres til diag(22L,....,22L). Initialiseringen af k—
vektoren og k til nul er foretaget ved erklaringen af dem, hvor
de automatisk f&r vardien nul. Hermed er 1. skridt afsluttet.

' Algoritmens 2.skridt foretages i programmet af procedurene
BEREGNM, FINDALFA ogVSTOP. Proceduren BEREGNM finder mi for

alle i udfra formlen:

mi=‘Jrzy:l(g‘q'.\.“n e’*\_\>'°‘;\ | (i=1,¢ee.,m)

d.v.s.:

| 2T _
mi=-(2 G e} <:>..;,!r (i=1, ce e ;M)

'EY]

Proceduren FINDALFA beregner &, pd formen:

Xy (Z‘ Qg Xy )-\7‘.,) /\M'\. (i=1 peenen ,m)

FINDALFA starter med at saztte ALFAMAX tile, og ALFABAAND til
1. Nu findes i en lekke &, i=2,..... ,m, O0g sammenlignes med
ALFAMAX. Hvis o> ALFAMAX, sa sattes ALFAMAX til &, 0g ALFA-
BAAND til i. Nar lekken er ferdig, galder det , at:
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. ! _ : ) . } . ) .‘ -'= . ) .
ALFAMAX=0C | 0 o oo 2D oy (i=1,.%0u.,m)

Til sidst smttes MI til M, . ooqoe

Proceduren STOP er en boolsk procedu;e, som kaldes for at
Ee, om algoritmeh-stopper. STOP kaldes feor hver ny iteration.
STOP taller K ob, sa K angiver nummeret pa den nye iteration.
Hvis K bliver sterre end MAXIT, eller hvis ALFAMAX=0 eller
ALFAMAX>1, sa bliver STOP sand, og algoritmen seopper, ellers"
bliver STOP falsk. Sélange STOP er falsk, sa beregnes det nye
center og den nye E- matrlx. Inden STOP kaldes naste gang, findes
den nye ALFAMAX med BEREGNM .0g FINDALFA

Proceduren NYTCENTER beregner den nye X-vektor, som

X =X; —(g €ij aalfaba’and,b'- SP/MI =000 m)
hvor

Sp= Vvin. ALEFAM AX

hfi;
'N&r man bruger dybe snit, ma . konstanternelberegnes i hver
iteration. ’ . S -
- Procedure NYELIPSOIDE beregner den nye E- matrlx, Ek+1.'
. :

Forst beregnes en h]alpe -vektor V=E AALFABAAND V er en n-vek-
tor og beregnes, som:

Vizi SALFABAAND j ©ij i=(1,000..m)

Ja

k+1

Vektoren V bruges derefter £il at finde E udfra formen

e..=E'P-(e...—DP- AV VI
i 1377 L ven

hvor

S N
Eb- w2 (1 -_C}.FAMAX ) | og

DP= .2-!_( l.* n - AE_AMAX)
(s ) (X« A\JFAMm
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k+1

Nar E er beregnet gennemlebes den i en dobbeltleokke, som

sikrer at den er symetrisk. Det geres sadan:

e.. e.. e..:=e,.
161317 1853} I 1 1 1
- . : .; i=r( ,.....l’]"_'),j=(i+ ’.,.:;..,n)
\eij\Lleji‘ eij' eji
Begrundelsen for dette kommer senere.
.~ N&r STOP bliver sand, slutter iterationen og procedure UD-
SKRIV kaldes inden programmet slutter. Hvis der ingen le@sning

. var, udskrives "Der er ingen lesning." i stedet for x-vektoren.

6.5. Kerselsresultater.

Programmet er kert med bade LI-problemer oé L.P.-problemr

pd dual form. De opnadede resultater kan ikke siges, at vere sar-
ligt tilfredsstellende.

' Det simpleste LI-problem var: afger om systemet givet ved:

. Z P >
2x1+x2 4}\x1+2x2 3 XqrX, 0

har en le@sning. Det kan opskrives pd matrixformen Ax%b, x>0,

hvor
2 1 4
A= 1 2 og b= 3
-1 0 » 0
0 -1 0

Som resultat kom udskriften:

L3 %oz MAXITS 57e
INITIALISERING AF TYABELLERNE:
A=MATRISSENS
2 1
1 e
-l 0
0 -

BeVEKTURENS
a b V

FROGPAMMET STOPPER EFTER 0 1TLRATLUNER,
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B&ndene pd 'x blev nu @ndret til x

,20.00001, x,%0. Resultatet
bley:

&ﬁfTIALIéfglNGMQ?I;zBELLEEzE:4

A-MATRISQEN'
2 1
1 4
-1 -0
0 -1

BeVEKTURENS
] 3 ~0,00001 Q

FRUGPAMMET STOPPER EFTER 22 ITERATIONEP.
X-VEKTUREN:
T 5,91383238%-
2274223788~

002 -
001

¢
<

Det andet LI=problem var at afgere, om systemet givet pé formen:

- ks
X R
1 X1 5150
-3 -2 1*2| ko5
TAR 50 ‘

o har en losning.- Dette problem gév folgende resultat:

: 05 MAXIT
gNITIALlSE&ING AFCY

: 0
ABELLERNE 1
A-MAIRISSEN:’ '

2
S S
- =3 =2
2 1 0
BuVEKTURENS
55 50 95 50
FRUGRAMMET STOPPER LFTER 294 1TERATIONER,
DCP FR IMNGEN LOESNING,

Det er ikke korrekt. L@sningen‘er'et enkelt‘punkt.(15,20,10);
Den ophobede fejl bliver for stor til, at punkteﬁ kan bestem-
mes. Hvis man derimod udvider lesningsomrddet ved at satte det
tredie band til x1+3x2+2x3§90 ’ givér det folgende resultat:
BeVEKTUREN: . | '
55 0 =90 50
FROGPAMMET %TuPPrh EFTER 130 1TERATIONER,
X-VEKTUI N
g 0
09582

-

~o~o:=
2™
00 Oee
POD
nRunc
Qc Qo oo
ec < e

0
0
0

C

+0
+0
{40
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L,P.?prbblemerne er forsegt lest v.h.a. det duale problem.
Et eks. er: find maksimum af ctx givet, som:

X9
(2 °3) X,

under ba&ndene Ax%b, givet som:

G e

2
Til dette svarer det duale problemﬁ find minimum af bty, givet

e (3)
(4 3)°
Yy

under bandene -Atx<-c, givet som:

() (=) ()2

Maksimum og minimum er fundet, nar bty—ctx=0, hvilket ogsé

som:

kan skrives, som:

A L )
(4 3) ( 1\ - 2 3 ( 1\) < g
Yo X
(/\ (2 3) (’H) - w3 [* eo\
(4 ol

2 2

Der bruges kun den ferste ulighed, da den anden altid er sand.

Det LI-problem, som opstilles, ser ud som:
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2 1 0 0 B FAN
1 2 0 0\ ‘ /3\
-1 0 0 0 ‘ 01
0 -1 0 0 X4
0 0. -2 1] [*2| & -2 | '
0 0 -1--21]% -3
0o 0 -1 0 Y2 0
0 0 0 -1 \0
\—2 -3 4 3}_ o/

Problemét ved denne opstilling er det sidste band: bty ctx‘O
Det tilfredsstilles kun ved b y= ctx. For at tage hgjde for usik-
kerheden pa& beregningerne er det n@dvendlgt at udv1dde lgsnlngs-
omradet ved at indfeje etfs> 0.Nu kan bandet udtrykkes som:

b y-C x"& Med et epsilon pa 10 -3 glver kerslen felgende re-

- sultat:

.: doj  MAXIT: 80y
5~111AL15:61NQ AF TAseL ERN £
CA=MATRISSEN: :
2 1 0 0
1 ¢ -0 0
-t .0 0 0
0. 0 =2 -1
0 Y] -l -y
0 0 =1 v
0 0 0 el
-2 a3 4 3

B-vtkinREN:_ ' :
3 0 v 2 =3 0 0 0.0000y 0.00%¢0\
FRUGRAMMET STOPPER EFTER 376 1TERATIONER.

Xe VtKTllRsz
1.060660188+000
335552755001
- &=00
? }ssssgéxa*ooo

Den fremkomne‘x4vektor skal,vare(5/3,2/3,1/3,4/3).

Problemet maximer 3x,+3x +4x3 under bandene:

1 2
1 2 3 X4 1 ,
1 &
2 1 {%x,] =(13 x20
1 3 2 X 17
3 )
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giver med & =10 f@lgende resultat:

H 7
&NTTlALISZ&ING AéI¥ABELLENNE
A=MATRISSEN
5 f 3 8 0 0
2 1 ) -0 0
1 2 2 0 0 0
-l 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0
0 0 0 wd -l -
0 0 0 vS‘ -l -
0 0 0 -l 0 0
) 0 0 v =] 0
0 0 0 0 0 -]
w3 -3 -t to 3 17

o

Bu=VEKTUORENS
16 13 17 0 0 0 -X -3 -4 ) 0 0

FRUGRAMMEY STOPPFR EFTER 1153 ITERATIONER,
XaVEKTUREN

COOWOEL
RO DO Qoo

[ s, S VLA F <
a8 8 00

O OONIre

T OC £ e
OO e 12
890N O~
[\ 81l VB~ ¥
0 QUQo o g9 20
2 Qo X e c
[ B R B
COOOOO
ODVDOOCO
O C O

Maximum beregnes til 28.999.., det er 29.
De hidtil omtalte kersler er alle gaet godt. Men sd snart
der skal 1lo@ses sterre systemer, gar det galt. Et eksempel herpa

er: Find maximum af 4x.+3x.+4x +5x4 under bandene:

1 2 3
3 2 2 3 X.l 59
1 1 2 2 X L 37
2 = x20
2 2 1 1 X3 32
0 1 1 1 X4 18

Selv med epsilon sa stor som 0.1, opstdr der problemer, som

gor, at programmet gar i fejl. Opstillingen af matricen ser

sdledes ud:
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A=MATKISSENS

OCDODDODODOV =i~ OOD =

18 1=

CCCCCCCTONNNACCT=CTN:

[ LB 2

DODDIOODO = t—=tNN OO~ -
LN 3N BN B Ll

L ECCCCCCTMNLINMNCCOD:

[ IR A R72

Mt DO DO DO OO DOIN.
[ ] [ ]

A~ CC =0 COCOOoC T

NANNHO~DOODOOOOOOM
s : O |

M=\ -OOCOOODCO0OT
[ I [ ]

BeVEKTURE
S 5e

00 0 O 0N

‘-3 -4 =5

32 16

En
37

Og fejlmeddelelsen saledes

fo!

RED AT LTINE

E

wZ

I neste afsnit vil problemerne ved programmet blive gennem-

t.

°
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6.6, Numeriske overvejelser.

Brugen af Khachivyan's metode til lesning af L.I. giver nummeri-
ske problemer. Khachiyan. forudsztter en nejagtighed pa 23L bit for
kommaet og 38nL bit efter kommaet. Ved et simpelt 4x2 system kan

~-det give et behov for ca. 600 bit: I vores implementering af algo-

ritmen har vi ikke taget hejde for disse krav p& anden made end, at

“vi bruger datatypen LONG REAL, sdmlgiver 60 bits nejagtighed.

-Som man kan forvente, giver den manglende nejagtighed problemer.

~Problemerne er specielt knyttet til beregningen af den nye E-matrix

' (B-matrix) i proceduren NYELIPSOIDE og matricens anvendelse til

beregning af m, i proceduren BEREGNM. P.g.a. den mangleﬁde nej-

agtighed falder przcisionen af beregningen af E-matricen. Det ger,

- at den efter et vist antal iterationer, ophsrer med at vare sym-

- gennemlgbes alle talparrene (

metrisk. For at sikre at den fremkomne E-matrix bliver symmetrisk
eij,eji),i=1,.,;n-1 j=i+1,..,n. For
hvert talpar sazttes det tal, hvis absolutte verdi er mindst, lig
med det tal hvis absolutte vardi er sterst. P4 denne made seger
vi ogsa at sikre os, at den fremkomne elipsoide indeholder hele den
rigtige elipsoide.

Selv med denne nedlesning bliver pracisionen ikke god nok. Ved
bare 1lidt stoerre systemer, giver de ophobede fejl pa beregningen

af E-matricen problemer. Det viser sig, nadr det ved beregningen
3 t . .
at }I (a*) "eJda,. i=1,..,m
3=1 H

i procedure BEREGNM fremkommer negative tal, som der s& skal ud-
drages kvadratredder af. De negative tal opstar formodentligt, fordi
der under summationen adderes tal med modsat fortegn, hvis abso-
lutte verdier er nasten ens. Ved sddanne additioner sker der et
stort tab af pracision, og smad fejl pa de mindstbetydende ciffre
kan fa stor betydning.

For at forebygge dette har vi provet at fortage szrskilt optel-
ling af positive og negative tal, som sa blev adderet til sidst.
Vi har ogsd prevet at runde de beregnede tal op, saledes at x'>x,
for de blev summeret. Ingen af metoderne synes dog at have hjulpet
navnevardigt, og de er udeladt af programteksten.

Bland (1981) navner som et af problemerne ved den valgte reprasen-
tation af elipsoiden, at beregningen er numerisk ustabil. Derfor
er det ikke underligt, at der er opstdet alle disse problemer. En

forsldet lesning er, at faktorisere B-matricen .. Der siges dog ogsa
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at vere store numeriske problemer forbundet'med denne metodé,"sé
vi er ikke géet dybere i de betragtnlnger. | ' .

En anden mulighed er at eksperlmentere med alternative data—
strukturer, sa som multlpel pr&0151onsar1tmet1k, interval arltme-
tik eller broker. ”

Selv om man fdr en implementation der fungere, Vil l@sningén af
L.P.-problemer v.h.a. det duale problem, give meget store kersler.
Ved;lzsﬁing af det'duale.problem vbkser dimensionen af problemt

til n+m, hvilket medferer at antallet af iteratioher stiger.
" En mdde at reducere dimensionen pd er at opdele l@sningen af L.P.-
problemet i tre faser. _
Forst underseges, om Ax%b overhovedet har en lesning xk. Hvis der
ek51sterer et lgsnlngsomrade kan det vare ubegranset opad. Derfor"
underseges om det duale A v=c. har 'en lesning.. I sa fald ekslsterer
max(ctx) Til slut kan man s& med udgangspunkt i xk ‘benytte E.M. -
i retningen ¢ eller Bkc - suppleret ‘med en blsektlonsalgorltme.
Fortst nu leses hele det duale-problem med alle ba&ndene. -
‘Denne metode har_den fordel, at den kan udfbrés med den op-

rindelige dimension.



7. Elipsoide metodens betydning.

7.1. Indledning.

I- de foregdende afsnit er Simplex og. implementeringen af sam- -
me blevet beskrevet. Det er blevet vist at Simplex er en eksponen-
tial-tids algoritme og E.M. er en polynomial-tids algoritme. I det-
te afsnit vil nogle af de aspekter, E.M. rejser, blive diskuteret
i forhold til NP-teorien. Afsnit 7.3. omhandler den praktiske betyd-
ninéjE.M. ;}l £f& som (imélemenééringsgiﬁndlaéj for érogramﬁer, dei

loser L.P;;probleher; Afsnit 7.4. er en opsamlende konklusion.

7.2. E.M.'s teoretiske betydning.

Et af problemerne i NP-teorien har veret placeringen af L.P..
Man har ment, at L.P. tilherte klassen P, men der har ikke varet
nogle polynomielle algoritmer til lesning af L.P.-problemer. Bl.a.
disse overvejelsér har fert til definitionen af klasser af proble-
mer, f.eks. co-NP, som vi ikke har'behandlet‘i vores afsnit om NP-
teorien. Udvidelsen af den grundlaggende NP-teori kan lases i
f.eks. (Papadimitrou 1982). ,

Det vigtigste ubesvarede spsrgsmal i NP-teorien er, om P=NP.
D.v.s. om det kan vises, at problemer som DRS har en polynomial-
tids lesning. Fremkomsten af E.M. har pd flere mdder betydning for
dette sporgsmal..

Man har forsegt at vise, at L.P.-problemet tilh@rte klassen af
NP-komplette problemer. Hvis det lykkes, har man med fremkomsten af
E.M. vist , at P=NP.

L.P.-problemets placéring har som navnt veret et uafklaret spergs-
madl. E.M.'s fremkomst placerer entydigt L.P. i klassen P. Med denne
nye viden m& man nu underkaste udvidelserne af NP-teorien en grun-
dig analyse for at se, om de stadig er gyldige. Specielt om der

stadig eksisterer en mellemzone af problemer i NP.

7.3. E.M.'s praktiske betydning.

De kilder, som vi har benyttet i denne rapport, har det til
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fzlles, at de alle stiller sig tvivlende overfor den praktiske be-
tydning af'E.M., séden som den kan implementeres i dag. E.M. stil-
ler krav om meget stor'nzjegtighed, hvilket ogsd kan krazve meget
7.stort lager. Antallet af iterationer, som E.M. bruger, vokser
ganske vist polynomielt, men tallet er meget stort. Vores korsels-
resultater tyder dog pa, at tallet er mindre end det maksimale,
som algoritmen tillader. De enkelte iterations skridt kan ogsa veare
ret tidskraVende, hvis der skal tages hejde for f.eks: manglende
pracision. ‘ 4

Men det, at der er fremkommet en polynomial-tids algbritme til
-leosning af L.P.-problemer, vil‘formodenfligt sette gang i udvik-
lingen-éf ferbedrede metoder. Det har i felge vdres kilder vist
eig, at nar ferst der er kommet .en polynomlal -tids algorltme til
lesning af ‘et problem, vil den bllve effekt1v1seret betydellgt af
andre forskere. . | '

Et sp@rgsmal som fremkomsten af E.M: rejser,er, oh definitio-
'nen af polynomlal tids algorltmer er rimelig. Det viser sig jo
her i praksis; -at det tal L, som indgar i p(n), er et meget stort
‘tal, om ogsa vokser’ voldsomt. med st@rrelsen af n. S& er der rime-
ligt overhovedet at tale om, at man nu har en polynomlal t1ds algo-

ritme til lesning af“L.P.-problemer.

- 7.4, Konklusion.

vSelvom det er svart at méle,Ahvor stor omtale i medierne frem-
komsten af en ny algorltme fortjener, har E. M. opnaet megen oOp-
'marksomhed Desvarre har -disse informationer oftest varet vildle-
dende og medfert store forventninger til E.M.. Denne rapport er et
forseg pa at finde ind bag de store overskrifter i aviserne.

Aviserne havdede, at E.M. ville f& revulotionerende betydning for

humerisk lpsning af L.P.-problemer. I de foregdende kapitler har
vi prévet at give en baggrund for at vurdere denne pastand. Vi
har beskrevet Simplex-metoden, som er effektiv. selvom det,at det
er en eksponential=tids algorifme setter en graznse for problemets
storrelse. Vi har gehnemééet E.M.'s teoretiske baggrund og vist, at
.der er problemer forbundet med en;p{aktisk anvendelse. Vi har end-
‘'videre beskrevet NP-teorien, som omhandler algoritmers-komplexi-
tet og som giver baggrﬁhd for at forst& forskellene imeilem Sim-

plex ong.M.. Pé den baggrund mener vi, at E.M. i sin nuvarende

;
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~ form ikke vil f& nogen praktisk betydning, men metoden kan selv-
folgelig inspirerer‘tii nye undersegelser og forbedringer af algo-
ritmer til igsning af L.P.-problemer.

De videnskabelige artikler, vi har stiftet bekendtskab emd,
fremhever, at E.M..er meget interessant i forhold til Ntheorien.

Vi tror, at det er her) E.M. vil'fé den sterste betydning.

O
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Bilag I.

I det folgende gentages og bevises de saztninger, som anvendes
til bevdset for E.M. i afsnit 5.5..

SETNING 1:_E§hvert ekstrempunkt v pd polyederet défineret ved

' N alebi, i=1,..,m
‘ x>0

tilfredsstiller betingelsen |vi<2 /n. Dens koordlnater er ratio-

~nelle tal, hvis n&vnere hejst antager vardlen 2

BEVIS: Gangen i beviset gdr p& at regne pPa de enkelte koordlnater
til v. Det vises at b&de tazller og navner i de breker, som udger
koordinaterne til v, ligger intervallet 1fvi£2L/n.

Betegn v=(v1,,.,vn). Ved brug af Cramerg regel kan hvert A udtryk-
kes, som Vi=Di/D’ hvor Di og D er determinanter, hvis indgange er
:0,1,aij og bi' Da D og D, er heltal, m& |Dl ®1. Hvis (dij) betegner
matricen, hvis determinant er D, fas ved brug af Hadamard's ulig-
hed felgende: »

m , m %
Io] s‘rr(: di‘_.\ < 2% /mn< 2%/n
i=1vy=5
og det samme galder for Di'erne.

SETNING 2: Hvis ulighedssystemet

) , i
a;x<bi, i=1,..,m ,a ez“, bieZ

har en lesning, sa er volumnet af dets lesninger, indeholdt i ku-
ben: IxﬂvézL, mindst 2~ (M*DIL,
BEVIS: Ideen i beviset gdr ud p&d at vise, at et polyeder med n+1
ekstrempunkter mindst har volumnet 2—(n+1)L.
Det forudsattes, at ulighedssystemet har en lesning xo>0. Sa& poly-
ederen |
aixgbi, i=1,..,m

x20
har et indre punkt. Da l@sningsomr&det jo er begraznset har poly-

ederen et d@trempunktv—( qreerV ) s Sztning 1 fortzller, at

n
v <2 /n<1gJ Da polyederet har et indre punkt x=(x 1,..,xn), hvor

x3<12 J+.5a har polyederet
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alxébi,_ o i=1,..,m
x>0
‘e, oL ‘
Xj—L_2J, jf-1,..,-n

0gsd et indre punkt. Da polyederet har n+1 ekétrempunkter VgresrVpr

n
som ikke udger et hyperplan, har ovenstéende ulighedssystem volum-

;:.‘d t(1 _li';' i;)l

Fra satning 1 fas, at v.=

net:

1 . .
i 5 Lﬁ, hvor lﬁ-er en heltalsvektor og

Di et heltal mindre end 2 /n. V1dere fas:
- 1 > ___l____ 3~ (n+1L n+l

1N - b D
det( . \ = g det( 0. E\ >
| Vo' vl p I lDd uOf' u Py

da deternimanten i determlnanten i det andet udtryk er et heltal

- forskelligt fra 0. Derfor er volumnet af polyederet mindst

(2—(n+1)L‘nn+1)/n!2>2—(n+1)-;
SETNING 3: Forudsat éE‘ulighedssystemet

alx<bi+2—L, i=1,..,m

~ har en losﬁing. S& har ulighedSSyétemetl‘
'x€b. i=1,..,m

0ogsd en lesning.

BEVIS: Ideen i beviset er, at der eksisterer et x saledes at,

der for nogen band gelder, at aix=bi. (Dette er ekvivalent med,

at .a x<b +27 ), Det vises, at de a'vektorer,'som tilfredsstiller .

dette udspander samtlige a- -vektorer. Herefter v1ses det, at de a-

vektorer der udger bhasen, svarer til de storste a’x- b verdier.
Det md derfor galde at alle a x‘b

For xeR", sat Gi =atx- b Lad x°eRn vere arbitrer.
PASTAND: Der eksisterer et.x‘eRn, sadan at
(1) @, (x')€max (0,8, (x°)), i=1,..,m

(2) vektoréne{ al:eh(x!)éd} udspznder enhver anden vektor at
Bevis af pastanden: For at bevise péstahden‘er det tilstrakkeligt

at vise, at hvis x0

.ikké tilfredsstiller (2), sé findes der en vek-

~tor x',. sédan at x' tilfredsstiller og S )20 for andre index

i end 6 50 Ved at gentage dette h@jst m gange opnhas et xl der

..|Dnl" ' o "



tilfredsstiller bdde (1) og (2).

Sat 61(xo),..,Ok(x°)§0,6k+1,..,eh(x°r<0. Forudsat ét aV (v>k)

er en ikke linzer kombination af a1,..,ak. Sa& er ligningssystemet

a1y=0, i=1,..,k
avy=1
i 0 vore : 1.0,00
lesbart. Lad y vare en lesning og betragt x =x’"+ty , hvor

p=max{seR:saJyO+9j€0, j=k+1,..,k3

t er mindre eller lig med —OV. S& ved valg af t fas

0

9 (x| )=taiy0+9i (x0) =8, (x0) hvis 1212k

i
" " €90 ‘ hvis k+12i€m

og lighed opnds for mindst et k+1%i%m.
Forudsat nu et xq,

atx%< bi+2L, i=1,..,m

sddan at

Lad alx0>b. for i=1,..,k. Vaelg en ordning, sa at a1,..,ar er line-

+ °
.ert uafh&nglge, mens at 1,..,ak er uspaendt af dem. Fra pastanden

kan det forudsattes, at ak+1,..,an ogsd er udspendt af_al,..,ar.
Lad nu z vere en le@sning til ligningssystemet '
aiz=bi i=1,..,r. . |
Det skal nu vises, at z tilfredsstiller alzéb. for ethvert 1%4i%m.

Det er kendt, at

. Y .
a1=2__)\.a].
j=1

Fra Cramers regel fas, at k =D. /D hvor DJ og D er heltallige deter-

minanter med absolut- v&rdlter mlndre end 2 /n. Derfor
i = i L
D(a z—bi)=j§Dja~;z—Dbi =j§___-=1Djbj—Dbi.

For at estimere hejresiden:

ZD ;b4-Db, zD (alx -e (x°))-D (a’x —G (x%))
j=1

=D @, (x )—%Djej (x%)

r
232745 Ip.\ 27 B¢
j=1

’

: r
og da venstresiden er heltallig féas EE:Djbj—Dbjéo.
i=1 -

|93}
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SETNING 4: %E €E°

. BEVIS: Der konstrueres en éhhedselipsoide.uﬂdfra denne beregnes
efter algoritmens formler et nyt center xof og en ny matrix A'.

O',A') udger en elipsoide.

'Det vises at. dette (x
Det forudsettes, at xQEO og A=I1 (f.eks. elipsoiden er enheds-
4sf&ren om origo) og a=(—1,0,..,0)t, da sztningen er invariant under

affine‘transformationer i rummet. (Dette vises i (Aspwall 1980)).

Sa
: 0 1 t
X '=(n+1l01 /0) og
2 2 2
A'=diag((n+1)zlnz 1,nc’n _1 )-

Forudsat, at Xe%Ea. s& er \x\ 41, 13§1=—atx§0: Det skal sa visés; at

(‘x—xO)tA'_'1

0,

Men (x-X t

-1 0

A (x-x")= xtA‘ !

_1x0'+x0'tA‘-1x0'

X-ZXtA'
_n - 2 2n+2 n+l

- , .;1 zl n2

2 . ) o
“—nzl(x2-1)+3%23§](§1—1)+1’=1.

02 .
(n 1)/2 n
n —1) n+1<e

)

SETNING 5: ME®)=c(n) NE), hvor cn)=(5=
vog AX) er volumnet af mengden X.

f(%(n+1)>',

BEVIS: Det vises v.h.a. volumenformler for simple elipsoider, at
)(Ea)=>(E)'¢EEEXT. Det vises herefter, at Jdeta’ er ekvivalent med
udtrykket for c(n) i setningen. Begransningen pd c(n) fds ved et
estimat afJggEXT. ' ‘

Det forudéattes igen,’at E er enhedssfzren om origo og

a=(1,0,..,0)t, da affine transformationer ikke @ndrer proportionerne

af volumnerne.: Fra formlen for 'en elipsoides volumen fas

JdetA'
N(E NE): ) yo{detar
: QdetA . ©

n <—z———“2 y (n=1) /2 NE = ¢ (n) NE)
“h+1 'n<-1 *

For at estimere deénne faktor bruges, at

-

.2 ' :
n° .. 1 1/(n 2_1) n _._ _1 -1/ (n+1)
nZo7o vtz £ Hog ar T T e .

\

Ved indszttelse f4s c(n)<e

=1/(2(n+1))
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Bilag II.

1 begin

2,,

3 procedure LI(Ny M)i

4 integer Ns M3

) begin

6 integer array A(1: M, 1= N)§

7 long real array E(1: Ny 1: N)» X(1: NI+ B MALFAC(1:
8 integer Ly MAXITs Ks ALFABAAND;

9 tong real ALFAMAXs MI§ -
10

11 procedure INDLAES:

12 begin

13 integer Iy J3§ ,

i4 ! Proceduren indlaeser a raekke for raekke og b}
15 for 1:= 1 step 1 until M do .

16 for Ji= 1 step 1 until N do
17 A(Io J):= ININT§

18 for 1:= 1 step 1 untit M do

19 B(I)== INREAL
20 end ®#indlaes#;
21 ’
22 procedure INITIALISER:
23 begin
24 lnteger Iy J3§
25 long real LL3J
26 for 1:= 1 step 1 until M do
27 for Ji= 1 step 1 until N do

28 Li= L+LOGCABS(A(Is J))+1)/L0G(2) 3
29 for 1t= 1 step 1 until M do
30 ‘Li= L+LOGC(ABS(B(I))+1)/L0G(2)}
31 L= L+LOG(M*N)/LOG(2)+1}
32 MAXIT:= ((N+1)%#2) %43l
33 LLz= 2#%(2#L) 3
34 for 1:= 1 step 1 until N do
335 v E(Isy I)2= LLS
34 end #*initialisers;
37
38 procedure BEREGNM;
39 begin
40 integer Hs Iy Jj§
41 for It= 1 step 1 until M do

42 begin '
43 MALFA(I)== 03

b for Ji= 1 step 1 until N do

45 beg1n

Lb6 ltong real MTEMP;

&7 for H:= 1 step 1 until N do
48 MTEMP:= MTEMP+A(Ils H)*E(Hs J)3
49 _ HALFA(I)'- MALFACI)+MTEMP*AC(Iy J)i
50 endj
31 MALFAC(I):= SQRT(MALFAC(I))}

32 endsj
53 end #beregnm#}

54

35 procedure FINDALFAj}

54 begin
57 integer 1s J3i

38 ALFAMAX:= 03}
59 for 1:= 1 step 1 until N do
60 ALFAMAX:= ALFAMAX+A(1s L) *X(1)3}
61 ALFAMAX:= (ALFAMAX-B(1))/MALFA(1)3
&2 ALFABAAND:= 13}

63 for 1:= 2 step 1 until M do
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&4 begin
65 Llong real ALFAj
b6 © for Ji= 1 step 1 until N do
67 : ALFA'- ALFA+A(Is J)%X(J)3§
68 ‘ ALFA:= (ALFA-B(I))/MALFA(IL)}
&9 if ALFA > ALFAMAX
70 , then
71 _be
72 gLFAMAX'= ALFAS
73 ALFABAAND:= I3
T4 . - end}
75 endi
76 MI: MALFA(ALFABAAND),
77 end *flndalfa*1
78
79 boolean procedure STOP; - : S
ao begtn ’ i - :
81 K:= K+11 ’ : ) .
- 82 STOP:= K > MAXIT or ALFAMAX <= 0 or ALFAMAX > 13}
- .83 end *stop*v . . »
84
85 . procedure NYTCENTER;Y
a4 - begin _
- 87 integer I, J§
88 - lQng real SPy XTEMP;
- 89 - 8P:= (1+N*ALFAMAX)/(N+1)§ = .
90 for Ii= 1 step 1 until N do
91 beg1n
92 _ XTEMP:= 03 .
3. - for Ji= 1 step 1 until N do B
94 ,XTEMP.- XTEMP+E (I, J)*A(ALFABAAND, Jrs
95 : XTEMP:= XTEMP*SP/MI} -
96 _ X(1)== X(I) XTEMPS
97 end}j
98 - end *nytcenter*s
99 : : a _
100 -procedure NYELIPSOIDE}S
101 . begin .
102 integer Iy J3
103 long real EPs DPi
104 X long real array V(1: N
105 EP:t= (N*#2/(N#%2-1))%(1-ALFAMAX*%2);
106 DP:= (2%#(1+N*ALFAMAX))/ ((N+1)*(1+ALFAMAX)) S
107 for 1:= 1. step 1 until N do
108 : for Jt= 1 step 1 until N do
109 : V(I):= V(I)+ACALFABAANDy J)*E(Iy J)3i
110 . for I:= 1 step 1 until N do '
111 for J:= 1 step 1 until N do
112 - EC(Ls J)i= EP*(E(Iy J)-(DP*(V(L)Y/MI)*(V(JI/MII)) 3}
113 for 1:= 1 step 1 until N-1 do
114 for Ji= I+1 step 1 until N do
115 if ABS(E(I, J)» £ ABS(E(J' I
116 then :
117 E(ls J):= E(Js D)
118 ' else :
119 E(Jy Idei= E(Is J)§
. 120 - end #*nyelipsoide®;
121 ' '
© 122 procedure UDSKRIV;
123 begin
124 ~ integer I, J}
125 T OUTTEXT("L="™)3§ . :
126 - OUTINT(L, 83 o 55 -




127 OUTTEXT("§ maxits")}

128 OUTINT(MAXIT+ 8)3% §

129 OUTIMAGES '

130 OUTTEXT("Initialisering af tabellerne )3

131 OUTIMAGES '

132 OUTIMAGE $

133 ,OUTTEXT("A-matr1ssen ")

134 OUTIMAGES

135 for I1:= 4 step 1 until M do

134 . begin

137 for Ji= 1 step 1 until N do -

138 - , QUTINTC(ACLy J)s 33 - - o
. 139 OUTIMAGEs - :

140 . end} : . .

1464 OUTIMAGES o ‘ |

142 OUTIMAGES o T T

143 QUTTEXT("b-vektoren:")i ;

144 OUTIMAGES ' ﬁ

143 for 1:= 4 step 1 until M do

146 QUTINT(BC(I), 5)3

147 OUTIMAGES

148 © OUTIMAGE:S

169 OUTTEXT("Programmet stopper efter ")3§

150 OUTINT(K-1s ENTIER(LOG(KI+1))}

131 - OUTTEXT(" iterationer.")i

152 OUTIMAGES

133 if ALFAMAX <= 0

134 then

135 begin

136 QUTIMAGE§

137 OUTTEXT("x-vektoren:")}

138 OUTIMAGE }

139 for It= 1 step 1 until N do

160 begin

161 OUTREAL(X(I>s 8y 2003

162 OUTIMAGE:

163 end3

164 end

165 else

166 QUTTEXT("Der er ingen loesning.")3

167 OUTIMAGE

1468 end #udskrive}

169

170 INDLAESS

171 INITIALISERS

172 BEREGNM;

173 FINDALFAS

174 while not STOP do

- begin

176 NYTCENTER}

177 NYELIPSOIDE]

178 BEREGNM;

179 FINDALFAj}

180 end} '

181 UDSKRIV}

182 end #lix}

183

184 LICININTs ININT)S
185 endi
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Bilag III.

Vi var tre dataloéistuderende, der havde aftalt at starte pa
maﬁematikstudiet i januar 83; Vi samledes i slutningen af januar
og blev enige om at starte péa model modulet (mat.-studiets II.mo-
dul). Vi havde faet tildelt Mogens Brun Heefelt (MBH) som vejleder,
dg vi samledes hurtigt om emnet E.M., som udgangspunkt for projek-
tet. ' . ‘

Det var en artikel i Byte, der var vores forste kllde om E.M.
Selvom denne artikel skulle vare let- tllgangellg, ‘havde vi svart
ved at forstid de matematiske omskrivninger. MBH foreslog sa, at vi
leste lineear algebra forst og gik til eksamen 1 denne emnekreds.

Det var bade fagllgt og studieplansmaessigt en stor fordel for os.

Vi brugte derefter ca. en mdned pd at lese linear algebra. |
Ferst i marts, blev hovedvagten lagt pa implementeringen, da vi

pa det tidspunkt, sé det,ﬁsomAdén storste udfordring. Vi havde pé&

" dette tidspunkt en samtale med Krarup fra DIKU, der henviste og til

noget mere dybtgéende litterdtur. Vi kiggede s& pa det og afsluttede

kursusstoffet med en gennemgang af Slmplex -metoden. I slutningen

af marts hoppede det ene gruppemedlem fra, og vi var to tilbage i

gruppen.

I begyndelsen af aprll gik vi for alvor 1gang med lasning af .
artlkler om E. M., da vi havde faet et rlmellgt begrebsapparat Vi ..
blev hurtlgt opmafksomme pa, at E.M. har stor betydnlng for NP-teo-
rien. Vi syntes det Var et spandende omrade og bestiite derfor
noget litteratur om emnet. Derefter lavede vi en forste implemen-
tation af -E.M.. Vi tog udgangspunkt i et BASIC program fra Byte-
artiklen som vi oversatte til Simula. |

I slutnlngen ‘af,april opstillede v1 en -disposition for rapporten,
som 18 meget tet. op ad den endellge-rapport. Vl blev pd dette tids-
punkt klar'over; at vi ikke ville f& tid til en dybtgdende gndersq—
gelse af de enkelte delomréder.

Omkring 1. maj havde vi opStillet algoritmen. Vi b;ugte resten
af maneden til at programmere, skrive og lese linear algebra til den
skriftelige eksamen i begyndelsen af juni. Fra midten af maj og til
afslutningen af projektet hen i juli har vi ikke haft -de store prin-

cipiélle diskusioner af projektet. Vi har programmeret




og skrevet udfra den disposition, vi lagde os fast pa i slutningen af
april. o
- Eﬁnet E.M. er megét relevant, men vore hovedkilder stammer hoved-
sageligt fra 8rene 1979-81. Flere af dem er endda forst udkommet i
lokale rapporter, feor de er blevet trykt i alment tilg®ngelige tids-
skrifter. Derfor er vores behandling og opsummeringraf viden om E.M.
baseret pa 2-4 ar gamle kilder.
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TEKSTER fra IMFUFA - Roskilde universitetscenter.

1/78 "TANKER OM EN PRAKSIS" - et matematikprojekt.

Pro;ektrapport af Anne Jensen, Lena Lindenskov, Ma-
rianne Kesselhahn og Nicolai Lomholt.

Vejleder: Anders Madsen.

2/78 ﬁOPTIMERING" - MennesketS»forogede,beherskelsésmu-
ligheder af natur og samfund.

Projektrapport af Tom J. Andersen, Tommy R. Ander- -
sen, Gert Kreinae 0g Peter H. Lassen.

Vejleder: Bernhelm Booss.

.3/78 "OPGAVESAMLING", breddekursus i fysik.

Lasse Rasmussen, Aage Bonde Krammer, Jens Hejgaard
Jensen.

4/78 "TRE ESSAYS" - om matematikundervisning, matematik- Nr. 4 er p.t. udgdet.
1&reruddannelsen og videnskabsrindalismen.

Mogens Niss.

[

5/78 "BIBLIOGRAFISK VEJLEDNING til stud1et af DEN MO-
DERNE FYSIKS HISTORIE",

Helge Kragh.

*6/78 ""NOGLE ARTIKLER 0OG DEBATINDLAG oM - lereruddannel- .
.~ se og undervisning i fysik, og - de naturvidenskabe-
1ige fags situation efter studenteropreret". |

Karin Beyer, Jens Hpjgaard Jensen og Bent C. Jor-
gensen.

7/78 “MATEMATIKKENS FORHOLD TIL SAM?UNDSﬂKONOMIEN". Nr. 7 er udgdet.
B.V. Gnedenko.

8/78 “DYNAMIK 0OG DIAGRAMMER". Introduktion ti1
“energy-bound-graph formalismen.

Peder Voetmann Christiansen.

9/78 "OM PRAKSIS' INDFLYDELSE PA MATEMATIKKENS UDVIK-
LING". - Motiver til Kepler's:"Nova Stereometria
Doliorum Vinarioum".

Projektrapport af Lasse Rasmussen.
Vejleder: Anders Madsen.
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10/79 "TERMODYNAMIK I GYMNASIET".

Projektrapport af Jan Christensen og Jeanne Mor-
tensen

‘Vejledere: Karin Beyer 09 Peder Voetmann Christi-
ansen.

11/79 “STATISTISKE MATERIALER"
red. Jorgen Larsen

12/79 "LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER OG DIFFERENTIALLIG-
NINGSSYSTEMER". . .

Mogens Brun Heefelt
13/79 "CAVENDISH'S FORSEG I GYMNASIET",
Projektrapport af Gert Kreinge.

Vejleder: Albert Chr. Paulsen
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14/79 "BOOKS ABOUT MATHEMATICS: History, Philosophy, Edu- Nr. 14 er p.t. udgdet.
cation, Models, System Theory, and Works of
Reference etc. A Bibliography".

Else Hayrup.

15/79 "STRUKTUREL STABILITET OG KATASTROFER i systemer i
og udenfor termodynamisk 1igevagt".

- Specialeopgave af Leif S. Striegler. s = — e
' Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.

16/79 "STATISTIK I KRAFTFORSKNINGEN".
Projektrapport af Michael Olsen og Jorn Jensen.
Vejleder: Jorgen Larsen. -

-17/79 VAT SPORGE 0G AT SVARE—i- fysikundervisningen". .- - ==
- Albert Christian Paulsen.

18/79 "MATHEMATICS AND THE REAL WORLD", Proceedings of an
International Workshop, Roskilde University Centre,
Denmark, 1978. Preprint.

Bernhelm Booss & Mogens Niss (eds.).

19/79 "GEOMETRI, SKOLE OG VIRKELIGHED".

Projektrapport af Tom J. Andersen, Tommy R. Andersen
og Per H.H. Larsen.

Vejleder: Mogens Niss.

20/79 “STATISTISKE MODELLER TIL BESTEMMELSE AF SIKRE DOSER
. FOR CARCINOGENE STOFFER".

Projektrapport af Michael Olsen 09 Jorn Jensen.
Vejleder: Jergen Larsen.

21/79 "“KONTROL I GYMNASIET - FORMAL OG KONSEKVENSER".

Projektrapport af Crilles Bacher, Per S. Jensen, Pre-
ben Jensen og Torben Nysteen.

22/79 "SEMIOTIK 0G SYSTEMEGENSKABER (1)".
1-port linezrt response og stej i fysikken.

Peder Voetmann Christiansen.

23/79 "ON THE HISTORY OF EARLY WAVE MECHANICS - with speéia]
emphasis on the role of realitivity".

24/80 "MATEMATIKOPFATTELSER HOS 2.G'ERE". Nr. 24 a+b er p.t. udglet.
a+h 1. En analyse. 2. Interviewmateriale.

Projektrapport af Jan Christensen og Knud Lind-
hardt Rasmussen.

Vejleder: Mogens Niss.
25/80 "EKSAMENSOPGAVER", Dybdemodulet/fysik 1974-79.

26/80 "OM MATEMATISKE MODELLER". Nr. 26 er p.t. udglet.
En projektrapport og to artikler.

Jdens Hejgaard Jensen m.f1.

27/80 "METHODOLOGY AND PHILOSOPHY OF SCIENCE IN PAUL
DIRAC's PHYSICS".

Helge Kragh.

28/80 "DIELEKTRISK RELAXATION - et forslag til en ny model
bygget p& vaskernes viscoelastiske egenskaber®.

Projektrapport, speciale i fysik, af Gert Kreinse..
Vejleder: Niels Boye Dlsen.
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29/80 "ODIN - underv1sn1ngshéter1a1e til et kursus i
differentialligningsmodeller”.

Projektrapport af Tommy R. Andersen, Per H. H Larsen
og Peter H. Lassen.

Vejleder: Mogens Brun Heefelt

30/80 “"FUSIONSENERGIEN - - - ATOMSAMFUNDETS ENDESTATION". © Nr. 30 er. udgdet.
0luf Danielsen. Udkommer medio 1982 pd Fysik-, Matematik- og Kemilzrer-
_ ) nes forlag.
- 31/80 “VIDENSKABSTEORETISKE PROBLEMER VED UNDERVISNINGSSY- Nr. 31 er p.t. udgéet

STEMER BASERET PA MENGDELARE".
Projektrapport af Troels Lange og Jorgen Karrebzk.
- R Vejleder: Stig Andur Pedersen. ’

32/80 "POLYMERE STOFFERS VISCOELASTISKE EGENSKABER - BELYST
. VED HJELP AF MEKANISKE IMPEDANSMALINGER OG MDSSBAUER-
: EFFEKTMALINGER" .

Projektrapport, speciale i fysik, af Crilles Bacher og
Preben Jensen.

Vejledere: Niels Boye Olsen og Peder Voetmann Chr1-
stiansen.

33/80 "KONSTITUERING AF FAG INDEN FOR TEKNISK-NATURVIDENSKA—
BELIGE UDDANNELSER. I- II"
Arne Jakobsen.

34/80 "ENVIRONMENTAL IMPACT OF WIND ENERGY UTILIZATION"' K Nr. 34 er udgdet.

ENERGY SERIES NO.1. ' Publ. i "Renewable Sources of Energy and the Environment”,
Bent Serensen. .Tycooli Internat1on?1 Pres§, Dub11n, 1981.

© 35/80 "HISTORISKE STUDIER I DEN NYERE ATOMFYSIKS UDVIKLING".
Helge Kragh.

36/80 "“HVAD ER MENINGEN  MED MATEMATIKUNDERVISNINGEN ?"
Fire artikler.
Mogens Niss.

37/80 "RENENABLE ENERGY AND ENERGY STORAGE" .
ENERGY SERIES NO. 2
Bent Serensen.

38/81 “TIL EN HISTORIETEORI "OM NATURERKENDELSE, TEKNOLOGI
' 0G SAMFUND". -

Projektrapport af Erik Gade, Hans Heda], Henrik Lau
og Finn Physant . ] b

Vejledere: Stig Andur Pedersen, Helge Kragh og
Ib Thiersen.

39/81 "TIL KRITIKKEN AF VEKSTGKONOMIEN“
Jens Hngaard Jensen.

40/81 "TELEKOMMUNIKATION I DANMARK - opleg til en teknolo-
givurdering”.

Projektrapport af Arne Jergensen, Bruno Petersen og
Jan Vedde.

Vejleder: Per Norgaard.

41/81 "PLANNING AND POLICY CONSIDERATIONS RELATED TO THE
‘ INTRODUCTION OF RENEWABLE ENERGY SOURCES INTO ENERGY
SUPPLY SYSTEMS".

ENERGY SERIES NO.3.
Bent Sorensen.




42/81

43/81

44/81

“VIDENSKAB TEORI SAMFUND - En introduktion til
materialistiske videnskabsopfattelser".

Helge Kragh og Stig Andur Pedersen.

1. "COMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY
SYSTEMS". ’

2. "ADVANTAGES AND DISADVANTAGES OF DECENTRALIZATiON“. -=
ENERGY SERIES NO.4.
Bent Serensen.

"HISTORISK UNDERSOGELSE AF DE EKSPERIMENTELLE FORUDSAT-
NINGER FOR RUTHERFORDS ATOMMODEL".

Projektrapport af Niels Thor Nielsen.
Vejleder: Bent C. Jorgensen.

45/82

46/82
I+11

47/82

48/82

49/82

50/82

51/82

52/82

53/82

54/82

“EKSEMPLARISK UNDERVISNING OG FYSISK ERKENDELSE -
TLLUSTRERET VED TO EKSEMPLER".

Projektrapport af Torben 0. Olsen, Lasse Rasmussen og
Niels Dreyer Serensen.

Vejleder: Bent C. Jogrgensen.

"BARSEBACK 0G DET VARST OFFICIELT-TANKELIGE UHELD".
ENERGY SERIES NO.5.
Bent Serensen.

YEN UNDERSOGELSE AF MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA AD-
GANGSKURSUS TIL K@BENHAVNS TEKNIKUM".

Projektrapport af Lis Eilertzen, Jergen Karrebzk,
Troels Lange, Preben Nerregaard, Lissi Pedersen, Laust
Rishej, Li11 Ren, Isac Showiki.

Vejleder: Mogens Niss.

"ANALYSE AF MULTISPEKTRALE SATELLITBILLEDER".
Projektrapport af Preben Norregaard.
Vejledere: Jorgen Larsen & Rasmus Ole Rasmussen.

"HERSLEV - MULIGHEDER FOR VEDVARENDE ENERGI I EN
LANDSBY", ENERGY SERIES NO.6. .

Rapport af Bent Christensen, Bent Hove Jensen, Dennis
B. Meller, Bjarne Laursen, Bjarne Lillethorup og Ja-
cob Merch Pedersen,

Vejleder: Bent Serensen.

"HVAD KAN DER G@RES FOR AT AFHJELPE PIGERS BLOKERING
OVERFOR MATEMATIK?"

Projektrapport af Lis Eilertzen, Lissi Pedersen, Lill
Ren og Susanne Stender.

"DESUSPENSTON OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS"
Bernhelm Booss & Krzysztof Wojciechowski.

“THE CONSTITUTIQN OF SUBJECTS IN ENGINEERING
EDUCATION",

Arne Jakobsen & Stig Andur Pedersen.

"FUTURES RESEARCH" - A Philosophical Analysis of Its
Subject-Matter and Methods,

Stig Andur Pedersen & Johannes Witt-Hansen,




55/82 “MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pd Roskilde Vedr. tekst nr. 55/82:
Universitetsbibliotek. Se ogsd tekst 62/83.

En bibliografi.
Else Hayrup.

56/82 “EN - TO - MANGE" -
En undersegelse af matematisk gkologi.

Projektrapport af Troels Lange.
Vejleder: Anders Madsen.

57/83 "ASPECT EKSPERIMENTET" - Nr. 57 er udgdet.
Skjulte variable i kvantemekanikken?

Projektrapport af Tom Juul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.

58/83 "MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtninger
over spredning af dyr mellem smibiotoper i
agerlandet.

Projektrapport af Per Hammershgj Jensen &
Lene Vagn Rasmussen.

Vejleder: Jorgen Larsen.

59/83 "THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".
ENERGY SERIES NO. 7.
Bent Sorensen.

60/83 "MATEMATISK MODEKSPERTISE" - et eksempel.

Projektrapport af Erik 0. Gade, Jergen Karrebak og
Preben Norregaard.

Vejleder: Anders Madsen.

61/83 "“FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION", som et eksempel pd
en naturvidenskab - historisk set.

Projektrapport af Annette Post Nielsen,

Vejledere: Jens Hoyrup, Jens Hgjgaard Jensen og
Jergen Vogelius.

62/83 "MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.

En bibliografi. 2. rev. udgave
Else Hayrup

63/83 "CREATING ENERGY FUTURES: A SHORT GUIDE TO
ENERGY PLANNING".

ENERGY SERIES No. 8
David Crossley & Bent Serensen

64/83 "VON MATHEMATIK UND KRIEG".
Bernhelm Booss og Jens Hoyrup

65/83 "ANVENDT MATEMATIK - TEORI ELLER PRAKSIS".

Projektrapport af Per Hedegdrd Andersen, Kirsten
Habekost, Carsten Holst-Jensen, Annelise von Moos,
Else Marie Pedersen, Erling Meller Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss & Klaus Grlnbaum

66/83 "MATEMATISKE MODELLER FOR PERIODISK SELEKTION I
ESCHERICHIA cCOLI".

Projektrapport af Hanne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.

Vejledere: Jergen Larsen og Anders Hede Madsen
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