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Den nuvaerende gymnasiale bekendtggrelse for makepégieger at elever skal tilegne sig viden om
matematiske anvendelser, matematikkens historidkikling og i en vis grad ogsa dens natur som fag.
| KOM-rapporten (Niss & Jensen, 2002) omtales trarfer for 'overblik og demmekraft’ som i nogen
grad modsvarer disse tre 'aspekter’ ved faget matiEmmatematikkens faktiske anvendelse i andre
fag- og praksisomrader; matematikkens historiskeiklidg, savel internt som i samfundsmaessig
belysning; og matematikkens karakter som fagomrafe. af formalene ved neervaerende
undervisningsmateriale har veeret at forsgge atillepsh ramme for elevers udvikling af disse tre
former for overblik og dgmmekraft.

Maden hvorpé dette er sggt gjort er ved sammensgemiaf tre originaltekster fra matematikken til et
undervisningsmateriale — én tekst repraesentereveleah de tre former for overblik og demmekratft.
Disse tekster praesenteres i dansk overseettelseti(fadlde hvor en overseettelse ikke allerede fsdt
er de oversat af undertegnede) og suppleres undenedl kommentarer og opgaver. Materialet (og
forlabet) er designet sdledes, at eleverne selv dtarjde sig igennem det i grupper (evt. under
radfgring med deres underviser), for sdledes dgsgf@de bekendtgarelsens krav om gruppearbejde.
Samtidig indeholder forlgbet en skriftlig dimensio®mlig i forbindelse med den sakaldte afsluttende
essay-opgave. Udover at opfylde bekendtggrelsesms &am starre skriftlige produkter tjener denne
opgave ogsa som en ramme for elevernes udviklirpdfe former for overblik og dammekraft, idet
de tre originaltekster her skal relateres til hohemsavel som til en reekke spgrgsmal karakteréesfisk
KOM-rapportens overblik og dgmmekratft.

Den farste af de tre originaltekster i dette materer George Booledn Investigation of the Laws of
Thought on which are founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities fra 1854, hvori
han udvikler hvad der i dag kendes under navnetdRadgebra. Den naeste er den filosofiske tekst af
Richard W. HammingThe Unreasonable Effectiveness of Mathematics fra 1980. Og endelig den
anvendelsesorienterede tekst af Claude E. Shawn&mbolic Analysis of Relay and Switching
Circuits fra 1938, hvori Shannon anvender Boolsk algebizeskrivelse af elektriske kredslgb.

Neerveerende forlgb har veeret implementeret i ena@spé pad Drestad gymnasium i efteraret 2011 som
del af et forskningsprojekt finansieret af Det Hrerskningsrad — Kultur og Kommunikation (FKK)
under Forsknings- og Innovationsstyrelsen. Klassge matematikunderviser gennemfgrte forlgbet,
mens jeg observerede og videofilmede implementeringpecielt fulgte jeg én gruppe bestaende af
fem elever i forbindelse med deres opgaveregningudgrbejdelsen af deres essay-opgave. De
didaktiske forskningsresultater af denne undersegel blive preesenteret i fremtidige artikler.

Uffe Thomas Jankvist, 2012
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Forord

Dette undervisningsforlgb er udviklet som del af et postdoc-projekt fi-
nansieret af Det Frie Forskningsrad ¢ Kultur og Kommunikation under
Forsknings- og Innovationsstyrelsen. Et af formalene med projektet er
at afsgge mulighederne for samspillet mellem matematik, matematikkens
historie samt matematikkens filosofi og videnskabsteori i den gymnasiale
matematikundervisning — og pa leengere sigt tveerfaglige kombinationer
mellem matematik og humaniora i gymnasiets alment studieforberende
forlgb (AT).
Bekendtggrelsen for matematik i gymnasiet stiller i dag krav om en
belysning af faget matematiks ‘samspil med andre fag’:
Nar matematik A indgar i en studieretning, skal dele af det faglige stof veelges,
sa det giver mulighed for en styrkelse af det faglige samspil i studieretningen.
Herved skal eleven opna en dybere indsigt i matematikkens beskrivelseskraft
og i vigtigheden af at overveje og diskutere forudsaetninger for en matematisk
beskrivelse og palidelighed af de resultater, der opnéas gennem beskrivelsen.
Der skal tilretteleegges sammenhaengende undervisningsforlgb med det hov-
edsigte at udvikle elevernes kendskab til matematikkens vekselvirkning med
kultur, videnskab og teknologi. (Undervisningsministeriet; 2010, bilag 35,
punkt 3.4)

Séddanne undervisningsforlgb kan pa naturlig vis placeres under ind-
dragelsen af det sakaldte ‘supplerende stof’:
Eleverne vil ikke kunne opfylde de faglige mal alene ved hjelp af kernestoffet.
Det supplerende stof i matematik A, herunder samspillet med andre fag, skal
perspektivere og uddybe kernestoffet, udvide den faglige horisont og give
plads til lokale gnsker og hensyn pa den enkelte skole.
For at eleverne kan leve op til alle de faglige mal, skal det supplerende stof,
der udfylder ca. 75 timer, blandt andet omfatte sammenhaengende forlgb:
[...] om matematik-historiske emner. (Undervisningsministeriet; 2010, bilag
35, punkt 2.3)

Udover det ‘faglige mal’ som matematikhistoriske forlgb generelt retter sig
mod (i) retter neerveerende undervisningsforlgb sig mod endnu et (ii):
Eleverne skal kunne [...]:
i. demonstrere viden om matematikkens udvikling i samspil med den
historiske, videnskabelige og kulturelle udvikling
ii. demonstrere viden om matematikanvendelse inden for udvalgte om-
rader, herunder viden om anvendelse i behandling af en mere kompleks
problemstilling (Undervisningsministeriet; 2010, bilag 35, punkt 2.1,
nummerering tilfgjet)

For at skitsere neervaerende forlgb ganske kort er der tale om at I,
eleverne, vil blive introduceret til en matematikhistorisk case, en konkret
moderne anvendelse af matematikken i denne samt en videnskabsteoretisk/-
filosofisk perspektivering af disse.



ii

Tilrettelaeggelsen af forlgbet sgger ogsa at tage hgjde for de arbejds-
former som den gymnasiale matematikundervisning ifglge bekendtggrelsen
(leereplanen) skal bygge pa. Om disse hedder det:

En betydelig del af undervisningen tilretteleegges som projektforlgb eller
stgrre temaopgaver over forskellige dele af kernestoffet og det supplerende
stof eller problemstillinger, der er genstand for fagsamarbejde. For hvert
stgrre forlgb formuleres faglige mal, der tages stilling til arbejdsprocessen, og
eleverne udarbejder et skriftligt produkt, som kan dokumentere de faglige
resultater eller konklusioner vedrgrende en tveerfaglig problemstilling. [...]
En del af undervisningen tilrettelaegges som gruppearbejde med henblik pa
at udvikle elevernes matematiske begreber gennem deres indbyrdes faglige
diskussion.

Der arbejdes bevidst med den mundtlige dimension, herunder selvstaendig
tilegnelse, bearbejdning og preesentation af forelagte matematiske tekster.

I undervisningen laegges der betydelig veegt pa opgavelgsning som en afggrende
stgtte for tilegnelsen af begreber, metoder og kompetencer. Lgsning af opgaver
foregar bade i timerne og som hjemmearbejde. Endvidere arbejdes der med
stgrre skriftlige produkter som resultat af arbejdet med projekter og emner.
(Undervisningsministeriet; 2010, bilag 35, punkt 3.2)

En essentiel del af dette undervisningsforlgb (og -materiale) er derfor ogsa
maden, hvorpa der arbejdes med stoffet. Ideen er at I, eleverne, i hgj grad
tilegner jer stoffet pa egen hand og i samarbejde med andre elever — altsa
bgr forlgbet kun omfatte et minimum af ‘traditionel tavleundervisning’ fra
underviserens side, f.eks. i form af opsamlinger.

Det vil veere hensigtsmaessigt at der allerede ved forlgbets begyndelse
bliver dannet et antal elev-grupper, saledes at man i en given gruppe
arbejder sig igennem forlgbet sammen og qua den indbyrdes faglige (og
tveerfaglige) diskussion og opgavelgsning opnéar en feelles forstaelse af stoffet.
I den forstand skal gruppearbejdet teenkes pa som veerende mere end blot
en arbejdsform, men ogsa en form for ‘metode’ til tilegnelse af stoffet, til
forstaelse og til kompetenceudvikling.

Forlgbet afsluttes med en stgrre skriftlig opgave, en samling sékaldte
essay-opgaver, som ogsa skal udarbejdes i grupperne og som er essentiel
for deekningen af de faglige méal (i og ii).

I forbindelsen med udarbejdelsen af dette undervisningsmateriale og forlgb
skal fglgende personer takkes for deres faglige bidrag i form af diskussioner,
forslag, erfaringsudveksling med mere: Bjarne Toft og Jessica Carter,
Syddansk Universitet (SDU) i Odense; David Pengelley og Jerry Lodder,
New Mexico State University (NMSU) i Las Cruces. Og en speciel tak til
Janet Barnett, Colorado State University (CSU) i Pueblo, idet veesentlige
elementer af fremstillingen i naerveerende forlgb bygger pa hendes brug af
samme tekster (Barnett, 2011a; Barnett, 2011b) sével som diskussioner
med hende. Ydermere bygger et udvalg af de matematiske opgaver i
dette materiale pa Barnetts for saledes at muligggre en sammenligning af
didaktiske forskningsresultater pa tveers af landegrzenser.

September, 2011
Uffe Thomas Jankvist
IMADA, Syddansk Universitet
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1 Introduktion

Som naevnt i forordet er dette undervisningsmateriale mgntet pa et matem-
atikfilosofisk /-historisk forlgb til gymnasiet. En vaesentlig del af forlgbet
bestar i at I, eleverne, skal laese, diskutere og arbejde med et mindre
udvalg af originalkilder (i dansk oversattelse) fra matematikkens historie,
matematikkens filosofi og matematikkens anvendelse.

For at laegge lidt mere ‘blgdt’ ud begynder vi med at leese et uddrag
fra indledningen til bogen Matematikken og Verden (Niss; 2001), hvori
professor i matematik og matematikkens didaktik,! Mogens Niss, diskuterer
matematikkens forskellige ‘ansigter’. Nar man taler om matematikken er
det meget almindeligt at skelne imellem den ‘rene’ matematik og den
‘anvendte’ matematik, men som vi skal se er disse to ‘ansigter’ ikke de
eneste som matematikken besidder.

1.1 Mogens Niss om matematikkens femfoldige natur

Faktisk kan man sige, at matematikken har fem ret forskellige ansigter,
eller — i mere hgjtidelige vendinger — at den har en femfoldig natur [...].
Falles for de fem ‘ansigter’ eller ‘naturer’ er at de netop er sider af den
samme genstand, nemlig matematikken, og at traek ved hver af dem er
teet forbundet med de gvrige fire. [...]

Matematikkens fgrste natur er at veaere en grundvidenskab (man kan
ogsa sige en ‘ren’ videnskab), der sigter mod at finde/skabe, beskrive
og forstd objekter, faanomener, relationer, mekanismer, teorier, m.m. der
hgrer hjemme i et szrligt univers, som vi plejer at omtale som matematisk.
Denne bestraebelse gar med andre ord ud pa at frembringe ny viden om
og indsigt i dette univers og pa at videreudvikle det. | sin egenskab af
grundvidenskab formulerer matematikken principielt sine spgrgsmal, sgger
dem besvaret, og sgger svarene accepteret blandt fagfolk, uden hensyn til
eksterne interesser eller nytteforestillinger. At forholdene i praksis kan vaere
noget anderledes, fgrst og fremmest derved at matematikken udgves af
mennesker som er i samspil med hinanden og med omverdenen, og som
lever i et samfund der maske ikke har meget sympati for grundforskning,
&ndrer ikke ved det principielle i sagen.

Matematikkens anden natur er at vaere en anvendt videnskab. | den egen-
skab forsgger den at give sit bidrag til svar pa spgrgsmal som hgrer hjemme
inden for andre fag- eller praksisomrader, men hvor svarene enten slet ikke
eller ikke helt sd godt kan leveres uden hjalp fra matematik. For at vi
her kan tale om anvendt videnskab, og ikke blot anvendelse af matematik,
skal enten spgrgsmélene eller svarene (eller begge dele) i en eller anden

1 Matematikkens didaktik er den videnskab der omhandler hvordan man underviser i
og leerer matematikfaget.
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forstand vaere nye. Det er en aldeles respektabel anvendelse af matematik
at konstatere, at ndr momsen p3a en vare er 25% udggr momsen 20% af
varens udsalgspris, men anvendt videnskab er det ikke, for bade spgrgsmal
og svar er velkendte (om end for nogle mere end for andre).

Den forsker der dyrker matematik som anvendt videnskab, kan i prak-
sis veere svaer at skelne fra den som dyrker matematisk grundvidenskab.
Deres ggremal kan ligne hinanden til forveksling. Den afggrende forskel
er imidlertid, om de spgrgsmél de arbejder pd at besvare tjener til at
skabe ny viden inden for det matematiske univers (i sa fald har vi at ggre
med grundvidenskab) eller til at skabe ny viden inden for et andet felt
(hvor der s& er tale om anvendt videnskab). Hvad enten der er tale om
grundvidenskab eller anvendt videnskab, er det ultimative mal at skabe ny
holdbar viden og indsigt. Matematikkens historie fremviser spektakulaere
eksempler pd at dagens grundvidenskab er afggrende for morgendagens
anvendte matematik, sdvel som eksempler der viser det omvendte.

At veere et system af redskaber for praksis, badde i form af processer og
produkter, til hjeelp for beslutninger og handlinger inden for andre omréder,
er matematikkens tredje natur. (Dette skal ikke forstds sadan, at systemet
er fikst og feerdigt og statisk. Tveertimod udvikler det sig hele tiden.) Det
ovennaevnte momseksempel hgrer hjemme i denne sammenhang. Eksem-
plerne pa at matematikken bruges som redskab inden for en mangfoldighed
af felter er legio, faktisk i en sddan grad at man kan sige, at brugen af
matematiske redskaber gennemsyrer den samfundsmaessige praksis. Mere
herom senere. En given brug af matematik som redskab for beslutninger
eller handlinger kan meget vel vaere kommet i stand som resultat af tidligere
landvindinger for matematik som grundvidenskab eller anvendt videnskab.
Dagens praksis er ofte et resultat af garsdagens videnskab, som f.eks. nér
tv-antenner udformes som paraboler, men nar matematikken er ndet til at
blive et redskab for praksis har den forladt de videnskabelige studerekamre.

Udnyttelsen og videreudviklingen af matematik som grundvidenskab, an-
vendt videnskab og et system af redskaber for praksis kraever videregivelse
og spredning til ny generationer. Eftersom dette har vist sig ikke at finde
sted automatisk, ma matematik leeres gennem undervisning. Matematiks
fijerde natur er at veere et undervisningsfag pa alle trin af ethvert lands
uddannelsessystem. Matematik er verdens stgrste undervisningsfag (vi
skal jo ikke alle undervises i samme modersmal). Der er f.eks. lige sa
mange matematiklaerere i Kina som der er voksne i Danmark. Matem-
atik som undervisningsfag er naert forbundet med matematikkens gvrige
naturer, men er ikke at betragte som en blot og bar afspejling af dem. |
matematikundervisning og -tilegnelse mgdes matematikken som fag med
menneskers forestillinger, tanker, fglelser, erfaringer m.m., hvilket skaber
sarlige problemstillinger som ikke forefindes pd samme made i forhold til
matematikkens gvrige naturer.

Endelig er matematikkens femte natur at veere et rum for en sarlig slags
astetiske oplevelser. De fleste mennesker som har faet positive erfaringer
af mgdet med matematik, har fra tid til anden faet aestetiske oplevelser,
oftest af ‘aha-typen’ De har maske fiet et pludseligt glimt af klarhed over
og indsigt i et fgr ulgseligt problem, ‘ja, selvfglgelig, sddan ma det veere!’,
eller ‘sddan kan det ggres, hvor smart!’. Eller de har set noget der fgr
tog sig ud som et uldent rodsammen af enkeltstdende brokker, pludselig
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falde pa plads i et klart og overskueligt mgnster, hvor elementerne nu
traeder frem i en klart forstaelig sammenhang, ‘né, det er sddan det hele
hanger sammen; hvor er det smukt!". Eller de har set et panorama af en
matematisk teori med en basis som formuleres pd bagsiden af et frimaerke,
folde sig ud i det mentale synsfelt, ‘teenk at man kan komme sa langt
ved hjalp af sd lidt!". Eller de har set anvendelsen af en begrebsdannelse
med logisk ngdvendighed fgre til fremkomsten af matematiske objekter
med forblgffende traek, som de ikke i forvejen havde kunnet forestille
sig muligheden af. Fzlles for sddanne astetiske oplevelser er en lettet
eller ligefrem euforisk fornemmelse af indsigt, overblik, gennemskuelighed,
klarhed og enkelhed. Men de ledsages gerne af en dragende fornemmelse af
uanede mangder af endnu ikke udforskede eller forstdede rum, der ansporer
til videre udforskning, ‘hvordan mon tingene hanger sammen dér?’,

Som sagt indfinder sddanne oplevelser sig kun hos folk der har haft et vist
mal af succes i omgangen med matematik. Hos andre mgdes de gerne
med vantro eller afstandtagen, ikke mindst hvis de pagaldende har vaeret
udsat for matematikleerere der, billedligt talt, har villet banke ‘glaeden ved
matematikkens skgnhed’ ind i hovedet pa elever, som ikke har orket den
forngdne indsats, eller ikke har stillet sig tilfredse med retorik men har haft
brug for evidens. (Niss; 2001, s. 12-15)

1.2 Overordnet om undervisningsmaterialet

Dette undervisningsmateriale bestar af i alt fire kapitler, udover nzervaerende
introduktionskapitel, som hver iseer har sit fokus og sigte.

I det forste kapitel skal vi se et historisk eksempel pa udgvelsen af den
sakaldte ‘rene’ matematik, altsa matematik som grundvidenskab. Naermere
bestemt er der tale om den tekst, hvor ideen til den i dag sakaldte Boolske
algebra stammer fra, hvilket er ideen om et logisk system og operationen
med udelukkende to elementer, nemlig 0 og 1 (eller Falsk og Sand).

I andet kapitel skal vi leese en filosofisk tekst omhandlende ‘matem-
atikkens urimelige effektivitet’, hvilket refererer til matematikkens seerlige
status bade som en anvendt videnskab og et system af redskaber for praksis,
samt det faktum at matematik i langt hgjere grad end sa& mange viden-
skaber synes at besidde denne ‘effektivitet’ eller brugbarhed. Ydermere
bergrer denne tekst ogsa elementer — pa filosofisk vis — ved matematikkens
andre ‘ansigter’; grundvidenskaben, undervisningsfaget og dens sestetiske
oplevelser.

I det tredje kapitel skal vi s stifte bekendtskab med en faktisk an-
vendelse af ideen om den Boolske repraesentation som vi sd udviklet i den
forste tekst. Der er saledes tale om et konkret eksempel pa anvendt matem-
atik, nsermere bestemt matematik anvendt til lgsningen af et historisk
datalogisk problem — nemlig hvorledes man matematisk kan beskrive og
analysere, og dermed effektivisere designet af, elektriske kredslgb til brug i
computer-hardware.

Fjerde og sidste kapitel indeholder oplaegget til forlgbets afsluttende
skriftlige gruppearbejde, hvor visse af de filosofiske betragtninger fra den
anden tekst skal sammenholdes med de to konkrete eksempler fra de andre
tekster.
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1.3 Opbygning af kapitlerne

I hver af de tre fglgende kapitler vil vi, som sagt, komme til at se og
studere originalkilder fra matematikken, kilder som skal leeses og forstas.
Da dette ikke ngdvendigvis altid vil vaere helt ligetil vil der undervejs veere
kommentarer, opklarende spgrgsmél og opgaver, hvis formal det er at lette
den videre forstaelse og som derfor bgr forsgges lgst inden der leeses videre.
Disse spgrgsmal og opgaver kan variere i savel sveerhedsgrad som omfang
og nogle kan have karakter af deciderede bevis-opgaver.

For nemmere at kunne adskille hvad der er originalkilde fra hvad der er
kommentarer, spgrgsmal og opgaver anvendes der to forskellige skrifttyper:
denne for originalkilder og denne for alt andet.

For yderligere at lette forstaelsen af originalkilderne vil der undertiden
optreede forklarende fodnoter, safremt det ikke kan forventes at det vides
hvad enten bestemte ord eller matematiske begreber, teorier eller problemer
referer til. Fodnoterne kan ogsa blot indeholde referencer til anden litteratur.
Men feelles for alle disse indfgjede fornoter er at de optraeder i kantede
parenteser som [disse| for at understrege at der ikke er tale om fodnoter
i den originale tekst. Brugen af kantede parenteser pa denne maéade: [...],
indikerer derimod at der er udeladt en del originalteksten pa dette sted.

De tre originalkilder som vi skal leese (uddrag af) i dansk oversaettelse
er:

o George Boole, 1854: En undersggelse af tankens love pa hvilke de
matematiske teorier for logik og sandsynlighed er funderet.
Originaltitel: An Investigation of the Laws of Thought on which are
founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities.

e Richard W. Hamming, 1980: Matematikkens urimelige effektivitet.
Originaltitel: The Unreasonable Effectiveness of Mathematics.

e Claude E. Shannon, 1938: En symbolsk analyse af rele- og kontakt-
kredslgb.
Originaltitel: A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits.



2 Boole om algebra og logik

George Boole (1815-1864)

2.1 Kort biografi

George Boole kom fra forholdsvis trange kar i Lincoln, England, og hans
forzeldre var derfor ikke i stand til at give ham den uddannelse han kunne
gnske sig. Derfor var Boole i hgj grad selvleert. Efter at have modtaget
undervisning i latin fra en lokal boghandler, lzerte Boole sig selv graesk,
hvilket han mestrede i en alder af 14 ar, og derefter ogsa fransk og tysk. I
en alder af 16 ar matte Boole tage et job som skolelerer for at forsgrge sine
forezeldre og sgskende, efter at faderens skomagerforretning matte lukke.
Boole fastholdt sin interesse for sprog men begyndte samtidig at studere
matematik. I 1834, i en alder af 19 ar, abnede han sin egen skole i Lincoln.

I 1838 blev Boole leder af en kostskole i Waddington og han begyndte
kort efter at udgive matematiske artikler og korrespondere med ledende
matematikere, specielt matematikeren De Morgan. I november 1844 modtog
Boole Royal Society’s Royal Medal for et arbejde, hvori han anvendte
algebraiske metoder til lgsning af differentialligninger. I 1850 blev Boole
den fgrste professor i matematik ved Queen’s College i Cork, Irland. T 1854
udgave sit veerk i logik The Laws of Thought... og i 1857 blev han Fellow i
Royal Society. Booles matematiske karriere, som begyndte sent, endte alt
for tidligt da han i en alder af 49 ar dgde af sygdom.
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2.2 Optakt til Booles vaerk

Omtrent samtidig i 1847 udgav George Boole og Augustus De Morgan
(1806-1871) hver sit veerk om logik: Booles var The Mathematical Analysis
of Logic og De Morgnas Formal Logic, hvoraf den sidstnsevnte begynder
med folgende forklaring af hvad logik omhandler:

Den fgrste ide som en laeser kan danne sig af logik sker ved at betragte det
som undersggelsen af den del af forstanden der afhaenger af méden hvorpa
fglgeslutninger dannes, og undersggelsen af generelle grundsaetninger og
regler for konstruktionen af argumenter, saledes at konklusionen ikke
indeholder nogen ungjagtigheder der ikke allerede er taget hgjde for i
praemisserne. Det har sd vidt intet at ggre med sandheden af fakta, meninger
eller formodninger fra hvilke en slutning kan udledes; men derimod at sgrge
for at en slutning faktisk er sand, hvis preemisserne er sande. [...] Hvorvidt
premisserne er sande eller falske er ikke et spgrgsmal om logik, men om
moral, filosofi, historie eller et hvilket som helst andet emneomrade til
hvilket de matte hgre: det logiske spgrgsmal er, fglger konklusionen rent
faktisk, hvis preemisserne er sande? (De Morgan; 1847, s. 1, oversat til
dansk)

Som De Morgan forsggte Boole at straekke graenserne for de traditionelle
slutningsregler. Mere przecist gjorde han dette ved at udvikle en metode
til repraesentation og manipulation af alle logisk gyldige folgeslutninger. I
modsatning til De Morgan gjorde Boole dog dette ved en direkte adoption
af algebraiske metoder. Som De Morgan senere selv formulerede det, sa
var “Hr. Booles generalisering af logikkens former langt den dristigste og
mest originale..” (Merrill; 1990, s. 174, oversat til dansk).

En af de strukturer som Boole baserede sine senere studier pa var den
af en sakaldt ‘symbolsk algebra’ De Morgan giver selv fglgende eksempel:
Givet symbolerne M, N, +, og en eneste kombinationsrelation, nemlig at
M + N er det samme som N + M (De Morgan; 1849, s. 94). De Morgan
giver dernzest en raeekke eksempler til illustration af generaliteten af denne
algebra. For eksempel kan M og N veere tal og + kan repraesentere addition
pa traditionel aritmetisk vis. Men symbolet 4+ kan ogsa repreesentere
multiplikation, da ogsa denne operation opfylder det opstillede krav (ogsa
kendt som kommutativitet). Endelig kan M og N veere nationer og +
repraesentere folgerne af at have udkeempet et slag med hinanden.

I Booles An Investigation of the Laws of Thought on which are founded
the Mathematical Theories of Logic and Probabilities fra 1854 ser vi inspi-
rationen fra disse ideer. Nedenfor er gengivet kapitel II og kapitel III fra
dette veerk, hvori Boole forklarer brugen af ‘tegn’ (bogstavsymboler) til at
repraesentere ‘klasser’; han definerer et system af symboler (4, —, x,0,1)
til at repraesentere operationer pa disse tegn; og han udleder basale love
som disse operationer m4 fglge. Overseettelsen til dansk er af Wolff (1967,
s. 229-252).

2.3 Booles vaerk om tankens love



2.3 Booles vaerk om tankens love 7

KAPITEL 1
Om tegn i almindelighed og om logikkens tegn i serdeleshed;
ogsa om de love, som denne klasse af tegn er underkastet.

1. Det er en almindeligt indrgmmet sandhed, at sproget er et instrument for
den menneskelige fornuft og ikke blot et medium for tankens udtrykkelse.
Det er i dette kapitel hensigten at undersgge, hvad det er, der ggr sproget
s tjenligt for denne vor vigtigste andsevne. P3 de forskellige trin af denne
undersggelse fgres vi til at betragte sprogets opbygning opfattet som et
formalsbestemt system; at undersgge dets enkelte grundbestanddele; at
gore forsgg pa at afggre disses indbyrdes forbindelser og afhaengighed; samt
at undersgge pa hvilken made disse bidrager til opnaelsen af det mal, de
som sideordnede dele af et system har tilknytning til.

For disse undersggelser vil det ikke vaere ngdvendigt at indgd pa en diskus-
sion af det bergmte stridsspgrgsmal om, hvorvidt sproget bgr betragtes som
et uundvaerligt redskab for vor raesonneren, eller om det pa den anden side
er os muligt at raesonnere uden dets hjzlp. Jeg finder, at dette spgrgsmal
falder uden for denne afhandlings rammer af fglgende grunde, nemlig, at
det er videnskabens opgave at udforske lovmaessigheder, og at vi, hvad
enten vi betragter tegn som repraesentanter for ting og deres indbyrdes
relationer eller som reprasentanter for den menneskelige intelligens’ be-
grebsdannelser og operationer, nar vi studerer de love, der gzelder for disse
tegn, i virkeligheden studerer fornuftens manifeste love. Hvis der er nogen
forskel mellem disse to undersggelser, s er det en forskel, der ikke indvirker
pa de videnskabelige resultater i den formelle lov, der er genstanden for vor
undersggelse pa nuvarende trin af dette vaerk, men som kun har forbindelse
til den made, hvorpa disse resultater fremlaegges for vort indre blik. For selv
om det, a posteriori, i en undersggelse af de love, der gzelder for tegn, er
sproget med de regler, hvorefter det bruges, der er det direkte studieobjekt,
hvorimod vi i en undersggelse, der ikke sigter mod et studium af tankens
indre processer, mere direkte interesserer os for vor personlige bevidsthed,
sa vil man i begge tilfaelde na til resultater, der formelt er akvivalente.
Vi ville heller ikke have let ved at forestille os, at de utallige tungemal
og dialekter, der findes pé jorden, gennem forlgbet af en s& umadelig tid
kunne have bevaret sd meget, der er falles og universelt, om vi ikke havde
vaeret af den overbevisning, at der dybt nede i selve tankens love fandtes
et grundlag for deres fzlles overensstemmelser.

Opgave 1

a. Hvad er ifglge Boole formalet med hans undersggelse af ‘tankens
love’?

b. Diskuter hvorvidt I er enige i de argumenter han her ovenfor frem-
fgrer.

2. De grundelementer, hvoraf ethvert sprog bestar, er tegn eller symboler.
Ord er tegn. Undertiden siges de at repraesentere ting, undertiden de opera-
tioner, hvormed tanken sammensatter de simple begreber til komplicerede
begrebsdannelser; undertiden udtrykker de de handlingsmaessige, fglelses-
maessige, eller rent egenskabsmaessige relationer, som vi erkender mellem
genstandene for vor erfaring, undertiden den erkendende ands fglelser. Men
ord er, selv.om de i denne og andre henseender fungerer som tegn eller
typiske symboler, ikke de eneste tegn, vi kan benytte. Arbitraere maerker,
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der kun henvender sig til andre sanser, er af ganske samme natur som tegn,
forudsat, at deres funktion er veldefineret og velkendt. | de matematiske
videnskaber, benytter man som tegn enten bogstaver eller symboler som
4+, —, = etc., sk@gnt ordet ntegn« snarere anvendes om den sidstnaevnte
klasse af symboler, der reprasenterer operationer eller relationer, end om
den fgrstnaevnte, der repraesenterer tal- eller stgrrelses-elementer. Da et
tegns virkelige betydning ikke afhanger af den szerlige made, hvorpd det
udtrykkes, sa ggr de love, der fastleegger dets anvendelse, det heller ikke. |
denne afhandling vil vi imidlertid kun beskaftige os med skrevne tegn, og
det er udelukkende med henblik pa disse, at vi vil anvende ordet »tegn.
De vaesentlige egenskaber ved tegn opregnes i fglgende definition:
Definition. — Et tegn er et arbitraert maerke, der har en fast betydning, og
hvis kombination med andre tegn er underkastet faste love alt efter deres
gensidige interpretation.

3. Lad os betragte enkelthederne i ovenstdende definition hver for sig.

(1). For det fgrste er et tegn et arbitraert maerke. Det er tydeligvis ligegyldigt,
hvilket saerligt ord eller tegn vi forbinder med en givet idé, forudsat at denne
forbindelse, nér den én gang er gjort, vedvarende forbliver den samme.
Romerne udtrykte med »civitas« det samme, som vi betegner med ordet
nstat«. Men bade de og vi kunne ligeséd godt have anvendt ethvert andet
ord til at repraesentere det samme begreb; ja, der er intet i sprogets natur
der forhindrer os i at bruge et enkelt bogstav i denne betydning. Gjorde vi
det, da ville de love, hvorefter dette bogstav blev brugt, i al vaesentlighed
veere de samme som de love, der styrer brugen af »civitas« i latin og brugen
af »stat« i engelsk, i det mindste sd vidt brugen af disse ord styres af
generelle principper falles for alle sprog.

(2). For det andet er det ngdvendigt, at hvert enkelt tegn inden for ram-
merne af den samme samtale eller tankeproces har en fast betydning.
Ngdvendigheden af denne betingelse er abenbar og synes at have sin ar-
sag i selve emnets natur. Der er imidlertid uenighed om den ngjagtige
funktion af ord eller symboler, ndr de bruges som betegnelser under vores
raesonneren. Nogle mener, at de alene repraesenterer tankemaessige be-
grebsdannelser, andre, at de repraesenterer ting. Spgrgsmalet er ikke af
stgrre vigtighed i denne forbindelse, idet en afklaring deraf ikke vil bergre
de love, hvorefter tegn anvendes. Jeg har imidlertid forst3et, at det rette
svar pa dette og lignende spgrgsmal er, at tegn i tankeprocesser erstatter
og fungerer som tankemaessige begrebsdannelser og operationer, men da
disse begrebsdannelser og operationer repraesenterer ting og forbindelser
og relationer ting imellem, kan tegn siges at repraesentere ting og deres
indbyrdes forbindelser og relationer, og sluttelig, da tegn traeder i stedet for
tankemaessige begrebsdannelser og operationer, er de underkastet de love,
der galder for disse begrebsdannelser og operationer. Dette spgrgsmal vil
blive naermere belyst i naeste kapitel, men her tjener det til forklaring af
den tredie af de enkeltheder, der indgér i definitionen af et tegn, nemlig de
faste kombinationslove, som det er underkastet alt efter naturen af dets
betydning.

4. | den fglgende satning betragtes analysen og klassifikationen af de tegn,
der bruges i vor raesonneren:
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SATNING |

Alle operationer i sproget betragtet som et instrument for vor raesonneren
kan udfgres ved hjzlp af et system af tegn, der bestar af fglgende elementer:

1. Bogstavsymboler som x, y etc., der repraesenterer genstandene for vore
begrebsdannelser.

2. Operationstegn som +, —, X, der star for de tankemaessige operationer,
ved hvis hjelp begreberne sammenszttes eller oplgses for at danne nye
begreber ud fra de samme elementer.

3. Tegnet for identitet, =.

Og disse symboler er i deres anvendelse underkastet bestemte love, der dels
stemmer overens med dels afviger fra de love, der gaelder for de tilsvarende
symboler i algebraen.

Som kriterium for de sande elementer i fornuftudveksling vil vi antage, at
de skal kunne sammenszattes i de simpleste former og efter de simpleste
love og pa denne méde frembringe alle kendte og taenkelige sprogdannelser;
med dette princip som grundlag vil vi betragte den fglgende klassifikation.

KLASSE |

5. Appellative eller beskrivende tegn, der udtrykker enten navnet pa en
ting eller en egenskab eller en omstaendighed, der knytter sig dertil.

Til denne klasse kan vi abenbart henfgre substantivet — propriet eller
appellativet — og adjektivet; thi disse adskiller sig kun i den henseende,
at det fgrste udtrykker den stoflige eksistens af den eller de enkelte ting,
hvortil det kan henfgres, mens det sidstnaevnte underforstar denne eksistens.
Knytter vi til adjektivet et bestandigt underforstiet »vaesen« eller »ting,
bliver det faktisk et substantiv, og det vil for ethvert vaesentligt formal
med vor raesonneren kunne erstattes af substantivet. Uanset om det i alle
detaljer for vor indre opfattelse er eller ikke er det samme at sige »vand er
en flydende ting« som at sige »vand er flydende«, sa er det i hvert fald
ensbetydende for vor raesonneren.

Det er ligeledes klart, at vi til ovennaevnte klasse ma henfgre de tegn, der
vedtaegtsmaessigt udtrykker omstaendigheder og relationer, hvis detaljerede
fremlaeggelse ville kraeve mange tegn. Den poetiske stils adjektiver er ofte
af denne art. De er i reglen sammensatte adjektiver, der fungerer som
mange-ords-beskrivelser. Homers »dybt-hvirvlende hav« omfatter en virkelig
beskrivelse med det ene ord Safviivns. Vedtaegtsmaessigt kan enhver
anden beskrivelse, der enten henvender sig til fantasien eller til intelligensen,
ligeledes repraesenteres af et enkelt tegn, hvis brug i al vaesentlighed vil vaere
underkastet de samme love som brugen af adjektivet ngod« eller »stor«. |
forbindelse med ordet »ting« bliver et sddant tegn virkelig et substantiv,
og den samlede betydning af ting og egenskab vil kunne udtrykkes ved et
enkelt substantiv.

6. Da vi nu har defineret et tegn som et arbitraert maerke, er det tilladeligt
at erstatte alle tegn af den ovenfor beskrevne art med bogstaver. Lad
os derfor vedtage at repraesentere klassen af elementer, hvortil der kan
knyttes en bestemt betegnelse eller beskrivelse, med et enkelt bogstav,
f.eks. x. Hvis betegnelsen saledes er nmennesker«, vil vi lade x repraesentere
nalle mennesker« eller klassen af mennesker. Med en klasse menes der
sadvanligvis en samling af elementer, hvortil der kan knyttes en bestemt
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betegnelse eller beskrivelse, men i dette arbejde udvides betydningen af
dette udtryk til ogsa at omfatte det tilfeelde, hvor der kun findes et eneste
element, der passer til den forlangte betegnelse eller beskrivelse, samt
de tilfeelde, der angives med udtrykkene »Intet« og »Universet«, der som
klasser skal opfattes som bestdende henholdsvis af »ingen ting« og »alle
ting«. Hvis et adjektiv som »god« anvendes som et beskrivende udtryk,
vil vi ligeledes lade et enkelt bogstav, f.eks. y, repraesentere alle de ting,
om hvilke man kan benytte beskrivelsen »god«, dvs. »alle gode ting«
eller klassen af »gode ting«. Lad os endvidere vedtage, at kombinationen
xy skal repraesentere klassen af ting, om hvilke man p& samme tid kan
anvende de betegnelser eller beskrivelser, der er repraesenteret af = og y.
Hvis x sdledes star for »hvide ting« og y for »far, vil vi lade zy sta for
»hvide far«. P4 samme made vil vi, hvis z stér for »ting med horn«, og
x og y bibeholder deres foregdende betydninger, lade zxy repraesentere
whvide far med horn«, dvs. den samling ting, pa hvilke betegnelsen »far«
og beskrivelserne »hvide« og »med horn« samtidigt passer.

Lad os nu betragte de love, som symbolerne z, y etc. i ovennaevnte forstand
er underkastet.

7. For det fgrste er det ifglge ovennaevnte méade at kombinere pa klart,
at den raekkefglge, hvori to symboler er skrevet, er ligegyldig. Udtrykkene
xy og yx repraesenterer begge klassen af ting, pd hvis enkelte elementer
betegnelserne eller beskrivelserne z og y begge passer. Vi har altsa:

Ty = yx. (2.1)

| det tilfeelde, hvor = repraesenterer hvide ting, og y far, vil begge sider af
denne ligning repraesentere klassen af »hvide far«. Der kan vaere forskel i
den orden, hvori begrebsdannelsen udfgres, men ingen i de enkelte ting, som
den omfatter. P4 samme made vil, dersom x repraesenterer »mundinger« og
y »floder«, udtrykkene xy og yx repraesentere »mundinger, der er floder«
og »floder, der er mundinger«, og kombinationen vil i dette tilflde i det
sadvanlige sprog veere udtrykt ved to substantiver, i stedet for ved et
substantiv og et adjektiv, som i foregdende eksempel. Lad der veere et
tredie symbol, z, som repraesenterer klassen af ting, hvorom man kan bruge
udtrykket sejlbar; ethvert af de fglgende udtryk

XY, Z2Yyx, rYZ etc.

vil da repraesentere klassen af »sejlbare flodmundingerz«.

Loven zy = yx, som Boole beskriver, kendes ogsa under navnet den
kommutative lov, og geelder helt generelt for operationerne addition og
multiplikation, nar elementerne z og y repreesenterer tal (og eventuelt
andre objekter).

Opgave 2

Giv jeres eget eksempel pa klasser x og y, forskellige fra dem brugt af Boole,
som illustrerer at loven xy = yx holder for bogstavsymboler repraesen-
terende klasser.

En anden standard algebraisk lov for multiplikation er den associative lov,
som siger
(xy)z = z(yz) for alle x,y, 2.
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Opgave 3

a. Giv et eksempel pa klasser x, y og z for at illustrere hvorfor denne
lov ogsa holder for bogstavsymboler reprasenterende klasser.

b. Forklar hvordan vi ved, at Boole antager associativitet for multip-
likation i hans afsnit 6 i kapitel II, selvom han ikke eksplicit naevner
denne lov.

Dersom et af de beskrivende udtryk har en underforstaet forbindelse med
et af de andre, skal man blot udtrykkeligt medtage denne forbindelse i
formuleringen af dets betydning, for at de ovenstdende bemaerkninger
skal bevare deres gyldighed. Hvis x sidledes repraesenterer nklog« og y
»radgivere«, ma vi definere, om z indebaerer ubetinget klogskab eller blot
klogskab til at give rdd. Med en sddan definition bevarer loven zy = yx
sin gyldighed.

Vi har derfor lov til i stedet for substantiver, adjektiver og beskrivende saet-
ninger at anvende symbolerne x, y etc. underkastet den fortolkningsregel,
at ethvert udtryk, hvori flere af disse symboler er skrevet sammen, skal
reprasentere alle de genstande eller elementer, hvorpa deres forskellige
betydninger passer, samt den lov, at den orden, hvori symbolerne fglger
efter hinanden, er ligegyldig.

Da fortolkningsreglen er tilstraekkeligt eksemplificeret, vil jeg anse det
for ungdvendigt altid at bruge udtrykket »ting« i den definitionsmaessige
fortolkning af et symbol for et adjektiv. Nar jeg siger: lad x repraesentere
ngod, skal dette forstas saledes, at x kun repraesenterer »god«, séfremt der
forefindes en genstand i form af et andet symbol, hvortil denne egenskab
er knyttet, og at dets betydning, dersom det bruges alene, altid vil veere
»gode ting«.

I fglgende afsnit, afsnit 8, kommenterer Boole pa analogien mellem den
kommutative lov i symbolsk logik og den tilsvarende lov i algebra. Bemaerk
hans insisteren pa at anskue kommutativitet som en formel, f.eks. sym-
bolsk, lov som geelder i to forskellige systemer, f.eks. algebra og logik. I
afsnit 9 traekker han derefter pa denne analogi med algebra for at udlede
endnu en formel logisk lov.

8. Til den ovenfor fastlagte lov kan vi fgje fglgende betragtninger, som alle
mere eller mindre vil vaere af interesse i forbindelse med visse andre love,
der senere udledes.

For det fgrste bemaerker jeg, at denne lov egentlig er en lov om taenkning og
ikke en lov om ting. En forskel i reekkefglgen af en genstands egenskaber eller
kendetegn er, nar man helt ser bort fra ethvert spgrgsmal om arsagsfglge,
blot en forskel i begrebsdannelsen. Loven (1) [2.1] udtrykker som en generel
sandhed, at den samme begrebsdannelse kan foregd pa forskellige mader,
og formulerer naturen af denne forskel; mere udsiger den ikke.

For det andet er den som en tankens lov udviklet i en lov for sproget, tankens
frembringelse og instrument. Selv inden for prosaen, hvor ensartetheden er
fremherskende, er raekkefglgen af adjektiver med bestemte betydninger og
knyttet til samme genstand ligegyldig, og den poetiske stil skylder meget
af sin rige afveksling til udvidelsen af den samme lovmaessige frihed ogsa
til substantivet.
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Miltons sprog udmaerker sig specielt ved sin brug af denne form for stilis-
tisk variation. lkke blot nér substantivet ofte forud for de adjektiver, der
karakteriserer det; det er lige s& hyppigt anbragt midt i blandt dem. | de
fgrste linier af Invocation to Light stgder vi pa fglgende eksempler:

» Offspring of heaven first-born.
The rising world of waters dark and deep.
Bright effluence of bright essence increate.«

Disse omvendte former skyldes ikke blot en poetisk frihed; det er naturlige
udtryk for den frihed, der har sin begrundelse i tankens inderste love, en
frihed, der af praktiske grunde ikke kommer til udtryk i den almindelige
brug af sproget.

For det tredie kan den lov, der er udtrykt i (1) [2.1], karakteriseres ved
at sige, at bogstavsymbolerne x, y, z er kommutative ligesom algebraens
symboler. Hermed er det ikke sagt, at algebraens multiplikationsproces,
hvis fundamentale lov kommer til udtryk i ligningen

Ty = yz,

i sig selv har nogen analogi med den logiske kombinationsproces, men
kun, at dersom den aritmetiske og logiske proces udtrykkes pd samme
made, da vil deres symbolske udtryk vaere underkastet samme formelle lov.
Grundlaget herfor er i de to tilfeelde helt forskelligt.

9. Da kombinationen af to bogstavsymboler til formen xy udtrykker hele den
klasse af genstande, hvorpa de betegnelser og egenskaber, der reprasenteres
af x og y, samtidig passer, fglger det, at hvis to symboler har ngjagtigt
samme betydning, da vil deres kombination ikke udtrykke mere end ethvert
af dem taget for sig. | et sddant tilfeelde har vi altsa:

Ty = .

Da y imidlertid blev antaget at have samme betydning som z, kan vi i
ovenstdende ligning erstatte det med x, og saledes far vi:

Trr = .

Nu betegnes kombinationen zz i den saedvanlige algebra med z2. Lad os
benytte det samme notationsprincip her; thi den made, hvorpa en bestemt
fglge af tankeoperationer udfgres, er lige sa vilkarlig som den made, hvorpa
en enkelt idé eller operation udtrykkes (Il 3). | overensstemmelse med
denne notation tager ovenstdende ligning formen:

2=z, (2.2)

og den er i virkeligheden udtryk for endnu en generel lov for de symboler,
der benyttes til at repraesentere betegnelser, egenskaber eller beskrivelser.

Laeseren bgr huske, at selv om symbolerne x og y i de foregadende eksempler
havde hver sin betydning, s& er der intet, der forhinder os i at tilleegge
dem ngjagtig samme betydning. Det er indlysende, at des mere deres
virkelige betydninger naermer sig til hinanden, des mere vil klassen af de
ting, der er betegnet af kombinationen zy, naerme sig til at blive identisk
med klassen, der betegnes af = alene, savel som klassen, der betegnes af y
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alene. Forudsatningen af udledelsen af ligningen (2) [2.2] er, at vi har den
fuldstzendige identitet i betydning. Den lov, som denne ligning udtrykker,
findes i praksis eksemplificeret i sproget. At sige ngod, god« om en eller
anden genstand er, selv om det er en besvarlig og unyttig pleonasme, det
samme som at sige ngod«. Séledes er ngode, gode« mand ensbetydende
med »gode« maend. Denne form for ordgentagelse anvendes undertiden
for at fremhaeve en egenskab eller forstaerke en bekraeftelse; men denne
virkning er blot en konvention, der kommer i anden rakke; den har intet
grundlag i de naturlige relationer mellem sprog og tanke. De fleste af de
operation vi iagttager i naturen eller selv udfgrer, er af en sddan art, at
deres virkning forstaerkes ved gentagelse, og denne omstaendighed far os til
at forvente det samme i sproget og endog til at bruge gentagelser, nér vi i
vor tale vil understrege visse ting; men hverken i streng rasonneren eller i
eksakt meningsudveksling er der noget grundlag for en sadan praksis.

Opgave 4

a. Anvend et specifikt eksempel af klassen z til at forklare hvorfor den
symbol-logiske lov 22 = z giver mening for klasser i Booles definition
af multiplikation. (Husk at zy repraesenterer klassen af ting som pa
samme tid besidder egenskaben x og egenskaben y.)

b. Holder den symbol-logiske lov 22 = z ogsd i aritmetisk algebra?
Forklar!

10. Vi gar nu over til at betragte endnu en klasse af sprogsymboler og de
love, der galder for deres anvendelse.

KLASSE 1

11. Tegn for de tankemaessige operationer, ved hvis hjaelp vi sammensatter
dele til et hele og adskiller et hele i sine dele.

Vi er ikke blot i stand til at nzre forestillinger om genstande, siledes
som de er karakteriseret ved betegnelser, egenskaber eller omstaendigheder
feelles for ethvert element i den betragtede gruppe, vi er tillige i stand til
at danne os en helhedsforestilling om en gruppe af genstande bestdende
af enkelt-grupper, der hver for sig er betegnet og beskrevet. Hertil bruger
vi konjunktionerne »og«, »eller« etc. » Traeer og mineraler«, ngolde bjerge
eller frugtbare dale« er eksempler af denne slags. Nar ordene »og«, »eller«
indskydes mellem de udtryk, der beskriver to eller flere klasser af genstande,
er det udtrykkeligt underforstaet, at disse klasser er helt adskilte, saledes
at intet element i en af dem findes i en anden. | denne og i alle andre
henseender er ordene »og«, »eller« analoge med tegnet + i algebraen, og
deres love er identiske. Saledes er udtrykket »maend og kvinder«, nér man
ser bort fra konventioner, ensbetydende med udtrykket »kvinder og maend«.
Lad = repraesentere nmaend« og y »kvinder«, og lad + sta for »og« og
weller«; vi har da

r+y=y+ux (2.3)

som er en ligning, der ogsa galder, hvis x og y repraesenterer tal, og + er
det aritmetiske additionstegn.

Bemerk at Boole indfgrer en restriktion pa brugen af det additive symbol
+ i sit system ved at haevde, at ordene ‘og’ og ‘eller’, nar indskudt imellem
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de beskrivende termer for to eller flere klasser af objekter, forudsaetter at
disse klasser er helt forskellige — altsa at ingen medlemmer af den ene ogsa
kan findes i den anden.

Opgave 5
Diskuter hvorvidt I er enige i at denne restriktion af Boole er i overensstem-
melse med almindelig sproglig brug. Betragt for eksempel folgende udsagn:

i. maend og kvinder;
ii. dansere og sangere;
iii. lggner eller forvirret;

iv. besejrer af Gallien eller fgrste kejser af Rom.

For hvilke af disse bruges ‘og’ og ‘eller’ i den restriktive version? Altsa, er
der i almindelig sprogbrug en implikation af at et omtalt specifikt individ
hgjst vil tilhgre én af de nzevnte klasser, men ikke begge klasser pa samme
tid?

Klasser (eller meengder) for hvilke det geelder, at de ikke har nogen felles
elementer kaldes ogsa for disjunkte klasser (eller maengder).

Opgave 6

I almindelighed er addition for heltal n og m defineret ved at n + m
angiver det totale antal elementer i foreningen af en maengde indeholdende
n elementer med en maengde indeholdende m elementer. Giv et mere
specifikt eksempel som illustrerer hvorfor det er vigtigt at anvende to
disjunkte maengder i denne definition.

Lad symbolet z sta for adjektivet neuropaeisk«; vi har da, idet det jo er det
samme at sige »europaiske maend og kvinder« som at sige »europaeiske
mand og europaeiske kvinder«:

z(x +y) = zx + 2y, (2.4)

og denne ligning ville ligeledes gaelde, hvis x, y og z var symboler for tal,
og hvis sammenstillingen af to bogstavsymboler betgd deres algebraiske
produkt, ligesom det i den tidligere givne logiske betydning reprasenterer
klassen af genstande, til hvilken begge tilleegsord i forening hgrer.

Den lov (2.4) som Boole her ovenfor bringer pa banen er ogsa kendt som
den distributive lov.

Opgave 7
I hvor hgj grad mener I, at Boole argumenterer fyldestggrende for den
distributive lov?

I den fglgende del af afsnit 11 introducerer Boole endnu en operation,
angivet ved tegnet for subtraktion —, og han gor dette ved igen at bruge en
analogi fra algebraen som motivation. I afsnit 12 diskuterer han brugen af
lighedstegnet = som repraesentation for verbet ‘er’. Og i afsnit 13 udforsker
han yderligere analogien mellem den symbolske logik og algebraen.
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De ovenstdende love er de love, der gaelder for brugen af tegnet +, som
her anvendes til at betegne den positive operation, der bestar i at samle
dele til et hele. Men ideen om en operation, der udfgrer en positiv handling,
synes at antyde en modsat rettet eller negativ operation, der ophaever
virkningen af den fgrstnaevnte. Vi kan séledes ikke betragte det som muligt
at samle dele til et hele uden samtidig ogsd at betragte det som muligt at
adskille en del fra et hele. Denne operation udtrykker vi i dagligsproget med
tegnet »undtagen« som i »alle mennesker undtagen asiater«, »alle stater,
undtagen dem, der har monarki«. Det er her underforstdet, at de ting, der
undtages, er del af de ting, hvorfra de undtages. Da vi har udtrykt den
samlende operation med tegnet +, kan vi udtrykke den ovenfor beskrevne
operation med — (minus). Reprasenterer x siledes »mennesker« og y
nasiater«, dvs. »nasiatiske mennesker«, sa vil »alle mennesker undtagen
asiater« vaere udtrykt ved = — y. Og lader vi x repraesentere »stater« og
y den beskrivende egenskab »der har monarki«, sa vil begrebsdannelsen
»alle stater undtagen dem, der har monarki« vaere udtrykt ved x — xy.

Da det for de vaesentlige formal med vor rasonneren er ligegyldigt, om
vi navner undtagelserne fgrst eller sidst, er det ogsa ligegyldigt, i hvilken
orden vi skriver en vilkarlig raekke led, hvoraf nogle er pavirket af tegnet
—. Vi har altséd som i den almindelige algebra,

rT—y=—-y+2x (2.5)

Lad x fortsat repraesentere klassen »mennesker« og y »asiater«, og lad z
repraesentere adjektivet »hvid«; at bruge adjektivet »hvid« pd den samling
af mennesker, der er angivet ved setningen »mennesker undtagen asiater«,
er det samme som at sige »hvide mennesker undtagen hvide asiater«. Vi
har fglgelig

z(x —y) = zx — zy. (2.6)

Dette er ogsa i overensstemmelse med den saedvanlige algebra. Ligningerne
(4) [2.4] og (6) [2.6] kan betragtes som eksempler pa en helt generel lov,
som vi kan udtrykke ved at sige, at bogstavsymbolerne x, y, z, etc. er
distributive i deres operation. Den almindelige kendsgerning, som er udtrykt
i denne lov, er fglgende: — Hvis en egenskab eller en omstaendighed tilskrives
alle elementer i en gruppe, der er dannet enten ved sammensatning eller
udelukkelse af delgrupper, s er det resulterende begreb det samme som
det, der fas ved fgrst at tilskrive egenskaben eller omstaendigheden til
hvert element i delgrupperne og derefter udfgre sammenszetningen eller
udelukkelsen. Det, der tilskrives elementerne i et hele, tilskrives elementerne
i alle dets dele, hvorledes disse dele end er forbundet.

KLASSE Il

12. Tegn hvorved relationer udtrykkes, og ved hvis hjaelp vi danner szt-
ninger.

Selv om alle verber med rimelighed kan henfgres til denne klasse, er det
for logikkens formal tilstraekkeligt at betragte den som bestidende alene
af verbet »er«, da ethvert andet verbum kan oplgses i dette element og
et af de tegn, der omfattes af Klasse I; thi da disse tegn bruges til at
udtrykke egenskaber eller omstaendigheder af enhver slags, kan de bruges
til udtryk af verbets diatese til enten fortiden, nutiden eller fremtiden.
Saledes kan sztningen »Caesar besejrede gallerne« omskrives til » Caesar
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er den, der besejrede gallerne«. Grundlaget for denne analyse er efter
min mening fglgende: Medmindre vi forstar, hvad der menes med at have
besejret gallerne, dvs. med udtrykket »nden, som besejrede gallerne«, kan
vi ikke forstd den pagaeldende satning. Det er derfor virkelig et element i
denne sztning; et andet element er »Caesar«, og der er brug for endnu et,
det forbindende element »er, til at knytte forbindelsen mellem disse to.
Jeg vil imidlertid ikke haevde, at den relation, der er udtrykt i ssetningen
»Caesar besejrede gallerneq, ikke kan opfattes pd nogen anden made end
ovenstaende; men kun, at den her givne analyse er korrekt ud fra det
bestemte synspunkt, der er indtaget, og at dette er tilstraekkeligt for den
logiske deduktions formal. Det kan naevnes, at de passive of futuriske
participier i det graeske sprog underforstar det netop fastsldede princip,
nemlig: at tegnet er kan betragtes som et element af ethvert verbum.

13. Det ovennaevnte tegn »er« kan udtrykkes ved symbolet =. De love, eller
som vi saedvanligvis vil sige, de axiomer, som dette symbol giver anledning
til, skal dernaest tages under overvejelse.

Lad os betragte saetningen — »Stjernerne er solene og planeterne« og lad

os reprasentere stjernerne med x, solene med y og planeterne med z; vi
har da

rT=y+z. (2.7

Hvis det nu er sandt, at stjernerne er solene og planeterne, fglger det, at
stjernerne undtaget planeterne er solene. Dette vil fgre til ligningen

T—z=y (2.8)

som derfor m3 vaere en deduktion ud fra (7) [2.7]. Et led z er altsé blevet
flyttet fra den ene side af ligningen til den anden ved at skifte dets fortegn.
Dette er i overenstemmelse med den algebraiske regel for flytning af led.

Men i stedet for at dvaele ved specialtilfaelde vil vi straks fastsla de generelle
axiomer:

1. Hvis ens ting laegges til ens ting, er helhederne ens.
2. Hvis ens ting tages fra ens ting, er resterne ens.

Det ses heraf, at vi kan addere eller subtrahere ligninger og anvende den
ovenfor anfgrte regel for flytning af led ganske som i den szadvanlige
algebra.

Opgave 8
Thukom at Boole i afsnit 11 kreevede at der for operationen subtraktion
(=) geelder, at “de ting, der undtages, er en del af de ting, hvorfra de
undtages.”

Betragt udtrykket p — v, hvor p er klassen af alle pianister og v er
klassen af alle violinister.

a. Forklar hvorfor Boole vil betragte udtrykket p — v som veerende
meningslgst.

b. Hvis vi dropper Booles restriktion, hvad vil udtrykket p — v da
angive?

c. Baseret pa jeres forelgbige laesning af Boole, kan denne klasse
repraesenteres symbolsk pé en anden made i hans system? Forklar!
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Opgave 9
Betragt Booles ligninger og ihukom hans tidligere restriktion om at 4+ kun
kan anvendes pa klasser som ikke har nogen falles objekter. Antag nu, at
vi dropper denne restriktion.

Lad da y veere klassen af alle meend, lad z veere klassen af alle leeger og
lad © = y + z veere som i Booles ligning 2.7. Kan vi stadig udlede ligning
2.8 i dette tilfeelde, altsa er x — z = y? Forklar!

Endvidere: Hvis to klasser af ting = og y er identiske, dvs. hvis alle elementer
i den ene er elementer i den anden og omvendt, da vil de elementer i den
ene klasse, der har en givet egenskab z, vare identiske med de elementer i
den anden, der har den samme egenskab z. Har vi derfor fglgende ligning

Tr =Yy
vil vi, uanset hvilken klasse eller egenskab z repraesenterer, ogsa have:
zr = zy.

Dette er formelt den samme som den algebraiske lov: Hvis begge sider i
en ligning multipliceres med samme stgrrelse, da er produkterne lige store.

14. Her ser det imidlertid ud til, at analogien mellem det foreliggende system
og algebraen, som den i almindelighed fremstilles, hgrer op. Antager vi, at
det for elementerne i en klasse x, som har en vis egenskab z, galder, at de
er identiske med elementerne i en klasse ¥ som har den samme egenskab
z, fglger det i almindelighed ikke, at elementerne i klassen = er identiske
med elementerne i klassen y. Ud fra ligningen

2x =2y
kan man altsa ikke slutte, at ligningen

=1y

ogsa er sand. Algebraikernes axiom om, at begge sider i en ligning kan
divideres med samme stgrrelse, har med andre ord her ingen formel ak-
vivalent. Jeg siger ingen formel aekvivalent, fordi der i overenstemmelse
med den and, hvori disse undersggelser fgres, slet ikke er gjort forsgg
pa at afggre, om den tankemaessige operation, der er repraesenteret ved
fjernelsen af et logisk symbol z fra en kombination zz, i sig selv er analog
til operationen division i algebraen. Denne tanke-operation er jo identisk
med den, der i almindelighed benavnes abstrahering, hvoraf det ses, at
dens love ma have forbindelse til de love, der allerede er udledt i dette
kapitel. Hvad vi har vist, er, at der blandt disse love ikke findes en, der er
analog med et almindeligt vedtaget axiom i algebraen.

Men en lille overvejelse vil vise, at dette axiom selv inden for den saedvanlige
algebra ikke har den samme generalitet som de andre axiomer, vi har
behandlet. Udledelsen af ligningen x = y ud fra ligningen zax = zy er kun
gyldig, dersom det vides, at z ikke er lig med 0. Tillades vaerdien z =0 i
det algebraiske system, vil ovennaevnte axiom ikke mere kunne anvendes,
hvorved den tidligere eksemplificerede analogi i det mindste fortsat vil vaere
ubrudt.
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Opgave 10
Giv et specifikt eksempel pa klasserne x, y og z, som illustrerer at Booles
pastand i afsnit 14 ovenfor er korrekt, dvs. vis at det er muligt at have
zx = zy for x # y.

I afsnit 15 identificerer Boole nu en speciel ‘algebra for tal’, hvis egenskaber
er steerkt analoge med dem der ovenfor er synliggjort for operationerne pa
klasser.

15. Det er imidlertid ikke med stgrrelsessymboler i almindelighed, at det
er af betydning at opspore slaegtskaber af denne art undtagen af rent
spekulative grunde. Vi har set (Il 9), at logikkens symboler er underkastet
den specielle lov
2 =z

Nu findes der kun to talsymboler, nemlig 0 og 1, der er underkastet den
samme formelle lov. Vi ved, at 02 = 0 og at 12 = 1, og at ligningen
22 = z betragtet som algebraisk ligning ikke har andre rgdder end 0
og 1. | stedet for alment at undersgge, hvor langt den formelle analogi
mellem logikkens symboler og talsymbolerne kan fgres, ligger det derfor
umiddelbart naermere at sammenligne dem med stgrrelsessymboler, der
kun kan antage veerdierne 0 og 1. Lad os da forestille os en algebra,
hvor symbolerne x, y, z etc. kan antage veerdierne 0 og 1 og kun disse
vaerdier. Lovene, axiomerne og processerne i en sadan algebra vil i hele
deres udstraekning veere identiske med lovene, axiomerne og processerne i
en logisk algebra. Kun i fortolkningen vil de adskille sig. Metoden for det
fglgende i dette arbejde hviler pa dette princip.

Opgave 11
Thukom at i termer af klasser vil udtrykket 1 + 1 veere meningslgst for
Boole. (Hvorfor?)

a. Antag, at vi dropper Booles restriktion pa brugen af +. Giver det
mening at tildele en af veerdierne 0 eller 1 til udtrykket 1 + 1 som et
udsagn om klasser? Forklar!

b. Betragt nu udtrykket 1 4+ 1 som et numerisk udsagn inden for ‘alge-
braen for tal’ — giver det mening at tildele enten 0 eller 1 til summen
1+ 17 Hvorfor eller hvorfor ikke?

16. Det resterer nu at vise, at de bestanddele af de almindelige sprog, der
ikke er taget under overvejelse i de foregdende afsnit af dette kapitel, enten
kan oplgses i de samme elementer som dem der er blevet behandlet, eller
at de er underlagt disse elementer ved at bidrage til deres mere ngjagtige
definition.

Substantivet, adjektivet og verbet samt smaordene og, undtagen har vi
allerede undersggt. Pronomenet kan betragtes som en searlig form af
substantivet eller adjektivet. Adverbiet modificerer betydningen af verbet
uden at bergre dets natur. Prapositioner bruges nar man vil udtrykke
omstaendigheder eller relationer, og de tjener siledes til at praecisere og
uddybe betydningen af bogstavsymbolerne. Konjunktionerne hvis, enten,
eller bruges hovedsageligt til at udtrykke relationer satninger imellem, og
det vil senere blive vist, at de samme relationer i et og alt kan udtrykkes
ved hjzxlp af elementzere symboler, der fortolkes pd samme méade, har
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samme form og er underkastet de samme love som de symboler, hvis
brug og betydning vi allerede har gjort rede for i dette kapitel. Hvad de
resterende sprogelementer angar, sd vil man ved naermere undersggelse
opdage, at de enten bruges til en narmere praecisering af udtrykkene i
en meningsudveksling, og saledes indgar i fortolkningen af de allerede
betragtede bogstavsymboler, eller til at udtrykke fglelser i forbindelse med
satningsytringer og saledes bidrager til forstaelsen, som er det eneste, vi her
interesserer os for. De praktiske erfaringer vil vidne for tilstraekkeligheden
af den her foretagne klassifikation.

I kapitel IIT udleder Boole yderligere en raekke love for symbolsk logik
baseret pa analogien med den ovenfor identificerede specielle ‘aritmetiske
algebra’. I vores laesning af dette kapitel vil vi specielt fokusere pa tre
saetninger, i hvilke Boole giver fortolkninger af symbolerne ‘0’, ‘1’ og
‘1 — x’ og praesenterer den forste formelle udledning af et logisk princip i
matematisk form.

Til trods for at flere at disse betragtninger finder sted hen mod slutnin-
gen af kapitel III er der i fremstillingen valgt ikke at udelade dele af kapitlet
for ikke at frargve laeseren muligheden for at folge Booles argumentation i
sin fulde udfoldelse.

KAPITEL 111

Udledelse af lovene for logikkens symboler ud fra lovene
for den menneskelige forstands operationer.

1. Genstanden for egentlig videnskab er kendskabet til love og relationer.
At kunne skelne det, der er vaesentligt for dette formal, fra det, der blot
tilfeeldigt er forbundet dermed, er en af de allervigtigste betingelser for
videnskabelig fremgang. Jeg siger skelne mellem disse elementer, fordi en
konsekvent opofrelse for videnskaben ikke kraever, at opmarksomheden
helt drages bort fra andre spekulationer, — ofte af metafysisk art — som den
ikke sjeeldent er forbundet med. Spgrgsmal om ting som eksistensen af et
understgttende grundlag af faenomener, drsagers realitet, berettigelsen af
sproglige former, der implicerer, at de successive tings-tilstande er opera-
tionsmaessigt forbundne, og andre spgrgsmal af lignende natur kan vaere af
stor interesse og betydning for videnskaben uden egentligt at vaere vidensk-
abelige. Det vil endog nappe vaere muligt at udtrykke naturvidenskabens
konklusioner uden at benytte sig af den sprogbrug, der knytter sig til disse
begreber. Der behgver heller ikke at vaere praktiske ulemper forbundet
hermed. De, der tror, og de, der naegter at tro, at relationen fra arsag til
virkning indebaerer mere end den ufravigelige rackkefglge, er enige i deres
fortolkning af astronomiens konklusioner; men de er kun enige, fordi de
erkender et falles element af videnskabelig sandhed, som er uafhengigt af
deres szrlige syn pd kausalitet.

2. Hvis denne skelnen er vigtig i fysikken, hvor meget mere opmarksomhed
fortjener den da ikke i den videnskab, der beskaftiger sig med andsevnerne.
Thi de problemer, som denne videnskab beskaftiger sig med, vil i deres
formulering naesten af ngdvendighed indeholde tanke- og sprogformer, der
rgber en metafysisk oprindelse. Idealisten giver lovene for vor rasonneren
én udtryksform, skeptikeren — tro mod sine principper — en anden. De,
der betragter de faenomener, som vi i denne undersggelse beskaftiger os
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med, som de blotte successive tilstande af det teenkende individ uden
nogen arsagssammenhang, og de, der henfgrer dem til operationerne af
en virksom intelligens, ville, hvis de var konsekvente, ogsa afvige i deres
udtryksmade. En lignende forskel ville ogsa vaere resultatet af en forskel
i klassifikationen af andsevnerne. Det princip, som jeg her vil forfaegte
som det, der yder os det eneste sikre og stabile grundlag blandt s3 megen
tilsyneladende og virkelig forskellighed, er fglgende, nemlig: — at hvis de
pagzldende love virkelig udledes pa grundlag af iagttagelser, da besidder de
en virkelig eksistens som love for den menneskelige forstand uafhaengigt af
enhver metafysisk teori, som tilsyneladende er indblandet i den form, hvori
de fremstilles. De indeholder et grundelement af sandhed, som ingen senere
kritik eller opdukkende modstrid vil kunne bergre vaesentligt. Lad det endog
vaere indrgmmet, at forstanden blot er en succession af bevidsthedstilstande,
en rakke flygtige indtryk uden indre og ydre tilskyndelser, der dukker op af
intetheden og pa ny vender tilbage til intetheden - det skeptiske intellekts
sidste spidsfindighed — som love om disse successioner eller i det mindste
forgangne successioner, vil de resultater, som iagttagelsen har fgrt til, stadig
forblive sande. De ville kraeve at blive tolket i et sprog, hvor alle udtryk
som arsag og virkning, operation og subjekt, substans og attribut, var
bandlyst, men de ville stadig vaere gyldige som videnskabelige sandheder.

Da enhver fremsattelse af tankens love ud fra virkelige iagttagelser saledes
ma indeholde videnskabelige elementer, der er uafhaengige af metafysiske
teorier om forstandens natur, s ma den praktiske anvendelse af disse
elementer i konstruktionen af et system eller en metode for vor raeson-
neren ogsa vaere uafhaengig af metafysiske sondringer. For det er pa de
videnskabelige elementer, der har med lovenes fremsaettelse at ggre, at
enhver praktisk anvendelse ma hvile; ligesom de praktiske konklusioner i
astronomien er uafhaengige af enhver teori om tyngdens arsag og alene
bygger pa kendskabet til dens fanomenologiske virkninger. Og derfor er vi,
hvad angar sdvel bestemmelsen af tankens love som den praktiske anven-
delse deraf, nar de fgrst er fundet, ud fra ethvert videnskabeligt synspunkt
ganske uinteresseret i sandheden eller falskheden af enhver metafysisk
spekulation overhovedet.

3. Den fremgangsmade, som jeg under disse omstandigheder finder det
hensigtsmaessigt at benytte, gdr ud pa sd vidt som muligt at betjene mig
af det almindelige talesprog uden hensyn til enhver teori om forstandens
natur eller evner, som dette kunne taenkes at indebaere. Det er for eksempel
i overenstemmelse med almindelig brug at sige, at vi taler med hinanden
under udveksling af ideer eller forestillinger, en udveksling, der formidles
af ord, og at forstanden stillet overfor bestemte ideer og forestillinger er i
besiddelse af visse kreefter eller evner, ved hvis hjzlp den dndelige opmaerk-
somhed bliver i stand til at faestne sig ved visse ideer under udelukkelse af
andre, eller ved hvis hjelp de givne begreber eller ideer pa forskellig made
kan kombineres. Disse evner eller kraefter er blevet kaldt ved forskellige
navne som opmarksomhed, opfattelse, forestillingsevne eller fantasi, ab-
strahering, etc., navne, der ikke blot er blevet benyttet som betegnelser
for de forskellige grene af filosofien om den menneskelige forstand, men
som tillige er gdet over i menneskets dagligsprog. Nar som helst der viser
sig en lejlighed til at bruge disse udtryk, vil jeg derfor ggre det, uden at
jeg af den grund accepterer, at forstanden besidder de og de kraefter eller
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evner som bestanddele af dens aktivitet. Det er heller ikke ngdvendigt at
undersgge, om disse andsevner har en selvstaendig eksistens eller ikke. Vi
kan indregne alle disse forskellige betegnelser under det ene fzellesnavn,
den menneskelige forstands operationer, definere disse operationer i den
udstrakning, som det er ngdvendigt for dette veerk, og dernaest sgge at
udtrykke deres fundamentale love. Dette er den raekkefglge, jeg i alminde-
lighed vil gar frem efter, selv om der fra tid til anden vil blive hentydet til
de navne, som skik og brug har knyttet til de af forstandens tilstande eller
operationer, der falder ind under vor undersggelse.

Det mest praktiske vil vaere, om vi samler hovedresultaterne af den fglgende
undersggelse i sarskilte saetninger.

SATNING |

4. Om udledelsen af lovene for logikkens symboler ud fra en undersggelse
af de af forstandens operationer, som er underforstiet i den strenge brug
af sproget som et instrument for vor raesonneren.

| enhver samtale mellem forstanden of dens egne tanker, eller mellem
det enkelte individ og andre, er der en underforstaet eller udtrykkeligt
formuleret graense, inden for hvilken genstandene for dens operationer
befinder sig. Den frieste samtale er den, hvori de ord, vi bruger, er ment
i deres videst mulige anvendelighed, og for den er samtalegraenserne sa
vidtraekkende som selve universet. Men szdvanligvis indskraenker vi os til
et mindre udstrakt omrdde. Undertiden er det i en samtale om mennesker
(uden at denne begraensning udtrykkes) underforstaet, at der er tale om
mennesker under visse omstandigheder eller betingelser, som civiliserede
mennesker eller mennesker i deres bedste alder eller om mennesker under
endnu andre tilstande eller omstaendigheder.

Uanset udstrakningen af det omrade, inden for hvilket vi finder genstandene
for vor samtale, s& kunne dette omrdde passende kaldes for samtale-
universet.

5. Yderligere er samtale-universet i strengeste forstand grundemnet for
samtalen. Et navn eller beskrivende udtryk, som anvendes inden for de
forudsatte begraensninger, skal ikke i forstanden fremkalde forestillingen om
alle de vaesener eller genstande, hvorpé dette navn eller denne beskrivelse
kan anvendes, men kun om dem, der findes inden for det underforstaede
samtale-univers. Hvis dette samtale-univers er det virkelige tingsunivers,
hvad det altid er, ndr vore ord bruges i deres virkelige og bogstavelig
betydning, s mener vi med mennesker alle eksisterende mennesker; men
hvis samtale-universet er indskraenket ved en forudgaende underforstdet
antagelse, sa er det om mennesker i den séledes indfgrte begraensede
betydning, at vi taler. | begge tilfalde skal ordet mennesker udlgse en vis
operation af forstanden, ved hvis hjzlp vi i det egentlige samtale-univers
udveelger eller faestner os ved betegnede elementer.

6. Den tankemaessige operation, der impliceres ved brugen af et adjek-
tiv, er af ngjagtig samme slags. Lad samtale-universet eksempelvis veere
det virkelige univers. P4 samme made som ordet mennesker fgrer os til
tankemaessigt i universet at udveelge alle de vaesener, hvorpa betegnelsen
»menneske« kan anvendes, sdledes vil adjektivet ngod« i kombinationen
ngode mennesker« fgre os til i klassen af mennesker tankemaessigt at
videreudvalge alle, der yderligere har egenskaben »god«, og satte man
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endnu et adjektiv foran kombinationen »gode mennesker«, da ville dette
fgre til en videreoperation af samme natur med hensyn til den yderligere
egenskab, som dette kunne veelges til at udtrykke.

Det er vigtigt omhyggeligt at bemaerke sig den virkelige natur af den her
beskrevne operation, thi man kan forestille sig, at den kunne have vaeret
anderledes, end den er. Dersom adjektivet i sin karakter kun var attributivt,
da kunne det se ud, som det at satte adjektivet ngod« foran den bestemte
mangde af vaesener, der betegnes som »menneskerq, ville fgre os i retning
af rent tankemaessigt at knytte egenskaben »godhed« til alle disse vaesener.
Men dette er ikke adjektivets funktion. Den operation, vi i virkeligheden
udfgrer, er en udvaelgelse i overenstemmelse med et foreskrevet princip eller
idé. Til hvilken dndsevne en sddan operation kan henfgres i overenstem-
melse med den foretagne klassifikation af forstandens evner, er det ikke af
vigtighed at komme ind pa her, men jeg vil antage, at den kunne betragtes
som afhaengig af forestillingsevnen eller fantasien og opmaerksomheden.
Til den ene af disse evner kunne dannelsen af den almindelige forestilling
henfgres; til den anden den tankemaessige udvalgelse af de elementer, der
inden for det foreskrevne samtale-univers lystrer denne forestilling. Hvis
imidlertid evnen til opmaerksomhed, hvilket ikke forekommer usandsynligt,
ikke er andet og mere end evnen til forsat udgvelse af de andre dndsevner,
sd kunne vi henfgre hele den ovenfor beskrevne tankeproces til fantasien
eller forestillingsevnen, og det fgrste trin i denne proces ville da vaere dan-
nelsen af en forestilling om selve universet, mens ethvert efterfglgende trin
ville besta i bestemte indskraenkninger i den saledes dannede forestilling.
Ud fra denne synsmade vil jeg betegne ethvert trin af denne art eller enhver
bestemt kombination af trin af denne art som en bestemt forestillings-akt.
Og brugen af dette udtryk vil jeg udstraekke, s& at det i sin betydning
omfatter ikke blot forestillingen om klasser af genstande, der repraesenteres
af szerlige navne eller egenskabsbetegnelser, men tillige kombinationer
af sddanne forestillinger, der i alle mader er i overenstemmelse med den
menneskelige forstands kunnen og begransninger, ja, enhver intellektuel
operation udover disse, der har betydning for strukturen af en saetning
eller et udsagn. De almene love, som disse operationer af forstanden er
underkastet, skal nu undersgges.

7. Det vil nu blive vist, at de love som i det foregdende kapitel a posteriori
er blevet bestemt ud fra sprogets opbygning, i virkeligheden er de love,
der galder for den bestemte tankemaessige operation, der netop er blevet
beskrevet. Vi begynder vor samtale med en vis underforstdet viden om
graenserne for dens emne, dvs. om granserne for dens univers. Ethvert
navn, ethvert beskrivende udtryk, som vi anvender, fgrer den, til hvem vi
henvender os, til at udfgre en vis tankemaessig operation pa dette emne.
Og séledes meddeles tanker. Men da ethvert navn eller beskrivende udtryk
efter denne synsmade kun er repraesentant for en intellektuel operation, og
da denne operation ogsd kommer fgrst i den naturlige raekkefglge, er det
klart, at de love, der galder for navnet eller symbolet, ma vaere afledte love
— ja, de ma have deres oprindelse i de operationer, som de repraesenterer.
At lovene for symbolet og lovene for tanke-processen i udtryk er identiske
vil nu blive vist.

8. Lad os da antage, at universet for vor samtale er det virkelige univers,
sa at ordene bruges i deres fulde betydning, og lad os betragte de to
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tankeoperationer, der impliceres af ordene »hvide« og »mennesker«. Ordet
»mennesker« indebaerer den operation i tanken ud af dens emne, universet,
at udvalge alle mennesker, og den heraf resulterende forestilling »men-
nesker« bliver genstanden for den naeste operation. Den operation der
indebzaeres af ordet »nhvide«, bestdr i ud af dens genstand »mennesker«
at udveelge alle i denne klasse, der er hvide. Den forestilling, der er det
endelige resultat heraf, er nhvide mennesker«. Det er nu fuldsteendig klart,
at dersom de ovenfor beskrevne operationer var blevet udfgrt i omvendt
rekkefglge, da ville resultatet veere det samme. Om vi begynder med
at danne forestillingen »mennesker« og dernaest ved hjelp af endnu en
intellektuel handling begraenser denne forestilling til »hvide menneskerg,
eller om vi begynder med dannelsen af forestillingen »hvide genstande« og
dernaest indskraenker denne til dem af denne klasse, der er ymennesker«, er
fuldsteendig ligegyldigt, hvad resultatet angar. Det er klart, at raekkefglgen
af tanke-processerne heller ingen rolle spiller, hvis vi for ordene »hvide« og
»mennesker« satter et hvilket som helst andet beskrivende eller appellativt
udtryk, forudsat, at dets betydning er fast og absolut. Og saledes er lige-
gyldigheden af raekkefglgen af to successive handlinger af forestillingsevnen,
hvoraf den ene fremskaffer det emne, som den anden antages at operere p3,
en generel fglge af den made, hvorpa denne dndsevne udgves. Den er en
forstandens lov, og den er den virkelige oprindelse til den lov om logikkens
bogstavsymboler, som udggr dens formelle udtryk [(1) [2.1] Kapitel II].
9. Det er ligeledes klart, at den ovenfor beskrevne tanke-operation er af en
sddan natur, at dens virkning ikke forandres ved gentagelse. Lad os antage,
at opmarksomheden ved en bestemt forestillings-akt er blevet rettet mod
mennesker, og at vi ved endnu en udgvelse af samme andsevne begraenser
den til dem af denne race, der er hvide. Enhver yderligere gentagelse af
den sidstnaevnte tankemaessige handling, vil ikke pa nogen made zndre
den forestilling, man er ndet frem til, nemlig forestillingen hvide mennesker.
Dette er ogsa et eksempel pa en generel lov for forstanden, og den finder
sig formelle udtryk i loven [(2) [2.2] Kapitel 1] om bogstavsymboler.

10. Yderligere er det klart, at vi ud fra forestillingerne om to forskellige
klasser af ting kan danne forestillingen om den klasse ting, som disse to
klasser tilsammen udggr, og det er dbenbart ligegyldigt, i hvilken plads-
eller rang-orden disse klasser fremstilles for det indre blik, og udtrykket
derfor findes i (3) [2.3] Kapitel II.

11. Det er ikke ngdvendigt at forsaette undersggelsen eller ssmmenligningen
ad disse baner. Der er givet eksempler nok til at klarggre fglgende to
punkter:

For det fgrste, at de af forstandens operationer, ved hvis hjaelp der under
udgvelse af sin fantasi eller forestillingsevne kombinerer og modificerer de
simple begreber om ting eller egenskaber, ikke i mindre grad end de af
fornuftens operationer, som udgves pa sandheder og udsagn, er underkastet
almene love.

For det andet, at disse love i deres form er matematiske, og at de i
virkeligheden findes udviklet i de grundlaeggende love for det menneskelige
sprog. Lovene for logikkens symboler kan derfor udledes ud fra overvejelser
om forstandens operationer under dens raesonneren.

Efter ovenstdende betragtninger vender Boole nu atter blikket mod ud-



24 Boole om algebra og logik

sagnet z2 = x i afsnit 12 og gor sig folgende en raekke betragtninger, som
han nedfselder i tre seerskilte seetninger. Vi vil forst betragte seetning IT og
saetning 111 som fremfert i afsnittene 13 og 14.

12. Resten af dette kapitel vil vaere optaget af spgrgsmal, der knytter sig
til den tankens lov, hvis udtryk er 22 = x (Il 9), en lov, der som det er
blevet antydet (Il 15), udggr den karakteristiske forskel p& de operationer,
der udfgres af forstanden under almindelig samtale og raesonneren, og dens
operationer, ndr den beskaftiger sig med den almene algebra for stgrrelser.
En vigtig del af den fglgende undersggelse gar ud pa at vise, at symbolerne
0 og 1 blandt logikkens symboler indtager en sarstilling og kan ggres til
genstand for en szerlig fortolkning; men fgrst er det ngdvendigt at vise,
hvorledes bestemte symboler som ovennaevnte hensigtsmaessigt og med
fordel kan anvendes i fremstillingen af forskellige tankesystemer.

Denne hensigtsmaessighed bestar ikke i et fortolkningsfaellesskab; thi i
tankesystemer s& vidt forskellige som logikken og aritmetikken (jeg bruger
det sidste ord i dets videst mulige betydning som talvidenskab) er der
egentlig talt ikke noget emnefallesskab. Den fgrste af dem er fortrolig med
selve opfattelsen af ting, den anden tager kun deres talmaessige forbindelse
i betragtning. Men eftersom formerne og metoderne i ethvert system
af fornuftsslutninger umiddelbart afhaenger af de love, som symbolerne
er underkastet, og kun indirekte gennem ovennaevnte forbindelsesled af
deres fortolkning, kan det vaere bade hensigtsmaessigt og fordelagtigt at
anvende de samme symboler i forskellige tankesystemer, forudsat at man
kan tilskrive dem fortolkninger af en sddan art, at deres formelle love bliver
identiske og brugen deraf konsekvent. Grundlaget for denne anvendelse
bliver altsa ikke et fortolkningsfaellesskab, men et fallesskab om de formelle
love, som de i deres respektive systemer er underkastet. Dette feellesskab
om de formelle love kan ikke oprettes pa noget andet grundlag end den
omhyggelige observation og en sammenligning af de resultater, der opnas
uafhaengigt af fortolkningerne af de betragtede systemer.

Disse bemaerkninger vil forklare den undersggelsesmetode, der anvendes i
den fglgende satning. Logikkens bogstavsymboler er alment underkastet
den lov, der er udtrykt i 2 = . Af talsymboler er der kun to, 0 og 1, som
tilfredsstiller denne lov. Men disse symboler er hver for sig underkastet
sin sarlige lov i systemet af numeriske stgrrelser, og dette antyder, hvilke
fortolkninger man skal tilleegge logikkens bogstavsymboler, for at de samme
specielle og formelle love ogsa skal kunne realiseres i det logiske system.

SAETNING I

13. Om bestemmelsen af den logiske veerdi og betydning af symbolerne 0
og 1.
Symbolet 0 tilfredsstiller, som det bruges i algebraen, fglgende formelle
lov:

Oxy=0eller0y=0

uanset hvilket tal y repraesenterer. For at denne lov kan opretholdes i
logikken, ma vi til symbolet 0 knytte en fortolkning af en sadan art,
at den klasse, der repraesenteres af Oy, er identisk med den klasse, der
repraesenteres af 0, uanset hvilken klasse y er. En narmere overvejelse
vil vise, at denne betingelse er opfyldt, hvis symbolet 0 repraesenterer
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Intet. | overensstemmelse med en tidligere definition kan vi kalde Intet
en klasse. Intet og Universet er jo de to ydergraenser for klasser; thi de er
graenserne for de mulige fortolkninger af navne i almindelighed, af hvilke
ingen kan vaere knyttet til feerre individer, end der omfattes af Intet, eller
til flere, end der omfattes af Universet. Ligegyldigt hvilken klasse y er, s&
er de elementer, der er falles for den og klassen Intet, identiske med de
elementer, der omfattes af klassen Intet; thi der er ingen af dem. Og altsa
er, dersom vi til 0 knytter fortolkningen Intet, loven (1) [2.1] opfyldt, og
pa anden made kan den ikke tilfredsstilles i overensstemmelse med den
fuldstaendig almene karakter af klassen .

For det andet tilfredsstiller symbolet 1 i talsystemet fglgende lov:
I1xy=uyellrly=y,

uanset hvilket tal y repraesenterer. Og antages denne formelle ligning for
lige s& gyldig i dette vaerks system, hvor 1 og y repraesenterer klasser, skal
symbolet 1 repraesentere en klasse af en sadan art, at alle de elementer, der
findes i enhver forelagt klasse v, tillige er alle de elementer 1y, som er falles
for denne klasse og klassen, der repraesenteres af 1. En naermere overvejelse
vil her vise, at klassen, der repraesenteres af 1, ma vaere Universet, da
dette er den eneste klasse, hvori man finder alle elementer, som findes i
enhver klasse. Fglgelig er de respektive fortolkninger af symbolerne 0 og 1
i logikken Intet og Universet.

14. Da forestillingen om en klasse som »mennesker« antyder forestillingen
om en modsat klasse af vaesener, der ikke er mennesker, og hele Universet
udggres af disse to klasser tilsammen, idet vi om ethvert element, som
det omfatter, kan haevde, enten at det er et menneske, eller at det ikke
er et menneske, bliver det af betydning at undersgge, hvorledes sadanne
modsatte angivelser skal udtrykkes. Dette er emnet for den fglgende
saetning.

SATNING Il

Hvis x repraesenterer en vilkarlig klasse af genstande, da vil 1 — x repraesen-
tere den modsatte eller supplerende klasse af genstande, dvs. den klasse,
der indeholder alle de genstande, der ikke er omfattet af klassen x.

For den stgrre begrebsklarheds skyld vil vi lade x repraesentere klassen
»mennesker« og i overensstemmelse med den sidste satning betegne Uni-
verset med 1; hvis vi nu fra forestillingen om Universet som bestdende af
»mennesker« og »ikke-mennesker« udelukker opfattelsen »mennesker«, sa
vil den resterende opfattelse veere den modsatte klasse »ikke-mennesker«.
Fglgelig vil klassen »ikke-mennesker« vaere repraesenteret af 1 — z. Og i
almindelighed geelder, at ligegyldigt hvilken klasse der er repraesenteret af
symbolet z, sa vil den modsatte klasse udtrykkes ved 1 — z.

Opgave 12
Lad atter x repraesentere klassen af meend; y klassen af kvinder; p klassen
af pianister; og v klassen af violinister. Antag igen, at vi gnsker at droppe
Booles restriktion om at subtraktion, —, kun er meningsgivende, hvis “de
ting, der undtages, er en del af de ting, hvorfra de undtages.”

Ved at benytte notationen introduceret i seetningerne IT og II1, hvorledes
kan da klasserne angivet ved udsagnene p — v og = — y repraesenteres
symbolsk? Forklar kort!
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15. Skgnt den fglgende satning strengt taget hgrer til i et senere kapitel
i dette veerk, et kapitel om grundsatninger og ngdvendige sandheder, sa
har vi alligevel, pa grund af den store betydning af den tankens lov, hvortil
den knytter sig, fundet det rigtigt at indfgre den her.

SAETNING IV

Det af metafysikernes axiomer, der kaldes for modsigelses-princippet, og
som havder, at det er umuligt for noget vaesen at besidde en egenskab og
samtidig ikke besidde den, er en konsekvens af den fundamentale tankens

lov, hvis udtryk er 22 =z,

Lad os skrive denne ligning pa formen
r—a2=0,

hvoraf vi far
z(l1—z) =0, (2.9)

idet begge disse transformationer er tilladt ifglge de axiomatiske love
om kombination og omflytning (11 13). Lad os for simpelheds skyld give
symbolet = den bestemte fortolkning »mennesker«: 1—z vil da repraesentere
klassen af »ikke-mennesker« (Seetn. Il1). Nu repraesenterer det formelle
produkt af udtrykkene for to klasser den klasse, der udggres af de elementer,
der er felles for dem begge (Il 6). Fglgelig vil (1 — z) repraesentere den
klasse, hvis elementer pa én gang er »mennesker« og »nikke-mennesker«,
og ligningen (1) [2.9] udtrykker derfor det princip, at en klasse, hvis
elementer pd samme tid er mennesker og ikke-mennesker, ikke eksisterer;
med andre ord, at det er umuligt for det samme individ ps én gang at
vaere et menneske og ikke et menneske. Lad nu betydningen af symbolet x
udstraekkes fra at repraesentere »mennesker« til at repraesentere en vilkarlig
klasse af elementer karakteriseret ved en eller anden vilkarlig egenskab,
og ligningen (1) [2.9] vil da udtrykke, at det er umuligt for et vaesen pa
samme tid at besidde en egenskab og ikke besidde denne egenskab. Men
dette er identisk med »modsigelsesprincippet« som Aristoteles har betegnet
som det fundamental axiom for al filosofi. »Det er umuligt, at den samme
egenskab bade skulle tilhgre og ikke tilhgre samme ting . . . Dette er
det visse af alle principper . . . Hvorfor de, der beviser, henviser til dette
som en grundanskuelse. Thi det er af naturen udspringet for alle de andre
axiomer.«

Ovenstaende fortolkning er ikke indfgrt pa grund af dens umiddelbare vaerdi
i det foreliggende system, men som en illustration af en betydningsfuld
kendsgerning i filosofien om de intellektuelle evner, nemlig at det, der i
almindelighed er blevet betragtet som metafysikkens fundamentale axiom,
blot er en konsekvens af en tankens lov, matematisk i sin form. Jeg vil ogsa
gerne henlede opmaerksomheden p& den omstaendighed, at ligningen (1)
[2.9], som udtrykker denne fundamentale tankens lov, er en ligning af anden
grad.* Uden overhovedet i dette kapitel at spekulere over spgrgsmalet, om
denne omstandighed er en ngdvendighed af dens egen natur, kan vi driste
os til at haevde, at om den ikke havde eksisteret, da ville hele vor made at
opfatte pa have varet en anden, end den er. Siledes er det en fglge af den
kendsgerning, at den fundamentale ligning for taenkning er af anden grad,
at vor anlysering af klassifikation udfgres ved en opdeling i modsatte par,
eller, som det med et teknisk udtryk hedder, ved dichotomi. Havde den



2.3 Booles vaerk om tankens love 27

pagldende ligning veeret af tredie grad og stadig tilladt en fortolkning, da
matte den forstandsmaessige inddeling have veeret af en trefoldig karakter,
og vi havde mattet ga frem ved en slags trichotomi, hvis virkelige natur vi
med vores eksisterende evner ikke kan forestille os, men hvis love vi kunne
have undersggt som genstand for en rent intellektuel overvejelse.

Booles bevis for saetning IV kgrer groft sagt efter formen:

- 2
r—a2? =
zx(l—z) = 0,
hvor 22 = z er givet, og via to manipulationer ender han op med et

udtryk der kan fortolkes i hans system — og som han tilmed kan tilskrive
en sproglig og filosofisk mening, nemlig ‘modsigelsesprincippet’, at det
er umuligt pa samme tid at besidde én egenskab og ikke besidde denne
egenskab. I matematik er dette princip kendt som modstridsprincippet og
er et princip der ofte benyttes i matematisk bevisforelse.

Opgave 13

Diskuter hvorvidt I finder, at Booles formelle manipulation af loven x
x er overbevisende som argument for at ‘modsigelsesprincippet’ er “en
konsekvens af en tankens lov, matematisk i sin form” i stedet for blot at
veere en axiomatisk lov.

2:

16. Den tankens lov, der er udtrykt i ligning (1) [2.9], vil af grunde, som
stér klart ifglge ovenstdende definition, fra tid til anden blive omtalt som
»dualitetsloven«.

* Det bgr her bemaerkes, at eksistensen af ligningen 2 = = ogsa medfgrer eksistensen

af ligningen 23 = x, som er af tredie grad, og man kunne da spgrge, om denne ligning
ikke angiver en form for trichotomi; svaret herpa er, at ligningen 23 = z ikke kan
fortolkes i logikken; thi skrives den pa en af formerne

z(l—z)(14+2) =
z(l—2z)(-1—z) =

ser vi, at dens fortolkning, om overhovedet mulig, matte involvere en fortolkning af
faktoren 1 + z eller faktoren —1 — z. Den fgrste kan ikke fortolkes, fordi vi ikke kan
forestille os en addition af en klasse til Universet 1; den sidste kan ikke fortolkes,
fordi symbolet —1 ikke er underkastet loven z(1 — z) = 0, som alle klassesymboler
er underlagt. Ligningen z3 = z tillader altsd ikke en fortolkning pd samme made
som ligningen 22 = . Var den fgrstnaevnte ligning imidlertid sand uafhaengigt af den
sidstnaevnte, dvs. var den forstandsmaessige handling, der er angivet af symbolet z, af
en sadan art, at dens gentagelse pa ny frembringer resultatet af en enkelt operation,
men derimod ikke dens fgrste og blotte gentagelse, er det rimeligt at mene, at vi ville
vare i stand til at forklare en af formerne (2), (3), hvad vi under de forhandenvaerende
omstaendigheder ikke kan ggre. Der findes operationer, kendt af matematikeren, hvis
lovmaessighed fyldestggrende ville vaere udtrykt ved ligningen 3 = z; men de er af en
natur, der er ganske fremmed for den almindelige raesonneren.

Nar jeg siger, at man kunne have forestillet sig, at tankens lov kunne have vaeret
anderledes, end den er, s3 mener jeg dermed blot, at vi kan danne en hypotese af denne
art og studere dens konsekvenser. Muligheden for at baere sig siledes ad afhanger
ikke af dogmer i retning af, at den virkelige lov for den menneskelige fornuft er en
frembringelse enten af tilfaeldet eller af en arbitraer vilje.
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Opgave 14
Kommenter pa Booles betragtninger i hans ovenstaende fodnote: Hvorfor
er de to udtryk 1 + z og —1 — x meningslgse i Booles system? Forklar!

Vi gar ikke laengere med vores uddrag af Booles The Laws of Thought...
end de to kapitler praesenteret her ovenfor. Pa dette tidspunkt i Booles
vaerk er hans symbolik hvad angar operationer med klasser praktisk taget
fuldsteendig. Det der imidlertid resterer at ggre, og som Boole ogsa be-
tragter i sine senere kapitler, er i hovedsagen to ting. For det fgrste ma
fokus flyttes fra pastande om klasser til udsagn. Det vil sige i stedet for at
opstille identiteter der blot har en klassedefinerede funktion (f.eks. stjern-
erne er alle solene og alle planeterne) ma han ga videre til udsagn som f.eks.
‘alle mennesker er dgdelige’. For det andet ma der opstilles en teori for
regning med disse udsagn, altsa der skal udledes en sakaldt udsagns- eller
seetningskalkyle. For eksempel for at udlede ‘alle mennesker er dgdelige’
udfra de to udsagn ‘alle dyr er dgdelige’ og ‘alle mennesker er dyr’ er det
ngdvendigt med en sadan kalkyle bestdende af visse regler der muligggr
operationer fgrende til de gnskede resultat — vel at maerke i en matematisk
symbolik, hvilket var Booles bidrag.

2.4 Boolsk algebra og moderne mangdelxre

Mange af Booles definitioner og love som set i hans kapitel II og III
her ovenfor er i dag at genfinde i den matematiske maengdelaere. Booles
ideer blev videreudviklet af senere matematikere som for eksempel John
Venn (1834-1923) og Charles S. Peirce (1839-1914). Lad os for en kort
bemeerkning se pa nogle af analogierne.

I Booles system repraesenterer udtrykket xy, eller x - y, den klasse som
bestar af de elementer som bade er at finde i klassen z og i klassen y (afsnit
7, kapitel II). Dette modsvarer at bestemme faellesmaengden mellem de to
maengder X og Y, skrevet X NY. Bemeerk, at man i meengdelaeren kalder
maengderne ved store bogstaver og deres elementer ved sma bogstaver,
f.eks. skrives et element x tilhgrende en maengde som =z € X. Og ligesom i
Booles logik er ogsé feellesmeengdedannelse i maengdeleren en kommutativ
operation, det vil sige ligesom xy = yx er ogsa X NY =Y N X.

Ogsa den i dag sa velkendte foreningsmaengde er at genfinde hos Boole.
Foreningsmeengden X UY i maengdelaeren bestar af alle de elementer der
enten tilhgrer X eller tilhgrer Y eller tilhgrer bade X og Y. De eneste
ting der ikke er med i foreningsmeengden er de ting der hverken tilhgrer X
eller Y. Faktisk fastleegger man sig her med brugen af ordet ‘eller’ pa en
ganske bestemt brug af dette, nemlig at hvis a enten er b eller ¢, sé skal
der heri veere indeholdt den mulighed, at a bade er b og c. Dette omtales
ogsa gerne som den ‘svage’ brug af ordet ‘eller’. Den ‘steerke’ brug af ordet
‘eller’ vil sige at a enten er b eller ¢, men ikke pa samme tid begge.

Opgave 15

Skitser de to meengder X og Y ved to cirkler. Illustrer med forskellige
skraveringer pa jeres skitse, hvorledes feellesmaengden af de to meengder
vil se ud og ligeledes for foreningsmaengden, bade ved brug af ‘svagt eller’
og ‘steerkt eller’.
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Almindeligvis i logikken benyttes ‘svagt eller’, men strengt taget er Booles
brug af ‘eller’ i dets steerke betydning. For at illustrere den i dag kon-
ventionelle analogi mellem logikken og maengdelaeren i forhold til foren-
ingsmaengde vil vi her fortolke Booles symbolik som anvendende ‘eller’ i
dets svage betydning. Booles anvendte symbol her er 4+ og han bemeerker
at denne operation i logikken, altsa x +vy = y+ «, er kommutativ ligesom i
den aritmetiske algebra, og ligesom dens analoge foreningsmaengdedannelse
er det i maengdelaeren. Kommutativiteten geaelder i gvrigt hvad enten ‘eller’
anvendes i sin svage eller steerke betydning.

Boole bemszerker derneest i afsnit 11, kapitel II, distibutiviteten af sin
operation - med hensyn til operationen +, altsa z(x + y) = zx + zy. Mere
mundret siger man gerne, at multiplikation er distributiv med hensyn
til addition. Analogien i meengdeleeren er, at feellesmaengdedannelse er
distributiv med hensyn til foreningsmaengdedannelse. I bade meengdelaeren
savel som i Booles system geelder at det omvendte ogsa er tilfzeldet, altsa at
foreningsmaengdedannelse er distributiv med hensyn til feellesmaengdedan-
nelse.

Opgave 16

Lad z sta for ‘europaeisk’, lad = sta for ‘asiatisk’ og lad y sta for ‘kvinder’.
Betragt nu udtrykket z 4+ (zy). Dette betyder ‘alle europeeiske ting eller
alle asiatiske kvinder’. Da der geelder at addition er distributiv med hensyn
til multiplikation, skal z + (zy) altsd veere det samme som udtrykket
(z +x)(z + y). Argumenter for at dette er tilfzeldet.

Dette er imidlertid ikke sandt i den aritmetiske algebra, som er den Boole
kontinuerligt sammenligner sit eget system med — altsa almindeligvis er
addition ikke distributiv med hensyn til multiplikation. Lad os se pa et
eksempel:

2-(3+4)=2-3+2-4=6+8=14.

Antag nu, at vi har
2+(3-4)=14.

Hvis addition var distributiv med hensyn til multiplikation, sa skulle
2+3)(24+4)

ogsa veere lig 14, men det er selvfplgelig ikke tilfzeldet, da det er lig med 30.
Som bemerket af Boole selv i afsnit 14, kapitel II, hgrer analogien mellem
hans system og den aritmetiske algebra i nogen grad op med loven z2 = z,
selvom den bliver opretholdt med restriktionen om at x kun kan antage
veerdierne 0 og 1. Men faktisk ophgrer den allerede med betragtningen
ovenfor angaende distributivitet.

I moderne matematik i dag defineres en Boolsk algebra helt generelt
som en sdkaldt seks-tupel (5,4, -,",0,1), som opfylder nedenstidende otte
axiomer, hvor S er en maengde; +, - er binsere operatorer pa S; ' er en
unger operator pa S; og 0,1 er elementer i S. At en operator er binger vil
sige at den opererer pa to elementer ad gangen, hvor en unser operator

kun opererer pa ét.
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1. komm. af add. Ve,y € S rt+y=y-+uw,

2. komm. af mult. Ve,y € S: Toy=9y-x,

3. ass. af add. Ve,y,z€ S: (x+y)+z=z+(y+2),
4. ass. af mult. Ve,y,z€S: (x-y)-z=z-(y-2),

5. dist. af add. mht. mult. Vz,y,z€S: x-(y+z2)=z-y+z-z,

6. dist. af mult. mht. add. Vz,y,z€S: z+y-z=(x+vy)- (z+2),
7. identitet Ve esS: r+0=zo0gz 1=z,

8. komplementaritet Ve eS: z+a'=1logz-2'=0.

Forkortelserne ‘komm.” daekker over kommutativitet; ‘add. over addition;
‘ass.’” over associativitet; ‘dist. over distributivitet; og ‘mult. over multi-
plikation. Tegnet V betyder ‘for alle’, det vil sige udtrykket ‘Vz,y € S’
laeses ‘for alle elementer = og y tilhgrende maengden S geelder’. Bemaerk
ogsa at her ovenfor svarer notationen z’ til Booles notation 1 — z.

Opgave 17
Hvilke af ovenstaende otte axiomer kan I genfinde i Booles beskrivelse af
hans system i kapitlerne II og IIT af The Laws of Thought...?

Den elementaere maengdelaere er i sig selv et specielt eksempel pa en
Boolsk algebra, hvilket fremgar af fglgende oversattelse af de otte ax-
iomer. Her er meengden S maengden bestdende af alle delmeengder af
den universale maengde U. En sddan meengde kaldes ogsa for potens-
mangden af U, og angives ved P(U). Hvis for eksempel U = {a,b, c},
sa er P(U) = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}, hvor 0 er den
tomme mengde. Der gaelder at antallet af elementer i P(U) er lig 2 oplaftet
til antallet af elementer i U (hvorfor?), i vores tilfzelde altsd 23 = 8.

1. komm. for.mgd. VA, Be€S: AUB=BUA,

2. komm. fael.mgd. VA, Be€S: ANB=BNBkB,

3. ass. for.mgd. VA,B,CeS: (AUB)UC=AU(BUCQC),

4. ass. feel. mgd. VA,B,CeS: (ANnB)NC=AN(BNCQC),

5. dist. feel. mht. for. VA, B,Ce€S: AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
6. dist. for. mht. fel. VA, B,CeS: AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
7. identitet VAeS: AUubD=Aog ANU = A,

8. komplementaritet VA€ S': AUA =Uog ANA =0.

Forkortelserne ‘for.mgd.” og ‘for.’ deekker over foreningsmaengde og ‘feel. mgd.
og ‘feel” daekker over feellesmaengde. De gvrige forkortelser er de samme
som tidligere benyttet.

Den elementeere maengdelere er kun ét eksempel pa en Boolsk alge-
bra. Netop fordi strukturen af en Boolsk algebra har til hensigt at veere
fuldsteendig abstrakt, forstaet pa den vis at ingen speciel mening er tillagt
symbolerne + og -, findes der adskillige specifikke eksempler pa Boolske
algebraer. Dette gor strukturen interessant set fra diverse teoretiske savel
som anvendelsesorienterede perspektiver, specielt inden for datalogi og
ingenigrvidenskab. Dette skal vi se nsermere pa i kapitel 4 efter at vi har
behandlet matematikkens ‘urimelige’ anvendelighed fra et mere generelt
standpunkt i kapitel 3.



3 Hamming om matematikkens
‘urimelige’ anvendelighed

Richard Wesley Hamming (1915-1998)

3.1 Kort biografi

Richard W. Hamming studerede matematik ved universiteterne i Chicago
og Nebraska frem til 1939. I 1942 modtag han en ph.d. i matematik fra
University of Illinois, og i 1945 blev han en del af Manhattan-projektet
og tilknyttet Los Alamos. I 1946 begyndte Hamming at arbejde for Bell
Telephone Laboratories (Bell Labs), sammen med blandt andet Claude
Shannon. Herfra udgav han i 1950 sin bergmte artikel om kodningste-
ori indeholdende de fejlkorrigerende koder, der senere blev kendt som
Hamming-koder (se evt. Jankvist, 2008a).

I 1956 arbejdede Hamming pa den tidlige 650 IBM-computer, og hans
arbejde der fgrte blandt andet til udviklingen af hgj-niveau programmer-
ingssprog. 1 1976 accepterede Hamming en stilling i datalogi ved Naval
Postgraduate School i Monterey. Hamming modtag i sine sene levear ad-
skillige priser, ikke mindst for sit arbejde inden for kodningsteori. Ifglge en
af hans kollegaer, matematikeren Philip J. Davis, var Hamming kendt for
sine rgde skotskternede blazere og sine vittigheder (Jankvist & Toldbod;
2005).
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3.2 Optakt til Hammings artikel

I 1960 skrev den bergmte Ostrig-Ungarnske fysiker Eugene P. Wigner
(1902-1995) en nu klassisk artikel om matematikkens og fysikkens filosofi:
The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences
(Wigner; 1960). Wigner, der ogsa modtog Nobel-prisen i 1963 for sit arbejde
med symmetrier i kvantemekanikken, argumenterede i denne artikel for at
biologi og kognition kunne udggre ophavet til fysiske begreber, sa som vi
mennesker opfatter dem, og at den lykkelige tilfeeldighed at matematikken
og fysikken passer sa godt sammen forekommer at veere en ‘urimelig’ og
sveert forklarelig omsteendighed.

Hvor Wigners artikel fortrinsvist beskuer matematikkens ‘urimelige’
anvendelighed fra et fysikorienteret standpunkt, udvider Hamming dette i
sin filosofiske artikel fra 1980 til ogsa at omfatte en rackke betragtninger
inden for ingenigrvidenskab og det som vi i dag vil kategorisere som
vaerende datalogien.

3.3 Hammings 1980-artikel

MATEMATIKKENS URIMELIGE EFFEKTIVITET

R. W. HAMMING

Prolog. Det fremgar af titlen at dette er en filosofisk diskussion. Jeg skal
ikke undskylde for filosofien, selvom jeg er klar over at de fleste naturvidens-
skabsfolk, ingenigrer og matematikere har lidt tilovers herfor; i stedet skal
jeg give denne lille korte prolog for at retfardigggre min tilgang.
Mennesket har, s3 vidt vi ved, altid undret sig over sig selv, verdenen
omkring det og hvad livet gar ud pa. Vi har mange myter fra fortiden
som fortaller hvordan eller hvorfor Gud, eller guderne, skabte mennesket
og universet. Disse skal jeg kalde de teologiske forklaringer. De har en
vaesentlig karakteristik tilfaelles — der er ikke meget mening i at spgrge til
hvorfor tingene er som de er, da vi stort set kun bliver udstyret med en
beskrivelse af skabelsen som guderne valgte at ggre det.

Filosofi blev til da mennesket begyndte at undre sig over verden udenfor
og dens teologiske ramme. Et tidligt eksempel er filosoffernes beskrivelse
af verden som bestdende af jord, ild, vand og luft. Der kan nappe vare
tvivl om at de dengang fik at vide at saddan lavede guderne nu engang
tingene og igvrigt blev bedt om at holde op med at bekymre sig derom.
Fra disse tidlige forsgg pa at forklare ting opstod langsomt filosofi savel
som vores nutidige naturvidenskab. lkke at naturvidenskaben forklarer
»hvorfor« tingene er som de er — tyngdekraften forklarer ikke hvorfor ting
falder — men naturvidenskaben giver os s& mange detaljer om »hvordang,
at vi far en fglelse af at forstd »hvorfor«. Lad os vaere pa det rene hermed,;
at det er pa grund af det hav af forbundne detaljer at naturvidenskaben
synes at forklare »hvorfor« universet er som det er.

Vores primaere redskab til at udfgre de lange kaeder af stram raesonneren
pakraevet af naturvidenskaben er matematikken. Matematikken kan i
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sandhed defineres som vaerende det mentale redskab der er designet til
dette formal. Gennem tiderne har mange folk stillet det spgrgsmal som
jeg stiller i titlen, »Hvorfor er matematikken s& urimeligt effektiv?« Ved at
spgrge til dette drejer vi i hgjere grad vores sggen ind pa den mere logiske
side, og i mindre grad den materielle side, af hvad universet er og hvordan
det fungerer.

Matematikere som arbejder med matematikkens grundlaeggende fundament
interesserer sig hovedsageligt for selv-konsistensen og begransningerne af
dette system. De synes derimod ikke at interessere sig for hvorfor verden
angiveligt tillader logiske forklaringer. P& sin vis er jeg i samme position
som de tidlige graeske filosoffer der undrede sig over den materielle side,
og mine svar angdende den logiske side er formentlig ikke meget bedre
end deres var dengang. Men pd et eller andet sted og tidspunkt ma vi
jo begynde pa at forklare det feenomen at verden forekommer at veere
organiseret i et logisk mgnster der svarer til meget af matematikken, at
matematik er natur- og ingenigrvidenskabens sprog.

Da jeg fgrst havde faet styr p& hovedtraekkene [i denne artikel] begyndte jeg
at overveje hvordan jeg bedst kunne kommunikere mine ideer og meninger
til andre. Af erfaring ved jeg, at jeg ikke altid er lige succesfuld med
dette. Endelig slog det mig, at den fglgende forberedende bemaerkning ville
hjalpe.

| nogen henseender er denne diskussion rent teoretisk. Jeg bliver ngdt
til at naevne, i det mindste i forbifarten, diverse teorier inden for den
generelle aktivitet der kaldes matematik savel som bergre udvalgte dele
af den. Ydermere findes der diverse teorier for anvendelser. Dermed fgrer
dette til en vis grad til en teori af teorier. Hvad der maske vil overraske
dig er at jeg skal tage eksperimentarikerens tilgang i diskussionen. Glem
alt om hvad teorierne skal forestille at veere, eller hvad du tror de bgr
vaere, eller endda hvad eksperterne pd omradet antager dem for; lad os
antage den videnskabelige holdning og se pd hvad de er. | er udmaerket
klar over at meget af det jeg siger, i seerdeleshed angdende matematikkens
natur, vil irritere mange matematikere. Min eksperimentelle tilgang er deres
mentalitet og forudindtagede overbevisninger ganske fremmed. Men siddan
ma det veere!

Inspirationen til denne artikel kom fra en lignende navngivet artikel,
»Matematikkens urimelige effektivitet i naturvidenskaberne« [1], af E.P.
Wigner. Det skal bemarkes at jeg har udeladt dele af titlen, og for de
der allerede har laest denne artikel, at jeg ikke gengiver meget af hans
materiale (jeg mener ikke jeg kan forbedre hans praesentation). P3 den
anden side skal jeg bruge relativt mere tid pa at forsgge at forklare det
antydede spgrgsmal i titlen. Men nar alle mine forklaringer er ovre, vil
det tilbagevaerende stadig vaere sd omfangsrigt at det essentielt set lader
spgrgsmalet ubesvaret.

Opgave 18

a. Hvad er ifslge Hamming selv hans formal med at skrive denne artikel?

b. Hvad mener han med at naturvidenskaben kun beskriver ‘hvordan’
og ikke ‘hvorfor’?

c. Hvad er ifglge Hamming en af matematikkens roller i natur- og
ingenigrvidenskaberne?
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Matematikkens effektivitet. | sin artikel giver Wigner et stgrre antal ek-
sempler pd matematikkens effektivitet inden for fysikken og dens relaterede
videnskaber. Tillad mig derfor at traeekke pd mine egne erfaringer der er
teettere forbundet med ingenigrvidenskaben. Min fgrste rigtige erfaring
med at anvende matematik til at forudsige ting i den virkelige verden
var i forbindelse med designet af atombomben under anden verdenskrig.
Hvordan kan det veere at de tal vi s tdlmodigt beregnede péd de primitive
rele-computere stemte sa godt overens med hvad der skete ved den fgrste
prgvespraengning i Almagordo? Der var ikke, og kunne ikke foretages,
nogen eksperimenter i lille mélestok til at checke beregningerne direkte.
Senere erfaringer med guidede missiler viste mig at dette ikke var et isoleret
feenomen — til stadighed vil det vi forudsiger ved manipulation af matem-
atiske symboler realisere sig selv i den virkelige verden. Selvfglgelig har
jeg, grundet mit arbejde for Bell System, udfgrt mange telefon-relaterede
beregninger og andet matematisk arbejde pa diverse ting som rgr til at
sende bglger igennem, udligning af TV-forbindelser, stabilitet af komplekse
kommunikationssystemer, blokering af opkald gennem en telefoncentral,
for blot at naevne nogle fa. Af de mere prestigefyldte kan jeg naevne forskn-
ing i transistorer, rumflyvninger og design af computere, men naesten al
natur- og ingenigrvidenskab har gjort brug af omfattende matematiske
manipulationer med bemarkelsesvaerdig succes.

Mange af jer kender historien om Maxwells ligninger [!] og om hvordan
han for at opretholde symmetrien indsatte et ekstra led, og hvordan denne
teori med tiden blev vist sand med Hertzs opdagelse af radiobglger. Mange
andre eksempler pd at forudsige fysiske virkninger udfra matematiske
formuleringer er velkendte og behgver derfor ikke blive gentaget her.

Wigner fremhaever den fundamentale rolle som invarians spiller. Det er
basalt for meget matematik savel som naturvidenskab. Det var manglen af
invarians i Newtons ligninger (behovet for en absolut referenceramme for
hastigheder) der drev Lorentz, Fitzgerald, Poincaré og Einstein frem mod
den specielle relativitetsteori.

Wigner bemaerker ogsa at de samme matematiske begreber dukker op i
fuldsteendig uventede sammenhaenge. Et eksempel er de trigonometriske
funktioner som optraeder i Ptolemaeus’ astronomi og som viser sig at vaere
de funktioner der er invariante med hensyn til translation (tidsinvarians).
Samtidig er de ogsa de egnede funktioner for linezre systemer. Den enorme
anvendelighed af de samme stykker matematik i vidt forskellige situationer
har ingen rationel forklaring (endnu ihvertfald).

Ydermere har matematikkens simplicitet leenge vaeret anset som ngglen til
anvendelser inden for fysikken. Einstein er den mest bergmte eksponent
for denne opfattelse. Men ogsa i matematikken selv er simpliciteten be-
markelsesvaerdig, i det mindste for mig; de simpleste algebraiske ligninger,
linezere eller kvadratiske, svarer til de simpleste geometriske entiteter, lige
linier, cirkler og keglesnit. Dette ggr analytisk geometri mulig pa en prak-
tisk vis. Hvorledes kan det vaere at simpel matematik, som trods alt er

1 Maxwells ligninger, eller love, er fire ligninger som tilsammen danner basis for
elektromagnetismen, dvs. de beskriver sammenhaengen mellem elektriske og magnetiske
felter, ladninger og elektrisk strgm. De har deres navn efter fysikeren James Clerk
Maxwell (1831-1879).
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et produkt af det menneskelige sind, kan vaere s3 bemaerkelsesvaerdigt
anvendeligt i sa vidt forskellige situationer?

Pa grund af disse matematikkens succeser er der pt en stzerk tendens
mod at ggre hver og en af naturvidenskaberne matematiske. Det opfattes
som regel som et mal der skal nds, hvis ikke i dag s i morgen. For
naervaerende publikum vil jeg holde mig til fysikken og astronomien for
yderligere eksempler.

Pythagoras er det fgrste menneske der pa skrift klart har udtrykt at
»Matematik er maden at forstd universet pa.« Han sagde det bade hgjt og
tydeligt, »Med tal kan alle ting males. «

Kepler er et andet kendt eksempel pa én af denne opfattelse. Han troede
inderligt pa at Guds veerk udelukkende kunne forstas gennem matematikken.
Efter tyve ars langtrukne beregninger fandt han sine tre bergmte love for
planeternes bevaegelse — tre forholdsvist simple matematiske udtryk som
beskriver planeternes umiddelbart komplekse bevaegelser.

Det var Galileo som sagde, »Naturens love er skrevet i matematikkens
sprog.« Newton brugte resultaterne af bade Kepler og Galileo til at udlede
de bergmte Newtonske love for bevaegelse, som tilsammen med loven om
tyngdekraften maske er det mest bergmte eksempel pd matematikkens
urimelige effektivitet i naturvidenskaben. De forudsagde ikke kun hvor de
allerede kendte planeter ville befinde sig, men forudsagde ogsd med succes
positionerne af ukendte planeter, bevaegelserne af fjerntliggende stjerner,
tidevande og sé videre.

Naturvidenskab bestér af love som oprindeligt var baseret pa sma omhyg-
geligt udvalgte observationssat, som oprindeligt ikke blev malt med szarlig
stor ngjagtighed; men lovene har senere vist sig anvendelige over et meget
stgrre spektrum af observationer og tilmed meget mere ngjagtigt end de
oprindelige data kan retfeerdigggre. Selvfglgelig er der undtagelser, men
alligevel er det sket sa ofte at der kraeves en forklaring.

| Igbet af mine tredive &r som praktiserende matematiker inden for industrien
har jeg ofte undret mig over de forudsigelse som jeg gjorde. Pa baggrund
af den matematik som jeg lavede pd mit kontor, forudsagde jeg med
overbevisning (overfor andre i det mindste) fremtidige begivenheder — hvis
man ggr sddan og sadan, vil man se dette og hint — og i de fleste tilfeelde
havde jeg ret. Hvordan kunne faenomenet vide, hvad jeg havde forudsagt
(baseret pa menneskegjort matematik), sdledes at det kunne bakke op om
mine forudsigelser? Det er latterligt at forestille sig at det er sddan tingene
foregér. Nej, matematikken leverer, pa en eller anden vis, en palidelig model
for mange af de ting der sker i universet. Og siden jeg kun er i stand til at
udfgre forholdsvist simpel matematik, hvordan kan det sa vaere at simpel
matematik er tilstreekkeligt til at forudsige sa meget?

Jeg kunne forsztte med at opremse eksempler til illustration af matem-
atikkens urimelige effektivitet, men det ville bare blive kedeligt. Og tilmed
forestiller jeg mig at mange af jer er bekendte med eksempler som jeg ikke
er. Tillad mig derfor at antage, at | udstyrer mig med en lang liste af suc-
cesfulde eksempler, mange af dem ligesa spektakulaere som forudsigelsen af
en ny planet, af et nyt fysisk faenomen eller et nyt artefakt. Med begraenset
tid til radighed vil jeg bruge den jeg har tilbage i et forsgg pa at ggre, hvad
jeg mener at Wigner veg udenom — i det mindste at give nogle praktiske
svar til det antydede spgrgsmal i titlen.
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Opgave 19

Forsgg selv at foje flere eksempler til listen over matematikkens ‘urimelige
effektivitet’ end de som Hamming giver med udgangspunkt i fysikken?
Overvej f.eks. brugen af matematik i nogle af de andre naturvidenskaber
(biologi, kemi, etc.) eller videnskaber generelt (f.eks. gkonomi). Brug gerne
internettet til at finde inspiration og eksempler.

Hvad er matematik? Efter at have set pd matematikkens effektivitet
skal vi nu betragte spgrgsmalet, »Hvad er matematik?« Dette er titlen
pa en bergmt bog af Courant og Robbins [2]. | denne bog forsgger de
ikke at give en formel definition, men stiller sig i stedet tilfreds med at
give adskillige eksempler. P& lignende vis skal jeg ikke give en omfattende
definition. Men jeg skal komme tattere pa end de gjorde ved at diskutere
visse at matematikkens fremtraedende sarprag, sddan som jeg ser dem.
Méske er den bedste made at tilgd spgrgsmalet om hvad matematik er
at begynde med begyndelsen. | den fjerne forhistoriske fortid, hvor vi ma
sgge efter matematikkens begyndelse, var der allerede fire betydningsfulde
‘ansigter’ af matematikken. For det fgrste var der evnen til at udfgre lange
raekker af taet raesonneren, hvilket til denne dag karakteriserer meget af
matematikken. For det andet var der geometri, hvilket har ledt os via
kontinuitetsbegrebet til topologien og videre. For det tredje var der tal,
hvilke ledte os til aritmetikken, algebraen og videre. Og endelig var der
kunstnerisk smag, hvilket spiller en sa stor rolle i moderne matematik. Der er
selvfglgelig mange forskellige former for skgnhed i matematikken. | talteorien
synes skgnheden hovedsageligt at ligge i de nasten uendelige detaljer; i den
abstrakte algebra findes skgnheden hovedsageligt i generaliteten. Forskellige
omrader af matematikken har séledes forskellige standarder for aestetik.
Matematikkens tidligste historie ma selvfglgelig bero pa udelukkende speku-
lation, idet der ikke findes nogen former for overbevisende evidens, ikke nu
og formentlig e]j heller pa et senere givet tidspunkt. Imidlertid synes der at
vaere indbygget i selve fundamentet for primitivt liv, om ikke for andet s3 i
overlevelsens gjemed, en forstaelse af arsag og virkning. Nar fgrst dette
treek bygger pd mere end en enkelt observation af en fglge af, »Hvis dette,
sd dette, og s fglger det endvidere at...,« sd er vi pa vej til det fgrste
af de af matematikkens sarpraeg som jeg naevnte, lange raekker af teet
raesonneren. Men det er sveert for mig at se, hvorledes simpel Darwinistisk
overlevelse af de staerkeste ville kunne udvalge dem med evnen til at udfgre
de lange raekker som matematik og naturvidenskab synes at kraeve.
Geometri synes at have opstdet ud af problemerne med at dekorere den
menneskelige krop for diverse formal, sdsom religigse ritualer, sociale
anliggender, og det at tiltreekke det modsatte kgn, sdvel som problemerne
med at dekorere vaegge, potter, brugsgenstande og tgj. Dette indebaerer
ogsa det fjerde aspekt som jeg navnte, astetisk smag, og det er en af de
dybe fundamenter af matematikken. De fleste lrebgger gentager graekerne
og siger at geometri opstod pa grund af egypternes behov for at opmale
landet hver gang Nilen Igb over sine bredder, men jeg tilskriver meget mere
til astetikken end de fleste matematikhistorikere ggr og tilsvarende mindre
til umiddelbar nytteveerdi.

Det tredje aspekt af matematikken, tal, opstod fra det at teelle. S& funda-
mentale er tal, at en bergmt matematiker engang sagde, »Gud skabte de
naturlig tal, resten er menneskeskabt« [3]. De naturlige tal forekommer
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os sa fundamentale at vi forventer at finde dem, hvorend vi matte finde
intelligent liv i universet. Jeg har forsggt, med begraenset succes, at fa
nogle af mine venner til at forstd min forblgffelse over at de naturlige
tals abstraheren for det at telle er bdde mulig og anvendelig. Er det ikke
bemaerkelsesvaerdigt at 6 far plus 7 far giver 13 far; at 6 sten plus 7 sten
giver 13 sten? Er det ikke et mirakel at universet er sdledes konstrueret, at
en sadan simpel abstraktion som et tal er muligt? For mig er dette et af
de staerkeste eksempler pd matematikkens urimelige effektivitet. Jeg finder
det i sandhed bade meerkvaerdigt og uforklarligt.

| tallenes udvikling kommer vi dernaest til det faktum at disse telle-tal, de
naturlige tal, med succes blev anvendt til at male hvor mange gange en
standardlaengde kan bruges til at opbruge den gnskede lengde som skulle
males. Men det m& snart vaere forekommet, relativt set selvfglgelig, at
et helt tal af enheder ikke passede ngjagtigt med den lengde som skulle
males, og at opmalerne blev ledt til brgker — det tilovers vaerende stykke
blev brugt til at male standardleengden. Brgker er ikke tzlle-tal, de er
méle-tal. Grundet deres falles brug til opmaling blev det snart fundet, ved
en passende udvidelse af ideer, at brgkerne overholder de samme regler
for manipulationer som de naturlige tal gjorde, med den tilfgjede bonus
at de gjorde division mulig i alle tilfelde (jeg er endnu ikke n3et til tallet
nul). Yderligere bekendtskab med brgkerne afslgrede snart at man mellem
to vilkérlige brgker kan placere lige s mange andre man gnsker og at
tetheden af dem i en vis forstand er alle steder homogen. Men nar vi
udvider talbegrebet til ogsa at omfatte brgker ma vi opgive ideen om det
naeste tal.

Dette fgrer os igen til Pythagoras, der anses som den fgrste der beviste
at diagonalen af et kvadrat og siden af kvadratet ikke har noget felles
mal — at deres indbyrdes forhold er irrationalt [2]. Denne observation
affgdte tilsyneladende en omfattende omvealtning i den graeske matematik.
Frem til dette tidspunkt havde det diskrete talsystem og den kontinuerte
geometri blomstret side om side uden nogen egentlig konflikt. Krisen
omhandlende inkommensurabilitet blev begyndelsen til den Euklidiske
tilgang til matematikken. Det er et besynderligt faktum at de tidlige
graekere forsggte at ggre matematikken stringent ved at udskifte tallenes
usikkerheder med det de fglte var en mere sikker geometri (skabt af
Eudoxus). Dette var en vigtig begivenhed for Euklid og som et resultat
heraf finder man i Elementerne [4] en hel del af hvad vi i dag betragter
som talteori og algebra fremstillet som vaerende geometri. Modsat de
tidlige graekere, der betvivlede eksistensen af det reelle talsystem, har vi
besluttet at der skal vaere et tal der maler leengden af diagonalen i et
enhedskvadrat (selv om vi ikke havde behgvet det), og det er mere eller
mindre pa denne vis at vi udvidede det rationale talsystem til ogsd at
omfatte de algebraiske tal. Det var et simpelt gnske om at méale laengder
der var skyld heri. Hvordan kan nogen benagte at der findes et tal som
kan male leengden af et vilkarligt lige liniestykke?

De algebraiske tal, som er rgdder at polynomier med heltal, brgker, og som
blev bevist senere, selv algebraiske tal som koefficienter, kom snart under
kontrol ved simpelthen at udvide de samme operationer som blev benytter

2 For eksempel tallet v/2 som jo er leengden af hypotenusen i en retvinklet trekant
med kateter af leengde 1.
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pa de simplere talsystemer. Men snart tvang beregningen af en cirkels
omkreds med hensyn til dens diameter os til at betragte forholdstallet pi.
Dette er ikke et algebraisk tal, da ingen linesere kombinationer af potenser
af pi med heltalskoefficienter vil gd ud med hinanden. At den ene lengde,
omkredsen, er en kurve og den anden lengde, diameteren, er en lige linie,
ga@r eksistensen af forholdstallet mindre sikker end det mellem diagonalen
i et kvadrat og dets to sider; men siden det forekommer os at der burde
findes et sddant tal, blev de trancendente tal gradvist indfgrt i talsystemet
[3]. Ved yderligere passende udvidelse af de tidlige ideer om tal blev de
trancencente tal dermed indfgjet i talsystemet pa konsistent vis, selvom
kun fa studerende overhovedet fgler sig tilpas med det tekniske ‘apparatur’
vi konventionelt anvender til at vise konsistensen.

Videre roderi med talsystemet gav os bade tallet nul og de negative tal.
Denne gang pabgd udvidelsen os at vi opgav division for det enkelte
tal nul. Dette synes at afrunde det reelle talsystem for os (s3 laenge vi
begraenser os til processer som bestemmer hvad raekker af tal gdr mod
og ikke tillader endnu yderligere operationer) — ikke at vi den dag i dag
har et fast, logisk og simpelt fundament for dem; men man siger jo at
fortrolighed fremavler foragt, og vi er alle mere eller mindre fortrolige med
det reelle talsystem. Kun meget f& af os vil i vores mere klare gjeblikke
kunne tro pa, at de specielle postulater som nogle logikere har fundet pa
ville kunne fgre til tallene — nej, de fleste af os er af den overbevisning,
at de reelle tal simpelthen blot findes og at det har varet en interessant,
underholdende og vigtig leg at prgve at finde et paent sat postulater til at
redeggre for dem. Men lad os ikke forvirre os selv — Zenons paradoks stér
stadig, selv efter 2000 &r, for klart i vores erindring til at vi kan fgre os
selv bag lyset med at vi forstér alt hvad vi kunne gnske os om forholdet
mellem det diskrete talsystem og den kontinuerte linie som vi gnsker at
modellere. Vi ved, om ikke fra andre steder sa fra ikke-standard analysen,
at logikerne kan opstille postulater som saetter endnu flere entiteter pa den
reelle tallinie, men kun meget fa af os har gnsket at fglge den vej. Det vil
kun veere retfaerdigt at navne at der er nogle matematikere som betvivler
eksistensen af det konventionelle reelle talsystem. F& computerteoretikere
vedkender sig kun eksistensen af nde beregnelige tal.«

Opgave 20
Hvad gar Zenons paradoks ud pa? (Hvis I ikke allerede ved det, s& foretag
en sggning pa internettet og forsgg at forklare det for hinanden.)

Det nzeste skridt i diskussionen er det komplekse talsystem. Som jeg har
laest historien var det Cardano der var den fgrste til at forstd disse tal pa
en ordentlig vis. | hans Ars Magna [*] [5] siger han, »Rent bortset fra den
mentale tortur der er involveret i at gange 5 —+/—15 med 5 —+/—15 for at
fa 25— (—15)....« Dermed inds3 han klart at de samme formelle operationer
pa symbolerne for komplekse tal ville give meningsfulde resultater. P3 denne
vis blev det reelle talsystem gradvist udvidet til det komplekse talsystem,
bortset fra at udvidelsen denne gang kraevede at vi opgav egenskaben for
velordning af tallene — de komplekse tal kan ikke ordnes pa sadvanlig vis.

3 Udover tallet 7 er et andet eksempel pa et trancendent tal tallet e.

4 Ars Magna er latin for ‘den store kunst’, hvilket var titlen pa en bog om algebra af
Gerolamo Cardano (1501-1576) fra 1545. Blandt andet giver Cardano i denne bog de
generelle lgsningsformler for ligninger af grad 3 og 4.
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Cauchy blev tilsyneladende ledt til teorien om komplekse variable af prob-
lemet med at integrere reelle funktioner langs den reelle linie. Han fandt
at han ved at bgje integrationsstien ind i det komplekse plan kunne Igse
reelle integrationsproblemer.

For et par ar siden havde jeg forngjelsen af at undervise pé et kursus i
komplekse variable. Som det altid sker nar jeg fordyber mig i dette emne,
gik jeg igen derfra med fglelsen af at » Gud skabte universet ud af komplekse
tal.« Det er klart at de spiller en central rolle i kvantemekanikken. De er
et naturligt redskab inden for mange andre anvendelser, s3 som elektriske
kredslgb, elektriske felter, og sa videre.

For at opsummere, fra det at tzlle anvendende de Guds-givne naturlige
tal foretog vi adskillige udvidelser af ideerne om tal og inkluderede flere
elementer. Undertiden blev udvidelserne gjort af aestetiske arsager, og ofte
matte vi opgive nogle egenskaber fra det tidligere talsystem. Dermed endte
vi med et talsystem som er urimeligt effektivt, selv inden for matematikken
selv; bemaerk for eksempel den made hvorpa vi har Igst adskillige talteo-
retiske problemer omhandlende det oprindelige og hgjst diskrete talsystem
ved at anvende en kompleks variabel.

Fra det ovenstdende ser vi altsa at et af hovedtemaerne i matematikken er
udvidelsen, generalisationen, abstraktionen — de er alle mere eller mindre
den samme ting — af velkendte begreber til nye situationer. Men bemaerk at
i selve processen bliver definitionerne selv subtilt omformet. Af den grund,
hvilket ikke er bredt anerkendt, kan gamle beviser for satninger blive
falske beviser. De gamle beviser er ikke laengere daekkende for de nyligt
definerede ting. Miraklet er at det naesten altid er tilfaeldet at satninger
forbliver sande; det er altsa siledes et spgrgsmal om at reparere beviserne.
Det klassiske eksempel er reparationen af Euklids Elementerne [4]. Vi har
fundet det ngdvendigt at tilfgje en hel del nye postulater (eller aksiomer,
hvis du foretraekker, siden vi ikke laengere gar op i at skelne imellem dem)
for at leve op til moderne standarder for beviser. Men stadig, hvordan kan
det ga til at ingen saetning i samtlige tretten bgger nu er falsk? lkke én
saetning er blevet fundet falsk, selvom Euklids beviser nu ofte synes at
veere det. Og dette faenomen er ikke begraenset til fortiden. Det siges at en
tidligere editor af Mathematical Reviews engang sagde, at over halvdelen
af de nye szetninger der bliver publiceret nu om dage i alt vaesentlighed er
sande selv om de publicerede beviser er falske. Hvordan kan det forholde
sig sadan, hvis matematikken er den rigoristiske deduktion af satninger
fra antagede postulater og tidligere resultater? Vel, det er dbenlyst for
enhver som ikke er blaendet af autoriteter, at matematik ikke er hvad vores
skolelaerere sagde det var. Det er tydeligvis noget andet.

Hvad er dette nandet«? Nér fgrst man kigger naermere efter gar det op for
en, at hvis man var begraenset til aksiomerne og postulaterne sé ville man
kun kunne udlede meget lidt. Det fgrste store skridt er at introducere nye
begreber udledt fra antagelserne; begreber s3 som trekanter. Sggningen
efter passende begreber og definitioner er et af de vigtigste elementer i
udfgrelsen af stor matematik.

Mens vi er ved beviser, s& begynder den klassiske geometri med satningen
og forsgger at finde et bevis. Angiveligt var det ikke fgr end i 1850erne
eller deromkring, at det blev tydeligt anerkendt at den modsatte tilgang
ogsa var holdbar (omend den undertiden m& vare blevet anvendt tidligere).
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Ofte er det beviset der genererer satningen. Vi ser hvad vi kan bevise
og sa gransker vi beviset for at se hvad vi har bevist! Sddanne kaldes
ogsé gerne »bevis-genererende sztninger« [6]. Et klassisk eksempel er
konceptet om uniform konvergens. Cauchy havde vist at en konvergent
fglge af led, som hver isaer var kontinuert, konvergerer til en kontinuert
funktion. Men samtidig var det kendt at der fandtes Fourier-raekker af
kontinuerte funktioner som konvergerede mod en diskontinuert graense.
Ved en omhyggelig granskning af Cauchys bevis blev fejlen fundet og
korrigeret ved at endre satningens tese til at lyde »en uniform konvergent
flge. «[°]

| nyere tid har vi haft et intenst studie af hvad der kaldes matematikkens
fundament — hvilket efter min opfattelse skulle betragtes som matem-
atikkens gverste brystvaern og ikke dens fundament. Det er et interessant
omréde, men matematikkens hovedresultater er upavirkelige af hvad der
findes her — vi er simpelthen ikke villige til at opgive sarlig meget af
matematikken, lige gyldigt hvor ulogisk det kommer til at fremsta pa grund
af forskningen i dens fundament.

Jeg héber, at jeg har faet illustreret at matematik ikke er hvad det ofte
tages for at vaere, at matematik hele tiden aendrer sig og derfor selv hvis det
skulle lykkedes mig at definere hvad det er i dag, sa ville definitionen ikke
vare dekkende i morgen. Pa lignende vis er det med ideen om stringens —
vores standard andrer sig. Den fremherskende holdning inden for videnskab
er at vi ikke er universets centrum, at vores placering ikke er enestdende,
etc., og pa lignende vis er det sveert for mig at tro pd at vi nu skulle have
ndet det ultimative inden for stringens. Vi kan altsd ikke vaere sikre pad de
nu galdende beviser for vores sxetninger. | sandhed forekommer det mig,
at:

Matematikkens postulater stod ikke
skrevet pad de stentavler som Moses
bragte ned fra bjerget Sinai.

Det er ngdvendigt at fremhzaeve dette. Vi begynder med et vagt begreb i
vores hjerner, s& konstruerer vi forskellige szt af postulater, og gradvist
legger vi os fast pad et bestemt sat. | denne stringente postulerende
tilgang bliver det oprindelige begreb nu udskiftet med det som postulaterne
definerer. Dette g@r at videre udvikling af begrebet bliver forholdsvist svaert
og som et resultat heraf tenderer at nedsatte hastigheden af matematikkens
evolution. Det er ikke det at den postulerende tilgang er forkert, kun at
dens vilkarlighed bgr blive klart anerkendt, og at vi bgr vaere forberedte pa
at andre postulater ndr behovet melder sig.

Matematik er menneskeskabt og er derfor tilbgjelig til at blive sendret
forholdsvist kontinuerligt af mennesker. Maske blev de oprindelige matema-
tiske kilder patvunget os, men som vist i det eksempel jeg har anvendt, ser
vi at i udviklingen af s& simple begreber som tal har vi foretaget valg for
de udvidelser som kun var delvist kontrolleret af ngdvendighed og i hgjere
grad, forekommer det mig, af astetik. Vi har forsggt at ggre matematikken

5 Der henvises her til et klassisk eksempel fra matematikkens historie p&, at selv store
matematikere kan begd ‘fejl. Men samtidig er det ogsa, som Hamming papeger, et
eksempel pa at der ikke er noget galt med beviset — det beviser blot noget andet end
det forst antagede.
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konsistent og skgn, og ved at ggre det har vi opnaet et utroligt antal af
succesfulde anvendelse i den virkelige verden.

Ideen om at satninger fglger fra postulaterne er ikke noget der stemmer
overens med simple observationer. Hvis vi fandt at Pythagoras seatning
ikke fulgte af postulaterne, sa ville vi igen forsgge at finde en made hvorpa
vi kunne @ndre postulaterne indtil den blev sand. Euklids postulater kom
fra Pythagoras satning, ikke den anden vej rundt. | over tredive ar har jeg
gaet og sagt, at hvis du kom ind p& mit kontor og viste mig et bevis for at
Cauchys satning var falsk sa ville jeg vaere meget interesseret, men jeg er
overbevist om at vi i den endelige analyse ville 2endre antagelserne indtil
satningen var sand. Derfor er der mange resultater i matematikken som er
uafhaengige af antagelserne og af beviset.

Hvordan bestemmer vi i en wkrise« hvilke dele af matematikken vi skal
beholde og hvilke vi skal opgive? Brugbarhed er et hovedkriterie, men ofte
er det brugbarhed i termer af at skabe mere matematik frem for anvendelse
i den virkelige verden! S& meget for min diskussion af matematik.

Opgave 21

a. Hvilke ‘fire ansigter’ (eller aspekter) tilleegger Hamming matem-
atikken?

b. Hvad daekker disse fire ansigter over?

c. Diskuter hvorvidt I finder, at Hamming redeggr fyldestggrende for
alle fire ansigter. Hvilke eksempler giver han pa det fjerde ansigt?

d. Hvor har vi tidligere hgrt om et sadant af matematikkens ansigter
omhandlende eestetik?

I Hammings folgende redeggrelser for matematikkens urimelige anven-
delighed inddrager han og henviser lgbende til en rackke matematiske
begreber og teorier. Det forventes selviglgelig ikke, at I er bekendte med
disse — mange af dem tilhgrer traditionelt set universitetsniveau — eller
at I til fulde forstar den matematiske baggrund (omend der undertiden
vil vaere forklarende fodnoter). Det der imidlertid er vigtigt er at I ser,
at der findes matematiske eksempler og at I derudover forsgger at folge
Hammings argumentation i disse redeggrelser.

Nogle delvise redeggrelser. Jeg vil arrangere mine redeggrelser af matem-
atikkens urimelige effektivitet under fire overskrifter.

1. Vi ser det vi kigger efter. Ingen bliver overrasket over at verden bliver
blalig, hvis vi tager briller p& med blat glas. Jeg foreslar at give nogle
eksempler pé i hvor hgj grad dette ogsa er sandt i moderne naturvidenskab.
For at ggre det vil jeg igen kraenke en masse udbredte og lidenskabeligt
holdte overbevisninger. Men hav tdlmodighed med mig.

Jeg udvalgte eksemplerne pé videnskabsmaend i den tidligere del med god
grund. Pythagoras er efter min overbevisning den fgrste store fysiker. Det
var ham der opdagede, at vi lever i det som matematikerne kalder Lo [6] -
summen af kvadratet af kateterne i en retvinklet trekant giver kvadratet
af hypotenusen. Som jeg sagde tidligere, dette er ikke et resultat af
geometriens postulater — det er et af de resultater der formede postulaterne.

6 Der er tale om et bestemt og ofte anvendt topologisk rum i matematikken.
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Lad os dernaest betragte Galileo. For ikke s laenge siden forsggte jeg at
forestille mig selv i Galileos sted, som det var dengang, sa jeg maske kunne
fa en ide om hvordan han kom til at opdage loven for faldende legemer. Jeg
forsgger at ggre sddanne ting, sd jeg kan laere at teenke pd samme made
som de gamle mestre — jeg forsgger med vilje at taenke som de muligvis
gjorde.

Nuvel, Galileo var en veluddannet mand og mester i skolastiske argumenter.
Han vidste hvordan han skulle argumentere for antallet af vinkler pa et
knappenalshoved, hvordan han skulle argumentere for begge sider af en
sag. Han var traenet i denne kunnen i langt hgjere grad end nogen af os er
det i dag. Jeg forstiller mig ham siddende en dag med en let og en tung
bold, en i hver hand, kastende dem stille og roligt op i luften. Han siger s3,
vejende dem, »Det er klart for enhver, at tunge objekter falder hurtigere
end lette — og i alle tilfelde er det ogsd hvad Aristoteles siger.« »Men
antag, « siger han til sig selv, vaerende i det humgr, »at et legeme i frit fald
gik i to stykker. Selvfglgelig ville de to stykkers fart aftage gjeblikkeligt
indtil de faldt med rette hastighed. Men antag endvidere, at det ene stykker
nu rgrer det andet. Ville de da igen veaere et stykke og s& gge hastigheden?
Antag, at jeg bandt de to stykker sammen. Hvor taet ma jeg binde dem for
at ggre dem til et stykke? En tynd snor? Et reb? Hvorndr er de to stykker
et?«

Des mere han tankte over det — og des mere man taenker over det —
des mere urimeligt bliver spgrgsmélet om hvornar de to legemer bliver et.
Der er simpelthen ikke noget rimeligt svar til spgrgsmalet om hvordan
et legeme ved hvor tungt det er — om det er i et stykke, to, eller flere.
| og med at faldende legemer ggr noget, er den eneste mulige ting at
de alle falder med samme hastighed — med mindre de pavirkes af andre
krefter. Der er intet andet de kan ggre. Han har maske senere udfgrt
nogle eksperimenter, men jeg mistaenker staerkt at hvad jeg forestillede
mig rent faktisk fandt sted. Senere fandt jeg en lignende fortzelling i en
bog af Pélya [7]. Galileo fandt ikke sin lov ved at eksperimentere, men ved
simpel, ligefrem tankevirksomhed, ved skolastisk raesonneren.

Jeg ved godt at laerebggerne ofte praesenterer loven for faldende legemer
som en eksperimentel observation; jeg haevder derimod at det er en logisk
lov, en konsekvens af hvordan vi plejer at taenke.

Newton, som man lzser i bggerne, udledte den omvendte kvadratlov [*] fra
Keplers love, selvom de ofte praesenterer det omvendt; fra den omvendte
kvadratlov udleder lzrebggerne Keplers love. Men hvis man tror pa noget
sddant som energiens bevarelse og mener at vi lever i et tre-dimensionalt
euklidisk rum, [®] p& hvilken anden m3de kunne et symmetrisk central-kraft
legeme falde af? Malinger af eksponenten ved eksperimenter er i hgj grad
forsgg pa at finde ud af om vi lever i et euklidisk rum, og ikke en test af
den omvendte kvadratlov overhovedet.

71 fysik er en omvendt (eller invers) kvadratlov en vilkarlig fysisk lov sigende at en
given fysisk stgrrelse eller kraft er omvendt proportional med kvadratet af afstanden
fra kilden til den fysiske stgrrelse.

8 Begrebet ‘euklidisk rum’ deekker over planen og rummet, som vi traditionelt tzenker
dette i den euklidiske geometri. Den ungarske matematiker Janos Bolyai (1802-1860)
udviklede i fgrste halvdel af 1800-tallet en absolut geometri, hvori nogle af axiomerne fra
den klassise euklidiske geometri ikke ngdvendigvis geelder, f.eks. parallelaxiomet. Sam-
men med andre samtidige arbejder markerer dette begyndelsen til den ikke-euklidiske
geometri. Bolyais indsats blev dog fgrst anerkendt omkring 1870.
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Men hvis du ikke bryder dig om disse to eksempler, sa lad mig rette
opmarksomheden mod den mest hgjpriste lov i moderne tider, usikkerhed-
sprincippet [°]. For nylig skete det at jeg blev involveret i at skrive en bog
om Digitale Filtre [8], pa et tidspunkt hvor jeg kendte meget lidt til emnet.
Som et resultat heraf stillede jeg tidligt spgrgsmalet, »Hvorfor skal jeg
foretage hele analysen i termer af Fourier-integraler? [1°] Hvorfor er de det
naturlige redskab for dette problem?« Jeg fandt snart ud af, som mange
af jer allerede ved, at eigenfunktionerne af translationen er de komplekse
eksponentialer ['!]. Hvis man gnsker tidsinvarians, og det ggr fysikere og
ingenigrer med sikkerhed (saledes at et eksperiment udfgrt i dag eller i
morgen vil give samme resultat), s& bliver man ledt til disse funktioner.
Ligeledes, hvis man tror p3 linearitet [*2] s& er de igen eigenfunktionerne.
| kvantemekanikken er kvantestadierne absolut additive; de er ikke blot
en bekvem linezer approximation. Derfor er de trigonometriske funktioner
eigenfunktionerne som man har brug for bade i teorien om digitale filtre
og i kvantemekanikken, for blot at naevne to steder.

Nar man nu ser disse eigenfunktioner ledes man pa naturlig vis til at
repraesentere adskillige funktioner, fgrst som et telleligt antal og dernaest
som et ikke-taelleligt antal af dem — med andre ord Fourier-raekkerne og
Fourier-integralet [*3]. Det er en sxtning i teorien om Fourier-integraler at
variabiliteten af funktionen ganget med variabiliteten af dens transformation
overskrider en fastlagt konstant, i en notation angivet som 1/27. Det
fortzller mig, at man i ethvert lineart, tidsinvariant system ngdvendigvis
m3 finde et usikkerhedsprincip. Stgrrelsen af Plancks konstant ['4] er et
spgrgsmal om den detaljerede identification af de variable med integraler,
men uligheden skal optraede.

For et andet eksempel pd noget som ofte har varet opfattet som en
opdagelse i fysikken, men som viser sig at vare blevet placeret der af
os selv, henleder jeg jeres opmaerksomhed pa det velkendte faktum at
fordelingen af fysiske konstanter ikke er uniform; sandsynligheden for
at en tilfzldig fysisk konstant har det begyndende ciffer 1, 2 eller 3 er
omkring 60%, og begyndende cifre 4, 5, 6, 7, 8 og 9 optrader selvfglgelig
kun i 40% af tilfeeldene. Denne fordeling ggr sig geeldende for mange
typer af tal, heriblandt fordelingen af koefficienterne i en potensraekke [1°]

9 Heisenbergs usikkerhedsprincip udtaler sig om en fundamental graense for ngjagtighe-
den med hvilken vi kan udtale os om par af fysiske egenskaber, som f.eks. position og
bevaegelse af en partikel: des mere ngjagtigt vi gnsker at bestemme dens bevaegelse, des
mere ungjagtig bliver vores maling af dens position og omvendt. Princippet er opkaldt
efter fysikeren Werner Heisenberg (1901-1976).

10 Der refereres her til en bestemt matematisk transformation opkaldt efter matematik-
eren Joseph Fourier (1768-1830).

11 Begrebet ‘eigenfunktionerne’ refererer til en bestemt slags matematiske funktioner
hentet fra den linezere algebra.

12 Begrebet ‘linearitet’ deekker i matematikken over additivitet og proportionalitet.
For eksempel siges en funktion f(z) at veere linezer, hvis den opfylder, at f(z +y) =
f(@) + f(y) og at f(ax) = af(z) for alle tal a.

13 Tgen en reference til matematiske begreber opkaldt efter Joseph Fourier.

1471 fysikken angiver ‘Plancks konstant’, ogsé kaldet h, greensen for hvornar den klassiske
mekanik méa erstattes af en kvantemekanisk naturbeskrivelse, hvilket den ma néar
virkningen der knytter sig til et feenomen er af samme stgrrelsesorden som h eller
mindre. Konstanten er opkaldt efter fysikeren Max Planck (1858-1947).

15 Bt eksempel pé en simpel potensraekke er: ag + a1z + a2x? + azz® + .. ., hvor x er
en variabel og a; er koefficienter.



44 Hamming om matematikkens ‘urimelige’ anvendelighed

med udelukkende én singularitet p3 konvergenscirklen ['6]. En naermere
undersggelse af dette faenomen viser at det i hovedsagen er et produkt af
den made hvorpa vi bruger tal.

Efter at have givet fire vidt forskellige eksempler pa ikke-trivielle situationer,
hvor det viser sig at det oprindelige fenomen kommer af de matematiske
redskaber vi benytter og ikke fra den virkelige verden, er jeg nu klar til
eftertrykkeligt at foresld at meget af det vi ser skyldes de briller vi tager pa.
Selvfglgelig strider dette imod meget af det som du er blevet lzert, men
betragt argumenterne ngje. Man kan sige at det var eksperimenterne der
patvang os modellen, men jeg antyder at des mere man taenker over de fire
eksempler des mere ubekvem ved det kan man blive. Det er ikke vilkarlige
teorier som jeg har udvalgt, men teorier som er centrale for fysikken.

De senere ar var det Einstein der mest hgjrgstet proklamerede simpliciteten
af fysikkens love, og som gjorde brug af matematik i en sddan grad at
han populaert blev kendt som en matematiker. Nar man ser naermere pa
hans artikel om den specielle relativitetsteori [9] far man fornemmelsen
af, at man har at ggre med en skolastisk filosofs tilgang. Han vidste pa
forhand hvordan hans teori skulle se ud, og han udforskede teorierne ved
hjelp af matematiske redskaber, ikke faktiske eksperimenter. Han var sa
sikker pa korrektheden af relativitetsteorierne, at nar eksperimenter blev
udfgrt for at checke dem, sa var han ikke synderligt interesseret i udfaldet
og sagde, at udfaldet méatte bekrafte hans teorier og hvis ikke sa var
eksperimenterne forkerte. Og mange folk er da ogsé af den opfattelse at
de to relativitetsteorier baserer sig mere pa et filosofisk fundament end pa
faktiske eksperimenter.

Dermed er mit fgrste svar pa det antydede spgrgsmal om matematikkens
urimelige effektivitet at vi tilgar situationerne med et intellektuelt apparatur,
sdledes at vi i mange tilfeelde kun kan finde det som vi ggr. Det er bade
sa simpelt og sa forfaerdeligt. Hvad vi er blevet laert om at fundamentet
for naturvidenskaben er eksperimenter i den virkelige verden er kun delvist
sandt. Eddington gik videre end som s&; han pastod at et tilstraekkeligt
vist sind kunne udlede hele fysikken. Jeg antyder blot at en overraskende
stor del udledes saledes. Eddington gav en storartet lignelse til at illustrere
hans pointe. Han sagde, »Nogle mand stod til havs med et net for at fiske,
og efter at have undersggt deres fangst konkluderede de at der fandtes en
mindstestgrrelse for fiskene i havet.«

Opgave 22
Hvordan skal Eddingtons lignelse forstas? Og hvad er det Hamming gnsker
at illustrere med den?

2. Vi udvalger arten af matematik vi bruger. Matematik fungerer ikke
altid. Da vi fandt at skalarer ikke fungerede for krzefter, opfandt vi en ny
matematik, vektorer. Og hvis vi gar videre, s3 opfandt vi tensorer. | en
bog som jeg for nyligt har forfattet [10] anvendes konventionelle heltal
som betegnelser, og reelle tal anvendes for sandsynligheder; men derudover
fglger al aritmetik og algebra som optraeder i bogen, og der er meget af
begge dele, den regel at
1+1=0.

16 Bt mal for den storrelse som en potensraekke vil g imod udtrykt i termer af en
‘radius’.
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Dermed er min anden forklaring, at vi udvaelger den matematik som
passer til situationen, og at det ganske enkelt ikke er sandt at den samme
matematik fungerer alle steder.

3. Relativt set besvarer videnskab kun fa spgrgsmal. Vi har den illusion at
naturvidenskaben ligger inde med svarene pa de fleste af vores spgrgsmal,
men sidan forholder det sig ikke. Fra de tidligste tider ma mennesket have
grublet over hvad Sandhed, Skgnhed og Retfaerdighed er. Men sa vidt jeg
kan se har naturvidenskaben ikke bidraget med noget til svarene og €j
heller forekommer det mig at den vil bidrage det store i den naermeste
fremtid. S3 laenge vi ggr brug af en matematik i hvilken helet er summen
af delene, synes det ikke sandsynligt at f& matematikken til at spille en
rolle i undersggelsen af disse tre bergmte spgrgsmal.

Selvfglgelig, for at generalisere, falder nasten alle vores oplevelser i denne
verden ikke under naturvidenskabens og matematikkens domaene. Ydermere
ved vi (eller det tror vi i det mindste) fra Godels satning, at der er klare
graenser for hvad ren logisk manipulation af symboler kan fgre til, der
er grenser for matematikkens domaene [17]. Det har siledes hvad angar
naturvidenskabsfolkene vaeret en tillidssag at verden kunne forklares i de
simple termer som matematik kan handtere. Nar man taenker over hvor
meget naturvidenskaben ikke har kunnet besvare indser man, at vores
succeser ikke er s& imponerende som de ellers kunne synes.

4. Menneskets evolution gav anledning til modellen. Jeg har allerede
bergrt spgrgsmalet om menneskets evolution. Jeg bemaerkede at i selv
de tidligste livsformer ma der have vaeret frg af vores nuvarende evne
til at danne og fglge lange raekker af teet raesonneren. Nogle folk [11]
har yderligere pastaet at den Darwinistiske evolution pa naturlig vis ville
udvaelge de konkurrerende livsformer til overlevelse som besad de bedste
mentale modeller for virkeligheden — »bedst« i forbindelse med overlevelse
og formering. Der er ingen tvivl om at der er noget sandt i dette. For
eksempel kan vi sagtens magte at taenke over verden nér den i stgrrelse
er at sammenligne med os selv og vores egne primitive sanser, men nér vi
skal betragte ting som enten er meget sma eller meget store sa er vores
tankevirksomhed i store vanskeligheder. Det forekommer at vi ikke er i
stand til at taenke pd passende vis ndr det angér ekstremer udover normal
st@rrelse.

Ligesom der er visse dufte hunde kan lugte som vi ikke kan, og lyde som
hunde kan hgre som vi ikke kan, siledes er der ogsa bglgeleengder af lys
som vi ikke kan se og smage vores smagssans ikke kan registrere. Hvorfor
er det s3, givet at vores hjerner er forbundet pd den made de nu er, at
bemaerkningen, »Maske er der tanker vi ikke kan tanke« overrasker os?
Evolutionen, indtil nu, kan have blokeret os fra at taenke i bestemte baner;
der kunne findes utaenkelige tanker.

Hvis du ihukommer at moderne naturvidenskab kun er omkring 400 ar
gammel, og at der har levet fra 3 til 5 generationer per arhundrede, s& har

17 Godels seetning siger, at der i et formelt system altid vil eksistere udsagn, propositioner
P, for hvilke hverken P eller =P (ikke P) kan bevises. I og med at man i matematikken
gerne er af den opfattelse, at der om et arbitreert udsagn P méa geelde, at enten P eller
=P er sand (lad os sige at det er P der er sand), ma der siledes ifplge seetningen eksistere
sande udsagn P, som ikke er beviselige saetninger indenfor systemet. Seetningen blev
bevist af matematikeren Kurt Godel (1906-1978) i 1930 ved en konference i Konigsberg.
For en kort diskussion af dette se evt. Jankvist (2011).
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der hgjst vaeret 20 generationer siden Newton og Galileo. Hvis du vaelger
4.000 ar til at veere alderen pa videnskab generelt, s& far du en gvre graense
pa 200 generationer. Hvis vi betragter de effekter af evolutionen som vi
sgger efter via udvealgelse af sma tilfeldige variationer, sa forekommer
det mig ikke at evolutionen kan forklare mere end bare en lille del af
matematikkens urimelige effektivitet.

Opgave 23
Opsummer og diskuter Hammings fire delvise svar pa matematikkens
urimelige anvendelighed.

Konklusion. P3 baggrund af det ovenstdende er jeg bade tvunget til at
konkludere at matematikken er urimeligt effektiv og til at konkludere, at
alle mine redeggreser tilsammen simpelthen ikke er nok til at redeggre
for det som jeg havde sat mig for. Jeg tror at vi — hvilket hovedsageligt
vil sige dig — ma fortsaette med at forsgge at forklare hvorfor den logiske
side af videnskaben — hvilket hovedsageligt vil sige matematikken — er
det passende redskab til udforskning af universet som vi pt forstar det.
Jeg har en mistanke om, at mine redeggrelser langt fra er lige sa gode
som de tidlige graekeres, der for den materielle side af spgrgsmalet sagde
at universets natur bestod af jord, ild, vand og luft. Den logiske side af
universets natur kraever yderligere forklaring.
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I lyset af vores tidligere laesning af Booles The Laws of Thought... er der
som minimum to ting vi kan bide meerke i ved vores laesning af Hammings
artikel om matematikkens urimelige anvendelighed. For det forste siger
Hamming:
Fra det ovenstaende ser vi altsa at et af hovedtemaerne i matematikken er
udvidelsen, generalisationen, abstraktionen — de er alle mere eller mindre
den samme ting — af velkendte begreber til nye situationer. (Hamming;
1980, s. 85, oversat til dansk)
Dette s vi jo i nogen grad et eksempel pa i Booles tekst, hvor han udviklede
sin logiske algebra baseret pa inspiration fra standard aritmetisk algebra.
En anden ting som bgr falde os i gjnene er Hammings eksempel i sin 2.
delvise redeggrelse (side 44), hvor han naevner reglen

1+1=0.
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Dette er jo teet pa Booles regel — blot med en lille forskel (hvilken?).
Den sammenhaeng, som Hamming naevner denne regel i er i forbindelse
med sakaldt matematisk kodningsteori, som han selv var grundleegger af,
og matematisk informationsteori, som blev grundlagt af matematikeren
Claude Shannon.'®

Og netop Shannon er den person vi skal beskaeftige os med i naeste
kapitel, hvor vi skal studere uddrag af et af hans tidligere arbejder — et
arbejde hvor han i hgj grad ogsa ger brug af, og som han baserer pa,
ovennavnte regel af Boole.

18 Kodningsteoriens tidlige historie og Hamming og Shannons roller heri er f.eks.
beskrevet i Jankvist (2008a).
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4 Shannons brug af Boolsk algebra

Claude Elwood Shannon (1916-2001)

4.1 Kort biografi

Claude E. Shannon modtog i 1940 sin ph.d.-grad i matematik ved Mas-
sachusetts Institute of Technology (MIT) for et arbejde omhandlende
brugen af matematik i genetik. Inden da var han bachelor i matematik og
elektroteknik fra University of Michigan.

Fra 1941-1972 var Shannon tilknyttet Bell Telephones Laboratories
(Bell Labs) i New Jersey som forskningsmatematiker, og det var herfra
han i 1948 udgav et af sine mest bergmte arbejder og begyndelsen til en
helt ny disciplin inden for matematikken, den sidkaldte informationsteori,
der beskeeftiger sig med matematisk kommunikation og kodning. I 1958
blev han udnzevnt til Donner Professor of Science ved MIT. Shannon
beskaeftigede sig ogsd med kunstig intelligens, herunder specielt skakpro-
grammer, og udgav i 1956 en artikel om den sdkaldte universelle Turing-
maskine.

Shannon var kendt for at holde sig for sig selv, men blev efter sigende
ofte set kgrende rundt pa sin ethjulede cykel pa Bell Labs, undertiden
samtidigt jonglerende, til stor gene for sine kollegaer. Shannon skulle efter

49
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eget udsagn have arbejdet pa en motoriseret keengurustylte, hvilket han
haevdede skulle aflgse den af kollegaerne sé frygtede ethjulede cykel.

4.2 Optakt til Shannons artikel

For vi kaster os ud i at studere Shannons artikel fra 1938, sa lad os lige
rekapitulere et par af pointerne fra vores studier af Booles The Laws of
Thought....

Boole udviklede som vi sa et system af symboler (x, +) repraesenterende
operationer pa klasser som blev symbolsk repraesenteret ved bogstaver
(x,y, 2, etc.). Hvis vi betragter Booles klasser som matematiske maengder,
s& vi at hans logiske multiplikation (zy) svarer til faellesmeengdedannelse
og hans logiske addition (z + y) svarer til foreningsmeaengdedannelse i vores
moderne forstaelse af disse to operationer. Anvendende disse definitioner
var vi vidner til at Boole udviklede en raekke love for sin ‘logiske algebra’,
hvoraf mange ogsa er sande i standard aritmetisk algebra. Andre love
derimod kunne ikke overfgres til standard algebra, eller var kun sande
under bestemte betingelser. En sidan var loven z? = x, ogsd kaldet
idempotent loven. Som bemaerket af Boole holder denne lov kun i standard
algebra nar x = 0 eller z = 1. For en vilkarlig algebra knytter Boole
fglgende kommentar til sine betragtninger:

Lad os da forestille os en algebra, hvor symbolerne x, y, 2z etc. kan antage
veaerdierne 0 og 1 og kun disse vaerdier. Lovene, axiomerne og processerne i
en sadan algebra vil i hele deres udstraekning vaere identiske med lovene,
axiomerne og processerne i en logisk algebra. (Boole; 1854, s. 47, oversat
til dansk)

Sma halvtres ar efter Booles publikation af The Laws of Thought... tog
en anden matematiker, amerikaneren Edward V. Huntington (1874-1952)
teten op efter Boole i sine studier af algebraisk logik og axiomatiseringen af
denne (jf. tidligere givne otte axiomer for en Boolsk algebra, side 30). I en
artikel fra 1904 definerede Huntington addition og multiplikation, hvilket
han angav ved symbolerne & og ®, for en to-veerdi algebra pa folgende vis
(Huntington; 1904):*

— oo
e
O OO
=l

S2) ©
0 0
1 1

For Huntington udgjorde disse tabeller et fuldsteendig abstrakt og menings-
lgst system, hvorimod Boole anskuede dem som udsagn om klasser — eller
maengder; f.eks. at 1 +1 = 1 udsiger at foreningen af den universale
maengde forenet med sig selv giver den universale maengde. Og Huntington
var ikke den eneste der betragtede Boolsk algebra som en abstraktion,
i 1914 deklarerede den franske matematiker Louis Couturat (1868-1914)
fglgende:

1 Dette modsvarer i nogen grad vore dages binzere aritmetik, bortset fra den detalje
at Huntington definerer 1 & 1 = 1, hvor man i den bingere aritmetik har 1 1 =0, da
man regner modulus 2 (jf. ogsa Hammings eksempel med 1+ 1 = 0 i hans 2. delvise
redeggrelse). For en kort introduktion pa dansk til binser aritmetik, se Jankvist (2008a).
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Den formelle vaerdi af denne kalkulus og interessen af den for matematikere
er fuldstendig uafhaengig den fortolkning den gives og af dens anvendelse
til lgsning af logiske problemer. Kort sagt, vi skal ikke diskutere den som
logik, men som algebra. (Couturat; 1914, s. 1, oversat til dansk)

Imidlertid skulle man ikke mere end et par artier leengere ind i det
tyvende arhundrede fgr den Boolske algebra fandt sine anvendelser til
lpsning af problemer udenfor matematikken. Vi skal nu se nsermere pa et
af de allermest kendte eksempler pa dette, nemlig Shannons anvendelse af
Boolsk algebra til design og analyse af elektriske kredslgb.

Efter sin bachelor ved University of Michigan i 1936 begyndte Shannon
ved MIT, hvorfra han i 1940 fik sin ph.d. I 1938 indleverede han her sit
speciale (master’s thesis): A Symbolic Analysis of Relay and Switching
Circuits (Shannon; 1938a). Shannon fik ideen til dette arbejde qua en
introduktion til symbolsk algebra, som han havde modtaget pa et filosofi-
kursus. Dekanen for ingenigrvidenskab pd MIT, Vannever Bush (1890-
1874), var tilstraekkeligt imponeret over Shannons speciale til at sponsorere
dets publikation som en artikel i et ingenigr-tidsskrift (Shannon; 1938b).
Om sit arbejde med og ide til dette arbejde udtalte Shannon i 1987 folgende
i et interview med Omni Magazine:

Det er ikke sa meget det at en ting er ‘aben’ eller ‘lukket’, det ‘ja’ eller ‘nej’
som du naevner. Den virkelige pointe er at to ting i serie er beskrevet med
ordet ‘og’ i logikken, sa du ville sige dette ‘og’ dette, mens to ting i parallel
er beskrevet ved ordet ‘eller’. Ordet ‘ikke’ hgrer sammen med den bagerste
kontakt i et relae snarere end den forreste kontakt. Der er kontakter som
lukker, ndr du betjener et relee, og der er andre kontakter som abner, sa
ordet ‘ikke’ er relateret til dette aspekt af releeer. Alle disse ting til sammen
danner en mere kompleks forbindelse mellem Boolsk algebra, eller symbolsk
logik, og relae-kredslgb.
De folk der havde arbejdet med relee-kredslgb var selvfglgelig klar over,
hvordan man lavede disse ting. Men de havde ikke den Boolske algebras
matematiske begrebsapparat til at hjeelpe dem og til at lave dem pa effektiv
vis. [..]
De var alle udmarket klar over det simple faktum, at hvis du har to
kontakter i serie skal begge vaere lukkede for at lave en forbindelse igennem.
Eller hvis de er i parallel, s& skabes der forbindelse hvis en hvilken som
helst af de to er lukket. De vidste det pa denne made, men de nedskrev
ikke ligninger med plus og gange, hvor plus er som en parallel forbindelse
og gange er som en serie forbindelse. (Sloane & Wyner; 1993, s. xxxvi)
Og det var det der var Shannons vaesentligste bidrag; en matematisk og
logisk beskrivelse af kredslgbsdesign ved brug af Boolsk algebra. Netop
derfor revolutionerede Shannons arbejde designet af de kontakter og releeer
der i dag danner basis for den bingere aritmetik anvendt i f.eks. moderne
computer-hardware.

Opgave 24
Foretag en sggning pa internettet og find ud af, hvad fglgende begreber
deekker over:

a. Rele (pa engelsk: relay).
b. Kontakt (pa engelsk: switch).
c. Kredslgb (pa engelsk: circuit).



52 Shannons brug af Boolsk algebra

d. Find ogsé billeder af relaeer, kontakter og kredslgb.

4.3 Shannons 1938-artikel

En symbolsk analyse af rela- og kontakt-kredslgb

Claude E. Shannon

l. Introduktion

| komplekse elektriske systemers kontrol- og sikkerhedskredslgb er det ofte
ngdvendigt at lave indviklede sammenkoblinger af relaeer og kontakter. Ek-
sempler pa sddanne kredslgb forekommer i automatiske telefonomstillinger,
udstyr til industriel motorkontrol og i nasten enhver form for kredslgb
designet til automatisk at foretage komplekse operationer. | denne artikel
vil der blive foretaget en matematisk analyse af visse af egenskaberne
ved saddanne netvaerk. Speciel opmaerksomhed vil blive givet til problemet
omhandlende netvarkssyntese. Givet visse karakteristika skal der findes
et kredslgb som inkorporerer samtlige af disse. Lgsningen af denne type
problem er ikke entydig og metoderne til bestemmelse af disse sarlige
kredslgb som kraever det mindste antal af releeer og kontakter vil blive
studeret. Metoder til bestemmelse af et vilkarligt antal skvivalente kred-
slgb til et givet kredslgb med hensyn til alle dets fungerede karakteristika
vil ogsa blive beskrevet. Det vil blive vist at adskillige af de velkendte
teoremer omhandlende impedans-netvark har omtrent tilsvarende teoremer
i relee-kredslgb. [...]

Angrebsmetoden til disse problemer kan beskrives kort som fglgende:
ethvert kredslgb repraesenteres ved en maengde ligninger, hvor ligningernes
led svarer til de enkelte kredslgbs releer og kontakter. En calculus [?]
udvikles til manipulation af disse ligninger ved brug af simple matematiske
processer, de fleste af hvilke svarer til seedvanlige algebraiske algorismer.
Det vises at denne calculus svarer przcis til den der bruges om propositioner
[udsagn] i studiet af symbolsk logik. For syntese-problemet opskrives de
gnskede karakteristika fgrst som et system af ligninger, hvorefter ligningerne
manipuleres pd en form som repraesenterer det mest simple kredslgb.
Kredslgbet kan derefter tegnes direkte pa baggrund af ligningerne. Med
denne metode er det altid muligt at finde det mest simple kredslgb kun
indeholdende serie- og parallel-forbindelser, og i nogle tilfaelde det mest
simple kredslgb indeholdende enhver type af forbindelser.

Vores notation er hovedsageligt taget fra symbolsk logik. Af de mange
systemer i almindelig brug har vi valgt det som synes mest simpelt og som
leder tanken hen pa vores fortolkninger. En del af vores fraseologi, s som
knude, net, delta, Y-forbindelse, etc. er 1ant fra almindelig netvaerksteori
for simple begreber i kontakt kredslgb.

2 Ordet ‘calculus’ bruges her i dets mest generelle betydning og referer til en metode
eller et system til beregning. Pa engelsk benyttes ordet ‘calculus’ ofte ogsa om den
gren af matematikken som hedder ‘infinitesimalregning’ pa dansk og som daekker over
differential- og integralregning, men det er altsa ikke den betydning ordet bruges i her.
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Opgave 25

a. Hvad er ifglge Shannon selv formalet med den undersggelsen i hans
artikel?

b. Hvad daekker ordet ‘impedans’ i fysikken over? (Foretag evt. en
spgning pa internettet.)

c. Matematisk ‘netveerksteori’, som Shannon henviser til, bygger tradi-
tionelt set pa matematisk grafteori. Find ud af hvad det grafteoretiske
begreb ‘en knude’ (pa engelsk: ‘a node’) daekker over. (Foretag evt.
en sggning pa internettet.)

I det fplgende saetter Shannon scenen for sin behandling af elektriske
kredslgb ved at indfgre en matematisk notation for dette. Laeg specielt
meerke til hvordan de to operationer addition (+) og multiplikation (-)
kommer i spil og fortolkes i termer af kredslgb (jf. figurerne 4.1, 4.2 og 4.3).

Il. Serie-parallelle to-terminale kredslgb

Fundamentale definitioner og postulater

Vi skal begraense vores behandling af kredslgb til at omfatte dem som
kun indeholder releer og kontakter, hvorfor kredslgbet til et vilkarligt
givet tidspunkt mé& veere enten dbent (uendelig impedans) eller lukket (nul
impedans). Lad os associere et symbol X3, eller mere simpelt X, med
terminalerne a og b. Denne variabel, en funktion af tiden, vil blive kaldt
for hindringen af to-terminal kredslgbet a — b. Symbolet 0 (nul) vil blive
brugt til at repraesentere hindringen af et lukket kredslgb og symbolet
1 (enhed) til at repraesentere hindringen af et &bent kredslgb. Saledes
er Xgp = 1 ndr a — b er aben og Xy, = 0 hvis lukket. To hindringer
Xap 0g Xq siges at veere lige hvis, nar kredslgbet a — b er dbent, ogsa
kredslgbet ¢ — d er abent, og nar a — b er lukket, ¢ — d er lukket. Lad
nu symbolet 4+ (plus) veere defineret til at betyde serie-forbindelsen af
det to-terminale kredslgb, hvis hindringer er adderet [lagt sammen]. Alts,
Xab + Xeq er hindringen af kredslgbet a — b, nér ¢ og d er forbundet.
Ligeledes vil produktet af de to hindringer X, - X4, eller mere kompakt
XapXcq, veere defineret til at betyde hindringen af kredslgbet dannet ved
parallel-forbindelse af kredslgbene a —b og ¢—d. Et rela eller en kontakt vil
blive repraesenteret i et kredslgb ved symbolet i Figur 1 [4.1], hvor bogstavet
er den tilsvarende hindringsfunktion. Figur 2 [4.2] viser fortolkningen af
plus-tegnet og Figur 3 [4.3] fortolkningen af gange-tegnet. Dette valg
af symboler ggr manipulation af hindringer meget lig den almindelige
numeriske algebra.

Xah
a—o o—bp

Figur 4.1 Symbol for hindringsfunktionen.

En af Shannons hovedideer i anvendelsen af den symbolske Boolske algebra
i relee- og kontakt-kredslgb 14, som tidligere nsevnt, i det faktum at der
kun er to mulige stadier far sadanne kredslgb, abent eller lukket — en situa-
tion netop kendetegnet ved Booles specielle algebra pa to symboler, 0 og 1.
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% ¥ XY
=0 U= Qe = el =

Figur 4.2 Fortolkning af addition.

X
LOR

¥

Figur 4.3 Fortolkning af multiplikation.

Med udgangspunkt i de ovenstaende definitioner er det klart at fglgende
postulater vil galde:

Postulater
1. a. 0-0=0 Et lukket kredslgb i parallel med et lukket
kredslgb er et lukket kredslgb.
b. 1+1=1 Et dbent kredslgb i serie med et dbent

kredslgb er et dbent kredslgb.

2. a. 140=0+1=1 Et abent kredslgb i serie med et lukket
kredslgb i vilkarlig reekkefglge (dvs. hvad-
enten det abne kredslgb er til hgjre eller
venstre for det lukkede kredslgb) er et
abent kredslgb.

b. 0-1=1-0=0 Et lukket kredslgb i parallel med et dbent
kredslgb i vilkarlig raekkefglge er et lukket

kredslgb.
3. a. 0+0=0 Et lukket kredslgb i serie med et lukket
kredslgb er et lukket kredslgb.
b. 1-1=1 Et 3bent kredslgb i parallel med et dbent

kredslgb er et dbent kredslgb.
4. Til et vilkarligt givet tidspunkt er enten X =0 eller X = 1.

Disse er tilstraekkelige til at frembringe alle de teoremer som vil blive brugt
i forbindelse med kredslgb der kun indeholder serie- og parallel-forbindelser.
Postulaterne er arrangeret i par for at understrege dualiteten i forholdet
mellem additions- og multiplikationsoperationerne samt stgrrelser nul og én.
Det vil sige, at hvis nullerne udskiftes med enere i nogle af a-postulaterne
og multiplikationerne med additioner og vice versa, vil det resultere i de
tilsvarende b-postulater. Dette faktum er af stor vigtighed. Det giver hvert
teorem et dualt teorem, hvorfor det derfor kun er ngdvendigt at bevise
det ene for at etablere begge. Det eneste af disse postulater der adskiller
sig fra den almindelige algebra er 1b. Imidlertid muligggr det vaesentlige
simplifikationer i manipulationen af disse symboler.

Opgave 26
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a. Overbevis jer om, at hvad Shannon siger om de duale teoremer er
sandt — altsa at b’erne kan fas fra a’erne ved at udskifte 0 med 1 og
plus (+) med gange (-).

b. Redeggr for at den aritmetiske version af Shannons postulater, som

givet her ovenfor, rent faktisk er identisk med Huntingtons to-veerdig
model af Boolsk algebra (se side 50).

Shannon fortsaetter nu med at give en rackke teoremer (et andet ord for
matematiske ssetninger), baseret pa de ovenfor givne postulater.

Teoremer

| dette afsnit vil der blive givet et antal af teoremer styrende for kom-
binationen af hindringer. | og med at ethvert af teoremerne kan bevises
ved en meget simpel metode vil beviserne ikke blive givet bortset fra et
illustrativt eksempel. Bevismetoden er den sikaldte “perfekt induktion”,
dvs. verifikation af teoremet for alle mulige tilfeelde. Da vi ifglge Postulat
4 har at de variable er begranset til veerdierne 0 og 1 er dette en simpel
opgave. Nogle af teoremerne kan bevises mere elegant ved at benytte
tidligere teoremer, men metoden med perfekt induktion er sd universal at
den formentlig er at foretraekke.

1+ X =1,
0-X=0.

(la) X+Y =Y +X,
(1b) XY =YX,
() X+(Y+2)=(X+Y)+7Z,
(2b) X(YZ)=(XY)Z,
(3a) X(Y+2)=XY +XZ,
(B3b) X +YZ=(X+Y)X+2),
(42) 1-X=X,
(4b) 0+X =X,
)
)

For eksempel at bevise Teorem 4a, bemaerk at X enten er O eller 1. Hvis
det er 0, vil teoremet fglge af Postulat 2b; hvis 1, vil det fglge af Postulat
3b. Teorem 4b fglger nu af dualitetsprincippet ved at udskifte 1 med 0 og
- med +.

En made at ggre den ‘perfekte induktion’ mere overskuelig pé er ved at
opstille en sdkaldt sandhedstabel, hvilket her er gjort for Teorem 3b:

YZ | X4Y | X4Z || X+YZ | (X+Y)(X +2)

===
== o|lolrrlololx
ool ool N
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Opgave 27
Bevis Teorem 3b ved at udfylde ovenstdende sandhedstabel og verificere
at kolonnerne under udtrykkene X + Y Z og (X +Y)(X + Z) er identiske.

Opgave 28

Bevis de resterende af teoremerne ved brug af den sakaldte “perfekte
induktion” og dualitetsprincippet. Det er selvfglgelig tilladt at benytte
teoremerne, nar man fgrst har bevist dem, i efterfglgende beviser for andre
teoremer:

a. la og 1b.
b. 2a og 2b.
c. 3a.
d. 4b.
e. Ha og bb.

Grundet de associative love (2a og 2b) kan paranteser nu undlades i en
sum eller et produkt af flere led uden af fgre til tvetydighed. [...]

Den distributive lov (3a) ggr det muligt at “gange ud” produkter og
faktorisere summer. Den duale af dette teorem, (3b), er imidlertid ikke
sand i numerisk algebra.

Vi skal nu definere en ny operation, som vi skal kalde negation. Den
negative [?] af hindringen X vil blive skrevet som X’ og er defineret til at
vaere en variabel, som er lig 1 ndr X er lig 0, og er lig 0 ndr X er lig 1.
Hvis X er hindringen af teend-kontakterne i et relae, sa er X’ hindringen af
sluk-kontakterne i samme rele. Definitionen af den negative af en hindring
giver de fglgende teoremer:

(6a) X+ X'=1,

(6b) XX’ =0,

(ra) 0 =1,

(tb) 1 =0,

(8) (X')=X.
Opgave 29

Bevis de ovenstdende teoremer (6a, 6b, 7a, 7b, 8).

Opgave 30
Hvilke af Shannons teoremer (1 til 8) kan vi genfinde hos Boole? Og hvor?

Bemeerk, at Shannons kommentar for Teorem 3a og 3b er den sammen
som vi allerede har behandlet i slutningen af kapitel 2 om Boole.

Shannon fortszetter nu med at diskutere analogien af ovenstdende sys-
tem med det som han kalder ‘calculussen for propositioner’. Proposition
betyder her ‘udsagn’ og det vil sige, som nzevnt i slutningen af kapitel
2 i forbindelse med Booles system, at der er tale om en udsagns- eller
saetningskalkyle. Mere preecist er der, som Shannon ogsa selv naevner, tale
om en som Huntington opstillede for symbolsk algebra.

3 Det som Shannon her kalder den ‘negative’ kaldes ofte ogsa for den ‘negerede’.
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Analogi med calculussen for propositioner

Vi er nu i en position, hvor vi kan demonstrere xkvivalensen af denne cal-
culus med visse elementare dele af calculussen af propositioner. Logikkens
algebra [referencer: 1-3], stammende fra George Boole, er en symbolsk
metode til undersggelse af logiske sammenhange. Symbolerne fra Boolsk
algebra tillader to logiske fortolkninger. Hvis fortolket i termer af klasser
er variabelene ikke begraenset til de to mulige vaerdier 0 og 1. Denne
fortolkning kendes som algebraen af klasser. Hvis imidlertid leddene tages
som reprasentationer af propositioner har vi en calculus af propositioner i
hvilken variablene er begranset til vaerdierne 0 og 1,4 og ligesa er hindrings-
funktionen ovenfor. Som regel bliver de to emner udviklet samtidig, fra
den samme mangde af postulater, bortset fra additionen i tilfaeldet med
calculussen for propositioner, hvor et postulat er skvivalent til Postulat
4 ovenfor. E. V. Huntington [reference: 4] giver den fglgende maengde af
postulater for symbolsk logik:

1. Klassen K indeholder mindst to forskellige elementer.

2. Hvis a og b eri klassen K, sd er a + b ogsa i klassen K.
3.a+b=b+a.

4. (a+b)+c=a+ (b+o).

5. a+a=a.

6.

ab + ab’ = a hvor ab er defineret som (a’ +b')’.

Hvis vi lader klassen K veere klassen bestdende af de to elementer 0 og 1,
sé fglger disse postulater fra dem givet i det fgrste afsnit. Postulaterne 1,
2 og 3 som blev givet der kan udledes fra Huntingtons postulater.

Shannons brug af ‘perfekt induktion’ holder kun i det specielle tilfeelde,
hvor vores klasse er begrznset til de to elementer 0 og 1, og det er han
selviglgelig udmeerket klar over. Huntingtons postulater ovenfor udtaler
sig imidlertid helt generelt om Boolske algebraer, hvilket kraever mere
sofistikerede bevisteknikker, som f.eks. dem anvendt i hans artikel fra
1904 om axiomatiseringen af Boolske algebraer (Huntington; 1904). Nar
Shannons specielle to-veerdi system defineret pa baggrund af kredslgb
saledes er et specialtilfeelde af Huntingtons mere generelle system er det
klart at Shannons postulater kan udledes fra Huntingtons.?

Opgave 31

a. Vis, at Huntingtons postulat 5 medfgrer Shannons postulater 3a og
1b.

b. Vis, at Huntingtons postulat 3 og postulat 2 medfgrer Shannons
postulat 2a.

4 Dette refererer kun til den klassiske teori med hensyn til calculussen for propositioner.
For nylig er der blevet udfgrt arbejde med logiske systemer i hvilke propositioner kan have
mere end to “sandhedsvaerdier”.

5 Faktisk papeger Shannon ogsa, at i det tilfselde hvor K netop kun bestér 0 og 1,
sa er de to systemer skvivalente, hvilket betyder at Huntingtons postulater ogsa kan
udledes fra Shannons.
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Det lidt specielle ved calculussen for propositioner her ovenfor er defini-
tionen af multiplikation ab som veerende defineret ved (a’ + b')". Dette
betyder, at hvis vi ser pa udtrykket aa, sd har vi:

aa = (a'+d) =0b+b) =) =a,

anvendende at b+ b = b (postulat 5). Dette medfgrer umiddelbart postu-
laterne 1a og 3b i Shannons system, sigende henholdsvis at 0-0 = 0 og
1-1=1.

Ligeledes har vi i Huntingtons system, at

ab=(a'+b) =¥ +d) = ba,

anvendende at a + b = b+ a (postulat 3). Dette giver os forste del af
postulat 2b i Shannons system, altsa 0-1 =1-0. Nar a og b er enten 0
eller 1 har vi endvidere:

ab=(a'+b) = (0 +1)=(1+4+0)=(1)=0,

anvendende Postulat 2a. P& lignende vis fglger at ba vil veere 0 og dermed
har vi udledt det fulde Postulat 2b.

Det naeste Shannon ggr er at opstille en tabel over de to forskellige
fortolkningerne af symbolerne i de to systemer.

Ved at tilfgje [Postulat] 4 og begraense vores diskussion til calculussen
for propositioner er det klart at der eksisterer en perfekt analogi mellem
calculussen for kontakt-kredslgb og denne gren af symbolsk logik.6 De to
fortolkninger af symbolerne er vist i Tabel 1 [4.1].

Symbol  Fortolkning i relee-kredslgb  Fortolkning i calc. for prop.

X Kredslgbet X Propositionen X

0 Kredslgbet er lukket Propositionen er falsk

1 Kredslgbet er dbent Propositionen er sand

X +Y  Serie-forbindelsen af Propositionen som er sand nar
kredslgb X og Y enten X eller Y er sand

XY Parallel-forbindelsen af Propositionen som er sand nar
kredslgb X og Y bdde X og Y er sande

X’ Kredslgbet som er dbent Den modsatte af proposition X

nar X er lukket og
lukket ndr X er dben

= Kredslgbene dbner og Hver proposition medfgrer den
lukker samtidigt anden

Tabel 4.1 Analogien mellem calculussen for propositioner og den symbolske
rele-analyse.

6 Denne analogi kan ogs3 ses fra et lidt anderledes synspunkt. Istedet for at associere
Xap direkte med kredslgbet a — b, lad i stedet X,; repraesentere propositionen sigende
at kredslgbet a — b er dbent. S3 fortolkes alle symbolerne direkte som propositioner og
additions- og multiplikationsoperationerne vil blive set som repraesenterende serie- og
parallelforbindelser.



4.3 Shannons 1938-artikel 59

Grundet denne analogi er ethvert teorem fra calculussen for propositioner
0ogsd et sandt teorem hvis det fortolkes i termer af relee-kredslgb. De
resterende teoremer i dette afsnit er taget direkte fra dette omrade.

De Morgans teorem:

9a) X+Y+Z..)Y=X"Y'"-Z..,

%) (XY -Z.)=X'+Y'+Z2"+...
Dette teorem giver den negative af en sum eller et produkt i led af de
negative af summanderne eller faktorerne. Dette kan nemt verificeres for to

led ved at substituere alle mulige veerdier og derefter udvide til et vilkarligt
antal n af variable ved matematisk induktion [].

Opgave 32
Vis ved brug af perfekt induktion at fglgende udtryk er sande:

L (X+Y)Yy=X"-Y".
(XYY =X 4V
(X X+ X)) = XXy XD
(X7 X X3) = X1+ X+ XY

0 o T 9w

Vi skal ikke her ga i dybden med bevis ved matematisk induktion, men
som Shannon selv papeger gar ideen for brug af denne teknik til bevis af
De Morgans teorem ud pa at vise at teoremet holder for to variable X,
og Xs, som I har vist i opgave 32a og 32b, og derefter udvide dette til n
variable.®

Det nzeste som Shannon ggr er at introducere, hvad vi skal forsta ved
en funktion f af n variable, X7, Xs,... X, i dette system af symbolsk
logik og Boolsk algebra.

En funktion af visse variable X1, X5, ... X, er et hvilket som helst udtryk
dannet fra variablene ved brug af operationerne addition, multiplika-
tion og negation. Notationen (X7, Xs,...X,,) vil blive benyttet til at
repraesentere en funktion. Altsa, vi kan for eksempel have (XY, Z) =
XY +X'(Y'+2Z'). | infinitesimalregning [°] er det vist, at enhver funktion
(givet at den er kontinuert og at alle differentierede ogsa er kontinuerte)
kan udvikles i en Taylor-raekke [*°]. En i nogen grad lignende udvikling er
mulig i calculussen for propositioner. For at opskrive raekke-udviklingen af
funktioner, bemaerk fgrst fglgende ligninger:

7 Der henvises her til en bestemt bevisteknik, som often bruges hvis man skal vise at
en given saetning er sand for alle naturlige tal. Kort skitseret er ideen, at hvis noget
geelder for n = 1, sé4 antager man at det gaelder for n = k og kan man sa vise at det ogsa
geelder for n = k41, s& ma det geelde for alle n. Dette er induktionsprincippet. Tilfeeldet
n = 1 kaldes for induktionsbasis og antagelsen n = k kaldes for induktionshypotesen.
Det er vigtigt, at pointere at selve induktionsprincippet ikke er noget man kan eftervise,
deraf navnet ‘princip’. I virkeligheden kan man tesenke pa det som en form for axiom,
som indgar i grundlaget for de naturlige tal. Bemaerk at den almindelige matematiske
induktion her ikke er at forveksle med den af Shannon omtalte ‘perfekte induktion”

8 En diskussion af matematisk induktion kan ses i Jankvist (2008b).

9 Som tidligere naevnt er infinitesimalregning er et andet navn for differential- og
integralregningen.

10 En Taylor-raekke, eller et Taylor-polynomium, er en repraesentation af en funktion
f(x) som en uendelig sum af led som er udregnet fra vaerdierne af funktionens afledede
f/(x) i et enkelt punkt xo. En generel formel for en Taylor-reekke kan opskrives som
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(103) f(Xl,XQ .. .Xn) = X1 . f(l,Xg .. Xn) + X{ . f(O,XQ .. .Xn),
(10b)  f(X1...X,) =[f(0,Xs... X))+ X1]- [f(1,X2... X,) + X]].

Disse reduceres til identiteterne hvis vi lader X veere lig enten 0 eller 1. |
disse ligninger siges funktionen f at veere udviklet omkring X7. [...]

Som en anvendelse af raekke-udviklingen bgr det bemaerkes at hvis vi gnsker
at finde et kredslgb som repraesenterer en vilkarlig given funktion, s& kan
vi altid udvide funktionen ved brug af enten 10a eller 10b pd en siddan
made at enhver given variabel hgjst optraeder to gange, én gang som en
teend-kontakt og én gang som en sluk-kontakt. Dette er vist i figur 4 [4.4].

[-]

X £(0.x2;-%n) %  Flo%z-%n)
f (%) ==%n) ‘{ H ] {
. o Lo/ - ”
f (1, %2+ %n) xi xib_f'ﬁ,xa--xn}

Figur 4.4 Udvikling omkring én variabel.

En generalisering af De Morgans teorem repraesenteres symbolsk pé fglgende
ligning:

(13) f(X1,Xe...Xpn,+,) = f(X{, X5 . X) - +).

Med dette mener vi at den negative af enhver funktion kan opnas ved
at udskifte hver variabel med dets negative og ved at udbytte + med -
symboler. Eksplicitte og implicitte parenteser vil selvfglgelig forblive pa de
samme pladser. For eksempel vil den negative af X +Y - (Z + W X") blive
XY +Z'(W + X)].

Opgave 33
Overbevis dig om at Shannons eksempel her lige ovenfor er i overenstem-
melse med teorem 13.

Nogle andre teoremer som er brugbare i simplificeringen af udtryk er givet
nedenfor:

folger:

f'(z0)
1!

£ (wo0) .
2!

ARICON

n!

(z —x0)™,

Pn(z) = f(zo) + (z —m0) + (x —z0)% 4+ ... +

hvor P angiver at der er tale om et polynomium. Taylor-raekker er opkaldt efter den
britiske matematiker Brook Taylor (1685-1731), som introducerede disse i 1715.
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X+ f(X,Y,Z,..) =X+ f0,Y, Z,...),
X'f(X,Y,Z,..)=X"f(0,Y,Z,...),
(18b) X'+ f(X,Y,Z,..)=X'+ f(1,Y,Z,...).

(142) X =X+X=X+X+ X = etc,,
(1) X=X X=X -X-X = etc,
(15a) X + XY =X,
(15b) X(X+Y)=X,
(16a) XY +X'Z=XY+X'Z+YZ,
(16b) X+ X'+2)=(X+V)X'+2)(Y + 2),
(17a) Xf(X,Y,Z,..)=Xf(1,Y,Z,...),
)
)

Alle disse teoremer kan bevises ved brug af metoden med perfekt induktion.
Bemsaerk her at forste del af Teorem 14b faktisk er Booles lov (idempotent
loven) sigende at 22 = x.

Opgave 34
Godtger at fglgende teoremer er hinandens duale:

a. Teorem 10a og 10b.
Teorem 14a og 14b.
c. Teorem 15a og 15b.
d. Teorem 16a og 16b.
e. Teorem 17a og 17h.
f. Teorem 18a og 18b.

=

Opgave 35
Vis ved brug af perfekt induktion og dualitetsprincippet teoremerne:

a. 1ba og 15b.
b. 16a og 16b.

I det folgende, som er den sidste del af Shannons artikel som vi skal
beskaftige os med, giver Shannon et eksempel til illustration af hvor effek-
tivt hans system — og dermed ogsa brugen af Boolsk algebra - er.

Ethvert udtryk dannet ved operationerne addition, multiplikation og nega-
tion repraesenterer utvetydigt et kredslgb indeholdende udelukkende serie-
og parallel-forbindelser. Et sddant kredslgb vil blive kaldt et serie-parallel
kredslgb. Ethvert bogstav i et udtryk af denne art repraesenterer en taend
eller sluk relee-kontakt. For at finde det kredslgb der kraever det mindste
antal af kontakter er det derfor ngdvendigt at manipulere udtrykket sa
det komme pa en form i hvilken det faerreste antal bogstaver forekommer.
Teoremerne givet ovenfor er altid tilstraekkelige til at opnad dette. Lidt
gvelse i manipulationen af disse symboler er alt hvad der behgves. Til al
held er de fleste teoremer de samme som dem i numerisk algebra — de
associative, commutative og distributive love gzelder her. Forfatteren har
fundet at teoremerne 3, 6, 9, 14, 15, 16a, 17 og 18 i szrdeleshed er nyttige
til simplifikation af komplekse udtryk.

Ofte kan en funktion skrives pa flere mader, hver kraevende det samme
minimum af elementer. | si tilfeelde kan valget af kredslgb foretages
arbitraert imellem disse, eller pd baggrund af andre betragtninger.
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Figur 4.5 Kredslgb som skal simplificeres.

Som et eksempel pa en simplifikation af udtryk, betragt kredslgbet vist i
figur 5 [4.5]. Hindringsfunktionen X, for dette kredslgb vil veere:

Xap = WHWX+Y)+(X+2)(S+W' +2Z2)(Z'+Y +5V)
WH+X+Y+(X+2)(S+1+2)(Z'+Y +5V)
= W+X+Y+2Z(Z +5V).

Disse reduktioner blev foretaget med 17b, benyttende fgrst W, sa X og
Y som vores “X" i 17b.

Opgave 36

Overbevis jer om at hindringsfunktionen X,;, for den reduceres, rent
faktisk er den matematiske repraesentation af kredslgbet pa figur 4.5.
(Vink: Anvend definitionerne givet pa figur 4.2 og figur 4.3 til dette.)

Inden vi gar videre, sa lad os lige kigge pa hvad det er der sker i ovenstaende
reduktioner af det givne udtryk og hvilke mellemregninger der ikke vises.
Som Shannon papeger, sa anvender han fgrst Teorem 17b pa W, hvilket
vil sige

W+ fW,X,)Y,Z,S,V)=W+ f(0,X,Y,Z,5,V).
Dette giver

Xap = WHWX+Y)+(X+2)(S+W' +2Z2)(Z'+Y +5V)
= WH+0U(X+Y)+(X+2)(S+0+2)(Z +Y +S'V)
= WHX+Y+X+2)(S+1+2)(Z' +Y +S'V),
da jo 0’ = 1. Det naeste der sker er at vi nu anvender Teorem 17b pa X,

altsa
X+ f(X,Y,Z,5,V)=X+ f(0,Y,Z,5,V),

hvilket giver os
Xop = WHY+X+(X+2)(S+1+2)(Z +Y +S'V)

= W4+Y]|+X+0+2)(S+1+2)(Z'+Y +S5'V)
= WH+Y|+X+Z(S+14+2Z)(Z'+Y +S'V).
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Nu skal vi s& anvende Teorem 17b pa Y, altsa

Y+ (Y, Z2,5V)=X+f(0,2Z5V).

Xap = WHX|+Y+Z(S+1+2)(Z' +Y +8'V)
W4+ X|+Y+Z(S+1+2Z)(Z +0+S'V)
= WH+X|+Y+Z(S+1+2)(Z +S'V).

Det nzeste Shannon ggr, men som han ikke naevner eksplicit, er at han
forkorter udtrykket

Z(S+1+2)=28+7Z+ 272,

ved fgrst at observere at Z.S + Z ifglge Teorem 15a er det samme som Z
alene og dernaest at ZZ ifglge Teorem 14b ogsa er det samme som kun Z.
Dette giver os Z + Z, men ifplge Teorem 14a er dette ogsa lig Z, hvorfor
vi har

Z(S+14+2)=28+2+7ZZ=Z+7Z=17.

Og det er disse betragtninger der fgrer til den samlede reduktion
Xy =W+X+Y +Z(Z' +S'V).

Shannon fortsaetter derefter pa fglgende vis.

Nu ganger vi ud:

Xop = WHX+Y +272 +25'V
W+X+Y+2SV

Opgave 37
Hvilket teorem benytter Shannon til reduktionen ovenfor?

Kredslgbet svarede til dette udtryk er vist i Figur 6 [4.6]. Bemaerk den
store reduktion i antallet af elementer.

—
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Figur 4.6 Simplifikation af figur 5 [4.5].
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En af de vigtige pointer med Shannons matematisk-logiske beskrivelse af
kredslgbsdesign og analyse heraf er saledes, at man kan tage et forholdsvist
komplekst kredslgb — som det pa figur 4.5 — opskrive det pa ligningsform og
s& ved hjelp af de udledte teoremer omforme dette udtryk til et veesentligt
simplere udtryk repraesenterende et sekvivalent kredslgb — som det pa figur
4.6. I en senere artikel udtrykker Shannon selv dette pa folgende vis:

Ved at benytte Boolsk algebra er det muligt at finde adskillige kredslgb,
som er xkvivalente i termer af betjeningskarakteristik med et givet kredslgb.
Hindringen af det givne kredslgb skrives ned og manipuleres i overenstem-
melse med reglerne. Hvert enkelt af de anderledes resulterende udtryk
repraesenterer et nyt kredslgb som er er akvivalent med det givne. | seerde-
leshed kan udtryk manipuleres s& ungdvendige elementer elimineres, hvilket
resulterer i simplere kredslgb. (Shannon; 1949, s. 590, oversat til dansk)

I termer af matematikkens ‘urimelige’ anvendelighed, som diskuteret af
Hamming, er det netop matematikken som her spiller en afggrende rolle
for simplificeringen af kredslgbsdesignet, hvilket Shannon som tidligere set
selv papegede, da han i 1987, i en alder af 71 ar, blev interviewet herom:

De folk der havde arbejdet med relae-kredslgb var selvfglgelig klar over,
hvordan man lavede disse ting. Men de havde ikke den Boolske algebras
matematiske begrebsapparat til at hjelpe dem og til at lave dem pa effektiv
vis. [...]

De var alle udmaerket klar over det simple faktum, at hvis du har to
kontakter i serie skal begge vaere lukkede for at lave en forbindelse igennem.
Eller hvis de er i parallel, s& skabes der forbindelse hvis en hvilken som
helst af de to er lukket. De vidste det pd denne made, men de nedskrev
ikke ligninger med plus og gange, hvor plus er som en parallel forbindelse
og gange er som en serie forbindelse. (Sloane & Wyner; 1993, s. xxxvi,
oversat til dansk)

Selve Shannons artikel er vaesentligt leengere end de cirka 3 sider (Shannon;
1938b, s. 713-715) fra den originale artikel, som vi har gennemgaet her
ovenfor. De resterende 8 sider af artikelen benytter Shannon, som han
ogsa naevner i den introduktion vi har laest, til at studere problemet om
‘syntese’, hvilket vil sige at man far givet et specifikt seet af gnskede input-
og output-veaerdier til et kredslgb eller et natveerk af kredslgb og sé skal
konstruere et sadant af serie- og parallel-forbindelser svarende til disse
veerdier. Ogsa her var Shannon faktisk i stand til at bygge videre pa
grundlaeggende ideer fra Booles The Laws of Thought..., hvor Boole selv,
med reference til Taylor-reekker, definerer funktioner til anvendelse i den
symbolske logik. Vi skal imidlertid slutte vores gennemgang af Shannon
her, sa for en diskussion af dette henvises til Barnett (2011a, s. 13-15). For
dog at lade Shannon selv fa det sidste ord, skal vi se endnu et citat fra 1987-
interviewet, hvori han siger folgende om det arbejde med kredslgbsdesign
han udfgrte i en alder 21 ar som specialestuderende ved MIT:
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... den mere vigtige og svaerere del var at finde ud af detaljerne, forene
kredslgbenes topologi, maden kontakterne er forbundet pad og sa videre,
med udtrykkene i den Boolske algebra. At finde ud af det var utrolig sjovt.
Jeg tror, at jeg havde mere sjov med dette end jeg har haft med noget
andet i mit liv, kreativt set. (Sloane & Wyner; 1993, s. xxv-xxvi, oversat
til dansk)
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I de foregaende kapitler er I blevet introduceret til tre matematiske tekster:
Booles tekst fra 1854 om tankernes love, der udggr det historiske ophav til
den i dag sakaldte Boolske algebra; Shannons 1938-artikel som viser en
vigtig moderne anvendelse af den Boolske algebra til lgsning af et konkret
problem, nemlig design og analyse af elektriske kredslgb; og Hammings
filosofiske artikel fra 1980, hvori han diskuterer matematikkens urimelige
effektivitet.

I dette sidste kapitel skal vi nu forsgge at traekke nogle trade imellem
disse tre matematiske tekster. Dette ggres gennem et antal sdkaldte essay-
opgaver, hvor vi skal betragte forskellige sider af faget matematik med en
eller flere af de gennemgéede tekster som omdrejningspunkt.

‘Essayet’ i disse opgaver bestar i, at I i grupper diskuterer de gen-
nemgaede tekster udfra stillede spgrgsmal i essay-opgaverne og efter endt
diskussion besvarer disse pa essay-form. »Betyder dette at vi skal lave
‘dansk stil’ i matematiktimerne,« taenker I maske nu, og til det er svaret:
Ja, det kan man godt sige, blot en ‘stil’ der omhandler matematik, matem-
atikfilosofi, matematikhistorie og matematikanvendelser.

Samlingen af essays er en gruppeaflevering og skal afleveres elektronisk,
det vil sige i en pdf-fil, et Word-dokument, el. lign. Husk, at nar I anvender
internettet til at indsamle informationer, sa skal I angive adresserne pa de
sider hvorfra I tager jeres oplysninger (gerne i form af hyperlinks i fodnoter).

God forngjelse!

5.1 Essay-opgave 1: Fra Booles ‘tanke’ til Shannons
anvendelse

I denne forste essay-opgave skal I se pa og sammenholde de to arbejder
af henholdsvis Boole og Shannon, som I har lsest og arbejdet med i dette
forlgb.

a. Opsummer hvad formalet, ifglge Boole selv, er med hans undersggelse
i The Laws of Thought... fra 1854.

b. Opsummer hvad formalet, ifglge Shannon selv, er med hans under-
sggelse i 1938-artiklen A Symbolic Analysis of Relay and Switching
Clircuits.

c. Er de overordnede mal i henholdsvis Booles og Shannons under-
sggelser at betragte som veerende inden for eller udenfor matem-
atikken selv. Forklar!

Efter at have fastlagt de overordnede formal med Booles og Shannons
arbejder skal I nu ga lidt i dybden og se pa de tilgange og metoder, hvormed
de ved hjelp af matematikken forsgger at indfri disse overordnede mal. Til
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dette formal kan det veere nyttigt at ihukomme det tidligere bragte citat
af Shannon fra 1987:

Det er ikke sa meget det at en ting er ‘aben’ eller ‘lukket’, det ‘ja’ eller ‘nej’
som du naevner. Den virkelige pointe er at to ting i serie er beskrevet med
ordet ‘og’ i logikken, sa du ville sige dette ‘og’ dette, mens to ting i parallel
er beskrevet ved ordet ‘eller’. Ordet 'ikke’ hgrer ssmmen med den bagerste
kontakt i et relee snarere end den forreste kontakt. Der er kontakter som
lukker, ndr du betjener et rele, og der er andre kontakter som &bner, s3
ordet ‘ikke’ er relateret til dette aspekt af relaeer. Alle disse ting til sammen
danner en mere kompleks forbindelse mellem Boolsk algebra, eller symbolsk
logik, og relee-kredslgb. (Sloane & Wyner; 1993, s. xxxvi, oversat til dansk)

d. Lav en liste (1) over de elementer (begreber, ideer, etc.) af Booles
system, som praesenteret i kapitel 2, som I finder er de vigtigste og
argumenter efterfglgende for hvordan I definerer ‘vigtighed’ i denne
forbindelse og i forhold til Booles arbejde.

e. Lav en tilsvarende liste (2) over de elementer (begreber, ideer, etc.)
af Shannons arbejde, som praesenteret i kapitel 4, som I finder er
de vigtigste og argumenter atter en gang for hvordan I definerer
‘vigtighed’ i denne forbindelse og i forhold til Shannons arbejde.

f. Lav nu en liste (3) over de steder i Shannons artikel hvor han bruger
elementer fra Booles fremstilling.

g. Diskuter hvorvidt elementerne i jeres liste 3 er at finde i de to andre
lister, 1 og 2, samt hvorfor eller hvorfor ikke de er det.

h. Hvilke sammenfald ville I umiddelbart forvente mellem de tre lister
inden I rent faktisk udarbejdede dem? Ville I pa forhand ogsa forvente
at der var et sammenfald mellem liste 2 og liste 1 — og i sa fald
hvorfor?

Med de to sidste spgrgsmal i denne forste essay-opgave er det ideen, at I
pa baggrund af det foregdende forsgger at udsige noget om matematikken
som disciplin generelt.

i. Med udgangspunkt i jeres laesning af og arbejde med Booles og Shan-
nons tekster er det da muligt at sige noget om hvordan matematikken,
eller dele af den, er opbygget? Og i sa fald, hvad?

j. Ligeledes, med udgangspunkt i jeres kendskab til Booles og Shannons
systemer, kan I da sige noget mere generelt om hvad der karakteriserer
matematikkens problemstillinger, tankegange og metoder? Og i sa
fald, hvad?

5.2 Essay-opgave 2: Matematikkens urimelige effektivitet

I denne essay-opgave skal I igen fordybe jer i Hammings diskussion af
‘matematikkens urimelige effektivitet’, og herunder overveje og diskutere
hvad ordene ‘effektiv’ og ‘urimelig’ deekker over.
a. Hvad vil det ifplge Hamming sige, at et ‘stykke’ matematik er effek-
tivt?
b. Lav en sammenligning af den relative effektivitet af henholdsvis
Booles og Shannons arbejder (systemer), hvor I skelner imellem
effektivitet i termer af filosofi og effektivitet i termer af anvendelse.
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c. Baseret pa jeres svar til spgrgsmal a og b ovenfor, diskuter forskellige
typer af ‘matematikkens effektivitet’ Giv eksempler fra de to cases
(Boole og Shannon) som del af jeres argumentation.

d. Opsummer og rekapituler hvad Hamming mener med titlen pa sin
artikel ‘matematikkens urimelige effektivitet’, og herunder hvorfor
den er at betragte som ‘urimelig’.

e. Anser I Booles introduktion og Shannons anvendelse af ideen om en
algebra kun opererende pa elementerne 0 og 1 samt den matematiske
beskrivelse af ‘og’ og ‘eller’ som et eksempel pa denne af Hamming
beskrevne ‘matematikkens urimelige effektivitet’? Argumenter for
jeres holdning og synspunkter med udgangspunkt i de tre laeste
tekster.

Som i foregaende essay-opgave er de to sidste spgrgsmaél i denne essay-
opgave ogsa af en mere generel natur i forhold til matematikken som
disciplin, de resultater den leverer og dens forhold til andre discipliner.

f. Med udgangspunkt i ovenstdende samt jeres arbejde med de tre
tekster af Boole, Shannon, og Hamming, diskuter da mere generelt
hvilke slags resultater matematikken leverer og hvad de kan bruges
til.

g. Ligeledes med udgangspunkt i ovenstaende samt de tre laeste tekster,
diskuter da mere generelt hvordan matematikkens forbindelse er til
andre discipliner.

5.3 Essay-opgave 3: Matematikkens forskellige ansigter

Et af de aspekter angdende matematikkens natur som I har faet belyst
igennem dette undervisningsmateriale er hvordan et matematisk omrade
(Boolsk algebra og symbolsk logik) opstar i én kontekst, muligvis som
svar pa et spgrgsmal udenfor matematikken selv (Booles undren over
sprogets natur) og senere, efter at vaere blevet videreudviklet inden for
matematikken selv (axiomatiseringen og generaliseringen af den symbolske
logik og herunder Boolsk algebra), finder en ny anvendelse pa problem-
stillinger udenfor matematikken (Shannons studier af elektriske kredslgb).
Hvis Boole havde levet til at se de faktiske og praktiske anvendelser af sit
logiske system, sa er der nok ikke nogen tvivl om at han ville veere blevet
noget overrasket over hvor vidt disse spaender. I en artikel fra 1949 giver
Shannon, foruden sin egen brug, fglgende eksempler pa brugen af Boolsk
algebra:

... axiomatisk formulering af biologi; studiet af neurale netvaerk i nervesys-
temet; analyse af forsikringspolicer; sandsynlighedsteori og mangdelaere,
etc. (Shannon; 1949, s. 59, oversat til dansk).

Ikke blot heenger diskussionen om den anvendte matematik sammen med
Hammings betragtninger angaende dens urimelige effektivitet, det faktum
at matematik, i modsaetning til s& mange andre discipliner, har en sa
hgj grad af anvendeligehed udenfor sit eget praksisomrade er et seregent
karaktertreek ved matematikken som videnskab — sagt med andre ord er
det ét af matematikkens fem ansigter, som beskrevet af Niss i kapitel 1
(Niss; 2001). Disse fem ansigter er, som bekendt:
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Med

matematik som grundvidenskab (eller ‘ren’ videnskab),
matematik som anvendt videnskab,

matematik som et system af redskaber for praksis,

matematik som et undervisningsfag, og

matematik som et rum for en seerlig slags sestetiske oplevelser.

udgangspunkt i Niss’ beskrivelse af disse fem ansigter besvar nu

fglgende spgrgsmal:

a.

b.

Opsummer hvad hvert enkelt af matematikkens fem ansigter ifglge
Niss daekker over (se kapitel 1).

Beskriv hvilke af disse fem ansigter som Booles tekst kan ses som
eksempel pa en belysning af (der kan selviglgelig veere tale om at
teksten bergrer elementer af flere ansigter pa en og samme gang) og
forklar hvor i teksten og hvordan dette finder sted.

Beskriv hvilke af de fem ansigter som Shannons artikel kan ses som
eksempel pd en belysning af (ogsd her kan der veere tale om at
artiklen bergrer elementer af flere ansigter pa en og samme gang) og
forklar hvor i artiklen og hvordan dette finder sted.

Ogsa Hamming diskuterer i sin 1980-artikel om matematikkens urimelige
effektivitet forskellige ansigter af matematikken, mere preaecist nsevner han
fire sddanne:

lange raekker af teet rsesonneren,
geometri,
tal, og

kunstnerisk smag.

Med udgangspunkt i Hammings beskrivelse af disse fire ansigter besvar nu
fglgende spgrgsmal:

d.

e.

Opsummer hvad hvert enkelt af Hammings fire ansigter af matem-
atikken daekker over.

Hvad siger Hamming mere praecist om ansigtet omhandlende ‘kunst-
nerisk smag’ og hvilke sammenfald er der mellem de eksempler han
giver og Niss’ beskrivelse af “matematik som et rum for en saerlig
slags sestetiske oplevelser.”

Beskriv hvorledes Hammings gvrige ansigter af matematikken forhold-
er sig til Niss’ matematikkens fem ansigter: Er der forskelle? Er der
sammenfald? Kunne nogle af ansigterne veere indeholdt i andre? Etc.

Igen angar de to sidste spgrgsmal mere generelle karakteristika ved matem-
atikken som videnskabelig disciplin, savel som dens videnskabsfilosofske/-
teoretiske status.

g.

Med udgangspunkt i jeres ovenstaende diskussion af matematikkens
fem ansigter i forhold til de i dette undervisningsmateriale behandlede
to cases (Boolsk algebra og kredslgbsdesign) samt jeres leesning
af Hammings artikel, kan I da sige noget mere generelt om pa
hvilke mader matematikken som videnskab adskiller sig fra andre
discipliner?
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h. Og ligeledes, med udgangspunkt i ovenstaende og de i dette under-
visningsmateriale tre laeste tekster, kan I da sige noget mere generelt
om hvilken videnskabsteoretisk status matematikkens begreber og
resultater har? Og i sa fald, hvad?

5.4 Essay-opgave 4: Jeres mening

I denne sidste essay-opgave er der givet plads til jeres egne uforbeholdne,
omend saglige og helst velargumenterede, meninger om de laeste tekster:
Hvilken I bedst kunne lide og hvorfor; hvilken I synes I fik mest ud af
og hvorfor netop denne; og andre lignende aspekter som I matte finde
relevante.
a. Hvad synes I om Hammings 1980-artikel efter at have leest denne og
arbejdet selvsteendigt med den problemstilling som han przesenterer
heri?

b. Hvad synes I om Shannons 1938-artikel?
c. Og endelig, hvad synes I om Booles tekst fra 18547
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