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Forord

SANDSYNLIGHEDSREGNING OG STATISTIK er to emneomrader der dels studeres
pa deres egne betingelser, dels optraeder som stottefag eller hjelpefag i en reekke
sammenhaenge, og den made man ber formidle fagenes indhold p4, athaenger
i hej grad af hvem der er mélgruppen. Denne bog er ikke skrevet til personer
der specialiserer sig i sandsynlighedsregning og/eller statistik, og heller ikke til
personer der har brug for statistik som stettefag, men derimod til personer der
som led i en generel matematikuddannelse skal vide noget om sandsynligheds-
regning og statistik. — Forskellige udkast til bogen har i en arrekke veret anvendt
pé RUCs matematikuddannelse.

Ved tilretteleeggelsen af undervisningsforleb der introducerer til sandsynligheds-
regning, er det et stadigt tilbagevendende sporgsmal hvor meget (eller méaske
snarere hvor lidt) vaegt man skal laegge pa en generel aksiomatisk fremstilling.
Huvis der er tale om en almen introduktion der henvender sig til en ikke nedven-
digvis matematisk interesseret eller kvalificeret malgruppe, er der ikke sa meget
at veere i tvivl om - den malteoretiske aksiomatisering a la Kolmogorov skal
ikke med, eller den kan maske blive naevnt i en diskret fodnote. Men nar der er
tale om en del af en matematikuddannelse, stiller sagen sig anderledes; her kan
der veere en god pointe i at studere hvordan den almindeligvis »genstandslase«
matematikformalisme fungerer nér man gnsker at etablere et st byggesten til en
helt bestemt slags modelleringsopgaver (modellering af tilfeeldighedsfenomener),
og det kan derfor veere pa sin plads at beskeeftige sig med fundamentet for den
matematiske teoribygning.

Sandsynlighedsregning er afgjort en matematikdisciplin, og statistik ma si-
ges at veere overordentlig matematik-involveret. Men begge emneomrader er,
hvad angar deres matematikindhold, organiseret vaesentlig anderledes end »al-
mindelige« matematiske emneomrader (i hvert fald dem som normalt indgar i
undervisningsprogrammer), fordi de i overvejende grad er styret/reguleret af at
de skal kunne bestemte ting, f.eks. bevise Store tals Lov og Den centrale Granse-
veerdiseetning, og kun i mindre grad af de geeldende internt matematiske normer
for hvordan teoriomrader skal opbygges og praesenteres, og man vil eksempelvis
ga fejl af mange pointer hvis man tror at sandsynlighedsregningen (den malteori-
basererede sandsynlighedsregning) »bare« er et specialtilfalde at emneomradet
mal- og integralteori. Endvidere vil den der skal szette sig ind i emneomréderne
sandsynlighedsregning og statistik, hurtigt opleve at man skal benytte begreber,
metoder og resultater fra vidt forskellige »traditionelle« matematikomrader, og
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dette er formentlig én grund til at sandsynlighedsregning og statistik opfattes
som sveert.

Fremstillingen er pa traditionel vis delt op i en sandsynlighedsregningsdel og en
statistikdel. De to dele er temmelig forskellige i stil og opbygning.

Del I presenterer sandsynlighedsregningens grundlaeggende begrebsdannel-
ser og tankegange og de seedvanlige eksempler, men sadan at stofmaengden holdes
i meget stramme tgjler. Forst vises hvordan sandsynlighedsregning i Kolmogo-
rovs aksiomatisering ser ud nér man holder sig til endelige udfaldsrum - derved
holdes mangden af matematiske besveerligheder pa et minimum uden at man
behgver give afkald pa at kunne bevise de formulerede saetninger ved hjelp af det
givne teoriapparat. Derefter udvides teorien til teellelige udfaldsrum, eller i hvert
fald til udfaldsrummet Ny forsynet med o-algebraen af alle delmeengder; her er
det stadig muligt at bevise »alle seetninger, selv med et beskedent matematisk
apparatur (det forventes at leeseren har kendskab til teorien for uendelige raekker),
men man far dog indblik i nogle af vanskelighederne ved uendelige udfaldsrum.
Den formalistiske aksiomatiske tilgang fortsaettes imidlertid ikke i kapitlet om
kontinuerte fordelinger pa R og R”, dvs. fordelinger som har en teethedsfunktion,
og nu er der ikke leengere tale om at alle pastande bevises (blandt andet ikke
seetningen om transformation af teetheder, der snarere ber bevises i et analysekur-
sus). Del I afsluttes med to lidt anderledes kapitler, dels et kapitel der behandler
et mere afgranset omrade, nemlig frembringende funktioner (inklusive lidt om
forgreningsprocesser), dels et kapitel der kort giver nogle antydninger af hvordan
og hvorfor man beskaftiger sig med sandsynlighedsmal pa generelle udfaldsrum.

Del II praesenterer den klassiske matematiske statistik baseret pa likelihood-
funktionen: de statistiske modeller er bygget op af almindelige standardfordelin-
ger og et beskedent antal parametre, estimatorerne er som hovedregel maksima-
liseringsestimatorer, og hypoteserne testes med likelihoodkvotienttests. Frem-
stillingen er bygget op med et kapitel om begrebet statistisk model, et kapitel
om estimation og et kapitel om hypoteseprovning; disse kapitler er forsynet med
en reekke eksempler der viser hvordan teorien tager sig ud nir den anvendes
pé bestemte modeltyper eller modeller, og eksemplerne fortsetter ofte fra det
ene kapitel til det andet. Efter denne teoriorganiserede fremstilling folger et eks-
empelorienteret kapitel med tre stgrre gennemregnede eksempler der illustrerer
den generelle teori. Del II afsluttes med en introduktion til teorien for linezere
normale modeller formuleret i lineeer algebra-sprog, i god overensstemmelse
med en henved 40-4rig tradition inden for dansk matematisk statistik.

Roskilde i august 2006
Jorgen Larsen



Del I

Sandsynlighedsregning






Indledning

SANDSYNLIGHEDSREGNING er en disciplin der beskaeftiger sig med en matematisk
formalisering af dagligdagsbegreberne sandsynlighed og tilfeeldighed og dertil
knyttede delbegreber. I forste omgang kan man maske studse over at der overho-
vedet skulle kunne gives en matematisk formalisering af tilfeeldighed: hvis noget
er tilfeeldigt, er det s& netop ikke unddraget muligheden for en eksakt beskrivelse?
Ikke ganske. Erfaringen viser at i hvert fald nogle typer af tilfeeldighedsfeenomener
og tilfeeldighedseksperimenter udviser betydelige grader af regelmeessighed nér
man gentager dem et stort antal gange, det geelder f.eks. kast med terninger og
menter, roulettespil og andre former for »lykkespil«. For at kunne tale neermere
om tingene er vi ngdt til at indfere forskellige begreber og betegnelser; i forste
omgang er de lidt upraecise, men senere vil de fa en praecis matematisk betydning
(som forhébentlig ikke er alt for fjern fra dagligsprogets).
Tilfeeldighedseksperimentet giver nir det udferes, et resultat af en slags, f.eks.
resulterer terningkastet i at terningen viser et bestemt antal gjne; et sadant resultat
kaldes et udfald. Mengden af mulige udfald kaldes udfaldsrummet.
Sandsynligheder er reelle tal der giver en kvantitativ beskrivelse af visse track
ved tilfeeldighedseksperimentet. Et simpelt eksempel pa et sandsynlighedsudsagn
kunne veere »sandsynligheden for at terningkastet giver udfaldet fem gjne er %«;
et andet eksempel kunne veere »sandsynligheden for at det bliver snevejr juleaften
er %0 «. Hvad betyder sidanne udsagn? Nogle mennesker heevder at sandsynlig-
hedsudsagn skal fortolkes som udsagn der beskriver forudsigelser om udfaldet af
et bestemt fremtidigt feenomen (f.eks. snevejr juleaften). Andre mener at sandsyn-
lighedsudsagn beskriver den relative hyppighed hvormed det pageldende udfald
indtreeffer nar tilfeeldighedseksperimentet (f.eks. terningkastet) gentages igen
og igen. Den made som sandsynlighedsregningen formalisereres/aksiomatiseres
p4, er i hoj grad inspireret af at sandsynlighed skal kunne fortolkes som relativ
hyppighed i det lange lob, men den er ikke bundet til denne bestemte fortolkning.

Sandsynlighedsregningen benytter sig af den simple meengdeleeres notationer
og begreber - dog med visse @endrede betegnelser, jf. oversigten pé neeste side.
En sandsynlighed eller mere preecist et sandsynlighedsmdl vil blive defineret som
en afbildning fra en vis definitionsmengde ind i de reelle tal. Hvad definitions-
maengden skal vaere, er méske ikke ganske klart; eller rettere, i forste omgang ville
man jo nok tro at den ganske enkelt skulle veere udfaldsrummet, men det giver
problemer i situationer hvor udfaldsrummet er overtelleligt (f.eks. de reelle tal).
Det har vist sig at den rigtige made at gore tingene p4, er at tale om sandsynlighe-
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Indledning

Oversigt over forskellige begre-
ber fra maengdelaeren og deres
betegnelse inden for sandsynlig-
hedsregningen.

Typisk Sandsynlighedsregning Meengdeleere
notation
Q udfaldsrum; grundmengde, univers
den sikre haendelse
) den umulige heendelse den tomme mengde
w udfald elementi Q
A hendelse delmengde af Q
ANB bade A og B feellesmeengden af A og B
AuUB enten A eller B foreningsmaengden af A og B
ANB A men ikke B differensmaengde
A° den modsatte heendelse til A komplementeermangden til A,

dvs. QN A

der for hendelser, dvs. visse naeermere fastlagte delmaengder af udfaldsrummet.
Et sandsynlighedsmal bliver derfor en afbildning der til visse delmaengder af
udfaldsrummet knytter et reelt tal.



1 Endelige udfaldsrum

I DETTE KAPITEL Vil vi studere sandsynligheder pa endelige udfaldsrum. Det vil
forega pa den made at vi praesenterer de generelle definitioner, men forsimplet til
det endelige tilfeelde. I forbindelse med mere generelle udfaldsrum dukker der
forskellige matematiske besverligheder op som man i det endelige tilfeelde helt
slipper for.

1.1 Grundleggende definitioner

DEFINITION 1.1:  SANDSYNLIGHEDSRUM OVER EN ENDELIG MZENGDE
Et sandsynlighedsrum over en endelig meengde er et tripel (Q, %, P) bestdende af
1. et udfaldsrum Q som er en ikke-tom, endelig meengde,
2. meengden ¥ af alle delmeengder af Q,
3. et sandsynlighedsmdl pd (Q, F ), dvs. en afbildning P : F# — R som er
o positiv: P(A) > 0 for alle A € Z,
o normeret: P(Q) =1, og
o additiv: hvis Ay, Ay, ..., A, € .F er parvis disjunkte heendelser, sd er

P(Lz_JIA,») - iP(A,-).

Her er to simple eksempler, der i ovrigt ogsa kan bruges til at demonstrere at der
faktisk findes matematiske objekter der opfylder definitionen:

Eksempel 1.1:  Ligefordeling

Lad Q vere en endelig mengde med # elementer, Q = {w, w2, ..., ws}, lad F veere
mengden af delmaengder af Q, og lad P veere givet ved P(A) = 1#A, hvor #A star for
»antal elementer i A«. S& opfylder (Q, .7, P) betingelserne for at vare et sandsynligheds-
rum (additiviteten folger af additiviteten af antalsfunktionen). Dette sandsynlighedsmal
hedder ligefordelingen pa Q (fordi det fordeler »sandsynlighedsmassen« ligeligt ud over
udfaldsrummet).

Eksempel 1.2:  Etpunktsfordeling

Lad Q veere en endelig maengde, og lad wo € Q veere et udvalgt punkt. Lad .# veere
meengden af delmengder af Q, og st P(A) = 1 hvis wyg € A og P(A) = 0 ellers. S&
opfylder (Q, .7, P) betingelserne for at veere et sandsynlighedsrum. Sandsynlighedsmalet
hedder etpunktsfordelingen i wo (fordi det placerer al sandsynlighedsmassen i dette ene
punkt).

1



12 Endelige udfaldsrum

Vi gar straks i gang med at vise nogle resultater:

LEMMA 11
For vilkdrlige heendelser A og B i sandsynlighedsrummet (Q, %, P) geelder:
1. P(A) +P(A°) =1
2. P(@) =0.
3. Hvis AC B, séer P(B\ A) =P(B) — P(A) og dermed P(A) < P(B).
(Dette udtrykkes undertiden pd den mdde at man siger at P er voksende.)
4. P(AuB) =P(A) +P(B) -P(AnB).

Bevis

Ad 1: De to heendelser A og A° er disjunkte, og deres forening er Q; derfor er
ifolge additivitetsaksiomet P(A) + P(A®) = P(Q)), og P(Q) er lig 1.

Ad 2: Da @ = QF, er ifolge det netop viste P(@) =1-P(Q) =1-1=0.

Ad 3: Hendelserne A og B \ A er disjunkte og deres forening er B; derfor er
P(A) + P(B~ A) = P(B);daP(B~ A) >0, fas at P(A) < P(B).

Ad 4: De tre haendelser A\ B, B\ A og An B er parvis disjunkte og deres forening
er Au B. Derfor er

P(AuB)=P(A~B)+P(B\A)+P(AnB)
=(P(ANB)+P(AnB)) +(P(B\A) +P(AnB)) - P(AN B)
=P(A) + P(B) -P(AnB).

O

I fremstillinger af sandsynlighedsregningen inddrager man altid mentkast og
terningkast som eksempler p tilfeeldighedsfeenomener, sa det gor vi ogsa her.

Eksempel 1.3:  Montkast

Antag at vi kaster én gang med en ment og ser efter om den viser Plat eller Krone.
Udfaldsrummet er topunktsmeengden Q) = {Plat, Krone}. Maengden af haendelser

er # = {Q, {Krone}, {Plat}, @}. Det sandsynlighedsmal P der svarer til at monten er

symmetrisk, altsa har lige stor sandsynlighed for at falde pa enhver af de to sider, er

ligefordelingen pa Q:

P(Q) =1, P({Krone}) =%, P({Plat})=1%, P(@)=0.

Eksempel 1.4:  Terningkast
Antag at vi kaster én gang med en almindelig terning og ser efter hvor mange ojne den
viser.

Udfaldsrummet er meengden Q = {1,2, 3, 4,5, 6}. Mengden .# afhandelser er meeng-
den af delmaengder af Q (s der er 2° = 64 forskellige haendelser). Det sandsynlighedsmal
P der svarer til at terningen er symmetrisk, er ligefordelingen pa Q.

Dermed er eksempelvis sandsynligheden for haendelsen {3, 6} (antallet af gjne er
deleligt med 3) givet som P({3,6}) = %, fordi heendelsen bestar af to udfald, og der er
seks mulige udfald i alt.
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Eksempel 1.5:  Simpel stikproveudtagning
Man har en kasse (eller urne) med s sorte og h hvide kugler, og herfra udtager man en
k-stikprove, dvs. en delmeengde med k elementer (det forudszttes at k < s + h). Kuglerne

h
teenkes udtaget ved simpel stikproveudtagning, dvs. alle (S 4;( ) forskellige delmaengder

med k elementer (jf. definitionen af binomialkoefficienter side 27) har samme sandsynlig-
hed for at blive udtaget. — Her er altsa tale om en ligefordeling p4 mangden Q) bestdende
af alle disse delmaengder.

Sandsynligheden for haendelsen »netop x sorte kugler« er derfor lig antal k-stikprover
med x sorte kugler og k — x hvide kugler divideret med det samlede antal stikprover, altsa

s h s+h . .
(x) (k - x)/( K ) Se ogsa side 28, herunder seetning 1.13.

Punktsandsynligheder

Laeseren kan med nogen ret undre sig over den noget kringlede made at ma-
tematificere sandsynligheder pa, hvorfor kan man ikke bare have en funktion
der til hvert udfald knytter sandsynligheden for at det indtreeffer? Sa leenge man
opererer med endelige (og teellelige) udfaldsrum kunne man faktisk godt gribe
sagen an pa den méade, men med overtzallelige udfaldsrum gar det helt galt (fordi
overtzelleligt mange positive tal ikke kan summere til noget endeligt). Men da vi
nu er i det endelige tilfzelde, er folgende definition og setning af interesse.

DEFINITION 1.2: PUNKTSANDSYNLIGHEDER
Lad (Q, F,P) veere et sandsynlighedsrum over en endelig meengde Q). Funktionen

p:Q—[0;1]
w— P({w})
kaldes punktsandsynlighederne for P.
Punktsandsynligheder anskueliggores ofte som sandsynlighedspinde.

SATNING 1.2
Hvis p er punktsandsynlighederne for sandsynlighedsmdlet P, sa geelder for en
vilkdrlig heendelse A at P(A) = ) p(w).
weA
Bevis
Vi skriver A som disjunkt forening af sine etpunkts-delmeengder og bruger addi-
tiviteten: P(A) = P(|J{w}) = > P({w}) = ) p(w). m
weA weA weA
Bemeerkninger: En konsekvens af seetningen er at to forskellige sandsynligheds-
mal ikke kan have samme punktsandsynlighedsfunktion. En anden konsekvens
er at p summerer til 1, dvs. ) p(w) =1; det ser man ved at sette A = Q.
weQ)
SAETNING 1.3

Hvis p: Q — [0;1] summerer til1, dvs. . p(w) =1, sd findes netop et sandsyn-
weQ
lighedsmdl P pd Q der har p som sine punktsandsynligheder.



En etpunktsfordeling

En ligefordeling

14 Endelige udfaldsrum

BEevis
Vi kan definere en funktion P : % — [0;+0o[ ved P(A) = > p(w). Denne

weA
funktion er positiv fordi p > 0, og normeret fordi p summerer til 1. Den er

desuden additiv: hvis A;, A,, ..., A, er parvis disjunkte haendelser, sa er

> p(w)

weAjUALU...UA,

z p(w)+ Z plw)+...+ z plw)

weA] wWeA,; weA,

P(A;) +P(Ay) +...+P(A,),

P(AjUA,U...UA,)

hvor det andet lighedstegn folger af den associative lov for regneoperationen +.
Altsa opfylder P betingelserne for at veere et sandsynlighedsmal. Pr. konstruktion
er P’s punktsandsynligheder p, og som navnt i bemaerkningen til seetning 1.2 er
der kun ét sandsynlighedsmal der kan have p som punktsandsynligheder. O

Eksempel 1.6
Punktsandsynlighederne for etpunktsfordelingen i wo (jf. eksempel 1.2) er givet ved
p(wo) =1, 0g p(w) = 0 nér w # wo.

Eksempel 1.7
Punktsandsynlighederne for ligefordelingen pa {wi, w2, ..., wa } (jf. eksempel 1.1) er givet
ved p(wi) =1/n,i=1,2,...,n.

Betingede sandsynligheder og fordelinger

Man er ofte interesseret i sandsynligheden for at en hendelse A indtreefter, givet
at en anden hendelse B vides at indtreeffe (eller at vaere indtruffet) — man taler
om den betingede sandsynlighed for A givet B.

DEFINITION 1.3: BETINGET SANDSYNLIGHED
Lad (Q, .7, P) veere et sandsynlighedsrum, lad A og B veere heendelser, og antag at
P(B) > 0. Tallet
P(ANnB)
P(B)
kaldes den betingede sandsynlighed for A givet B.

P(A|B) =

Eksempel 1.8
Man slar Plat eller Krone med to menter, en 10-krone og en 20-krone, pd én gang. Hvad
er sandsynligheden for at 10-kronen viser Krone, givet at mindst en af de to menter viser
Krone?

Der er (iflg. standardmodellen) fire mulige udfald, og udfaldsrummet er

Q = {(Plat, Plat), (Plat, Krone), (Krone, Plat), (Krone, Krone)},

hvor vi skriver 10-kronens resultat forst; hvert af disse fire udfald antages at have sandsyn-
lighed %. Den betingende handelse B (mindst en Krone) og den omspurgte haendelse A
(at 10-kronen viser Krone) er hhv.

B = {(Plat, Krone), (Krone, Plat), (Krone, Krone) } og

A = {(Krone, Plat), (Krone, Krone) },
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s& den betingede sandsynlighed for A givet B er

P(ANB) %
P(A‘B):W:Z:%

Af definition 1.3 felger umiddelbart

SETNING 1.4
Hvis A og B er heendelser, og hvis P(B) > 0, sd er P(An B) = P(A | B) P(B).

DEFINITION 1.4: BETINGET FORDELING
Lad (Q, % ,P) veere et sandsynlighedsrum, og lad B veere en heendelse med den
egenskab at P(B) > 0. Funktionen

P( |B): % —[0;1]

Ar— P(A | B)
kaldes den betingede fordeling givet B.
Bayes’ formel
Antag at ) kan skrives som en disjunkt forening af de k heendelser By, B;, ..., By
(eller som man ogsa siger: By, B,, . .., By er en klassedeling af Q). Desuden er

der en handelse A. Det antages endvidere at vi forlods (eller a priori) kender
sandsynlighederne P(B;),P(B,), ..., P(By) for de enkelte klasser i klassedelin-
gen, og desuden kendes ogsé alle de betingede sandsynligheder P(A | B;) for A
givet B;. Opgaven er nu at bestemme sandsynlighederne P(B; | A) for de enkelte
Bj-er, givet at handelsen A vides at vere indtruffet; disse sandsynligheder kaldes
a posteriori sandsynligheder.

(Som illustration kan man eksempelvis teenke pa en medicinsk diagnostice-
ringssituation: A er det saet af symptomer man observerer pa patienten, og B-erne
er forskellige (hinanden udelukkende) sygdomme der kunne forklare sympto-
merne. Lagerne har bud pa de hyppigheder hvormed sygdommene forekommer,
og pa sandsynlighederne for at en patient udviser netop symptombilledet A, givet
at patienten har sygdommen B;, i = 1,2,..., k. Leegerne er interesserede i de
betingede sandsynligheder for at den patient som har symptomerne A, fejler
sygdommen B;.)

k
Da A = JAn B, hvor der er tale om en disjunkt forening, er
i=1

P(A) = Zk:P(AmBi) = Zk:P(A | B;) P(B;),

ogdaP(Bj|A)=P(AnB;)/P(A) =P(A|B;) P(B;)/P(A), er dermed

P(A|B;) P(B))
k

> P(A|B;) P(B;)

i=1

(1.1)

P(B;|A) =

THOMAS BAYES

engelsk matematiker og teolog
(1702-61).

»Bayes’ formel« (der hidrerer
fra Bayes (1763)) spiller i vore
dage en altafgerende rolle i den
sikaldte bayesianske statistik og
i bayesianske netverk.

P( [B)




UAFHZANGIGHED
Termen uafhaengig bruges i for-
skellige betydninger i forskellige

delomrider af matematikken, s& un-

dertiden kan det veere nedvendigt
med en pracisere sprogbrug. Den

her prasenterede form for uathen-

gighed er stokastisk uafhaengighed.
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Formel (1.1) kaldes Bayes’ formel; den forteeller hvordan man udregner a posteriori
sandsynlighederne P(B; | A) ud fra a priori sandsynlighederne P(B;) og de
betingede sandsynligheder P(A | B;).

Uafhengighed

Heendelser kaldes uafheengige hvis det er sddan at sandsynlighedsudsagn om
nogle af dem ikke @ndres af kendskabet til hvorvidt andre af dem er indtruffet
eller ej.

Man kunne overveje at definere uafhengighed af heendelserne A og B til at
betyde at P(A | B) = P(A), hvilket ved anvendelse af definitionen pa betinget
sandsynlighed bliver til P(A n B) = P(A) P(B); den sidste formel har den fordel
at den er meningsfuld ogsé nar P(B) = 0, samt at A og B indgdr symmetrisk. Man
definerer derfor uathengighed af to heendelser A og B til at betyde at P(An B) =
P(A) P(B). - Hvis man vil gore tingene ordentligt, skal man imidlertid kunne
tale om uafheengighed af k heendelser. Den generelle definition ser sadan ud:

DEFINITION 1.5: UAFHANGIGHED AF HENDELSER
Heendelserne Ay, A,, . .., Ay siges at vaere uafhaengige hvis der for enhver delmaeeng-

de {A;,A,,...,A;,} af disse haendelser geelder at P(ﬂ Aij) =[IPr4;).
j=1 j=1

Bemaerk: Nar man skal undersege uathangighed af haendelser, er det ikke til-
straekkeligt at tjekke at de er parvis uafheengige, jf. eksempel 1.9. Det er heller
ikke tilstreekkeligt at kontrollere at sandsynligheden for feellesmeengden af alle
heendelserne er lig produktet af sandsynlighederne for de enkelte heendelser, jf.
eksempel 1.10.

Eksempel 1.9
Lad Q = {a,b,c,d} oglad P veere ligefordelingen p& Q. De tre heendelser A = {a, b},
B = {a,c} og C = {a,d} har hver iser sandsynlighed %. Heaendelserne A, B og C er
parvis uafheengige, f.eks. er P(Bn C) = P(B)P(C), idet P(Bn C) = P({a}) = % og
P(B)P(C) = % - % = Y, og tilsvarende er P(An B) = P(A)P(B) og P(ANC) =
P(A)P(C).

Derimod er de tre hendelser ikke uafheengige, eksempelvis er P(AN B n C) #
P(A)P(B)P(C),idetP(AnBNC) =P({a}) = ¥a og P(A) P(B) P(C) = %.

Eksempel 1.10

Lad Q = {a,b,c,d,e, f,g, h} og lad P veere ligefordelingen pa Q. De tre hendelser
A={a,b,c,d},B={a,e, f,g} 0og C = {a,b,c, e} har hver iseer sandsynlighed %. Da
AnBnC={a},erP(AnBNC)=P({a}) =% = P(A) P(B) P(C), men heendelserne
A, B og C er ikke uathengige; eksempelvis er P(A N B) # P(A) P(B) (fordiP(An B) =
P({a}) =% og P(A)P(B) = % - % = %).

Uafhangige delforsog; produktrum

De tilfeldighedsfeenomener der skal modelleres, bestar meget ofte af et antal sepa-
rate del-feenomener (f.eks. kan ét kast med fem terninger opfattes som sammensat
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af fem udgaver af »et kast med én terning«). Hvis delfeenomenerne antages uat-
heengige af hverandre, kan man let ssmmensaette modeller for delfeenomenerne
til en stor model for det samlede feenomen.

I de indledende overvejelser vil vi for nemheds skyld antage at det sammensat-
te fenomen bestér af fo delfeenomener I og II. Lad os sige at de to delfenomener
kan modelleres med sandsynlighedsrummene (Q;,.%#, P;) hhv. (Q,, %, P,).

Viseger et sandsynlighedsrum (Q, .%#, P) der kan modellere det sammensatte
feenomen bestédende af I og II. Det er nerliggende at sige at udfaldene i det
sammensatte forseg skal skrives pa formen (w;, w;) hvor w; € Q; og w, € Qy,
altsé at Q) skal veere produktmeengden O, x Q,, og .# kan sa vere mengden af
alle delmengder af ). Men hvad skal P vere?

Tag en I-haendelse A; € .%; og dan heendelsen A} x Q, € .% svarende til at i
det sammensatte feenomen giver I-delen et udfald i A, og II-delen hvadsomhelst,
det vil sige at i det sammensatte feenomen interesserer man sig kun for hvad ferste
delfeenomen giver. De to heendelser A; x Q; og A; svarer til det samme feenomen,
blot i to forskellige sandsynlighedsrum, og derfor skulle det sandsynlighedsmal P
som Vi er pa jagt efter, gerne veere indrettet sédan at P(A; x Q,) = P1(4;). P4
samme méde ma man forlange at hvis A, € .%,, sd er P(Q x A,) = P,(A,).

Hvis det sammensatte fenomen skal have den egenskab at delfeenomenerne
er uatheengige af hinanden, s ma det betyde at de to haendelser A; x Q, og
Q) x A, (der jo vedrerer hver sit delfeenomen) skal veere uaftheengige haendelser,
og da deres feellesmeengde er A; x A,, skal der derfor geelde at

P(A; x Aj) = P((A1 x Qy) N (O x Az))
= P(A1 x Qz) P(Ql X AZ) = Pl(A1) Pz(Az),

dvs. vi har et krav til P som vedrgrer alle produktmengder i .#. Da etpunkts-
meengder er produktmengder (fordi {(w;, w2)} = {w1} x {w,}), har vi specielt
et krav til punktsandsynlighederne for P; med neerliggende betegnelser er kravet
at p(wy, w2) = p1(w1)p2(w,) for alle (wy, wz) € Q.

Inspireret af denne analyse af problemstillingen kan man nu ga frem som felger:

1. Lad p; og p, vere punktsandsynlighederne for hhv. P; og P,.

2. Definér en funktion p : Q — [0;1] ved p(w;, wz) = p1(w1)pa2(w,) for
(w1, wp) € Q.

3. Der geelder at p summerer til 1:

Z p(w) = Z pi(w1)pa(w2)

weQ) (w1,w2)eQ;xQy
= Z pi(wr) Z p2(wz)
w€Q €0
=1-1=1.

4. Ifelge seetning 1.3 findes derfor et entydigt bestemt sandsynlighedsmal P
pa Q der har p som sine punktsandsynligheder.

Ay

Q,

A x Q,

?,’\'
?V\

NN

Q1 x A,

O
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5. Dette sandsynlighedsmal opfylder det stillede krav om at P(A; x A;) =
P] (A]) P2 (Az) for alle Al € 17621 og A2 € 92, idet

P(AixA)= > pi(w)pa(ws)

(w1,w2)eA1x A,

= Z pi(wr) Z p2(wy) = P1(A1) Po(A).

w1€A; €A,

Hermed har vi lost det stillede problem. — Det fundne sandsynlighedsmal P
kaldes i ovrigt produktet af P; og P,.

Man kan udvide ovenstaende betragtninger til situationer med # delfeenomener
og derved na frem til at hvis et tilfeeldighedsfeenomen er sammensat af n uathaen-
gige delfeenomener med punktsandsynligheder pi, p2,. .., pa, sé er den samlede
punktsandsynlighedsfunktion givet ved

plwi, @2, @y) = pr(@1)pa(@2) ... pu(@n),
og om de tilsvarende sandsynlighedsmal geelder
P(A] X A2 X ... X An) = P](Al) Pz(Az) .. Pn(An)

Man kalder i slige forbindelser p og P for den simultane punktsandsynligheds-
funktion hhv. fordeling, og p;-ene og P;-erne for de marginale punktsandsynlig-
hedsfunktioner hhv. fordelinger.

Eksempel 1.11

Hvis man kaster én gang med en ment og én gang med en terning, s har udfaldet
(Krone, 5 gjne) sandsynlighed % - % = %2, og heendelsen »Krone og mindst fem gjne«
sandsynlighed %% = %. - Hvis man kaster 100 gange med en ment, sa er sandsynligheden
for at de 10 sidste kast alle giver Krone, lig (% )" ~ 0.001

1.2 Stokastiske variable

En af grundene til matematikkens store succes er utvivlsomt at den i meget vid
udstrakning betjener sig af symboler. Nar man vil saette talen om sandsynlighed
og tilfeeldighed pa matematiksprog, handler det blandt meget andet om at veelge
en hensigtsmaessig notation. Det er uhyre praktisk at kunne operere med symboler
der stér for »det tilfeeldige udfald som tilfeeldighedseksperimentet nu leverer nar
vi udferer det«. Sddanne symboler kaldes stokastiske variable; stokastiske variable
betegnes oftest med store bogstaver (iseer X, Y, Z). Vi vil benytte stokastiske
variable som om de var almindelige reelle tal og altsa lade dem indgé i udtryk
som X +Y =5eller Z € B.

Eksempel: I forbindelse med kast med to terninger kan man indfere stoka-
stiske variable X; og X, som skal st for antal gjne som terning nr. 1 hhv. 2 viser.
Det at terningerne viser samme antal gjne, kan da kort skrives som X; = X, det
at summen af gjnene er mindst 10, kan skrives som X; + X, > 10, osv.



1.2 Stokastiske variable 19

Selv om ovenstaende maske antyder hvad meningen med en stokastisk variabel
skal veere, sa er det jo afgjort ikke nogen klar definition af hvad det er for et
matematisk objekt. Omvendt fortwller nedenstaende definition ikke meget om
hvad meningen er:

DEFINITION 1.6: STOKASTISK VARIABEL
Lad (Q, .7, P) veere et sandsynlighedsrum over en endelig meengde. En stokastisk
variabel pa (Q, F,P) er en afbildning X af Q ind i de reelle tal R.

Mere generelt er en n-dimensional stokastisk variabel pd (Q, %, P) en afbild-
ning X af Q ind i R".

Vi skal i det folgende studere det matematiske begreb en stokastisk variabel.
Allerforst mé vi preecisere hvordan det kan indga i sproget: Lad X veere en sto-
kastisk variabel pa det aktuelle udfaldsrum. Hvis u er et udsagn om reelle tal
sddan at for hvert x € R er u(x) enten sandt eller falsk, sa skal u(X) forstas
som et meningsfuldt udsagn om X, og det er sandt hvis og kun hvis haendelsen
{w e Q:u(X(w))} indtreeffer. Derved bliver vi i stand til at tale om sandsyn-
ligheden P(u(X)) for at u(X) er sandt; denne sandsynlighed er pr. definition
P(u(X)) = P({w € Q1 u(X(0))}).

Skriveméden {w € Q : u(X(w))} er preecis, men temmelig omsteaendelig
og ofte unedigt detaljeret. Derfor skriver man naesten altid den pageeldende
heendelse pa den kortere form {u(X)}.

Eksempelvis svarer udsagnet X > 3 til heendelsen {X > 3} der mere udferligt
er ligmed {w € QO : X(w) > 3}, og man skriver P(X > 3) hvilket pr. definition
er P({X > 3}) eller mere udforligt P({w € Q : X(w) > 3}). - Dette udvides pa
oplagt made til situationer med flere stokastiske variable.

Huvis B er en delmangde af R, svarer udsagnet X € B til heendelsen {X € B} =
{w € O : X(w) € B}. Sandsynligheden for dette udsagn (eller denne heendel-
se) er P(X € B). Hvis vi ser pA P(X € B) som funktion af B, sd opfylder den
betingelserne for at vere et sandsynlighedsmal pa R; dette sandsynlighedsmal
vil matematikere kalde det transformerede mal og sandsynlighedsteoretikere og
statistikere vil kalde det fordelingen af X. — Det foregaende skal lige korrigeres
en smule: Faktisk kan vi pd dette sted ikke tale om et sandsynlighedsmal pa R,
al den stund vi endnu kun er naet til sandsynligheder pa endelige maengder.
Derfor mé vi »ngjes medx« at opfatte sandsynlighedsmalet med de to navne som
et sandsynlighedsmal pd den endelige meengde X(Q) c R.

Lad os for en kort bemeerkning betegne det transformerede sandsynligheds-
mal X(P); sd er X(P)(B) = P(X € B) nér B er en delmangde af R. Denne
tilsyneladende ganske uskyldige formel fortzeller at alle sandsynlighedsudsagn
vedregrende X kan omskrives til sandsynlighedsudsagn der alene involverer (del-
meengder af) R og sandsynlighedsmalet X (P) pa (den endelige delmengde X (Q)
af) R. Vi kan altsé helt se bort fra det oprindelige sandsynlighedsrum Q.
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Eksempel 1.12
Lad Q = {w1, w2, w3, ws, ws } og lad P veere det sandsynlighedsmél pa Q som har punkt-
sandsynlighederne p(w;) = 0.3, p(w>) = 0.1, p(w3) = 0.4, p(w4) = 0,08 p(ws) = 0.2. Vi
definerer en stokastisk variabel X : QO - R ved X(w:) =3, X(w2) = -0.8, X(w3) = 4.1,
X(w4) =-0.8, 08 X(ws) =-0.8.

Veerdimeangden for X er X(Q) = {-0.8, 3, 4.1}, og fordelingen af X er det sandsyn-
lighedsmal pa X (Q) der har punktsandsynlighederne 0.3, 0.3 og 0.4, fordi

P(X =-0.8) = P({w2, ws, ws}) = p(w2) + p(ws) + p(ws) = 0.3,
P(X=3) =P(fe}) = plw) ~03,
P(X = 41) = P({wg}) = p(w;) =0.4.

Eksempel 1.13:  Fortscettelse af eksempel 1.12
Vi indferer nu to yderligere stokastiske variable Y og Z, sidan at situationen alt i alt er
som felger

w plo) X(w) Y(o) Z(«)

w1 0.3 3 -0.8 3

wy 0.1 -0.8 3 -0.8
w3 04 4.1 4.1 4.1
wy 0 -0.8 4.1 4.1
ws 0.2 -0.8 3 -0.8

Det ses at X, Y og Z er forskellige, eksempelvis er X(w) # Y(w1), X(w4) # Z(w4) og
Y(w:1) # Z(w), men de har samme den vaerdimeengde, nemlig {-0.8, 3, 4.1}. Almindelig
udregning viser at

P(X =-0.8)=P(Y = -0.8) = P(Z = -0.8) = 0.3,
P(X=3) =P(Y=3) =P(Z=3) =03,
P(X=41) =P(Y=41) =P(Z=41) =04,

dvs. X, Y og Z har samme fordeling. Viser at P(X # Z) = P({w4}) = 0, dvs. X = Z med
sandsynlighed 1, ogat P(X = Y) = P({ws}) = 0.4.

Fordelingen af en stokastisk variabel X kan — da der er tale om en fordeling pa en
endelig maengde - beskrives (og anskueliggores) ved sine punktsandsynligheder.
Da fordelingen »lever« pa en delmengde af de reelle tal, kan vi imidlertid ogsa
beskrive og anskueliggore den pa en anden made, nemlig ved hjeelp af dens
fordelingsfunktion.

DEFINITION 1.7: FORDELINGSFUNKTION
Fordelingsfunktionen for en stokastisk variabel X er funktionen

F:R—[0;1]
x — P(X < x).

Fordelingsfunktioner har altid bestemte egenskaber:
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LEMMA 1.5
Huvis den stokastiske variabel X har fordelingsfunktion F, sd er

P(X < x) = F(x),
P(X > x)=1-F(x),
P(a < X <b) = F(b) - F(a),

for vilkdrlige reelle tal x og a < b.

Bevis
Den forste ligning er en gentagelse af definitionen af fordelingsfunktion. De to
andre ligninger folger af punkterne 1 og 3 i lemma 1.1 (side 12). ]

SATNING 1.6
Fordelingsfunktionen F for en stokastisk variabel X har folgende egenskaber:
1. Den er ikke-aftagende, dvs. hvis x < y, sd er F(x) < F(y).
2. xEmw F(x)=0o0g xl—i}zloo F(x)=1
Den er hojrekontinuert, dvs. F(x+) = F(x) for alle x.
I ethvert punkt x geelder P(X = x) = F(x) — F(x—).
Et punkt x er et diskontinuitetspunkt for F hvis og kun hvis P(X = x) > 0.

EA SR S

Bevis
Ad1: Hvisx < y,sder F(y) — F(x) = P(x < X < y) ifolge lemma 1.5, og da
sandsynligheder er ikke-negative, er dermed F(x) < F(y).
Ad 2: Da X kun antager endeligt mange forskellige veerdier, findes to tal xp;, og
Xmax sdledes at xpmin < X(w) < Xmax for alle w. Da er F(x) = 0 for alle x < Xpin,
og F(x) =1for alle x > xpax.
Ad 3: Da X kun antager endeligt mange forskellige veerdier, gaelder for et givet x
at for alle tilstraekkeligt sma tal i > 0 kan X ikke kan antage nogen verdi i
intervallet ]x ; x + h], dvs. heendelserne {X < x} og {X < x + h} er identiske,
altsd er F(x) = F(x + h). Heraf folger det onskede.
Ad 4: For et givet x ser vi pa den del af X’s veerdimengde som ligger til venstre
for x, altsd maengden X(Q) N ]—oo ; x[ . Hvis denne maengde er tom, saetter vi
a = —o0, og ellers satter vi a lig det storste element i X(Q) N ]—o0 ;5 x].

Da X(w) ikke ligger i ]a; x[ for noget w, er det sddan at for ethvert tal
x* € ]a; x[ er haendelserne {X = x} og {x* < X < x} identiske, dvs. P(X = x) =
P(x* <X <x)=P(X <x)-P(X <x*)=F(x)—-F(x*). For x* ~ x fas det
gnskede.
Ad 5: Det folger af 4 og 3. O

Stokastiske variable vil komme til at optreede igen og igen, og laeseren vil hurtigt
né til at jonglere aldeles ubesveret med selv avancerede eksemplarer af slagsen.
Men pa dette sted ma vi hellere praesentere nogle simple (men ikke ligegyldige)
eksempler pa stokastiske variable.

OM VOKSENDE FUNKTIONER
Lad F : R — R vere en funktion
som er voksende, dvs. for alle x
og y gelder at x < y medferer

F(x) < F(y).
Da gelder at F i ethvert punkt x
har en grenseverdi fra venstre

F(x-) = },iir%)F(x— h)

og en greenseveerdi fra hojre

F(x+) = }I‘i{r%)F(x +h),

og der geelder at
F(x-) < F(x) < F(x+).

Hvis F(x—) # F(x+), er x et
springpunkt for F (og ellers er x er
kontinuitetspunkt for F).

: /_

en »vilkérlig« fordelingsfunktion

»vilkdrlig« fordelingsfunktion,
endeligt udfaldsrum
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Eksempel 1.14:  Konstant stokastisk variabel

Den simpleste type stokastiske variable er dem som altid har den samme veerdi, altsa
stokastiske variable af formen X(w) = a for alle w € Q; her er a et reelt tal. Dens forde-
lingsfunktion er

Fx) 1 nara<x
x) = .
0 narx<a

Faktisk kunne vi her erstatte betingelsen »X(w) = a for alle @ € Q« med betingelsen
»X = a med sandsynlighed 1«, altsd P(X = a) = I; fordelingsfunktionen ville vere
ueendret.

Eksempel 1.15:  0l-variabel

Den neestsimpleste type stokastiske variable mé veere dem der kun antager to forskellige

veerdier, som man ofte kalder for 0 og 1. Sadanne variable benyttes blandt andet i forbindelse

med (modeller for) binzre forseg, dvs. forseg med to mulige udfald (Plat/Krone, Succes/

Fiasko, Gunstig/Ikke-gunstig, ...), og de kaldes 01-variable eller Bernoulli-variable.
Fordelingen af en 01-variabel kan specificeres ved hjelp af en parameter p der angiver

sandsynligheden for verdien 1, dvs.

forx =1
P(X = x) p or x
1-p forx=0
hvilket ogsa kan skrives som
P(X=x)=p"*1-p), x=0,L (1.2)

Fordelingsfunktionen for en 01-variabel med parameter p er

1 narl<x
F(x)=41-p mnir0<x<l

0 nar x < 0.

Eksempel 1.16:  Indikatorfunktion
Hvis A er en heendelse (dvs. en delmangde af ), sa er dens indikatorfunktion funktionen

14(0) 1 niarweA
w) =
4 0 nirweA".

En sddan indikatorfunktion er en 01-variabel med parameter p = P(A).
Hvis omvendt X er en 0l-variabel, sa er X indikatorfunktionen for haendelsen A =

X({1}) = {w: X(w) =1}.

Eksempel 1.17:  Ligefordelt stokastisk variabel

Hvis X1, X2, . .., x, er n forskellige reelle tal og X en stokastisk variabel som antager enhver
af disse veerdier med samme sandsynlighed, dvs.

1
P(X=x;)=—, i=L2,...,n,
n

sé siger man at X er ligefordelt pd meengden {x1,x2,...,%u}.
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Som maske allerede ovenstidende eksempler antyder, er (grafen for) fordelings-
funktionen ikke overvaldende velegnet til at give et informativt visuelt indtryk af
fordelingen af en stokastisk variabel X. Det er langt bedre at beskeftige sig med
sandsynlighedsfunktionen for X, dvs. funktionen f : x » P(X = x), betragtet
som funktion defineret pa X’s veerdimaengde eller en ikke alt for voldsom ud-
videlse heraf. - I situationer der modelleres med endelige sandsynlighedsrum,
er de interessante stokastiske variable meget ofte sidanne der tager verdier i
de hele ikke-negative tal; i sa fald kan man betragte sandsynlighedsfunktionen
som defineret enten pa X’s faktiske veerdimengde eller pd meengden N af hele
ikke-negative tal.

DEFINITION 1.8:  SANDSYNLIGHEDSFUNKTION
Sandsynlighedsfunktionen for en stokastisk variabel X er funktionen

fix—P(X=x).

SATNING 1.7
Sammenheengen mellem fordelingsfunktion F og sandsynlighedsfunktion f er

f(x) = F(x) - F(x-),
F(x)= ) f(2).

z:z<x

Bevis
Udtrykket for f er en omformulering af Punkt 4 i saetning 1.6. Udtrykket for F
folger af seetning 1.2 side 13. o

Uafhngige stokastiske variable

Man er ofte interesseret i at studere mere end én stokastisk variabel ad gangen.
Hvis X1, X5, . .., X, er stokastiske variable pa det samme sandsynlighedsrum,
sd kalder man funktionen

flxnxz,00x,) =P(Xy =2, X0 = %2, .., Xy = X))

for den simultane sandsynlighedsfunktion for X-erne, hvorimod eksempelvis
funktionen

filx;) = P(X; =x))
kaldes den marginale sandsynlighedsfunktion for X; og funktionen
ﬁj(x,-,xj) = P(X1 = X,’,Xj = x]-)
kaldes den marginale sandsynlighedsfunktion for (X, X;).

Vi har tidligere (side 16f) defineret uatheengighed af heendelser. Det kan man
bygge videre pa i form af

UAFHZANGIGHED

Termen uafhengig bruges i for-
skellige betydninger i forskellige
delomrader af matematikken, sd un-
dertiden kan det veere nodvendigt
med en pracisere sprogbrug. Den
her prasenterede form for uathen-
gighed er stokastisk uafheengighed.
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DEFINITION 1.9: UAFHANGIGE STOKASTISKE VARIABLE

Lad (Q, Z,P) veere et sandsynlighedsrum over en endelig maengde. De stokastiske
variable Xy, X», ..., X, pd (Q, F#,P) siges at veere uafheengige hvis det er sddan
at heendelserne {X; € B1},{X; € By}, ..., {X, € By} er uafheengige, ligegyldigt
hvordan man veelger delmeengderne By, B,, ..., B, af R.

Et nemt og mere overskueligt kriterium for uatheengighed er

SATNING 1.8
De stokastiske variable X1, X5, . .., X, er uafheengige hvis og kun hvis

n
P(Xlle,XZ:xz,...,Xn:x,,):HP(X,-:x,-) (1.3)
i=1
for alle valg af tal x1,x,,...,x, sdledes at x; tilhorer X;’s veerdimengde, i =

1,2,...,n.

KOROLLAR 1.9

De stokastiske variable X;, X5, ..., X, er uafhcengige hvis og kun hvis deres simul-
tane sandsynlighedsfunktion er lig produktet af de marginale sandsynlighedsfunk-
tioner:

f]zwn(xl,xZ, . ,xn) = fl(xl)fz(JQ) e f,,(xn).

BEVIS FOR SAETNING 1.8

Lad os ferst vise »kun hvis«. Vi antager antager altsd at Xj, X5, ..., X, er uaf-
heengige ifolge definition 1.9 og skal vise at (1.3) geelder. Seet B; = {x;}; sd er
{XieB;i}={Xi=x;}(i=1,2,...,n), og vi har

n n
P(X1 = .xl,Xz =X25... ,Xn = x,,) = P(m{Xz = x,»}) = HP(X, = xi),
i=1 i=1

dvs. (1.3) geelder.

Derefter skal vi vise »hvis«, sa vi antager at (1.3) geelder, og skal vise at for vilkarlige
Bi,B,,...,B,er {Xj € Bi},{X; € By},...,{X,, € B, } uathangige. For en vil-
karlig delmengde B af R” er

P((X1,X2,....Xu)€B)= > P(Xi=x,X2=%2..., X, = %)

(x1,X25...,Xn )€B
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Anvendt pd B = By x B, x --- x B, giver dette ved brug af (1.3) at

P(é{Xi E B,»}) = P((X, Xp, ..., X,,) € B)

_ Z Z Z p(Xlle,XZ:xz,...,Xn:xn)

x1€B; x,€B;, X, €B,

=2 > ﬁP(Xi:xi):ﬁ >, P(Xi=x)

x1€B; x,€B; xn€B, i=1 i=1 x;€B;

=[[P(X;i€B)),
i=1
dvs. {Xj € B;},{X; € By}, ..., {X, € B, } er uatheengige. O

Hvis de enkelte X-er har samme sandsynlighedsfunktion og dermed samme
fordeling, taler man om at de er identisk fordelte, og i det folgende vil vi ofte mede
vendingen uafhengige identisk fordelte stokastiske variable.

Funktioner af stokastiske variable

Hvis (Q,.%,P) er et endeligt sandsynlighedsrum, X en stokastisk variabel pa
(Q,.#,P) og t en funktion der afbilder X’s veerdimeengde ind i de reelle tal, sd
er den sammensatte funktion t o X igen en stokastisk variabel. Normalt skriver
man ikke f o X, men ¢(X). Fordelingen af #(X) kan i princippet let findes, idet

PUH(X)=y) =P(X e {x:1(x)=p}) = 3 f(x) (1.4)

x:t(x)=y

hvor f er sandsynlighedsfunktionen herende til X.

P4 tilsvarende made taler man om t(Xj, X5, ..., X,) hvor t en funktion af n
variable og X;, X, ..., X, er n stokastiske variable. Funktionen t behover ikke
veere voldsomt avanceret; vi skal om lidt se pa hvordan det ser ud nar X-erne er
uafheengige, og t er funktionen +, men forst en ikke overraskende saetning.

SATNING 1.10

Lad X1, X5, ..., Xons Xonsts Xms2s - -« » Xmn veere uafheengige stokastiske variable,
og lad t, og t, veere funktioner af henholdsvis m og n variable. Sa er de stokastiske
variable Yy = t1(X1, X2, ..., X)) 0¢ Y2 = t2(Xpni1> Xms2s - - - » Xinsn ) uafheengige.

Vedr. bevis for seetningen: opgave 1.22.

Fordelingen af en sum

Lad X; og X, vere to stokastiske variable pa (Q, .7, P), og lad fi2(x1, x,) veere
deres simultane sandsynlighedsfunktion. Da er t(X;, X;) = X; + X; ligeledes en
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stokastisk variabel pa (Q, .7, P), og den generelle formel (1.4) giver at

PG+ X =y) = D PO+ X = yog =)

x2€X,(Q)

= Z P(Xi=y-x08X;=1x;)
x2€X2(Q)

= Z flz()’ - Xzyxz),
x2€X,(Q)

dvs. sandsynlighedsfunktionen for X; + X, fas ved at summere fi,(x;, x,) over
de talpar (x,x;) for hvilke x; + x, = y. - Dette generaliseres uden videre til
summer af mere end to stokastiske variable.

Hvis X; og X, er uafheengige, er deres simultane sandsynlighedsfunktion pro-
duktet af de marginale sandsynlighedsfunktioner, si vi far

SATNING 1.11
Hvis X; og X, er uafheengige stokastiske variable med sandsynlighedsfunktioner f;
0g fr, sd har Y = Xi + X, sandsynlighedsfunktion

fN= > Hhly-x)filx)

x2€X,(Q)

Eksempel 1.18
Lad X; og X, veere uafhengige identisk fordelte 01-variable med parameter p. Hvad er
fordelingen af X; + X?

Den simultane sandsynlighedsfunktion fi, for (Xi, X») er (jf. bl.a. (1.2) side 22)

Su(x,x2) = filx) f2(x2)
_ pX1(1 _ p)l—)q -pxl(l _p)l—Xz
_ px1+x2(1_P)2*(X1+x2)

nar (x1,x2) € {0, 1}2, og 0 ellers. Sandsynlighedsfunktionen for X; + X, er derfor

f(0) = £2(0,0) =(1-p)%
f@) = £2(1,0) + £12(0,1) = 2p(1 - p),
f(2) = f(1,1) =p"

Som kontrol kan vi se efter om de fundne sandsynligheder summerer til 1:

FO) +fQ)+f(2) = (1-p)* +2p(1-p) +p* = ((1-p) +p) =1

Eksemplet rummer oplagte generalisationsmuligheder.

1.3 Eksempler

Sandsynlighedsfunktionen for en 0l-variabel med parameter p er (fra formel
(1.2) side 22)

flx)=p*Q-p)"™, x=0,1
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Hvis X], Xz, .
tane sandsynlighedsfunktion derfor (nar (x;, x2, ..

., X,, er uafheengige Ol-variable med parameter p, er deres simul-
L xy) €4{0,1}")

froon(Xix2, 0 xn) =[] (1= p) 7 = p(1-p)"~* (1.5)
i=1

hvor s = x; + x5 + ... + x, (jf. korollar 1.9).

DEFINITION 1.10: BINOMIALFORDELING

Fordelingen af summen af n uafheengige identisk fordelte 01-variable med parame-
ter p kaldes binomialfordelingen med antalsparameter n € N og sandsynlighedspa-
rameter p € [0;1].

Vi vil finde sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med parametre »n
og p. Lad derfor X3, X5, ..., X, veere uathengige Ol-variable med parameter p,
dvs. deres simultane sandsynlighedsfunktion er givet ved (1.5). Pr. definition er
Y = X; + X; +... + X, binomialfordelt med parametre n og p. Hvis y er et heltal
mellem 0 og #, er

S foa(axa,..

X1+X2+. . +Xy =y

>, pa-p)

X1+x2+. Xy =Y

>, 1pa-p)

Xi+Xo+. +Xy=y

()ra-pr

P(Y:y) )xn)

fordi der er (n) forskellige talseet x1, x5, .. ., X, bestdende af y 1-er og n — y 0-er.

Sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med parametre n og p er
altsa

f(y):(;/l/)py(l—p)”_y, y=0,12,...,n. (1.6)

SATNING 1.12

Hvis Y1 og Y, er uafhaengige binomialfordelte stokastiske variable med antalsparame-
tre ny og n, og med samme sandsynlighedsparameter p, sd er Y1+ Y, binomialfordelt
med parametre ny + 1y og p.

Bevis

Seetningen kan vises pa to mader (mindst), en besveerlig méde som gar ud pé at

benytte seetning 1.1, og som vi ikke vil gennemregne her, og en smart made:
Lad X1, X5, ..., Xy Xoys1s -« > Xy n, VETE 11 + 115 uatheengige identisk for-

delte Ol-variable. Pr. definition har X; + X, + ... + X,,, samme fordeling som

Y1, nemlig en binomialfordeling med parametre n; og p, og tilsvarende har

X1+ Xujv2 + - + Xyyon, samme fordeling som Y;. Ifelge seetning 1.10 er

BINOMIALKOEFFICIENTER
Antallet af forskellige k-delmeng-
der, dvs. delmangder med netop
k elementer, som kan udtages fra
en mangde G med # elementer,

n
betegnes ( ) Denne storrelse

kaldes en binomialkoefficient.

« Der gelder at (Z) = logat

(Z):(nik)forOskgn.

« Man kan udlede en rekursions-
formel for binomialkoefficienterne:
Lad gy vere et element i G; der
er nu to slags k-delmeengder af
G: 1) de k-delmaengder der ikke
indeholder gy og som derfor kan
opfattes som k-delmengder af
G\ {g0}, og 2) de k-delmangder
der indeholder gy og som derfor er
af formen en (k — 1)-delmangde
af G \ {go} forenet med {go }. Det
samlede antal k-delmaengder er lig
summen af antallene af de to slags:

-1 -1
(=G
Dette geelder nir 0 < k < n.

« Der gelder at

n n!
(k) T K (n-k)

hvilket man kan indse pa folgende
made: funktionen pa hojre side
opfylder samme rekursionsformel
som funktionen pé venstre side
(nemlig f(n,k) = f(n-Lk) +
f(n—=1,k—1)); desuden stemmer
de overens nar k = n og k = 0; altsa
stemmer de overens for alle k < n.
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Y; og Y, uatheengige. Forudsatningen i saetning 1.12 er altsa opfyldt for disse Y;
og Y, 0g da Y; + Y; er en sum af n; + n, uathaengige identisk fordelte Ol-variable
med parameter p, er Y1 + Y, binomialfordelt med parametre n; + 1, og p. Hermed
er seetningen vist!

Eller er den? Leeseren vil maske synes at beviset er lidt underligt, for ikke
at sige forkert. Er det der sker, ikke bare at der bliver tilvejebragt en situation
med nogle helt specielle Y;-er der er konstrueret sidan at konklusionen neermest
automatisk er sand? Skulle man ikke i stedet have begyndt med »vilkérlige« Y7 og
Y, med de neevnte fordelinger og s have reesonneret ud fra dem?

Nej, det er ikke nedvendigt. Pointen er at saetningen ikke handler om stoka-
stiske variable qua reelle funktioner pa et sandsynlighedsrum, men om hvad der
sker nar man transformerer bestemte sandsynlighedsfordelinger med afbildnin-
gen (y1, ¥2) = ¥1 + 2. Hvordan man tilvejebringer disse fordelinger, er i den
forbindelse uden betydning, og de stokastiske variables rolle er alene at vaere
symboler der gor at man kan skrive tingene op pa en gennemskuelig made. (Se
evt. ogsa side 19.) m|

Binomialfordelingen kan bruges til at modellere antal gunstige udfald i n uatheen-
gige gentagelser af et forseg der kan give enten gunstigt eller ikke-gunstigt udfald.
Hvis gentagelserne straekker sig over to dage, f.eks. tirsdag og onsdag, kan man
enten modellere totalantallet af gunstige udfald, eller man kan modellere antal
gunstige om tirsdagen og antal gunstige om onsdagen og sa legge de to sammen;
seetning 1.12 forteeller at det giver samme resultat. - Man kunne derefter overveje
et problem af typen: Hvis man har foretaget n; gentagelser om tirsdagen og n,
om onsdagen, og det samlede antal gunstige udfald er s, hvad kan man sa sige
om antal gunstige udfald om tirsdagen? Det handler den nzeste seetning om.

SATNING 1.13

Hvis Y1 og Y, er uafheengige binomialfordelte stokastiske variable med antalspara-
metre ny og n, og samme sandsynlighedsparameter p, sd har den betingede fordeling
af Y1 givet at Y1 + Y, = s, sandsynlighedsfunktionen

()
G

som er forskellig fra 0 ndr max{s — n,,0} < y < min{ny,s}.

P(Y1=y|Y1+Y2=s)= (1.7)

Bemeerk at den betingede fordeling ikke afheenger af p. — Vedr. bevis for seetnin-
gen: se opgave 1.17.

Sandsynlighedsfordelingen med sandsynlighedsfunktion (1.7) er en hypergeo-
metrisk fordeling. Vi har medt den allerede i eksempel 1.5 pa side 13 i forbindelse
med sikaldt stikpreveudtagning uden tilbageleegning. I forbindelse med stikpre-
veudtagning med tilbageleegning bliver der derimod tale om binomialfordelingen,
saledes som det fremgér af indeveerende afsnit.
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Nu kan man jo sige at hvis man tager en lille stikprove fra en meget stor population,
sd ma det veere stort set lige meget om det sker med eller uden tilbagelaegning.
Dette udsagn preciseres i seetning 1.14; for at forsta begrundelsen for seetning 1.14
kan man tenke pa folgende situation (jf. eksempel 1.5): Man har en kasse med N
kugler, hvoraf s er sorte og resten hvide. Herfra udtages (uden tilbageleegning) en
stikprgve pd n; man ser pa sandsynligheden for at denne stikpreve indeholder
netop y sorte kugler, og interesserer sig for hvordan denne sandsynlighed opforer
sig hvis N og s er meget store.

SAETNING 1.14

Ved graenseovergangen hvor N — oo 0g s — oo sddan at % - pe]0;1[, vil
()G
yn-y
(3)
n

for ethvert y € {0,1,2,...,n}.

—()pucer

BEevis
Ved almindelige omskrivninger fas

(+)

_ (n) (N -n)! sT(N -s)!
y) (s=y)(N-n-(s-y))! N

st (N -s)!
(s=y)! (N-s—(n-y))!

) (z) N!

(N -n)!

y faktorer

n—y faktorer

_ (TZ) s(s=1)(s=2)...(s—y+1) * (N=5)(N—-s—1)(N—-s-2)...(N-s—(n-y)+1)
y N(N-1)(N-2)...(N=n+1) '

n faktorer

Dader er n faktorer i bade teeller og nsevner, kan vi parre hver faktor i teelleren med
en i neevneren og derved skrive den lange brek som et produkt af n korte broker.
Under greenseovergangen vil hver af disse korte breker have en graenseveerdi:
Hver af de y broker af formen % vil konvergere mod p, og hver af de
n — y broker af formen Nzs=etellerandet i1 1o hyergere mod 1 - p. Altsa vil det
samlede udtryk have den pastiede greenseveerdi. o

N-etellerandet

1.4 Middelveerdi

Middelverdien af en reel funktion - for eksempel en stokastisk variabel - er det
veegtede gennemsnit af de mulige funktionsverdier.

01 2 3 45 6 7
Sandsynlighedsfunktionen for
den hypergeometriske fordeling
med N =8,s=50gn="7

01 2 3 45 6 7
Sandsynlighedsfunktionen for
den hypergeometriske fordeling
medN =13,s =8ogn=7

| | 1
1 1 1
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Sandsynlighedsfunktionen for
den hypergeometriske fordeling
medN =21,s=130gn="7
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DEFINITION 1.11: MIDDELVARDI
Lad X veere en reel stokastisk variabel pd det endelige sandsynlighedsrum (Q, %, P).

Middelveerdien af X er tallet E(X) = Y X(w) P({w}).
we)

Undertiden skriver man E X i stedet for E(X).
Huvis t er en funktion defineret pa X’s veerdimeengde, sa er #(X) igen en
stokastisk variabel, og dens middelveerdi er ifolge definition 1.11

E(t(X)) = > t(X(w)) P({w}). (1.8)

we)

SATNING 1.15
Middelveerdien af t(X) kan ogsd udregnes som

E(t(X)) =Y t(x) P(X =x) = > t(x)f(x),

hvor der summeres over alle x i veerdimaengden X(Q) for X, og hvor f er sandsyn-
lighedsfunktionen for X.

Huvis specielt ¢ er den identiske afbildning, far vi falgende alternative formel for
middelveerdien af X:

E(X) =) xP(X=x).

Bevis
Der geelder folgende omskrivninger der uddybes nedenfor:

S t(x) P(X =x) = Y #(x) P({w: X(w) = x})
IXux) Y P({e})

we{X=x}

Y Y tx) P({e})

X we{X=x}

Y HX(w)) P({w)})

X we{X=x}

> tX(w)) P({w})

we U{X=x}

> HX(w)) P({w})

LZE(1(X)).

Ilwn

o

Uddybning:

Lighedstegn 1: en preecisering af hvad P(X = x) betyder.
Lighedstegn 2: folger af seetning 1.2 (side 13).
Lighedstegn 3: man ganger ¢(x) ind i den inderste sum.
Lighedstegn 4: nér w € {X = x}, er t(X(w)) = t(x).



1.4 Middelverdi 31

Lighedstegn 5: meengderne {X = x}, w € Q, er disjunkte.
Lighedstegn 6: U{X = x} er lig Q.

Lighedstegn 7: formel (1.8). |
Bemeerkninger:

1. Seetning 1.15 er interessant og vigtig fordi den forteeller at middelverdien
af Y = t(X) kan udregnes pa tre mader:

E(t(X)) = %t(X(w)) P({w}), (1.9)

E(t(X)) = > t(x) P(X = x), (1.10)

B(1(X) = Xy P(Y = »). (1)
y

Pointen er at udregningen efter behag kan foregd pa Q) og med brug af P,
formel (1.9), eller pa (den udgave af de reelle tal som indeholder) veerdi-
mengden for X og med brug af X’s fordeling, formel (1.10), eller pa (den
udgave af de reelle tal som indeholder) veerdimengden for Y = t(X) og
med brug af Y’s fordeling, formel (1.11).

2. I formuleringen af og beviset for seetningen var det underforstéet at sym-
bolet X stod for en almindelig endimensional stokastisk variabel, og at ¢
var en funktion fra R til R. Men der er intet som helst i vejen for at opfatte

X som en n-dimensional stokastisk variabel, X = (X3, X,,...,X,),0g t
som en afbildning fra R” til R. Seetningen forbliver rigtig, og beviset er
uendret.

3. Matematikere vil kalde E(X) for integralet af funktionen X med hensyn til
P og skrive E(X) = f, X(w) P(dw) eller kortere E(X) = [, XdP, og de
vil omtale seetning 1.15 som integraltransformationsscetningen.

Man kan opfatte middelveerdioperationen som en afbildning X ~ E(X) fra
meengden af stokastiske variable (defineret pa det givne endelige sandsynligheds-
rum) ind i de reelle tal. Om denne afbildning geelder

SATNING 1.16
Afbildningen X — E(X) er en linecer afbildning fra vektorrummet af stokastiske
variable pa (Q, %, P) ind i de reelle tal.

Vedr. bevis: se opgave 1.18

Der gaelder saledes generelt at middelveerdien af en sum er lig summen af mid-
delveerdierne. Derimod geelder kun i visse tilfeelde en regel om middelveerdien af
et produkt.

SETNING 1.17
Hvis X og Y er uatheengige stokastiske variable pa rummet (Q, ., P), si geelder
at E(XY) = E(X) E(Y).
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BEevis
Uatheengigheden giver at P(X = x,Y = y) = P(X = x) P(Y = y) for alle x og y,
og vi kan sa foretage disse omskrivninger:

E(XY) =) xyP(X=x,Y =y)
X,y

=Y xyP(X=x)P(Y = y)
Xy

= L X xyP(X =x)P(Y = )
x

= LaP(X=x) Y yP(Y = 3) = E(X)E(Y).
x y

]
SATNING 1.18
Hvis X(w) = a for alle w, sé er E(X) = a, kort E(a) = a. Specielt er E(1) =1.
BEvis
Indszet i definitionen for middelveerdi og regn ud. O
SATNING 1.19
Huvis A er en haendelse 0g 1, dens indikatorfunktion, s geelder at E(14) = P(A).
Bevis
Indseet i definitionen for middelveerdi og regn ud. (Indikatorfunktioner blev
preesenteret i eksempel 1.16 pa side 22.) O

Vi skal nu udlede forskellige egenskaber ved middelvaerdiafbildningen. Der er tale
om egenskaber af formen: hvis der gelder ditten om X, sa gelder der datten om
E(X).Det der gaelder om X, er typisk af formen »u( X) med sandsynlighed 1«, dvs.
det kreeves ikke at u(X(w)) skal veere opfyldt for alle w, men kun at heendelsen
{w:u(X(w))} har sandsynlighed 1.

LEMMA 1.20
Hvis A er en heendelse med P(A) = 0, og X er en stokastisk variabel, si geelder at
E(X14) = 0.

BEevis

Lad w € A. S er {w} € A og dermed P({w}) < P(A) = 0 da P er voksende
(lemma 1.1). Da ogsd P({w}) > 0, kan vi slutte at P({w}) = 0. Derfor bliver den
forste af nedenstdende to summer 0:

E(X14) = 3 X(0)1a(w) P{w}) + Y, X(w)li(w) P({w}).

weA weQNA

Den anden sum er 0 fordi ndr w € Q \ A, er 14(w) = 0. o
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SATNING 1.21
Middelveerdiafbildningen er positiv, dvs. hvis X > 0 med sandsynlighed 1, si er
E(X) > 0.

Bevis

SetB={w: X(w) 20} 0ogA={w:X(w) <0}.Sderl =1g(w) + 14(w)
for alle w, og derfor er X = X1p + X1, og dermed E(X) = E(X1p) + E(X1,).
Middelveerdien E(X1g) er ikke-negativ da den er en sum af ikke-negative led, og
E(X1,4) er 0 ifolge lemma 1.20 ]

KOROLLAR 1.22
Middelveerdiafbildningen er voksende i den forstand at hvis X <Y med sandsynlig-
hed 1, sd er E(X) < E(Y). Specielt geelder at |E(X)| < E(|X]).

Bevis
Hvis X < Y med sandsynlighed 1, er E(Y) - E(X) = E(Y - X) > 0 ifolge
setning 1.21.

Ved som Y at veelge | X| far vi dernaest at E(X) < E(]X]) og —E(X) < E(|X]),
dvs. [E(X)| < E(|X]). m

KOROLLAR 1.23
Hvis X = a med sandsynlighed 1, sd er E(X) = a.

Bevis
Med sandsynlighed 1 er a < X < g, sa ifelge korollar 1.22 og setning 1.18 er
a<E(X)<a,dvs. E(X) =a. mi

LEMMA 1.24: MARKOVS ULIGHED
Hvis X er en ikke-negativ stokastisk variabel og c et positivt tal, sd geelder at

P(X>c) < %E(X).

Bevis

Da clixs(w) < X(w) for alle w, er ¢ E(1xscy) < E(X), dvs. E(1gxscy) <
LE(X). Ifelge saetning 1.19 er E(1{x»c}) = P(X > ¢), s& hermed er det onskede
vist. ad

KOROLLAR 1.25: TJEBYSJOVS ULIGHED
Hvis a er et positivt tal og X en stokastisk variabel, si geelder at

P(|X|>a) < % E(X?).

Bevis
P(|X|> a) = P(X* > a*) < -5 E(X?) ifolge Markovs ulighed. m

KOROLLAR 1.26
Hvis E|X| = 0, sd er X = 0 med sandsynlighed 1.

ANDRE] MARKOV
russisk matematiker (1856-1922).

PANUFTI) TJEBYSJOV
russisk matematiker (1821-94).



AuGUsTIN Louts CAUCHY
fransk matematiker (1789-1857).

HERMANN AMANDUS SCHWARZ
tysk matematiker (1843-1921).
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BEevis

Lad os vise at P(|X| > 0) = 0. Ifelge Markovs ulighed geelder P(|X| > ¢) <
L E(]X[) = 0 for ethvert & > 0. Hvis vi vaelger ¢ mindre end det mindste positive
tal i veerdimeengden for |X| (et sddant findes da meengden er endelig), er heendel-
sen {|X| > ¢} den samme som heendelsen {|X| > 0}. Altsd er P(|X| >0) =0. O

SATNING 1.27: CAUCHY-SCHWARZ ULIGHED
Hvis X 0g Y er stokastiske variable pd et sandsynlighedsrum over en endelig maengde,
sder
2 2 2
(E(XY))" <E(X?) E(Y?) (112)

Lighedstegnet geelder hvis og kun hvis der findes et talpar (a, b) # (0, 0) sdledes at
aX + bY = 0 med sandsynlighed 1.

Bevis
Hvis X og Y begge to er lig 0 med sandsynlighed 1, s& er uligheden opfyldt (med
lighed).

Antag at Y # 0 med positiv sandsynlighed. For alle € R er

0 <E((X+1tY)?) = E(X?) + 2t E(XY) + £ E(Y?). (1.13)

Hgjresiden er et andengradspolynomium i ¢ (da Y ikke er konstant lig 0, er
E(Y?) > 0). Da det altid er ikke-negativt, har det ikke to forskellige reelle rod-
der, og dets diskriminant er ikke-positiv, dvs. (2E(XY))? - 4E(X?)E(Y?) <0,
hvilket er ensbetydende med (1.12). Endvidere geelder der lighedstegn hvis og
kun hvis andengradspolynomiet har praecis én reel rod, dvs. hvis og kun hvis der
findes et t s E(X + tY)? = 0, og det er ifolge korollar 1.26 ensbetydende med at
X +tY er 0 med sandsynlighed 1.

Tilfeldet X # 0 med positiv sandsynlighed behandles p4 samme made. O

Varians og kovarians

Hvis man skal beskrive fordelingen af X med ét tal, kan man bruge E(X). Hvis
man far lov til at bruge to tal, vil det veere oplagt at lade det andet tal veere et der
fortzeller noget om hvor store de tilfeeldige variationer omkring middelvaerdien
er. Til det brug kan man bruge den sakaldte varians.

DEFINITION 1.12:  VARIANS OG STANDARDAFVIGELSE
Variansen af den stokastiske variabel X er tallet

Var(X) = E((X -EX)?) = E(X*) - (EX)".
Standardafvigelsen pd X er tallet \/ Var(X).

Det folger umiddelbart af det forste udtryk at Var(X) altid er et ikke-negativt tal.
(Opgave 1.20 handler om at vise at de to udtryk for Var(X) er ens.)
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SATNING 1.28
Der geelder at Var(X) = 0 hvis og kun hvis X er konstant med sandsynlighed 1.
I givet fald er konstanten lig E X.

Bevis
Hvis X = ¢ med sandsynlighed 1, er EX = ¢; sd er (X — EX)? = 0 med sandsyn-
lighed 1, og dermed altsa Var(X) = E((X —-EX)?) = 0.

Hvis omvendt Var(X) = 0, s forteller korollar 1.26 at (X — E X)? = 0 med
sandsynlighed 1, dvs. X er med sandsynlighed 1lig med E X. o

Middelveerdioperatoren er en lineeer operator, dvs. der geelder altid E(aX) =
aEX ogE(X+Y)=EX+EY. Noget tilsvarende er ikke tilfeeldet for varians-
operatoren.

SATNING 1.29
Hvis X er en stokastisk variabel og a et reelt tal, sd er Var(aX) = a* Var(X).

Bevis
Indsaet i definitionen og benyt regnereglerne for middelvaerdi. O

DEFINITION 1.13: KOVARIANS
Kovariansen mellem to stokastiske variable X og Y pa samme sandsynlighedsrum
er tallet Cov(X,Y) =E((X-EX)(Y-EY)).

Man efterviser let folgende regneregler for kovarianser:

SZATNING 1.30
For vilkdrlige stokastiske variable X, Y, U, V og reelle konstanter a, b, c, d geelder

Cov(X, X) = Var(X),
Cov(X,Y) = Cov(Y, X),
Cov(X,a) =0,
Cov(aX +bY,cU+dV) =acCov(X,U) +adCov(X, V)
+bcCov(Y,U) +bdCov(Y, V).

Endvidere geelder

SAETNING 1.31
Hvis to stokastiske variable er uafhcengige, si er deres kovarians 0

Bevis

Hvis X og Y er uatheengige, er ogsa X — E X og Y — E Y uafheengige (seetning 1.10
side 25), og ifelge satning 1.17 side 31 er dermed E((X - EX)(Y - EY)) =
E(X-EX)E(Y-EY)=0-0=0. 0
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SATNING 1.32

For vilkdrlige stokastiske variable X og Y er |Cov(X,Y)| < vV Var(X) v Var(Y),
og lighedstegnet geelder hvis og kun hvis der findes et talpar (a, b) # (0, 0) sdledes
at aX + bY er konstant med sandsynlighed 1.

Bevis
Anvend setning 1.27 pé de to stokastiske variable X —EX og Y —EY. O

DEFINITION 1.14: KORRELATION
Korrelationen mellem to ikke-konstante stokastiske variable X og Y er tallet

Cov(X,Y)
VVar(X) VVar(Y)

corr(X,Y) =

KOROLLAR 1.33
Hvis X 0g Y er ikke-konstante stokastiske variable, sd geelder
1. -1<corr(X,Y) <+,
2. corr(X,Y) = +1 hvis og kun hvis der findes et talpar (a,b) med ab < 0
sdledes at aX + bY er konstant med sandsynlighed 1,
3. corr(X,Y) = -1 hvis og kun hvis der findes et talpar (a,b) med ab > 0
sdledes at aX + bY er konstant med sandsynlighed 1.

Bevis

Seetning 1.32 giver alle resultaterne pa neer sammenheangen mellem korrelationens
fortegn og ab’s fortegn, men den folger af at Var(aX + bY) = a*Var(X) +
b? Var(Y) + 2ab Cov(X, Y) kun kan blive 0 hvis sidste led er negativt. ]

SETNING 1.34
Hvis X 0og Y er stokastiske variable pa samme sandsynlighedsrum, sd er

Var(X +Y) = Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y).
Hvis X 0g Y er uathengige, sd er Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

Bevis
Den generelle formel vises ved almindelig udregning: Vi har

(X+Y—E(X+Y))2 =(X-EX)*+(Y-EY)*+2(X-EX)(Y-EY).
Vi tager middelveerdi pa begge sider og far
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2E((X -EX)(Y -EY))
=Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X, Y).

Ifolge seetning 1.31 er Cov(X, Y) = 0 hvis X og Y er uathengige, og vi har hermed
vist det gnskede. o
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KOROLLAR 1.35

Lad Xy, X5, . .., X, veere indbyrdes uafhaengige identisk fordelte stokastiske variable
med middelveerdi y og varians 0%, og lad X, = L(Xy + Xy + ... + X,,) betegne
deres gennemsnit. Der geelder at EX,, = y og Var X, = */n.

Korollaret fortaeller hvordan den tilfeeldige variation af et gennemsnit af n obser-
vationer aftager med » - hvis man altsa bruger variansen som et mal for tilfeeldig
variation.

Eksempler

Eksempel 1.19:  01-variable

Lad X veere en 0l-variabel med P(X =1) = p og P(X = 0) =1 - p. Sd har X middelverdi
EX =0-P(X =0)+1-P(X =1) = p. Variansen af X er i henhold til definition 1.12
Var(X) =E(X*) - p* =0*-P(X=0)+1*-P(X =1) - p* = p(1- p).

Eksempel 1.20:  Binomialfordelingen

Binomialfordelingen med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p er fordelingen
af en sum af n uathaengige 01-variable med parameter p (definition 1.10 side 27). Ifolge
eksempel 1.19 og regnereglerne for middelveerdi og varians er middelveerdien i denne
binomialfordeling derfor lig np og variansen er lig np(1 - p).

Man kan naturligvis ogsa finde den sggte middelveerdi som Y, x f(x) hvor f er sand-
synlighedsfunktionen for binomialfordelingen (formel (1.6) side 27), og tilsvarende kan
man finde variansen som ¥ x* f(x) - (% xf(x))z.

I eksempel 4.3 pé side 72 bestemmes binomialfordelingens middelverdi og varians pa
en helt anden made.

Store Tals Lov

Et af hovedomraderne inden for sandsynlighedsregningen er at udlede resultater
om den asymptotiske opforsel af folger af stokastiske variable. Her er et enkelt -
det enkleste — eksempel.

SETNING 1.36: STORE TALS SVAGE Lov
Lad X1, X,,..., Xy, ... vere en folge af indbyrdes uafheengige identisk fordelte
stokastiske variable med middelveerdi y og varians o*. Da geelder at gennemsnittet
X, = (X1 + Xy +...+ X,)/n konvergerer mod y i den forstand at

lim P(|Xn - y’ < s) =1

n—oo
for ethvert € > 0.

Bevis
Beviset er enkelt, takket vaere de mange forberedende ovelser: Ifelge korollar 1.35
er Var(X, — u) = o*/n. Ifelge Tjebysjovs ulighed (korollar 1.25 side 33) er da
_ — 10°
P(|Xu -y <€) =1-P(|X, - p| > &) 21- 5,

hvilket gér mod 1 for n gdende mod oo. m]

STORE TALS STZRKE Lov

Der findes ogsé en s@tning der
hedder Store Tals Staerke Lov. Den
siger at under samme betingelser
som i Store Tals Svage Lov gelder

P( fim, X =p) =1,

dvs. X, konvergerer mod 4 med
sandsynlighed 1.
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Kommentar til beviset: Der er méaske dem der synes at beviset (og seetningen)
opererer med uendelig mange uatheengige identisk fordelte stokastiske variable,
og kan man det (pa dette sted i fremstillingen), og eksisterer der i det hele taget
uendelige folger af stokastiske variable? Men der er ingen problemer. De eneste
graeenseovergange der sker, forgar i de reelle tal; vi opererer kun med » stokastiske
variable ad gangen, og det er ganske uproblematisk — man kan f.eks. benytte et
udfaldsrum som er et produktrum, jf. side 16f.

Store Tals Lov forteller at gennemsnittet af et stort antal uathengige identisk for-
delte variable med stor sandsynlighed ligger teet pd middelveerdien i fordelingen.

Lad os preve at anvende Store Tals Lov pa en folge af uafheengige identisk
fordelte 0l-variable X;, X5, ... der er 1 med sandsynlighed p; middelverdien
i deres fordeling er p (jf. eksempel 1.19). Gennemsnittet X, bliver den relative
hyppighed af1-er blandt X, X5, . .., X,,. Store Tals Lov fortzeller da at den relative
hyppighed af 1-er med stor sandsynlighed er tet pa p, altsd at den relative hyppig-
hed af 1-er er teet pa sandsynligheden for at fa et 1. Det vil sige at vi nu inden for
det matematiske univers har deduceret os frem til en overensstemmelse mellem
sandsynlighed (i matematisk forstand) og relativ hyppighed. Dette mé betragtes
som et godt tegn pa den matematiske sandsynlighedsregnings velegnethed.

Store Tals Lov abner som vi har set, mulighed for at fortolke sandsynlighed
som relativ hyppighed i det lange lob, og tilsvarende &bner den mulighed for at
fortolke middelveerdi som gennemsnit af et stort antal observationer.

1.5 Opgaver

Opgave 1.1

Angiv et sandsynlighedsrum der kan bruges som model for eksperimentet »man slar Plat
eller Krone tre gange med en ment«. Pracisér haendelserne »mindst en Krone«, »hgjst
en Krone« og »ikke det samme resultat i to pa hinanden folgende kast«. Hvor store er
sandsynlighederne for disse haendelser?

Opgave 1.2
Giv et eksempel (et matematikeksempel, ikke (nedvendigvis) et »virkeligt« eksempel) pa
et sandsynlighedsrum hvor udfaldsrummet har tre elementer.

Opgave 1.3
Ilemma 1.1 side 12 er en formel for sandsynligheden for at mindst en af to heendelser A
og B indtreffer. Udled en formel for sandsynligheden for at netop en af de to heendelser
indtraeffer.

Opgave 1.4

Lad os sige at sandsynlighed kan fortolkes som relativ hyppighed i det lange lob. Argu-
mentér for at definition 1.3 side 14 er en fornuftig made at definere betinget sandsynlighed
pa.

Opgave 1.5

Vis at funktionen P( | B) i definition 1.4 side 15 opfylder betingelserne for at vaere et
sandsynlighedsmal i henhold til definition 1.1 side 11. Hvordan finder man punktsandsyn-
lighederne for P( | B) ndr man kender dem for P?
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Opgave 1.6

Man kaster to almindelige terninger og ser hvor mange gjne de viser. Hvad er sandsynlig-
heden for at antal gjne som terning nr. 1 viser, er et primtal, givet at summen af gjnene
som de to terninger viser, er 82

Opgave 1.7

En kasse indeholder fem rede og tre bla kugler. Hen under aften hvor det er halvmerkt
og man ikke kan se forskel pa red og bla, tager Pedro fire tilfeldige kugler op af kassen.
Derefter tager Antonia én tilfeeldigt valgt kugle op.

1. Hvad er sandsynligheden for at Antonia tager en bla kugle?

2. Givet at Antonia tager en bld kugle, hvad er sa sandsynligheden for at Pedro har
taget fire rode?

Opgave 1.8
Lad os sige at i en bestemt familie er der sandsynligheden Y% for at bernene far bla gjne, og
at de forskellige bern far bla gjne eller ej uafheengigt af hinanden. Familien far fem bern.

1. Hvis det vides at det yngste barn har bla gjne, hvad er da sandsynligheden for at
mindst tre af bernene har bl ojne?

2. Huvis det vides at mindst et af de fem bern har bla gjne, hvad er da sandsynligheden
for at mindst tre af bernene har bla gjne?

Opgave 1.9

Man bliver ofte praesenteret for spergsmal af formen: »I en klinisk undersogelse fandt
man at ud af en stor gruppe lungekreaftpatienter var 80% rygere, og ud af en tilsvarende
kontrolgruppe var 40% rygere. Hvad kan man pa den baggrund sige om rygnings betydning
for lungekreeft?«

[En kontrolgruppe er (i dette tilfeelde) en gruppe personer der er spgt udvalgt sidan at
den ligner patientgruppen pa »alle« punkter, bortset fra at kontrolgruppens personer ikke
har faet diagnosticeret lungekreeft. Man vil formodentlig tilstraebe at patientgruppe og
kontrolgruppe blandt andet har nogenlunde samme aldersfordeling, samme kensfordeling,
samme socialgruppefordeling, osv.]

Idet vi helt ser bort fra de spergsmal der kan stilles til hvad det vil sige at kontrol-
gruppen er »tilsvarendec, og fra de problemer der haenger sammen med den statistiske
usikkerhed og biologiske variation, hvad kan man sa fremszette af interessante kvantitative
udsagn der belyser rygnings betydning for lungekraeft?

Vink: Ved odds for heendelsen A forstas tallet P(A)/P(A®). Udregn/opstil et udtryk
for odds for lungekraeft givet man er ryger, og det samme givet man er ikke-ryger.

Opgave 1.10
Undertiden taler man (sundhedsmyndigheder og politikere) om at der skal foretages
screeninger af befolkningen for at opdage bestemte sygdomme meget tidligt i forlgbet.
Antag at man vil teste hver enkelt person i en given befolkningsgruppe for en bestemt,
temmelig sjeelden sygdom. Testmetoden er ikke 100% palidelig (det er testmetoder sjzel-
dent), s der er en vis lille sandsynlighed for en »falsk positiv«, o: for at testen fejlagtigt
siger at personen har sygdommen, og der er ligeledes en vis lille sandsynlighed for en
»falsk negativ, o: for at testen fejlagtigt siger at personen ikke har sygdommen.
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Opstil en egentlig matematisk model for det ovenfor skitserede. Hvilke parametre er
det fornuftigt at lade indga i modellen?

For den enkelte person er der to spergsmal af umadelig interesse, nemlig: hvis testen
er positiv, hvad er sa sandsynligheden for at have sygdommen, og: hvis testen er negativ,
hvad er s& sandsynligheden for at have sygdommen?

Benyt den opstillede model til at besvare disse sporgsmaél. Prov ogsa at indsaette
talveerdier.

Opgave 1.11
Vis at hvis hendelserne A og B er uathangige, sd er A og B® ogsa uafheengige.

Opgave 1.12
Giv et st ngdvendige og tilstreekkelige betingelser for at en funktion f er en sandsynlig-
hedsfunktion.

Opgave 1.13
Skitsér binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion for forskellige veerdier af n og p.
Hvad sker der nér p — 0 eller p — 1? Hvad sker der nar man erstatter p med 1 - p?

Opgave 1.14
Antag at X er ligefordelt pa {1,2,3,...,10} (jf. definition 1.17 side 22). Opskriv og skitsér
sandsynlighedsfunktionen og fordelingsfunktionen for X. Find E X og Var X.

Opgave 1.15

Lad X og Y veere stokastiske variable pd samme sandsynlighedsrum (Q, .%#, P). Hvilken
sammenheeng er der mellem udsagnene »X = Y med sandsynlighed 1« og »X og Y har
samme fordeling«? — Vink: benyt evt. eksempel 1.13 til inspiration.

Opgave 1.16
Lad X og Y veere stokastiske variable pd samme sandsynlighedsrum (Q,.%,P). Vis at
hvis X er konstant (5: der findes et tal ¢ siledes at X(w) = cforallew € Q),séer X og Y
uafheengige.

Vis ogsa at hvis X er konstant med sandsynlighed 1 (o: der findes et tal ¢ séledes at
P(X =c) =1),sder X og Y uafhengige.

Opgave 1.17
Bevis saetning 1.13 side 28.

Benyt forst definitionen pé betinget sandsynlighed og udnytat ¥, = yog Y1+ Y, = s
er ensbetydende med Y; = y og Y2 = s — y; benyt derefter uatheengigheden af Y; og Y3,
og benyt endelig at vi kender sandsynlighedsfunktionen for hver af de variable Y, Y> og
Yl + Yz.

Opgave 1.18
Vis at maengden af stokastiske variable defineret pa et givet endeligt sandsynlighedsrum
er et vektorrum over de reelle tal.

Vis at afbildningen X — E(X) er en lineer afbildning fra dette vektorrum ind i
vektorrummet R.

Opgave 1.19
Lad X vere en stokastisk variabel hvis fordeling er givet ved P(X =1) = P(X = -1) = %.
Find E X og Var X.

Lad desuden Y vere en stokastisk variabel hvis fordeling er givet ved P(Y =100) =
P(Y =-100) = %,0gfind EY og Var Y.
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Opgave 1.20

I definitionen af varians (definition 1.12 side 34) optreeder helt ukommenteret to forskellige
udtryk for variansen pa en stokastisk variabel. — Vis at det faktisk er rigtigt at
E((X-EX)*) =E(X*) - (EX)™

Opgave 1.21

Lad X vere en stokastisk variabel séledes at
P(X = 2) =0.1 P(X = 72) =0.1
P(X=1)=04 P(X=-1)=0.4,

og st Y = £(X) hvor funktionen ¢ (fra R til R) er givet ved

(x) = —x hvis|x| <1
- x ellers.

Vis at X og Y har samme fordeling. Find middelverdien af X og middelverdien af Y.
Find variansen af X og variansen af Y. Find kovariansen mellem X og Y. Er X og Y
uafheengige?

Opgave 1.22
Lav et bevis for seetning 1.10 (side 25): Med notationen fra setningen skal det vises at

P(Yi=yogYs=y:)=P(Y1=y) P(Y2=y2)

for alle y1 og y,. Skriv den forste sandsynlighed op som en sum hvor der summeres over
(Xl, X2, ..
meengde af (x1, x2, ...

.» Xm+n ) tilhorende en vis mengde; denne meengde er en produktmeengde af en
, Xm )-er og en meengde af (X1, Xm+2, « « - > X4 ) -€L.

Opgave 1.23:  Jensens ulighed
Lad X vere en stokastisk variabel og ¢ en konveks funktion. Vis Jensens ulighed

Ey(X) > y(EX).

Opgave 1.24
Lad x1, x2, ..., x, veere n positive tal. Tallet G = (x1 x5 ... xn)l/ " kaldes det geometriske
gennemsnit af x-erne, og A = (x1 + X2 + -+ + x,, ) /n er det aritmetiske gennemsnit af
x-erne. Visat G < A.

Vink: Lad X vere en stokastisk variabel med P(X = x;) =

anvend Jensens ulighed pa X og den konvekse funktion y = —In.

,i=12,...,n, 08

1
n

JoHAN LuDWIG WILLIAM
VALDEMAR JENSEN (1859-1925),
dansk matematiker og ingenior ved
Kjebenhavns Telefon Aktieselskab.
Blandt andet kendt for Jensens
ulighed (se opgave 1.23).

KONVEKSE FUNKTIONER

En reel funktion y pé et interval
I ¢ R er konveks hvis der for
vilkdrlige to punkter (x1, y(x1))
og (x2,¥(x2)) pa grafen for v
gaelder at hele det linjestykke der
forbinder punkterne, ligger over
eller pa grafen, altsd hvis der for
vilkarlige xi, x, € I geelder at

Ay(xa) + (1= Dy (x) 2
y(dx + (1-A)x2)
foralle A € [0;1].

‘ X1 X2

Hvis y er to gange kontinuert
differentiabel, sa gaelder at y er
konveks hvis og kun hvis y" > 0.
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2 Tellelige udfaldsrum

DETTE KAPITEL PRESENTERER dele af teorien for sandsynligheder pa teellelige
udfaldsrum; pa en raekke punkter er der tale om en uproblematisk generalise-
ring af teorien for det endelige tilfeelde, men der kommer ogsé enkelte storre
modifikationer.

Som man vil erindre, opererer vi i det endelige tilfeelde med maengden .#
af alle delmaengder af det endelige udfaldsrum Q, og ethvert element i .%, alt-
sa enhver delmengde af O (enhver heendelse), tilleegges en sandsynlighed. Pa
tilsvarende méde vil vi i det teellelige tilfeelde tilleegge enhver delmeengde af ud-
faldsrummet en sandsynlighed. Dette er i fuld overensstemmelse med hvad man
har brug for i konkrete modelbygningssituationer, men set fra det strengt formelle
synspunkt er det lidt en forsimpling. — Den interesserede leeser kan konsultere
definition 5.2 side 81 for at se den generelle definition af sandsynlighedsrum.

2.1 Grundleggende definitioner

DEFINITION 2.1: SANDSYNLIGHEDSRUM OVER TZALLELIG MZENGDE
Et sandsynlighedsrum over en teellelig maengde er et tripel (Q, %, P) bestdende af
1. et udfaldsrum Q som er en ikke-tom, teellelig meengde,
2. meengden 7 af alle delmeaengder af Q,
3. et sandsynlighedsmdl pd (Q, F ), dvs. en afbildning P : F — R som er
o positiv: P(A) > 0 for alle A € Z,
o normeret: P(Q) =1, og
o o-additiv: hvis Ay, A,, . .. er en folge i F af parvis disjunkte heendelser,
sder

P(GAi) = :P(Ai). (2.1)

En teelleligt uendelig meengde har overtelleligt mange delmaengder, men som
man ser, involverer betingelsen for at veere et sandsynlighedsmél kun teelleligt
mange handelser ad gangen.

LEMMA 2.1
Lad (Q, %, P) veere et sandsynlighedsrum over det teellelige udfaldsrum Q. Der
geelder

i. P(@)=0.

43
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~.

i. Hvis Ay, Ay, ..., A, er parvis disjunkte heendelser fra .7, si er

P(U4i) = X P4,
dvs. P er ogsa endeligt additiv.
iii. P(A) + P(A®) =1 for enhver heendelse A.
iv. Hvis A € B, sd er P(B ~ A) = P(B) — P(A), og P(A) < P(B), dvs. P er
voksende.
v. P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B).

ped
-

Bevis
Hvis vii(2.1) saetter A; = Q og alle ovrige A-er til @, far man at P(@) ma veere
lig 0. Derefter er det klart at o-additivitet medferer endelig additivitet.

Den gvrige del af lemmaet vises pa samme made som i det endelige tilfelde
(jt. beviset for lemma 1.1 side 12). O

Det naeste lemma forteeller at selv om vi har at gere med et teelleligt uendeligt
udfaldsrum, sa kan stort set al sandsynlighedsmassen lokaliseres til en endelig
mengde.

LEMMA 2.2

Lad (Q, F,P) veere et sandsynlighedsrum over det tellelige udfaldsrum Q. Da
geelder at til ethvert € > 0 findes en endelig delmeaengde Q. af Q) sdledes at P(Qg) >
1-e

BEvis

Skriv elementerne i Q) op i reekkefolge: wy, w3, w3, ... Sder | J{w;} = Q,0ogdaPer
i=1

o-additiv, er > P({w; }) = P(Q) = 1. Da raekkens sum er 1, bliver afsnitssummen

i=1
n

for eller senere storre end 1 - ¢, dvs. der findes et  siledesat ) P({w;}) >1-e.
i=1

Mengden Qg = {w;, w,, ..., w,} har da den onskede egenskab. |

Punktsandsynligheder
Punktsandsynligheder defineres pa ganske tilsvarende made som i det endelige
tilfeelde, jf. definition 1.2 side 13:

DEFINITION 2.2: PUNKTSANDSYNLIGHEDER
Lad (Q, .7, P) veere et sandsynlighedsrum over det teellelige udfaldsrum Q. Funk-
tionen

p:Q—[0;1]
w— P({w})

kaldes punktsandsynlighederne for P.
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Nedenstaende setning kan vises pd ganske samme made som i det endelig tilfeelde
(side 13), dog kan summen nu have uendeligt mange led.

SATNING 2.3
Hvis p er punktsandsynlighederne for sandsynlighedsmadlet P, sd gelder for en
vilkdrlig heendelse A € F at P(A) = Y p(w).

weA

Bemerkninger: En konsekvens af saetningen er at to forskellige sandsynligheds-
mal ikke kan have samme punktsandsynlighedsfunktion. En anden konsekvens

erat p summerer til 1, dvs. ) p(w) =1; det ser man ved at sette A = Q.
we)
Den neste setning kan vises efter ssmme opskrift som i det endelige tilfeelde

(seetning 1.3 side 13), idet man udnytter at ndr man summerer uendelige reekker
med ikke-negative led, er det tilladt at bytte vilkérligt meget om pd summations-
raekkefolgen.

SAETNING 2.4

Hyis p: Q — [0;1] summerer til 1, dvs. )" p(w) =1, sd findes preecis et sandsyn-
weQ)
lighedsmdl pd Q der har p som sine punktsandsynligheder.

Betingning, uafhangighed
Begreber som betinget sandsynlighed, betinget fordeling og uafheengighed defi-
neres fuldsteendig som i det endelige tilfeelde, se side 14 og 16.

Det skal maske specielt bemzrkes at Bayes’ formel (jf. side 15) kan generali-
seres pa fplgende made: Hvis By, B,, ... er en klassedeling af (), dvs. B-erne er

parvis disjunkte med |_J B; = Q, og hvis A er en eller anden handelse, s er
i=1

P(A|B;) P(B))

P(B;|A) =

[}

>-0(4] 5) B() |

Stokastiske variable

Stokastiske variable defineres pa samme made som i det endelige tilfeelde. Der er
dog den forskel at de nu kan antage uendeligt mange verdier.

Her er nogle eksempler pa fordelinger pé en tellelig delmeengde af de reelle
tal. Forst nogle fordelinger som anvendes i konkrete modelleringssituationer hvor
man modellerer antalsobservationer, og som vi vil se mere til i afsnit 2.3:

o Poissonfordelingen med parameter y > 0 har sandsynlighedsfunktion

X
flx) = L,exp(—y), x=0,1,2,3,...
X
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o Den geometriske fordeling med sandsynlighedsparameter p € ]0;1[ har
sandsynlighedsfunktion

f(x)=p(-p)*, x=0,1,2,3,...

o Den negative binomialfordeling med sandsynlighedsparameter p € ]0;1[
og formparameter k > 0 har sandsynlighedsfunktion

f(x) = (“f_l)p"(l—p)’“, x=0,1,2,3,...

o Den logaritmiske fordeling med parameter p € ]0; 1[ har sandsynligheds-
funktion ;
f(x) = Tilp 7(1;‘0) , x=1,23,...
Her er en anden type eksempel, der skal vise lidt om hvad den matematiske
formalisme ogsé handler om.
« En stokastisk variabels veerdier kan godt veere placeret lidt besynderligt
pé talaksen, man kan for eksempel definere X til at antage vaerdierne

+1, :I:%, :t%, ii, ...>0 med sandsynlighederne
p(X:%) = =5 n=12,3,...
P(X=0) =1,
P(x=-1)=, n=123,...

Eksemplet viser blandt andet at selv om X antager uendeligt mange verdier,
behever disse ikke ligge uendeligt langt veek.

Begreberne fordelingsfunktion og sandsynlighedsfunktion defineres pa samme
made som i det endelige tilfeelde (definition 1.7 side 20 og definition 1.8 side 23),
og lemma 1.5 og saetning 1.6 side 21 geelder uaendret; beviset for saetning 1.6
skal eendres: enten kan man udnytte at en teellelig meengde »stort set« er ende-
lig (lemma 2.2), eller ogsa skal man benytte beviset for det generelle tilfeelde
(seetning 5.3).

Kriteriet for uathaengighed af stokastiske variable (seetning 1.8/korollar 1.9
side 24) geelder uforandret. Formlen for sandsynlighedsfunktionen for en sum af
stokastiske variable (seetning 1.11 side 26) gaelder ligeledes uaendret.

2.2 Middelvaerdi

Lad (Q, .7, P) veere et sandsynlighedsrum over en tellelig maengde, og lad X
veere en reel stokastisk variabel pé dette rum. Man kunne overveje at definere
middelveerdien af X pa samme méde som i det endelige tilfeelde (side 30), dvs.
som tallet EX = ) X(w)P({w}) eller EX = > x f(x) hvor f er X’s sand-

weQ) x
synlighedsfunktion. Dette er for sa vidt ogsé en udmerket idé, bortset fra at
de indgédende summer nu er uendelige summer med hvad dertil kan here af
konvergensproblemer.
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Eksempel 2.1

Hvisa > Lerc(a) = Z x~ % som bekendt et endeligt tal; derfor kan man have en stokastisk
x=1

variabel X med sandsynlighedsfunktion fx(x) = C(la) x % x =12,3,... Imidlertid er

= 1 & .

summen EX = > xfx(x) = @ > x7*"! kun et veldefineret endeligt tal nir a > 2.
x=1 =1

Nar « € ]1;2], gir sandsynlighedsfunktionen for langsomt mod 0 til at X kan have en

middelveerdi. Det er altsa ikke alle stokastiske variable der kan tilleegges en middelveerdi.

Nogen ville maske foresld at vi indferte +oco 0og —co som tilladte veerdier for E X,
men det loser ikke alle problemer. Se for eksempel pa en stokastisk variabel Y med
veerdimeengde N U -N og sandsynlighedsfunktion fy(y) = ﬁ ™% y = £1,£2,43,..
her er det ikke nemt at give et fornuftigt bud pa hvad E Y skal betyde.

DEFINITION 2.3: MIDDELVARDI
Lad X veere en stokastisk variabel pa (Q, 7, P).

Hvis summen _ |X(w)|P({w}) er endelig, sd siges X at have middelveerdi, og
we)
middelverdien af X eri sd fald tallet EX = )" X(w) P({w}).
weQ)

SATNING 2.5
Lad X veere en reel stokastisk variabel pa (Q,.%,P), og lad f veere sandsynlig-
hedsfunktionen for X. Da geelder at X har middelveerdi hvis og kun hvis summen

> |x|f(x) er endelig, ogi givet fald er EX = )" xf(x).

Vedr. bevis: Seetningen bevises efter samme principper som sztning 1.15 (side 30),
dog skal man nu jonglere med uendelige summer.

Eksempel 2.1 viser at det ikke er alle stokastiske variable der har middelveerdi. For
at have styr pa tingene indforer vi en seerlig betingelse for mangden af stokastiske
variable som har middelveerdi.

DEFINITION 2.4
Mueengden af stokastiske variable pd (Q,.%,P) som har middelveerdi, betegnes
LYQ, Z,P) eller L' (P) eller £

Der geelder (jf. seetning 1.16 side 31)

SETNING 2.6
Mengden ' (Q, 7, P) er et vektorrum (over R), og afbildningen X — E X er en
linecer afbildning af dette vektorrum ind i R.

Vedr. bevis: benyt regneregler for uendelige summer.

Resultaterne om middelverdier fra det endelige tilfeelde generaliseres umiddel-
bart, dog skal det maske naevnes at seetning 1.17 side 31 kommer til at se sédan
ud:

SAETNING 2.7
Hvis X og Y er uathaengige stokastiske variable som begge har middelveerdi, sa
geelder at XY ogsd har middelveerdi, og E(XY) = E(X) E(Y).
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Lemma 1.20 side 32 kommer til at se sidan ud:

LEMMA 2.8
Hvis A er en heendelse med P(A) = 0, og X er en stokastisk variabel, sa har den
stokastiske variabel X1, middelveerdi, og E(X14) = 0.

Den naste seetning forteeller at man kan @ndre en stokastisk variabel pa en meeng-
de med sandsynlighed 0 uden at det spiller nogen rolle for dens middelvaerdi.

SATNING 2.9
Lad X og Y veere stokastiske variable. Hvis X = Y med sandsynlighed 1, og hvis
Xe L sderYe L ogEY =EX.

Bevis

DaY = X + (Y - X), er det (i henhold til seetning 2.6) nok at viseat Y — X € £*
ogatE(Y - X) =0.Set A = {w: X(w) # Y(w)}. Eftersom Y(w) - X(w) =
(Y(w) - X(w))14(w) for alle w, folger det onskede af lemma 2.8. ]

Lemma 2.10 er en direkte konsekvens af majorantkriteriet for uendelige reekker:

LEMMA 2.10
Lad Y veere en vilkdrlig stokastisk variabel. Hvis der findes en ikke-negativ stokastisk
variabel X € " sdledes at |Y| < X,sder Y € £, 0gEY <EX.

Varians og kovarians
Kort fortalt er variansen af en stokastisk variabel X defineret som Var(X) =

E(X - E X)?, forudsat dette er et endeligt tal.

DEFINITION 2.5
Meengden af stokastiske variable X pa (Q, Z, P) for hvilke E(X?) < +oo, betegnes
L*Q, Z,P) eller £ (P) eller £>.

Bemerk at X € .#(P) hvis og kun hvis X? € .Z!(P).

LEMMA 2.11
Hvis X € L% 0gY € 2 saerer XY € L.

Bevis
For vilkérlige reelle tal x og y er |xy| < x* + y*. Dette benyttes sammen med
lemma 2.10. ]

SETNING 2.12
Mengden £*(Q, F,P) er et underrum af L' (Q, F,P), og dette underrum
indeholder alle konstante stokastiske variable.

Bevis
Hvis vi i lemma 2.1 seetter Y = X, far vi at £ ¢ £,

Det er klart at hvis X € .2 og a er en konstant, si er aX € .2, dvs. £ er
afsluttet over for multiplikation med skalarer.
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Hvis X, Y € £, s ligger X7, Y? og XY allei .#" ifolge lemma 2.11. Dermed
er (X+Y)?=X*+2XY +Y? e £, dvs. X + Y € £ Da ¥ siledes ogsa er
afsluttet over for addition, er det et underrum. O

DEFINITION 2.6:  VARIANS
Hvis E(X?) < +o00, sd siges X at at have en varians, og variansen af X er tallet

Var(X) =E((X -EX)?) = E(X*) - (EX)".

DEFINITION 2.7:  KOVARIANS
Hvis X og Y har varians, sd er deres kovarians tallet

Cov(X,Y) =E((X-EX)(Y-EY)).

Der gaelder samme regneregler for varianser og kovarianser som i det endelige
tilfelde (side 34fT).

SETNING 2.13: CAUCHY-SCHWARZ ULIGHED
Hvis X og Y tilhorer £*(P), sd er

(E|XY])* < E(X?) E(Y?). (2.2)
BEevis
Fralemma 2.11 ved vi at XY € %' (P). Herefter kan man g frem pa samme méade
som i det endelige tilfeelde (seetning 1.27 side 34). O

Hvis man i (2.2) erstatter X med X —E X og Y med Y - EY, far man

Cov(X,Y)?* < Var(X) Var(Y).

2.3 Eksempler

Den geometriske fordeling

Man har et tilfeeldighedseksperiment med to mulige udfald 0 og 1 (eller Ugunstig
og Gunstig); lad p betegne sandsynligheden for 1. Man gentager eksperimentet
indtil udfaldet 1 indtreeffer for forste gang. Hvad kan man sige om antallet af
gentagelser der skal til, for der forste gang optraeder et 12 Det er klart at der
principielt ikke er nogen gvre graense for antallet, sa dette eksempel kan naeppe
modelleres med et endeligt sandsynlighedrum. I gvrigt kan man heller ikke
udelukke den mulighed at udfaldet 0 aldrig indtreeffer!



KVOTIENTRZEKKER

1 oo

Hvis |t] <1, er => "

0

-t 5

2 4 6 8 10 12 ...
Geometrisk fordeling, p = 0.316
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Vi vil teenke pé (og tale om) tingene pa den made at grundeksperimentet
udfores til tidspunkterne t =1,2,3, . .., og det der eftersparges, er ventetiden til
der forste gang kommer et 1. Vi saetter

T, = forste tidspunkt hvor der kommer et 1,

Vi = T1 — 1 = antallet af 0-er inden det forste 1.

Strengt taget kan vi ikke vide om der overhovedet kommer et 1; hvis der aldrig
kommer et 1, saetter vi T} = oo og V; = co. De mulige vaerdier for T er saledes
1,2,3,..., 00, og de mulige veerdier for V; er 0,1,2,3,. .., c.

Lad t € No. Heendelsen {V; = ¢t} (eller {T; = ¢ + 1}) indtreeffer netop nér de
t forste gange giver O ognr. t + 1 giver L sa P(Vi=t) = p(1-p), t=0,L2,...
Nu er (jf. formlen for summen af en kvotientreekke)

P(vaer:ng(vl:t):iop(l—p)le,

dvs. Vi (og T1) er endelig med sandsynlighed 1, eller sagt p& en anden made: med
sandsynlighed 1 vil der for eller senere komme et 1.

Fordelingen af V; er en geometrisk fordeling:

DEFINITION 2.8: GEOMETRISK FORDELING
Den geometriske fordeling med parameter p er den fordeling pa Ny som har sand-
synlighedsfunktion

f()=p(-p)', teNo.

Vi kan udregne middelverdien i den geometriske fordeling:
EVi=3 tp(l-p)'=p(-p) 2 t(1-p)"
t=0 t=1

(o] 1 _
=p1-p) 2(t+1)(1-p) = —F
=0 p
(jf. formlen for summen af en binomialraekke). I middel vil der saledes komme
(1 - p)/p gange 0 for det forste 1, og middelventetiden til forste 1 er ET} =
EV; +1=1/p. - Variansen i den geometriske fordeling udregnes pa lignende

made til (1- p)/p*.

Sandsynligheden for at vi skal vente leengere end ¢ pa at det forste 1 indtreeffer, er

P(Ty>t)= Y P(Ti=k)=(1-p)".
k=t+1
Sandsynligheden for at vi skal vente leengere end s + ¢, givet at vi allerede har
ventet s, er

P(Ty>s+1)

P(T1>s+t| Ty >s)= P(T,>5)
1

= (1-p)' =P(T} > 1),
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dvs. fordelingen af den resterende ventetid athenger ikke af hvor leenge vi allerede
har ventet - man taler om at den proces der genererer 0-erne og l-erne, er uden
hukommelse. (Det kan i evrigt neevnes at eksponentialfordelingen er den fordeling
pé den kontinuerte tidsskala som har den tilsvarende egenskab, se side 63.)
Den »forskudte« geometriske fordeling er den eneste fordeling pa N med
denne egenskab: Hvis T er en stokastisk variabel med veerdier i N og sadan at
P(T>s+t)=P(T>s)P(T>t)foralles,teN,sder

P(T>t)=P(T>1+1+...+1)=(P(T>1)) = (1-p)'

hvor p=1-P(T>1)=P(T =1).

Den negative binomialfordeling

Vi betragter samme situation som i afsnittet om den geometriske fordeling, blot
ser vi nu pa de stokastiske variable

Ty = tidspunktet for det k-te 1
Vi = Ty — k = antallet af 0-er inden det k-te 1.

Heendelsen { V. = t} (eller { Ty = t+k}) svarer til at der til tid ¢+ k kommer et 1, og
at der inden da er kommet netop k —1 gange et 1 og ¢ gange et 0. Sandsynligheden
for at der til tid ¢ + k kommer et 1, er p; sandsynligheden for at der de ¢t + k — 1
forste gange kommer netop k — 1 1-er og t 0-er er binomialsandsynligheden
("*)pF1(1- p)*. Altialt er derfor

-1
P(Vp=t)= (t+1: )pk(l—p)t, t e Np.
Fordelingen af V; er en negativ binomialfordeling.

DEFINITION 2.9: NEGATIV BINOMIALFORDELING
Den negative binomialfordeling med sandsynlighedsparameter p € 10;1[ og form-

parameter k > 0 er den fordeling pa Ny som har sandsynlighedsfunktion

(2.3)

@ =("E ) ey rem

Bemeerkninger: 1) For k = 1 fas den geometriske fordeling. 2) I udledningerne
ovenfor er k af gode grunde et heltal, men faktisk er udtrykket (2.3) veldefineret
og en sandsynlighedsfunktion for vilkérlige positive reelle k.

SETNING 2.14

Hvis X og Y er uafhaengige negativt binomialfordelte stokastiske variable med
samme sandsynlighedsparameter p og med formparametre j og k, s er X + Y
negativt binomialfordelt med sandsynlighedsparameter p og formparameter j+k.

BINOMIALRZEKKER
1. Der geelder

n_ o (M) K

(1+1t) _;)(k)t

for ethvert n e Nog t € R.
2. Der geelder

@ _ S (%) 4k

(1+1) _é(k)t

for ethvert « € Rog [t| < 1.
3. Der gaelder

o

-0 =% () ot

k=0
S qa+k-1
()
k=0 k
for ethvert « € Rog [t| < 1.

GENERALISEREDE BINOMIAL-
KOEFFICIENTER
For vilkarligt r € Rogk € N

defineres tallet (]:) som

(r) _ r(r=1)...(r—k+1)
k 1-2-3-...-k
(Hvisr € {0,1,2,...,n}, stemmer
denne definition overens med
den kombinatoriske definition af
binomialkoefficient (side 27).)



0

2 4 6 8 10 12 ...

Negativ binomialfordeling
med p =0.618 0g k =3.5

52 Teellelige udfaldsrum

BEevis
Vi har

P(X+Y=5)= ZS:P(X x)P(Y =s-y)

:Z( ) l—p)"-(S_fff_l)pk(l—p)s"‘
- AG) (- p)

s i—1\(s - -1
hvor A(s) = ) (x J )(S xrk ) Man kan nu give sig til at omskrive

= x s—x

udtrykket for A(s) i det hdb at man kan nd frem til det rigtige, men man kan
heldigvis ogsa slippe nemmere om ved det: Summen af sandsynlighederne er
jo1,dvs. Zp”k A(s) (1= p)* =1, hvoraf p~U*k) = ZA s) (1-p)°. Men vi ved

s=0 s=0

. N i -1

ogsaat p~Uth) = > (S AL ) (1-p)*, enten fra formlen for summen af en
s=0 S

binomialraekke eller fra det forhold at sandsynlighedsfunktionen for den negative

binomialfordeling med parametre p og j + k summerer til 1. Da en funktions

ji+k-1
potensraekkeudvikling er entydig, kan vi heraf slutte at A(y) = (S A ),
s
og at X + Y derfor har den péstdede fordeling. ]

Seetningen bliver i gvrigt gjort plausibel ved folgende reesonnement (som inden
for rammerne af en generel teori for stokastiske processer kan udbygges til et
rigtigt bevis): Antal 0-er inden det (j+k)-te 1 er lig antal 0-er inden det j-te 1 plus
antal 0-er i perioden fra det j-te 1til det (j + k)-te 1; da veerdierne til de enkelte
tidspunkter genereres uatheengigt af hinanden, og da den regel der bestemmer
opheret af den forste periode ikke athenger af antallet af 0-er, er antal 0-er i den
anden periode uafhaengigt af antallet af 0-er i den forste periode, og de er hver
iseer negativt binomialfordelt.

Middelveerdi og varians i den negative binomialfordeling er hhv. k(1 - p)/p
og k(1 - p)/p* jf. eksempel 4.5 side 73. Det forventede antal 0-er inden det
k-te 1 er derfor E Vi = k(1 - p)/p, og den forventede ventetid til det k-te 1 er
ET, = k+EVk :k/p

Poissonfordelingen

Antag at en bestemt slags begivenheder indtreeffer »helt tilfeeldigt« pa noget vi vil
kalde tidsaksen. Begivenhederne kan veere jordskeelv, dodsfald som folge af en
bestemt ikke-epidemisk sygdom, trafikulykker i et bestemt vejkryds, partikler fra
den kosmiske straling, a-partikler der udsendes fra et radioaktivt stof, osv. osv.
Man kan beskeftige sig med forskellige sporgsmél i den forbindelse, f.eks. hvad
kan man sige om antallet af begivenheder i et bestemt tidsinterval, og hvad kan
man sige om ventetiden fra en begivenhed til den naeste. Det folgende handler
om antallet af begivenheder i et bestemt interval.
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Lad os se pa et interval ]a ; b] pé tidsaksen. Vi vil g ud fra at begivenhederne  Simgon-DEnis Porsson
ikke alene indtreeffer »helt tilfeeldigt«, men ogséd at den rate hvormed de optreder, =~ Fransk matematiker og fysiker
er konstant i de betragtede tidsrum (hvad dette neermere skal betyde, vil fremga ~ (178171840)-
senere). Vi kan lave en approksimation til den »helt tilfeeldige« placering pa den

o . . . . EKSPONENTIALFUNKTIONENS
made at vi deler intervallet op i et meget stort antal meget smé intervaller, lad os

REKKEUDVIKLING
sige n intervaller af leengde At = (b—a)/n, og s for hvert enkelt interval lader en  For alle (reelle og komplekse) ¢

tilfeeldighedsmekanisme bestemme om det skal indeholde en begivenhed eller ej; geelder at exp(f) = & ik .
sandsynligheden for at et givet interval far tildelt en begivenhed, skal veere p(At), k=0 k!
og forskellige intervaller behandles uafheengigt af hinanden. Sandsynligheden
p(At) knyttet til det enkelte lille interval afheenger ikke af intervallets placering
i det store interval, kun af det lille intervals leengde At. P4 den made bliver det
samlede antal begivenheder i det store interval binomialfordelt med sandsynlig- 1,
hedsparameter p(At) og antalsparameter n — og det er kun det samlede antal
begivenheder vi er interesserede i.

Hvis n er meget stor, md man formode at vi far en god tilneermelse til »det
rigtige«. Vi vil derfor lade n g& mod uendelig; samtidig skal p(At) gd mod 0 02 46 81012..
pé en eller anden made; en nerliggende made at lade den ga mod 0 pé er at Poissonfordeling, 4 = 2.163
lade det foregé sadan at middelveerdien i binomialfordelingen er (eller gar mod)
et bestemt endeligt tal A (b — a). Middelveerdien i vores binomialfordeling er
np(At) = ((b-a)/At)p(At) = ‘D(AA;) (b - a), s& forslaget er at p(At) skal ga

p(an)
A

mod 0 pé en sdédan méde at — A hvor A er en positiv konstant.

Parameteren A skal fortolkes som den rate eller intensitet hvormed begi-
venhederne indtreefter, og den har dimension antal pr. tid. I demografiske og
forsikringsmatematiske sammenhaenge har den undertiden det maleriske navn
dodelighedsstyrke (eng.: force of mortality).

Ved den beskrevne granseovergang vil binomialsandsynlighederne ifolge
nedenstdende seetning (seetning 2.15) konvergere mod poissonsandsynligheder.

DEFINITION 2.10: POISSONFORDELING
Poissonfordelingen med parameter y > 0 er den fordeling pd Ny som har sandsyn-
lighedsfunktion

f(x) = i—?exp(—y), x € Ny.

(At f summerer til 1, folger af eksponentialfunktionens raekkeudvikling.)

Middelveerdien i poissonfordelingen med parameter y er y, og variansen er ogséd
lig u; hvis X er poissonfordelt, er altsd Var X = EX. — Vi har tidligere set at
hvis X er binomialfordelt med parametre n og p, si er Var X = (1- p) E X, dvs.
Var X < EX, og at hvis X er negativt binomialfordelt med parametre k og p, s&
eraltsd pVar X = EX, dvs. Var X > EX.

SAETNING 2.15
Under den greenseovergang hvor n — oo og p — 0 pd en sddan mdde at np
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konvergerer mod y > 0, vil binomialfordelingen med parametre n og p konvergere
mod poissonfordelingen med parameter y i den forstand at

X

n —x
( )P’“(I—P)" — L,eXP(—M)
x x!
for ethvert x € Ny.

Bevis
Lad x € Ny vere givet. Vi har at

x!

S 025 Gy -y gy

(7)ot pyrms = 2D 2D e oy

x!

Da x er fast, geelder at den store brek konvergerer mod 1/x!, (np)* konvergerer
mod p*, og (1 - p)™* konvergerer mod 1. Greenseveerdien af (1- p)” findes let
ved at se pa logaritmen til den:

In(-p)-hn()

In((1-p)") = nln(1-p) = —np —p

fordi broken konvergerer mod differentialkvotienten af In(#) i t = 1, som er 1.
Altsa konvergerer (1 - p)" mod exp(—u), og setningen er vist. ]

SATNING 2.16
Hvis X, og X, er uafhaengige poissonfordelte stokastiske variable med parametre y;
0g U, sd er Xq + X, poissonfordelt med parameter p; + p;.

BEevis
Visetter Y = X; + X,. Sa er (jf. seetning 1.11 side 26)

P(Y=y)= ioP(Xl =y-x) P(X; =x)
Lo
x=0 (y_x)'

1 4 )/ y=x x
=ﬁexr>(—(ﬂ1+uz))zo( )/h s

exp(—¢h) % exp(—42)

X

= %eXP(—(m +102)) (i + ).
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2.4 Opgaver

Opgave 2.1
Bevis seetning 2.4 pa side 45.

Opgave 2.2
I definitionen pé varians i det teellelige tilfeelde (definition 2.6 side 49) gar man tilsyne-
ladende ud fra at E((X - EX)?) = E(X*) - (EX)’. Gor rede for at denne formel er

rigtig.

Opgave 2.3
Eftervis formlen Var X = E(X(X -1)) - £(§-1),hvor { =EX.

Opgave 2.4
Skitsér poissonfordelingens sandsynlighedsfunktion for forskellige veerdier af paramete-
ren y.

Opgave 2.5
Udregn middelveerdi og varians i poissonfordelingen med parameter y. (Benyt evt. opga-
ve 2.3.)

Opgave 2.6
Vis at hvis X; og X er uafheengige poissonfordelte med parametre y, og p2, sa er den
betingede fordeling af X, givet X; + X, en binomialfordeling.

Opgave 2.7
Skitsér den negative binomialfordelings sandsynlighedsfunktion for forskellige veerdier af

k og p.

Opgave 2.8
Betragt den negative binomialfordeling med parametre k og p, hvor k > 0 og p € 0;1[.
Som neevnt i teksten er middelverdi og varians i denne fordeling hhv. k(1 - p)/p og
k(1-p)/p*.

Gor rede for at man kan lave en greenseovergang med parametrene k og p sadan at
middelveerdien er konstant og variansen konvergerer mod middelvaerdien.

Vis at ved denne graenseovergang vil den negative binomialfordelings sandsynligheds-
funktion konvergere mod sandsynlighedsfunktionen for en poissonfordeling.

Opgave 2.9
Gor rede for at definitionen pé kovarians (definition 2.7 side 49) er meningsfuld, dvs. at
antagelsen om at X og Y har varians, sikrer at E((X - EX)(Y - E Y)) eksisterer.

Opgave 2.10
Lad os sige at pa en given dag er antallet af personer der korer med S-toget uden billet,
poissonfordelt med parameter y, og lad os sige at der er sandsynligheden p for at en
gratist bliver taget af billetkontrollen, og at de enkelte gratister bliver taget/ikke taget
uafhengigt af hinanden. Hvad kan man heraf udlede om antallet af gratister der bliver
taget af kontrollen?

Hvilke informationer skal man bruge for ud fra det konstaterede antal personer uden
billet at kunne udtale sig om det faktiske antal uden billet?

Opgave 2.11:  Sankt Petersborg-paradokset
En spiller vil deltage i et spil hvor de enkelt omgange foregér pa folgende méde: hvis
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man betaler en indsats pa k€, sa vil man med sandsynlighed % vinde 2k € og med
sandsynlighed % tabe sin indsats. Spilleren vil nu benytte en snedig strategi: han begynder
med at satse 1€; hvis han taber i en given omgang, satser han det dobbelte i naeste omgang;
hvis han vinder, far han udbetalt gevinsten og gar hjem.

Hvor stor bliver hans nettogevinst?

Hvor mange spil skal der til for han kan ga hjem?

Selv om spilleren er sikker pa at gd hjem med overskud, sé skal han jo bruge noget
kapital undervejs. Hvor mange penge skal han have med hjemmefra for at kunne »overleve«
indtil han vinder?

Opgave 2.12
Bevis seetning 2.7 side 47.

Opgave 2.13
Som bekendt (seetning 2.7) kan middelvaerdien af et produkt af to uatheengige stokastiske
variable udtrykkes pa simpel vis ved de enkelte variables middelveerdi.

Udled et lignende resultat om variansen af to uatheengige variable. - Er uatheengig-
hedsantagelsen vaesentlig?
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I DE FORRIGE KAPITLER har vi medt stokastiske variable/sandsynlighedsfordelin-
ger som rent faktisk er koncentreret pd en endelig eller tellelig delmengde af de
reelle tal; sadanne variable/fordelinger kaldes ofte diskrete variable/fordelinger.
Der findes imidlertid ogsa fordelinger med den egenskab at der er et interval (eller
flere intervaller) pa R hvor enhver dben delmaengde har positiv sandsynlighed,
men ethvert punkt har sandsynlighed 0.

Eksempel: Nar man leger flaskeleg, roterer man flasken for at 4 valgt en
tilfeeldig retning; den person der uheldigvis sidder i den retning som flasken
peger, skal gore et eller andet neermere aftalt som legen nu gar ud pa. Vi vil
straks pdelaegge det hele ved at modellere den roterende flaske ved »et punkt
pé enhedscirklen, valgt tilfeldigt efter en ligefordeling«; hvad man helt preecist
skal forsta ved det, er indtil videre ikke ganske klart, men det ma blandt andet
betyde at en cirkelbue af leengde b fér tildelt samme meengde sandsynlighed,
lige meget hvor pa cirklen den (altsd buen) er placeret, og gad vist om ikke
den meangde sandsynlighed den skal tildeles, er b/2m. Da et givet punkt pa
cirkelperiferien er indeholdt i cirkelbuer af vilkérlig lille leengde, ma punktet selv
have sandsynlighed 0.

Man kan bevise at der er en entydig sammenhang mellem pa den ene side
sandsynlighedsmal pa R og pa den anden side fordelingsfunktioner, dvs. vok-
sende og hejrekontinuerte funktioner der gar mod 0 hhv. 11 —oo hhv. +o0, jf.
seetning 1.6 og/eller setning 5.3. Sammenhaengen er kort fortalt at for ethvert
halvdbent interval Ja; b] er P(]a; b]) = F(b) — F(a). - Nukan det matematiske
raritetskabinet fremvise temmelig besynderlige funktioner der opfylder betingel-
serne for at veere en fordelingsfunktion, men frygt ikke! I dette kapitel vil vi se pd
nogle yderst paene fordelinger, nemlig de sakaldte kontinuerte fordelinger eller
fordelinger med en tethedsfunktion.

3.1 Grundleggende definitioner

DEFINITION 3.1: SANDSYNLIGHEDSTATHEDSFUNKTION
En sandsynlighedsteethedsfunktion pd R er en integrabel funktion f : R — [0; +oo]

der integrerer til 1, dvs. f f(x)dx =1
R

Mere generelt er en sandsynlighedsteethedsfunktion pa R? en integrabel funktion
f:RY - [0;+o0o[ der integrerer til 1, dvs. fd f(x)dx =1
R

57
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DEFINITION 3.2: KONTINUERT FORDELING
En kontinuert sandsynlighedsfordeling er en sandsynlighedsfordeling som har en

sandsynlighedsteethedsfunktion: Hvis f er en sandsynlighedsteethedsfunktion pd
R, sd er den kontinuerte funktion F(x) = f f(u) du fordelingsfunktion for en

—00

kontinuert fordeling pd R.

Man siger at en stokastisk variabel X har teethedsfunktion f, hvis det er sadan at
X
fordelingsfunktionen F(x) = P(X < x) for X er af formen F(x) = f f(u)du.

Viminder om at i si fald er F'(x) = f(x) for alle kontinuitetspunkter x for f.
SATNING 3.1
Antag at X er en stokastisk variabel med teethedsfunktion f. Sd geelder
b

1. Pla<X<bh)= f f(x)dx.

2. P(X=x)=0forallex cR.

3. P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b).

4. Hvis f er kontinuert i x, kan f(x) dx opfattes som sandsynligheden for at

X ligger i et infinitesimalt interval af lengde dx omkring x.

Bevis
Det forste punkt folger af definitionerne pé fordelingsfunktion og teethedsfunk-
tion. Det andet punkt folger af at

OSP(X:x)sP(x—%<X£x):/x:/nf(u)du,

hvor integralet gdr mod 0 nar n gar mod uendelig. Det tredje punkt folger af de
to forste. En preecis formulering af punkt 4 er at

2%P(x—s<X<x+s):zis'/)CiEf(u)du%f(x)

nar ¢ - 0 og x er et kontinuitetspunkt for f; dette er et velkendt resultat fra
analysen. O

Eksempel 3.1:  Ligefordeling
Ligefordelingen pa intervallet fra « til § (hvor —oco < & < § < +00) er den fordeling som
har tethedsfunktionen

1
—— fora<x<p,
flx)={h-«
0 ellers.
Dens fordelingsfunktion er den stykkevis lineaere funktion
0 forx<a

xX—a
F(x) = m forxo <x < f

1 for x > 8.
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Ud fra en ligefordeling pa et interval kan vi i evrigt fa den fornevnte ligefordeling pa
enhedscirklen, nemlig ved at tage ligefordelingen pa 0 ; 7| og flytte den over pa enheds-
cirklen.

DEFINITION 3.3: FLERDIMENSIONAL KONTINUERT FORDELING

Den d-dimensionale stokastiske variabel X = (X1, X5, ..., Xy) siges at have teet-
hedsfunktion f, hvis det er sadan at f er en d-dimensional teethedsfunktion, og det
for alle intervaller K; = ]a; ; b;], i =1,2,...,d, gelder at

d
P(m{Xt GK,'}) = / f(XI,XZ,...,Xd)d.xldXZ...dXd.
i=1

KixKyx...xKy
Funktionen f kaldes den simultane teethedsfunktion for X1, X5, ..., X,.
Mange begreber og definitioner (og setninger) fra det diskrete tilfeelde kan

overfores til det kontinuerte tilfeelde ved at man kort fortalt erstatter sandsynlig-
hedsfunktioner med teethedsfunktioner og summer med integraler. Eksempler:

Som pendant til seetning 1.8/korollar 1.9 har vi

SZATNING 3.2
De stokastiske variable Xy, X5, .. ., X,, er uafheengige hvis og kun hvis deres simul-
tane tethedsfunktion kan skrives som et produkt af teethedsfunktionerne for de
enkelte X;-er.

Som pendant til seetning 1.11 har vi

SAETNING 3.3
Hvis de stokastiske variable X, og X, er uafheengige og med teethedsfunktioner f
0g fr, sd har Y = X, + X, teethedsfunktion

f0) = [ A& A= dx, yeR

(Se opgave 3.6.)

Transformation af fordelinger

Spergsmalet om transformation af fordelinger handler nu som for om hvad man
kan sige om fordelingen af Y = ¢(X) ndr man kender fordelingen af X, og nar
t er en afbildning defineret pa X’s veerdimeengde. Man kan altid benytte den
grundleggende opskrift P(t(X) < y) = P(X € t7'(]-o00; y])).

Eksempel 3.2

Antag at X er ligefordelt pa ]-1; 1[. Vi fil finde fordelingen af Y = X*.

For y € [0;1] er P(X* < y) = P(X € [-\/75/7]) = /:fy:%dx = /7,4 Y har

fordelingsfunktion

0 for y <0,
Fy(y)=4y foro<y<l,
1 for y > 1.
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Vi kan finde en teethedsfunktion f for Y ved at differentiere F (i de punkter hvor den er
differentiabel):

1,-1/2

f(y) = {gy

for0<y<1,
ellers.

Hvis t er differentiabel, kan man i visse situationer opskrive en sammenheng
mellem teethedsfunktionen for X og teethedsfunktionen for Y = #(X). Der er
tale om en direkte overforsel af resultater om substitution i integraler, hentet fra
den matematiske analyse:

SATNING 3.4

Antag at X er en reel stokastisk variabel, I en dben delmeengde af R sdledes at
P(X el)=10gt:I— R en C'-funktion defineret pa I med t' + 0 overalt pd I.
Hvis X har teethedsfunktion fx, sd har Y = t(X) teethedsfunktion

Fr() = @)@ = @) [ ()

hvor x = t'(y) og y € t(I). Formlen skrives undertiden pa den korte form

fr(y) = fx(x)

dx
dy

Der findes ogsé en flerdimensional udgave:

SETNING 3.5
Antag at X er en d-dimensional stokastisk variabel, I en dben delmeengde af R?
siledes at P(X € I) = 1, og t : I - R? en C'-funktion defineret pd I og med en

d
funktionalmatrix Dt = Y somer regulcer pd hele 1. Hvis X har teethedsfunktion
x
fx, sd har Y = t(X) teethedsfunktion

Fr(y) = fx(x) |det De(x)[ " = fx(x)|det Dt (y)]

hvor x = t7'(y) og y € t(I). Formlen skrives undertiden pd den korte form

dx
= fx(x) |det —].
fr() = fx(®) dy‘
Eksempel 3.3
Hvis X er ligefordelt pa ]0;1[, s har Y = — In X teethedsfunktion
A0 =15 - exp(o)

nar 0 < x <1,dvs. nir 0 < y < +o0, og fy(y) = 0 ellers. — Fordelingen af Y er séledes en
eksponentialfordeling, se afsnit 3.3.
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BEVIS FOR SETNING 3.4

Seetningen er en omformulering af et resultat fra den matematiske analyse om
substitution i integraler. - Da den afledede af funktionen ¢ er kontinuert og altid
forskellig fra 0, er ¢ enten strengt voksende eller strengt aftagende; vi antager at
den er strengt voksende. Daer Y < b < X < t7'(b), si vi far folgende udtryk
for fordelingsfunktionen Fy for Y:

Fy(b) =P(Y <b)
=P(X<t7(b))

£1(b)
= / fx(x) dx [ substitution x = t™!(y) ]

b
= _/W ST ) D () dy.
Dette viser at funktionen fy(y) = fx(¢™'()) (+7)'(y) har den egenskab at
y
Fy(y) = f fy(u) du, dvs. Y har teethedsfunktion fy. mi

Betingning

Hvis man har to kontinuerte stokastiske variable X og Y og seger den betingede
fordeling af X givet Y, kan man ikke bare g ud fra at udtrykket P(X = x | Y = )
uden videre er veldefineret og ligmed P(X = x,Y = y)/P(Y = y); naevneren
P(Y = y) er altid nul, og det er telleren ofte ogsa.

I stedet kan man forsege sig med at betinge med en velvalgt heendelse med
positiv sandsynlighed, f.eks y—¢ < Y < y+¢, og undersoge om den (veldefinerede)
betingede sandsynlighed P(X < x | y — e < Y < y + ¢) har en greenseveerdi for
& — 0; hvis det er tilfeeldet, kunne man formode at graenseveardien ville veere
P(X<x|Y=y).

En anden, mere heuristisk tilgang til problemet er som folger: lad fxy veere
den simultane teethedsfunktion for (X, Y) og lad fy veere teethedsfunktionen
for Y. Sandsynligheden for at (X, Y) ligger i et infinitesimalt rektangel med
kantleengder dx og dy omkring (x, y) er da fxy(x, y) dxdy, og sandsynligheden
for at Y ligger i et infinitesimalt interval af leengde dy omkring y er fy(y) dy; den
betingede sandsynlighed for at X ligger i et infinitesimalt interval af leengde dx
ombkring x, givet at Y ligger i et infinitesimalt interval af leengde dy omkring y,

fxy(x,p)dxdy  fxv(x,y)

er dermed = dx, sd den betingede tethed kunne
fr(y)dy fr(y)

formodes at veere

ol 2 ()
flx1y) O

Dette er faktisk ogsa rigtigt i mange situationer.

Ovenstédende omtale af betingede fordelinger i forbindelse med kontinuerte for-
delinger er naturligvis overordentlig lemfeeldig; der findes matematiske rammer
inden for hvilke man kan fremszette praecise og rigtige udsagn om disse spergsmal,
men dem kommer vi ikke ind pa i naerverende fremstilling.
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fordelingsfunktion for
eksponentialfordelingen
med f8 = 2.163.
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3.2 Middelvardi

Middelveerdien af en stokastisk variabel med teethedsfunktion defineres pa lig-
nende méade som for stokastiske variable p4 et telleligt udfaldsrum, blot erstattes
sumtegnet med et integraltegn.

DEFINITION 3.4: MIDDELVARDI
Lad X veere en stokastisk variabel med teethedsfunktion f.

+o00
Hyis f || f(x) dx < +o0, sd siges X at have en middelveerdi, og middelveerdien

+ 00
af X defineres da som tallet EX = / xf(x)dx.

Seetninger/regneregler for middelveerdi og varians fra det teellelige tilfeelde kan
uden videre overfores.

3.3 Eksempler

Eksponentialfordelingen

DEFINITION 3.5: EKSPONENTIALFORDELING
Eksponentialfordelingen med skalaparameter 5 > 0 er fordelingen med teetheds-
funktion

o) = %exp(—x/[}) forx >0
0 for x < 0.

Fordelingsfunktionen er

F(x) - {l—exp(—x/ﬁ) forx >0

0 for x <0.

At B er en skalaparameter, fremgar af folgende setning:

SAETNING 3.6
Hvis X er eksponentialfordelt med skalaparameter f5, og hvis a > 0, sd er aX
eksponentialfordelt med skalaparameter af.

Bevis
Ifolge saetning 3.4 er teetheden for Y = aX funktionen fy givet ved

iy - |5 C0118)- 5 = Cpexe(cyl(aB) fory>0
0 for y <0.
]
SATNING 3.7

Hvis X er eksponentialfordelt med skalaparameter 8, er EX =  og Var X = 2.
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Bevis

Da f3 er en skalaparameter, er det (jf. regnereglerne for middelvardi og varians)
nok at vise pastanden for § = 1. Dette kan gores ved almindelig udregning, brug
evt. formlen sidst i sidebemeerkningen om Gammafunktionen. o

Eksponentialfordelingen benyttes ofte til at modellere ventetider mellem pa hin-
anden folgende begivenheder, nar disse begivenheder indtraefter »helt tilfeeldigt«.
Eksponentialfordelingen er »uden hukommelse« i den forstand at sandsynlighe-
den for at man skal vente leengere end s + ¢, givet at man allerede har ventet s, er
den samme som sandsynligheden for at man skal vente leengere end t, dvs. hvis
X er eksponentialfordelt, s& geelder

P(X>s+t|X>s)=P(X>1), s, t>0. (3.1)
BEVIS FOR FORMEL (3.1)
DaX>s+t=>X>s,er {X>s+t}n{X>s}={X>s+t} ogdermed
P(X>s+t|X>s) = P(X>s+1) _ 1-F(s+1)
P(X >5s) 1-F(s)
exp(=(s +1)/P)
=————> "~ =exp(-t/B) =P(X > 1)
exp(-s/B)
for vilkarlige s, t > 0. O

Eksponentialfordelingen er pa denne méade det kontinuerte modstykke til den
geometriske fordeling, se side 51.

Endvidere er eksponentialfordelingen ogsa besleegtet med poissonfordelingen.
Antag at en type begivenheder indtraeffer tilfeeldigt pa den made som er beskrevet i
afsnittet om poissonfordelingen (side 52). Det at man skal vente mere end ¢ pa den
forste begivenhed, er det samme som at der i intervallet fra tid 0 til tid ¢ indtreeffer
0 begivenheder. Sandsynligheden for det sidstneevnte kan udregnes inden for

poissonmodellens rammer til (Aotl)o exp(—At) = exp(—At), dvs. ventetiden til

forste begivenhed er eksponentialfordelt med parameter 1/1.

Gammafordelingen

DEFINITION 3.6:  GAMMAFORDELING
Gammafordelingen med formparameter k > 0 og skalaparameter > 0 er fordelin-
gen med teethedsfunktion

1
f) - { T B

0 for x <0.

*lexp(-x/B) forx>0

Tilfeldet k = 1 giver eksponentialfordelingen.

GAMMA-FUNKTIONEN
Gammafunktionen er funktionen

I'(t) = /:oo x"Vexp(-x) dx

hvor t > 0. (Faktisk er det muligt
at definere I'(¢) for alle t € C \
{0,-1,-2,-3,...}.)

Der geelder

« I(1) =1
o T(t+1) =tT(¢t)forallet

e I'(n)=(n-1)'ndrneret
naturligt tal.

. () = V&

(Se ogsé side 67.)

Ved almindelig integralsubstitution
far man folgende formel:

I(k)p* =
./:m x*Lexp(-x/B) dx

der geelder for k > 0 og 8 > 0.

0 1 2 3 4 5
Gammafordeling med
k=170gpB =127



BETA-FUNKTIONEN
Beta-funktionen er funktionen

B(ki, k2) =
1
/ uF17 (1 - w)e T du,
0

hvor ki, ky > 0. Af beviset for
seetning 3.9 far vi som en sidegevinst
at

T(ki) T(k2)

B(ki,ky) =
(1 2) I"(k1+k2)

for k1, kz > 0.
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SAETNING 3.8
Hvis X er gammafordelt med formparameter k og skalaparameter 3, og hvis a > 0,
sd er Y = aX gammafordelt med formparameter k og skalaparameter ap.

BEvis
P& samme made som satning 3.6, dvs. ved brug af saetning 3.4. O

SATNING 3.9

Hvis Xy og X, er uathangige gammafordelte med formparametre hhv. ky og k; og
med samme skalaparameter f3, sd er Xy + X, gammafordelt med formparameter
ki + ky og skalaparameter f3.

Bevis
Ifolge seetning 3.3 er teetheden for Y = X; + X, (nér y > 0)

100 = [ wg e o) g 00 e (-G B d.

1
T(k2) Bt
Ved at foretage substitutionen u = x/y i integralet far vi

1
k)T (ky) privke

fly) = ( I fol uklfl(l— u)kzldu) yk1+kz—1 exp(~y/B).

Taetheden er altsa af formen f(y) = konst y¥*%2~1 exp(~y/B) hvor konstanten

sorger for at f integrerer til 1; ifelge formlen sidst i sidebemaeerkningen side 63

skal konstanten veere . Hermed er saetningen vist. O

F(k1 + kz) ﬁk1+kz
Af seetning 3.9 folger at middelveerdien og variansen i gammafordelingen ma
veere linere funktioner af formparameteren, og desuden ma middelveerdien
veere lineeer i skalaparameteren og variansen kvadratisk i skalaparameteren. Det
der geelder, er

SATNING 3.10
Hvis X er gammafordelt med parametre k og B, sd er EX = k3 og Var X = k3%

Inden for den matematiske savel som den praktiske statistik optreeder nogle
specielle gammafordelinger, nemlig y*-fordelinger.

DEFINITION 3.7:  y*-FORDELING
En x*-fordeling med n frihedsgrader er det samme som en gammafordeling med
formparameter n[2 og skalaparameter 2, dvs. med teethedsfunktion

1 n/2-1
1) = Ty < €0

exp(—%x),
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Cauchyfordelingen
DEFINITION 3.8: CAUCHYFORDELINGEN
Cauchyfordelingen med skalaparameter 3 > 0 er fordelingen med teethedsfunktion

1

1
el

f(x)

Denne fordeling er meget anvendt som modeksempel (!), blandt andet er den
et eksempel pa en fordeling som ikke har nogen middelverdi (fordi funktionen
|x|/(1 + x*) er ikke integrabel). Fordelingen kan dog ogsa forekomme i »det
virkelige liv, se f.eks. opgave 3.4.

Normalfordelingen

DEFINITION 3.9: STANDARDNORMALFORDELING
Standardnormalfordelingen er fordelingen med teethedsfunktion

1
o(x) = Ner

Fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen er

exp(—%xz), x eR.

D(x) = /:; o(u)du, xeR.

DEFINITION 3.10: NORMALFORDELING
Normalfordelingen (eller GaufSfordelingen) med positionsparameter y og kvadratisk
skalaparameter o* > 0 er fordelingen med teethedsfunktion

<x—#)2):i¢(u), x€R.

1 1
102 w5 )= ol

Betegnelserne positionsparameter og kvadratisk skalaparameter retfeerdiggares
af folgende saetning der vises ved anvendelse af saetning 3.4:

SATNING 3.11

Hvis X er normalfordelt med positionsparameter y og kvadratisk skalaparameter
0%, 0g hvis a og b er reelle tal med a + 0, sd er Y = aX + b normalfordelt med
positionsparameter ay + b og kvadratisk skalaparameter a*o*.

SETNING 3.12

Hvis X, og X, er uafhaengige og normalfordelte med parametre i, og o7 hhv. y, og
03, sd er Y = Xy + X, normalfordelt med positionsparameter y; + u, og kvadratisk
skalaparameter of + 3.

Y%

32 10 1 2 3
Cauchyfordeling
med =1

Y

-3 -2 -1 0 1 2 3

Standardnormalfordeling

CARL FRrIEDRICH GAUSS

tysk matematiker (1777-1855).
Kendt blandt andet for sit arbejde
inden for geometri og matematisk
statistik (herunder mindste kvadra-
ters metode). Han beskeftigede
sig ogsé med de praktiske sider af
matematikken, f.eks. landmaling.
P4 de tyske 10 DM-sedler der var
i omleb de sidste decennier for
overgangen til euroen, kunne man
se et portreet af Gauf3, en tegning af
normalfordelingstaetheden og hans
triangulering af et landomréde i
Nordtyskland.
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BEevis

P4 grund af seetning 3.11 er det nok at vise at hvis X er standardnormalfordelt,
og hvis X, er normalfordelt med positionsparameter 0 og kvadratisk skalapara-
meter 02, si er X; + X, normalfordelt med positionsparameter 0 og kvadratisk
skalaparameter 1 + 0. Det vises ved at benytte setning 3.3 og omskrive. O

BEVIS FOR AT ¢ ER EN TETHEDSFUNKTION
Vi mangler at gore rede for at ¢ faktisk er en sandsynlighedstathedsfunktion,
altsd at f, ¢(x) dx =1, eller sagt pd en anden méde: Hvis vi lader ¢ betegne den
konstant der gor f(x) = ¢ exp(-3x?) til en sandsynlighedsteethedsfunktion, skal
det vises at ¢ = 1/5/27.

Det snedige trick er at se pa to uathaengige stokastiske variable X; og X, der
hver iseer har taethed f. Deres simultane taethedsfunktion er

fGa) f(x2) = ¢ exp(=5(xf +x3)).

Nu ser vi pé en funktion (y;, ¥2) = £(x1, x2) hvor sammenhangen mellem x-er
og y-er er givet ved x; = \/y; cos y1 0g x, = \/¥3 sin y; for (x1,x;) € R? og
(y1,¥2) € ]0;27[ x ]0; +oo[. Seetning 3.5 giver en anvisning pa hvordan man
finder teethedsfunktionen for den todimensionale stokastiske variabel (Y, Y>) =
t(X1, X2); almindelig udregning giver at den er 2¢* exp(—3 ;) nar 0 < y; < 27
og y2 > 0, og 0 ellers. Da det er en sandsynlighedstaethedsfunktion, integrerer
den til I:

+o00 2
1:]0 fo %cz exp(—%yz)dyldyz

+o0
:271c2/(; 5 exp(=3y2) dy>

hvoraf ¢ =1/v/27. ]

SATNING 3.13
Hvis X1, X3, . .., X, er uathaengige standardnormalfordelte stokastiske variable, sd
er fordelingen af Y = X} + X3 + ... + X2 en y*-fordeling med n frihedsgrader.

Bevis

Da y*-fordelingen er en gammafordeling, kan vi nejes med at vise pastanden for
n =1 og derefter henvise til seetning 3.9. Tilfeeldet # = 1 behandles salunde: For
x>0er

P(X] < x) =P(~V/x < X; < VX)
[ ot
= u)du [ lige |
7\/}(/) @ er lige
Jx
=2 f q)(u) du [ substitution ¢ = u? ]
0

* 1 -1/2 1
- -t exp(—-=t)dt,
J: = p(-1t)
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som ved differentiation giver at teethedsfunktionen for X7 er

[ Y 1
—X exp(—>x), x>0.
e p(—3%)
Teethedsfunktionen for X2 -fordelingen med 1 frihedsgrad er ifplge definition 3.7

1 -1/2 1
5 X exp(—-5x), x>0.
T(%) 212 p(=2%)
Da de to teethedsfunktioner er proportionale, er de ens, og vi har dermed fuldfert
beviset for seetningen. Som en sidegevinst far vi at I'(%) = /7. ]

SAETNING 3.14
Hvis X er normalfordelt med positionsparameter u og kvadratisk skalaparameter o,
sderEX = pogVarX = o°.

Bevis

Pa grund af seetning 3.1 og regnereglerne for middelveerdi og varians er det nok
at vise setningen i tilfeeldet 4 = 0, 0> = 1. Antag derfor at y = 0, 0* = 1. Af
symmetrigrunde er E X = 0, og dermed Var X = E((X - EX)?) = E(X?); da X?
er x*-fordelt med 1 frihedsgrad, dvs. gammafordelt med parametre % og 2, er
E(X?) =1 (setning 3.10). o

Normalfordelingen bliver anvendt meget i statistiske modeller. En af grundene -
og en af grundene til at normalfordelingen i det hele taget er genstand for sé stor
opmerksomhed - er Den Centrale Greenseverdisaetning. (En ganske anderledes
begrundelse for og udledning af normalfordelingen kan ses pa side 181ft.)

SAETNING 3.15: DEN CENTRALE GRZENSEVARDISATNING

Antag at Xy, X5, X3, . .. er er folge af indbyrdes uafheengige identisk fordelte stoka-
stiske variable med middelveerdi y og varians o* > 0, og lad S,, betegne summen af
denforste: Sy = X1+ Xo +... + X,

Sp—ny
Vno?

Da geelder at for n — oo er asymptotisk standardnormalfordelt i den

forstand at

Sp—ny
lim P <x|=0(x
n—00 ( ’/110'2 ) ( )

for ethvert x € R.

Bemeerkninger:

Sp—ny %Sn_

« Storrelsen er summen hhv. gennemsnittet af de » for-

no? a?/n
ste variable minus middelverdien deraf, divideret med standardafvigelsen,

dvs. udtrykket har middelveerdi 0 og varians 1.



68 Kontinuerte fordelinger

« Ifplge Store Tals Lov (side 37) vil %Sn — y veere meget lille (med meget
stor sandsynlighed) nar n vokser. Den Centrale Gransevzrdisetning for-
teeller hvordan +S, — y bliver meget lille, nemlig pa en sddan méade at

nar man dividerer +S, — y med \/0?/n, f&r man noget der fluktuerer
standardnormalfordelt omkring 0.

o Saetningen er yderst generel, idet der ikke gores andre antagelser om X-er-
nes fordeling end at den har en middelveerdi og en varians.

Beviset for setningen forbigas.

3.4 Opgaver

Opgave 3.1
Skitsér gammafordelingens teethed for forskellige veerdier af formparameter og skalapara-
meter. (Find blandt andet ud af hvordan udseendet neer x = 0 atheenger af parametrene;

se f.eks. pd linéf(x) og lirr(l)f'(x).)

Opgave 3.2
Skitsér normalfordelingens teethed for forskellige veerdier af y og 0.

Opgave 3.3

Lad F vaere en kontinuert og strengt voksende funktion defineret pd et dbent interval I ¢ R,
og sidan at F(x) konvergerer mod 0 hhv. 1 nar x konvergerer mod venstre hhv. hejre
endepunkt af I (dvs. F kan - eventuelt efter en lille udvidelse - veere en fordelingsfunktion).

1. Antag at den stokastiske variabel U er ligefordelt pa ]0; 1[ . Vis at fordelingsfunk-
tionen for X = F~'(U) er F.

2. Antag at Y har fordelingsfunktion F. Visat V = F(Y) er ligefordelt pa ]0;1[ .
Kommentar: Computerprogrammer har ofte en funktion der leverer tilfeldige (eller i
det mindste pseudo-tilfeldige) tal fra ligefordelingen pa ]0;1[ . Denne opgave anviser én
mulig made til ud fra tilfeeldige ligefordelte tal at fremstille tilfeeldige tal fra en vilkarlig
kontinuert fordeling.

Opgave 3.4
En todimensional cowboy affyrer sin pistol i en tilfeeldig retning. Et stykke fra cowboyen
er der et meget langt (f.eks. uendelig langt) plankevaerk.

1. Hvad er sandsynligheden for at kuglen rammer plankeveerket?

2. Givet at han rammer, hvad kan man sé sige om fordelingen af det sted kuglen
rammer?

Opgave 3.5
Antag at (X1, X;) er en todimensional stokastisk variabel med teethedsfunktion f(xi,x2),

jf. definition 3.3. Vis at funktionen fi(x1) = f f(x1,x2) dx; er en teethedsfunktion for
R
Xi.

Opgave 3.6
Antag at X; og X, er uathengige stokastiske variable med teethedsfunktioner f; og f,. Seet
Y1 =X1+X20gY2=X1.
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1. Find teethedsfunktionen for (Y, Y2). (Benyt saetning 3.5.)
2. Find fordelingen af Y;. (Benyt evt. opgave 3.5.)

3. Gore rede for at det foregdende er et bevis for setning 3.3.

Opgave 3.7

Pa side 64 stér der at det folger af seetning 3.9 at middelveerdien og variansen i gamma-
fordelingen er lineaere funktioner af formparameteren, og at middelveerdien er linezer i
skalaparameteren og variansen kvadratisk i skalaparameteren. Gor rede for hvordan det
folger af seetningen.

Opgave 3.8
Kvikselvindholdet i sveerdfisk er i visse egne af USA normalfordelt med middelveerdi
1.1 ppm og varians 0.25 ppm2 (se f.eks. Lee and Krutchkoff (1980) og/eller opgave 5.2 0g 5.3 i
Larsen (2006)), men efter sundhedsmyndighedernes vurdering ber gennemsnitsindholdet
af kvikselv i konsumfisk ikke overstige 1ppm. De fisk der selges via de autoriserede
salgskanaler, bliver kontrolleret af sundhedsmyndighederne, og hvis kvikselvindholdet
i en fisk er for heijt, bliver den kasseret. Imidlertid bliver ca. 25% af de fangede fisk solgt
pé det sorte marked og altsd uden om kontrollen; derfor er det ikke tilstreekkeligt at
myndighederne anvender en kassationsregel der hedder »hvis fisken indeholder over
1 ppm kvikselv, s kasseres den«.

Hvor lille skal myndighedernes kassationsgreense vaere for at det forventede kvik-
selvindhold i en solgt fisk (solgt legalt eller illegalt) bliver under 1 ppm, og hvordan skal
graensen valges hvis det forventede indhold skal veere sa lille som muligt?

Opgave 3.9

Lad X veere en stokastisk variabel. Vi definerer stotten for X (eller mere preecist: stotten
for X’s fordeling) som den mindste afsluttede delmengde B ¢ R for hvilken P(X € B) = 1.
Stotten for X betegnes supp(X). — Man kan ogsa karakterisere supp(X) pa folgende made:
x ¢ supp(X) hvis og kun hvis der findes en dben omegn U af x sdledes at P(X € U) = 0.

1. Antag at X er diskret med sandsynlighedsfunktion f.
Vis at supp(X) = {x : f(x) > 0} (dvs. stetten for f).

2. Antag at X er tellelig med sandsynlighedsfunktion f. Hvad er supp(X) i dette
tilfaelde?
(Testeksempel: En stokastisk variabel der antager vaerdien + med sandsynlig-
hed2™",n=1,2,3,...)

3. Antag at X er kontinuert med tethedsfunktion f. Hvad er supp(X) da?
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4 Frembringende funktioner

INDEN FOR MATEMATIKKENS VERDEN finder man mange eksempler pi at man
konstruerer og benytter en-entydige overszttelser, repraesentationer, af én mate-
matisk struktur til en anden. En af pointerne hermed er at visse reesonnementer
eller beviser eller udregninger er nemmere i nogle af strukturerne end i andre.
Et klassisk eksempel er logaritmefunktionen, der som bekendt er en isomorfi
mellem (R, -) og (R, +), og som altsa laver gange-stykker om til plus-stykker.

I dette kapitel skal vi mede en repreesentation af meengden af stokastiske
variable med veerdier i Ny (eller mere rigtigt: af meengden af sandsynlighedsfor-
delinger pé Ny) ved hjelp af sakaldte frembringende funktioner.

Bemark: Alle stokastiske variable der optraeder i dette kapitel, er stokastiske
variable med verdier i Nj.

4.1 Grundleggende egenskaber

DEFINITION 4.1: FREMBRINGENDE FUNKTION
Lad X veere en stokastisk variabel med veerdier i Ny. Den frembringende funktion
for X (eller mere preecist: for fordelingen af X) er funktionen

G(s)=Es* = Y &' P(X =), se[0s1].

Teorien for frembringende funktionen treekker i hej grad pa resultater fra teorien
for potensrakker. For den frembringende funktion G for X gaelder blandt andet:

1. G er kontinuert og har veerdier i [0;1], specielt er G(0) = P(X = 0) og
G(1) =1
2. G er vilkarligt mange gange differentiabel, og den k-te afledede er

GM(s)= S x(x ~1)(x-2)... (x—k+1)s* B(X = x)

x=k

= B(X(X-1)(X-2)... (X~ k+1)s*7F).

Specielt er G (s) > 0 for alle s € [0;1].

3. Seettes s = 0 i udtrykket for G (s), fas G (0) = k! P(X = k), dvs. det
er muligt at regne fra den frembringende funktion tilbage til sandsynlig-
hedsfordelingen.
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Heraf folger at to forskellige sandsynlighedsfordelinger ikke kan ha-
ve samme frembringende funktion, eller sagt pd en anden méde: den af-
bildning der til en sandsynlighedsfordeling knytter dens frembringende
funktion, er injektiv.

4. Ved at lade s — 11 udtrykket for G(¥)(s) far vi at

GHM) =E(X(X-1)(X-2)...(X-k+1)), (4.1)

mere preecist gaelder der at lirrll G (s) er et endeligt tal hvis og kun hvis

X* har middelveerdi, og i givet fald er (4.1) opfyldt.
Vi noterer specielt at
EX=G'(1) (4.2)

0§
VarX =G"(1) - G'(1)(G'(1) -1)

" / 2 ’ (43)
=G"(1)-(G'(1)) +G'(1).

(formlen for variansen folger ved brug af opgave 2.3).
Et nyttigt og vigtigt resultat er

SAETNING 4.1

Hvis X og Y er uathaengige stokastiske variable med frembringende funktioner Gx
og Gy, sd er den frembringende funktion for summen af X og Y produktet af de
frembringende funktioner: Gx.y = Gx Gy.

Bevis

For |s| < Ler Gx,y(s) = Es®*Y = E(s%s¥) = Es*Es" = Gx(s)Gy(s) hvor
vi forst har brugt eksponentialfunktionernes funktionalligning og dernaest set-
ning 1.17/2.7 (side 31/47). O

Eksempel 4.1:  Etpunktsfordeling
Hvis X er udartet i g, s er dens frembringende funktion G(s) = s“.

Eksempel 4.2:  01-variabel
Huvis X er en Ol-variabel med P(X =1) = p, s er dens frembringende funktion G(s) =
1-p+sp.

Eksempel 4.3:  Binomialfordelingen
Binomialfordelingen med parametre n og p er fordelingen af en sum af n uatheengige
identisk fordelte 01-variable med parameter p (definition 1.10 side 27). Ifolge saetning 4.1
og eksempel 4.2 er den frembringende funktion for en binomialfordelt stokastisk variabel
Y med parametre n og p derfor G(s) = (1- p +sp)".

I eksempel 1.20 side 37 fandt vi binomialfordelingens middelveerdi og varians til np
og np(1— p). Nu prover vi at finde disse storrelser ud fra den frembringende funktion. Vi
har

G'(s)=np(l-p+sp)"" og  G"(s)=n(n-1)p*(1-p+sp)"™,
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sa
G'(1)=EY=np og G"(1)=E(Y(Y-1))=n(n-1)p.
Ifolge (4.2) og (4.3) er da

EY =np og VarY = n(n-1)p> — np(np -1) = np(1 - p).

Vikan ogsa fa et nyt bevis for seetning 1.12 (side 27): Ifelge seetning 4.1 er den frembringende
funktion for summen af to uathengige binomialfordelte variable med parametre n; og p
hhv. n, og p,

(1=p+sp)™-(1=p+sp)™ =(1-p+sp)"™™
og hojresiden ses at veere den frembringende funktion for binomialfordelingen med
parametre »n; + 1, 0og p.

Eksempel 4.4:  Poissonfordelingen
Poissonfordelingen med parameter y (definition 2.10 side 53) har frembringende funktion

6(6) = 335 4 exp() =exp(-) 3 LS - exp(uts 1),

P4 samme made som for binomialfordelingen kan vi ved hjeelp af frembringende funktioner
uhyre let vise resultatet i seetning 2.16 (side 54) om fordelingen af en sum af to uatheengige
poissonfordelte variable.

Eksempel 4.5:  Negativ binomialfordeling

Den frembringende funktion for en negativt binomialfordelt stokastisk variabel X (de-
finition 2.9 side 51) med sandsynlighedsparameter p € ]0;1[ og formparameter k > 0
er

—k
S (x+k-1\ & X x X (x+k-1 x 1 1-p
G(s) = ( ) (1-p)'s™ = ( ) (1-p)s :(,_75 .
DI R PG LD ((1-p)s) r
(Til det sidste lighedstegn har vi benyttet nr. 3 af binomialreekkerne pé side 51.) S& er

oy loP (L 1-p v (e L-p\' (1 _1-p )
G'(s)=k > ( 5 ) g G'(s) k(k+1)( » )( )

—k-1
p p p

Det seetter vi ind i (4.2) og (4.3) og far

l-p

p2

1-
EszTp og VarX =k

som pastaet side 52.
Ligeledes kan man ved hjalp af frembringende funktioner helt uden videre vise
seetning 2.14 side 51 om fordelingen af en sum af negativt binomialfordelte variable.

Som det fremgar af eksemplerne, er det ofte saidan at nar man forst har fundet
den frembringende funktion for en fordeling (og det kan undertiden godt vaere
besverligt), sa er der mange ting der gar uhyre nemt, eksempelvis kan man altsd
finde middelverdi og varians blot ved at differentiere et par gange og foretage en
simpel udregning.

Vi har tidligere set nogle eksempler péa konvergens af sandsynlighedsfordelinger:
binomialfordelingen konvergerer under visse omstendigheder mod en poisson-
fordeling (seetning 2.15 side 53), og den negative binomialfordeling konvergerer
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ligeledes under visse omsteendigheder mod en poissonfordeling (opgave 2.8 si-
de 55). Konvergens af sandsynlighedsfordelinger pa Ny haenger sammen med
konvergens af frembringende funktioner:

SATNING 4.2: KONTINUITETSSETNINGEN

Antag at vi for hvert n € {1,2,3, ..., 00} har en stokastisk variabel X, med frem-

bringende funktion G, og sandsynlighedsfunktion f,. Da geelder at lim f,(x) =
n—oo

foo(x) for alle x € Ny hvis og kun hvis lim G,,(s) = Goo(s) for alles € [0;1].

Beviset for seetningen udelades (det er mere en gvelse i matematisk analyse end i
sandsynlighedsregning).

Nu vil vi ga over til at undersege nogle nye problemer, dvs. problemer der ikke er
behandlet tidligere i denne fremstilling.

4.2 Sum af et stokastisk antal stokastiske variable

SATNING 4.3

Antag at N, Xy, Xs, . .. er indbyrdes uafheengige stokastiske variable, og at alle
X-erne har samme fordeling. Seet Y = X + X, + ... + Xn. Da geelder at den
frembringende funktion Gy for Y er

Gy = Gy o Gy, (4.4)

hvor Gy er den frembringende funktion for N og Gx den frembringende funktion
for X-ernes fordeling.

BEevis
Lad B veere stotten for N, dvs. B={n e Ny :P(N =n) >0}.SderP(Y = y) =
> P(Y = y| N =n)P(N =n) og dermed

neB

Gy(s) =2 s"P(Y =y)

YSP(Y=y|N=n)P(N=n)

neB

s
y=0
s
y=0
= Z( s’ P(Y=y|N=n))P(N=n).
neB \y=0

For givet N er Y en sum af et ikke-stokastisk antal led, s& udtrykket i den store
parentes er den frembringende funktion for X; + X, + ... + X,;, og den er ifolge

setning 4.1 lig (Gx(s)) ". Det indsztter vi og far

(e

Gy(s) = Y. (Gx(s))" P(N = n).

n=0
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y antal blade med y mider
0 70
1 38
2 17
3 10
4 9
5 3
6 2
7 1
8+ 0
150

Her er hojresiden nu faktisk den frembringende funktion for N, udregnet i
punktet Gx(s), sd alt i alt er vi ndet frem til at for vilkarligt s er

Gy (s) = Gn(Gx(s))
hvilket var det der skulle vises. O

Eksempel 4.6:  Mider pd cebleblade

Den 18. juli 1951 udtog man tilfeldigt 25 blade pa hvert af seks McIntosh-zbletraeer i en
ableplantage i Connecticut og talte hvor mange rode mider (voksne hunner) der var pa
hvert blad. Derved fik man tallene i tabel 4.1 (Bliss and Fisher, 1953).

Hvis miderne var drysset tilfeeldigt ud over @bletraeerne, ville det formentlig give
sig udslag i at antal mider pr. blad var poissonfordelt. Statistikerne kan undersege om
talmaterialet med rimelighed kan beskrives med en poissonfordeling, og svaret er at
poissonfordelingen ikke giver en god beskrivelse. Derfor md man finde pa noget andet.

Man kan argumentere for at miderne er placeret i kolonier eller klumper, s man kunne
overveje en model der afspejler dette. Eksempelvis kunne man taenke sig at miderne blev
placeret pa bladene ved hjelp af en totrins-tilfeeldighedsmekanisme: forst bestemmes hvor
mange mideklumper der skal vere pa det foreliggende blad, og dernzest bestemmes hvor
mange individer der skal veere i hver af klumperne. Lad N vaere en stokastisk variabel der
angiver antal klumper pa bladet, og lad X, X5, .. . veere stokastiske variable der angiver
antal individer i klump nr. 1,2, ... Det man har observeret, er si 150 veerdier af Y =
X1+ X2+ ...+ Xy (dvs. Y er en sum af et stokastisk antal stokastiske variable).

Da det altid er en god idé at forsege sig med simple modeller for man kaster sig ud i
de indviklede, vil vi antage at de stokastiske variable N, X1, X», ... er uatheengige, og at
alle X-erne har samme fordeling. — Herefter er de eneste uafklarede elementer i modellen
fordelingen af N og fordelingen af X-erne.

Den forst foreslaiede model at antal mider pa et blad er poissonfordelt, dur som neevnt
ikke, men maske s i stedet antal klumper pr. blad er poissonfordelt? Lad os antage at N er
poissonfordelt med parameter ¢ > 0. Antal individer pr. klump modellerer vi med en loga-
ritmisk fordeling med parameter « € ]0; 1], dvs. fordelingen med punktsandsynligheder

1 o

= —, =12,3,...
fx) -In(1-«a) x x
(der er nedvendigvis et positivt antal mider i en klump). - Det er ikke seerlig klart hvorfor

man lige veelger denne fordeling, men der kommer et pent slutresultat ud af det.

Tabel 4.1 Mider pd eebleblade
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Seetning 4.3 forteeller hvordan man udtrykker den frembringende funktion for Y
ved hjelp af de frembringende funktioner for N og X. Den frembringende funktion for
N fandt vi i eksempel 4.4 til Gy (s) = exp(u(s — 1)). Den frembringende funktion for
X-ernes fordeling er

CS 6 f(x) S~ (@)™
Gx(s)fxz::ls fx)= -In(1-«a) ;; x  -In(l-a)

Den frembringende funktion for Y er ifolge setning 4.3 Gy (s) = GN(GX(S)), og vi far
derfor

Gr(s) - eXP(ﬂ(% _1))

Y 1-as 1-as |/
= exp In =
In(1-«) -« -«

) 1 ) o ‘u/ln(lfa)_ i_ l—p -k
\ima 1= T

hvor p =1— a og k = —p/In p. Denne funktion genkender vi som den frembringende
funktion for den negative binomialfordeling med sandsynlighedsparameter p og formpara-
meter k (eksempel 4.5). Antallet Y af mider pé et blad er siledes negativt binomialfordelt.

KOROLLAR 4.4
I den i seetning 4.3 beskrevne situation er

EY=ENEX
VarY = EN Var X + Var N (EX)2.

BEevis

Formlerne (4.2) og (4.3) angiver sammenhzngen mellem pa den ene side den
frembringende funktion og pa den anden side fordelingens middelveerdi og
varians. Hvis man differentierer (4.4), fir man at G, = (GyoGx) G der udregnet
i punktet1 giver EY = EN E X. Tilsvarende kan man udregne G i punktet 1 og
efter nogle omskrivninger na frem til det pastaende resultat. ]

4.3 Forgreningsprocesser

En forgreningsproces er en sarlig slags stokastisk proces. Generelt er en stoka-
stisk proces en familie (X(¢) : t € T) af stokastiske variable, indiceret ved en
storrelse t som man plejer at kalde for tiden, og som varierer i en meengde T
der ofte er [0; +oo[ (»kontinuert tid«) eller N (»diskret tid«). Veerdimaengden
for de stokastiske variable er normalt enten Z (»diskret tilstandsrume« eller R
(»kontinuert tilstandsrum«).

En forgreningsproces med diskret tid og diskret tilstandsrum kan nu praesen-
teres pa folgende made. Lad os sige at vi har at gore med en serlig slags individer
der alle har levetid 1 tidsenhed; nar individets berammede levetid er udlgbet, vil
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det enten dg eller spaltes i et stokastisk antal nye individer; de nye individer er af
samme slags som deres stamfar, dvs. hver af dem lever 1 tidsenhed hvorefter det
enten dor eller spaltes i et antal nye, osv. Individerne der/formerer sig stokastisk
uathaengigt af hverandre, og den sandsynlighedsfordeling der bestemmer hvor
mange efterkommere et individ far, er den samme for alle individer og til alle
tider. Hvis vi lader Y () betegne det samlede antal individer til tid ¢ (opgjort efter
at de dedsfald og spaltninger der skal ske til tid ¢, er sket), s er (Y (¢) : t € Np)
et eksempel pa en forgreningsproces.

De sporgsmél man stiller til en forgreningsproces, er blandt andet: givet at
Y(0) = yo, hvad kan man s sige om fordelingen af Y (¢)? hvor stor er middel-
veerdien og variansen af Y (¢)? hvor stor er sandsynligheden for at Y (¢) = 0, dvs.
populationen er udded til tid ¢? hvor lang tid gar der inden populationen udder
(hvis den udder)?

Vi vil opstille en matematisk model for en forgreningsproces og besvare nogle
af spergsmalene.

Den sakaldte afkomstfordeling spiller en afgerende rolle i modellen. Afkomst-
fordelingen er den sandsynlighedsfordeling der modellerer antal efterkommere
som det enkelte individ far nar der gar 1 tidsenhed. Afkomstfordelingen er en
fordeling p& Ny = {0,1,2,...}; veerdien 0 svarer til at individet dor uden at
fa efterkommere, vaerdien 1 svarer til at individet der men far 1 efterkommer
(eller at individet lever videre), veerdien 2 svarer til at individet dor men far 2
efterkommere, osv.

Lad G veere afkomstfordelingens frembringende funktion. Processen startes
til tid ¢ = 0 med ét individ. Til tid ¢ = 1 bliver dette individ til Y (1) nye, og den
frembringende funktion for Y (1) er

s> E(sy(l)) = G(s).

Til tid ¢ = 2 bliver hver af de Y (1) individer til et stokastisk antal nye, s Y (2)
er en sum af Y (1) uafhengige stokastiske variable, hver med frembringende
funktion G, og ifplge setning 4.3 er den frembringende funktion for Y(2) da

s+ E(s"@) = (GoG)(s).

Til tid ¢ = 3 bliver hver af de Y(2) individer til et stokastisk antal nye, sa Y(3)
er en sum af Y(2) uatheengige stokastiske variable, hver med frembringende
funktion G o G, og den frembringende funktion for Y (3) er da ifelge setning 4.3

s> E(sy(3)) =(GoGoG)(s).
Fortsettes reesonnementet, far man at den frembringende funktion for Y (¢) er

st E(s") = (GoGo...0G)(s).

t

(4.5)

(Bemeerk i gvrigt at hvis vi var startet med y, individer til tid 0, s& var den
frembringende funktion blevet ((G 0Go...0G)(s) )}’o; det er en konsekvens af
saetning 4.1.)

OM NOTATIONEN

I de forste kapitler gjorde vi meget
ud af at stokastiske variable er funk-
tioner defineret pa et udfaldsrum
Q; efterhdnden forsvandt bade
w-erne og Q) ud af billedet. Nar der
nu star Y (t), er det s fordi ¢ har
overtaget w’s plads?

Nej, der er stadig et underforstéet
Q, og det ville vaere mere korrekt at
skrive Y (w, t) og ikke bare Y (¢).
Meningen er, at for hvert t har vi
en almindelig stokastisk variabel
w — Y(w, t), og for hvert w har vi
en funktion t — Y (w, t) af »tiden«
t (som antager heltalsveerdier).
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Lad os kalde middelvaerdien i afkomstfordelingen for y; vi minder om at
¢ = G'(1) (formel (4.2)). Da formel (4.5) som neevnt bare er en anvendelse af
seetning 4.3, kan vi anvende korollaret til denne saetning og fa det ikke voldsomt
overraskende resultat at E Y (¢) = y!, dvs. i middel er der eksponentiel vaekst
(eller uddoen). Mere interessant er

SAETNING 4.5
Antag at Y(0) =1 og at afkomstfordelingen ikke er etpunktsfordelingen i 1.
Sa geelder:
o Hvis u <1, vil populationen udde med sandsynlighed 1, ncermere bestemt er

1 fory=0

}L%P(Y(t) =)= {0 for y=1,2,3,...

o Hvis y > 1, vil populationen udde med sandsynlighed s* og vokse ud over
alle greenser med sandsynlighed 1 — s*, neermere bestemt er

i .y _|s* fory=0
}iﬂp(y(t)‘y)’{o for y=1,2,3,...

Her betegner s* den lpsning til ligningen G(s) = s som er mindre end 1.

Bevis

Vi vil vise seetningen ved at vise konvergens af den frembringende funktion for
Y (t): for hvert givet fast s, vil vi finde graenseveerdien af E sg ) har t - oo. Ifolge
formel (4.5) er talfolgen (E sg ® )tEN den samme som den talfolge (s, ) ey der er
fastlagt ved

Sur1 =G(sp), n=0,1,2,3,...

Denne talfelges opforsel athaenger af udseendet af G og af startveerdien s,. Pa
intervallet ]0;1[ er G og alle dens afledede som tidligere neevnt ikke-negative, og
desuden er G(1) =10g G'(1) = p. Davi pr. forudseetning har udelukket mulighe-
den G(s) = s for alle s (svarende til at atkomstfordelingen er etpunktsfordelingen
i veerdien 1), kan man konkludere at

o Hvisu <1,sder G(s) >sforallese ]0;1[.
I sé fald er talfolgen (s, ) voksende og séledes konvergent. Kald greense-
vaerdien §; sd er 5§ = nh_}r{)lo Sy = nh_)rglo G(spt1) = G(3), hvor det midterste
lighedstegn folger af definitionen pa (s, ) og det sidste lighedstegn folger
af at G er kontinuert i 5. Det eneste punkt 5 € [0; 1] for hvilket G(5) =5, er
§ =1, sa vier ndet frem til at folgen (s,,) er voksende og har greenseveerdi 1.
o Hvis y > 1, sd findes preecis et tal s* € [0; 1] séledes at G(s*) = s™.
- Hviss* <s<1l,sders* <G(s)<s.
Deraf folger at hvis s* < sy < 1, sd er talfelgen (s,) aftagende og
derfor konvergent med en graenseverdi § > s*. Pa samme made som
i tilfeeldet 4 < 1indses at G(§) = §, og man kan derfor konkludere at
granseverdien faktisk er s*.
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- HvisO<s<s*,sders<G(s)<s".
Deraf folger at hvis 0 < sp < s*, sd er talfelgen (s, ) voksende, og dens
greenseveerdi mé (med et lignende argument som i forrige punkt)
veere s*.

- Huvis sq er enten s* eller 1, s3 er talfolgen (s, ) konstant lig so.

I tilfeeldet u < 1 viser ovenstadende betragtninger at den frembringende funktion
for Y () konvergerer mod den frembringende funktion for etpunktsfordelingen
i punktet 0 (nemlig den konstante funktion 1), dvs. populationen udder med
sandsynlighed 1.

I tilfeeldet y > 1 viser ovenstdende betragtninger at den frembringende funk-
tion for Y (t) konvergerer mod den funktion som har veerdien s* pd intervallet
[0;1] og veerdien 1i punktet 1. Denne funktion er ikke frembringende funktion
for en almindelig sandsynlighedsfordeling (s& skulle funktionen have veeret konti-
nuert i 1), men med lidt god vilje kan man sige at den er frembringende funktion
for en sandsynlighedsfordeling der placerer sandsynlighedsmassen s* i punktet
0 og sandsynlighedsmassen 1 — s i et uendelig fjernt punkt.

Man kan faktisk godt udvide teorien for frembringende funktioner til at
omfatte fordelinger der placerer noget af sandsynlighedsmassen i et uendelig
fiernt punkt, men dette kreever en neermere redegeorelse (som ikke vil blive bragt
her); i stedet ngjes vi med at vise folgende to pastande:

tlim P(Y(t)=0)=s" (4.6)
tlim P(Y(t)<c)=s" forallec>0. (4.7)

DaP(Y(t) = 0) er lig veerdien af den frembringende funktion for Y (¢) udregnet
is =0, folger (4.6) uden videre af det foregaende. For at vise anden del foretager vi
nogle omskrivninger hvor vi blandt andet benytter Markovs ulighed (lemma 1.24
side 33):

P(Y(t)<c)= P(sY(t) >sf)<s7° Es'(®)

hvor 0 < s < 1. For t - oo gar s~ Es¥(") ifplge det tidligere viste mod s~s*; ved
at veelge s tilstraekkelig teet pa 1, kan s™“s* komme lige sd teet pa s* som vi ensker,
s limsupP(Y(¢) < ¢) < s*. Pd den anden side er P(Y(¢) = 0) < P(Y(¢) < ¢)

t—o0

og tlim P(Y(t) =0) =s*, hvoraf s™ < li{n inf P(Y(t) < ¢), s alt i alt eksisterer
greenseveerdien tlirn P(Y(¢) <c)ogerligs™.
Formlerne (4.6) og (4.7) viser at uanset hvor stort et interval [0 ; c] vi veelger,

sé vil det i greensen nar t — oo ikke indeholde andet sandsynlighedsmasse end
den der befinder sig i punktet y = 0. ]

4.4 Opgaver

Opgave 4.1
Den kosmiske straling antages — i hvert fald i denne opgave - at optreede i form af partikler

0 Sn

Sn+l Sn+2

Tilfeeldet u <1

s* Sn+2 Sn+l Sn

Tilfeeldet y > 1

1



Trp:

Hvis (z,) er en (reel eller kom-
pleks) talfolge som konvergerer

mod det endelige tal z, sa er

lim

n—oo

(1 + 27”)” = exp(z).
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der ankommer »helt tilfeeldigt« til det maleapparat der skal registrere dem. At de kommer
»helt tilfeeldigt«, betyder at antal partikler (med en given energi) der ankommer i et tidsrum
af leengde ¢, er poissonfordelt med parameter At, hvor A er en stralingsintensitet.

Lad os nu sige at det apparat der skal registrere partiklerne, er lettere defekt séledes
at de enkelte partikler ikke med sikkerhed registreres, men at der er en vis konstant
sandsynlighed for at partiklen ikke registreres. Hvad kan man sige om fordelingen af antal
registrerede partikler?

Opgave 4.2

Benyt saetning 4.2 til at vise at binomialfordelingen med parametre n og p konvergerer
mod poissonfordelingen med parameter y ndr n - oo og p — 0 pd en sidan méade at
np — u. (Dette er vist pa en anden made i seetning 2.15 side 53).

Opgave 4.3

Benyt saetning 4.2 til at vise at den negative binomialfordeling med parametre k og p
konvergerer mod poissonfordelingen med parameter y nar k — oo og p — 1 pé en sadan
mdde at k(1 - p)/p — p. (Dette var ogsé genstand for behandling i opgave 2.8 side 55).

Opgave 4.4
I seetning 4.5 antages det at processen starter med ét individ. Hvad vil der geelde hvis man
i stedet starter med y, individer?

Opgave 4.5
Betragt en forgreningsproces hvor afkomstfordelingen placerer sandsynlighederne po,
p10g p2 patallene 0,10g2 (po + p1 + p2 = 1), dvs. nér der gar et tidsskridt, bliver hvert
individ til 0, 1 eller 2 med de naevnte sandsynligheder.

Hvordan afheenger sandsynligheden for at processen for eller senere udder, af po, p

0g p2?
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DETTE KAPITEL ABNER en smal sprakke ind til teorien for sandsynlighedsmal pa
generelle udfaldsrum.

DEFINITION 5.1:  0-ALGEBRA
Lad Q veere en ikke-tom maengde. En meengde .F af delmeengder af Q) kaldes en
o-algebra pa Q hvis der geelder:
1. Qe
2. . er afsluttet over for komplementermengdedannelse, o: hvis A € F, sd er
A e Z.
3. F erafsluttet over for teellelige foreningsmeaengdedannelser, 3: hvis Ay, A,, . ..

er en folge i F, si er foreningsmengden | J A, ogsd i F
n=1

Bemeerkninger: La .% veere en o-algebra. Da @ = Q°, folger detaf10g2at & € 7.
Da (A, = (U A ) folger det af 2 og 3 at .# ogsa er afsluttet over for tellelige
n=1 n=1

faelle_smaengdedannelser.

P& de reelle tal R opererer man med en serlig o-algebra % kaldet Borel-o-alge-
braen, som er den mindste o-algebra pa R som indeholder alle abne delmeengder
af R; # er ogsé den mindste o-algebra pa R som indeholder alle intervaller.

DEFINITION 5.2:  SANDSYNLIGHEDSRUM
Et sandsynlighedrum er et tripel (Q, 7, P) bestdende af
1. et udfaldsrum Q som er en ikke-tom maengde,
2. en g-algebra .F af delmeengder af Q,
3. et sandsynlighedsmdl pa (Q, F), dvs. en afbildning P : F# — R som er
o positiv: P(A) > 0 for alle A e F
o normeret: P(Q) =1, og
o o-additiv: hvis A, Az, ... er en folge af parvis disjunkte heendelser fra

F, sd erP(UA ) = ZP(Ai)'

SEATNING 5.1
Lad (Q, .7, P) veere et sandsynlighedsrum. Der geelder at sandsynlighedsmdlet
P er monoton-kontinuert i denforstand at hvis man har en voksende folge A; C

AyCAsC...iF, sd erUA €7, 09 lim P(A,) = P(UA,,), og pd samme
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mdde hvis B 2 B, 2 B; 2 ... er en aftagende folge i F, sd er (B, € F, og
n=1

lim P(B,) = P(( B.).

Jim P(B,) =P(():)

BEvis
Pé grund af den endelige additivitet er

P(An) =P((AnN Apc)) U(Apci N Ap) U U (AN A U (AN 2)
=P(ApNAu ) +P(A, i NApy) +...+P(Ay N Ay) + P(A1 N @).

For n — oo fas derfor (idet vi saetter Ay = &)
lim P(A,) = S P(A, A, ) = P(U(An N An_l)) - P(U An),
n—eo n=1 n=1 n=1

hvor det midterste lighedstegn folger af at . er en o-algebra og P er o-additiv.
Hermed er setningens forste pastand vist. Den anden péstand felger ved at se pa
den voksende folge A, = B;,. O

Definitionen af stokastisk variabel ser nu sdédan ud (slgn. definition 1.6 side 19):

DEFINITION 5.3:  STOKASTISK VARIABEL
En stokastisk variabel pa (Q, % ,P) er en afbildning X af Q ind i R med den
egenskab at {X € B} € .Z for ethvert B € A.

Bemarkninger:

1. Betingelsen {X € B} € .% sikrer at P(X € B) er en meningsfuld storrelse.

2. Undertiden skriver man X~ !(B) i stedet for {X € B} (der jo er en kort
betegnelse for {w € Q : X(w) € B}), og man opfatter X! som en afbild-
ning der afbilder delmeengder af R over i delmengder af Q). De to krav der
stilles til X for at det er en stokastisk variabel, er da at X afbilder Q over i
R og X! afbilder % over i #. Man talerom at X : (Q, %) —» (R, %) er
en madlelig afbildning.

Fordelingsfunktion defineres ganske som tidligere (definition 1.7 side 20):

DEFINITION 5.4: FORDELINGSFUNKTION
Fordelingsfunktionen for en stokastisk variabel X er funktionen

F:R—[0;1]
x— P(X <x)

Der geelder de samme resultater som vi tidligere har set:
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LEmMMA 5.2
Huvis den stokastiske variabel X har fordelingsfunktion F, sd er

P(X < x) = F(x),
P(X>x)=1-F(x),
P(a<X <b)=F(b)-F(a),

for vilkdrlige reelle tal x og a < b.

SETNING 5.3
Fordelingsfunktionen F for en stokastisk variabel X har folgende egenskaber:
1. Den er ikke-aftagende, dvs. hvis x < y, sd er F(x) < F(y).
2. xlimw F(x)=00g xlirflw F(x)=1
Den er hojrekontinuert, dvs. F(x+) = F(x) for alle x.
I ethvert punkt x geelder P(X = x) = F(x) — F(x-).
Et punkt x er et diskontinuitetspunkt for F hvis og kun hvis P(X = x) > 0.

LA S

Bevis

De enkelte punkter i seetningen vises saledes:

Ad 1: Det gamle bevis fra seetning 1.6 kan overferes.

Ad 2: Meengderne A, = {X € |-n; n]} vokser op mod hele Q, sé derfor er ifolge
seetning 5.1 ,}LIEO(F(n) -F(-n)) = nh_{go P(A,) = P(X € Q) = 1. Dette i forening
med at F er ikke-aftagende og har veerdier mellem 0 og 1, medferer pastand 2.
Ad 3: Mengderne {X < x + + } aftager mod {X < x}. Derfor er nh_)rgo F(x+1)=

lim P(X <x+1)= P(ﬁ{X <x+ %}) = P(X < x) = F(x) ifolge setning 5.1.
n—oo n=1

Ad 4 P(X = x) = P(X < x) - P(X < x) = F(x) - P(U{X < x - 1}) =
n=1

F(x) - lim P(X < x - 1) = F(x) - lim F(x - +) = F(x) - F(x-) ifolge

setning 5.1.

Ad 5: Folger af det foregédende. ]

Der geelder ogsé den »omvendte« seetning, som vi dog ikke vil bevise her:

SETNING 5.4

Hvis der er givet en funktion F : R — [0;1] som er ikke-aftagende og hojrekon-

tinuert, og lim F(x) = 0o0g lim F(x) =1, sd er F fordelingsfunktion for en
X—>—00 X—+00

stokastisk variabel.

5.1 Hvorfor generalisere og aksiomatisere?

1. En grund til at sege at lave en samlet aksiomatisk fremstilling af sandsynlig-
hedsregningen er at det fra et matematisk-aestetisk synspunkt er noget sjusk hvis
man er nedt til at behandle diskrete og kontinuerte sandsynligheder som to helt
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forskellige typer objekter (sédan som vi har gjort i nervaerende fremstilling) - og
hvad stiller man op med fordelinger der f.eks. er en blanding af en diskret og en
kontinuert fordeling?

Eksempel 5.1
Antag at man vil modellere levetiden T af nogle dimser der er saledes beskafne at de enten
gar i stykker med det samme (o: T = 0) hvilket sker med en sandsynlighed som vi kan
kalde p, eller ogsé holder de et eksponentialfordelt stykke tid; fordelingen af T kan da
specificeres ved at sige at P(T' = 0) = pog P(T > t | T > 0) = exp(—t/B), t > 0 hvor S er
eksponentialfordelingens parameter.

Fordelingen af T har en diskret komponent (sandsynlighedsmassen p placeret i 0) og
en kontinuert komponent (sandsynlighedsmassen 1 — p smurt ud pa den positive halvakse
efter en eksponentialfordeling).

2. Man vil gerne have en matematisk ramme der gor det muligt at tale om konver-
gens af fordelinger. Eksempelvis er det »umiddelbart indlysende« at den diskrete
ligefordeling p& meengden {0, %, %, %, ceo ”T’l, 1} konvergerer mod den kontinu-
erte ligefordeling pa [0 ;1] ndr n — oo, og at normalfordelingen med middelveerdi
p og varians o> > 0 konvergerer mod etpunktsfordelingen i y nar 0? — 0. Li-
geledes fortaeller den centrale greenseverdisatning (side 67) at med passende
skaleringer konvergerer fordelingen af summer af uafhangige variable mod en
normalfordeling. Teorien skal veere i stand til at preecisere hvad det er for et

konvergensbegreb der er i spil her.

3. Vi har i simple situationer set hvordan man modellerer sammensatte forsog
med uafhaengige komponenter (se bl.a. side 16f og side 24), men hvordan gor
man det generelt, og kan det lade sig gare med uendelig mange komponenter?

Eksempel 5.2
Store Tals Steerke Lov siger at hvis (X, ) er en folge af uafhaengige identisk fordelte stoka-
stiske variable med middelveerdi , sa er P( lim X,, = ) = 1hvor X,, er gennemsnittet af

X1, X2, ..., Xu (se evt. ogsd side 37). Hendelsen { lim X, = p} vedrerer uendelig mange

X-er, og man kan sperge om der overhovedet findes et sandsynlighedsrum hvor det er
muligt at have uendelig mange stokastiske variable med en ensket fordeling.

Eksempel 5.3

I afsnittene om den geometriske fordeling (side 49) og den negative binomialfordeling
(side 51) ser man pa hvor mange gange man skal gentage et 01-forseg, inden der for forste
(eller for k-te) gang kommer et 1. Der optraeder blandt andet en stokastisk variabel Tj
som betegner nummeret pd den gentagelse hvor man for k-te gang fir resultatet 1. Det
kan veere af interesse at sperge om sandsynligheden for at der for eller senere vil veere
kommet i alt k 1-ere, altsd P(T; < oo0). Hvis Xj, X3, X3,. .. er stokastiske variable der
repreesenterer 1., 2., 3., ... gentagelse af 01-forseget, er Ty en enkel funktion af X-erne:
Ty = inf{t € N : X; = k}. - Hvordan kan man konstruere et sandsynlighedsrum der
tillader haendelser der vedrerer egenskaber ved uendelige folger af stokastiske variable?

Eksempel 5.4
Tagen folge (U(t) : t = 1,2,3...) af uatheengige identisk fordelte stokastiske variable som



5.1 Hvorfor generalisere og aksiomatisere? 85

er ligefordelte pa topunktsmeengden {-1,1}, og definér derudfra en ny folge af stokastiske
variable (X(¢):t=0,1,2,...) ved

X(0)=0
X(t) = X(t-1)+U(t), t=1,23,...

dvs. X(t) = U(1)+U(2)+---+ U(t). Den derved fremkommende stokastiske proces er en
simpel random walk i én dimension. Traditionelt teenker man pa stokastiske processer som
afbildet i et koordinatsystem hvor den vandrette akse er t-aksen (tiden) og den lodrette
akse x-aksen (stedet). I overensstemmelse hermed vil vi sige at den simple random walk
(X(t):teNp) starter i x = 0 til tid ¢ = 0, og derefter beveeger den sig et skridt op eller et
skridt ned hver gang der er géet et tidsskridt.

Skridtlaengderne behgver ikke veere 1. Vi kan sagtens have en random walk der bevaeger
sig 1 skridt af leengde Ax, og som beveeger sig til tidspunkterne At,2At,3At, ... (her er
Ax # 0 og At > 0). Vi tager denne gang en folge (U(t) : t = At,2At,3At,...) og seetter

X(0)=0
X(t)=X(t-At)+ U(t)Ax, t=At2At3At,...

dvs. X(nAt) = U(At)Ax + U(2At)Ax + - + U(nAt)Ax. P4 denne made har vi faet
defineret X (t) nar ¢ er et helt ikke-negativt multiplum af At (5: nér t € NoAt). Derefter
kan vi i hvert delinterval |kA¢ ; (k + 1) At[ definere X(t) ved linezr interpolation; derved
far vi alt i alt en kontinuert (stykkevis lineer) funktion ¢ — X (t), t > 0.

Man finder uden videre at E(X(nAt)) = 0 og Var(X(nAt)) = n(Ax)?, dvs. hvis

t = nAt (og dermed n = t/At), sé er Var X(t) = (AA’?Z t. Det antyder at hvis man har
planer om at lade At og Ax ga mod 0, er det nok en god idé at gore det pa en made sa

(Ax)?/At har en greensevardi ¢® > 0, hvorved altsa Var X(t) — o°t.

Spergsmilet er nu hvordan man kan konstruere en matematisk ramme der gor den
skitserede »grenseovergang« meningsfuld - blandt andet skal det praeciseres hvad det er
for nogle matematiske objekter der konvergerer, og hvad det er for en konvergens.

Losningen bliver at man skal operere med sandsynlighedsfordelinger pa rum af kon-
tinuerte funktioner (de interpolerede random walks er alle kontinuerte funktioner af t,
og granseprocessen ma ogsé skulle veere kontinuert). Hvis vi for nemheds skyld antager
at o = 1, sa bliver »greenseveerdien« den sakaldte Wiener-proces (W (t) : t > 0). Wie-
ner-processen, der altid er en kontinuert funktion af ¢, har en del bemeerkelsesverdige
egenskaber:

e Hvis 0 < 51 < f1 < 53 < By, er tilveeksterne W () — W(s1) og W(t2) — W(sz)
uafheengige og normalfordelte med middelveerdi 0 og varians hhv. (#; — s1) og
(tz ) ) .

o Med sandsynlighed 1 er funktionen ¢ — W (¢) intetsteds differentiabel.

o Med sandsynlighed 1 vil W antage enhver reel veerdi (dvs. med sandsynlighed 1 er
billedmeengden for t =~ W (t) hele R).

o For ethvert x geelder at W med sandsynlighed 1 vil passere x uendelig ofte (dvs.
{t>0: W(t) = x} indeholder med sandsynlighed 1 uendelig mange elementer).

Pionerverkerne i det matematiske arbejde med sadanne processer er Bachelier (1900) og
Norbert Wieners arbejder fra begyndelsen af 1920-erne, se Wiener (1976, side 435-519).
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Indledning

HVOR SANDSYNLIGHEDSREGNINGEN handler om at opstille og analysere sandsyn-
lighedsmodeller for tilfeeldighedsfeenomener (samt om at etablere det forngdne
begrebsapparat), handler disciplinen matematisk statistik grundleggende om at
etablere og undersoge metoder til at uddrage informationer af talmaterialer der
er beheftede med en usikkerhed der antages at kunne beskrives med passende
sandsynlighedsfordelinger, og disciplinen anvendt statistik handler om hvordan
disse metoder indgér i konkrete typer af modelleringsprocesser.

Den type af problemstillinger som det kommer til at handle om, kan kort skit-
seres saledes: Der foreligger et seet tal x1, x,, . . . , x,, der vil blive omtalt som obser-
vationerne (det kunne f.eks. vaere resultaterne af 115 mélinger af kviksglvindholdet
i sveerdfisk). Man opstiller en statistisk model gaende ud pa at observationerne er
observerede verdier af stokastiske variable X;, X5, ..., X,, der har en eller anden
narmere preeciseret simultan fordeling der er kendt pé neer nogle fa ukendte
parametre (f.eks. kunne X-erne veere uatheengige identisk normalfordelte med
de to ukendte parametre y og 0%). Der er herefter tre hoved-problemstillinger:

1. Estimation. Pa grundlag af observationer plus model skal der udregnes et
estimat (dvs. et skon eller overslag) over de ukendte parametres vaerdier;
estimatet skal naturligvis veere sa godt som muligt (i en eller anden forstand
der skal praeciseres naermere).

2. Hypoteseprovning. I forbindelse med den faglige problemstilling kan der
veere forskellige interessante statistiske hypoteser man gnsker at teste. En
statistisk hypotese er et udsagn om at parameterstrukturen er simplere end
forst pastéet (f.eks. at visse parametre er kendte eller er ens).

3. Modelkontrol. Statistiske modeller er ofte ikke det fjerneste »naturtro«
i den forstand at de soger at efterligne de »virkelige« mekanismer der
har frembragt observationerne. Arbejdet med tilpasning og kontrol af
modellen og vurdering af modellens brugbarhed far derfor et anderledes
indhold og en anderledes betydning end det er tilfeeldet ved s& mange
andre typer af matematiske modeller.
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90 Indledning

I 1922 forklarede Fisher formélet med statistiske metoder saledes (Fisher
(1922), her citeret efter Kotz and Johnson (1992)):

In order to arrive at a distinct formulation of statistical problems, it is
necessary to define the task which the statistician sets himself: briefly,
and in its most concrete form, the object of statistical methods is the
reduction of data. A quantity of data, which usually by its mere bulk
is incapabel of entering the mind, is to be replaced by relatively few
quantities which shall adequately represent the whole, or which, in
other words, shall contain as much as possible, ideally the whole, of
the relevant information contained in the original data.



6 Den statistiske model

V1 VIL FORST GIVE en forholdsvis abstrakt preesentation af begrebet en statistisk
model og nogle af de tilherende begrebdannelser, sidenhen kommer en rakke
illustrative eksempler.

Der foreligger en observation x = (x1,%,...,x,) som antages at vere en ob-
serveret veerdi af en stokastisk variabel X = (X, X5,...,X,) med veerdier i
observationsrummet X; mangden X er ofte R" eller Nj.

For hver veerdi af en parameter 0 tilhorende parameterrummet ® har man et
sandsynlighedsmél Py pa X. Disse Pg-er er alle sammen kandidater til at veere
X’s fordeling, og for (mindst) én veerdi 0 er det rigtigt at X’s fordeling er Py.

Udsagnet »x er en observeret veerdi af den stokastiske variabel X, og for
mindst én veerdi af 0 € © er det rigtigt at fordelingen af X er Py« er (en formule-
ring af) den statistiske model.

Modelfunktionen er en funktion f : X x ® — [0; +oo[ sddan at for hvert fast
0 € O er funktionen x — f(x, 0) den sandsynligheds(tetheds)funktion som X
har hvis 0 er den rigtige veerdi af parameteren.

Likelihoodfunktionen svarende til x er funktionen L : ® — [0; +oo[ givet
ved L(0) = f(x,0). - Likelihoodfunktionen kommer til at spille en central
rolle i forbindelse med teorien for estimation af parametre og test af statistiske
hypoteser.

Hvis man kan skrive likelihoodfunktionen som L(0) = g(x) h(t(x), 6) for
passende valgte funktioner g, h og t, s siges t at veere sufficient (eller at give en
sufficient datareduktion). - Sufficiensbegrebet er iser interessant nér  atbilder
ind i et rum af meget mindre dimension end X, typisk R eller R%.

Bemeerkninger:
1. Parametre betegnes ofte med graeske bogstaver.
2. Parameterrummet ® er normalt af meget mindre dimension end observa-
tionsrummet X.
3. Man vil seedvanligvis tilstreebe at parametriseringen er injektiv, dvs. at
afbildningen 0 ~ Py er injektiv.
4. Likelihoodfunktionen skal ikke summere eller integrere til 1.
5. Man opererer ofte med log-likelihoodfunktionen, dvs. logaritmen til likeli-
hoodfunktionen; man benytter altid den naturlige logaritme.
Lidt mere notation:
1. Undertiden har vi brug for at preecisere at L er likelihoodfunktionen he-
rende til netop x, og vi vil s skrive L(6; x) i stedet for L(6).
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PUNKT-NOTATIONEN

Hvis man har nogle indicerede
vaerdier, f.eks. a1, az, . . ., an, bruger
man som betegnelse for summen af
dem det samme symbol, men med
et punkt pa indeksets plads:

Tilsvarende hvis der er mere end et
indeks:

bi. = Zbij
J

og

b.j = Zb,‘j

92 Den statistiske model

2. Symbolerne Eg og Varg anvendes nar der er behov for at precisere at
middelverdien hhv. variansen udregnes med hensyn til den sandsynlig-
hedsfordeling der svarer til parameterveerdien 6, altsd med hensyn til Py.

6.1 Eksempler

Enstikpreveproblemet for 01-variable

I den generelle formulering af enstikproeveproblemet for 01-variable har man en
observation x = (x1,x,,...,x,) der antages at veere en observeret veerdi af en sto-
kastisk variabel X = (Xj, X5, ..., X,;) med veerdieri X = {0,1}". De enkelte X-er
antages at veere uafheengige identisk fordelte Ol-variable, og P(X; =1) = 6 hvor
6 er den ukendte parameter. Parameterrummet er ® = [0;1]. Modelfunktionen
er (jf. (1.5) side 27)

f(x,0)=0(1-6)"", (x,0)eXx0,
og likelihoodfunktionen er
L(O)=0%(1-6)"", 0ecO.

Som det ses, atheenger likelihoodfunktionen kun af x gennem x., dvs. x. er
sufficient, eller mere preecist: funktionen der afbilder x over i x. , er sufficient.

> [Lees fortsaettelsen side 105.]

Eksempel 6.1

Lad os sige at man har udfert 7 gentagelser af et forseg der har de to mulige udfald 0 og 1,

og at man har opnaet veerdierne 1,1,0, 1,1, 0, 0. Vi vil opstille en statistisk model herfor.
Der foreligger observationen x = (1,1,0,1,1,0,0) som antages at vere en veerdi af

en 7-dimensional stokastisk variabel X = (X1, X5, ..., X7) med verdieri X = {0, 1}7. De

enkelte X;-er antages at veere uafheengige identisk fordelte 01-variable, og P(X; =1) = 0

hvor 0 er den ukendte parameter. Parameterrummet er ® = [0 ; 1]. Modelfunktionen er

Likelihoodfunktionen svarende til observationen x = (1,1,0,1,1,0,0) er

L(B)=0*(1-96)°, 6e[0;1].

Den simple binomialfordelingsmodel

Binomialfordelingen fremkommer som fordelingen af en sum af uatheengige
identisk fordelte 01-variable, sa det vil naeeppe overraske at statistisk analyse af
binomialfordelte observationer minder seerdeles meget om statistisk analyse af
Ol-variable.
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Hvis Y er binomialfordelt med (kendt) antalsparameter n og ukendt sand-
synlighedsparameter 6 € [0;1], er modelfunktionen

0= (") ea-oy
y
hvor (y,0) e X x©® ={0,1,2,...,n} x [0;1], og likelihoodfunktionen er

L(O) = (Z) 07(1-0)"7, 0e[0;1].

> [Lees fortsaettelsen side 105.]

Eksempel 6.2

Hvis man i eksempel 6.1 ikke interesserede sig for udfaldene af de syv enkeltforsog, men
kun for det samlede antal 1-er, sa ville situationen vare den at man havde en observa-
tion y = 4 af en binomialfordelt stokastisk variabel Y med antalsparameter n = 7 og
ukendt sandsynlighedsparameter 6. Observationsrummet er X = {0,1,2,3,4,5,6,7} og
parameterrummet er ® = [0;1]. Modelfunktionen er

f(y,0) = (}7}) 6’ (1-6)7", (3,60)¢{0,1,2,3,4,5,6,7} x [0;1]. y

F(7.6) = (;) 0'(1- 0y

Likelihoodfunktionen svarende til observationen y = 4 er

L(9):(Z)94(1—0)3, 0c0;1].

Eksempel 6.3:  Rismelsbiller I

I en del af et eksempel der omtales naermere i afsnit 9.1, optreeder 144 rismelsbiller (Tribol-
ium castaneum) som udseettes for en bestemt dosis af insektgiften pyrethrum, hvorved 43
af dem deor i lobet af den fastsatte observationsperiode. Hvis vi gar ud fra at billerne er
»ens«, og at de der eller ikke der uafheengigt af hinanden, s kan vi tillade os at formode
at antallet y = 43 er en observation af en binomialfordelt stokastisk variabel Y der har
antalsparameter n = 144 og ukendt sandsynlighedsparameter 6. Den statistiske model er
da givet ved modelfunktionen

144

£(3,0) = ( '

)Gy(l— 0)"“,  (5,0)€{0,1,2,...,144} x [0;1].

Likelihoodfunktionen svarende til observationen y = 43 er

144
43

L(@):( )943(1_9)144-43, 6 [0;1].

> [Eksemplet fortsetter i eksempel 7.1 side 106.]

Enstikpreveproblemet i binomialfordelingen

Man har observationer yi, y,,..., ys af stokastiske variable Y}, Y>,..., Y, der
er indbyrdes uafhaengige binomialfordelte siledes at Y; har antalsparameter #;



Tabel 6.1 Skematisk opstilling
ved sammenligning af binomial-
fordelinger
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gruppe nr.
1 2 3 S
antal gunstige N Y2 V3 ., Vs
antal ikke-gunstige m -y nma-y» n3—y3 fs = Ys
ialt n 12 n3 ng

(kendt) og sandsynlighedsparameter 6; € [0; 1]. Man kan med fordel teenke pa
observationerne som foreliggende i et skema som i tabel 6.1. Modelfunktionen er

s .
o) =T1(") ey a-0p
j=1 \Jj
hvor parametervariablen 6 = (6, 0,, ..., 0,) variereri ® = [0;1]’, og observa-
S
tionsvariablen y = (y1, 2, ..., ;) varierer i X = [ [{0,1,...,n;}. Likelihood-

j=1
funktionen og log-likelihoodfunktionen svarende til y er

1(6) = konst- [T 6} (1-6)" 7,

i1

InL(0) = konst, + Z(yj In@;+ (nj-y;)In(1- Gj))
j=l

hvor konst; er produktet af de s binomialkoefficienter, og konst, er In(konst; ).

> [Fortsattes side 106.]

Eksempel 6.4:  Rismelsbiller II

Man har udsat nogle rismelsbiller for gift i forskellige koncentrationer, nemlig 0.20, 0.32,
0.50 0g 0.80 mg/cm’, og dernzest set hvor mange af billerne der var dede efter 13 dages
forleb. Forsegsresultaterne er vist i tabel 6.2. (Giften stros ud pa gulvet hvor billerne faerdes,
derfor méles koncentrationen i meengde pr. areal.) Man er interesseret i at undersgge om
der er forskel pa virkningen af de forskellige koncentrationer. Vi vil derfor opstille en
statistisk model der gor en sidan undersogelse mulig.

Som i eksempel 6.3 vil vi antage at antal dede biller ved hver af de fire giftkoncentra-
tioner kan opfattes som observerede verdier af binomialfordelte stokastiske variable. For
hvert jlader vi y; betegne antal dode biller og #; betegne antal biller i alt ved koncentration
nr. j, j = 1,2,3,4. Den statistiske model er daat y = (y1, y2, ¥3, y4) = (43,50,47,48) eren
observeret verdi af en firedimensional stokastisk variabel Y = (Y1, Y2, Y3, Y4) hvor Y3, Y3,
Y3 og Y, er indbyrdes uafhaengige binomialfordelte med antalsparametre n; = 144, n, = 69,
n3 = 54 og ny = 50 og sandsynlighedsparametre 01, 0, 03 og 6,. Modelfunktionen er

144 _,, (69 _
f(y1, y2, ¥3, 45 61, 02,03, 04) = ()/ )9{1(1— 91)144 N (y )9%’2(1— 92)69 72 x
1 2

(54) 02 (1- 65)™ (50) 61 (1- 6,)™7 .
Y3 Ya
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koncentration
0.20 0.32 0.50 0.80

antal dede 43 50 47 48
antal ikke dode 101 19 7 2

ialt 144 69 54 50

Log-likelihoodfunktionen svarende til observationen y er

lnL(Gl, 0,, 93, 94) = konst
+43In 6, +1011In(1 - 6,) +501n 6, + 191n(1— 65)
+471n 93 + 71I1(1 - 63) + 4811’164 + 211’1(1 - 94)

> [Eksemplet fortsatter i eksempel 7.2 side 106.]

Multinomialfordelingen

Multinomialfordelingen er en generalisation af binomialfordelingen: I situationer
hvor man har at gere med n uafhaengige gentagelser af et grundforseg der kan
resultere i et af to mulige udfald, vil antallet af gange man far den ene slags udfald,
veere binomialfordelt, jf. definition 1.10 side 27. I situationer hvor man har at
gore med n uathaengige gentagelser af et grundforseg der kan resultere i et af
mulige udfald w;, w,, . .., w,, kan man interessere sig for de stokastiske variable
Y; der er lig antal gange man far udfaldet w;, i =1,2,..., r. Den r-dimensionale
stokastiske variabel Y = (Y, Y2,. .., ;) vil blive multinomialfordelt.

Under de beskrevne omstaendigheder er fordelingen af Y af formen

n U

P(Y=y)= ( ) 6 (6.1)
nyz...yr g

nary = (y1, ¥2,- .., ¥r) er et seet af ikke-negative heltal der summerer til 7, og

P(Y = y) = 0 ellers. Parameteren 0 = (61, 05, ..., 6,) er et sat af r ikke-negative

reelle tal der summerer til 1, og hvor 0; er sandsynligheden for at grundforseget

giver udfaldet w;. Storrelsen

( n ) n!
VY2 oo Yr

[1r!
i=1

er en sdkaldt multinomialkoefficient og er lig med antallet af mader hvorpa man
kan dele en maengde med n elementer op i r delmeengder sddan at delmaengde
nr. i indeholder netop y; elementer, i =1,2,...,r.

Sandsynlighedsfordelingen givet ved sandsynlighedsfunktionen (6.1) omtales
som multinomialfordelingen med r klasser (eller kategorier) og med antalspara-
meter n (et kendt tal) og sandsynlighedsparameter 6.

> [Lees fortseettelsen side 107.]

Tabel 6.2 Rismelsbillers overle-
velse ved forskellige giftdoser.
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Lolland Bornholm Alandseerne

Tabel 6.3 Genotypefordeling AA 27 14 °
af torsk fra tre lokaliteter i Aa 30 20 5
Ostersoen. 2a 12 52 75

ialt 69 86 80

Eksempel 6.5:  Torsk i Dstersoen
Den 6. marts 1961 fangede nogle havbiologer 69 torsk ved Lolland og undersegte arten af
blodets hazmoglobin i hver enkelt torsk. Senere pa aret fangede man desuden nogle torsk
ved Bornholm og ved Alandseerne og undersogte dem pa samme made (Sick, 1965).
Man mener at heemoglobin-arten bestemmes af ét enkelt gen, og det som biologerne
bestemte, var torskenes genotype for sa vidt angar dette gen. Genet kan optraede i to
udgaver som traditionen tro kaldes for A og a, og de mulige genotyper er da AA, Aa og aa.
Den fundne fordeling pa genotyper for hver af de tre lokaliteter ses i tabel 6.3.

Pa hver geografisk lokalitet har man klassificeret et antal torsk i tre mulige klasser, sa pa
hver lokalitet er der tale om en multinomialfordelingssituation. (Nar der er tre klasser,
taler man ogsa om en trinomialfordeling.) Som grundmodel benytter vi derfor den model
der siger at de tre observerede tripler

yu 27 VB 14 V1A 0
o=y |=130), yp=|ym|=]20], yi=[|yal|=|>
yiL 12 Y3B 52 V3A 75

stammer fra hver sin multinomialfordeling med antalsparametre henholdsvis n. = 69,
ng = 86 og ni = 80, og med sandsynlighedsparametre henholdsvis

O Om 014
OL={0x], Os=|0m]|, 0i=]|0x
051 038 034

> [Eksemplet fortseettes i eksempel 7.3 side 107.]

Enstikpreveproblemet i poissonfordelingen

Den simpleste situation er som felger. Man har observationer yi, y2,. .., ¥, af
uafhengige identisk poissonfordelte stokastiske variable Y3, Y3, ..., Y, med para-
meter y. Modelfunktionen er

s u
fnu) =[] exp(-p) = ——— exp(-np),
=7 [Ir!
j=1
hvor ¢ > 0 og y € Ni. Likelihoodfunktionen er L(y) = konst u* exp(-ny), og
log-likelihoodfunktionen er In L(p) = konst + y.1In y — ny.
> [Lees fortsaettelsen side 107.]

Eksempel 6.6:  Hestespark
For hvert af de 20 ér fra 1875 til 1894 har man for hvert af den prejsiske armés 10 regimenter
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antal dedsfald y  antal regiment-ar med y dedsfald

o 109
1 65 Tabel 6.4 Antal dodsfald som
2 22 folge af hestespark i den projsiske
3 3 armé.
4

200

registreret hvor mange soldater der dede fordi de blev sparket af en hest (Bortkiewicz,
1898). Det vil sige at man for hvert af de 200 »regiment-ar« kender antal dedsfald som
folge af hestespark.

Man kan give en oversigt over disse tal ved at angive i hvor mange regiment-ar der
var o dedsfald, i hvor mange der var 1 dedsfald, i hvor mange der var 2, osv., dvs. man
Klassificerer regiment-arene efter antal dedsfald. Det viste sig at det storste antal dedsfald
pr. regiment-ar var 4, og der bliver derfor fem klasser svarende til o, 1, 2, 3 0og 4 dede pr. ér.
De faktiske tal ses i tabel 6.4.

Man ma formode at det i hej grad var tilfeeldigheder der bestemte om en given soldat
blev sparket til dode af en hest eller ej. Derfor er det ogsa i hej grad tilfeeldigheder der
har afgjort om et givet regiment i et givet ar nu fik o eller 1 eller 2 osv. dede som folge af
hestespark. Set fra en passende stor »flyvehgjde« kan man maske godt finde pa at antage
at dedsfaldene indtrafter uatheengigt af hinanden og med samme intensitet aret igennem,
séledes at betingelsene for en poissonfordelingsmodel er til stede.

Vi vil derfor forsege os med den statistiske model der siger at de 200 observatio-
ner yi, ¥2,..., ¥200 er observationer af indbyrdes uathaengige identisk poissonfordelte
stokastiske variable Yi, Y5, .. ., Y200 med parameter p.

> [Eksemplet fortsetter i eksempel 7.4 side 108.]

Ligefordeling pa et interval

Dette eksempel har sa vidt vides ikke den store praktiske anvendelse, men det
kan veere nyttigt for at afpreve teorien.

Antag at x, x5, ..., X, er observationer af indbyrdes uathaengige identisk for-
delte stokastiske variable X;, X5, ..., X,, som er ligefordelte pé intervallet ]0; 0],
hvor 0 > 0 er den ukendte parameter. Teethedsfunktionen for X; er

1/0 nar0<x<6

f(x.6) = {O ellers,

s& modelfunktionen er

1/0"  nar 0 < Xpmin 0 Xmax < 0

f(x1,%2,...,%,,0) = {0

ellers.

Her er Xmin = min{xy, x, ..., %, } 0g Xmax = Max{xy, x,,...,x, },altsd henholds-
vis den mindste og den sterste observation,

> [Lees fortseettelsen side 108.]
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Enstikproveproblemet i normalfordelingen

Man har observationer yi, y2, . .., ¥, af uathangige identisk normalfordelte sto-
kastiske variable med middelveerdi 4 og varians o2, altsd fra fordelingen med

(_l(y—u)z

teethedsfunktion y — ) Modelfunktionen er

1
V' 2mo? =P

2T 2
fua) = H V_ p(—%(yj;f)z)
= (2m0?)™"/? exp( ZL Zz: )

hvor y = (y1, ¥2,. .., yu) € R", u € R og 0 > 0. Standardomskrivninger giver

Z(yj ) = ((yj 7+ (F-u)

M: T M:

(=70 +20- 1) X0 -7) + n (- )’
j=1

-
Il
—

(yi-3)+n(y-u?

M:

-
I
—

altsd

i(yj—ﬂ)z - (=30 - ) (62)
j=1 j=1

Ved hjelp heraf fir vi log-likelihoodfunktionen til

1 n
InL(u,d*) = konst — Eln(az) - Z()’j —u)?
2 20% S
6.
:konst—Eln(az)—ii(y._yf_M (63
2 202 P ] 202

Vi kan udnytte formel (6.2) til endnu et formal: hvis vi indseetter y = 0, far vi
n _ n . n 1
Y= =y =y -yt
= =1 IR

dvs. summen af de kvadratiske afvigelser af y-erne fra y kan udregnes ud fra
summen af y-erne og summen af kvadraterne pa y-erne. For at udregne like-
lihoodfunktionen beh@ver man altsa ikke kende de enkelte observationer, det
er nok at kende summen og summen af kvadraterne (dvs. stikprevefunktionen
t(y) = (X 9, X y?) er sufficient, jf. side 91).

> [Lees fortsaettelsen side 108.]

Eksempel 6.7:  Lysets hastighed
I arene 1880-82 foretog den amerikanske fysiker A.A. Michelson og den amerikanske
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28 26 33 24 34 -44

27 16 40 -2 29 22

24 21 25 30 23 29

31 19 24 20 36 32 Tabel 6.5 Newcombs bestem-
36 28 25 21 28 29 melser af lysets passagetid af en
37 25 28 26 30 32 straekning pa 7442 m.

36 26 30 22 36 23 Tabelveerdierne x 10> + 24.8 er
27 27 28 27 31 27 passagetiden i107° sek.

26 33 26 32 32 24
39 28 24 25 32 25
29 27 28 29 16 23

matematiker og astronom S. Newcomb en raekke efter den tids forhold temmelig nojagtige
bestemmelser af lysets hastighed i luft (Newcomb, 1891). Deres metoder var baseret pa
Foucaults idé med at sende en lysstréle fra et hurtigt roterende spejl hen pa et fjernt fast spejl
som returnerer lysstralen til det roterende spejl, hvor man maler dens vinkelforskydning i
forhold til den oprindelige lysstrile. Hvis man kender rotationshastigheden samt afstanden
mellem spejlene, kan man derved bestemme lyshastigheden.

I tabel 6.5 (fra Stigler (1977)) er vist resultaterne af de 66 malinger som Newcomb
foretog i perioden 24. juli til 5. september 1882 i Washington, D.C. I Newcombs opstilling
var der 3721 m mellem det roterende spejl der var placeret i Fort Myer pa vestbredden af
Potomac-floden, og det faste spejl der var anbragt pa George Washington-monumentets
fundament. Den storrelse som Newcomb rapporterer, er lysets passagetid, altsa den tid
som det er om at tilbageleegge den pageeldende distance.

Af de 66 veerdier i tabellen skiller to sig ud, nemlig —44 og -2, der synes at vaere
outliers, altsa tal der tilsyneladende ligger for langt vaek fra flertallet af observationerne.
I den efterfolgende analyse af tallene vil vi veelge at se bort fra de to navnte observationer,
og der indgar herefter kun 64 observationer.

> [Eksemplet fortsettes i eksempel 7.5 side 109.]

Tostikproveproblemet i normalfordelingen

Man har to grupper af individer, og pa hvert individ har man malt veerdien af en
bestemt variabel Y. Individerne i den ene gruppe heorer ikke sammen med dem i
den anden gruppe pa nogen méde, de er uparrede. Der behover heller ikke vaere
lige mange observationer i de to grupper. Skematisk ser situationen sddan ud:

observationer
gruppelr yn Yz ... Yij .-+ Yin
gruppe2 ¥y Y ... Y2j .- Yom

Her betegner y;; observation nr. jigruppenr. i, i = 1, 2. Grupperne har henholds-
vis 1y og 1, observationer. Vi vil ga ud fra at forskellen mellem observationer
inden for en gruppe er tilfeeldig, hvorimod der er en systematisk forskel pa to de
grupper — det er derfor at observationerne er inddelt i grupper! Endelig antages
at y;j-erne er observerede vaerdier af uathaengige stokastiske variable Y;; som er
normalfordelte med samme varians 0> ogmed EY;; = pj, j=1,2,...,n;,i=1,2.
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Pa denne made beskriver de to middelvardiparametre y; og y, den systematiske
variation, dvs. de to gruppers niveauer, medens variansparameteren ¢* (samt
normalfordelingen) beskriver den tilfeldige variation, der altsd er den samme i
begge grupper (denne antagelse kan man eventuelt teste, se opgave 8.2 side 125).
Modelfunktionen er

S 2, 0%) = (ﬁ)n exP(‘% > 530 - u)’)

i=1 j=1

hVOI‘}’ = ()’11,}/12,)’13, ceos Ving Y215 Y2250 - >)/2n2) e R”, ([41, Mz) e R? og o’ > 0;
vi har her sat n = n; + n,. Den til (6.2) analoge spaltning af kvadratsummen er

2 n; 2 n; 2
22— w) =3 i =7) + Y (- wi)®
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
hvor y, = — Z yij er gennemsnittet i gruppe nr. i.
n i
Log-likelihoodfunktionen er
InL(p1, p2, 0°) (6.4)
n 2 1 2 n; —\2 2 7 5
=konst — — In(¢”) - —2(2 Z(y,-j -y)T+ Z ni(y, — ui) )
2 20N j=1 i=1

> [Fortsaettes side 109.]

Eksempel 6.8:  C-vitamin

C-vitamin (ascorbinsyre) er et veldefineret kemisk stof som man sagtens kan fremstille
industrielt, og man skulle tro at det industrielt fremstillede virker pa nejagtig samme made
som »naturligt« C-vitamin. For at undersege om det nu ogsa forholder sig sddan, har man
foretaget et eksperiment med nogle marsvin (sma gnavere).

Man delte 20 nogenlunde ens marsvin op i to grupper, hvoraf den ene fik appelsinsaft,
og den anden fik en tilsvarende meengde »kunstigt« C-vitamin. Efter seks ugers behandling
malte man leengden af forteendernes odontoblaster (det tandbensdannende veev). Man fik
da disse resultater (i hver gruppe er observationerne ordnet efter storrelse):

appelsinsaft: 8.2 9.4 9.6 9.7 100 145 152 16.1 17.6 21.5
kunstigt C-vitamin: 4.2 52 58 6.4 70 73 101 11.2 11.3 11.5

Man kan fastsla at der ma vere tale om en art tostikproeveproblem. Karakteren af observa-
tionerne gor at det ikke er urimeligt at forsege sig med en normalfordelingsmodel af en
slags, og det er alt i alt neerliggende at sige at der er tale om et »tostikpreveproblem med
normalfordelte observationer«. Vi vil analysere observationerne ved brug af denne model,
mere nejagtigt vil vi underspge om odontoblasternes middelvakst er den samme i de to
grupper.

> [Eksemplet fortsetter som eksempel 7.6 side 110.]

Simpel linezr regression

Regressionsanalyse, der er en stor underafdeling inden for statistik, handler om
at modellere middelveerdistrukturen for (det som modellen opfatter som) de
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Kogepunkt  Lufttryk Kogepunkt  Lufttryk

194.5 20.79 201.3 24.01

194.3 20.79 203.6 25.14

197.9 22.40 204.6 26.57 Tabel 6.6 Forbes’ barometriske
198.4 22.67 209.5 28.49 madlinger. - Kogepunktet er
199.4 23.15 208.6 27.76 angivet i °F, lufttrykket i ‘inches
199.9 23.35 210.7 29.04 Kviksolv’.

200.9 23.89 211.9 29.88

201.1 23.99 212.2 30.06

201.4 24.02

stokastiske variable, idet man inddrager et storre eller mindre antal kvantitative
variable. Her ser vi pa det simpleste tilfeelde.

Der foreligger et antal sammenhorende veerdier (x;, y;), i =1,2,...,n, hvor
y-erne opfattes som observerede veerdier af stokastiske variable Y3, Y5, ..., Y,
og x-erne er sakaldte baggrundsvariable eller forklarende variable. Det er en
veesentlig pointe at x-erne ifplge modellen er ikke-stokastiske.

Den simple lineaere regressionsmodel gér ud pa at Y-erne er indbyrdes uaf-
haengige normalfordelte stokastiske variable med samme varians o> og med en
middelveerdistruktur af formen E Y; = a + f8x;, eller sagt mere precist: der findes
konstanter « og f saledes at E Y; = a + f8x; for alle i. Modellen indeholder saledes
tre ukendte parametre, «, 8 og 02. Modelfunktionen er

n

) = 71 ex
f(y’“’ﬁ’o-)_g\/m p(

= (27102)7”/2 exp(—zclf2 ;(}/i -(a+ ﬂxi))z)

2 o2

1 (i (@ Br)’ )

hvor y = (31, ¥2,--> yn) € R", a, B € R og 6* > 0. Log-likelihoodfunktionen er

lnL(a,[)’,az):—gln02—§2(yi—(a+/3xi))2. (6.5)
il

> [Fortseettes side 110.]

Eksempel 6.9:  Forbes’ barometriske mdlinger
Som bekendt aftager lufttrykket med hejden over havets overflade, og derfor kan et
barometer benyttes som hejdemaler. Da vands kogepunkt aftager med lufttrykket, kan
man imidlertid ogsé bestemme hejden ved at koge vand. - I 1840erne og 1850erne foretog
den skotske fysiker James D. Forbes pa 17 forskellige lokaliteter i Alperne og i Skotland en
raekke malinger hvor han bestemte dels vands kogepunkt, dels luftens tryk (omregnet til
lufttrykket ved en standardlufttemperatur) (Forbes, 1857). Resultaterne er vist i tabel 6.6
(fra Weisberg (1980)).

Hvis man pd en tegning afseetter lufttryk som funktion af kogepunkt, ser man at der
er en tydelig sammenhang (figur 6.1, nederst). Man kunne derfor overveje at opstille en
lineeer regressionsmodel med lufttryk som y og kogepunkt som x. Hvis man konsulterer en
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Figur 6.1 Forbes’ mdlinger.
Qverst: logaritmen til lufttryk
afsat mod kogepunkt.
Nederst: lufttryk afsat mod
kogepunkt.

Trykket er malt i ‘inches
Kviksolv’, temperaturen i °F.

In(Lufttryk)

3.4 —

3.3

T |

200 205 210

Kogepunkt

fysiker, kan man dog fa at vide at man i hgjere grad skulle forvente en lineser ssammenhaeng
mellem kogepunkt og logaritmen til lufttryk, hvilket ogsd bekraeftes af en figur (figur 6.1,
gverst), sd vi vil i stedet prove at beskrive data ved hjelp af en regressionsmodel hvor man
som y bruger logaritmen til lufttrykket og som x kogepunktet.

> [Eksemplet fortsettes i eksempel 7.7 side 112.]

6.2 Opgaver

Opgave 6.1
Gor rede for at binomialfordelingen faktisk er en instans af multinomialfordelingen.

Opgave 6.2
Binomialfordelingen blev defineret som fordelingen af en sum af uathangige identisk
fordelte 01-variable (definition 1.10 side 27).

Overvej hvordan man kan generalisere denne definition til en definition af multino-
mialfordelingen som fordelingen af en sum af uathaengige variable.
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EN STATISTISK MODEL er et udsagn om at det foreliggende datamateriale kan
opfattes som en observation fra en bestemt sandsynlighedsfordeling der er fuld-
steendig specificeret p& neer nogle fa ukendte parametre. I dette kapitel skal vi
beskeftige os med estimationsproblemet, dvs. sporgsmélet om hvordan man ud
fra model plus observationer berer sig ad med at udregne et skon eller estimat
over modellens ukendte parametre.

Man kan ikke inden for matematikkens rammer deducere sig frem til en
lgsning, det er nedvendigt undervejs at inddrage et eller flere udefra kommende
principper. Afheengigt af hvilke principper man veelger at ga ud fra, kan man fa
forskellige estimationsmetoder. I det folgende preaesenterer vi den fremgangsmade
som man »plejer« at bruge her i landet (og i mange andre lande). Forst noget
terminologi:

« En stikprovefunktion er en funktion der er defineret p& observationsrum-

met X (og som afbilder ind i R eller R").
Huvis t er en stikprovefunktion, er t(X) en stokastisk variabel; ofte
skelner man ikke s voldsomt meget mellem ¢ og t(X).
o En estimator er en stikprovefunktion (eller stokastisk variabel) med veerdier
i parameterrummet ©.
Det er lidt underforstéet at estimatoren skal vaere et nogenlunde godt
bud pé den sande verdi af parameteren.

o Etestimat er en veerdi som estimatoren antager, dvs. hvis ¢ (eller ¢(X)) er

en estimator, sa er ¢(x) et estimat.

o En central estimator for g(6) (hvor g er en funktion defineret p& ®) er en

estimator t med den egenskab at E¢(#(X)) = g(0) for ethvert 0, dvs. en
estimator som »i middel rammer rigtigt«.

7.1 Maksimaliseringsestimatoren

Antag at der foreligger en observation x der antages at kunne beskrives med en
statistisk model der er specificeret ved modelfunktionen f(x, 8). Hvis man skal
vurdere de forskellige mulige 0-veerdier for at finde en der kan udnaevnes til at
veere et godt bud pé »den sande veerdi«, kan man basere vurderingen pa veerdierne
af likelihoodfunktionen L(0) = f(x,0): hvis L(6,) > L(0,), sd er 0, et bedre
bud pa den sande veerdi end 0, er; hvis man godtager dette reesonnement, sd mé
konsekvensen véere at 6 skal estimeres som den vaerdi 8 der maksimaliserer L.

103
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DEFINITION 7.1

Maksimaliseringsestimatoren er den funktion der til en observation x € X giver

maksimumspunktet 0 = 0(x) for likelihoodfunktionen svarende til x.
Maksimaliseringsestimatet er den veerdi som maksimaliseringsestimatoren an-

tager.

Ovenstaende definition er naturligvis noget sjusket og ufuldsteendig: der er ingen
der siger at likelihoodfunktionen har netop ét maksimumspunkt, man kan godt
komme ud for at der er flere maksimumspunkter, eller slet ingen. En lidt bedre
definition kunne se sadan ud:

DEFINITION 7.2
Et maksimaliseringsestimat horende til observationen x er et maksimumspunkt
0(x) for likelihoodfunktionen horende til x.

En maksimaliseringsestimator er en (ikke nodvendigvis overalt defineret) funk-
tion af X ind i ©, der til en observation x leverer et maksimaliseringsestimat.

Maksimaliseringsestimatoren er et bud pa en generel metode til udregning af
estimatorer. For at vurdere om det er et fornuftigt bud, kan man stille forskellige
sporgsmal og se hvordan de besvares.

1. Hvor nemt er det at anvende metoden i konkrete modeller?

Metoden gér i praksis ud pa at man skal bestemme maksimumspunkt/
maksimumspunkter for funktionen L; bestemmelse af maksimumspunkter
for en reel funktion er en almindelig og velforstaet matematisk problem-
stilling som kan angribes (og loses) med standardmetoder.

Det er i ovrigt oftest en fordel at bestemme @ som maksimumspunkt for
log-likelihoodfunktionen In L. Hvis In L er en differentiabel funktion, skal
maksimumspunkter i det indre af ® som bekendt seges blandt lesningerne
til ligningen D1n L(@) = 0. Her er D differentialoperatoren der betegner
differentiation med hensyn til 6.

2. Findes der matematiske saetninger om maksimaliseringsestimatorens egen-
skaber, f.eks. om eksistens og entydighed, og om hvor teet [ ligger pa 0?

Ja, det gor der. Der findes en raekke generelle resultater om at nar visse
betingelser er opfyldt, og antallet af observationer gar mod uendelig, sa vil
sandsynligheden for at der eksisterer et entydigt maksimaliseringsestimat,
gd mod 1, og P9(|§(X) — 0] < &) gar mod 1 (for ethvert & > 0).

Nar nogle flere betingelser er opfyldt, blandt andet skal ® veere en
aben maengde, og de tre forste afledede af In L skal eksistere og opfylde
visse regularitetsbetingelser, si geelder at for n - oo er 8(X) asympto-
tisk normalfordelt med asymptotisk middelveerdi 6 og en asymptotisk
varians som er den inverse til E(;(—D2 In L(G;X)); desuden geelder at
Eg(-D*InL(6;X)) = Varg(DInL(8;X)). (Ifolge den sikaldte Cramér-
Rao ulighed er dette den nedre graense for variansen af en central estimator,
sd i den forstand er maksimaliseringsestimatoren asymptotisk optimal.)
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I situationer med en endimensional parameter 6 betyder den asympto-
tiske normalitet af 6 mere preecist at den stokastiske variabel

9-0

U=
\/Eo(-D?InL(6; X))

er asymptotisk standardnormalfordelt nar n — oo, og det er det samme
som at sige at ango P(U < u) = ®(u) for ethvert u € R. (O er fordelings-
funktionen fornstandardnormalfordelingen, jf. definition 3.9 side 65.)
3. Giver metoden estimater der ser fornuftige ud i de (fa og simple) tilfeelde
hvor man er i stand til at overskue situationen?
Det lader sig kun afgere ved at se pa eksempler.

7.2 Eksempler

Enstikpreveproblemet for 01-variable

< [Fortsat fra side 92.]
I denne model er log-likelihoodfunktionen og dens afledede

InL(6) =x.In0 + (n-x.)In(1-0),

x.—nf

DInL(0)= ———,

nL0) = 509
D*nL(0) = - X - "X
nl(0)=-5 - 1oy

nar 0 < 6 < 1. Hvis 0 < x. < #, har ligningen DIn L(8) = 0 den entydige losning
0 =x./n, og da den anden afledede er negativ, er dette det entydige maksimums-
punkt. Hvis x. = n, er L og In L strengt voksende, og hvis x. = 0, er L ogInL
strengt aftagende, sa ogsa i disse tilfeelde er der et entydigt maksimumspunkt der
er givet ved 6 = x./n. Vi er saledes naet frem til at maksimaliseringsestimatet for
0 er den relative hyppighed af 1-er — og det er jo meget fornuftigt.

Middelvaerdi og varians af estimatoren 0 = 6(X) er, jf. eksempel 1.19 side 37
og regnereglerne for middelveerdi og varians, Eg 8 = 6 og Varg 6 = 6(1- 6) /n.

Den generelle teori (jf. ovenfor) oplyser at for store # er Ey O~0 og Vary 0~

X n-X

(Eg(—D2 1nL(6,X)))71 - (Eg(ez' + (1_9)2))_ =0(1-0)/n.

> [Lees fortsaettelsen side 116.]

Den simple binomialfordelingsmodel

< [Fortsat fra side 93.]
I den simple binomialfordelingsmodel er likelihoodfunktionen

L(6) - (;) 07 (1-0)", 6e[0;1]
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og log-likelihoodfunktionen
InL(6) = 1n(”) +yln0+(n-y)in(1-0), 6ef0;1]
y

Pa neer en konstant er denne funktion magen til den tilsvarende i enstikpreve-
problemet med 01-variable. Vi kan derfor straks konstatere at maksimaliserings-
estimatoren er 6 = Y/n. Da Y har samme fordeling som X., er fordelingen af
maksimaliseringsestimatoren den samme i de to modeller, specielt er ogsa her
Eg0=0o0gVarg0=0(1-0)/n.

> [Lees fortsaettelsen side 117.]

Eksempel 71:  Rismelsbiller I

< [Fortsat fra eksempel 6.3 side 93.]
I taleksemplet med rismelsbiller er 6 = 43/144 = 0.30. Den estimerede standardafvigelse
er VO(1-16)/144 = 0.04.

> [Eksemplet fortsetter som eksempel 8.1 side 117.]

Enstikproveproblemet i binomialfordelingen

< [Fortsat fra side 94.]
Log-likelihoodfunktionen svarende til y er

InL(6) = konst + Zsz(yj In6;+ (nj-y;)In(1- 91)). (7.1)
=1

Det ses at In L er en sum af led der hver iser (pa naer en konstant) er en log-
likelihoodfunktion fra en simpel binomialfordelingsmodel, og parameteren 6;
optreeder kun i det j-te led. Vi kan derfor uden videre opskrive maksimaliserings-
estimatoren som

Y

B A A 7 Y,
e:(el,ez,...,es):(’;,’é,. n)

Da Yy, Ys,..., Y; er uafhengige, bliver estimatorerne @\1, 52, .. ,/9\5 ogsé uathen-
gige, og som i den simple binomialfordelingsmodel er E6; = 6; og Var0; =
91(1— 6])/71],]: 1,2,.. .5 S,

> [Lees fortsaettelsen side 118.]

Eksempel 72:  Rismelsbiller IT

< [Fortsat fra eksempel 6.4 side 94.]
I rismelsbille-eksemplet hvor hver gruppe (koncentration) har sin egen binomialfor-
delingsparameter, estimeres denne som brekdel dede i den pageldende gruppe, dvs.
(81,0, 03, 04) = (0.30,0.72,0.87,0.96).

De estimerede standardafvigelser er V gj(l - gj)/nj, dvs. 0.04, 0.05, 0.05 og 0.03.

> [Eksemplet fortsetter som eksempel 8.2 side 119.]
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Multinomialfordelingen 0,
< [Fortsat fra side 95.] 1
Hvis y = (31, ¥2, ..., ¥r) er en observation fra en multinomialfordeling med r

klasser, antalsparameter #n og sandsynlighedsparameter 6, s er log-likelihood-
funktionen
InL(0) =konst + Y y;In6;.
i=1 f b,
Parameteren 0 skal estimeres som maksimumspunktet 0 (i ®) for InL; para-

meterrummet © er mangden af talseet 0 = (6,,0,,...,0,) for hvilke §; > 0, 1

i=12,...,r,08 0+ 6, +---+ 0, = 1. Man ville vel umiddelbart formode at 6; 05

skal estimeres ved y;/n, og det er da ogsa det rigtige svar; men hvordan viser ~ Sandsynlighedssimplexet i det tre-
man det? dimensionale rum, dvs. mangden

af ikke-negative tripler (61, 62, 03)

En mulighed er at benytte en af de generelle metoder til bestemmelse af ., 040,405 =1

ekstremum under bibetingelser. En anden mulighed er at vise at vores formodning
er rigtig. Vi veelger den sidste mulighed og skal alts vise at hvis vi seetter 0; = y;/n,
i=1,2,...,r,080=(01,0,,...,0,),sderInL(0) <InL(8) foralle O ¢ ©.

Det snedige trick der skal bruges hertil, er at Int < ¢ — 1 for alle ¢ (og med
lighedstegn hvis og kun hvis t = 1). Der geelder derfor

— r 9. I 9.
InL(6)-1nL(0) = JIn= < (= -1
nL(8) - InL(B) ;y“ei ;y(ei )

r 0,
-2

-yi)= 0;-yi)=n-n=0.
/n Y 1) ;(” i—yi)=n-n
Ulighedstegnet er skarpt medmindre 6; = 8; foralle i =1,2,...,r.

> [Fortseettes side 120.]

Eksempel 7.3:  Torsk i Qstersoen

< [Fortsat fra eksempel 6.5 side 96.]
Huvis vi indskreenker os til at studere torskene ved Lolland, er opgaven at bestemme det
punkt 6 = (6, 0, 61) i det tredimensionale sandsynlighedssimplex som maksimaliserer
log-likelihoodfunktionen

InL(6) = konst + 271n 6; + 30In 6, + 121n 65.

Ifolge det foregaende er 6, = 27/69 = 0.39, 0, = 30/69 = 0.43 og 6 = 12/69 = 0.17.
> [Eksemplet fortsattes i eksempel 8.3 side 120.]

Enstikproveproblemet i poissonfordelingen

< [Fortsat fra side 96.]
Log-likelihoodfunktionen og dens to forste afledede er for y > 0

InL(y) =konst + y.Iny — ny,
DInL(u) = 2 n,
H

D*InL(u) = —%
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Hvis y. > 0, har ligningen DIn L(¢) = 0 den entydige losning i@ = y./n, og da
D?In L er negativ, er dette det entydige maksimumspunkt. Man ser desuden at
formlen @ = y./n ogsa giver maksimumspunktet i den situation hvor y. = 0.

I poissonfordelingen er variansen lig med middelveerdien, sé ifolge de saed-
vanlige regneregler er middelveerdi og varians af estimatoren i = Y./n

—

E 0=y, Var, i@ = u/n. (72)

Den generelle teori (jf. side 104) oplyser at for store n er E, i ~ u og Var, i ~
2 B Yo\
(E.(-D?InL(w.Y))) = EH(E) = u/n.

Eksempel 7.4:  Hestespark
< [Fortsat fra eksempel 6.6 side 96.]
I hestesparkeksempleter y. = 0-109+1-65+2-22+3-3+4-1=122,sa i = 122/200 = 0.61
Antallet af soldater i et givet regiment der i et givet &r der som folge af at vere sparket
af en hest, er altsa (ifolge modellen) poissonfordelt med en parameter der estimeres til
0.61. Den estimerede standardafvigelse pa estimatet er \/‘TIW =0.06, jf. formel (7.2).

Ligefordeling pa et interval

< [Fortsat fra side 97.]
Likelihoodfunktionen er

1/60"  ndr xpay < 0
L(9) = {0 ellers.

Denne funktion antager ikke sit maksimum, men det er dog fristende at udnzaevne
0= Xmax til maksimaliseringsestimatet. — Tingene ville se paenere ud hvis vi gik
over til at betragte ligefordelingen pa det afsluttede interval fra 0 til 6.

Likelihoodfunktionen er ikke differentiabel i hele sit definitionsomrade (som
er |0 ; +oo[); de regularitetsbetingelser der sikrer at maksimaliseringsestimatoren
er asymptotisk normalfordelt (side 104), er derfor ikke opfyldt, og 0= Xinax €
faktisk heller ikke asymptotisk normalfordelt (se opgave 7.4).

Enstikproveproblemet i normalfordelingen

< [Fortsat fra side 98.]
Ved at lgse ligningen DIn L = 0 hvor In L er log-likelihoodfunktionen (6.3) pa
side 98, finder man maksimaliseringsestimaterne for y og o til

>y 0= lZﬂ:()’j—?)z-

i=y=
j=1 " j=1

=

Man plejer dog at benytte et andet estimat for variansparameteren ¢?, nemlig

52=

n—l;(y] ¥,
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hvilket kan begrundes med at s* er en central estimator; det fremgar af nedensta-
ende saetning der er et specialtilfeelde af szetning 11.1 side 157, jf. ogsa afsnit 11.2.

SAETNING 7.1
Antag at X1, Xy, . .., X, er indbyrdes uafheengige identisk normalfordelte stokasti-
ske variable med middelverdi y og varians o*. Sa geelder

> X er normalfordelt med middelveerdi y
=1

— 1
1. Den stokastiske variabel X = —
né
]_

og varians o* | n.
1 -
2. Den stokastiske variabel s* = — S(X; - X)* er gammafordelt med
n-12%
j=1
formparameter f[2 og skalaparameter 20° | f hvor f = n —1, eller sagt pd en
anden made: (f]d*) s* er x*-fordelt med f frihedsgrader.
Heraf folger blandt andet at Es* = o”.
3. De to stokastiske variable X og s* er stokastisk uafhangige.

Bemerkninger: Antallet af frihedsgrader for variansskennet i en normalforde-
lingsmodel er typisk antal observationer minus antal estimerede frie middel-
veerdiparametre; antallet af frihedsgrader forteeller noget om precisionen af
variansskennet, jf. opgave 7.3.

> [Fortsaettes side 120.]

Eksempel 7.5:  Lysets hastighed
< [Fortsat fra eksempel 6.7 side 98.]
Huvis vi gir ud fra at de 64 positive veerdier i tabel 6.5 side 99 kan betragtes som observa-
tioner fra en og samme normalfordeling, sa skal denne normalfordelings middelveerdi
estimeres til ¥ = 27.75 og dens varians til s> = 25.8 med 63 frihedsgrader. Det betyder at pas-
sagetidens middelveerdi estimeres til (27.75x 107> +24.8) x 10 ®sek = 24.828 x 10 °sek, og
passagetidens varians estimeres til 25.8 x (107> x10™®sek)? = 25.8 x107° (10 °sek)* med 63
frihedsgrader, dvs. standardafvigelsen estimeres til v/25.8 x 10-610"%sek = 0.005x10™°sek.
> [Eksemplet fortseetter som eksempel 8.4 side 122.]

Tostikpreveproblemet i normalfordelingen

< [Fortsat fra side 100.]
Denne models log-likelihoodfunktion (6.4) side 100 antager sit maksimum i
punktet (¥,,7,,72), hvor 7, og 7, er gennemsnittene i de to grupper, og G° =

2 n;

=3 > (yij - ;)" (hvor n = n; + n,). Ofte anvender man ikke G2 som estimat
i=1 j=1

over ¢2, men derimod

2 n;

1
2 =2
o= 2 20i=7)"
n-siam
Neevneren n — 2, antallet af frihedsgrader, bevirker at estimatoren bliver central;
det fremgér af nedenstadende satning der er et specialtilfeelde af seetning 11.1
side 157, jf. ogsa afsnit 11.3.



Tabel 71 C-vitamin-eksemplet,
beregnede storrelser.

n star for antal observationer y,
S for Sum af y-er, y for gen-
nemsnit af y-er, f for antal
frihedsgrader, SS for Sum af
kvadratiske afvigelser (‘Sum of
Squared deviations’), og s> for
variansestimater (s* = SS/£).
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appelsinsaft 10 131.8 13.18 9 177.236  19.69
kunstigt C-vit. 10 80.0 8.00 9 68.960 7.66

sum 20 211.8 18  246.196
gennemsnit 10.59 13.68
SAETNING 7.2
Antag at de stokastiske variable X;; er indbyrdes uafhaengige normalfordelte med
samme varians o> og med EX;j = p;, j=1,2,...,n;, i =1,2. Sd geelder

_ 1
1. De stokastiske variable X; = — ZXU’ i = 1,2, er normalfordelte med
ij=1
middelveerdi y; og varians o*[n;.

1 2 n o
2. Den stokastiske variabel s = — Y AXij - X;)?* er gammafordelt med
i=1 j=1
formparameter f /2 og skalaparameter 26*/f hvor f = n—2ogn = ny + ny,
eller sagt pa en anden made: (f/0*) s er x*-fordelt med f frihedsgrader.
Heraf folger blandt andet at E si: a’.
3. De tre stokastiske variable X, X, og sj er stokastisk uafhengige.

Supplerende bemerkninger:
o Generelt er antallet af frihedsgrader for et varianssken antal observationer
minus antal estimerede middelveerdiparametre.
+ Enstorrelse som y;; -y, der er forskellen mellem den faktiske observation
og det bedst mulige »fit« under den aktuelle model, kaldes undertiden for

2 n
et residual. Som folge deraf kaldes en storrelse som > > (yij - ¥, )? for en
i=1 j=1
residualkvadratsum.

> [Fortsaettes side 122.]

Eksempel 76:  C-vitamin

< [Fortsat fra eksempel 6.8 side 100.]
Vi udregner forskellige hjelpestorrelser samt estimaterne over parametrene, se tabel 7.1.
Middelveerdien i appelsinsaft-gruppen estimeres til 13.18 og i den gruppe der har faet det
kunstige C-vitamin, til 8.00. Den felles varians estimeres til 13.68 med 18 frihedsgrader,
og da hver af grupperne har 10 observationer, er den estimerede standardafvigelse pa hver
af de to middelveerdiestimatorer v/13.68/10 = 1.17.

> [Eksemplet fortsetter som eksempel 8.5 side 124.]

Simpel linezr regression

< [Fortsat fra side 100.]

Vi skal bestemme estimater for parametrene a, 8 og 0° i den linezre regressions-
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model. Log-likelihoodfunktionen er opskrevet i formel (6.5) pa side 101. Vi kan
spalte kvadratsummen pé folgende méde:

20— (a+ fx)) = (- 7) + (- a - %) - Bl - 9))

i=1 i=1

M= ilM=

(=7 + B 3 -

1

—Zﬁi(xf “R)(yi-7) +n(F - a-pE),

idet de ovrige to dobbelte produkter fra kvadreringen af den treleddede storrelse

summerer til 0. Ved omskrivningen har vi opnaet at o kun optreeder i det sidste

led, og dette antager sin mindsteverdi 0 netop nar & = y — $x. De resterende led

udger en andengradsfunktion af 3, og denne funktion antager sit minimum nar

i -%)(yi-7)
Y (xi —x)?

. Konklusionen bliver

differentialkvotienten er 0, dvs. nar f8 =
siledes at maksimaliseringsestimaterne er

ORI i
F== og  @=y-px.
Z;(xi—f)z

(Det er her forudsat at Z(xi —x)? ikke er 0, dvs. at ikke alle x-erne er ens. - Hvis
alle x-erne er ens, har det naeppe nogen mening at prgve at estimere en funktion
der skal vise hvordan y athaenger af x.) — Den estimerede regressionslinje er (den
linje hvis ligning er) y = @ + Bx.

Den verdi af 0* der maksimaliserer log-likelihoodfunktionen, er

32 = rllil(yl - (624— B\X,‘))z.

Som oftest angiver man dog i stedet det centrale variansestimat

1
n-2¢

1

(y,» -(a+ Exi))z.

2
So2 =

gg

n

der har n - 2 frihedsgrader. Med betegnelsen SS, = " (x; — X)* geelder folgende
i=1
(jf. seetning 11.1 side 157 samt afsnit 11.6):
SAETNING 7.3
Om estimatorerne @, 3 og s3, i den lineere regressionsmodel geelder:
1. B er normalfordelt med middelveerdi B og varians o*/SS,.

2. a) o er normalfordelt med middelveerdi o og varians 02(% + i)

SS,
b) @ og Eer korrelerede med korrelation —1/\ /1+ %



Figur 71 Forbes” mdlinger:
Datapunkter plus estimeret
regressionslinje.
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3. a) @+ B er normalfordelt med middelveerdi o + X og varians o [n.

b) @+ Bx og B er ukorrelerede.

4. Variansestimatoren s, er stokastisk uafhangig af middelveerdiestimatorerne,
og den er gammafordelt med formparameter f /2 og skalaparameter 20*/ f
hvor f = n -2, eller sagt pa en anden made: (f|0*) si, er x*-fordelt med f
frihedsgrader.

Heraf folger blandt andet at E s}, = o°.

Eksempel 77:  Forbes’ barometriske malinger

< [Fortsat fra eksempel 6.9 side 101.]

Som man ser af figur 6.1, er der et enkelt punkt der ser ud til at afvige temmelig meget fra
det almindelige monster, sa vi veelger at se bort fra dette punkt og altsa kun regne med de
16 resterende punkter.

Man finder den estimerede regressionslinje til

In(lufttryk) = 0.0205 - kogepunkt — 0.95

og den estimerede varians er sj, = 6.84 x 10~ med 14 frihedsgrader. Figur 7.1 viser de
observerede punkter og den estimerede linje. Umiddelbart ser det ud til at linjen beskriver

punkterne udmeerket.

Hvis man skal have nogen praktisk forngjelse af sidanne kogepunktsbestemmelser, skal
man ogsd kende sammenhangen mellem hejde og lufttryk. Salenge vi holder os til
bjerghejder, aftager lufttrykket eksponentielt med hejden, og der geelder at hvis lufttrykket
ved havets overflade er py (f.eks. 1013.25 hPa) og lufttrykket i hojden h er pj,, sa er h ~

8150m - (In po —In py).

7.3 Opgaver

Opgave 7.1

I eksempel 4.6 side 75 argumenteres der for at antal mider pa et ebleblad er negativt
binomialfordelt. Opskriv modelfunktion og likelihoodfunktion, og udregn pé baggrund
af de foreliggende observationer estimater over parametrene i fordelingen.



7.3 Opgaver 113

Opgave 7.2
Find middelverdien af maksimaliseringsestimatoren & for variansen, nar vi har at gare
med et enstikpreveproblem i normalfordelingen.

Opgave 7.3
Find variansen pa variansestimatoren s” i enstikpreveproblemet i normalfordelingen.

Opgave 7.4
P4 side 108 fandt vi at i den kontinuerte ligefordeling pa ]0; 0] er maksimaliseringsesti-
matoren 6 = Xmax (hvor Xmax = max{X;, X,..., X, }).

1. Vis at teethedsfunktionen for Xmax er

nxn—l

flx)y=4 6"

0 ellers.

nair0<x <6

Tip: find forst P(Xmax < x).

2. Find middelveerdi og varians af = Xmax 0g Vis at for store n er EQ ~ 6 og
Var 6 ~ 6% /n?.

\/ Var )

0-0 ~—-YhvorY = m =n(1— Xzax).

v/ Var @ 0/n
Visat P(Y > y) = (1 - X) , og konkludér herudfra at Y er asymptotisk
n

eksponentialfordelt med skalaparameter 1.

3. Vikan nu finde den asymptotiske fordeling af . For store n er ifolge forrige

punkt
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8 Hypoteseprovning

ANTAG AT MAN OPERERER MED en statistisk model som har en modelfunktion
f(x,0) hvor x € X og 6 € ©. En statistisk hypotese er en pastand om at den sande
parameterveerdi 0 faktisk er beliggende i delmeengden © af ®, formelt

H0:0€®0

hvor ®, c ©. Den statistiske hypotese postulerer altsa at man kan klare sig med
en simplere model.

Nar man tester hypotesen, underspger man hvordan hypotesen og de faktisk
foreliggende observationer stemmer overens. Det foregér ved at man finder pa
eller veelger en endimensional stikprevefunktion  kaldet en teststorrelse, som er
indrettet pa en made s& den »maler« afvigelsen mellem observationer og hypotese.
Herefter udregner man den sékaldte testsandsynlighed, dvs. sandsynligheden
(forudsat at hypotesen er rigtig) for at & en veerdi af X der stemmer darligere
overens (malt ved hjelp af t) med hypotesen end den foreliggende observation x
gor; hvis overensstemmelsen er meget darlig, sa forkaster man hypotesen. — Hele
proceduren benaevnes et fest.

8.1 Kvotienttestet

Ligesom likelihoodfunktionen kunne danne udgangspunkt for konstruktion af
en estimator for 6, kan den bruges i forbindelse med hypoteseprgvning. Man kan
nemlig benytte folgende generelle metode til at konstruere et test:

1. Find maksimaliseringsestimatoren 0i grundmodellen og maksimalise-
ringsestimatoren 0 under hypotesen, dvs. 0 er et punkt hvor In L er maksi-

mali®, oga er et punkt hvor In L er maksimal i ©,.

2. For at teste hypotesen sammenligner vi likelihoodfunktionens maksimale
veerdi under hypotesen med dens maksimale veerdi i grundmodellen, dvs.
vi sammenligner den bedste beskrivelse vi kan fa af x under hypotesen,
med den bedste beskrivelse vi kan fa i grundmodellen. Det gores med
kvotientteststorrelsen

_1(0) _ L(O(x).x)
L(6) L(6(x),x)

Der geelder pr. definition at 0 < Q <1, og jo leengere Q er fra 1, desto darli-
gere stemmer observationen x overens med hypotesen. Ofte bruger man

Q
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TEST

Ordet test kommer fra latin testa
som er en lille lerkrukke af den
slags som alkymisterne og sidenhen
kemikerne brugte i deres underso-
gelser (vel svarende til vore dages
reagensglas).

Pa dansk er ordet test normalt
feelleskon, det hedder f.eks. en
graviditetstest, men i statistiksam-
menheeng er det intetkon, sa rigtige
statistikere siger et F-test, et t-test,
osV.
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ikke Q som teststorrelse, men derimod —2In Q. Denne starrelse er altid
ikke-negativ, og jo sterre veerdi, desto ddrligere stemmer observationen x
overens med hypotesen.

. Testsandsynligheden ¢ er sandsynligheden (udregnet under forudseetning

af at hypotesen er rigtig) for at f en veerdi af X der passer darligere sammen
med hypotesen end den faktisk foreliggende veerdi x gor, i matematik-

sprog:
e=Py(Q(X) < Q(x)) =Py(-2InQ(X) > -2In Q(x))
eller lidt kortere
€ =Py(Q < Qops) =Po(-21nQ > —21In Qqps ).

(Fodtegnet 0 pa P skal markere at der er tale om sandsynligheden udregnet
under forudsaetning af at hypotesen er rigtig.)

. Hvis testsandsynligheden er lille, s& forkastes hypotesen.

I praksis bruger man tit en strategi gdende ud pa at forkaste hypotesen
hvis og kun hvis testsandsynligheden er mindre end et pa forhand fastlagt
signifikansniveau . Typiske veerdier for signifikansniveauet er 5%, 2.5%
0g 1%. Pa den made vil man med sandsynlighed o komme til at forkaste
hypotesen i det tilfaelde hvor den er rigtig. (Forhébentlig vil der veere en
langt sterre sandsynlighed for at forkaste hypotesen hvis den ikke er rigtig.)

. For at kunne udregne testsandsynligheden skal man kende fordelingen af

teststorrelsen nar hypotesen er rigtig.

I nogle situationer, f.eks. i normalfordelingsmodeller (se side 120ff og
kapitel 11), kan testsandsynligheden udregnes eksakt ved hjalp af kendte
og tabellerede standardfordelinger (t-, *- og F-fordelinger).

I andre situationer kan man traekke pa generelle resultater der siger at

under visse omstaendigheder (nemlig dem der sikrer at [ og Oer asymp-
totisk normalfordelte, jf. side 104) er —21n Q asymptotisk y*-fordelt med
et antal frihedsgrader som er dim ® — dim @ (i en passende betydning af
dimension, som ogsd omfatter at ® kan vere f.eks. en differentiabel flade).
Til almindelig daglig brug kan man sige at antal frihedsgrader er lig »det
faktiske antal parametre i grundmodellen minus det faktiske antal parame-
tre under hypotesen«. - I de tilfelde hvor —21n Q er asymptotisk y*-fordelt,
finder man testsandsynligheden ved opslag i en tabel over y*-fordelingen
(en lille y*-tabel ses pa side 190).

8.2 Eksempler

Enstikproveproblemet for 01-variable

< [Fortsat fra side 105.]

Antag at det af den faglige problemstilling fremgar at parameteren 6 egentlig bur-

de have veerdien 0, og at det derfor er interessant at teste den statistiske hypotese
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Hy : 8 = 0. (Hvis man vil opskrive hypotesen lidt mere i overensstemmelse med
den generelle formulering, mé det blive som Hy : 0 € @, hvor ®y = {6, }.)
Idet 6 = x./n, bliver kvotientteststorrelsen

Q-= L(60) _ 0y (1-69)"" _ (”90))&(” —nbo )n_x'
L(0) 6% (1-0)n—x X. n-x.

08
-2lnQ=2 x.lni-r(n—x.)lng .
n8, n-nb,

Testsandsynligheden kan derfor udregnes eksakt som
€= Pgo(—Zh’lQ >-2In Qobs),

og den kan bestemmes approksimativt som sandsynligheden for i y*-fordelingen
med 1 -0 =1frihedsgrad at fa vaerdier storre end —2In Q,ps; approksimationen
kan benyttes nar de »forventede« antal n6, og n — n, er mindst 5.

Den simple binomialfordelingsmodel

< [Fortsat fra side 105.]
Antag at man i den simple binomialfordelingsmodel onsker at teste en statistisk
hypotese Hy : 0 = 8. Da likelihoodfunktionen i den simple binomialfordelings-
model pé neer en konstant faktor er lig likelihoodfunktionen i enstikprgveproble-
met for 0l-variable, se ovenfor, bliver Q og —2In Q de samme i de to modeller,
altsa specielt

y n-y
—2InQ =2| yln —=—— -y)ln——= ).
nQ (ynn00+(n y)nn—nﬂo)

Testsandsynlighederne udregnes ligeledes pa praecis samme méade i de to modeller.

Eksempel 8.1:  Rismelsbiller I
< [Fortsat fra eksempel 7.1 side 106.]
Antag at det i rismelsbilleeksemplet er sidan [men det er ikke sidan; denne del af eksemplet
er opdigtet til lejligheden] at man har en referencegift hvorom man véd at nar man doserer
den p& samme méde som den afprovede gift, sd dor 23% af billerne. Spergsmalet er om
den afprovede gift virker pa samme made som referencegiften. I forhold til den statistiske
model svarer dette sporgsmal til den statistiske hypotese Hy : 6 = 0.23.
Nar n = 144 og 6y = 0.23, bliver n6y = 33.12 og n — n6, = 110.88, s& —2In Q som

144 -y
0,88 ) og dermed —21n Qqps =

funktion af y er —2In Q(y) = 2(yIn % +(144-y)In
~21n Q(43) = 3.60. Den eksakte testsandsynlighed er

144

e=Py(-2InQ(Y) > 3.60) = ) 0.2370.7747.

y:-2InQ(y)=3.60 ( y

Ved almindelig udregning finder man at uligheden —21n Q(y) > 3.60 er opfyldt for y =
0,1,2,...,23 ogfor y = 43,44, 45, ...,144. Endvidere finder man at Py (Y < 23) = 0.0249,
ogat Po(Y > 43) = 0.0344, sa € = 0.0249 + 0.0344 = 0.0593.
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Hvis man vil slippe for en del af regneriet, kan man benytte y*-approksimationen til
fordelingen af —21In Q for at finde testsandsynligheden; man skal bruge y*-fordelingen
med 1 -0 = 1frihedsgrad: grundmodellen har 1 ukendt parameter, og under hypotesen
er der 0 ukendte parametre. [ en tabel over fraktiler i y*-fordelingen med 1 frihedsgrad
(se f.eks. side 190) finder man at 90%-fraktilen er 2.71 og 95%-fraktilen 3.84, sa der er et
sted mellem 5% 0g 10% sandsynlighed for at fa vaerdier storre end 3.60; computeren siger
ati y*-fordelingen med 1 frihedsgrad er der en sandsynlighed p4 5.78% for at fa veerdier
storre end 3.60, altsé ganske teet pa den eksakte veerdi 5.93%.

Da testsandsynligheden er over 5%, vil man - hvis man bruger den saedvanlige tom-
melfingerregel med et 5% signifikansniveau — ikke kunne afvise hypotesen; de foreliggende
observationer er saledes ikke i modstrid med hypotesen om at giften virker pd samme
made som referencegiften.

Enstikpreveproblemet i binomialfordelingen

< [Fortsat fra side 106.]
Antag at man gnsker at undersege om det kan antages at s forskellige binomial-
fordelinger har samme sandsynlighedsparameter. Dette formuleres som den sta-

tistiske hypotese Hy : 6, = 0, = ... = 8, eller lidt mere praecist som H : 0 € O
hvor 0 = (6, 65, ..., 6;) og hvor parameterrummet @ er givet som
@0 :{06 [0;1]5501:02:...:65}.

For at teste Hy skal vi forst finde maksimaliseringsestimatoren under Hy, dvs.
vi skal finde maksimumspunktet for restriktionen afIn L til ®,. Log-likelihood-
funktionen er givet ved formel (7.1) pé side 106, og nar alle 0-erne er ens, er

InL(6,6,...,0) =konst+ Y (y;In6 + (n; - y;)In(1-6))
=

=konst+ y.1In6 + (n. — y.)In(1- 6)

der antager sit maksimum i punktet 6= y./nsherery. =y +y,+...+ ys 0g
n.=mn; + ny + ...+ n,. Derfor bliver teststorrelsen

—21nQ:—21nM
L(6,,0,,...,06,)
s 0. 1-0.
=2 n=Z+(ni-y)n—2 8.1
(i (ny =y in =) (8.

hvor y; = n 15 er det »forventede antal« gunstige i gruppe j under H, altsa nér
grupperne har samme sandsynlighedsparameter. Det sidste udtryk for —21n Q
viser hvordan teststorrelsen sammenligner de observerede antal gunstige hhv.
ugunstige udfald (antallene y;, y,..., ys 0g 1 — ¥1, 12 — ¥2,..., 15 — ¥s) med
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koncentration
0.20 0.32 0.50 0.80

antal dede 85.4 40.9 32.0 29.7
antal ikke dode 58.6 281 220 203

ialt 144 69 54 50

de »forventede antal« gunstige hhv. ugunstige udfald (tallene 31,7, ...,7; og
1y = Y1, 13 = V2, ..., 0y — V). Testsandsynligheden er

e=Po(—2InQ > -21n Qups)

hvor fodtegnet 0 pa P angiver at sandsynligheden skal udregnes under antagelse
af at hypotesen er rigtig.” I givet fald er —21n Q asymptotisk y*-fordelt med s — 1
frihedsgrader. Som tommelfingerregel kan man benytte y*-approksimationen
nér alle de 2s »forventede« antal er 5 eller derover.

Eksempel 8.2:  Rismelsbiller II

< [Fortsat fra eksempel 7.2 side 106.]

Formalet med undersogelsen er at finde ud af om giften virker forskelligt i forskellige
koncentrationer. Det gores pa den made at man ser efter om tallene tyder pd at man kan
tillade sig at antage at der ikke er forskel pa virkningerne af de forskellige koncentrationer.
Det svarer i modellens termer til at teste den statistiske hypotese

H0161:62:63:94.

For at gore det skal vi forst udregne estimatet over den af Hy postulerede felles parameter-
veerdi; det er @anes = y./n. = 188/317 = 0.59. Derefter udregner vi de »forventede« antal
yj= m@ og nj — y; og fér tallene i tabel 8.1. Kvotientteststorrelsen —21In Q (formel (8.1))
sammenligner nu disse tal med de observerede antal (tabel 6.2 side 95):

721nQ0b5:2( 5102 45022 4 471n L 14810 2
85.4 409 320 297

101 2
1011n —+19ln—+ 7In——+ 2In —)

58.6 28.1 22.0 20.3

=113.1.

Grundmodellen har fire ukendte parametre, og hvis Hy er rigtig, er der én ukendt parame-
ter, si —2In Q-veerdien skal sammenlignes med y*-fordelingen med 41 = 3 frihedsgrader.
I denne fordeling er 99.9%-fraktilen lig 16.27 (se f.eks. tabellen side 190), sa der er langt
under 0.01% sandsynlighed for at f4 en veerre —21n Q-verdi hvis hypotesen er rigtig. Pa
den baggrund ma vi forkaste hypotesen og dermed konkludere at der er signifikant forskel
pa virkningen af de fire giftkoncentrationer.

" Dette er ikke helt sa uskyldigt som det maske kunne se ud til, for selv nar hypotesen er rigtig, er
der stadig en ukendt parameter inde i billedet, nemlig den felles verdi af 6-erne.

Tabel 8.1 Rismelsbillers overle-
velse ved forskellige giftdoser:
forventede antal hvis giften
virker pd samme mdde for alle
fire koncentrationer.
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Det tonede omréde er sandsyn-
lighedssimplexet, o: meengden af
tripler @ = (61,02, 03) af ikke-
negative tal der summerer til 1.
Den indtegnede kurve er ¢, dvs.
de 0 der kan optreede hvis der er
Hardy-Weinberg ligeveegt.
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Multinomialfordelingen

< [Fortsat fra side 107.]
Det kan teenkes at den faglige problemstilling indebeerer at sandsynlighedspara-
meteren 0 i virkeligheden kun kan variere i en vis delmengde ® af parameter-
rummet. Hvis @ er en differentiabel kurve eller flade, s& er problemet »paent«
set fra den matematiske statistiks synspunkt.

Eksempel 8.3:  Torsk i Ostersoen
< [Fortsat fra eksempel 7.3 side 107.]

Ved simple reesonnementer - som dog er af mindre interesse i neerverende sammenheeng
— kan man vise at hvis torskene parrer sig med tilfeeldigt uden hensyntagen til genotype,
og hvis populationen er lukket og i ligeveegt, sa vil de tre genotyper optreede med sand-
synlighederne 6; = 8%, 6, = 28(1- B) og 05 = (1- )*, hvor 8 er brokdelen af A-gener i
populationen (3 er sandsynligheden for at et tilfeeldigt valgt gen er A.) - Denne situation
omtales som Hardy-Weinberg ligevegt.

Man kan nu undersoge om de foreliggende observationer tyder pé at de tre torskepo-
pulationer hver iser er i Hardy-Weinberg ligevegt; her indskreenker vi os til Lollandspo-
pulationen. P4 baggrund af observationen y, = (27, 30,12) fra en trinomialfordeling med
sandsynlighedsparameter 6 skal vi derfor teste den statistiske hypotese Hy : 01 € ©
hvor @ er billedet ved afbildningen f (ﬁz, 2p(1-4), (1- ﬁ)z) af [0;1] ind i sandsyn-

lighedssimplexet, altsd @¢ = {(ﬂz, 2B(1-B),(1-B)*): pe[0; 1]}
For vi kan teste hypotesen, skal vi estimere . Under Hy er log-likelihoodfunktionen
InLo(B) =InL(B*,28(1 - B). (1~ B)*)
=konst+2-27Inf+30In B +30In(1-B) +2-12In(1-f)
=konst+ (2-27+30)In 8+ (30 +2-12) In(1 - B)

2-27+30 84

som har maksimum i E = 38 - 0.609 (dvs. 8 estimeres som det observerede

antal A-gener divideret med det samlede antal gener). Teststorrelsen er

L(F*,28(1-B), (1~ B)*)
L(6:,6,65)

-2InQ =-2In

i

3 ,
=22y11n4
i=1 i

hvor 71 = 69 - B> = 25.6, 7> = 69-2B8(1—B) = 32.9 0g 7 = 69 - (1 - B)* = 10.6 er de
»forventede« antal under Hj.

I grundmodellen er der 2 frie parametre (der er tre 0-er, men de summerer til 1);
under Hy er der 1 fri parameter, nemlig 3; —21n Q far derfor 2 — 1 =1 frihedsgrad.

Man finder at —21In Q = 0.52, der med 1 frihedgrad svarer til en testsandsynlighed pa
ca. 47%, s& man kan sagtens antage at torskebestanden ved Lolland er i Hardy-Weinberg
ligeveegt.

Enstikproveproblemet i normalfordelingen

< [Fortsat fra side 109.]
Antag at man ensker at teste en hypotese om at middelveerdien i normalforde-
lingen har en bestemt vaerdi; i det formelle sprog bliver det til at man ensker at
teste hypotesen Hy : 4 = po. Under Hy er der én ukendt parameter, nemlig o°.
Maksimaliseringsestimatet for 0* under H, findes som maksimumspunktet for
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log-likelihoodfunktionen (6.3) side 98, nu opfattet som en funktion af 6% alene  ¢-pORDELINGEN.

(idet u fikseres til o), altsa t-fordelingen med f frihedsgrader
er den kontinuerte fordeling som
) ) n 5 har teethedsfunktion
In L(up,0”) = konst — — ln ) - Z - Uo) ) e

f+1
— 1 F(T) (1+x )_T)

Vaf gy VS
der antager sit maksimum nar o har veerdien 52 = — Z( Vi /40) Kvotienttest- hvorx eR.
] 1
L(p0,7%)

storrelsen er Q = . Standardomskrivninger giver at

L(#a?)

2

t
n—l)

-2InQ =2(InL(3,5°) —lnL(‘uo,?z)) = nln(l +

hvor

)
Ve [n
Hypotesen forkastes for store verdier af —21n Q, o: for store veerdier af |¢|.
Standardafvigelsen pé Y er lig \/0?/n (seetning 7.1 side 109), s& t-teststor-
relsen kan siges at méle forskellen mellem y og g i forhold til den estimerede
standardafvigelse pa Y. Kvotienttestet er altsa zkvivalent med et test baseret pa
den »umiddelbart forstaelige« teststorrelse ¢.
Testsandsynligheden kan udregnes som & = Py (|#] > |£ops|). Om fordelingen
af t under H, geelder

t= (8.2)

SATNING 8.1
Antag at X1, X,, ..., X, er indbyrdes uafhcengige identisk normalfordelte stoka-
n

= 1
stiske variable med middelveerdi yy og varians o°, og set X = — " X; og st =
n “

=

1 X — o
X; — X) . Sd folger den stokastiske variabel t =
n-1 ;( ) Jolg \V$2/n

med n — 1 frihedsgrader.

en t-fordeling

Supplerende bemeerkninger:

o Det er en serlig - og vaesentlig - pointe at fordelingen af t under Hy ikke
afhaenger af den ukendte parameter o2 (og heller ikke af y(). Endvidere
er t en dimensionsles storrelse ( - det bor teststorrelser altid vaere). Se ogséd
opgave 8.1.

« t-fordelingen er symmetrisk omkring 0, og testsandsynligheden kan derfor
udregnes som P(|t]| > |tons|) = 2P (¢ > |tobs])-

I visse situationer kan man argumentere for det fornuftige i kun at
forkaste hypotesen hvis t er stor og positiv (svarende til at y er storre end
Ho); det kan for eksempel komme pa tale hvis man pa forhand kan sige at
hvis ikke p = po, sd er y > po. I sa fald skal testsandsynligheden udregnes
som € = P(f > tops).
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Tilsvarende, hvis man kun vil forkaste hypotesen nar ¢ er stor og negativ,
skal testsandsynligheden udregnes som € = P(t < t,ps).

Et t-test der forkaster hypotesen nar |¢| er stor, kaldes et fosidet t-test,
og et test der forkaster hypotesen nér ¢ er stor og positiv [eller stor og
negativ], kaldes et ensidet test.

o Fraktileri t-fordelingen fas ud af computeren eller fra et statistisk tabelverk,
se evt. side 196.

Da fordelingen er symmetrisk om 0, vil tabelvaerkerne ofte kun inde-

holde fraktiler for sandsynligheder storre end 0.5

o t-teststorrelsen kaldes undertiden for Student’ t til ere for W.S. Gosset
som 11908 publicerede den forste artikel om ¢-testet, og som skrev under
pseudonymet Student.

o Se ogsa afsnit 11.2 side 159.

Eksempel 8.4:  Lysets hastighed

< [Fortsat fra eksempel 7.5 side 109.]

I vore dage er en meter pr. definition den streekning som lyset i vakuum gennemlgber pa
1/299 792 458 sekund, sa lyset har den kendte hastighed 299 792 458 meter pr. sekund, og
det vil derfor bruge 7o = 2.48238 x 10™° sekunder p4 at tilbageleegge en streekning pa 7442
meter. Storrelsen o svarer til en tabelvaerdi pa (7o x 10°) — 24.8) x 10° = 23.8, si det ville
veere interessant at undersege om de foreliggende data er forenelige med hypotesen om
at den ukendte middelveerdi y har veerdien yo = 23.8. Vi vil derfor teste den statistiske
hypotese Hy : y = 23.8.
Vi har tidligere fundet at y = 27.75 og s* = 25.8, s t-teststorrelsen er

[ 27.75-238
\V/25.8/64

Testsandsynligheden er sandsynligheden for at fa t-vaerdier som enten er storre end 6.2 el-
ler mindre end —6.2. Ved tabelopslag kan man finde at i ¢-fordelingen med 63 frihedsgrader
er 99.95%-fraktilen lidt over 3.4, dvs. der er mindre end 0.05% sandsynlighed for at fa en
veerdi som er storre end 6.2, og testsandsynligheden er dermed mindre 2 x 0.05% = 0.1%.
En s4 lille testsandsynlighed betyder at man ma forkaste hypotesen. Newcombs malinger
af lysets passagetid stemmer altsé ikke overens med hvad vi i dag véd om lysets hastighed.

Vi ser at Newcombs passagetider er en smule for store, og da den lyshastighed vi her
har benyttet, er lysets hastighed i vakuum, kan noget af forklaringen eventuelt vare at
lyset beveger sig en smule langsommere i luft end i vakuum.

6.2.

Tostikproveproblemet i normalfordelingen

< [Fortsat fra side 110.]

= p om at de to stikprever
stammer fra samme normalfordeling (variansen er pr. antagelse den samme).
Parameterestimaterne i grundmodellen blev fundet pé side 109. Under Hj er
der kun to ukendte parametre, nemlig den feelles middelveerdi y og den feelles
varians 0%, og da Hy svarer til den situation der er studeret under overskriften

enstikpreveproblemet i normalfordelingen, kan vi uden videre opskrive estima-
2 n;

>3 yij» og for

i=1 j=1

Antag at man ensker at teste hypotesen Hj :

_ 1
terne: for middelveerdien y er det totalgennemsnittet y = —
n
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- 1 2 n;
variansen o” er det 5> = — Y3 (ij - 7)?. Kvotientteststorrelsen for Hy er
n =1
L 7) 7) 22
Q= %. Standardomskrivninger giver at
L(3,7,,7?)
—~ 2
~21nQ =2(InL(3,,7,,%) - In L(5,3,5%)) = nln(1+ 2)
n—
hvor

N7,

2(1, 1
si(ar*3s)
Hypotesen forkastes for store verdier af —21n Q, dvs. for store veerdier af |¢.

Ifolge regnereglerne for varianser er Var(Y; - V) = Uz(nil + n% ), sa t-stor-
relsen maler forskellen mellem de to middelveerdiestimater i forhold til den
estimerede standardafvigelse pa denne forskel. Kvotientteststorrelsen er saledes
akvivalent med et test hvor teststorrelsen er »umiddelbart forstaelig«.

Testsandsynligheden kan udregnes som ¢ = Py (|¢| > |tons|). Om fordelingen
af t under Hy geelder

t= (8.3)

SETNING 8.2
Antag at de stokastiske variable X;; er indbyrdes uafhcengige normalfordelte med
samme varians o> og med EXij=uij=12,...,n;i=12 Set

— 1 X
X,':fZX,'j, i:1,2, Og
n; =1

1 2 n; .
2 2
0= > 2 (Xij - Xi)
n-siam
Sa er den stokastiske variabel
X; - X,

(o +35)
t-fordelt med n — 2 frihedsgrader (n = ny + ny).
Supplerende bemeerkninger:

« Huvis hypotesen Hy om ens middelvaerdier godkendes, er der ikke tale om
to forskellige stikprever med hver sin middelveerdi, men om én stikprove
med n; + 1, observationer. I konsekvens heraf skal middelveerdi og varians
estimeres som i et enstikpreveproblem, dvs. som y og s, hvor

2 n;
Z Z)’ij og 531 =
j=1

1 1 &&
nisy

> i -

i=1 j=1

V= n-1

« Fordelingen af t under H, afhanger ikke af de to ukendte parametre o og
den felles veerdi af middelvaerdierne.
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o t-fordelingen er symmetrisk omkring 0, og testsandsynligheden kan derfor
udregnes som P([¢] > |tobs|) = 2P(# > |fobs])-

I visse situationer kan man argumentere for det fornuftige i kun at
forkaste hypotesen hvis t er stor og positiv (svarende til at y, er storre end
¥,); det kan for eksempel komme p4 tale hvis man pa forhand kan sige at
hvis ikke g1 = pj, sd er py > y,.1sé fald skal testsandsynligheden udregnes
som & = P(t > tobs)-

Tilsvarende, hvis man kun vil forkaste hypotesen nér ¢ er stor og negativ,
skal testsandsynligheden udregnes som & = P(# < fops).

o Fraktileri t-fordelingen fas ud af computeren eller fra et statistisk tabelverk,
se evt. side 196.

Da fordelingen er symmetrisk om 0, vil tabelvaerkerne ofte kun inde-

holde fraktiler for sandsynligheder storre end 0.5

o Se ogsé afsnit 11.3 side 160.

Eksempel 8.5:  C-vitamin

< [Fortsat fra eksempel 7.6 side 110.]
Da metoden til sammenligning af middelveerdierne i de to grupper forudsatter at de to
grupper har samme varians, kan man eventuelt ogsé teste hypotesen om varianshomoge-
nitet (se opgave 8.2). Testet er baseret pa varianskvotienten

2
Sappelsinsa 19.69
R = JEpeinall 27 _ 557,
skunstigt 7.66

Denne veerdi skal ssmmenholdes med F-fordelingen med (9,9) frihedsgrader i et tosidet
test. Tabelopslag (f.eks. side 192ff) viser at 95%-fraktilen er 3.18 og 90%-fraktilen 2.44; der
er derfor mellem 10 og 20 procents chance for at & en verre R-verdi selvom hypotesen
er rigtig, og pa dette grundlag vil vi ikke afvise antagelsen om varianshomogenitet. Den
feelles varians estimeres til s3 = 13.68 med 18 frihedsgrader.

Vikan nu ga over til det egentlige, nemlig at teste om der er signifikant forskel pa to
gruppers niveauer. Til det formal udregnes ¢-teststorrelsen

1318-8.00 518
13.68(L + L) 16

3.13.

Den fundne veerdi skal ssmmenholdes med ¢-fordelingen med 18 frihedsgrader. I denne
fordeling er 99.5%-fraktilen 2.878, sa der er mindre end 1% chance for at fa en veerdi
numerisk storre end 3.13. Konklusionen bliver derfor at der er en klart signifikant forskel
mellem de to grupper. — Som det ses af tallene, bestar forskellen i at den »kunstige« gruppe
har mindre odontoblastveekst end appelsingruppen. Kunstigt C-vitamin synes altsa ikke
at virke s& godt som det naturlige.

8.3 Opgaver

Opgave 8.1
Antagat xi, x2, . . ., X, er en stikprove fra normalfordelingen med middelveerdi £ og varians
a?, og at man onsker at teste hypotesen Hoy : & = &. Det gores med et ¢-test. - Man kunne
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imidlertid ogsa gore folgende: Tag to tal a og b # 0 og saet

p=a+bé,
Hoia*'bfo,
yi=a+bx;, i=12,...,n

Hvis x-erne er en stikprove fra normalfordelingen med parametre £ og 0, si er y-erne en
stikprove fra normalfordelingen med parametre u og b*o” (satning 3.1 side 65), og hypo-
tesen Hox : & = & er ensbetydende med hypotesen Ho,, : y = po. Vis at t-teststorrelsen
for at teste Ho, er lig med t-teststorrelsen for at teste Ho,, (det vil sige t-testet er invariant
ved affine transformationer).

Opgave 8.2
I behandlingen af tostikpreveproblemet i normalfordelingen (side 99ff) antages uden
videre at de to stikprever har samme varians. Man kan imidlertid godt udfere et test for
om de to grupper kan antages at have samme varians. For at gore det udvider vi modellen
til felgende: yu, y12, ..., y1n, €r observationer fra normalfordelingen med parametre
og 012 , 08 ¥21, ¥22, - - . » Y2, € Observationer fra normalfordelingen med parametre y» og
02. 1 denne model tester vi sa hypotesen H : of = 3.

Gor det! Dvs. opskriv likelihoodfunktionen, find maksimaliseringsestimaterne, og
opskriv kvotientteststorrelsen Q.

1

2 n;
s - —
Vis at Q kan udtrykkes ved R = =, hvor s; = : > (yij = 7,)” er det centrale
$5 ni =153

varianssken i gruppe i, i = 1, 2.
Man kan udlede fordelingen af R nar antagelsen om om varianshomogenitet er rigtig;
den er en F-fordeling (se evt. side 158) med (n; — 1, n, — 1) frihedsgrader.
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9 Nogle eksempler

9.1 Rismelsbiller

Dette eksempel viser blandt andet hvordan man kan udbygge en binomialfor-
delingsmodel sddan at sandsynlighedsparameteren tillades at athange af nogle
baggrundsvariable; derved fas en sakaldt logistisk regressionsmodel.

I en undersogelse (jf. Pack and Morgan (1990)) af insekters reaktion pa insekt-
giften pyrethrum har man udsat nogle rismelsbiller, Tribolium castaneum, for
forskellige maengder gift og derpa set hvor mange der var dede efter 13 dages for-
lgb. Forseget udfortes med fire forskellige giftkoncentrationer, dels pa han-biller,
dels pa hun-biller. Resultaterne (i reduceret form) ses i tabel 9.1.

Grundmodellen

Der indgar 144 + 69 + 54 +. .. + 47 = 641 biller i forseget. Hver bille har et bestemt
ken (to muligheder) og bliver udsat for en bestemt giftdosis (fire muligheder), og
ilgbet af forseget er billen enten ded eller har overlevet.

Forste skridt i modelleringsprocessen bestar i at gore sig klart hvilken status
de forskellige storrelser skal have i modellen:

o Storrelserne dosis og ken er baggrundsvariable der er benyttet til at ind-
dele billerne i 2 - 4 = 8 grupper, idet man forestiller sig at dosis og ken
kan have betydning for billens overlevelse; det kan endda taenkes at selve
talveerdierne af dosis har betydning.

o Totalantallene (144, 69, 54, 50,152, 81, 44, 47) er kendte konstanter, nemlig
antal biller i de enkelte grupper.

« Antal dede (43,50, 47, 48, 26,34, 27, 43) er observerede veerdier af stoka-
stiske variable.

For at fa en idé om talmaterialets beskaffenhed kan man lave nogle simple udreg-
ninger og tegninger (f.eks. tabel 9.1 og figur 9.1).

For hver af de otte grupper er det neerliggende at foresla at beskrive »antal
dede« som en observation fra en binomialfordeling med en antalsparameter
der er det samlede antal biller i den pagaeldende gruppe, og med en (ukendt)
sandsynlighedsparameter der skal fortolkes som sandsynligheden for at en bille
af det pagaeldende kon dor af giften doseret i den pageeldende koncentration.
Her er det ikke sé interessant blot at fa at vide om der er en signifikant forskel
pa grupperne eller ej, det ville veere langt mere spandende hvis man kunne
give en naermere beskrivelse af hvordan sandsynligheden for at de afhsenger af
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Tabel 9.1 Rismelsbiller:

For hvert kon og hver dosis er
angivet antal dode/totalantal =
obs. dodssandsynlighed.

Dosis er anfort i mg/cm’.

Figur 9.1 Rismelsbiller:
Observeret dodssandsynlighed
(relativ hyppighed) som funktion
af dosis, for hvert kon.
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dosis M F

0.20  43/144=0.30 26/152=0.17
0.32 50/ 69=0.72 34/ 81=0.42
0.50 47/ 54=0.87 27/ 44=0.61
0.80 48/ 50=0.96 43/ 47 =0.91

a v
M
0.8 —
M
3
£ 0.6 F
3
4
2 0.4 F
Mal
M
02—
T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8
dosis

giftkoncentrationen, og hvis man kunne udtale sig om hvorvidt giften virker ens
pé hanner og hunner. Vi indferer noget notation og praeciserer grundmodellen:

1. I den gruppe der svarer til dosis d og ken k, er der n 4 biller hvoraf y i
dode; herer k € {M, F} og d € {0.20,0.32,0.50,0.80}.

2. Det antages at y;; er en observation af en stokastisk variabel Y,;; som er
binomialfordelt med kendt antalsparameter n 44 og med sandsynligheds-
parameter p ;.

3. Det antages desuden at de enkelte Y, -er er stokastisk uathaengige.

Likelihoodfunktionen i grundmodellen er
L=TTIT(3) el 0 pacys
y
= H H (ndk) I1 H( b ) CTITIC - pa)™
k d

Yax) 1-pax
~tonst [T (25) - TITI0- pa™,

og log-likelihoodfunktionen er

InL = konst+22ydkln +Zankln(l—pdk)
k d

= konst + Z Zydk loglt(pdk )+ Z Z naxIn(1 - par).
k d

De otte parametre p4y varierer uatheengigt af hinanden, og pax = yax/n4x- Op-
gaven i det folgende er nu at modellere p’s afheengighed af d og k.
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logaritmen til dosis

En dosis-respons model

Hvordan er sammenhzengen mellem giftkoncentrationen (dosis) d og sandsyn-
ligheden p, for at en bille dor ved denne dosis? Hvis man vidste en hel masse
om hvordan netop dette giftstof virker i billeorganismen, kunne man formentlig
give et velbegrundet forslag til hvordan sandsynligheden atheenger af dosis. Men
den statistiske modelbyggers tilgang til problemet er af langt mere jordbunden
og pragmatisk karakter, som vi nu skal se.

I eksemplet har eksperimentator valgt nogle tilsyneladende meerkverdige
dosis-veerdier (0.20, 0.32, 0.50 og 0.80). Hvis man ser nermere efter, opdager
man dog at der (naesten) er tale om en kvotientraekke, idet kvotienten mellem
et tal og det neeste er (nesten) den samme, nemlig 1.6. Det tager den statistiske
modelbygger som et fingerpeg om at dosis antagelig skal males pd en logaritmisk
skala, dvs. man skal interessere sig for hvordan sandsynligheden for at de athaen-
ger af logaritmen til dosis. Derfor tegner vi figur 9.1 en gang til, idet vi nu afsetter
logaritmen til dosis ud ad abscisseaksen; resultatet ses i figur 9.2.

Vi skal modellere sandsynlighedernes afheengighed af baggrundsvariablen
In d. En af de simpleste former for afheengighed er lineer atheengighed. Imidlertid
ville det veere en darlig idé at foresld at p; skulle atheenge linezert af In d (altsa
at py = o + flnd for passende valgte konstanter a og f3) fordi dette ville veere
uforeneligt med kravet om at sandsynlighederne skal ligge mellem 0 og 1. Ofte
gor man sa det at man omregner p, til en ny skala og postulerer at »p; pa den
ny skala« athaenger lineeert af In 4. Omregningen kan forega ved hjelp af logit-
funktionen.

Vi vil foresla/postulere folgende ofte anvendte model for sammenhaengen
mellem dosis og sandsynligheden for at de: For hvert af de to ken afhsenger
logit(py) lineert af x = In d, eller mere udferligt: Der findes fire konstanter a,,
B og ag, Br saledes at

logit(panm) = ap + fmInd
logit(pyr) = ar + frlnd.

En sadan model kaldes en logistisk regressionsmodel.

Figur 9.2 Rismelsbiller:
Observeret dodssandsynlighed
(relativ hyppighed) som funktion
af logaritmen til dosis, for hvert
kon.

LOGIT-FUNKTIONEN.
Funktionen

: P

logit(p) = In —.

ogit(p)=1n L
afbilder intervallet ]0, 1[ bijektivt

pa den reelle akse R. Den omvendte

funktion er

_ exp(z)
1+exp(z)’

Nar p er sandsynligheden for en
bestemt haendelse (f.eks. at do),
sé er p/(1 - p) forholdet mellem
sandsynligheden for haendelsen og
sandsynligheden for den modsatte
haendelse; dette tal kaldes med et
udtryk hentet fra spillebranchen for
odds for den pageldende heendelse.
Vi kan dermed sige at logit-funk-
tionen udregner logaritmen til
odds.
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Figur 9.3 Rismelsbiller: :§
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logaritmen til dosis

I figur 9.3 er logit til de relative hyppigheder afsat mod logaritmen til dosis;
hvis modellen er rigtig, skal hvert af de to punktsat fordele sig tilfaeldigt omkring
en ret linje, og det ser jo ikke helt urimeligt ud; der beheves dog en neermere
undersogelse for at afgere om modellen giver en tilstreekkeligt god beskrivelse af
datamaterialet.

I de folgende afsnit skal vi se hvordan man estimerer de ukendte parametre,
hvordan man underseger om modellen er god nok, og hvordan man sammenlig-
ner giftens virkning pa han- og hunbiller.

Estimation

Likelihoodfunktionen L, i den logistiske model fas ved i grundmodellens likeli-
hoodfunktion at opfatte p-erne som funktioner af a-erne og f8-erne. Vi far

lnLO(“M; “K)ﬁM)ﬁk)
= konst + Z Zydk(ock +ﬁk h’ld) + ZZ ndkln(l—pdk)
k d k d

= konst + Z((xky.k +> yaxInd + ) ngIn(1 —Pdk))>
k d d

sd log-likelihoodfunktionen bestar altsa af to separate bidrag, et for hanbillerne
og et for hunbillerne. Parameterrummet er R*.

Hvis man differentierer In Ly med hensyn til hver af de fire variable og satter
de partielle afledede lig 0, far man efter lidt omskrivning de fire ligninger

Z Yam = z nampdam, ZydK = Z nakpPdx>
d d d d

ZydMlnd:zndedMlnd, ZydKlnd:anKdelnd,
d d d d

exp(ay + B Ind)
1+ exp(ay + BrInd)
vi ma klare os med en numerisk lgsning.
Et almindeligt statistik-computerprogram kan finde folgende estimater: @, =
4.27 (med en standardafvigelse pa 0.53) og EM = 3.14 (standardafvigelse 0.39),

hvor pak =

. Man kan ikke lgse disse ligninger eksplicit, sa
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logaritmen til dosis

og for hunbillerne er de @ = 2.56 (standardafvigelse 0.38) og EF = 2.58 (stan-
dardafvigelse 0.30).
Hvis vi i figur 9.3 indtegner de estimerede regressionslinjer, far vi figur 9.4.

Modelkontrol

Vi har nu estimeret parametrene i den model der siger at
logit(pak) = ax + BxInd

eller

exp(ax + B Ind)
1+exp(ag + BrInd)’

Pdk =

En nerliggende form for modelkontrol er derfor at indtegne graferne for de to
funktioner

exp(an + Bux) . exp(ar + frx)
1+ exp(op + Bux) 1+ exp(ar + frx)

i figur 9.2 hvorved man far figur 9.5. Den viser at modellen ikke er helt hen i
vejret. Man kan desuden ved hjelp af likelihoodmetoden konstruere et numerisk
test baseret pa

L(@u @, B, Br)

Lmax

(9.1)

Q:

hvor L,y er likelihoodfunktionens maksimale veerdi i grundmodellen (side 128).
Med betegnelserne p g = logit_1 (@ + PrInd) og Yar = nagxpax bliver

T () Pt 1= e
Q- k d \Vdk
Ngk Ydk Yk Vdk Nak=Ydk
fidid 1_ fiidad)
IJI}(ydk)(”dk) ( ndk)

- E Yk M Nak=Ydk
-II0) Gao)

Ydk Nk — Ydk

Figur 9.4 Rismelsbiller:

Logit til estimeret dedssand-
synlighed (relativ hyppighed)
som funktion af logaritmen til
dosis, for hvert kon, samt de
estimerede regressionslinjer.
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08
Yk Nak — Ydk
—2In Q=2 Z Z(ydk In —_— + (Tldk - ydk) In 7/_\)
k d Yk Nak = Ydk

Store veerdier af —2In Q (eller sma veerdier af Q) er tegn pé at der er for stor uover-
ensstemmelse mellem de observerede antal (yi4 0g k4 — Yka) 0g de forudsagte
antal (x4 0g kg — Via) til at modellen kan siges at veere god nok. I det konkrete
tilfeelde er —21n Qubs = 3.36, og testsandsynligheden, dvs. sandsynligheden (nar
den testede model er rigtig) for at fa en —2 In Q-veerdi som er storre end -2 In Qops,
kan bestemmes ved at udnytte at nar modellen er rigtig, er —21In Q asymptotisk
x*-fordelt med 8 — 4 = 4 frihedsgrader; man finder at testsandsynligheden er ca.
0.50. (Antallet af frihedsgrader er antal frie parametre i grundmodellen minus
antal frie parametre i den testede model.)

Da der saledes er henved 50% chance for at fa et set observationer der har-
monerer darligere med den postulerede model, mé vi konkludere at modellen
ser ud til at veere anvendelig.

Hypoteser om parametrene

Vi har opstillet en model som indeholder fire parametre, og som ser ud til at give
en ganske god beskrivelse af observationerne. Neeste punkt pa dagsordenen er at
undersgge om modellen kan forsimples.

Eksempelvis kan man undersoge om de to kurver er parallelle, og hvis det
kan accepteres, kan man derefter undersege om kurverne er sammenfaldende.
Vi formulerer derfor to statistiske hypoteser:

1. Hypotesen om parallelle kurver: H; : Sy = B, eller mere udferligt: Der
findes konstanter ay, ar og 3 saledes at

logit(pap) = am + Blnd og logit(pgr) = ar + flnd.

2. Hypotesen om sammenfaldende kurver: H, : ap = ap og Ba = S, eller
mere udferligt: Der findes konstanter « og f3 séledes at

logit(pap) =« + flnd og logit(par) = a + Slnd.
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Vi undersoger forst hypotesen H; om parallelle kurver. Maksimaliseringsesti-
materne er ?x/:M = 3.84 (med en standardatvigelse pa 0.34), ﬁp = 2.83 (standard-
afvigelse 0.31) og B\ = 2.81 (standardafvigelse 0.24). Hypotesen testes med det
sedvanlige kvotienttest hvor man sammenligner den maksimale likelihoodfunk-
tion under antagelse af H; med den maksimale likelihoodfunktion i den senest
accepterede model:

L@, @r, B, B)

L(EM,aF,ﬁM,EF)

—~ I
:ZZZ(ydklng +(ndk—ydk)1ndk72’:dk)
k d Ydk Nk — Vdk

-2InQ =-2In

exp(@; + Blnd)

1+ exp(ax + Blnd)
menlignes med y*-fordelingen med 4 — 3 = 1 frihedsgrader (eendring i antal
parametre). Testsandsynligheden (o: sandsynligheden for at fa veerdier storre end
1.31) er ca. 25%, sa veerdien 1.31 er ikke useedvanligt stor. Modellen med parallelle
kurver giver sdledes ikke en signifikant darligere beskrivelse af observationerne
end den hidtidige model gor.

Efter saledes at have accepteret hypotesen H; kan vi ga videre med hypotesen
H, om sammenfaldende kurver. (Hvis H; var blevet forkastet, ville man ikke g
videre til H,.) Nar man tester H, i forhold til Hy, far man —21In Qs = 27.50 der
skal sammenlignes med y?-fordelingen med et antal frihedsgrader pa3 -2 =1;
sandsynligheden for at f& veerdier storre end 27.50 er lig nul med adskillige
betydende cifre, hvilket viser at modellen med sammenfaldende kurver giver en
vaesentligt darligere beskrivelse af observationerne end den forrige model gor. Vi
ma derfor forkaste hypotesen om sammenfaldende kurver.

Konklusionen pa det hele er saledes at vi kan beskrive sammenhaengen mel-
lem dosis d og sandsynligheden p for at do pa den made at for hvert ken afheenger
logit p linezert af In d; de to kurver er parallelle, men ikke sammenfaldende. De

hvor }gdk = Nak . Man fér at —21n Qgps = 1.31, der skal sam-

Figur 9.6 Rismelsbiller:
Den endelige model.
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estimerede kurver er
logit(pan) = 3.84 +2.81Ind og logit(pgar) = 2.83 +2.81lnd,

svarende til at

exp(3.84 +2.81Ind) exp(2.83 +2.811nd)
= og  par = :
1+ exp(3.84 +2.81Ind) 1+exp(2.83+2.81lnd)

Pam

Figur 9.6 illustrerer situationen.

9.2 Lungekreaft i Fredericia

Dette er et eksempel pa en sakaldt multiplikativ poissonmodel. I gvrigt er eksem-
plet interessant pa den made at man tilsyneladende kan na frem til modstridende
konklusioner blot ved at eendre en smule pa fremgangsmaden ved analysen af
modellen.

Situationen

I midten af1970-erne var der en storre debat om hvorvidt der var seerlig stor risiko
for at fa lungekraeft nar man boede i byen Fredericia. Grunden til at der kunne
veere en storre risiko, var at Fredericia havde en betydelig maengde forurenende
industri midt inde i byen. For at belyse spgrgsmalet indsamlede man data om
lungekraefthyppigheden i perioden 1968-71, dels for Fredericia, dels for byerne
Horsens, Kolding og Vejle. De tre sidste byer skulle tjene som sammenlignings-
grundlag, idet det pa ner den misteenkte industri var byer af nogenlunde samme
art som Fredericia.

Lungekreft opstar tit som et resultat af daglige pavirkninger af skadelige
stoffer gennem mange 4r. En eventuel storre risiko i Fredericia kunne maske
derfor vise sig ved at lungekreeftpatienterne fra Fredericia var yngre end dem fra
kontrolbyerne; desuden er det under alle omsteendigheder tilfeeldet at lungekreeft
optrader med meget forskellig hyppighed i forskellige aldersklasser. Det er derfor
ikke nok at se pa totalantallene af lungekreefttilfelde, man skal se pa antallene
af tilfeelde i forskellige aldersklasser. De foreliggende tal er vist i tabel 9.2. Da
antallene af lungekreefttilfeelde i sig selv ikke siger noget sd leenge man ikke
kender risikogruppernes storrelse, ma man ogsé rapportere antal indbyggere i de
forskellige aldersklasser og byer, se tabel 9.3.

Det er nu statistikerens opgave at beskrive tallene i tabel 9.2 ved hjelp af en
statistisk model hvori der indgér parametre der i en passende forstand beskriver
risikoen for at fa lungekreeft nar man tilhgrer en bestemt aldersgruppe og bor i en
bestemt by. Endvidere ville det veere formélstjenligt hvis man kunne udskille nogle
parametre der beskrev »byvirkninger« (dvs. forskelle mellem byer) efter at man
pa en eller anden made havde taget hejde for forskellene mellem aldersgrupperne.
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aldersklasse ~ Fredericia Horsens Kolding  Vejle ialt

40-54 11 13 4 5 33

55-59 11 6 8 32

60-64 11 15 7 10 43

65-69 10 10 11 14 45

70-74 11 12 9 8 40

75+ 10 2 12 7 31

ialt 64 58 51 51 224

aldersklasse ~ Fredericia Horsens Kolding Vejle ialt
40-54 3059 2879 3142 2520 11600
55-59 800 1083 1050 878 3811
60-64 710 923 895 839 3367
65-69 581 834 702 631 2748
70-74 509 634 535 539 2217
75+ 605 782 659 619 2665
ialt 6264 7135 6983 6026 26408
Modelopstilling

Den statistiske model skal ikke modellere variationen i antallet af indbyggere i
de forskellige byer og aldersklasser, sa derfor vil vi anse disse antal for givne kon-
stanter. Det er antallene af lungekreefttilfzelde der skal opfattes som observerede
veerdier af stokastiske variable, og det er fordelingen af disse stokastiske variable
der skal specificeres af den statistiske model. Vi indferer noget notation:

yij = antal tilfelde i aldersgruppe i i by j,

rij = antal personer i aldersgruppe i i by j,

hvor i = 1,2, 3,4, 5, 6 nummererer aldersgrupperne, og j = 1,2, 3,4 nummererer
byerne. Observationerne y;; opfattes som observerede verdier af stokastiske
variable Yj;.

Huvilken fordeling skal Y-erne have? I forste omgang ville man maske foresla
at Y;; skulle veere binomialfordelt med antalsparameter r; j> nu er sandsynlig-
heden for at f& lungekreft temmelig lille, sa med henvisning til seetningen om
approksimation af binomialfordelinger med poissonfordelinger (seetning 2.15
side 53) vil vi i stedet foresla at Y;; skal veere poissonfordelt med en parameter
wij der afhaenger af aldersgruppe og by (modellen skal ikke indeholde observa-
tionsperiodens leengde da denne er konstant lig 4 &r). Hvis vi skriver y;; som
{ij = Aijtij, s kan intensiteten 1;; fortolkes som »antal lungekrzefttilfeelde pr.
person i aldersgruppe i i by ji den betragtede firedrsperiode«, dvs. A er den alders-
og byspecifikke cancer-incidens. Endvidere vil vi ga ud fra at de enkelte Y;;-er er
stokastisk uafheengige. Vi far dermed folgende grundmodel:

De stokastiske variable Y;; er stokastisk uafheengige og poissonfor-

Tabel 9.2 Lungekreefttilfeelde i
fire byer fordelt pd aldersklasser
(fra Andersen, 1977).

Tabel 9.3 Antal indbyggere i de
forskellige aldersklasser i de fire
byer (fra Andersen, 1977).
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delte siledes at Y;; har parameter A;;r;; hvor A;;-erne er ukendte
positive parametre.

Det er let at estimere parametrene i grundmodellen. Eksempelvis estimeres in-
tensiteten A,; for 55-59-4rige i Fredericia til 11/800 = 0.014 (dvs. 0.014 tilfelde pr.
person pr. 4 ér). Den generelle opskrift er ’/T,-j = yij/rij.

Nu var det jo tanken at vi gerne ville blive i stand til at sammenligne byerne
efter at have taget hejde for deres forskellige aldersfordelinger, og det kan ikke
uden videre lade sig gore i grundmodellen. Derfor vil vi undersege om det lader
sig gore at beskrive data med en anden model, nemlig en model hvor A;; er
spaltet op i et produkt «;f; af en aldersvirkning «; og en byvirkning f8;. Hvis
dette lader sig gore, er vi heldigt stillede, for s& kan vi sammenligne byerne ved at
sammenligne byparametrene f3;. Vi vil derfor i forste omgang teste den statistiske
hypotese

H() : Ai ji= [0 %1 ﬁ j

hvor &y, ay, a3, a4, a5, a6, P1, B2, B3, Pa er ukendte parametre. Mere udferligt er
hypotesen at findes parametre a3, @y, a3, &4, &5, &, 1, B2, B3, fa € R, séledes at
der for by j og aldersgruppe i geelder at lungekreeftrisikoen A;; fis som A;; = a; 8.
- Hypotesen Hj specificerer en multiplikativ model, fordi aldersparametre og
byparametre indgér multiplikativt.

En detalje vedrorende parametriseringen

Der er det serlige ved parametriseringen af modellen under H at den ikke er
injektiv: afbildningen

((xl) o2, a3)“4)“5)“6)ﬁ1)ﬁ2)ﬁ3)ﬁ4) — ((xi/}j)izl ..... 6; j=1,..., 4

fra fra RY? til R** er ikke injektiv, idet billedmeengden er faktisk kun en 9-dimen-
sional flade. (Man overbeviser sig let om at a; §; = & 7 for alle i og j, hvis og
kun hvis der findes et ¢ > 0 séledes at a; = c a; for alle i og 7 = ¢ §; for alle j.)

De 10 parametre skal derfor paleegges ét band for at fa en injektiv parame-
trisering. Et sadant band kan veere at a; = 1, eller at oy + ay + -+ + a6 = 1, eller
at aya; ... o = 1, eller det tilsvarende for f3, osv. I det aktuelle eksempel vil vi
benytte betingelsen f3; = 1, dvs. vi fikserer Fredericia-parameteren til 1. Modellen
indeholder herefter ni ukendte parametre.

Estimation i den multiplikative model

I den multiplikative model lader det sig ikke gore at opskrive eksplicitte udtryk for
estimaterne, man er henvist tili de konkrete tilfaelde at benytte numeriske metoder,
f.eks. i form af hensigtsmeessige computerprogrammer. Likelihoodfunktionen i
grundmodellen er

4

6 4 6
L= U H exp( A’Jrlj) konst - H L1 A/;v;] exp(_Aijrij)-

i=1 j=1 i=1j

/\,]rlj)y
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Nér man maksimaliserer med hensyn til A;;-erne, fir man som allerede naevnt at
maksimaliseringsestimaterne i grundmodellen er A;; = y;;/r;j.

Nar vi i udtrykket for L erstatter A;; med a;f3;, far vi likelihoodfunktionen
L, under Hy:

6 4
Lo =konst-[]] ocl.y”ﬁ]y.” exp(—a;f;rij)
i=1 j=1

4
Z“iﬁjri]‘)’

j=1

) (187 ) o3

j=1 i

= konst - (

1
6
i=

6
=1
og log-likelihoodfunktionen er

6 4 6 4
In Ly = konst + (Zy,-. In oci) + (Zy.j lnﬂj) - Z Z a;firij.
i=1 =1 i=1 j=1

~ s~~~ ~

simaliserer In Ly. De partielle afledede er

BlnLo yi-
dinLy _yi i, 1=1,2,3,4,5,6
ou; a; Z]:ﬁ] U
a]llL() )’]
_ 7 _ ot j:1,2,3,4-
pi  Bj zl: -

Det ses at de partielle afledede er lig 0 hvis og kun hvis

yi.= Y. a;frij forallei og y.j= Y. a;frij forallej.
J

i
Vi noterer til senere brug at der heraf folger at

Y. = Z Zaigjrij- (92)
i

Man finder folgende maksimaliseringsestimater i den multiplikative model:

@ =0.0036 Bi=1

@, = 0.0108 By =0.719
@ = 0.0164 B3 = 0.690
@, = 0.0210 B4 =0.762
@ = 0.0229

g = 0.0148.
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Tabel 9.4 Estimerede alders- og
byspecifikke lungekreeftintensi-
teter i perioden 1986-71 under
forudscetning af den multiplika-

tive poissonmodel.

Veerdierne er antal pr. 1000
indbyggere pr. 4 dr.

aldersklasse  Fredericia Horsens Kolding — Vejle
40-54 3.6 2.6 2.5 2.7
55-59 10.8 7.8 7.5 8.2
60-64 16.4 11.8 11.3 12.5
65-69 21.0 15.1 14.5 16.0
70-74 22.9 16.5 15.8 17.4
75+ 14.8 10.6 10.2 11.3

Den multiplikative models beskrivelse af data

Herefter vil vi undersege hvor god en beskrivelse den multiplikative model faktisk
giver af datamaterialet. Det vil vi gore ved at teste multiplikativitetshypotesen H
i forhold til grundmodellen, og det foregér med et almindeligt kvotienttest: Man
udregner

-2InQ =-2In

L(/\u, Nizs- s A )t64)

Store vaerdier af —21n Q er signifikante, dvs. tyder pa at Hy ikke giver en tilstreek-
kelig god beskrivelse af data. For at afgere om —21In Qqps er signifikant stor, skal
vi se pa testsandsynligheden ¢ = Py (—2 InQ>-2In Qobs), altsd sandsynligheden
for at fa en storre —21n Q-veerdi forudsat at H er rigtig. Nar H, er rigtig, er
—21n Q approksimativt y*-fordelt med f = 24 — 9 = 15 frihedsgrader (forudsat
at de forventede antal alle er mindst 5). Det betyder at testsandsynligheden kan
udregnes som ¢ = P()(fs >-2In ngs).

Ved almindelige omskrivninger, hvor man undervejs skal benytte (9.2), finder
man at

og dermed

-2InQ = ZZZyulnyl].

i=1 j=1 ylj

hvor y;; = ai@ri j er det forventede antal lungekrzfttilfeelde i aldersklasse i i
by j.

Som led i beregningerne af y;; udregnes de estimerede alders- og by-specifik-
ke lungekrzftintensiteter &; 3 ;. Veerdierne af 1000 @; B j» dvs. de forventede antal
tilfeelde pr. 1000 indbyggere, ses i tabel 9.4. Selve de forventede antal ;; i de
forskellige byer og aldersklasser ses i tabel 9.5, og den konkrete veerdi af —21n Q
bliver —21n Qups = 22.6. 1 Xz—fordelingen med f =24 -9 =15 frihedsgrader er
90%-fraktilen 22.3 og 95%-fraktilen 25.0; den opnaede veerdi —21n Qops = 22.6
svarer altsa til en testsandsynlighed ¢ pa godt 5%, og der er dermed ikke alvorlig
evidens imod modellens brugbarhed. Vi tillader os at gé ud fra at modellen faktisk
er anvendelig, o: lungekreeftrisikoen afhaenger multiplikativt af by og alder.
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aldersklasse ~ Fredericia Horsens  Kolding Vejle ialt
40-54 11.01 7.45 7.80 6.91 33.17
55-59 8.64 8.41 7.82 7.23 32.10
60-64 11.64 10.88 10.13 10.48 43.13
65-69 12.20 12.59 10.17 10.10 45.06
70-74 11.66 10.44 8.45 9.41 39.96
75+ 8.95 8.32 6.73 6.98 30.98
ialt 64.10 58.09 51.10 51.11 224.40

Hermed er vi naet frem til en statistisk model der beskriver data ved hjelp
af nogle by-parametre (-erne) og nogle alders-parametre («-erne), men uden
parametre svarende til en vekselvirkning mellem by og alder. Det betyder at den
forskel der er mellem byerne, er den samme for alle aldersklasser, og at den forskel
der er mellem aldersklasserne, er den samme i alle byer. Nar vi skal sammenligne
byerne, kan vi derfor gore det ved udelukkende at betragte 3-erne.

Ens byer?

Det hele gar ud pa at undersege om der er signifikant forskel pa byerne. Hvis der
ikke er nogen forskel pa byerne, er byparametrene ens, dvs. ; = 8, = 3 = B4, 0g
da fB; = 1, ma den feelles veerdi veere 1. Vi vil derfor teste den statistiske hypotese

Hi:fi=B=B3=P4=1

Hypotesen skal testes i forhold til den aktuelle grundmodel Hy, s teststorrelsen
bliver

~ e~~~ o~ ~

-2InQ=-2In————F——— —
LO(“I: Ay, 03, Xy, K5, K, 1; ﬂZ: ﬁ3x ﬁ4)
hvor Ly (ay, a0z, ..., a06) = Lo(et1, az, . . ., a6,1,1,1,1) er likelihoodfunktionen un-
der Hy, 0g @1, 03, . . . , 0 er estimaterne under Hy, dvs. (0, @, . .., @) er maksi-

mumspunktet for L;.
Funktionen L, er et produkt af seks funktioner med hver sit a:
6 4
Li(ay, a3, ..., a6) = konst - H H ;" exp(—a;irij)

i=1 j=

—

6
=konst- [ ] )" exp(-a;ri.) .
i=1

Maksimaliseringsestimaterne findes derfor til @; = &, i=12,...,6. Talverdi-
Ti.

erne bliver

%, = 33/11600 = 0.002845 @y = 45/2748 = 0.0164
@, =32/3811 =0.00840 @s = 40/2217 = 0.0180
@ =43/3367 =0.0128 @s = 31/2665 = 0.0116.

Tabel 9.5 De forventede antal
¥ij af lungekreefttilfelde under
den multiplikative poissonmodel.



Tabel 9.6 De forventede antal
Vi ; af lungekreefttilfelde under
antagelsen om at der ikke er
forskel pa byerne.
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aldersklasse  Fredericia Horsens  Kolding Vejle ialt

40-54 8.70 8.19 8.94 7.17 33.00
55-59 6.72 9.10 8.82 7.38 32.02
60-64 9.09 11.81 11.46 10.74 43.10
65-69 9.53 13.68 11.51 10.35 45.07
70-74 9.16 11.41 9.63 9.70 39.90

75+ 7.02 9.07 7.64 7.18 30.91

ialt 50.22 63.26 58.00 52.52 224.00

Almindelige omskrivninger giver at

~ e~~~ o~ ~

og dermed

6 4 Vii
-2InQ :ZZZyijln;U ;
i=l j=1 Yij

her er 3/':,7 = a-rij og som for y;; = 'o?,-/?jr,-j. De forventede antal 3)':1-]' er vist i
tabel 9.6.

Store verdier af —21n Q er signifikante. Man skal sammenholde —21n Q med
x*-fordelingen med f = 9 — 6 = 3 frihedsgrader.

Man finder at —21n Qqps = 5.67.1 y*-fordelingen med f = 9-6 = 3 frihedsgra-
der er 80%-fraktilen 4.64 og 90%-fraktilen 6.25, saledes at testsandsynligheden
er naesten 20%. De foreliggende observationer er altsa udmaerket forenelige med
hypotesen H; om at der ikke er nogen forskel pa byerne. Sagt pa en anden made,
der er ikke nogen signifikant forskel pa byerne.

En anden mulighed

Det er sjeeldent sadan at der kun er én bestemt made at undersege en praktisk
problemstilling pé ved hjelp af en statistisk model og nogle statistiske hypoteser.
Det aktuelle spergsmél om der er en oget risiko for lungekreeft ved at bo i Frederi-
cia, blev i forrige afsnit belyst ved at vi testede hypotesen H; om ens byparametre.
Det viste sig at H; kunne accepteres, og man kan saledes sige at der ikke er nogen
signifikant forskel pé de fire byer.

Nu kunne man imidlertid angribe problemet pa en anden made. Man kunne
sige at det hele drejer sig om at vurdere om det er farligere at bo i Fredericia end i
de ovrige byer. Dermed er det indirekte forudsat at de tre gvrige byer stort set er
ens, hvilket man kan og ber teste. Man kunne derfor anlegge folgende strategi
for formulering og test af hypoteser:

1. Vi benytter stadig den multiplikative poissonmodel Hy som grundmodel.
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2. Forst underseges om det kan antages at de tre byer Horsens, Kolding og
Vejle er ens, dvs. vi tester hypotesen

Hy: 5 = B3 = Pa.

3. Hvis H; bliver accepteret, er der et feelles niveau f for de tre »kontrolbyer«.
Vi kan derefter sammenligne Fredericia med dette feelles niveau ved at
teste om f3; = 5. Da f3; pr. definition er lig 1, er den hypotese der skal testes,

Hgiﬁzl.

Sammenligning af de tre kontrolbyer

Vi skal teste hypotesen H; : 5, = f3 = B4 om ens kontrolbyer i forhold til den
multiplikative model Hy. Det gores med teststorrelsen

0= Ly (&, @, ..., %, p)
Lo(a1, 2, ..., 06,1, 32, B3, 1)

hvor Ly(ay, ay, ..., a6, 8) = Lo(ar, az,...,a6,1, 5, B, B) er likelihoodfunktio-
nen under H,, og oy, &, . . ., X, ﬁ er maksimaliseringsestimaterne under H,.
Nér H, er rigtig, er —21n Q approksimativt y*-fordelt med f = 9 -7 = 2
frihedsgrader.
Modellen H, svarer til en multiplikativ poissonmodel med to byer (nemlig
Fredericia og resten) og seks aldersklasser, og der er derfor ingen principielt nye

problemer forbundet med at estimere parametrene under H,. Man finder

@ =0.00358 @, =00210 =1

o, = 0.0108 o5 =0.0230 B =0.7220
o5 =0.0164 o =0.0148

Endvidere bliver

6 4 5/\
-2InQ =222yijln~—l]
i=1 j=1 Vij

hvor y;; = '&i@rij, se tabel 9.5, og

571'1 =q;ri
yij=aifrij, j=2,3,4.

De forventede antal y;; ses i tabel 9.7. Man finder at —21n Q,},s = 0.40; denne
veerdi skal sammenholdes med y?-fordelingen med f = 9 — 7 = 2 frihedsgrader.
I denne fordeling er 20%-fraktilen 0.446, sa testsandsynligheden er alts& godt
80%, og det betyder at H, er udmaerket forenelig med de foreliggende data. Vi
kan altsd sagtens tillade os at ga ud fra at der ikke er nogen signifikant forskel
mellem de tre byer.



Tabel 9.7 De forventede an-
tal yi; af lungekreefitilfrelde
under H,.
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aldersklasse  Fredericia Horsens  Kolding Vejle ialt

40-54 10.95 7.44 8.12 6.51 33.02
55-59 8.64 8.44 8.19 6.85 32.12
60-64 11.64 10.93 10.60 9.93 43.10
65-69 12.20 12.65 10.64 9.57 45.06
70-74 11.71 10.53 8.88 8.95 40.07
75+ 8.95 8.36 7.04 6.61 30.96

ialt 64.09 58.35 53.47 48.42 224.33

Herefter kan vi ga over til at teste Hs, der siger at alle fire byer er ens, og at der er
de seks forskellige aldersgrupper med hver sin parameter «;. Under forudseet-
ning af H, er H; identisk med hypotesen H fra tidligere, sa estimaterne over
aldersparametrene er 51, 52, ... ,ﬁﬁ fra side 139.

I denne omgang skal vi teste H; (= H;) i forhold til den nu geeldende grund-
model H,. Teststorrelsen er —21n Q hvor

Q_ Ll(il)§2)'--)§6) _ L0(§1)§2)-'-:§671)1)1>1)

LZ(al)aZ)'--)aG)Bv) Lo(alra27-'~)a6al)ﬁ)ﬁ)ﬁ)

der let omformes til

sa at

6 4 Vii
-2InQ = ZZZyijln;l].
i=l j=1 Yij

Store veerdier af —21n Q er signifikante. Nar Hj; er rigtig, er =2 In Q approksimativt
x*-fordelt med f = 7-6 = 1frihedsgrad (forudsat at alle de indgdende forventede
antal er mindst fem).

Ved at indsette veerdierne fra tabel 9.2, tabel 9.6 og tabel 9.7 i det seneste
udtryk for —21n Q fas —21In Qups = 5.27. 1 Xz-fordelingen med 1 frihedsgrad er
97.5%-fraktilen 5.02 og 99%-fraktilen 6.63, s& testsandsynligheden er omkring
2%. P4 det grundlag vil man almindeligvis forkaste hypotesen H; (= H;). Kon-
klusionen bliver altsa at der ikke er signifikant forskel pa lungekreefthyppigheden
i de tre byer Horsens, Kolding og Vejle, hvorimod Fredericia har en signifikant
anderledes lungekreefthyppighed.

Den relative lungekraefthyppighed i de tre ens byer i forhold til Fredericia
estimeres til E = 0.7, s& lungekreefthyppigheden i Fredericia er altsa signifikant
storre end i kontrolbyerne.

Se det var jo en paen og klar konklusion, der blot er stik modsat den vi néede
frem til pa side 140!
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Model/Hypotese -2lnQ f €

M:  vilkarlige parametre

22. 24-9=1 9
multiplikativitet 6> 9=15  godts%

H
g: multiplikativitet 567 9-623 ca. 20%

fire ens byer

Model/Hypotese -2InQ f €

M: VllkaFllge p.ar.ametre 2265 24-9-15  godt5%
H:  multiplikativitet
M: Itiplikativitet

mntipiativite 040 9-7=2  godt80%
H:  de tre byer ens
M:  de tre byer ens _ o
H:  de fire byer ens 27 7-6=1 ca. 2%

Sammenligning af de to fremgangsmader

Vi har benyttet to fremgangsmader der kun var en smule forskellige, men gav
helt modsatte resultater. De to fremgangsmader er begge opbygget over folgende
skema:

1. Find en passende grundmodel.
2. Formuler en hypotese der giver en forsimpling af den aktuelle grundmodel.
3. Test hypotesen i forhold til den aktuelle grundmodel.

4. a) Hvis hypotesen accepteres, har vi derved faet en ny aktuel grundmo-
del (nemlig den gamle med de simplifikationer som den accepterede
hypotese giver). Fortseet med punkt 2

b) Hvis hypotesen forkastes, sa slut. Data beskrives da ved den senest
anvendte grundmodel.

Begge de anvendte fremgangsmader tager udgangspunkt i den samme poisson-
model, de adskiller sig udelukkende ved valgene af hypoteser i punkt 2. I den
forste fremgangsmade tages skridtet fra den multiplikative model til »fire ens«
pé én gang, hvilket giver en teststorrelse pd 5.67, som, da den kan fordeles pé
3 frihedsgrader, ikke er signifikant. I den anden fremgangsméde spalter vi op i
de to skridt »multiplikativitet — tre ens« og »tre ens — fire ens«, og det viser sig
da at de 5.67 med 3 frihedsgrader spaltes op i 0.40 med 2 frihedsgrader og 5.27
med 1 frihedsgrad, hvoraf den sidste er temmelig signifikant.

Det kan undertiden vere hensigtsmeessigt at foretage en sadan trinvis testning.
Man ber dog ikke straebe efter at spalte op i s mange tests som muligt, men kun
teste hypoteser der er rimelige i den foreliggende faglige sammenhzng.

Oversigt over den forste frem-
gangsmdde.

Oversigt over den anden frem-
gangsmadde.
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Tabel 9.8 Fordelingen af 647
kvinder efter antallet y af
ulykkestilfeelde i en fem ugers
periode (fra Greenwood and
Yule (1920)).

antal kvinder

y med y ulykker
o 447
1 132
2 42
3 21
4 3
5
6+
647

Om teststorrelser

Leeseren vil maske have bemerket visse felles traek ved de —21n Q-udtryk der
forekommer i afsnittene 9.1 og 9.2. De er alle af formen

modellens forventede antal

-2InQ =2 Z obs.antal - In

hypotesens forventede antal

og er (tilneermelsesvis) y*-fordelt med et antal frihedsgrader som er »antal frie
parametre under modellen« minus »antal frie parametre under hypotesen«. Dette
geelder faktisk helt generelt ndr man tester hypoteser om poissonfordelte obser-
vationer (dog under forudsetning af at summen af de forventede antal er lig
summen af de observerede antal).

9.3 Ulykker pa en granatfabrik

I dette eksempel virker det oplagt at forsege sig med en poissonfordelingsmodel.
Det viser sig imidlertid at den ikke passer seerlig godt, sa man ma finde pa noget
andet.

Situationen

Man har undersegt hvor mange ulykkestilfeelde hver enkelt arbejder pa en gra-
natfabrik i England kom ud for i lebet af en fem ugers periode. Det hele foregik
under forste verdenskrig, sa de pageeldende arbejdere var kvinder (mens meen-
dene var soldater). I tabel 9.8 ses fordelingen af n = 647 kvinder efter antallet
y af ulykkestilfeelde i en fem ugers periode. Man seger en statistisk model der
kan beskrive dette talmateriale. (Eksemplet stammer fra Greenwood and Yule
(1920) og er her i landet iseer kendt via sin forekomst i Hald (1948, 1968) der
gennem mere end en menneskealder har veeret en toneangivende dansk leerebog
i statistik.)

Lad y; betegne antal ulykker som kvinde nr. i kommer ud for. Vi benytter
betegnelsen f,, for antallet af kvinder der har veeret ude for netop y ulykker, dvs.
i det foreliggende tilfeelde er f, = 447, fi = 132, osv. Det samlede antal ulykker er
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Yy fr b f
o 447 406.3 400
1 132 189.0
2 42 44.0 300
3 21 6.8
200
4 3 0.8
5 0.1 100
6+ 0 0.0
6 647 T T T >
47 47:0 0 1 2 3 4 5 6+ 7

0fg +1f +2fa+... =Y yf, =30L
y=0

Vi gar ud fra at y; er observation af en stokastisk variabel Y;,i=1,2,...,n,
og vi vil antage at de stokastiske variable Y, Y3, ..., Y, er indbyrdes uafthengige,
omend dette méske er en lidt diskutabel antagelse.

Model 1

I forste omgang kan man forsege sig med en model gdendeud paat 13, Y,..., Y,
er uathaengige og identisk poissonfordelte med parameter y, dvs.

P(Y, = y) - ‘;fexp(—m.

Poissonfordelingen kommer ind i billedet ud fra en forestilling om at ulykkerne
sker »helt tilfeeldigt«, og man kan sige at parameteren y beskriver kvindernes
»ulykkestilbgjelighed«.
Poissonparameteren y estimeres ved i = ¥ = 301/647 = 0.465 (der sker 0.465
ulykker pr. kvinde pr. fem uger). Det forventede antal kvinder med y ulykker er
TR

E =n ‘L;—' exp(—f); veerdierne heraf ses i tabel 9.9. Der er tilsyneladende ikke

nogen serlig god overensstemmelse mellem de observerede og de forventede
antal. Man kan udregne det centrale variansestimat s* = —= ¥ (y; — ) til
s? = 0.692, og det er nasten halvanden gange ¥; da poissonfordelingen har den
egenskab at middelveerdien er lig variansen, har vi sdledes endnu et tegn pa at
poissonmodellen er dérlig. Man ma derfor overveje en anden model.

Model 2

Man kan udvide model 1 pa folgende made:

o Det antages stadig at Y3, Y3, ..., Y, er uathengige og poissonfordelte, men
nu tillader vi at de har hver sin middelverdi, s& nu er Y; poissonfordelt
med parameter y;, i =1,2,...,n.

Hvis modelopstillingen gjorde holdt her, ville der vaere en parameter
for hver person; derved kunne man fa et perfekt fit (med i; = y;, i =

Tabel 9.9 Model 1: Tabel og graf
med de observerede antal f,
(sorte sgjler) og de forventede
antal ﬁ (hvide sojler).
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Nogle eksempler

1,2,...,n), men man ville i hoj grad veere i strid med Fisher’s maksime
om at statistikkens formal er datareduktion (jf. side 90). Men der endnu et
trin i modelopbygningen:

Det antages endvidere at py, yo, . .., 4, er uathaengige observationer fra
en og samme sandsynlighedsfordeling. Denne sandsynlighedsfordeling
skal veere en kontinuert fordeling pa den positive halvakse, og det viser sig
bekvemt at benytte en gammafordeling med, lad os sige, formparameter «
og skalaparameter f3, altsd med taethedsfunktion

g(u) = I‘(;cl)/j'f u*exp(—u/B), u>0.

Den betingede sandsynlighed for at en kvinde kommer ud for netop y
w

!
sandsynlighed fis ved at blande de betingede sandsynligheder med hensyn
til ’s fordeling:

ulykker, givet at hun har et bestemt y, er — exp(—u). Den ubetingede

P(Y=y)= fom /ﬁeXp(—u) -g(p)du

= /Mo # exp(—u) ! urexp(—p/B) du
oy I(x)B*

CTy+xe)( 1 “t BY
CoIT(e) \B+1) \p+1)°
hvor det sidste lighedstegn felger af definitionen pa gammafunktionen (be-

nyt f.eks. formlen sidst i sidebemeerkningen side 63). Hvis « er et naturligt
tal, er ['(x) = (k —1)!, og sd er

(y ' ; _ 1) B ry(!yrz:)) '

Her er hgjresiden imidlertid defineret for alle x > 0, og vi kan derfor bruge
ligningen som en definitionsligning der definerer symbolet pé venstre side
af lighedstegnet for alle k > 0 og alle y € {0,1,2,...}. Idet vi desuden
indforer betegnelsen p = 1/(f + 1), kan vi alt i alt skrive den fundne
sandsynlighed for y ulykker som

P = (" yso12 6

Viser at Y er negativt binomialfordelt med formparameter x og sandsynlig-
hedsparameter p =1/(f +1) (jf. definition 2.9 side 51).

I den negative binomialfordeling er der to parametre man kan »skrue pa«, og
man kan habe at det derved er muligt at fa denne model til at passe bedre til
observationerne end model 1 gjorde.
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I den nye model er (jf. eksempel 4.5 side 73)

E(Y) =x(1-p)/p = xp,
Var(Y) = (1= p)/p* = xB(B +1).
Heraf ses blandt andet at variansen er (f + 1) gange storre end middelveerdi-
en. - I det foreliggende talmateriale fandt vi netop at variansen var sterre end
middelveerdien, sa forelgbig kan det ikke udelukkes at den negative binomialfor-
delingsmodel er brugbar.

Estimation af parametrene i Model 2

Vi benytter som altid likelihoodmetoden til estimation af de ukendte parametre.
Likelihoodfunktionen er et produkt af sandsynligheder af formen (9.3):

L) =TT ) e a-py

i=1 Yi
nk Syt 1 yitx-—1
:p (l—p)yl Y2 ynH( )
i=1 Yi
= konst 'Pm(l _ p)y H(K +k-— l)fk+fk+]+fk+2+...
k=1

hvor f; stadig betegner antal observationer som har vaerdien k. Logaritmen til
likelihoodfunktionen bliver derfor (pa neer en konstant)

InL(x,p) =nxlnp+y.In(1-p) + Z(ij)ln(x +k-1)
k=1"j=k
der i det konkrete eksempel antager det mere uskyldige udseende

InL(x, p) = 647x1In p +301In(1 - p)

+200lnk + 68In(x +1) + 26In(x +2)

+5In(k +3) + 2In(x + 4).
Denne funktion kan man let bestemme maksimum for med seedvanlige nume-
riske metoder til bestemmelse af ekstremumspunkter, for eksempel en generel
simplexmetode. Disse numeriske metoder itererer sig frem til losningen, og man
kan finde et godt udgangspunkt for iterationen ved at lese de to ligninger

teoretisk middelveerdi = empirisk middelveerdi
teoretisk varians = empirisk varians

der i det foreliggende tilfeelde bliver 8 = 0.465 og k(8 +1) = 0.692, hvor
B = (1- p)/p. Ligningerne har lesningen (¥, p) = (0.953,0.672) (og dermed

B = 0.488). De fundne veerdier benyttes som startveerdier i en iteration der leder
frem til likelihoodfunktionens maksimumspunkt; man finder estimaterne

% = 0.8651
$=0.6503 (og dermed B = 0.5378).



Tabel 9.10 Model 2: Tabel og
graf med de observerede antal
fy (sorte sojler) og forventede

antal f, (hvide sojler).
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- f
J Iy b 400
0 447 445.9
1 132 134.9 300
2 42 44.0
3 21 14.7 200
4 3 5.0
5 2 1.7 100
6+ (o] 0.9
647 647.1 T

I tabel 9.10 ses de tilsvarende forventede antal

e (o P

beregnet ud fra den estimerede negative binomialfordeling. P4 baggrund heraf
tillader vi os at konkludere at den negative binomialfordelingsmodel beskriver
observationerne godt nok.
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STATISTISKE MODELLER for normalfordelte observationer kan, som vi skal se i
kapitel 11, formuleres meget overskueligt og elegant ved brug af terminologi fra
linezer algebra, og bestemmelse af estimatorer og teststorrelser og udledning af
deres fordelinger kan med stor fordel foregé inden for disse rammer.

Inden vi for alvor kan gé i gang med normalfordelingsmodellerne, er der
nogle forberedende ting der skal overstés, og undervejs vil leeseren maske have
gleede af at se i tilleegget om linezer algebra (side 185ff). I afsnit 10.1 preeciseres
enkelte ting i forbindelse med flerdimensionale fordelinger, blandt andet om
middelveerdi og varians. Derefter (i afsnit 10.2) skal vi definere den flerdimen-
sionale normalfordeling, hvilket viser sig at veere besverligere end man maske
umiddelbart skulle tro.

10.1 Flerdimensionale stokastiske variable

En n-dimensional stokastisk variabel X kan opfattes som et set bestdende af n
endimensionale stokastiske variable, eller som en stokastisk vektor (i vektorrum-
met V = R") hvis koordinater i standardkoordinatsystemet er n endimensionale

stokastiske variable. Middelveerdien af den n-dimensionale stokastiske variabel
X1 E Xl

X EX
X =|"?[ervektoren EX = |~ %, alts4 talsettet bestaende af middelverdier-

X, EX,
ne af de enkelte koordinater - forudsat at alle de optreedende endimensionale
stokastiske variable har middelverdi. Variansen af X er den symmetriske positivt
semidefinitte n x n-matrix Var X hvis (i, j)-te element er Cov(X;, X;):

Var X; Cov(Xy,X;) -+ Cov(Xy, Xy)
VarX o Cov().iz,Xl) Var. X, Cov()?z, Xn)
Cov(X,,X;) Cov(X,,Xp) - Var X,

=E((X-EX)(X-EX)'),

forudsat at alle de optreedende endimensionale stokastiske variable har en varians.

Ud fra definitionerne viser man let

149
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SATNING 10.1

Lad X veere en n-dimensional stokastisk variabel, og antag at X har middelveerdi
og varians. Hvis A er en linecer afbildning fra R" til R? [eller A er en p x n-matrix],
og b er en konstant vektor i R? [eller b er en p x 1-matrix], sd er

E(AX+b)=A(EX)+b (10.1)
Var(AX +b) = A(Var X)A'. (10.2)

Eksempel 10.1:  Multinomialfordelingen
Multinomialfordelingen (side 95) er et eksempel pa en flerdimensional fordeling. Hvis
Xi j5i npi

X
X = || er multinomialfordelt med parametre n og p = P *|,saerEX = np 2 og

Xr Pr ”Pr
npi(l=p1)  —npipa =+ —npip;
varx| P e Oop) e
—np:p1 -np:p2 - np(l-pr)

Summen af X-erne er altid #, dvs. AX = n, hvor A er den linezre afbildning

X1 X1
X2

A — [11...1] x:2 = Xi+ X2+ Xy

X, X,

Derfor er Var(AX) = 0. Da Var(AX) = A(Var X)A’ (formel (10.2)), har vi her et eksempel
hvor Var X ikke er positivt definit (men kun positivt semidefinit).

10.2 Definition og egenskaber

I dette afsnit definerer vi den flerdimensionale normalfordeling og viser den
flerdimensionale udgave af seetning 3.11 side 65: hvis X er #n-dimensionalt normal-
fordelt med parametre p og X, og hvis A er en p x n-matrix og b en p x l-matrix,
sé er AX + b p-dimensionalt normalfordelt med parametre Ap + b og AXA’. Det
er imidlertid ikke helt trivielt at definere den n-dimensionale normalfordeling
med parametre g og X i det tilfeelde hvor X ikke er reguler. Derfor gér vi frem i
en raekke skridt.

DEFINITION 10.1:  1-DIMENSIONAL STANDARDNORMALFORDELING
Den n-dimensionale standardnormalfordeling er den n-dimensionale kontinuerte
fordeling som har teethedsfunktion

1
f(x) = W exp(—%HxHZ), X € Rn. (10.3)
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Bemeerkninger til definitionen:

1. For n = 1 stemmer definitionen overens med den tidligere definition af
standardnormalfordeling (definition 3.9 side 65).

X

X3

2. Den n-dimensionale stokastiske variabel X = er n-dimensionalt

X
standardnormalfordelt hvis og kun hvis X;, X5, ..., X,, er uafheengige og

endimensionalt standardnormalfordelte. Det folger af at

1

; _1 2\ - 1.2
(2m)n /2 exp( 2l )_g \/EGXP( 3%7)

(jf. setning 3.2 side 59).
3. Hvis X er standardnormalfordelt, s er EX = 0 og Var X = [; det folger af
punkt 2.

SATNING 10.2
Hvis A er en isometrisk linecer afbildning af R" ind i sig selv, og X er n-dimensionalt
standardnormalfordelt, sd bliver AX igen n-dimensionalt standardnormalfordelt.

BEevis

Ifelge seetningen om transformation af teetheder (seetning 3.5 side 60) har Y =
AX teethedsfunktionen f(A™'y)|det A™!| hvor f er givet ved (10.3). Da f kun
athenger af x gennem |x||, og da |A™'y|| = |y| fordi A er en isometri, er
f(A™'y) = f(y); desuden er det A™' = 1, igen fordi A er en isometri. Altsa

er f(A™'y)[det A7!| = f(y). o

KOROLLAR 10.3

Hvis X er n-dimensionalt standardnormalfordelt og ey, e,, . .., e, er en ortonor-
malbasis for R", sd er X's koordinater Xy, X,, . .., X, i denne basis uafhcengige og
endimensionalt standardnormalfordelte.

Koordinaterne for X i basen ey, e, ..., e, er som bekendt X; = (X, e;), i =
L2,...,n,

Bevis

Da koordinattransformationsmatricen er en isometri, folger pastanden af seet-
ning 10.2 og bemarkning 2 til definition 10.1. m]

DEFINITION 10.2:  REGULZR NORMALEORDELING

Antag at p € R" og at X er en positivt definit linecer afbildning af R" ind i sig selv

[eller at u er en n-dimensional sojlevektor og X en positivt definit n x n-matrix).
Den n-dimensionale regulcere normalfordeling med middelveerdi p og varians

er den n-dimensionale kontinuerte fordeling hvis teethedsfunktion er

f(x)= Wldetz\lﬂ exp(-1(x-p)'27 (x-p)), xeR"
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Bemeerkninger til definitionen:
1. For n = 1 fas den saedvanlige (endimensionale) normalfordeling med
middelveerdi y og varians ¢* (= det ene element i ).
2. Hvis ¥ = 6”1, reducerer teethedsfunktionen til

1 x—ul?
f(x) = @) exp(—%%), x e R".
Med andre ord er X n-dimensionalt reguleert normalfordelt med parametre
p og 0°1, hvis og kun hvis X;, Xa, ..., X, er uathaengige og endimensionalt
normalfordelte sidan at X; har middelveerdi y; og varians o
3. Definitionen omtaler rask veek parametrene g og >~ som middelverdi og
varians. Strengt taget burde man i forste omgang have givet dem nogle
neutrale navne og sidenhen vise at de faktisk er henholdsvis middelveerdi
0g varians.

Man kan vise at de virkelig er middelveerdi og varians: Ifelge bemaerk-
ning 3 til definition 10.1 er pastanden rigtig ndr g = 0 og X = 1. I det
generelle tilfeelde ser vi pa X = g + X" U, hvor U er n-dimensionalt stan-
dardnormalfordelt og =" er som i szetning B.5 side 186 (med A = X). Ifolge
nedenstiende setning 10.4 er X reguleert normalfordelt med parametre u
og %, og ifplge seetning 10.1er EX = pog Var X = 2.

SATNING 10.4

Hvis X er n-dimensionalt regulcert normalfordelt med parametre y og X, hvis A
er en bijektiv linecer afbildning af R" ind i sig selv, og hvis b € R" er en konstant
vektor, sa er Y = AX + b n-dimensionalt reguleert normalfordelt med parametre
Apu+bogAZA'.

BEevis

Ifelge seetningen om transformation af teetheder (seetning 3.5 side 60) har Y =
AX + b tethedsfunktionen fy(y) = f(A™'(y - b)) |det A™!| hvor f er som i
definition 10.2. Ved almindelig udregning fas dette til

fr(y)
1

Gy ez e “P(HA70 -0 =) X (A7 (- 0) - p))
1

" (2m)"2 |det(AZAT)[I/2 exp(—3(y - (Au+ b)) (AZ4)) ' (y - (Ap + b))

som gnsket. m]

Eksempel 10.2
X

Lad os prove med et simpelt eksempel med n = 2. Antag at X = [ Xl] er todimensionalt
2

1

reguleert normalfordelt med parametre y = I:Zl] ogX=0l=¢" [0
2

, vl [x+X ~ [
fordelingen af[Yz] = [X1 B X2:|’ dvs.Y = AX hvor A = [1 71:|.

(1):| Vi vil finde



10.2 Definition og egenskaber 153

W — U2
og varians 2 AA" = 2071, dvs. Xi + X, og X1 — X, er uathaengige og normalfordelte med
middelveerdi hhv. y + 2 og p — p2, 0g med samme varians 20°.

Ifolge seetning 10.4 er Y todimensionalt regulert normalfordelt med EY = [

i +H2]

Vi vil definere den generelle n-dimensionale normalfordeling pa folgende made:

DEFINITION 10.3: DEN 71-DIMENSIONALE NORMALFORDELING
Antag at p € R" ogat X er en positivt semidefinit linecer afbildning af R" ind i sig selv
[eller p er en n-dimensional sojlevektor og X en positivt semidefinit n x n-matrix).
Lad p betegne rangen af X.

Den n-dimensionale normalfordeling med middelveerdi u og varians X er for-
delingen af p + BU hvor U er p-dimensionalt standardnormalfordelt og B er en
injektiv linecer afbildning af R? ind i R" sddan at BB’ = X.

Bemeerkninger:

1. Vi ved fra seetning B.6 side 187 at der altid findes et B med de omtalte
egenskaber, og at B er entydigt bestemt pa neer isometri. Da standardnor-
malfordelingen er invariant ved isometrier (seetning 10.2), folger det nu at
fordelingen af y + BU ikke afheenger af hvordan man har valgt B, blot B er
injektiv og BB’ = Z.

2. Definitionen generaliserer definition 10.2; det folger af seetning 10.4.

SAETNING 10.5

Hvis X er n-dimensionalt normalfordelt med parametre u og varians X, og hvis A er
en linecer afbildning af R" ind i R™, sd er Y = AX m-dimensionalt normalfordelt
med parametre Ap og AXA'.

Bevis

Lad os sige at X = g + BU hvor U er p-dimensionalt standardnormalfordelt og

B er en injektiv lineaer afbildning af R” ind i R". Sd er Y = Ay + ABU. Det vi

skal vise, er at ABU har samme fordeling som CV, hvor C er en velvalgt injektiv

lineaer afbildning af R? ind i R™, og V er g-dimensionalt standardnormalfordelt;

her er g rangen af AB. R A
Visetter L = R((AB)"), altsa billedrummet for (AB)’, og vi seetter g = dim L.

Ideen i beviset er at vi som C kan bruge restriktionen af AB til L ~ RY. Ifelge

setning B.1 side 185 er L det ortogonale komplement til N'(AB), nulrummet for B

AB (hvoraf felger at restriktionen af AB til L er injektiv). Vi kan derfor veelge en

ortonormalbasis e;, e, ..., e, for R? sadan at e}, e5, .. ., e, er en basis for L, og

resten af e-erne er en basis for N'(AB). Lad Uy, Uy, ..., U, betegne U’s koordi- RP

nater i forhold til denne basis, altsa U; = (U, e;). Da eg.1, €412, ..., €, € N(AB),

er

R™

&
M
@)

J
e~
12

R4

p q
ABU =ABY Uje; =y U;ABe;.
i=1 i=1
Ifolge korollar 10.3 er Uy, Uy, ..., U, endimensionalt standardnormalfordelte;
derfor er ogsa Uy, Uy, ..., U, uathengige endimensionalt standardnormalfordel-
te, sa hvis vi definerer V til at veere den g-dimensionale stokastiske variabel som
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bestar af koordinaterne U;, Us, ..., Uy, sd er V g-dimensionalt standardnormal-
fordelt.
Hvis vi definerer den lineaere afbildning C af R? ind i R” som den afbildning
V1

q
v
der afbilder v = | '* | over i > viABe;, har vi nu angivet et V og et C med de
: i=1
Vq
onskede egenskaber. O

SATNING 10.6:  SPALTNINGSSATNINGEN

Antag at X er n-dimensionalt normalfordelt med middelveerdi 0 og varians ¢*1. Hvis
R"=Li®L,®---® Ly er en ortogonal opspaltning og p1, P2, . . ., i de tilhorende
projektioner, sd er de stokastiske variable p\ X, p, X, ..., p X uafhcengige; p;X er
n-dimensionalt normalfordelt med middelveerdi 0 og varians a*p, og ||p; X|* er
x*~fordelt med skalaparameter o* og f; = dim L; frihedsgrader.

Bevis

Det er nok at se pa tilfeldet 0> = 1. — Man kan vzlge en ortonormalbasis
e, e, ..., e, hvor hver basisvektor ligger i et af underrummene L;. De stokastiske
variable X; = (X, e;), i =1,2,..., n, er uathangige endimensionalt standardnor-
malfordelte ifplge korollar 10.3. Projektionen p; X af X pa L; er summen af led af
formen X e; hvor der summeres over alle i for hvilke e; € L, dvs. f; led. Derved
bliver p;X iht. definition 10.3 n-dimensionalt normalfordelt med de péstiede
parametre. Da de enkelte p;X-er er funktioner af hver deres X;-er, bliver de
uafhengige af hinanden. Da ||p;X||* er summen af de f; X7-er for hvilke e; € L;,
er den y*-fordelt med f; frihedsgrader (sztning 3.13 side 66). O

10.3 Opgaver

Opgave 10.1

P4 side 149 haevdes det at Var X er positivt semidefinit. Vis at dette faktisk er tilfeeldet. -
Tip: Benyt regnereglerne for kovarianser (setning 1.30 side 35 — saetningen er rigtig for
alle typer reelle stokastiske variable med varians) til at vise at Var(a’Xa) = a’(Var X)a
hvor a er en n x 1-matrix (o: en sejlevektor).

Opgave 10.2
Udfyld detaljerne i argumentationen for bemaerkning 2 til definitionen af den n-dimen-
sionale standardnormalfordeling.

Opgave 10.3

X

Antagat X = [ Xl] er todimensionalt normalfordelt. Vis at X; og X, er uathaengige hvis
2

og kun hvis deres kovarians er 0. (Sammenlign med setning 1.31 side 35 der geelder for

alle slags stokastiske variable (med varians).)

Opgave 10.4
Lad t vere funktionen givet ved ¢t(x) = —x nér |x| < a og t(x) = x ellers; her er a
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en positiv konstant. Lad X; veere en en-dimensional standardnormalfordelt stokastisk
variabel, og seet X, = t(X;).

Er X; og X, uafheengige? Vis at man kan veelge a pé en sddan made at Cov(X;, X5) = 0.
Hvordan harmonerer det med opgave 10.3? (En lignende problemstilling behandledes i
opgave 1.21.)
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11  Linegre normale modeller

DETTE KAPITEL praesenterer de klassiske lineaere normalfordelingsmodeller som
variansanalyse og regressionsanalyse formuleret i lineaer algebra-sprog.

11.1  Estimation og test, generelt

Vi vil studere den generelle linezere normale model gaende ud pé at y er en
observation af en n-dimensionalt normalfordelt stokastisk variabel ¥ med mid-
delveerdivektor p og variansmatrix o°[; det antages at parameteren y er et punkt
i underrummet L af V = R", og at 0 > 0, dvs. parameterrummet er L x ]0 ; +oo[.
Modellen kaldes en lineer normal model, fordi middelverdien tilhorer et linesert
underrum L.

Likelihoodfunktionen svarende til observationen y er

1 ly - ul?
2\ _ 1 2
L(p,0%) = 2y (o772 exp(—2 = , pel, o°>0.

Estimation

Lad p betegne ortogonalprojektionen af V' = R” pé L. For et vilkarligt z € V
erz = (z—pz) + pz hvor z — pz 1 pz, og dermed er |z|* = |z — pz||* + |pz|?
(Pythagoras); anvendt pd z = y — p giver det at

ly —ul?=ly-pyl?+lpy - ul?

hvoraf folger at L(u, 0*) < L(py, 0*) for ethvert 02, dvs. maksimaliseringsestima-
tet for u er py. Ved sedvanlige metoder finder man at L(py, 0*) maksimaliseres
med hensyn til 6* nér o” erlig + | y—py||*. Maksimumsvaerdien L(py, - | y—py|?)
findes i ovrigt ved almindelige omskrivninger at veere a, (||y — py||>)™"/? hvor
ay er et tal der afheenger af #, men ikke af y.

Ved nu at anvende setning 10.6 pd X = Y — p og den ortogonale opspaltning
R=LeoL*farvi

SATNING 11.1
I den generelle linecere model geelder
o Middelveerdivektoren p estimeres ved i = py, altsd projektionen af y vinkelret
ned pd L.
o Estimatoren p = pY er n-dimensionalt normalfordelt med middelverdi p
og varians o”p.
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1

F-FORDELINGEN « Variansen o* estimeres centralt ved s* = ly - py|?, og maksimalise-

n—dim L
F-fordelingen med f = fizller 08 ringsestimatoren for o> er > = ~ |y — py|*.
Jn = Joseener frihedsgrader er den o Estimatoren s* er y*-fordelt med skalaparameter 0* /(n—dim L) ogn—dim L
kontinuerte fordeling pa ]0; +oo[ )
som har teethedsfunktion frihedsgrader.
U2/ « De to estimatorer i og s* er stokastisk uafhengige (og de to estimatorer i og
¢ (fa + fix)Uetf)2 G er ligeledes stokastisk uafhengige).
hvor
Jitfn
_ L(52) i ful2 Vektoren y — py kaldes residualvektoren, og storrelsen |y — 2 kaldes residual-
C gz, y-py g y-py

2
r(4)r(4) kvadratsummen. Tallet (n — dim L) er antallet af frihedsgrader for variansskennet
og/eller residualkvadratsummen. — Man kan bestemme  af relationen y - L L
som i realiteten er dim L linezere ligninger med lige sa mange ubekendte; disse
ligninger kaldes normalligningerne (de udtrykker at y — % er normal til L).

Test af hypotese om middelvardien

Antag at der foreligger en middelveerdihypotese af formen Hy : p € Lo hvor Ly er
et underrum af L. Ifolge setning 11.1 er maksimaliseringsestimaterne for u og o*
under Hy hhv. pgy og m |y - poy|?*. Kvotientteststorrelsen bliver derfor

_ Loy Hly—poylP) ( Iy -~ pyl? )”/2
L(py, 1y -pyI?)  \ly-poy|?

DaLy C Lierpy—poy € L,sa y —py L py — poy. lfolge Pythagoras er da
ly = poyl* = |y - py|? + |[py — poy|?*. Ved hjelp heraf omskriver vi Q videre:

nf2
Q:( ly - pyl? )/
[y =y + [py = poy|?

-n/2 . .
_ (1+ Ipy—poylz) " (1+ dim L - dim L, F)—n/z
ly -pyl? n—dimL

hvor
1
gt 1Py —poy[?

m Iy —pyl?

er den teststorrelse man i praksis benytter. - Da Q er en aftagende funktion af F,
skal man forkaste for store veerdier af F. Det folger af seetning 10.6 at under Hj er
teelleren og naevneren i F-teststorrelsen stokastisk uafhengige og y*-fordelte; teel-
leren er y*-fordelt med skalaparameter ¢*/(dim L —dim L) og (dim L —dim L)
frihedsgrader, og naevneren er y>-fordelt med skalaparameter 0*/(n — dim L) og
(n —dim L) frihedsgrader. Fordelingen af teststorrelsen er en F-fordeling med
(dimL - dim L) og (n — dim L) frihedsgrader.

Hermed er estimations- og testproblemerne i princippet last (og seetningerne
7.1 0og 7.2 side 109/110 vist). Vi kan s& g over til at se hvordan det tager sig ud
i konkrete modeller.

F =
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11.2  Enstikpreveproblemet

Man har observationer yy, y», ..., ¥, af stokastiske variable Y}, Y>,..., Y, som
er uatheengige og identisk (endimensionalt) normalfordelte med middelveerdi y
og varians o hvor y € R og 0% > 0. Man onsker at estimere parametrene y og o>
og sidenhen at teste hypotesen Hy : y = 0.

Vi vil opfatte y;-erne som arrangeret i en n-dimensional vektor y der opfattes
som en observation af en n-dimensional stokastisk variabel ¥ som er normalfor-
delt med middelveerdi p og varians 01, og hvor det ifolge modellen antages at p
tilherer det endimensionale underrum L = {y1: y € R} af vektorer der har den
samme veerdi y pa alle pladser; her og i det folgende betegner 1 den vektor som
har veerdien 1 pa alle pladser.

Ifolge seetning 11.1 kan maksimaliseringsestimatet @ findes ved at projicere y
vinkelret ned pa L. Vi kan f en ligning til bestemmelse af 7 ved at bemeerke at
y — U skal sta vinkelret pa enhver vektor i L, specielt pd vektoren 1, s&

n
0=(y-@1) =3 (yi-#)=y.-nil
i=1
hvor y. som sedvanlig er summen af y;-erne. Heraf ses at 7 = 5r'1 hvor ii =y, dvs.
u estimeres ved gennemsnittet af observationerne. Maksimaliseringsestimatet

for o2 er derefter
n

1,5 1 =2
7' =—ly-al" =~ (i-7),

i=1

og det centrale varianssken er

e y-7f =
" n-—dimL yoH# T n

1 2
20

Disse estimater blev fundet pd anden vis pa side 108.

Vi vil herefter teste hypotesen Hy : y = 0 eller rettere g € Lo, hvor Ly = {0}.
Under H, estimeres p ved projektionen af y pa Ly, dvs. ved 0. Hypotesen kan
derfor testes med F-teststorrelsen

—_ — —_ 2
_ melE-of n#zz( z )

) \/s%/n

e b
dvs. F = t? hvor ¢ er den sadvanlige ¢-teststorrelse, jf. side 121. Man kan derfor
efter behag benytte F (med 10g n—1frihedsgrader) eller t (med n—1frihedsgrader)
som teststorrelse.

Hypotesen p = 0 er den eneste hypotese af formen g € Ly hvor Ly er et
underrum af L; men hvad ger man sa hvis den interessante hypotese er af formen
u = po hvor yg ikke er 0? Svar: Traek y, fra alle y-erne og benyt den netop
beskrevne metode. Derved far man en F- eller ¢-storrelse hvor der i telleren stir
¥ — Uy istedet for y, alt andet er uforandret.
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11.3 Ensidet variansanalyse

Man har observationer der er delt ind i k grupper; observationerne benavnes
yijhvori=1,2,..., k er gruppenummer, og j = 1,2, ..., n; nummererer obser-
vationerne inden for gruppen. Skematisk ser det sddan ud:

observationer
gruppel yn Yy ... Vi .- Vim
gruppe2 ¥y Y22 ... Y2j --- Yom
gruppe i Yiv Y2 -eo Yij oo Ving
gruppe K Yy Yik2  --- Ykj --- Yimg

Vi gér ud fra at forskellen mellem observationerne inden for en gruppe er tilfeldig,
hvorimod der er en systematisk forskel mellem grupperne. Vi gar endvidere ud fra
at y;j-erne er observerede verdier af uafhangige stokastiske variable Y;;, og vi vil
beskrive den tilfaldige variation ved hjelp af en normalfordeling. Det skal derfor
alt i alt veere sidan at Y;; er normalfordelt med middelvardi y; og varians a2
Formuleret mere omhyggeligt: vi antager at der findes reelle tal y, g, . .., g
og et positivt tal o” saledes at Y;; er normalfordelt med middelverdi y; og va-
rians 0%, j = 1,2,...,1n;, i =1,2,..., k; desuden er alle Y;;-erne uafhengige. P4
denne made beskriver middelvaerdiparametrene yy, Uz, . . ., yx den systematiske
variation, nemlig de enkelte gruppers niveauer, mens variansparameteren o>
(samt normalfordelingen) beskriver den tilfeeldige variation inden for grupperne.
Den tilfzeldige variation antages at veere den samme i alle grupperne, og denne
antagelse kan man undertiden teste, se afsnit 11.4.

Man onsker at estimere parametrene yy, s, . . ., i 08 o2, og man gnsker at
teste hypotesen Hy : y; = pia = - -- = i om at der ikke er forskel pa de k grupper.

Vi vil opfatte y;;-erne som en vektor y € V = R" hvor n = n. er antallet af
observationer. Grundmodellen er da at y er en observeret veerdi af en n-dimen-
sionalt normalfordelt stokastisk variabel Y med middelveerdi u og varians ¢*1

hvor 02 > 0, og hvor u tilherer det underrum som man kort skriver som
LI{EGV:Eij:yi};

mere udferligt er L meengden af vektorer & € V for hvilke der findes et talseet
(> s - - > i) € RF sadan at &;; = y; for alle i og j. Dimensionen af L er k (idet
vi gar ud fra at alle n;-erne er storre end nul).

Ifolge seetning 11.1 estimeres u ved @ = py hvor p er projektionen af V pé L.
For at né frem til et mere brugbart udtryk til bestemmelse af i udnytter vi at
der skal gaelde at i € L og y — i L L, i seerdeleshed skal y — 3 std vinkelret pa
de k vektorer e',e2,...,e* € L som er defineret pa den made at den (i, j)-te

komponent i vektoren e° er (e*);; = &js, dvs. for s = 1,2,.. ., k skal gelde

s
0= (}’ _ﬁ’ es> = Z(ysj - ﬁs) =Ys — nsﬁs:
j=1
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hvoraf folger at ii; = y;./n; = y,, dvs. li; er gennemsnittet i gruppe i.
Variansparameteren ¢ estimeres ved

k n;
ZZ(}’:] )/)
j=1

i=1

2_# _ 2
0= g 1Yl =

der har n — k frihedsgrader og er stokastisk uatheengig af .

Hypotesen Hy om ens grupper formuleres som Hy : g € Ly, hvor

LO—{EEV Er] .“}

er det endimensionale underrum af vektorer hvor der stir det samme pa alle
pladser. Fra afsnit 11.2 ved vi at projektionen af y pa L, er den vektor poy hvor
der pa alle pladser star totalgennemsnittet y = y../n.. Hypotesen Hy testes med

teststorrelsen X s
Tmi—dmi 1Py Pyl

— = ly - py|? S5

F =
hvor

SN S— &
" dim L — dim L, Py = poy

k n; 1

k
I Y A HL ytes

i=1 j=1 i=1

der under Hy er F-fordelt med k — 1 0g n — k frihedsgrader. Man taler om at s2
beskriver variationen inden for grupperne, og at s beskriver variationen mellem
grupperne. Teststorrelsen maler derfor variationen mellem grupper i forhold til
variationen inden for grupper — heraf metodens navn: ensidet variansanalyse.

Hvis hypotesen accepteres, estimeres middelverdivektoren p ved den vektor
poy hvor der star y pa alle pladser, og variansen o2 ved

| oz |y =pyl®+ by - poyl?
s = —=——y—poy|" = . . : ’
n —dim Ly (n-dimL) + (dim L — dim L)
dvs.
k ni k n;

~7) = (ZZ(%J Vi +Z 7 -9)?).

11]1 i=1 j=1

Eksempel 11.1:  Kveelning af hunde
I en undersogelse af sammenhangen mellem hypoxivarighed og hypoxantinkoncentration
i cerebrospinalvaesken (se en narmere beskrivelse i eksempel 11.2 side 177) har man
malt hypoxantinkoncentrationen i nogle hunde efter fire forskellige hypoxivarigheder, se
tabel 11.7. Vi vil her undersege om der er signifikant forskel pa de fire grupper svarende til
de fire forskellige hypoxivarigheder.

Indledningsvis udregnes forskellige hjelpestorrelser samt estimater over de ukendte
parametre, se tabel 11.1. De fire middelveerdiparametre estimeres saledes til 1.46, 5.50, 7.48



Tabel 1.1 Kveelning af hun-
de: Nogle hjcelpestorrelser til
beregningerne.

Tabel 11.2 Kveelning af hunde:
Variansanalyseskema.

f star for antal frihedsgrader, SS
er sum af kvadratiske afvigelser,

og s> = SS/f.
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i noowyio ¥ fi o 2-y)t s
j=1

j=1

1 7 10.2 1.46 6 7.64 1.27
2 6 33.0 5.50 5 14.94 2.99
3 5 37-4 7-48 4 30.51 7.63
4 7 89.7 12.81 6 48.23 8.04
sum 25 170.3 21 101.32
gennemsnit 6.81 4.82
f SS s test
variation inden for grupper 21 101.32 4.82

variation mellem grupper 3 465.47 155.16 155.16/4.82=32.2

variation omkring felles gn.snit 24  566.79 23.62

og 12.81, og variansen estimeres til s; = 4.82 med 21 frihedsgrader. Variansen mellem
grupper estimeres til s = 465.5/3 = 155.2 med 3 frihedsgrader, si teststorrelsen for
hypotesen om homogenitet mellem grupper er F = 155.2/4.82 = 32.2 der er overordentlig
signifikant, dvs. der er i hoj grad forskel pa de fire gruppers middelveerdier.

Traditionelt opsummerer man udregninger og testresultater i et variansanalyseskema,
se tabel 11.2.

Variansanalysemodellen forudsztter at der er varianshomogenitet, og det kan man
teste ved hjeelp af Bartletts test (afsnit 11.4). Vi indsztter s*-vaerdierne fra tabel 11.1 i

2 _ 1.27 2.99 7.63 8.04 ) _
Bartletts teststorrelse (11.1) og far B = —(61n 15 t5Ing +4In 5 +61n m) =55

der skal sammenlignes med y*-fordelingen med k — 1 = 3 frihedsgrader. Tabelopslag viser
at der er over 10% chance for at fa en storre B-veerdi end veerdien 5.5 som derfor ikke er
signifikant stor. Med andre ord kan vi opretholde antagelsen om varianshomogenitet.

> [Se ogsa eksempel 11.2 side 177.]

Tostikpreveproblemet, uparrede observationer

Tilfeeldet k = 2 benaevnes ikke overraskende tostikpreveproblemet. I mange
leereboger preesenterer man tostikpreveproblemet for sig selv, ofte endda for
k-stikproveproblemet. Det eneste interessante ved dette tostikpreveproblem er
vel ellers at F-teststorrelsen kan skrives som > hvor

1, 1)
("1 * ”2)50

jf. side 123. Under Hj er t t-fordelt med n — 2 frihedsgrader.

11.4 Bartletts test for varianshomogenitet

I normalfordelingsmodeller er det meget ofte en forudseetning at observationerne
stammer fra normalfordelinger med samme varians (eller varians som er kendt pa
neer en ukendt faktor). I dette afsnit skal vi omtale et test der kan anvendes ndr man
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gnsker at vurdere om et antal grupper af normalfordelte observationer kan antages
at have samme varians, det vil sige vurdere om der er varianshomogenitet. Testet
kan ikke benyttes hvis en af grupperne kun indeholder en enkelt observation, og
for at man skal kunne anvende den saedvanlige y*-approksimation til fordelingen
af —21n Q, skal hver gruppe indeholde mindst seks observationer, eller rettere: i
hver enkelt gruppe skal variansestimatet have mindst fem frihedsgrader.

Den generelle situation teenkes at veere som i k-stikprgve-situationen (eller
ensidet variansanalyse-situationen), jf. side 160, og vi ensker altsd nu at teste
antagelsen om at grupperne har samme variansparameter 0.

En maéde at udlede teststorrelsen pa er som folger. Antag at de k grupper har
hver sin middelveerdiparameter og hver sin variansparameter, dvs. normalforde-
lingen herende til gruppe i har middelverdi y; og varians o?. Variansparametre—

flg(yu ¥:)*, hvor

fi = n;—1erantallet af frihedsgrader for variansskennet, og n; er antal observatio-
ner i gruppe i. Ifolge satning 7.1 side 109 er s? gammafordelt med formparameter
fi/2 og skalaparameter 207/ f;. Lad os derfor se pa folgende statistiske problem:
Antagatsi,s3, ..., s; er uafhangige observationer fra gammafordelinger saledes
at s? stammer fra gammafordelingen med formparameter f;/2 og skalaparameter
207/ f; hvor f; er et kendt tal; i denne model @nsker vi at teste hypotesen

ne estimeres i henhold til det tidligere centralt ved s7 =

a2 - g2 = —
Ho.O'l— 2 = ... = 0.

For at gore det opskriver vi likelihoodfunktionen svarende til observationerne

$1,53,...,5;; dener

k 1 fij2-1 207
L(o},03,...,01) = H—f,/z (slz) exp(_gf/ Al)

-tons [1(01) " ep(-4 1)
:konst~(l_[(a?)‘ﬁ/2) eXP(_Z;flfz)

i=1

Maksimaliseringsestimaterne for o7, 03,...,0} er si,s3,...,s;. Maksimalise-
ringsestimatet for den falles vaerdi o> under HO er maksimumspunktet for funk-

tionen o2 ~ L(0%,0%,...,0%), og det er sg = Zf, s, hvor f. = Zf,, s er

altsa det vaegtede gennemsnit af de enkelte Varlansskwn med frlhedsgradstallene
som veegte. Kvotientteststorrelsen er Q = L(s3,s3,...,53) /L(s},53,...,57). Man
kan med fordel anvende —21n Q som teststorrelse, og den betegnes i denne for-
bindelse ofte B og kaldes Bartletts teststorrelse for varianshomogenitet; den findes

let at veere
s

Zf,lns

2

1

> (11.1)
0
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Teststorrelsen B er altid et positivt tal, og store veerdier af B er signifikante, dvs.
tyder pa at hypotesen om varianshomogenitet er forkert. Hvis hypotesen er
rigtig, er B approksimativt y*-fordelt med k — 1 frihedsgrader, dvs. man kan
udregne den omtrentlige testsandsynlighed som & = P(y;_, > Bops). Denne
x*-approksimation er god nér alle f;-erne er store; som tommelfingerregel siger
man at de alle skal vaere mindst 5.

Hvis der kun er to grupper (dvs. k = 2), kan man alternativt teste hypotesen om
varianshomogenitet med et test baseret pa forholdet mellem de to variansestima-
ter; dette er omtalt i forbindelse med tostikpreveproblemet i normalfordelingen,
se opgave 8.2 side 125. (Dette tostikprovetest er ikke baseret pa nogen y*-approk-
simationer, sa det har ingen restriktioner pé antallene af frihedsgrader.)

11.5 Tosidet variansanalyse

Man har nogle observationer y der er arrangeret i et tosidet skema:

1 2 Jj s
1 Ytk Y12k Yijk Visk
k=1,2,...,n1 | k=1,2,...,n12 k=1,2,...,ny; k=1,2,...,ny4
2 Yaik Y22k Yajk Yask
k=1,2,...n1 | k=1,2,...,n3 k=1,2,...,n3; k=1,2,...,n3
1 Yilk Yi2k }’Uk Visk
k=1,2,...,ni1 | k=1,2,...,n3 k=1,2,...,nj; k=1,2,...,ns
r Yrik Yr2k Yrik Yrsk
k=1,2,...,n k=1,2,...,n k=1,2,...,n,; k=1,2,..., 1y

Vi benytter betegnelsen y; i for observation nr. k i skemaets (i, j)-te celle, hvori
der ialt er n;; observationer. Den (i, j)-te celle befinder sig i skemaets i-te rakke
og j-te sojle; der er i alt r reekker og s sojler (i engelske tekster vil der typisk veere
‘r rows and ¢ columns’).

Vi opstiller en statistisk model gdende ud pé at y;jx-erne er observerede veerdier
af uafhaengige normalfordelte stokastiske variable Y;jx med samme varians o> og
med en middelveerdistruktur der er bestemt ud fra den made observationerne er
inddelt pa - eller maske er det inddelingen der er bestemt af den formodede mid-
delveerdistruktur. Her er en preesentation af grundmodel og mulige interessante
hypoteser (dog kun hypoteser om middelveaerdiparametrene; det er bestandigt
underforstiet at alle Y-er har samme ukendte varians o?):

o Grundmodellen G siger at Y-er der herer til samme celle, har samme
middelverdi. Mere precist siger den at der findes tal #;;, i = 1,2,...,7,
j=12,...,s, sdledes at E Y;j; = n;; for alle i, j og k. Vi formulerer grund-
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modellen kort som
G:EYijr=1ij.

Additivitetshypotesen eller hypotesen om forsvindende vekselvirkning siger
at der ikke er nogen vekselvirkning mellem raekker og sejler, men at raekke-
virkninger og sejlevirkninger indgar additivt. Mere preecist siger hypotesen
at der findes tal &y, a3, ..., &, 0g B1, B2, ..., B sdledes at E Vi = a; + fB;
for alle i, j og k. Den korte formulering af additivitetshypotesen er

HO:Elf,»jk:ai+ﬁj.

« Hypotesen om ens sgjler eller om forsvindende sojlevirkning siger at der
ikke er nogen forskel pa sgjlerne, mere praecist siger den at der findes tal
ayp, &, ..., o sdledes at E Yjjx = «; foralle i, j og k. Den korte formulering
er

Hy:EYij = a;.

« Hypotesen om ens reekker eller om forsvindende reekkevirkning siger at der
ikke er nogen forskel pa raekkerne, mere preecist siger den at der findes tal
B, B2, ..., PBs sdledes at E Yijk = ﬁj for alle i, j og k. Den korte formulering
er

Hy :EYij = B;.

» Hypotesen om total homogenitet siger at der ikke er nogen forskel pd
cellerne overhovedet, mere preecist siger den at der findes et tal y saledes
at EYjjx = y for alle i, j og k. Den korte formulering er

H;:EYij=vy.

Vi vil skrive tingene op i lineaer algebra-sprog. Vi opfatter da observationerne
som udgerende en vektor y € V = R", hvor n = n.. er antallet af observationer;
vektorerne er struktureret i et todimensionalt skema som ovenfor. Grundmodel-
len og de fire hypoteser kan formuleres som udsagn om at middelveerdivektoren
p = EY tilhorer bestemte underrum:

G :pel  hvorL ={¢&: ijk = Mij}>
Ho:peLy hvorLo={&: & =a;+ B},
Hy:pely hvorLi={§: & =ai},
Hy:pel, hvorlLl,= {f:fz‘jk:ﬁj}’
Hs:peLy hvorLy={&: &=y}

Der geelder visse relationer mellem hypoteserne/underrummene:

H, L
H, “ = H L
P
G 0 S 0
H2 LZ

h

U
(VAR
SRV,

L;
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Grundmodellen samt modellerne svarende til H; og H; er eksempler pa k-stik-
proveproblemer (k er hhv. rs, r og s), og modellen svarende til H; er et enstik-
proveproblem. Derfor kan vi uden videre opskrive estimaterne over middelveer-
diparametrene i disse fire modeller:

under G er7;; = y,;; altsé gennemsnittet i celle (i, j),
under Hy er@; =y,  altsd gennemsnittet i den i-te raekke,
under H; er B} =.; altsd gennemsnittet i den j-te sojle,

under Hyery =y, altsd totalgennemsnittet.

Det er derimod ikke nzer sé enkelt at estimere parametrene under additivitetshy-
potesen Hy. Forst vil vi indfere begrebet sammenhzngende model.

Sammenhzngende modeller

Hvilke krav/ensker kan det vere hensigtsmaessigt at stille til antallene af observa-
tioner i de forskellige celler, altsa til nedenstidende »antalstabel«?

nn | N2 | 0| Mis

Ny | Mg | =+ | Nos
n = . . .

np N o Ny

Det siger sig selv at der ikke mé veere hele raekker eller sgjler udelukkende med
0-er, men kan der tillades 0-er pé enkelte pladser?

For klarleegge problemerne ser vi pa et overskueligt eksempel. Lad os sige at
r=20gs=2,0gat

01]9
910

n =

I dette tilfeelde er additivitetsunderrummet L todimensionalt (der er kun de to
parametre #;; 0g ¥21), og faktisker L = Ly = Ly = L,. I'seerdeleshed er LinL; # L3,
selv om mange maske ville have troet at der altid gjaldt at L, n L, = Ls. Sagen er,
at denne model i realiteten bestér af to separate delmodeller (for hhv. celle (1,2)
og celle (2,1)), og derfor bliver dim(L; n L,) > 1 eller ensbetydende hermed
dim(Lg) < r + s — 1 (det folger ved brug af den generelle formel dim(L; + L,) =
dim L; + dim L, — dim(L; n L, ) og det faktum at Ly = L; + L,).

En model der ikke kan deles op i separate delmodeller, kaldes en sammen-
heengende model. Begrebet ssmmenhangende model kan praeciseres pa folgende
made: Ud fra antalstabellen n danner vi en graf hvor knuderne er de talpar (i, f)
for hvilke 7;; > 0, og hvor kanterne forbinder par af »naboknuder« (dvs. knuder
som enten har samme i eller samme j). Eksempel:

*———o

5/81]0
0]4
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Vi siger at modellen er sammenhaengende, hvis grafen er sammenhzengende
(som det er tilfeeldet i eksemplet).

Man overbeviser sig let om at modellen er sammenhangende hvis og kun
hvis nulrummet for den linezere afbildning der afbilder den (r + s)-dimensio-
nale vektor (&, a2, ..., &, B1, B2, - - . » Bs) over i den »tilsvarende« vektor i Lo, er
endimensionalt. Udtrykt pa almindeligt dansk er en sammenhangende model
derfor en model hvor folgende udsagn er korrekt: »hvis alle raekkeparametre er
ens og alle sgjleparametre er ens, sa er der total homogenitet«.

I det folgende beskeeftiger vi os kun med sammenhzengende modeller.

Projektionen pa L

Ifolge den generelle teori estimeres middelverdivektoren y under Hy ved projek-
tionen poy af y pa Lo. I visse tilfeelde findes en nem formel til beregning af denne
projektion. — Vi minder indledningsvis om at Ly = L; + L, og L3 = L; N L,.

Lad os antage at

(LinLy) 1L (LynLy). (11.2)
I sa fald er
L() =(L10L§)@(L2ﬂL§)@L3
og dermed
po = (p1—p3) + (p2—-Pp3) + b3
dvs.

G+ Bi=F-7.)+ (7, - 7.) + 7.
= Fu o+ T, 7.
Se, det er jo en meget fin formel til beregning af (koordinaterne for) projektionen

péa Ly. Spergsmiélet er blot hvornér forudseetningen er opfyldt. Nedvendigt og
tilstraekkeligt for (11.2) er at

(me—pse,pof —psf) =0 (11.3)

foralle e, f € B, hvor B er en basis for Ly. Som 8 kan man f.eks. bruge vektorerne
e?? hvor (ef?);jx = 1hvis (i, j) = (p, o), og 0 ellers. Hvis man indsetter sidanne
vektorer i (11.3), finder man at den nedvendige og tilstreekkelige betingelse for
(11.2) er at

nij = ——>-, i=12,...,r5j=12,...,s. (11.4)

Nar denne betingelse er opfyldt, siger man at der foreligger det balancerede tilfelde.
Bemeerk at hvis der er lige mange observationer i alle celler, s er (11.4) automatisk
opfyldt.

Sammenfattende kan vi nu sige, at i det balancerede tilfeelde, dvs. nér (11.4) er
opfyldt, kan estimatorerne under additivitetshypotesen udregnes efter opskriften

a; + ﬁj = ?, + 7] - ? . (11.5)

L

>

(LinLy) L (LynLy)
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Test af hypoteser

De forskellige hypoteser om middelveerdistrukturen kan nu testes; hver gang
kan man benytte en F-teststorrelse hvor naevneren er variansskennet i den ak-
tuelle grundmodel, og teelleren er et skgn over »hypotesens variation omkring
grundmodellen«. Sine to frihedsgradsantal arver F fra hhv. teller- og naevner-
variansskennet.

1. Additivitetshypotesen H testes med F = s} /s hvor

2 1 ) 1 ros Mij L

T h—dimL "7 = iik = Vij .6

S0 n—-dimL Hy py” n-g i = k=1(y jk yz]) (11 )

beskriver variationen inden for grupper (g = dim L er antal ikke-tomme
celler), og

I ~ 5
S1 = dlmL _ dlm LO ”py p()yH
1 ny

(yij - (M))z

T (i) ZZ ”(yij V=V +7---)2'

Ovenstaende forudseetter at n > g, dvs. der skal veere celler med mere end
én observation.
2. Hvis additivitetshypotesen accepteres, udnevnes den til aktuel grundmo-
del, og man udregner man et nyt varianssken
2
So1 =

—  ly-poyl?
n—-dimlL Y~ Poy

_ 1 o2 B 2
= mamy =l e ley —poyl?).

Alt efter de konkrete omsteendigheder og problemstillinger vil man derefter
teste H; og/eller H,.

« For at teste hypotesen H; om forsvindende sojlevirkning benyttes
teststorrelsen F = s7 / s3, hvor

2

_ _ 2
S = dlmLO _ dlm L] Hpoy plyH
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« For at teste hypotesen H, om forsvindende reekkevirkning benyttes
teststorrelsen F = s3 /s3, hvor
2

1 2
27 Gim L, - dim L, [poy —pay|

LSS (@B -7,)

r=1i33

I det balancerede tilfeelde er

2

s ni(7.-7..)"

2:1
2 r—114i3

i=

Bemerk at H; og H, testes sideordnet, altsa begge i forhold til Hy med vari-
ansskennet s2; i det balancerede tilfelde er de to F-tellere s? og s3 stokastisk
uathaengige (fordi poy — p1y og poy — P2y er ortogonale).

Et eksempel

For at opna de optimale veekstbetingelser skal planter have de fornedne nee-
ringsstoffer i de rette forhold. Dette eksempel handler om at bestemme det rette
forhold mellem mengden af tilfort kveelstof- og fosforgedning til kartofler. Man
har dyrket nogle kartoftelmarker pé seks forskellige méder, svarende til seks for-
skellige kombinationer af maengde tilfort fosfor (o, 1 eller 2 enheder) og maengde
tilfort kveelstof (o eller 1 enhed), og derefter har man malt hostudbyttet. P4 den
made far man nogle observationer, hestudbytterne, som er inddelt i grupper efter
dyrkningsmetode saledes at grupperne er fastlagt ved hjeelp af to kriterier, nemlig
tilfort fosfor og tilfert kveelstof.

Et sddant dyrkningsforseg udfert i 1932 ved Ely gav de resultater der er vist i
tabel 11.3." Opgaven er nu at undersege hvordan de to faktorer kvzlstof og fosfor
virker hver for sig og sammen. Er det f.eks. sidan at virkningen af at g fra en til to
enheder fosfor afhaenger af om der tilfores kvzelstof eller ej? Det kan undersoges
med en tosidet variansanalyse.

Man kan méske for den gode ordens skyld veere interesseret i at teste grund-
modellens antagelse om varianshomogenitet, og derfor beregnes for hver af de
seks grupper ikke blot gennemsnit, men ogsé variansestimater, se tabel 11.4. Man
finder den samlede kvadratsum til 111817, saledes at den felles varians inden for
grupper estimeres ved s2 = 111817/(36 — 6) = 3727.2 (jf. formel (11.6)). Bartletts
teststorrelse bliver Bops = 9.5 der skal sammenlignes med Xz-fordelingen med
6 — 1 = 5 frihedsgrader. Tabelopslag viser at der er knap 10% chance for at fi
en storre veerdi, og der er séledes ikke noget der taler alvorligt imod antagelsen

" Bemeerk i ovrigt at hostudbytterne har undergiet visse forandringer pa deres vej til tabel 11.3.
Den vaesentligste er at man har taget logaritmen til tallene. Grunden hertil er at erfaringsmeessigt er
hestudbyttet af kartofler ikke seerlig normalfordelt, hvorimod det det ser bedre ud med logaritmen
til hostudbyttet. Da man havde taget logaritmen til tallene, viste det sig at alle resultaterne hed 3-
komma-et-eller-andet, si for at fa nogle paene tal ud af det har man trukket 3 fra og ganget med
1000.
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kveelstof
0 1
Tabel 11.3 Dyrkningsfors@g: . 591 450 584 619 618 524
Udbytte ved dyrkm;zgsfor— 509 636 413 651 655 564
sog med kartofler pd 36 par-
celler. Veerdierne er 1000 x fosfor 1 7> 689 625 801 688 682
(log(udbytte malt i Ibs) - 3). 584 614 513 703 774 623
) 702 677 684 814 757 810
643 668 699 792 790 703
kveelstof
0 1
Tabel 1.4 Dyrkningsforsog: 530.50 605.17
Middeltal y (overst) og varians- 7680.30  2644.57
estimat s (ne.derst) i hver af de fosfor 624.50 711.83
seks grupper, jf. tabel 11.3. 5560.00  4248.57

678.83 777.67
474.97  1745.07

om varianshomogenitet. Vi kan derfor basere de videre undersogelser pa den
formodede grundmodel.

Vi vil derefter ga i gang med at undersege om talmaterialet kan beskrives
med en model hvor virkningerne af de to faktorer »tilfort fosfor« og »tilfort
kveelstof« indgar additivt. Vi betegner den k-te observation i den i-te rackke og
j-te sajle y;jx. Grundmodellen er at y;jx-erne opfattes som observerede veerdier
af uatheengige normalfordelte stokastiske variable Y; i, hvor Y; i er normalfordelt
med middelverdi y;; og varians o>. Additivitetshypotesen kan formuleres som
Ho : EYjjk = a; + ;. Davi har at gore med et »balanceret tilfeelde« (idet formel

(11.4) er opfyldt), kan estimaterne «; + ; udregnes efter formel (11.5). Vi udregner
hjelpestorrelserne

y.=65475  y, -y,=-8692 y, -y =-4347 .
Vo= y.= 1342 y,-y. = 4347
V5. —Y.= 73.50

Ved hjelp heraf udregnes de estimerede gruppemiddelveerdier «; + 3; under
additivitetshypotesen, se tabel 11.5. Det variansestimat der benyttes hvis additivi-

tetshypotesen er rigtig, er s, = _ 26935 3521.7 med 36 - (3+2-1) = 32
T 36— (342-1) '

frihedsgrader.
Vi kan nu teste om der er additivitet mellem fosfor og kvelstof i kartoffeldyrk-
ningseksemplet. Vi har tidligere fundet at s3 = 3727.2. Vekselvirkningsvariansen

findes til
877 877

= = —— =4385.
6-(3+2-1) 2

2
Sy
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kveelstof
o 1
o 530.50 605.17
524.36  611.30
624.50 711.83
fosfor 1
624.70 711.64
) 678.83 777.67
684.78  771.72
variation  f N s? test
inden for grupper 30 111817 3727
vekselvirkning 2 877 439  439/3727=0.12
additivitetshypotesen 32 112694 3522
mellem N-niveauer 1 68034 68034 68034/3522=19
mellem P-niveauer 2 157641 78820 78820/3522=22
omkring total-gns. 35 338369
Teststarrelsen er dermed
si 4385
F = = = =0.12
Sy 3727.2

der skal ssmmenlignes med F-fordelingen med 2 og 30 frihedsgrader. Tabelopslag
viser at testsandsynligheden er lidt under 90%, s& der er neeppe nogen tvivl om
at additivitetshypotesen kan godkendes.

Som forbedret estimat over den feelles varians benyttes herefter

R 112694

$2 = ——— =35217
N 36-(3+2-1)

med 36 — (3 +2-1) = 32 frihedsgrader.

Nu da vi véd at den additive model giver en god beskrivelse af observationerne,
og det saledes har mening at tale om en kvaelstofvirkning og en fosforvirkning,
kan det veere af interesse at undersege om der er en signifikant virkning af kveelstof
hhv. fosfor.

For at undersoge om kvzelstof har en virkning, testes hypotesen H; om for-
svindende kveelstofvirkning (sejlevirkning). Variansen mellem kvzelstofniveauer

udregnes til
68034

53 = = 68034 .

Variansestimatet i den additive model var s3, = 3522 med 32 frihedsgrader, og
F-teststorrelsen bliver derfor
53 68034

Fops = 5= S5 =19
sg, 3522

Tabel 11.5 Dyrkningsforsog:
Gruppegennemsnit (overst) og
estimerede gruppemiddelveerdier
under additivitetshypotesen
(nederst).

Tabel 11.6 Dyrkningsforsog med
kartofler: Variansanalyseskema.
f star for antal frihedsgrader, SS
for Sum af kvadratiske afvigelser,

s* = SS/f.
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der skal ssmmenlignes med F, 3,-fordelingen. Veerdien F,p,s = 19 er ganske utve-
tydigt signifikant stor, og hypotesen om forsvindende kvaelstofvirkning mé derfor
forkastes, dvs. konklusionen bliver at det har en virkning at tilfore kvaelstof.

Hvis man undersgger om der er en forsvindende fosforvirkning, si mé ogséa
denne hypotese forkastes, dvs. det har ogsa en signifikant virkning at tilfere
fosforgedning.

Variansanalyseskemaet (tabel 11.6) giver en samlet oversigt over analysen.

11.6 Regressionsanalyse

Regressionsanalyse handler om at undersgge hvordan én malt storrelse athaenger
af en eller flere andre. Antag at der foreligger et datamateriale som er fremkom-
met pa den méde at man pa hvert af nogle »individer« (f.eks. forsegspersoner
eller forsegsdyr eller enkelt-laboratorieforseg osv.) har méalt veerdien af et antal
storrelser (variable). En af disse storrelser indtager en serstilling, idet man nemlig
gerne vil »beskrive« eller »forklare« denne storrelse ved hjelp af de gvrige. Tit
kalder man den variabel der skal beskrives, for y, og de variable ved hjelp af
hvilke man vil beskrive, for x;, x5, . . ., X,. Andre betegnelser fremgar af folgende
oversigt:

y xl,xz,...,xp

den modellerede variabel  baggrundsvariable
den afheengige variabel ~de uafhaengige variable
den forklarede variabel  de forklarende variable
responsvariabel

Her skitseres et par eksempler:

1. Laegen observerer den tid y som patienten overlever efter at vere blevet
behandlet for sygdommen, men leegen har ogsa registreret en maengde
baggrundsoplysninger om patienten, sdsom ken, alder, veegt, detaljer om
sygdommen osv. Nogle af baggrundsoplysningerne kan maske indeholde
en eller anden form for information om hvor leenge patienten kan forventes
at overleve.

2. I en raekke nogenlunde ens i-lande har man bestemt mal for lungekreeft-
forekomst, cigaretforbrug og forbrug af fossilt breendstof, altsammen pr.
indbygger. Man kan da udnaevne lungekraeftforekomst til y-variabel og
soge at »forklare« den ved hjelp af de to andre variable, der sé far rollen
som forklarende variable.

3. Man gnsker at undersege et bestemt stofs giftighed. Derfor giver man
det i forskellige koncentrationer til nogle grupper af forsegsdyr og ser
hvor mange af dyrene der der. Her er koncentrationen x en uatheengig
variabel hvis veerdi eksperimentator bestemmer, og antallet y af dede er
den afheengige variabel.
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Regressionsanalyse gar ud pa at finde en statistisk model hvormed man kan
beskrive en y-variabel ved hjelp af en kendt simpel funktion af nogle baggrunds-
variable og nogle parametre. Parametrene er de samme for alle observationsset,
hvorimod baggrundsvariablene typisk ikke er det.

Man ma naturligvis ikke forvente at den statistiske model leverer en perfekt
beskrivelse, dels fordi den model man matte finde frem til, naeppe er fuldsteendig
rigtig, dels fordi en af pointerne med statistiske modeller jo netop er at de kun
beskriver hovedtraekkene i datamaterialet og ser stort pa de finere detaljer. Der
vil derfor veere en vis forskel mellem en observeret veerdi y og den tilsvarende
fittede veerdi ¥, dvs. den veerdi som man ifelge regressionsmodellen skulle f&
med de givne veerdier af baggrundsvariablene. Denne forskel kaldes residualet og
betegnes ofte e. Vi har sa opspaltningen

y = y + e
observeret veerdi = fittet veerdi + residual.
Residualerne er det som modellen ikke beskriver, og derfor er det naturligt at
man (eller rettere modellen) anser dem for tilfeeldige, dvs. for at veere tilfeldige
tal fra en vis sandsynlighedsfordeling.

a4

Vesentlige forudsaetninger for at kunne benytte regressionsanalyse er at

1. det er ikke x-erne, men kun y-erne og residualerne, der er behaftede med
tilfeeldig variation (»usikkerhed«),

2. de enkelte malinger er stokastisk uafheengige af hinanden, det vil sige de
tilfeeldigheder der indvirker pd én bestemt y-verdi (efter at man har taget
hgjde for baggrundsvariablene), har ikke nogen sammenhzaeng med de
tilfeeldigheder der spiller ind pé de ovrige y-veerdier.

Det simpleste eksempel pa regressionsanalyse er det hvor der kun er én enkelt
baggrundsvariabel, som vi si betegner x. Opgaven bliver da at beskrive y-erne
ved hjelp af en kendt simpel funktion af x. Det simpleste ikke-trivielle bud pa en
sadan funktion ma vel vere en funktion af typen y = a + x8 hvor « og f5 er to
parametre, dvs. man formoder at y er en affin funktion af x. Derved far man den
sakaldte simple linecere regressionsmodel, jf. side 100.

En lidt mere avanceret model er den multiple linecere regressionsmodel hvor
man har p forklarende variable x;, x5, . . ., X, 0g seger at beskrive y-vaerdierne

P
med en funktion af formen y = ) x;B;.
j=1

Formulering af modellen

For at regressionsmodellen kan blive til en genuin statistisk model, skal man speci-
ficere den sandsynlighedsfordeling som skal beskrive y-ernes variation omkring
deres middelveerdi. I dette kapitel gar vi ud fra at denne sandsynlighedsfordeling
er en normalfordeling med varians 0 (den samme for alle observationer).
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Vi vil formulere modellen mere precist pa folgende méde: Der foreligger
n sammenhorende verdier af en athangig variabel y med tilherende p bag-

grundsvariable x, x5, . . ., x,,. Det i-te st veerdier er (y,-, (xi1> Xi25 -+ +» xip)). Det
antages at ¥, ¥2, ..., ¥, er observerede veerdier af uafhsengige normalfordelte
stokastiske variable Y3, Ys, ..., Y, med samme varians ¢? og med
P
EYi:inj[Sj, i=12,...,n, (11.7)
j=1
hvor 1, B2, ..., B, er ukendte parametre. Ofte vil en af de forklarende variable

veere konstanten 1, dvs. den har veerdien 1 for alle i. I matrixnotation kan (11.7)
skrives som EY = X, hvor Y er sgjlevektoren bestaende af de n Y-er, X er
en kendt n x p-matrix (den sdkaldte designmatrix) indeholdende x;;-verdierne,
og P sojlevektoren bestiende af de p ukendte -er. Man kan naturligvis ogsa
formulere det ved hjeelp af underrum: EY € L hvor L; = {Xf e R" : B e RP}. -
Betegnelsen linecer regression skyldes at E Y er en lineeer funktion af 8.

Ovenstaende kan generaliseres pa flere mader. I stedet for observationer med
samme varians kan man have observationer hvis varians er kendt pa neer en
konstant faktor, dvs. VarY = ¢>X hvor £ > 0 er en kendt matrix og ¢* en
ukendt parameter; sa bliver der tale om veegtet linezer regressionsanalyse. Man kan
udskifte normalfordelingen med f.eks. binomialfordelingen, poissonfordelingen
eller gammafordelingen, og samtidig generalisere (11.7) til

P
g(EY;)) =>"x;ifj, i=12,...,n
j=1

for en passende funktion g; sé bliver der tale om generaliseret lineaer regression.
Logistisk regression (afsnit 9.1, specielt side 129ff) er et eksempel pé generaliseret
lineaer regression.

I det folgende vil vi kun beskeeftige os med ordiner linezer regression.

Estimation af parametrene

Ifolge den generelle teori estimerer man middelveerdivektoren X som projek-
tionen af y vinkelret ned p& L; = {Xf € R" : B € RP}. Det betyder at f8 skal
estimeres ved en vektor § med den egenskab at y — X 1 L. Nuer y - X L L,
ensbetydende med at ( y—XB,XB ) = 0 for alle B € R?, som er ensbetydende
med at <X’y - X'XB, ﬁ) = 0 for alle § € R?, som igen er ensbetydende med at
X'XB = X'y. Ligningssystemet X’ X = X'y bestar af p linewre ligninger med p
ubekendte, og det kaldes normalligningerne (se ogsé side 158). Hvis p x p-matricen
X'X er reguler, er der en entydig losning, nemlig:

B=(X'X)"'Xy.
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(Betingelsen at X' X er reguleer, kan formuleres pa mange forskellige ensbetydende
médder: dimensionen af L, er p; rangen af X er p; rangen af X' X er p; sojlerne i
X er lineeert uafheengige; parametriseringen er injektiv.)

Variansparameteren estimeres ved
o ly-xBP
n-dimL;
Ved at bruge regnereglerne for variansmatricer fas i gvrigt
Var B = Var((X'X) ' X'Y)
= ((X'X)7'X’) Var Y((X'X)7'x")’
= ((xX'x)'x) *1((x'x) X"
=0 (X'X)™!

(11.8)

der estimeres ved s* (X’X) ™. Kvadratroden af diagonalelementerne heri er esti-
mater over middelfejlen (standardafvigelsen) pa de tilsvarende E—er.

Ethvert ordentligt computerprogram til statistik har en indbygget funktion
til losning af normalligningerne; funktionen vil returnere parameterestimaterne
og deres middelfejl, og muligvis ogsd hele den estimerede Var B.

Simpel linear regression
I simpel lineeer regression (jf. bl.a. side 100) er
1 x n n
o S e
x=|. 7|, xXx=|, o og X'y=|.

> Xi lez Y xiyi

I xy i=1 i=1 i=1

og normalligningerner bliver

an+ﬁ2x1:2yi

i=1 i=1
n ln li’l

@y x +ﬂ2xf = > xiyi
i=1 =1 i=1

i
som det ikke er uoverkommeligt at lose. Det er dog endnu lettere simpelthen
at udregne projektionen py af y pa L;. Man ser umiddelbart at de to vektorer

1 X1 — X
1 Xy — X .
u=| |ogv= : er ortogonale og udspaender L;. Dermed bliver
1 Xn— X
b, ), B, T
py: y>2u+ y)2v21=1 u+1=nl v,
[l vl n -
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n

> (xi = X)y;
siledes at den j-te koordinat i py bliver (py); = 7+ S5——— (x; - X),
2 (xi = %)?
i=1
jf. side 111. Ved at udregne variansmatricen (11.8) finder man de varianser og
korrelationer som postuleredes i seetning 7.3 side 111.

Hypoteseprovning

Hypoteser af formen Hy : EY € Ly hvor Ly er et underrum af L;, testes pa helt
seedvanlig made med et F-test.

Ofte vil man vzre interesseret i en hypotese af formen H : 8; = 0, svarende til
at den tilsvarende forklarende variabel x; er uden betydning. En sddan hypotese
kan testes enten med et F-test eller med ¢-teststorrelsen

B

estimeret middelfejl pa //3\] '

t=

Om faktorer

Der kan veere to forskellige slags baggrundsvariable. I det foregaende er omtalt
eksempler pa kvantitative baggrundsvariable, dvs. nogle der angiver en eller
anden numerisk steorrelse. Man kan imidlertid ogsa operere med kvalitative
baggrundsvariable, faktorer, der angiver tilhersforhold til en klasse i forbindelse
med en klassificering.

Eksempel: I ensidet variansanalyse optraeder observationer y der er inddeltiet
antal grupper, se evt. side 160; man kan opfatte data som bestaende af ssmmenhe-
rende veerdier (y, f) af en observation y og en faktor f som simpelthen er navnet
pé den gruppe som y tilhgrer. Man kan formulere det som et regressionsproblem:
Lad os sige at der er k forskellige niveauer af f (dvs. der er k grupper), og lad

oskaldedem1,2,..., k. Sa indferer vi nogle kunstige (kvantitative) forklarende
variable x;, X3, ..., x; sadan at x; = 1 hvis f = i og x; = 0 ellers. Pa den made
erstatter man (y, f) med (y, (x1,X2,...,%p)) hvor det er sadan at alle x-er pa

ner ét er lig 0, og det x som er lig 1, udpeger den gruppe som y tilhgrer. Ensidet
variansanalyse-modellen kan nu skrives

P
BY =) xiB
j=1

hvor f; svarer til 4; i den oprindelige formulering af modellen.

Ved at kombinere kvantitative baggrundsvariable og faktorer kan man formu-
lere komplicerede modeller, eksempelvis med over- og underordnede grupper
eller med forskellige linesere sammenhaenge i forskellige delgrupper.
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varighed koncentration
(min) (umol/l)
0 0.0 0.0 1.2 1.8 2.1 2.1 3.0
6 3.0 4.9 5.1 5.1 7.0 7.9
12 4.9 6.0 6.5 8.0 12.0
18 9.5 10.1 12,0 12.0 13.0 16.0 17.1
15—
EN
§ 10
g
g
£ 5
=}
™
0%
| I I T l
0 5 10 15 20
Varighed x
Et eksempel

Eksempel 11.2:  Kveelning af hunde

Man ved at hypoxi (nedsat ilttilforsel til hjernen) kan bevirke at der dannes forskellige
skadelige stoffer i hjernen, og det kan i veerste fald medfere alvorlige hjerneskader. (Hypoxi
kan blandt andet forekomme ved fodsler.) Man er derfor interesseret i at udvikle en simpel
metode til at afgore om der har vaere hypoxi og i givet fald hvor leenge. Man har udfert en
raekke forseg for at undersege om koncentrationen af hypoxantin i cerebrospinalvaesken
kan benyttes som hypoxiindikator.

Syv hunde er under bedgvelse blevet udsat for iltmangel ved sammenpresning af
luftroret, og hypoxantinkoncentrationen maltes efter o, 6, 12 og 18 minutters forlgb. Det
var af forskellige grunde ikke muligt at foretage mélinger pa alle syv hunde til alle fire
tidspunkter, og det kan heller ikke afgeres hvordan mélinger og hunde herer sammen.
Resultaterne af forseget er vist i tabel 11.7.

Man kan anskue situationen pa den made at der foreligger n = 25 par ssmmenherende
veerdier af koncentration og varighed. Varighederne er kendte storrelser — de indgar i
forsegsplanen - hvorimod koncentrationerne kan betragtes som observerede vaerdier
af stokastiske variable: tallene er ikke ens fordi der er en vis biologisk variation og en
vis forsegsusikkerhed, og det kan passende modelleres som tilfeeldig variation. Det er
derfor neerliggende at soge at modellere tallene ved hjalp af en regressionsmodel med
koncentration som y-variabel og varighed som x-variabel. Man kan naturligvis ikke
pa forhédnd vide om varigheden i sig selv er en hensigtsmzessig forklarende variabel.
Maske viser det sig at man bedre kan beskrive koncentrationen som en linear funktion
af logaritmen til varigheden end som en lineaer funktion af selve varigheden, men det
betyder blot at der er tale om en linezr regressionsmodel med logaritmen til varigheden
som forklarende variabel.

Vi vil antage at hypoxantinkoncentrationen kan beskrives ved en linezr regressions-
model med hypoxivarigheden som uafheengig variabel.

Tabel 11.7 Kveelning af hunde:
Malinger af hypoxantinkon-
centration til de fire forskellige
tidspunkter. I hver gruppe er
observationerne ordnet efter
storrelse.

Figur 1.1 Kveelning af hunde:
Sammenhprende veerdier af
hypoxantinkoncentration og
hypoxivarighed, samt den
estimerede regressionslinje.
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Vi lader x1, x2, x3 0g x4 betegne de fire tidspunkter o, 6, 12 0g 18 min, og vi lader
yij betegne den j-te koncentrationsverdi til tid x;. Med de indferte betegnelser kan den
foresldede statistiske model for talmaterialet formuleres pa den made at de stokastiske
variable Y;; er uafheengige og normalfordelte med samme varians ¢” og med E Y;; = a+fx;.

Estimaterne over a og f8 udregnes, f.eks. ved brug af formlerne pa side 111, til § =
0.61 ymol 1™ min™" og @ = 1.4 ymol I"'. Variansen estimeres til s3, = 4.85 gmol® 1"> med
25 — 2 = 23 frihedsgrader.

Middelfejlen pa B er \/s2,/SSx = 0.06 ymol 1! min™", og pa @ er den (1+ %)séz
= 0.7 ymol 1! (seetning 7.3). Sterrelsen af de to middelfejl viser at det er passende at angive
BB med to og @ med én decimal, s vi konkluderer at den estimerede regressionslinje er

y = L4 umol 1" +0.61 gmol 1" min~" x .

Som en form for modelkontrol kan vi nu teste om hypoxantinkoncentrationen atheenger
lineeert (eller rettere affint) af hypoxiens varighed. Vi indlejrer derfor regressionsmodellen
i en k-stikprevemodel hvor grupperne bestemmes af x-erne pd den made at en gruppe
bestér af observationer med samme x-veerdi, jf. eksempel 11.1 side 161.

Vi formulerer metoden i linezr algebra-sprog. Lad L, = {& : &;; = a + Bx;} veere
underrummet svarende til modellen med lineser sammenheeng mellem x og y, og lad
L = {&: &= p;} veere underrummet svarende til k-stikprovemodellen. Der geelder at
L, c L. Fra afsnit 11.1 ved vi at teststorrelsen for at teste L; i forhold til L er

Tt Py — Pyl
iz ly - eyl

F=

hvor p og p; er projektionerne pa L og L. Vived at dimL — dimL, = 4 -2 = 2 og
n—dim L = 25-4 = 21. 1 den tidligere behandling af eksemplet (side 161) fandt vi |y —py|*
til 101.32; |py — p1y|” kan f.eks. udregnes som ||y — piy|* - ||y — py|* = 111.50 — 101.32 =
10.18. Teststorrelsen bliver dermed F = 5.09/4.82 = 1.06 der skal sammenholdes med
F-fordelingen med 2 og 21 frihedsgrader. Tabelopslag viser at testsandsynligheden bliver
over 30%, s hypotesen godtages, dvs. der synes at vaere en linezer ssmmenhang mellem
varigheden af hypoxien og hypoxantinkoncentrationen. Det fremgar ogsa af figur 11.1.

1.7 Opgaver

Opgave 11.1:  Indianere i Peru
Zndringer i menneskers livsbetingelser kan give sig udslag i fysiologiske sendringer,
eksempelvis i 2endret blodtryk.

En gruppe antropologer undersogte hvordan blodtrykket eendrer sig hos peruvianske
indianere der flyttes fra deres oprindelige primitive samfund i de hoje Andesbjerge til den
sakaldte civilisation, dvs. storbyen, der i evrigt ligger i langt mindre hejde over havets
overflade end deres oprindelig bopzl (Davin (1975), her citeret efter Ryan et al. (1976)).
Antropologerne udvalgte en stikprove pa 39 mend over 21 ar der havde undergéet en
sddan flytning. Pa hver af disse maltes blodtrykket (det systoliske og det diastoliske) samt
en reekke baggrundsvariable, heriblandt alder, antal ar siden flytningen, hojde, veegt og
puls. Desuden har man udregnet endnu en baggrundsvariabel, nemlig »brokdel af livet
levet i de nye omgivelser«, dvs. antal ar siden flytning divideret med nuverende alder.
Man forestillede sig at denne baggrundsvariabel kunne have stor »forklaringsevne«.
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y X1 X2 y X1 X2
170 0.048 71.0 114 0.474 59.5
120 0.273 56.5 136 0.289 61.0
125 0.208 56.0 126 0.289 57.0
148 0.042 61.0 124 0.538 57.5
140 0.040 65.0 128 0.615 74.0
106 0.704 62.0 134 0.359 72.0
120 0.179  53.0 112  0.610 62.5
108 0.893 53.0 128 0.780 68.0
124 0.194 65.0 134 0.122  63.4
134 0.406 57.0 128 0.286 68.0
116 0.394 66.5 140 0.581  69.0
114 0.303 59.1 138 0.605 73.0
130 0.441 64.0 118 0.233 64.0
118 0.514 69.5 110 0.432  65.0
138 0.057 64.0 142  0.409 71.0
134 0.333 56.5 134 0.222  60.2
120 0.417 57.0 116 0.021  55.0
120 0.432  55.0 132 0.860 70.0
114 0.459 57.0 152 0.741 87.0
124 0.263 58.0

Tabel 11.8 Indianere i Peru:
Sammenhorende veerdier af
y: systolisk blodtryk (mm Hg),
x1: brokdel af livet i de nye
omgivelser, 0og x,: veegt (kg).

Her vil vi ikke se pa hele talmaterialet, men kun pa blodtrykket (det systoliske) der
skal optreede som y-variabel, og pé de to x-variable brokdel af livet i de nye omgivelser og
veegt. Disse er angivet i tabel 11.8 (fra Ryan et al. (1976)).

1. Antropologerne mente at xi, brokdel levet i de nye omgivelser, var et godt mal for
hvor lenge personerne havde levet i de civiliserede omgivelser, og at det derfor

matte veere interessant at se om x; kunne forklare variationen i blodtrykket y. Forste
skridt kunne derfor vere at estimere en simpel liner regressionsmodel med x;

som forklarende variabel. Gor det!

2. Hvis man i et koordinatsystem afsetter y mod x;, viser det sig imidlertid at det fak-
tisk ikke virker seerlig rimeligt at heevde at (middelvaerdien af) y afheenger lineeert
af x;. Derfor md man give sig til at overveje om andre af de mélte baggrundsvariable
med fordel kan inddrages.

Nu ved man at en persons veegt har betydning for den pageeldendes blodtryk,
sa nzeste modelforslag kunne veere en multipel regressionsmodel med bade x; og

x, som forklarende variable.

a) Estimér parametrene i denne model. Hvad sker der med variansestimatet?

b) Undersog residualerne for at vurdere modellens kvalitet.

3. Giv en tolkning af slutmodellen i forhold til de peruvianske indianere.

Opgave 11.2

Dette er en beremt tosidet variansanalyse-opgave fra Kebenhavns Universitet; som man

vil se, indeholder opgaveteksten en vis portion underforstiet lokalkendskab:

En student cykler hver dag fra sit hjem til H.C. Qrsted Institutet og tilbage igen. Han kan
cykle to forskellige veje, én som han plejer at benytte, og én som han misteenker for at
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veere en genvej. For at undersoge om det faktisk er en genvej, maler han nogle gange hvor
lang tid han er om turen. Resultaterne fremgér af nedenstdende skema hvor tiderne er
opgivet med 10 sekunder som enhed og ud fra et beregningsnulpunkt pa 9 minutter.

genvej saedvanlig vej

udtur 4 -1 3 13 8 11 5 7
hjemtur 11 6 16 18 17 21 19

Da det som bekendt kan vaere vanskeligt at slippe veek fra H.C. Qrsted Institutet pa cykel,
tager hjemturen gennemsnitligt leengere tid end udturen.

Havde studenten ret i sin mistanke?

Vejledning: Det er klart at disse resultater ma kunne behandles ved tosidet variansanalyse;
da cellerne imidlertid ikke indeholder lige mange observationer, kan den seedvanlige formel
for projektionen pa underrummet svarende til additivitetshypotesen ikke bruges.

Opgave 11.3
Betragt den simple lineeere regressionsmodel EY = « + xf3, og antag at der foreligger et
antal ssmmenhgrende veerdier (y;,x;),i=1,2,...,n.

Hvordan ser designmatricen ud? Skriv normalligningerne op og les dem.

Find formler for middelfejlene (o: standardafvigelserne) pa @ og E, samt en formel for
korrelationen mellem de to estimatorer. Tip: udnyt formel (11.8).

I visse typer forseg kan eksperimentator (eller statistikeren) selv bestemme x-veerdier-
ne inden for visse greenser. Hvordan skal man velge x-erne?



A En udledning af normalfordelingen

NORMALFORDELINGEN ER MEGET BENYTTET i statistiske modeller. Nogle gange
kan man begrunde brugen af den ved henvisninger til Den Centrale Granseveerdi-
setning, andre gange skyldes det naermest matematiske bekvemmelighedsgrunde.
Der findes imidlertid ogsé argumentationer af formen »hvis man har tenkt sig at
analysere data pa den-og-den made, si svarer det indirekte til at antage at obser-
vationerne stammer fra den-og-den fordeling«. I dette afsnit vil vi preesentere et
eksempel pa en sidan argumentation; grundideen hidrerer fra Gauf3 (1809, bog
I, afsnit 3).

Den overordnede opgave er at finde et forslag til en type sandsynlighedsfordelin-

ger der kan bruges til at beskrive hvordan observationer fordeler sig tilfeeldigt

omkring en bestemt ukendt veerdi y. Vi gor nogle antagelser:

Antagelse 1: Fordelingerne er kontinuerte fordelinger pa R, dvs. de har en konti-
nuert taeethedsfunktion.

Antagelse 2: Parameteren y kan have en vilkarlig reel veerdi og er en positionspa-
rameter, dvs. modelfunktionen er af formen

flx-u), (x,p)eR?,

for en passende funktion f som er defineret pa hele R (og som er kontinuert
ifolge antagelse 1).

Antagelse 3: Funktionen f er kontinuert differentiabel.

Antagelse 4: Maksimaliseringsestimatet for y skal veere gennemsnittet af observa-
tionerne, mere preecist: for enhver stikpreve x;, x5, . . ., x,, fra fordelingen
med teethedsfunktion x — f(x — p), skal maksimaliseringsestimatet vere
gennemsnittet x.

Vi skal nu se hvad man kan deducere herudfra.

Log-likelihoodfunktionen svarende til observationerne x3, x5, . . . , x,, bliver

InL(p) = illnf(xi - ).

Den er differentiabel med

(InLY'(4) = 3 g(xi - )

i=1

hvor g = —(In f)".
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Da f er en teethedsfunktion, gelder at f(x) — 0 for x > o0, og derfor vil
InL(p) — —oo for p — +oo; det betyder at In L antager sit maksimum i (mindst)
et punkt 77, og at dette er et stationeert punkt, dvs. (In L) (%) = 0. Da det forlanges
at ff = X, er vi hermed naet frem til at der skal geelde at

Zg(xi -x)=0 (Aa)
i=1

for alle stikprover x1, x5, ..., x,.

Tag nu en stikprove med to elementer x og —x; da gennemsnittet af disse to
er 0, giver (A.1) at g(x) + g(-x) = 0, dvs. g(—x) = —g(x) for ethvert x. Specielt
er g(0) = 0.

Tag derneest en stikprove med tre elementer x, y og —(x + y); da deres
gennemsnit er 0, giver (A.1) at g(x) + g(y) + g(—=(x + y)) = 0, og da vi netop
har vist at g er en lige funktion, kan vi konkludere at g(x + y) = g(x) + g(»)
for alle x og y. Det folger nu af seetning A.1 nedenfor at funktionen g ma veere
af formen g(x) = cx for en eller anden konstant ¢. Da g var defineret til at
veere —(In f)’, ma In f derfor vere af formen In f(x) = b — %cx?, hvor b er
en integrationskonstant, og sa bliver f af formen f(x) = aexp(-%cx?), hvor
a = e’. Da f skal integrere til 1, ma konstanten ¢ nedvendigvis vare positiv - og
man kunne sa passende omdebe den til 6 - og konstanten a er entydigt bestemt
(og der geelder at a = 1/v/2m0?, jf. side 66). Funktionen f m4 altsa nedvendigvis
veere teethedsfunktionen for normalfordelingen med middelvaerdi 0 og varians o2,
og den segte type fordelinger er siledes normalfordelingerne med middelveerdi
og varians 0.

Cauchys funktionalligning
I dette afsnit vises en setning som anvendes i det forrige, og som derudover mé

siges at hore med til den »matematisk almendannelse«.

SAETNING A1
Antag at f er en reel funktion med den egenskab at

fx+y)=f(x)+f(y) (A2)

for alle x, y € R. Hvis f er kontinuert i et punkt xo # 0, sd findes der et tal c € R
sddan at f(x) = cx for alle x € R.

Bevis
Vi ser forst pa hvad man kan deducere ud fra betingelsen f(x+y) = f(x)+ f(y).

1. Hvis man satter x = y = 0, fas at f(0) = f(0) + £(0), dvs. £(0) =0.
2. Hvis man setter y = —x, fds at for et vilkarligt x € Rer f(x) + f(-x) =

f(0) =0,altsd f(-x) = —f(x).
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3. Ved gentagne anvendelser af (A.2) fés at for vilkarlige x;, x5, ..., x, er
Flxa+xa+..4x,) = f(x1) + f(x2) +...+ f(xn). (A3)
Tag nu et reelt tal x # 0 og naturlige tal p og g, og seet a = p/q. Da

flax+ax+...+ax) = f(x+x+...+x),

qled pled

giver (A.3) at gf(ax) = pf(x) eller f(ax) = af(x). Vi kan konkludere at
for alle rationale tal a og alle reelle tal x er

flax) = af(x). (A.q)

Indtil videre har vi ikke benyttet at f er kontinuert i xo, men det kommer nu.
Lad x veere et reelt tal forskelligt fra 0. Der findes en folge (a,,) af rationale tal
som konvergerer mod x,/x, og som alle er forskellige fra 0. Da folgen (a,x)
konvergerer mod x, og f er kontinuert i x, vil

flan) | fl) _ fx0)

a, Xo/x Xo

f(anx)

Men ifelge (A.4) er ———= = f(x) for ethvert a,, s& der ma dbenbart geelde at
a

f(x) = f(x0) x, altsd f(x) = cx hvor ¢ = M. Da x var vilkarlig (og da ¢

X0 X0
ikke afhaenger af x), er seetningen hermed vist. o

Bemaerkning: Kontinuitetsantagelsen i seetning A.1 er i hej grad nedvendig. Her
er et meget simpelt eksempel pa en funktion som opfylder (A.2), men som ikke
er kontinuert nogetsteds (bortset fraix = 0):

x  hvis x er rational,
f(x)={2x hvis x/\/2 er rational,

0 ellers.
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B Nogle resultater fra linear algebra

DE NZASTE SIDER prasenterer nogle resultater fra liner algebra, naermere bestemt
fra teorien for endeligdimensionale reelle vektorrum med indre produkt.

Notation og definitioner

Vektorrummet betegnes typisk V. Underrum betegnes L, Ly, L,, ... Vektorer be-
tegnes normalt med fede bogstaver (x, y, u, v osv.). Nulvektoren er 0. Nar vi
repraesenterer vektorerne ved hjeelp af deres koordinatseet i forhold til en valgt
basis, skriver vi koordinatsettene som sgjlematricer.

Linecere afbildninger [og deres matricer] betegnes ofte med bogstaver som A
og B; den transponerede til A betegnes A’. Nulrummet for A betegnes N'(A) og
billedrummet R(A); rangen af A er tallet dim R(A). Den identiske afbildning
[enhedsmatricen] betegnes I.

Skalarproduktet eller det indre produkt af u og v skrives (u, v) og i matrixno-
tation u’v. Laengden af u skrives |u].

To vektorer u og v er ortogonale, kort u L v, hvis (u,v) = 0. To underrum
L, og L, er ortogonale, kort L; L L,, hvis enhver vektor i L, er ortogonal pa
enhver vektor i L,. I sa fald defineres den ortogonale direkte sum af L; og L, som
underrummet

Li®Ly={u+uy:u €L,uyel,}.

Hvis v € L; ® L,, s& har v en entydig opspaltning som v = u; + u, hvor u; € L, og
Uy € L,. Der gaelder at dim Ly @ L, = dim L; + dim L.

Det ortogonale komplement til underrummet L betegnes L*. Der gelder at
V = L @ L*. Ortogonalprojektionen af V pa underrummet L er den linezre
afbildning p : V — V for hvilken px € L og x —px € L* forallex € V.

En symmetrisk linezer afbildning [en symmetrisk matrix] A er positivt semidefinit
hvis (x, Ax) > 0 [eller x’ Ax > 0] for alle x; den er positivt definit hvis uligheds-
tegnet er skarpt for alle x # 0. Vi vil undertiden bruge skrivemaderne A > 0 og
A > 0 til at angive at A er positivt semidefinit hhv. positivt definit.

Forskellige resultater

Denne sxtning turde veere velkendt fra linezer algebra:

SETNING Ba
Lad A veere en linecer afbildning af R? ind i R". Da geelder at R(A) og N'(A”) er
hinandens ortogonale komplementer (i R"), eller kort R" = R(A) @ N'(4A’).
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KOROLLAR B.2
Lad A veere en symmetrisk linecer afbildning af R" ind i sig selv. Da geelder at R(A)
og N (A) er hinandens ortogonale komplementer (i R").

KOROLLAR B.3
R(A) = R(AA").

BEVIS FOR KOROLLAR B.3
Ifolge seetningen kan vi vise korollaret ved at vise at N'(A") = N'(AA’), alts3 at
Au=0< AAu=0.

Det er klart at A'0 = AA’u = 0. Vi behgver siledes kun vise at AA'u = 0 =
A'u = 0. Antag derfor at AA'u = 0. Da A(A'u) =0,er A'u e N(A) = R(A")4,
og da automatisk A'u €e R(A’),er A'u e R(A")* nR(A") = {0}. ]

SATNING B.4
Lad A og B veere injektive linecere afbildninger af R? ind i R" sdledes at AA’ = BB'.
Sd findes en isometri C af R? ind i sig selv med den egenskab at A = BC.

Bevis
Set L = R(A). Ifelge antagelsen og korollar B3 er L = R(A) = R(AA') =
R(BB') = R(B).

Da A er injektiv, er N'(A) = {0}; ifolge seetning Bierda R(A") = {0} = R?,
dvs. til et givet u € R? har ligningen A’x = u mindst en lpsning x € R", og da
N(A") = R(A)* = L*, er der i L precis én lgsning x(u) til A’x = u.

Vi vil vise at den herved definerede afbildning u — x(u) af R? ind i L er
linezer. Lad 1 og u, veere to vektorer i R? og a; og a to skalarer. Da er

A'(x((xlul + 062112)) =ou) + U
0 A'x(uy) + arA'x(uy)

A’(oclx(ul) + oczx(uz)),

og da ligningen A’x = u som neevnt har en entydig losning x € L, folger heraf at
x(oquy + arur) = ax(uy) + axx(uy), hvilket skulle vises.
Vi kan derfor definere en linear afbildning C : R? — R? givet ved Cu =
B'x(u). For u € R? er da BCu = BB'x(u) = AA’x(u) = Au, altsd A = BC.
Afslutningsvis vil vi vise at C bevarer indre produkt, hvoraf specielt folger
at den er en isometri: For u;,u; € R er (Cuy, Cuy) = (B'x(u1), B'x(uy)) =
(x(u1), BB'x(u3)) = (x(u1), AA'x(uy)) = (A'x(w1), A'x(u)) = (uy,up). O

SATNING B.s5

Antag at A er en symmetrisk og positiv semidefinit linecer afbildning af R” ind i sig
selv. Der findes netop én symmetrisk og positivt semidefinit linecer afbildning A* af
R" ind i sig selv med den egenskab at A* A* = A.

Bevis
Lad e;, e,, ..., e, vare en ortonormalbasis af egenvektorer for A, og lad de tilhe-
rende egenverdier vere Ay, A5, ..., A, > 0. Hvis vi definerer A” som den linezre
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afbildning der afbilder e; over i /\J‘/Z ej,j=12,...,n, harvi en afbildning med
den onskede egenskab.

Antag at A* er en losning, dvs. A* er symmetrisk og positivt semidefinit
og A*A* = A. Der findes en ortonormalbasis e, e5, .. ., e af egenvektorer for
A*;lad de tilhgrende egenveerdier veere yy, s, ..., piy > 0. Da Ae; =ATA* e; =
j
nedvendigvis ma have de samme egenrum som A og med egenverdier som er de

‘u?e]*-, er e; en A-egenvektor med tilhgrende egenveerdi yjz-. Deraf folger at A*

ikke-negative kvadratredder af de tilsvarende A-egenverdier, altsd A* = A*. O

SETNING B.6
Antag at A er en symmetrisk og positiv semidefinit linecer afbildning af R" ind i sig
selv, og seet p = dim R (A).

Da findes en injektiv linecer afbildning B af R? ind i R" med den egenskab at
BB’ = A, og B er entydigt bestemt pd neer isometri.

BEvis

Lad ey, e,, . .., e, vare en ortonormalbasis af egenvektorer for A med tilherende
egenvektorer A;, Ay, ..., A, hvor 4, > A, > -+~ 21, >008 A, =App = ... =
A, =0.

Som B kan vi bruge den linezere afbildning hvis matrixrepreesentation i for-
hold til standardbasen i R? og basen ej, e;,. .., e, i R" er den n x p-matrix som
pa den (i, j)-te plads har 1* hvis i = j < p og 0 ellers. Entydigheden af B folger
f.eks. af seetning B.4. ]
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C Tabeller

I FOR-COMPUTER-ERAEN var tabelvarker over blandt andet fordelingsfunktioner
og inverse fordelingsfunktioner for de gaengse fordelinger et uundveerligt arbejds-
redskab for den praktisk arbejdende statistiker. De folgende sider indeholder
nogle fa mindre eksempler pa sddanne statistiske tabeller.

Til orientering: For en sandsynlighedsfordeling med strengt voksende og konti-
nuert fordelingsfunktion F defineres a-fraktilen x, som lgsningen til ligningen
F(x) = a; herer 0 < a < 1. (Hvis F ikke vides at veere strengt voksende og
kontinuert, kan man definere mangden af a-fraktiler som det afsluttede interval
med endepunkter sup{x : F(x) < a} oginf{x : F(x) > a}.)
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Fraktiler i y*-fordelingen med f frihedsgrader
Sandsynlighed i procent

f 50 90 95 97.5 99 99.5 99.9
1 0.45 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88 10.83
2 1.39 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60 13.82
3 2.37 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84 16.27
4 3.36 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86 18.47
5 4.35 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 20.52
6 5.35 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55 22.46
7 6.35 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 24.32
8 7.34 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95 26.12
9 8.34 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88
10 9.34 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19 29.59
11 10.34 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76 31.26
12 11.34 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 32.91
13 12.34 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82 34.53
14 13.34 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12
15 14.34 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80 37.70
16 15.34 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25
17 16.34 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72 40.79
18 17.34 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 42.31
19 18.34 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 43.82
20 19.34 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00 45.31
21 20.34 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 46.80
22 21.34 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80 48.27
23 22.34 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 49.73
24 23.34 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56 51.18
25 24.34 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93 52.62
26 25.34 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29 54.05
27 26.34 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 55.48
28 27.34 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99 56.89
29 28.34 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34 58.30
30 29.34 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 59.70
31 30.34 41.42 44.99 48.23 52.19 55.00 61.10
32 31.34 42.58 46.19 49.48 53.49 56.33 62.49
33 32.34 43.75 47.40 50.73 54.78 57.65 63.87
34 33.34 44.90 48.60 51.97 56.06 58.96 65.25
35 34.34 46.06 49.80 53.20 57.34 60.27 66.62
36 35.34 47.21 51.00 54.44 58.62 61.58 67.99
37 36.34 48.36 52.19 55.67 59.89 62.88 69.35
38 37.34 49.51 53.38 56.90 61.16 64.18 70.70
39 38.34 50.66 54.57 58.12 62.43 65.48 72.05
40 39.34 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77 73.40
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Fraktiler i y*-fordelingen med f frihedsgrader

Sandsynlighed i procent

f 50 90 95 97.5 99 99.5 99.9

41 40.34 52.95 56.94 60.56 64.95 68.05 74.74
42 41.34 54.09 58.12 61.78 66.21 69.34 76.08
43 42.34  55.23 59.30 62.99 67.46 70.62 77-42
44 43.34 56.37 60.48 64.20 68.71 71.89 78.75
45 44.34 57.51 61.66 65.41 69.96 73.17 80.08
46 45.34 58.64 62.83 66.62 71.20 74.44 81.40
47 46.34 59.77 64.00 67.82 72.44 75.70 82.72
48 47.34 60.91 65.17 69.02 73.68 76.97 84.04
49 48.33 62.04 66.34 70.22 74.92 78.23 85.35
50 49.33 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49 86.66
51 50.33 64.30 68.67 72.62 77.39 80.75 87.97
52 51.33 65.42 69.83 73.81 78.62 82.00 89.27
53 52.33 66.55 70.99 75.00 79-84 83.25 90.57
54 53.33 67.67 72.15 76.19 81.07 84.50 91.87
55 54.33 68.80 73-31 77-38 82.29 85.75 93.17
56 55.33 69.92 74-47 78.57 83.51 86.99 94.46
57 56.33  71.04 75.62 79.75 84.73 88.24 95.75
58 57.33 72.16 76.78 80.94 85.95 89.48 97.04
59 58.33 73.28 77.93 82.12 87.17 90.72 98.32
60 59.33 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95 99.61
61 60.33 75.51 80.23 84.48 89.59 93.19 100.89
62 61.33 76.63 81.38 85.65 90.80 94.42 102.17
63 62.33 77.75 82.53 86.83 92.01 95.65 103.44
64 63.33 78.86 83.68 88.00 93.22 96.88 104.72
65 64.33 79.97 84.82 89.18 94.42 98.11 105.99
66 65.33 81.09 85.96 90.35 95.63 99.33 107.26
67 66.33 82.20 87.11 91.52 96.83 100.55 108.53
68 67.33 83.31 88.25 92.69 98.03 101.78 109.79
69 68.33 84.42 89.39 93.86 99.23 103.00 111.06
70 69.33 85.53 90.53 95.02 100.43 104.21 112.32
71 70.33 86.64 91.67 96.19 101.62 105.43 113.58
72 71.33 87.74 92.81 97.35 102.82 106.65 114.84
73 72.33 88.85 93.95 98.52 104.01 107.86 116.09
74 73.33 89.96 95.08 99.68 105.20 109.07 117.35
75 74.33 91.06 96.22 100.84 106.39 110.29 118.60
76 75.33 92.17 97.35 102.00 107.58 111.50 119.85
77 76.33 93.27 98.48 103.16 108.77 112.70 121.10
78 77-33 94.37 99.62 104.32 109.96 113.91 122.35
79 78.33 95.48 100.75 105.47 111.14 115.12 123.59
8o 79.33 96.58 101.88 106.63 112.33 116.32 124.84
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90% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for talleren, f, er antal frihedsgrader for naevneren.

f

f|l 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 58.91 59.44 59.86 60.19 61.22
8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 9.38 9.39 9.42
5.54 5.46 5.39 534 531 5.28 527 525 5.24 523 5.20
4.54 4.32 4.19 4.11 4.05 4.01 3.98 3.95 3.94 3.92 3.87
4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.32 3.30 3.24
3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 2.98 2.96 2.94 2.87
3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.78 2.75 2.72 2.70 2.63
3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.56 2.54 2.46
3.36 3.01 2.81 2.69 2.61 2.55 2.51 2.47 2.44 2.42 2.34
10| 3.29 2.92 2.73 2.61 2.52 2.46 2.41 2.38 2.35 232 2.24
11| 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.34 2.30 2.27 2.25 2.17
12| 3.18 2.81 2.61 248 2.39 2.33 2.28 2.24 2.21 2.19 2.10
13| 3.14 2.76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.23 2.20 2.16 2.14 2.05
14| 3.10 2.73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.19 2.15 2.12 2.10 2.01

O o\l AW W N M

15| 3.07 2.70 2.49 2.36 2.27 2.21 2.16 2.12 2.09 2.06 1.97
16| 3.05 2.67 2.46 2.33 2.24 2.18 2.13 2.09 2.06 2.03 1.94
17| 3.03 2.64 2.44 2.31 2.22 2.15 2.10 2.06 2.03 2.00 1.91
18| 3.01 2.62 2.42 2.29 2.20 2.13 2.08 2.04 2.00 1.98 1.89
19| 2.99 2.61 2.40 2.27 2.18 2.11 2.06 2.02 1.98 1.96 1.86
20| 2.97 2.59 2.38 2.25 2.16 2.09 2.04 2.00 1.96 1.94 1.84
22| 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 2.01 1.97 193 1.90 1.81
24| 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.98 1.94 1.91 1.88 1.78
26| 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.96 1.92 188 1.86 1.76
28| 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.94 1.90 1.87 1.84 1.74
30| 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.93 188 1.85 1.82 1.72
40| 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.87 1.83 1.79 1.76 1.66
50| 2.81 2.41 2.20 2.06 1.97 1.90 184 1.80 1.76 1.73 1.63
75| 2.77 2.37 2.6 2.02 193 185 1.80 1.75 1.72 1.69 1.58
100| 2.76 2.36 2.14 2.00 1.91 1.83 1.78 1.73 1.69 1.66 1.56
150| 2.74 2.34 2.12 198 1.89 1.81 1.76 1.71 1.67 1.64 1.53
200 2.73 2.33 2.11 197 1.88 180 1.75 1.70 1.66 1.63 1.52
300| 2.72 2.32 2.10 1.96 1.87 1.79 1.74 1.69 1.65 1.62 1.51
400| 2.72 2.32 2.10 1.96 1.86 1.79 1.73 1.69 1.65 1.61 1.50
500| 2.72 2.31 2.09 1.96 1.86 1.79 1.73 1.68 1.64 1.61 1.50




193

f1 er antal frihedsgrader for telleren, f, er antal frihedsgrader for naevneren.

95% fraktiler i F-fordelingen.

fi
f2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1/161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 245.95
2| 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.43
3| 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 889 8.85 8.81 8.79 8.70
4| 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 596 5.86
5 6.61 5.79  5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 474 4.62
6 5.99 5.14 4.76  4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10  4.06 3.94
71 559 474 435 412 397 387 379 373 3.68 3.64 3.51
8| 532 446 407 384 369 3.58 3.50 344 3.39 3.35 3.22
9 5.12 4.26 3.86 3.63 348 3.37 329 3.23 3.18 3.14 3.01
10| 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 298 2.85
11 4.84 3.98 359 336 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.72
12| 4.75 3.8 349 3.26 3.11 3.00 291 2.85 2.80 2.75 2.62
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.53
14| 4.60 3.74 3.34 3.11 296 285 2.76 270 2.65 2.60  2.46
15 4.54 3.68 3.29 3.06 290 279 2.71 264 2.59 2.54 2.40
16| 4.49 3.63 3.24  3.01 2.85 274 2.66 259 2.54 2.49 2.35
17| 4.45 3.59 3.20 296 281 270 2.61 2.55 2.49  2.45 2.31
18| 4.41 3.55 3.16 293 277 266 258 2.51 246 241 2.27
19| 4.38 3.52 3.13 2.90 274 2.63 254 248 242 238 2.23
20| 4.35 3.49 3.10 2.87 271 2.60 2.51 245 239 2.35 220
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34  2.30 2.15
24| 426 340 3.01 278 2.62 251 242 2.36 230 2.25 2.11
26| 4.23  3.37 2.98 2.74 259 247 239 232 227 222 207
28| 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 245 236 229 224 2.19 2.04
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.01
40| 4.08 3.23 2.84 2.61 245 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 1.92
50| 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 229 2.20 2.13 2.07 2.03 1.87
75 3.97 3.12  2.73 2.49 2.34 2.22 2.13 206 2.01 1.96 1.80
100 3.94 3.09 270 246 231 2.19 210 2.03 1.97 193 1.77
150 3.90 3.06 2.66 243 227 216 2.07 200 1.94 189 1.73
200 3.89 3.04 2.65 2.42 226 2.14 2.06 1.98 1.93 1.88 1.72
300 3.87 3.03 2.63 2.40 2.24  2.13 2.04 1.97 1.91 1.86 1.70
400 3.86 3.02 2.63 2.39 2.24  2.12 2.03 1.96 1.90 1.85 1.69
500 3.86 3.01 2.62 239 223 2.12 2.03 1.96 190 1.85 1.69
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97.5% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for talleren, f, er antal frihedsgrader for naevneren.

h

f2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15

1|647.79 799.50 864.16 899.58 921.85 937.11 948.22 956.66 963.28 968.63 984.87
2| 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40 39.43
3| 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42 14.25
4| 12.22 10.65 998 9.60 9.36 9.20 9.07 898 890 884 8.66
5| 10.01 8.43 7.76 739 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.43
6 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 5.46 5.27
7 8.07 6.54 589 552 529 512 4.99 490 482 4.76  4.57
8 7.57 6.06 542 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30 4.10
9 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32  4.20 4.10 4.03 3.96 3.77
10| 6.94 546 483 447 424 407 395 385 378 372 352
11 6.72 5.26 4.63 428 4.04 388 3.76 3.66 3.59 3.53 3.33
12| 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37 3.18
13| 6.41 497 435 4.00 377 3.60 348 339 331 3.25 3.05
14| 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 350 3.38 3.290 3.21 3.15 2.95
15 6.20 4.77  4.15 3.80 3.58 341 3.29 320 3.12 3.06 2.86
16| 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12  3.05 2.99 2.79
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.98 2.92 2.72
18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 293 287 267
19 5.92  4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 296 288 282 2.62
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13  3.01 2.91 2.84 2.77 2.7
22 5.79  4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76 2.70 2.50
24 5.72 4.32  3.72 338 3.15 299 287 2.78 270 2.64 2.44
26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.65 2.59  2.39
28 5.61 4.22  3.63 3.29 3.06 290 2.78 2.69 2.61 2.55 2.34
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 2.51 2.31
40 5.42  4.05 3.46  3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 245 239 2.18
50 5.34 3.97 3.39 3.05 2.83 2.67 2.55 246 2.38 232 2.11
75 5.23 3.88 3.30 296 274 258 246 2.37 229 222 2.01
100 5.18 3.83 3.25 2.92 270 2.54 2.42 232 2.24 218 1.97
150 5.13 3.78 3.20 2.87 2.65 2.49 2.37 228 220 2.13 1.92
200 5.10 3.76 3.18 2.85 2.63 2.47 235 226 218 211 1.90
300 5.07  3.73 3.16 2.83 2.61 2.45 2.33 2.23 2.16 2.09 1.88
400 5.06 3.72 3.15 2.82 2.60 2.44  2.32 2.22 2.15 2.08 1.87
500 5.05 3.72 3.14 2.81 2.59 2.43 231 2.22 214 2.07 1.86




195

99% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for teelleren, f; er antal frihedsgrader for naevneren.

fi
f2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1(4052.18 4999.50 5403.35 5624.58 5763.65 5858.99 5928.36 5981.07 6022.47 6055.85 6157.28
2| 98,50 99.00 99.17 99.25 99.30  99.33  99.36  99.37  99.39  99.40  99.43
3 34.12  30.82 29.46 28.71 28.24 2791 27.67 27.49 27.35 27.23  26.87
4| 21.20 18.00 16.69 1598 15.52  15.21 14.98 14.80 14.66  14.55 14.20
5 16.26  13.27  12.06 11.39 10.97 10.67 10.46  10.29 10.16  10.05 9.72
6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.56
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.31
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81 5.52
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 4.96
10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85 4.56
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 4.54 4.25
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30 4.01
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10 3.82
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94 3.66
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 3.80 3.52
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 3.69 3.41
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 3.59 3.31
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 3.51 3.23
19 8.18 5.93 5.01 4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52 3.43 3.15
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37 3.09
22 795 5.72 4.82 4.31 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 3.26 2.98
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 3.17 2.89
26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18 3.09 2.81
28 7-64 5.45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12 3.03 2.75
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98 2.70
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80 2.52
50 7.17 5.06 4.20 3.72 3.41 3.19 3.02 2.89 2.78 2.70 2.42
75 6.99 4.90 4.05 3.58 3.27 3.05 2.89 2.76 2.65 2.57 2.29
100 6.90 4.82 3.98 3.51 3.21 2.99 2.82 2.69 2.59 2.50 2.22
150 6.81 4.75 3.91 3.45 3.14 2.92 2.76 2.63 2.53 2.44 2.16
200 6.76 4.71 3.88 3.41 3.11 2.89 2.73 2.60 2.50 2.41 2.13
300 6.72 4.68 3.85 3.38 3.08 2.86 2.70 2.57 2.47 2.38 2.10
400 6.70 4.66 3.83 3.37 3.06 2.85 2.68 2.56 2.45 2.37 2.08
500 6.69 4.65 3.82 3.36 3.05 2.84 2.68 2.55 2.44 2.36 2.07
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Tabeller

Fraktiler i t-fordelingen med f frihedsgrader

Sandsynlighed i procent

f 90 95 97:5 99 99.5 99.9 f
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309 1

2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 2

3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 3

4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7-173 4
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 5

6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 6

7 1.415 1.895 2.365 2.998 3499 4.785 7

8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 8

9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 9
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 10
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 11
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 12
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 13
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 14
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 15
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 16
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 17
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 18
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 19
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 20
21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 21
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 22
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 23
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 24
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 25
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 30
50 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261 50
75 1.293 1.665 1.992 2.377 2.643 3.202 75
100 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174 100
150 1.287 1.655 1.976 2.351 2.609 3.145 150
200 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601 3.131 200
400 1.284 1.649 1.966 2.336 2.588 3.111 400




D Ordlister

Dansk-Engelsk

afbildning map

betinget sandsynlighed conditional prob-
ability
binomialfordeling binomial distribution

Cauchyfordeling Cauchy distribution

central estimator unbiased estimator

Central Grenseveerdisetning Central
Limit Theorem

delmeengde subset

Den Centrale Greenseverdiscetning The
Central Limit Theorem

disjunkt disjoint

diskret discrete

eksponentialfordeling exponential distri-
bution

endelig finite

ensidet variansanalyse oneway analysis of
variance

enstikproveproblem one sample problem

estimat estimate

estimation estimation

estimator estimator

etpunktsfordeling one point distribution

etpunktsmeengde singleton

flerdimensional fordeling multivariate
distribution

fordeling distribution

fordelingsfunktion distribution function

foreningsmeengde union

forgreningsproces branching process

forklarende variabel explanatory variable

forventet veerdi expected value

fraktil quantile

frembringende funktion generating func-
tion

frihedsgrader degrees of freedom
feellesmeaengde intersection

gammafordeling gamma distribution

gennemsnit average, mean

gentagelse repetition, replicate

geometrisk fordeling geometric distribu-
tion

hypergeometrisk fordeling hypergeometric
distribution

hypotese hypothesis

hypoteseprovning hypothesis testing

hyppighed frequency

heendelse event

indikatorfunktion indicator function

khi i anden chi squared

klassedeling partition

kontinuert continuous

korrelation correlation

kovarians covariance

kvadratsum sum of squares

kvotientteststorrelse likelihood ratio test
statistic

ligefordeling uniform distribution
likelihood likelihood
likelihoodfunktion likelihood function

maksimaliseringsestimat maximum like-
lihood estimate

maksimaliseringsestimator maximum
likelihood estimator

marginal fordeling marginal distribution

middelveerdi expected value; mean

multinomialfordeling multinomial distri-
bution

meengde set

niveau level
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normalfordeling normal distribution
neevner (i brok) nominator

odds odds

parameter parameter

plat eller krone heads or tails
poissonfordeling Poisson distribution
produktrum product space
punktsandsynlighed point probability

regression regression

relativ hyppighed relative frequency

residual residual

residualkvadratsum residual sum of
squares

reekke row

sandsynlighed probability

sandsynlighedsfunktion probability func-
tion

sandsynlighedsmdl probability measure

sandsynlighedsregning probability theory

sandsynlighedsrum probability space

sandsynlighedstcethedsfunktion
probability density function

signifikans significance

signifikansniveau level of significance

signifikant  significant

simultan fordeling joint distribution

simultan teethed joint density

skalaparameter scale parameter

skon estimate

statistik statistics

statistisk model statistical model

stikprove sample, random sample

stikprovefunktion statistic

stikproveudtagning sampling

stokastisk uafhcengighed stochastic inde-
pendence

Engelsk-Dansk

analysis of variance variansanalyse
average gennemsnit

binomial distribution binomialfordeling
branching process forgreningsproces

Cauchy distribution Cauchyfordeling
Central Limit Theorem Den Centrale
Greenseverdisatning

stokastisk variabel random variable

Store Tals Lov Law of Large Numbers

Store Tals Steerke Lov  Strong Law of Large
Numbers

Store Tals Svage Lov. 'Weak Law of Large
Numbers

stotte support

sufficiens sufficiency

sufficient sufficient

systematisk variation systematic variation

sojle column

test test

teste test

testsandsynlighed test probability

teststorrelse test statistic

tilbagelegning (med/uden) replacement
(with/without)

tilfeeldig variation random variation

tosidet variansanalyse two way analysis of
variance

tostikproveproblem two sample problem

totalgennemsnit grand mean

teeller (i brok) denominator

teethed density

teethedsfunktion density function

uafhengig independent

uafheengige identisk fordelte independent
identically distributed; i.i.d.

uafheengighed independence

udfald outcome

udfaldsrum sample space

udtage en stikprove sample

uendelig infinite

variansanalyse analysis of variance
variation variation
vekselvirkning interaction

chi squared khiianden

column  sojle

conditional probability betinget sandsyn-
lighed

continuous kontinuert

correlation Korrelation

covariance kovarians
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degrees of freedom frihedsgrader

denominator teeller

density taethed

density function tethedsfunktion

discrete diskret

disjoint  disjunkt

distribution fordeling

distribution function fordelingsfunktion

estimate estimat, skon

estimation estimation

estimator estimator

event heendelse

expected value middelveerdi; forventet
veerdi

explanatory variable forklarende variabel

exponential distribution eksponentialfor-
deling

finite endelig
frequency hyppighed

gamma distribution gammafordeling

generating function frembringende funk-
tion

geometric distribution geometrisk forde-
ling

grand mean totalgennemsnit

heads or tails plat eller krone

hypergeometric distribution hypergeome-
trisk fordeling

hypothesis hypotese

hypothesis testing hypoteseprevning

i.i.d. = independent identically distributed
independence uafthaengighed
independent uafhengig

indicator function indikatorfunktion
infinite uendelig

interaction vekselvirkning

intersection fellesmengde

joint density simultan teethed
joint distribution simultan fordeling

Law of Large Numbers Store Tals Lov

level niveau

level of significance signifikansniveau

likelihood likelihood

likelihood function likelihoodfunktion

likelihood ratio test statistic kvotienttest-
storrelse

map afbildning

marginal distribution marginal fordeling

maximum likelihood estimate maksimali-
seringsestimat

maximum likelihood estimator maksima-
liseringsestimator

mean gennemsnit, middelveerdi

multinomial distribution multinomialfor-
deling

multivariate distribution flerdimensional
fordeling

nominator naevner

normal distribution normalfordeling

odds odds

one point distribution etpunktsfordeling

one sample problem enstikpreveproblem

one way analysis of variance ensidet
variansanalyse

outcome udfald

parameter parameter

partition Kklassedeling

point probability punktsandsynlighed

Poisson distribution poissonfordeling

probability sandsynlighed

probability density function sandsynlig-
hedstathedsfunktion

probability function sandsynlighedsfunk-
tion

probability measure sandsynlighedsmal

probability space sandsynlighedsrum

probability theory sandsynlighedsregning

product space produktrum

quantile fraktil

r.v. = random variable

random sample stikprove

random variable stokastisk variabel

random variation tilfeeldig variation

regression regression

relative frequency relativ hyppighed

replacement (with/without) tilbagelaeg-
ning (med/uden)

residual residual

residual sum of squares residualkvadrat-
sum

row raekke

sample stikprove; at udtage en stikprove
sample space udfaldsrum
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sampling stikproveudtagning

scale parameter skalaparameter

set maengde

significance signifikans

significant  signifikant

singleton etpunktsmengde

statistic  stikprevefunktion

statistical model statistisk model

statistics  statistik

Strong Law of Large Numbers Store Tals
Steerke Lov

subset delmaengde

sufficiency sufficiens

sufficient sufficient

sum of squares kvadratsum

support stette
systematic variation systematisk variation

test at teste; et test

test probability testsandsynlighed

test statistic teststorrelse

two sample problem tostikpreveproblem

two way analysis of variance tosidet vari-
ansanalyse

unbiased estimator central estimator
uniform distribution ligefordeling
union foreningsmeengde

variation variation

Weak Law of Large Numbers Store Tals
Svage Lov
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