Resumé

I denne specialerapport opstilles og analyseres en matematisk model for et fysisk system
bestéende af to vaeskefyldte kar forbundet med en elastisk slange. Slangen sammenpresses
periodisk pé et afgraenset asymmetrisk placeret stykke, hvilket resulterer i en hgjdefor-
skel mellem vasken i de to tilstedende kar. Ved at @ndre frekvensen er det muligt at
2ndre stgrrelsen og fortegnet af hgjdeforskellen. Modellen er opstillet med det forméal at
undersgge hvilke mekanismer, der er ansvarlige for dette strgmningsfeenomen.

Modellen udggres af et system af to partielle differentialligninger samt begyndelses- og
randbetingelser. Ligningssystemet er opstillet pad baggrund af en én-dimensional teori
baseret pa en midling af Navier-Stokes ligningerne, mens randbetingelserne bygger pa
den instationgere Bernoulliligning.

Ligningerne i modellen lgses numerisk ved brug af finite difference metoder og de nu-
meriske resultater sammenholdes med analytiske resultater for svingningen af en vee-
ske i et urgr. I fremskrivningen af de indre punkter i stedsdomaenet sammenlignes to
andenordens algoritmer, MacCormack-algoritmen og Richtmyers to-trins Lax-Wendrofi-
algoritme, mens karakteristikmetoden benyttes til at fremskrive randvaerdierne. Derud-
over sammenlignes lgsningerne opnaet med MacCormack-algoritmen i de tilfeelde, hvor
ligningssystemet er p& henholdsvis konservativ og ikke-konservativ form. De numeri-
ske undersggelser viser en mindre forskel mellem resultaterne fra MacCormack- og Lax-
Wendroft-algoritmen, mens der ses tegn pa, at lgsningen af ligningssystemet pd ikke-
konservativ form konvergerer langsommere end lgsningen af ligningssystemet pa konser-
vativ form.

Undersggelsen af de kvalitative karakteristika ved strgmningsfaenomenet tager udgangs-
punkt i middelhgjdeforskellens frekvensathaengighed, som viser, at der forekommer to
typer af punkter, hvor middelhgjdeforskellen skifter fortegn. Den ene type har karakter
af resonanspunkter, hvor middelhgjdeforskellen divergerer, og frekvensen af disse punk-
ter athaenger af systemspecifikke parametre sdsom leengden af den elastiske slange samt
af de parametre, der bestemmer bglgehastigheden. Ved den anden type punkter @ndres
vardien af middelhgjdeforskellen kontinuert fra at veere eksempelvis negativ til positiv
og middelhgjdeforskellen er derfor nul i disse punkter. Forekomsten og frekvensvaerdien
af punkterne athsenger iseer af placeringen af sammenpresningen. Det har ikke veeret
muligt at give en forklaring p& de kvantitative karakteristika ved middelhgjdeforskellens
frekvensafhaengighed.






Abstract

In this master’s thesis a mathematical model describing a physical system consisting of
two fluid filled open tanks connected by an elastic tube is formulated and analysed. The
tube is periodically compressed at a place of asymmetry, which results in a difference
between the fluid levels of the two tanks. Alternation of the frequency changes the size
and sign of the level difference. The model is formulated to investigate which mechanisms
can be held responsible for the flow phenomenon.

The model consists of two partial differential equations together with initial and boundary
conditions. The system of equations is formulated using a one dimensional theory derived
by averaging the Navier-Stokes equations, while the boundary conditions are derived
using the unsteady Bernoulli equation.

The equations constituting the model are solved numerically with finite difference me-
thods and the results are compared with analytical results for the oscillation of fluid in
a U-tube. For the prediction of the interior values in the space domain two second or-
der numerical schemes, the MacCormack scheme and Richtmyers two-step Lax-Wendroff
scheme, are used independently and the results are compared, while the method of charac-
teristics is used for the prediction of the boundary values. Additionally, numerical solu-
tions based on the MacCormack scheme are compared for the situations where the system
of equations is formulated in conservation and non-conservation form, respectively. The
numerical investigations show a little difference between the results using the MacCor-
mack and the Lax-Wendroff scheme, while the numerical solution of the equations in
non-conservation form has a tendency to converge slower than the solution of the equa-
tions in conservation form.

The investigation of the qualitative characteristics of the flow phenomenon is based on
the frequency dependence of the mean level difference, which shows two types of points
where the mean level difference changes sign. The first kind resembles resonance points,
where the mean level difference diverges and the position of these points depend upon
system specific parameters like the length of the tube and of the parameters determining
the wave velocity. At the second kind the mean level difference changes continuously from
for instance negative to positive values and the mean level difference is therefore zero
at those points. The occurrence and position depend especially upon the location of the
compression of the tube. It has not been possible to give a quantitative explanation of
the frequency dependence of the mean level difference.
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1 Indledning

To gummislanger med forskellig elasticitet er forbundet, s& de danner en lukket ring, der
er fyldt med en vaeske. P4 et for systemet asymmetrisk sted sammenpresses den mest
elastiske slange med en fast frekvens pa et afgranset stykke af slangen, hvilket resulterer
i en bevaegelse af vaesken rundt i ringen. Andres frekvensen, zendrer vaesken hastighed og
kan ved bestemte frekvenser helt skifte retning, sd vaesken lgber den modsatte vej.

En gummislange forbinder to kar, der er fyldt med en vaeske. Gummislangen sammenpres-
ses med en fast frekvens pé et afgreenset stykke, der ikke ligger midt imellem karrene. En
hgjdeforskel indstiller sig mellem vaesken i de to kar, saledes at veeskehgjden i eksempel-
vis det hgjre kar er stgrre end vaeskehgjden i det venstre kar. Andres frekvensen, sndres
stgrrelsen af den opnadede hgjdeforskel og ved bestemte frekvenser kan hgjdeforskellen
skifte fortegn, saledes at veesken star hgjere i det venstre kar.

Fenomenerne, som her beskrives, betragtes som akvivalente og kaldes pa engelsk for
valveless pumping (eng. valve = ventil), fordi vaeske pumpes rundt i et system uden
at ventiler sgrger for, at vaesken ikke lgber tilbage til ligevaegtspositionen. I [Borzi &
Propst, 2003] er faenomenet dgbt ‘Liebau-faenomenet’ efter leegen Gerhart Liebau, der i
1954 foreslog, at blodcirkulationen i mennesker ikke blot skal tilskrives hjertet, men at
respirationen, hvor der dannes et periodisk overtryk pa et for det kardiovaskuleere system
asymmetrisk sted, ogsd kunne formodes at have en del af seren [Liebau, 1954a][Liebau,
1954b]. Liebau forsggte i sin tid at appelere til forskere indenfor fluid dynamik for en
nermere undersggelse og beskrivelse af fanomenet og appellen blev hgrt. I begyndelsen
af 1960’erne og helt frem til i dag er der med jeevne mellemrum lavet undersggelser, hvor
man gennem forskellige matematiske modeller for ring- og kar-systemet eller varianter
heraf, forsgger at afdsekke faenomenet.

Dette speciale bestér i en numerisk undersggelse af feenomenet med det formal at forklare
de karakteristiske traek ved ‘Liebau faenomenet’. Inden jeg beskriver, hvordan dette er
grebet an, vil jeg kort praesentere de undersggelser og resultater, der siden 1960’erne er
publiceret om ‘Liebau-feenomenet’. Det fglgende er ment som en oversigt over allerede
opndede resultater, og en introduktion til de grundlaeggende begreber i modelleringen af
feenomenet, saledes at leseren er i stand til at saette sig ind i formélet med arbejdet prae-
senteret i denne rapport og i hvilken kontekst det skal forstas. De begreber, der omtales
i det folgende, vil (naeste uden undtagelse) alle blive forklaret undervejs i rapporten.

1.1 Tidligere undersggelser

De fleste hidtidige undersggelser af ‘Liebau-fzznomenet’ bygger pa en én-dimensionel®
version af de ikke-lineszre Navier-Stokes-ligninger, der er en samlet betegnelse for beva-

Hermed menes, at der udover tidsvariablen kun er én stedsvariabel.



2 Indledning

relsesligningerne for en veeske [Mahrenholtz, 1963a][Rath, 1976][Ottesen, 2003|[Borzi &
Propst, 2003]. Ligningerne suppleres med rand- og begyndelsesbetingelser, konstitutive
ligninger, der angiver sammenhaengen mellem trykket i slangen og slangens tveersnits-
areal, og endelig en modellering af selve sammenpresningen af slangen, det vil sige en
beskrivelse af pumpen. De opstillede ligninger lader sig generelt ikke lgse analytisk, og
man er derfor ngdt til at inddrage numeriske metoder for at undersgge modellen. Ty-
pisk benyttes finite difference metoder, som er simple algoritmer, der — fordi ligningerne
som regel er i én dimension — ggr det muligt for den enkelte forsker selv at varetage
programmeringen.

For at forsta, hvilke mekanismer der grundleggende genererer vaeskestrgmningen, har
man haft den tilgang, at modellerne skal vaere sa simple som muligt, hvilket ogsé er
en af arsagerne til, at stort set alle (i [Jung & Peskin, 2001] arbejdes der med en to-
dimensionel begkrivelse, idet formalet her er at undersgge en pa forhand udarbejdet
numerisk metode og ring-systemet bruges som eksempel) valger én-dimensionelle mo-
deller og at nogle forsgger at opstille linesere modeller eller at linearisere de ikke-linezere
Navier-Stokes-ligninger [von Bredow, 1968][Takagi & Takahashi, 1983a][Takagi & Takaha-
shi, 1983b]|[Moser et al., 1998]|[Borzi & Propst, 2003]. Der er dog en vedvarende diskussion
om det faktisk er muligt at opna en vaeskestrgmning i ring-systemet og en hgjdeforskel
mellem vaesken i karrene i kar-systemet med en lineser model. I flere af de refererede
arbejder naevnes det, at det ikke er muligt at beskrive strgmningen ved en linezer model
[Mahrenholtz, 1963a|[Mahrenholtz, 1963b|[Mahrenholtz, 1974][Rath & Teipel, 1978][Ot-
tesen, 2003], fordi systemet altid vil svinge omkring ligevaegtspositionen?, mens andre —
mere eller mindre direkte — haevder, at linezere modeller faktisk kan indfange faeenomenet
[von Bredow, 1968][Moser et al., 1998][Borzi & Propst, 2003].

Det eneste forsgg pa en faenomenologisk forklaring pa feenomenet, jeg har set, tager ud-
gangspunkt i ring-systemet [Thomann, 1978|: Nar slangen presses sammen forskydes to
lige store mangder vaeske til hver side, men pé grund af at slangen ikke sammenpres-
ses pa et for ringen symmetrisk sted og der derfor er et kortere stykke elastisk slange
pa eksempelvis den venstre side af sammenpresningen i forhold til den hgjre side, vil
trykket blive stgrre til venstre for sammenpresningen. Vasken i den mindre elastiske
slange accelereres derfor over mod det lange elastiske stykke, det vil sige venstre om i
ringen. Opretholdes sammenpresningen, saledes at slangen fortsat er lukket, vil vaesken
svinge frem og tilbage i ringen med en karakteristisk svingningsperiode. Hvis sammen-
presningen ophgrer, nér vaesken i den stive del af slangen har naet maksimal hastighed,
vil den samlede vaeske have en hastighed til venstre i ringen, hvorimod vaesken vil have
en hastighed til hgjre, hvis slangen fgrst dbnes en halv periode senere, hvor vaesken er
blevet reflekteret ved sammenpresningen og pa vej hgjre om i ringen. Vaeskens retning
bliver saledes et spgrgsmal om laengden af sammenpresningen, hvilket ikke ngdvendig-
vis er knyttet sammen med pumpefrekvensen. Om denne beskrivelse kan genfindes i de
udfgrte numeriske undersggelser af ring-modellen redeggres der ikke for i det refererede
arbejde, og sammenligninger med eksperimentelle data praesenteres ikke. Derudover er
en overfgrsel af denne forklaring til kar-systemet ikke umiddelbar oplagt.

2For ring-systemet er ‘ligeveegtspositionen’, nar hastigheden er nul og i kar-systemet er det, nar veesken
star lige hgjt i begge kar.
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1.1.1 Undersggelser og resultater for kar-systemet

I en athandling af von Bredow [1968] opstilles en linezer model for kar-systemet. Systemet
opfattes som bestdende af to slanger, der hver har to randbetingelser; en randbetingelse
der beskriver det tilstgdende kar og en anden randbetingelse, som beskriver pumpen,
det vil sige en beskrivelse af hvor meget veeske, pumpen presser ud i den pageldende
del af slangen. Lgsningen af de linezre partielle differentialligninger sammenlignes med
eksperimentelle resultater udarbejdet af von Bredow [1968], hvor han har undersggt,
hvilken betydning forskellige systemspecifikke parametre har for den opnaede hgjdeforskel
mellem vasken i karrene. P4 figur 1.1 ses de eksperimentelle data for hgjdeforskellen som
funktion af frekvensen. I frekvensscannet, der daekker ca. 1 — 11 Hz er der fem skift i
fortegnet for hgjdeforskellen. I intervallerne 0—3,25 Hz,4,5—6,5 Hz 0g 8,25—10,75 Hz
star vaesken hgjest i venstre kar, mens vaesken star hgjest i hgjre kar i intervallerne
3,25—4,5Hz2,6,5— 8,25 Hz og efter 10,75 Hz.

e
W - \ i

Figur 1.1 Eksperimentelle data produceret af von Bredow [1968], der viser
sammenhaengen mellem hgjdeforskellen i de to kar — hvor positive veerdier betyder,
at vaesken stdr hgjst i hgjre kar — og pumpefrekvensen. P& abscisseaksen er
frekvensen angivet, mens den relative hgjdeforskel er angivet pa ordinataksen.
Pumpen er placeret med centrum i 0,33 1lo, hvor lp = 1,8 m er leengden af slangen,
og det sammenpressede stykke af slangen er 0,133 m. Frekvensintervallerne mellem
de enkelte malinger er ikke opgivet i artiklen, men ud fra knakkene pa grafen ser
det ud til, at der er et interval pa ca. 0,5 Hz mellem malingerne. Grafen er hentet
fra [Rath, 1976|, da oplgsningen var bedre.

Der observeres en kvalitativ overensstemmelse mellem de eksperimentelle data og de nu-
meriske resultater med hensyn til sammenhaengen mellem hgjdeforskellen og frekvensen,
idet der ogsé i de numeriske data forekommer relativt lange frekvensintervaller, hvor
hgjdeforskellen ikke skifter fortegn. Derudover viser de numeriske data ogsa, at lengden
af slangen har indflydelse pa hgjdeforskellens frekvensathaengighed. Men udover konklu-
sionen, at feenomenet lader sig beskrive ved en lineser model, gives der ingen narmere
forklaring pa de observationer, der er gjort.

Rath [1976] tager teten op efter von Bredow [1968] og opstiller en model ud fra de
ikke-linezere Navier-Stokes-ligninger [Rath, 1976][Rath & Teipel, 1978]. Ligningssyste-
met lgses numerisk og simuleringsresultaterne sammenlignes med de eksperimentelle data
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praesenteret i [von Bredow, 1968]. Udover at underspge fanomenets athaengighed af de
forskellige parametre i systemet, det vaere sig slagkraften eller amplituden af pumpen,
lengden af slangen, viskositeten af vaesken samt pumpefrekvensen, foretages der ogsé en
sammenligning af tre forskellige numeriske metoder; karakteristikmetoden, og to forskel-
lige numeriske algoritmer: Lax-Wendroff-algoritmen® og MacCormack-algoritmen; alle
tre metoder er finite difference metoder. Undersggelsen konkluderer, at karakteristik-
metoden er meget omstaendelig, mens MacCormack-algoritmen er betydelig bedre end
Lax-Wendroff-algoritmen med hensyn til konvergens og regnetid; ikke en overraskende
konklusion, idet MacCormack-algoritmen er en andenordens algoritme, hvorimod et-trins
Lax-Wendroff-algoritmen er fgrsteordens. Undersggelsen af hgjdeforskellens frekvensaf-
heengighed i det tilfaelde, hvor vaesken er vand, viser, at der for vinkelfrekvenser mellem
0—80s ! (svarende til frekvensintervallet 0 — 12,7 Hz), forekommer tre skift i fortegnet
for hgjdeforskellen og at skiftene er forbundet med meget store forskelle mellem vaeske-
hgjderne i karrene; frekvensscannet er vist i figur 1.2.

Ah SR
[mj
0.2
Li}]
i mﬂiﬂ"‘m 40 ___E(D__
Lﬁf
Li/
o |
r B=- 9
li € «-15 \
N
—Reibungsansatz aach PECHAL L vy
====Retungsmwat: nach HAGEN-POISEUILLE. |
-0.2 ———FRmibungstrei 3

Figur 1.2 Numeriske data, der viser sammenhangen mellem hgjdeforskellen i
de to kar — hvor positive vaerdier betyder, at veaesken star hgjst i hgjre kar — og
pumpefrekvensen angivet i vinkelfrekvenser. Pumpen er placeret med centrum i
0,31o, hvor lp = 1,8 m er leengden af slangen og det sammenpressede omrade af
slangen er 0,21p. I to af kurverne er viskositeten forskellig fra nul, mens viskositeten
er nul i den kurve med det stgrste udsving. Ud fra grafen er det ikke klart om
hgjdeforskellen divergerer omkring 14 s~*. [Rath, 1976]

Der konkluderes intet generelt om fazenomenet pa baggrund af de undersggelser, der fore-
tages, sd konklusionen pa athandlingen er, at frekvensen har stor betydning for vee-
skestrgmningen i slangen, viskositeten har ingen indflydelse, der ses en mindre aftheengig-
hed af pumpens amplitude og sendres lzengden af slangen bevares den kvalitative sam-

3Lax-Wendroff-algoritmen kan enten vare i ét eller to trin. Sidstnavnte omtales ogsa som Richtmyers
to-trins Lax-Wendroff-algoritme. I [Rath, 1976] bruges et-trins algoritmen.
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menhaeng mellem hgjdeforskellen og frekvensen, men der sker en tilsyneladende lineser
skalering af placeringen af fortegnsskiftene, saledes at skiftet omkring 14 s~ forskydes
halvt si meget som det nzeste skift omkring 30 s~! forskydes ved en @ndring af slanges
leengde. Sammenligninger med de eksperimentelle data fra [von Bredow, 1968] foretages
pa baggrund af grafen vist i figur 1.1, og der konkluderes, at der er en god overensstem-
melse mellem de numeriske og eksperimentelle resultater. Denne udtalelse baseres pa, at
de frekvenser, hvor hgjdeforskellen skifter fortegn omtrent er ens for de to fgrste skift.
Sammenlignes figur 1.1 og 1.2 imidlertid, synes der at vaere store kvalitative forskelle, idet
de naesten diskontinuerte skift i fortegnet for hgjdeforskellen i de numeriske resultater pa
ingen méade genfindes i de eksperimentelle data.

Takagi & Takahashi [1983a] opstiller en ikke-linezr fgrsteordens differentialligning og
udfgrer eksperimenter for en variant af kar-systemet, oprindeligt praesenteret i [Mahren-
holtz, 1963a] og [Mahrenholtz, 1963b], nemlig hvor to lukkede kar er forbundet med stive
rgr hvorpéd der, forskudt for midten, er indsat et T-rgr med et stempel i ‘benet’ af Tet,
der pumper vaeske ud og ind i det tveergiende rgr. Denne undersggelse viser, at det ikke
er elasticiteten af slangen, der er eneansvarlig for, at veesken i karrene indstiller sig i
forskellig hgjde, men derimod en asymmetri i systemet. Modellen og eksperimentet daek-
ker frekvensintervallet 0,2 — 1,6 Hz, og i dette interval er middelhgjdeforskellen positiv
og monoton stigende og der observeres eller omtales ikke tilfaelde, hvor hgjdeforskellen
skifter fortegn. I [Takagi & Takahashi, 1983b] undersgges middelhgjdeforskellens opfgr-
sel som funktion af pumpefrekvensen i nzrheden af den naturlige svingningsfrekvens
for systemet, der for de anvendte parametre ligger ved 1,37 Hz (i [Takagi & Takahashi,
1983a] anvendes andre parametre, hvorved resonansfrekvensen ikke ligger i det under-
sogte interval). I forbindelse med resonanspunktet observeres der et skift i fortegnet for
middelhgjdeforskellen.

Modellen udarbejdet af Rath [1976] far en renzessance i [Borzi & Propst, 2003]. Der er
dog foretaget visse sendringer, idet trykket og veaeskehastigheden bruges som variable og
randbetingelserne er simplificerede. Derudover bruges en anden mere kompliceret (mo-
derne) lgsningsalgoritme (i forhold til Lax-Wendroff- og MacCormack-algoritmerne), en
andenordens MUSCL-Hancock-algoritme, som Borzi & Propst [2003] skriver kan bruges
pa ligningssystemer, der ikke er pa konservativ form. Borzi & Propst [2003] undersgger
modellen ved vinkelfrekvenserne w = 14,6 57! og w = 29,2 57! og de finder at hgjdefor-
skellen mellem vaesken i karrene er henholdsvis positiv og negativ ved de to frekvenser,
men der foretages ikke et frekvensscan. Ligningssystemet og randbetingelserne lineari-
seres og resultaterne fra den ikke-linezre og den linezere model sammenlignes med det
formal at vise, at feenomenet ikke er et ikke-lineszert feenomen. I resultaterne for den
linezere model uden viskositet ses meget store oscillationer i hgjdeforskellen og pa de
resultater de gengiver i artikler, ser der i dette tilfaelde ikke ud til at veere en middel-
hgjdeforskel, hvilket de ogsd ender med at konkludere. Ved at benytte en viskositet pa
50 - ftyana for den linesere model viser de grafisk, at resultatet for den linesre model synes
at naerme sig niveauet for den ikke-linesere model.

Borzi & Propst [2003] observerer derudover, at placeringen af pumpen har en ikke-triviel*
betydning for veeskehgjderne i karrene, det vil sige for vaeskestrgmningens stgrrelse og
retning. Ved at fastholde frekvensen, saledes at den tilsvarende bglgeleengde er lig slangens
leengde, mens pumpens placering varieres, ses et meget periodisk billede. Der er ikke

4Med triviel menes tilfzeldet, hvis hgjdeforskellen mellem karrene er nul, nar pumpen er i midten og
monotont stigende, ndr pumpen flyttes mod et af karrene.
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forsggt med frekvenser, hvor bglgeleengden ikke svarer til et helt multiplum af slangens
lengde og observationerne fglges ikke op med bud pa mulige forklaringer.

1.1.2 Undersggelser og resultater for ring-systemet

I [Moser et al., 1998] undersgges (en alternativ udgave af) ring-systemet med det formal
‘to identify the responsible mechanism and the conditions under which this mechanism
operates’. Systemet bestar af to buede stive rgr, med hver deres tveersnitsareal, der er
forbundet gennem to elastiske reservoir, hvorved der dannes en ring. Det ene reservoir
sammenpresses periodisk i tiden. Et system af linezre ordinzre differentialligninger op-
stilles for dette system — svarende til et elektrisk analogt system, hvor flowet® er analogt
til strgmmen, trykket til speendingen, de to reservoir er kapacitanser og rgrene er karakte-
riseret ved impedanser — og det vises, at der forekommer et flow i systemet og at flowets
fortegn er frekvensathangigt; det betragtede frekvensomrade er dog meget begranset
(~ 0,2 —2,4 Hz). Betingelserne for at der forekommer et flow i ringen haevdes at vare,
at impedansen for hvert rgr er forskellige og at mindst et af rgrene har en komplekst
impedans, men det vises ikke, og konklusionen pa artiklen er, at der kan forekomme et
ensrettet flow i et system uden ventiler.

Ring-systemet, i den udformning der er beskrevet i starten af indledningen, modelleres i
[Ottesen, 2003] ud fra de én-dimensionaliserede, ikke-linesre Navier-Stokes-ligninger, der
udggr et system af to partielle differentialligninger med tveersnitsarealet og vaeskestrgm-
ningshastigheden som variable. Pumpen modelleres ved, at hviletvaersnitsarealet antages
at variere periodisk i tiden pé et afgreenset stykke af den mest elastiske slange. Dette
medfgrer, at beskrivelsen af pumpen ikke ligger i det inhomogene led i ligningssystemet,
hvilket er tilfzeldet for de beskrivelser, hvor pumpen beskrives ved en sendring i det ydre
tryk.

Modellen undersgges numerisk ved Richtmyers to-trins Lax-Wendroff-algoritme og det
undersgges og rapporteres specielt, hvordan stgrrelsen og retningen af flowet i slangen
afhaenger af pumpefrekvensen, se figur 1.3. Denne sammenhang underbygges af ekspe-
rimentelle resultater fra ring-systemet. Ved at linearisere ligningssystemet i modellen
udledes en linezer sammenhaeng mellem antallet af de frekvenser, hvor flowet skifter for-
tegn, og frekvensen, som stemmer overens med de numeriske resultater.

Resultaterne praesenteret af Ottesen [2003] underbygger undersggelser lavet af Jung &
Peskin [2001], hvor en variant af ring-systemet modelleres i to dimensioner ved brug af
‘tmmersed boundary’ metoden®. Ring-systemet har en ‘ellipsoid’ form, hvor den ene lige
langside er elastisk, mens resten af ringen har stive rande. Den elastiske del er placeret
saledes, at nar flowet er i urets retning, vil veesken lgbe fra hgjre mod venstre i det elastiske
stykke. Udover en undersggelse af flowets frekvensafthaengighed rapporteres der ogsé om
en undersggelse af bglgeudbredelsen i den elastiske del af slangen ved tre forskellige
frekvenser, udvalgt s de henholdsvis resulterer i a) flow i urets retning, b) intet flow og
¢) flow i retningen modsat urets, se figur 1.4. I tilfeelde a) observeres stdende bglger med
flere knuder i slangestykket og med knude i hgjre side af stykket men ikke i venstre side.
Ogsa i tilfeelde b) opstar der stdende bglger i slangestykket, men nu kun med én knude

5Flowet er defineret som produktet mellem slangens tveersnitsareal og veeskestrgmningshastigheden.
5En metode, udviklet af C. S. Peskin, der specielt er velegnet til to-dimensionelle veeskedynamikpro-
blemer, hvori der optraeder bevaegelige rande.
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Figur 1.3 Numeriske data, der viser sammenhangen mellem det midlede flow
i slangen og pumpefrekvensen. Pumpefrekvensen i Hz er pa abscisseaksen og
middelflowet angivet i 107® m®/, er p3 ordinataksen. [Ottesen, 2003]
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Figur 1.4 Trykbglger i ring-systemet i den elastiske del af ringen. Fra oven a)

flow i urets retning, b) intet flow og c) flow i retningen modsat urets. Pumpen

sammenpresser slangen mellem 4 og 6; den forste 1/4 af slangen fra venstre. [Jung
& Peskin, 2001]
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i lgbet af det elastiske stykke og knuder i begge ender af stykket. I tilfaelde ¢) synes der
at veere vandrende bglger, der bevaeger sig mod hgjre, det vil sige mod urets retning
og det naevnes, at sddanne bglger kan sammenlignes med peristaltiske bevaegelser, der
kunne taenkes at transportere vaeske mod hgjre. Sammenhaengen mellem bglgemgnstrene
og flowet i de to andre tilfeelde kan forfatterne, efter eget udsagn, ikke forklare.

Jung & Peskin [2001] undersgger afslutningsvis, hvilken betydning inertien i systemet har.
Man kunne vaere bekymret for, at nér veeskestrgmningen fgrst var etableret i én retning,
sd sgrgede inertien for at fastholde retningen, men ved at sendre frekvensen undervejs i
en kgrsel, observeres det, at veeskestrgmmen ogsa skifter retning.

1.2 Formal og metode

Stort set alle undersggelser, der forsgger at afdaekke fenomenet bade i kar- og ring-
systemet, begranser sig til at pavise, at der faktisk kan forekomme et flow i et system
uden ventiler og giver ingen forklaring pa hvilke mekanismer, der genererer faenomenet.
Formalet med dette speciale er at opstille en model, sdledes at det er muligt at undersgge
strgmningsfeenomenet og forsgge at afdaekke de mekanismer, der genererer strgmningen.

1.2.1 Valg af system

Jeg har valgt at studere ‘Liebau-faenomenet’ som det kommer til udtryk i kar-systemet
fremfor i ring-systemet, fordi kar-systemet appelerer mere til min fysiske intuition. Flo-
wets storrelse og retning er i kar-systemet direkte repraesenteret ved stgrrelsen og for-
tegnet pa hgjdeforskellen mellem vaesken i de to kar, hvorimod flowet i ring-systemet
skal beregnes ved at integrere op over leengden af ringen, og det er derfor svaert at vide
preacist, hvad der foregér i slangen. Skal feenomenet studeres i den ‘fysiske’ virkelighed er
det ogsé betydeligt nemmere at aflaese en hgjdeforskel mellem karrene end at bestemme
et middelflow i slangen. Derudover er der i kar-systemet kun én elastisk slange mod de
to slanger i ring-systemet, og man kan derfor forestille sig, at en analyse af eventuelle
bglgefeenomener i systemet vil veere simplere i kar-systemet.

I kar-systemet har tyngdekraften en stor indflydelse pa faeenomenet, og det er muligt at
give en matematisk beskrivelse af tyngdekraftens pavirkning isoleret set. I ring-systemet
har tyngdekraften derimod ingen betydning, men i stedet spiller inertien af vaesken her
en rolle. Det er imidlertid ikke trivielt, hvordan man skal beskrive, hvilken betydning
inertien har for faenomenet.

Udfordringen ved kar-systemet er randbetingelserne. I ring-systemet benyttes periodiske
randbetingelser, mens beskrivelsen af karrene i kar-systemet er indlejret i randbetingel-
serne. Dette resulterer i, at modellen udover et system af ikke-linexre partielle diffe-
rentialligninger for veaeskestrgmningen i slangen ogsé bestar af to koblede ikke-linesre
differentialligninger for hver rand.

1.2.2 Valg af numerisk metode

Jeg har i dette projekt valgt primart at benytte MacCormack-algoritmen til at foretage
de numeriske undersggelser af den matematiske model. Derudover er Richtmyers to-trins
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Lax-Wendroff-algoritme benyttet til nogle af undersggelserne, saledes at der kan foretages
en sammenligning af resultaterne fra de to algoritmer.

Jeg startede projektet med at forsgge at reproducere resultaterne fra [Rath, 1976], det
vil sige jeg opstillede den samme model og benyttede MacCormack-algoritmen til at 1gse
ligningerne i modellen. Dette var ikke muligt, og for at finde ud af om fejlen eventuelt
kunne ligge i numerikken, skiftede jeg MacCormack-algoritmen ud med Richtmyers Lax-
Wendroff-algoritme, hvilket dog ikke lgste problemerne.

Efter at have opstillet min egen model for kar-systemet og skulle vaelge en numerisk
metode til at undersgge modellen med var det meget nzerliggende at vaelge de algoritmer,
jeg i forvejen havde kendskab til. At MacCormack-algoritmen blev den primaere algoritme
var saledes delvist en tilfaeldighed.

Arsagen til at valget er faldet p4 finite difference metoder frem for finite element metoder,
skyldes udover ovennavnte grunde et gnske om selv at kunne skrive programmet, dels for
at opna de programmeringsmaessige kompetencer, der ligger i dette, men ogsa dels i et hab
om, at det giver stgrre frihed til at udfgre forskellige delundersggelser af modellen. Jeg
har valgt at benytte MatLab til programmeringen, fordi der p4 IMFUFA er en tradition
for at anvende dette program.

1.3 Rapportens opbygning

Vaeskestrgmning i elastiske slanger

I den fgrste del af afsnittet introduceres de fysiske begreber i det virkelighedsomrade,
som den matematiske model beskriver. Det drejer sig iseer om, hvordan man skal beskrive
elasticiteten af slangen og de egenskaber og karakteristika en strgmmende vaeske har.

Herefter opstilles en bevaegelsesligning for en viskgs vaeske (ude af ligeveegt) i et urgr
med det formal at beskrive, hvilken betydning tyngdekraften har i kar-systemet. Og
afslutningsvis udledes en én-dimensionel model for vaeskestrgmningen i en elastisk slange
pa baggrund af en midling af Navier-Stokes-ligninger for ikke-turbulent vaeskestrgmning.

Opstilling af model for kar-systemet

Opstillingen af modellen for kar-systemet bestar i den én-dimensionelle model for vae-
skestrgmning fra forrige afsnit, sammen med en konstitutiv ligning, der beskriver sam-
menhaengen mellem trykket i slangen og slangens tvaersnitsareal, begyndelsesbetingelser
og randbetingelser for slangen, som ogsa indeholder en beskrivelse af karrene. Afsnittet
afsluttes med en linearisering af ligningerne i modellen for kar-systemet.

Numeriske metoder til lgsning af modellen

Den opstillede model kan ikke Igses analytisk, og man er derfor ngdt til at tage numeriske
metoder i brug. I dette afsnit praesenteres Lax-Wendroff- og MacCormack-algoritmerne,
som bruges til at beregne fremskrivningen af de indre punkter, og karakteristikmetoden,
der sammen med randbetingelserne giver fremskrivningen af randpunkterne. Herefter
opstilles de ligninger, der bruges i MatLab-programmet.

Numeriske resultater
Her praesenteres de numeriske resultater. Resultaterne sammenholdes blandt andet med
de analytiske beskrivelser af vaeskesvingningen i urgret og de diskuteres ud fra de intuitive
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forventninger, der er til kar-systemet. I dette afsnit foretages der ingen sammenligning
med andre resultater fra litteraturen.

Sammenligning med resultater fra litteraturen

Her fglger en diskussion af mine resultater i forhold til resultaterne fra andre lignende un-
dersggelser af kar-systemet og sekvivalensen mellem ‘Liebau-faenomenet’ i ring-systemet
og kar-systemet omtales.

Bilag: Symbolliste
En symbolliste over de symboler, der anvendes gennem rapporten. De symboler og indeks,
der anvendes lokalt, er ikke medtaget heri.

Bilag: ['-modellen

I udledningen af den én-dimensionelle teori for veeskestrgmningen i den elastiske slange
foretages der en approksimation, der forsimpler ligningssystemet betragtelig. Betydnin-
gen af denne approksimation undersgges i resultatafsnittet og i dette bilag er ligningerne
i deres ikke-approksimative form anfgrt.

Bilag: MatLab-koder

Jeg har valgt at vedlaegge de MatLab-koder jeg har benyttet til at lgse de ikke-linezere
ligninger med. I det vedlagte program er modellen lgst med MacCormack-algoritmen.
Programmet er meget simpelt opbygget, forstaet pa den made, at man kan kopiere det
direkte ind i en M-fil og kgre programmet i MatLab uden brug af andre sideprogrammer
eller funktionskald.

1.4 Notation og referencer

Slangen beskrives primert i cylinderkoordinater, hvor et punkts placering defineres ved
de tre koordinater (r,¢,z), hvor r angiver afstanden fra centrum, ¢ angiver vinklen til
punktet og x angiver afstanden fra venstre ende af slangen til punktet, se figur 1.5.

lo

Figur 1.5 Cylinderkoordinater i slangen, der har laengden lo, vaegtykkelsen s og
hvileradius 7rest. Et punkt p beskrives ved koordinaterne p = (ro, ¢o, Zo)-

T ord betegnes r-, ¢- og xz-retningen henholdsvis den radiale, den tangentiale og den aksiale
retning og ligeledes bruges disse betegnelser om hastigheds- og kraftskomposanter i de
pageldende retninger.
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I rapporten angives den partielle afledte af en variabel, eksempelvis den afledte af has-
tigheden u med hensyn til z, kun med symbolet %; notationen u;, som i andre tekster
ofte angiver den afledte af u med hensyn til x, angiver i denne rapport udelukkende
z-komposanten eller den aksiale komposant af hastighedsvektoren u.

I mange artikler og bgger, der omhandler veeskedynamik, substitueres forholdet mellem
den dynamiske viskositet p og densiteten p med den kinematiske viskositet v. Denne
substitution har jeg undladt at foretage for ikke at drukne i forskellige indeks, bogstaver
og symboler. Bogstavet v er i denne rapport forbeholdt frekvensen, mens vinkelfrekvensen
angives med w.

Henvisning til andres arbejde foretages pa to forskellige mader, idet der skelnes mellem
de personer, der har lavet forskningen (eks. Rath [1976]) og den artikel eller athandling,
hvori resultaterne er publiceret (eks. [Rath, 1976]). Begge mader er flere gange benyttet
i indledningen.
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2 Vaeskestrgmning i elastiske slanger

I dette afsnit gives en introduktion til de vigtigste begreber i modelleringen af strgm-
ningen af en viskgs vaeske i en elastisk slange. Fgrst gives en definition pa elasticitet og
pa, hvilke kraefter der forekommer i den elastiske slange, nar den deformeres af en tryk-
kraft. Herefter beskrives vaesken og dens bevagelse i slangen, herunder hvad det vil sige,
at vaesken er viskgs og at den kan betragtes som en newtonsk vaeske.

Kar-systemet kan betragtes som et urgr med en elastisk del, hvor tveersnitsarealet er
ens i benene af urgret men forskelligt fra tveersnitsarealet i den elastiske del. Derfor
opstilles en lineger differentialligning, der beskriver svingningen af en viskgs vaeske i et
stift urgr og dernaest beskrives svingningen af en ikke-viskgs vaeske i et urgr med variabelt
tveersnitsareal.

Til sidst i afsnittet opstilles en én-dimensionel model bestaende af to partielle differen-
tialligninger, der beskriver vaeskestrgmningen i slangen. Begrebet ‘konservative former’
introduceres og afslutningsvis undersgges det, hvorvidt det opstillede én-dimensionelle
ligningssystem kan opskrives pa konservativ form.

En stringent beskrivelse af strgmningen af en viskgs vaeske i en elastisk slange kraever
indfgrslen af andenordens tensorer til dels at beskrive elasticiteten af slangen og dels
til udledningen af Navier-Stokes-ligningerne, hvor tryk- og viskgse kraefter kan samles i
en tensor. I den kommende gennemgang veelger jeg imidlertid en mere faenomenologisk
tilgang uden brug af tensorer i hab om, at de fysiske principper i modelleringen herved
kommer til at fremsta tydeligere.

2.1 Elasticitet

Nar et materiale udseettes for en kraftpavirkning vil materialet deformeres og stgrrelsen
af deformationen vil afhaenge af kraften og af materialets egenskaber. Er materialet elas-
tisk vil den oprindelige form genskabes, hvis kraften ophgrer med at virke. P4 figur 2.1a
ses en stang med lengden [y og tveersnitsarealet A. P& enderne af stangen virker en
uniform kraft, F', der vil deformere stangen, saledes at leengden af stangen gges og tvaer-
snitsarealet mindskes. Hvis stangens oprindelige form genskabes, nar kraften ophgrer, og
hvis der er tale om sma deformationer, kan deformationen beskrives ved fglgende linezere
sammenhzng mellem kraften per areal og den relative deformation [Feynman, 1964]:

F Al

—=F—. 2.1

1 o (2.1)
Proportionalitetskonstanten er Youngs modul, der har dimension af tryk. Kraft per areal

og den resulterende relative forskydning kaldes pa engelsk for stress og strain'. Fra den

1T danske fysikerkredse benyttes de engelske ord, hvilket er arsagen til, at de ogsa bruges i denne
rapport.

13
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linezere sammenhaeng, som ogsa betegnes Hooks lov, ses det, at en stgrre veerdi af Youngs
modul kraever en stgrre kraft for at give den samme relative forskydning, si et mindre
elastisk materiale, vil derfor have en stgrre veerdi af E end et mere elastisk materiale.
Forholdet mellem forlaengelsen af stangen pa langs og den resulterende sammentrakning
af stangen pa tveers, beskrives ved Poisson’s forhold, o, der for gummi har en veerdi pa
L [Landau & Lifshitz, 1986, s. 14].

De elastiske kreefter, der forekommer i et stykke af en gummislange, det vil sige en gum-
miskive, der deformeres ved at omkredsen gges som fglge af et indre tryk, kan bestemmes
ved Hooks lov, forudsat at radius er stor i forhold til tykkelsen af skivens veeg. Har gum-
miskiven en radius? rg, leengden Az og veegtykkelsen s (se figur 2.1b), er det tangentiale
stress i veeggen givet ved den relative sndring af omkredsen, %—?, af skiven:

F, AO  Ar
- B N ) 2.2
s Az Oy ro (2.2)

hvor s Az er arealet, hvorpa den tangentiale kraft virker. Tages der hensyn til, at Poisson’s
forhold ikke er nul, skal udtrykkes korrigeres [Landau & Lifshitz, 1986, s. 46]:

Fy, Ar E 4
o _ Ar _4ar,

= - = 2.
sAx rg 1—02 3 7 (2:3)

Nar et materiale vrides forekommer der en anden form for deformation ofte betegnet som
en shear-deformation. P4 figur 2.1¢ ses en klods som udsattes for en kraft, der virker
tangentielt pa overfladen af klodsen. Resultatet er en deformation af klodsen, der beskri-
ves ved den relative forskydning af oversiden af klodsen i forhold til bunden. Det antages,
at klodsen bevarer sin oprindelige hgjde, Iy, saledes at det samlede volumen er bevaret.
Som ved den foregdende deformationstype, vil der for sma kraftpavirkninger eller me-
get elastiske materialer vaere en linezer sammenhaeng mellem stresset og det resulterende
strain [Feynman, 1964]:

Fy _ 82

= - (2.4)

Proportionalitetskonstanten G er shearmodulet og har ogsd dimension af tryk og der
gaelder de samme overvejelser som for Youngs modul: En stgrre vaerdi af shearmodulet
kraever en stgrre kraft for at give den samme relative deformation, si et mindre elastisk
materiale, vil derfor have en stgrre veerdi af G end et mere elastisk materiale.

I den elastiske slange vil en sendring af trykket inde i slangen give anledning til en de-
formation af slangevaeggen. Deformationen giver anledning til stresspavirkninger i den
aksiale, tangentiale og radiale retning, henholdsvis betegnet o, 04 0og o,. Hvis tykkelsen
af slangens vaeg er lille i forhold til diameteren, vil det radiale stress veere lille i forhold til
stresset i de to andre retninger. Hvis det aksiale stress ogsé ignoreres og der saledes kun
tages hgjde for det tangentiale stress, svarer det til at betragte deformationen af slangen
som deformationer af uafhzngige elastiske ‘ringe’ eller skiver. Derved kan krafterne i
slangen udelukkende beskrives ved Youngs modul, sdledes som det er gjort ovenfor for en
gummiskive. Problemet ved at benytte denne ringmodel til at beskrive slangens elasti-
citet er, at kontinuiteten af slangen aksialt set ikke er garanteret, idet beskrivelsen ikke
tager hgjde for, at diameteren af to naboringe fysisk set ikke kan variere uafhzengigt af

2Radius antages her at vaere afstanden fra centrum og til midt i skivens vaeg, hvilket er &rsagen til,
at det er ngdvendigt at antage, at radius skal veere stor i forhold til veegtykkelsen.
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Figur 2.1 a) En kraft F' virker p stangens endearealer A med en resulterende
deformation, der forleenger stangen og mindsker tvaersnitsarealet. b) Ved deforma-
tion af en gummiskive opstar der tangentielt virkende kraefter Fy i vaeggen. ¢) En
kraft Fj virker tangentielt pa klodsens horisontale overside med arealet A, hvilket
resulterer i den relative forskydning %.

hinanden. Skal man tage hgjde for dette, er det aksiale stress i slangen ngdt til at blive
inddraget, hvilket vil fgre til en betydelig mere kompliceret model for deformationen af
slangen.

2.2 Viskositet og laminar strgmning

I modsatning til et materiale, vil en vaeske begynde at flyde, hvis den péavirkes af en
trykkraft. Forestiller man sig en vaeske indeholdt i et rgr vil en konstant trykgradient
mellem rgrets ender fa vaesken til at flyde med en konstant hastighed, men vaskepartik-
lerne vil ikke bevaege sig med ens hastighed, fordi gnidningen mellem rgret og veesken
vil bremse de partikler, som er i kontakt med rgret. Effekten af denne modstand vil
aftage ind mod centrum af rgret og resulterer sdledes i en hastighedsprofil af vaeskepar-
tiklerne, hvor partiklerne i centrum har en hgjere hastighed end partiklerne ved randen.
Fra empiriske observationer ved man, at hastigheden ved randen er nul, ogsa kaldet ‘no-
slip’-betingelsen. Andringen af hastigheden ind mod centrum sker kontinuert, men kan
illustreres ved at antage, at vaesken bestar af cylindriske skaller, hvori partiklerne bevaeger
sig med samme hastighed, se figur 2.2a.

Pa figur 2.2b ses et aksialt tveersnit af rgret. Mellem to skaller eller plader virker der
et stress, o, fordi pladerne bevaeger sig med forskellig hastighed, u(r). Sammenhangen
mellem det indre stress i veesken og hastighedsgradienten er givet ved Newtons viskositets
lov:

du

ke 2.
B (2.5)

Op =
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Figur 2.2 a) Illustration af hastighedsprofilen i vaesken. b) Aksialt tvaersnit af rgret.

hvor p er veeskens viskositet [Milnor, 1982, s. 49-50]. Er viskositeten hgj, er der en stor
modstand i veesken mod at flyde, fordi lagene i vaesken vil bremse hinanden.

Hyvis der er en linezer sammenhaeng mellem stresset og hastighedsgradienten, det vil sige,
at p ikke afhaenger af hastighedsgradienten, kaldes vaesken for en newtonsk veeske [Tritton,
1988, s. 4]. Uden at g narmere i detaljer, kan man godt forstille sig, at modelleringen af
ikke-newtonske vaesker bliver mere kompliceret end tilfseldet er for newtonske vaesker, og
det er da ogsé en antagelse, som langt de fleste fluiddynamiske modeller bygger pa. Vand
opfgrer sig som en newtonsk vaeske, sa antagelsen giver i den foreliggende modellering
ikke anledning til bekymringer.

Hvis en vaeskestrgm kan beskrives pé ovenstdende made, altsd som bestdende af lag,
mellem hvilke vaeskepartiklerne ikke blandes, siges strgmningen at veere laminar [Tritton,
1988, s. 16], hvilket kraever, at hastigheden af vaeskepartiklerne ikke er for stor i forhold
til radius af rgret og viskositeten. Er dette tilfzeldet vil vaeskepartiklerne ophgre med at
fglge strgmlinier, der er parallelle med rgret og turbulens opstéar.

Reynolds tal er et mal for, hvor turbulent en veaeskestrgmning er, og er for vaeskestrgmning
i rgr givet ved fplgende sammenhaeng mellem viskositeten u, densiteten p, vaskepartik-
lernes karakteristiske hastighed ug, og radius af rgret r¢:

pPUyTo
12

Re = (2.6)
I [Granger, 1985, s. 483] er det angivet, at hvis Reynolds tal er under den kritiske vaerdi
Repritisk, =~ 2300 vil veeskestrgmningen vaere laminar, men det er ikke givet, at strgm-
ningen vil veere turbulent for stgrre veerdier; det afthanger af andre parametre for strgm-
ningen, sadsom belegningen af rgrets indre overflade og hvordan vaesken strgmmer ind i
rgret [Fung, 1990, s. 172]. Ud fra Reynolds tal ses det eksempelvis, at jo hurtigere en
vaeske flyder i et rgr, jo hgjere skal viskositeten veere, for at strgmningen kan vedblive at
veere laminar.

2.3 Bevarelseslove

En model for vaeskestrgmningen i et rgr eller i en slange bygger pa bevarelseslove, der
siger at massen, impulsen og energien er bevaret i systemet og de ligninger, der kan
opstilles pé baggrund af bevarelseslovene, henvises samlet til som Navier-Stokes ligninger
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[Panton, 1996, s. 145]. Antages det, at man kan se bort fra omfordeling af energi i vaesken,
kan vaeskestrgmningen beskrives ved masse- og impulsbevarelse.

2.3.1 Kontinuitetsligningen

Kontinuitetsligningen er den ligning, der beskriver, at massen i systemet er bevaret,
hvilket kraever, at den tidslige @ndring af massen i et volumen i veaesken er lig netto
massefluxen over volumenets overflade. P4 figur 2.3.1 ses en steds- og tidsfikseret lukket
flade S i vaesken.

Figur 2.3 Figuren viser en lukket flade S i vaesken, som omgranser volumenet V.
4S er et lille fladeelement, n er normalvektoren til fladen og w er vaeskens hastighed
gennem 4S.

Vaskepartikler vil bevaege sig ind og ud gennem fladen og det handler nu om at holde
regnskab med dem. P4 den ene side er volumenraten af vaeske, der forlader V' gennem
0S givet ved produktet mellem hastigheden af partiklen langs normalen (u - 1) og 4655,
og masseraten for hele V er saledes:

masseraten af vaeske 1 V = / pu-ndS. (2.7)
5

Ved at benytte divergensteoremet® kan fladeintegralet omskrives til et volumenintegral
over V:

/pu-ndS:/ V- (pu)dv. 2.8)
s v
P& den anden side er ophobningsraten af masse i V' lig:
. . 0 dp
ophobningsraten af massei V= — [ pdV = [ —dV, (2.9)
ot Jy v Ot
hvor differentiationen kan saettes under integraltegnet, fordi integrationsgreenserne, det

vil sige V, ikke atheenger af tiden og fordi densiteten antagelig er en tilstraekkelig paen
(kontinuert differentiabel) funktion af tiden.

3En tilstreekkelig betingelse for divergensteoremets gyldighed er, at pu : V — R3 er C! pa V [Wade,
2000, s. 479]. Fluiddynamik og alle andre fysiske teorier, der beskriver den makroskopiske verden, bygger
pa en kontinuumsantagelse, der netop sikrer, at de variable stgrrelser kan beskrives ved ‘pzne’ funktioner
[Panton, 1996, s. 3-4].
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Massebevarelsen betyder, at der ma galde, at massen af den vaeske, der strgmmer ud af
V per tidsenhed m& vaere lig minus ophobningsraten af masse i V:

/VV-(pu)dV:—/V%dV ~ /V<V-(pu)+%) dv = 0. (2.10)

Da V er vilkarlig valgt og integranden kan antages at vaere kontinuert, ma integranden
veere nul i ethvert punkt, hvilket giver kontinuitetsligningen:

op
V- (pu)+ 5 = 0. (2.11)

Er densiteten af veesken konstant, hvilket indebaerer, at vaesken er inkompressibel, fas:
V-u=0, (2.12)

en betingelse, der i resten af rapporten henvises til som inkompressibilitetsbetingelsen
eller inkompressibilitetsligningen.

2.3.2 Impulsligningen

Impulsbevarelsen udtrykker, at den tidslige endring af impulsen for en partikel er lig
summen af de kraefter, der virker p4 den [Panton, 1996, s. 91]. En vaeskepartikels bevze-
gelse er siledes et resultat af trykkraefter, af viskgse kraefter mellem vaeskepartiklerne, og
af ydre kreefter, sdsom gravitationelle og elektromotoriske kraefter. Dette kan opskrives
pa en form analog til Newtons anden lov:

du
pa = —Vp + F'uiskﬂs + Z Fydre; (213)

hvor accelerationen af vaeskepartiklen ved brug af kaedereglen er givet ved (i kartetiske
koordinater):

du Ju ou ou ou ou

du _ Ou ou ou gu) _ou : 2.14

at ot (“ oz gy T 6z) g TV (2.14)
idet hastigheden af partiklen udover at afheenge af tiden ogsa er en funktion af stedskoor-

dinaterne, u = u(z,y, z,t). Det fgrste led, %—‘;, beskriver den lokale acceleration, som er

nul ved stationzert flow. Det sidste led, (u - V)u, angiver den konvektive acceleration, der
beskriver den stedslige @&ndring af hastighedsfeltet; leddet er nul, hvis feltet er homogent
[Granger, 1985, s. 205].

Ved en stringent udledning af impulsbevarelsesligningen er det som navnt ngdvendigt
at indfgre stresstensoren, som beskriver det stress, der virker pa en vaeskepartikel, det
veaere sig bade stresset fra trykkraefterne og de viskgse kraefter, der beskrives ved Newtons
viskositetslov (stresset er proportionalt med gradienten af hastigheden). Ved benyttelse
af inkompressibilitetsbetingelsen (2.12) kan man udlede, at viskositetsleddet i impulsbe-
varelsesligningen er givet ved [Acheson, 1990, 207-208]:

Fviskﬂs =M v2u7 (215)
hvor V2 er Laplace-operatoren. Ved fravearet af ydre krafter ser impulsbevarelseslignin-

gen derfor saledes ud:

ou

1 P o2
— . — = — . 2.1
8t+(u V)u+pr qu (2.16)
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2.4 Fysisk fortolkning af Reynolds tal

Efter at have introduceret impulsbevarelsesligningen kan Reynolds tallet gives en fysisk
fortolkning. Reynolds tallet er i afsnit 2.2 angivet som forholdet mellem karakteristiske
storrelser for rgret og vaesken (ligning (2.6)). Betegner ug og r¢ henholdsvis en karak-
teristisk hastighed og leengde for et system, ses det, at det konvektive og viskgse led i
impulsbevarelsesligningen (2.16) har dimensionerne:

ug

[(u-V)u] ~ og [H Vzu] ~ b u—g. (2.17)

To p P To

Tages forholdet mellem de to led fas Reynolds tal:

[(u-V)u] _ PuoTo
(o]

= Re. (2.18)

Det viskgse led reprasenterer selvfglgelig de viskgse kreefter, men den konvektive ac-
celeration skyldes ikke en egentlig kraft pa systemet, men er derimod forarsaget af, at
hastighedsfeltet ikke er homogent og der derved er bevaegelse eller inerti i systemet. Man
kunne derfor tzenke pa det som accelerationen stammende fra en slags inertiel kraft*.
Reynolds tal kan séledes betragtes som et forhold mellem de inertielle og viskgse kraefter:

inertielle krefter
viskgse krefter

(2.19)

Er Reynolds tallet stort ma man forvente, at de viskgse kraefter spiller en mindre rolle,
og netop fravaeret af viskgse effekter kan ved hgje hastigheder medfgre turbulens. Et lille
Reynolds tal peger pé, at de viskgse kraefter er mere dominerende i vaskestrgmningens
dynamik.

2.5 Stationaer vaeskestrgmning i stive rgr

Med opstillingen af impulsligningen er det nu muligt at bestemme hastighedsprofilen for
en stationser og laminar vaeskestrgmning i et stift cylindrisk rgr med leengden [y, tvaer-
snitsarealet Ay og radius rg, hvor vaeskestrgmningen drives af en konstant trykgradient
(i bade tid og sted). Da strgmningen er stationar, er 2% = 0, og indfgres cylinderkoor-
dinater fas, at uy = 0, ur = 0 08 uy = u,(r), pa grund af at trykgradienten kun har én
komponent i z-retningen og at strgmningen antages at vaere laminar. Laplace-operatoren

i cylinderkoordinater virkende pa u reduceres i dette tilfzelde til
10 Ou
Viu=Viu,=-—(r—]). 2.20
v Yo = L or (T or (2.20)
Da trykgradienten er konstant, er den lig minus trykforskellen mellem rgrets ender, —Ap,
divideret med leengden af rgret, og impulsbevarelsesligningen reduceres derved til:

lAp_ng Ouy
T T a1 (r ar>. (2.21)

4Denne ‘kraft’ kan sammenlignes med centrifugalkraften, der heller ikke er en egentlig kraft, men
skyldes at systemet accelereres i en cirkelbevaegelse [Tritton, 1988, s. 97]. Denne type kraefter omtales
normalt som systemkraefter.
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Ved dobbelt integration med hensyn til radius fas et udtryk for hastighedsfeltet:

10 ( 0w\ _ _1Ap
ror \\ or B ©lo
1 Ap ,
z = —— . 2.22
u 1T r“ + ¢ In(r) + 2 ( )

Da hastigheden ikke divergerer i r = 0, ma& ¢; = 0 og konstanten c2 bestemmes ud
fra ‘no-slip’-betingelsen, hvilket giver fglgende ligning for hastigheden som funktion af
radius:

_14p

2 _ 2
=1 (rg —1°). (2.23)

ug(r)
Det ses af udtrykket, at den hastighedsprofil, der indstiller sig i en stationzr og laminar
vaskestrgmning, er parabelformet. En vaeskestrgmning med dette karakteristika kaldes
Hagen-Poiseuille strgmning. Middelstrgmningshastigheden, u,, fas som flowet divideret
med tveersnitsarealet:

1

T0
Uy = A_o/o Ug 27T dr

1 Ap [™
= ﬂm/o (rd —r®)rdr
L,

— 2.24

og ved at sammenholde (2.23) og (2.24) kan hastigheden skrives som funktion af middel-

hastigheden:
r\2
Uy = 2 <1 — (—) ) Uy (2.25)
To

og trykfaldet over rgret kan isoleres:

Ap _ 8mp_

= . 2.2
L = A, ¢ (2.26)

I en stationzer og laminar viskgs vaeskestrgmning vil trykkraften siledes balancere de
indre viskgse kraefter. Udtrykket (2.26) bruges, som det senere vil fremgé, til at give
en approksimativ beskrivelse af de viskgse kreefter i en ikke-stationser pulserende vee-
skestrgmning i elastiske rgr, hvilket er en ofte anvendt approksimation i én-dimensionelle
strgmningsmodeller [Zagzoule et al., 1991].

2.6 Pulserende strgmning

Varierer trykket over rgret med hensyn til tiden, eksempelvis beskrevet ved en harmonisk
svingning, vil der stadig kunne forekomme laminar strgmning, men hastighedsprofilen
@ndres. Hvor hastighedsprofilen for en stationzr strgmning er konstant positiv, fordi
vaskepartiklerne bevaeger sig i en retning fra hgjt tryk til lavt tryk, vil hastighedsprofilen
for den pulserende strgmning bade blive positiv og negativ, idet partiklerne bevaeger sig
bade frem og tilbage i rgret. Den hastighedsprofil, der forekommer i den pulserende
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strgmning, ndr gennemstrgmningen er stgrst, vil veere fladere end hastighedsprofilen for
den stationzre strgmning [Milnor, 1982, s. 129-131]. P4 grund af, at strgmningsprofilen
skrifter form og fortegn, nar den fulde parabolske profil aldrig at indstille sig, inden
tryksendringen tvinger profilen tilbage, hvilket resulterer i den fladere profil.

Netop den pulserende strgmning kan forhindre, at der opstar turbulens i en vaske, der
ellers havde forudssetningerne for at veere turbulent. Pa grund af at trykket varierer, er
der ikke tid til, at strgmningen kan udvikle turbulens og Reynolds tal er derfor ikke et
tilstraekkeligt mal for om, der kan forekomme turbulens i en pulserende strgmning [Fung,
1990]. Udover Reynolds tal indfgres Wormersley tallet, «, der athaenger af frekvensen, w,
af den varierende trykgradient:

a=ry, /2L (2.27)

hvor rg er radius af rgret og p og p er henholdsvis densiteten og viskositeten af vaesken.
Eksperimentelle undersggelser af blodstrgmningen i hunde (i aorta) har vist, at den
kritiske veerdi af Reynolds tallet bliver en funktion af Wormersley tallet, saledes at

Re < Regpitisk = 250 - a, (2.28)

giver en tilstraekkelig betingelse for laminar strgmning, nar trykgradienten er pulserende
[Pedley, 1980, s. 49].

2.7 Tyngdekraftens betydning i kar-systemet

Som optakt til modelleringen af kar-systemet udledes i det fglgende et udtryk for den
naturlige svingning eller egensvingningen i et stift urgr fyldt med en viskgs vaeske. Den
naturlige svingning skal senere bruges til at vurdere og analysere de numeriske resultater
fra kar-systemet.

Sa snart vaesken i kar-systemet bringes ud af ligeveegt pa grund af pumpen, begynder
tyngdekraften at spille en rolle. Er vaesken ikke-viskgs, vil tyngdekraften give anledning
til en udsempet svingning bestemt ved den naturlige svingningsfrekvens for systemet. For
et stift urgr, fyldt med en viskgs vaeske, der til begyndelsestidspunktet er ude af ligeveegt,
er det muligt at beregne frekvensen ved at se bort fra kraefter, der skyldes krumningen af
urgret. Det er forventeligt, at bevaegelsesligningen for vaeskesgjlen svarer til ligningen for
en harmonisk oscillator, men for at kunne foretage kvantitative sammenligninger med de
numeriske data, er det ngdvendigt at foretage en mere detaljeret udledning.

Pa figur 2.4 ses et urgr med tvaersnitsarealet A. Rgret er fyldt med en vaeske med densi-
teten p, viskositeten p og volumenet V = Al;ypq1, hvor lypq; er leengden af centerlinien
af vaeskesgjlen. Vaeskesgjlen er forskudt et lille stykke x, sdledes at vaesken i det venstre
ben af rgret star 2x hgjere end i det hgjre ben, og det antages, at veesken er i hvile,
saledes at hastigheden af vaesken til tiden ¢ = 0 er nul. De eneste krefter, der virker
pa vaesken er de indre gnidningskrafter bestemt ved viskositeten, og tyngdekraften, hvis
komposanter summer til nul alle steder i vaesken pa nzer i den forskudte del. Da den
forskudte del har massen 2x A p, vil tyngdekraften pa veaeskesgjlen vaere F; = —2x Apyg,
hvor g er tyngdeaccelerationen.
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ltotal

Figur 2.4 Urgr med tveersnitsareal A, hvor vaeskesgjlen er forskudt x i forhold til
ligeveegtstilstanden.

Et approksimativt udtryk for de viskgse kraefter i urgret kan opstilles ved at ggre brug
af ligning (2.26). Ligning (2.26) beskriver, at der i en stationzer strgmmende vaeske vil
indstille sig en ligevaegt mellem den resulterende trykkraft og de viskgse kraefter. Da tryk
er lig kraft per areal, vil den resulterende trykkraft p& vaesken i rgret veere givet ved
produktet mellem trykfaldet over rgret og tveersnitsarealet, F,..s = Ap A, og de viskgse
kreefter i rgret vil derfor veere givet ved Fiyiskys = Fres. Der er imidlertid ikke tale om
stationger strgmning i urgret, da trykgradienten afheenger af tiden, men udtrykket for de
viskgse kraefter bliver, som fgr naevnt, alligevel ofte brugt i pulserende strgmning. Ved
indsattelse af trykgradienten fra ligning (2.26) i Fj..s og ved at satte U, = Cé—ff fas:
dz

sz’skﬂs = _Sﬂ'll/ltotal E . (229)

Kraften pa vaeskesgjlen, der er givet ved produktet af massen m og accelerationen a af
vaskesgjlen, er derfor lig summen af tyngdekraften pa den forskudte del og de viskgse
kraefter:

ma = Ft + F’uiskﬂs = (230)
liotal A dz_:v = 2zxApg—8mul dz = (2.31)
total A1 P di2 - Py M liotal dt -
d? d 2
Trsr L E L 29, . (2.32)

i Ap dt ltotal

Dette er ligningen for en dempet harmonisk svingning og ved at benytte begyndel-

d?

2
sesbetingelsen, at hastigheden af veesken er nul, og at lf > (4;_5) (betingelse for

underdaempning [Gough et al., 1983, s. 267]), hvilket for vand er opfyldt, s& laenge tveer-
snitsarealet af rgret ikke er ‘for lille’ og leengden af vaeskesgjlen ikke er ‘for stor’®, fas
fglgende lgsning til differentialligningen:

2 dmp\?
z(t) = zg e 745t cos \/_g — (ﬂ> t], (2.33)

2 2
5Med anvendelse af veerdierne for vand fas betingelsen ltAt o> (%’i) ~4-10713m3 (mlet star

for meter), hvilket er opfyldt for de veerdier af tveersnitsarealet og rgrets leengde (summen af slangens
leengde og veeskehgjderne i de to kar), der anvendes i de numeriske undersggelser (vaerdierne er anfgrt i
afsnit 5).
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hvor zy angiver forskydningshgjden over ligevaegtshgjden til tiden ¢ = 0. Af lgsnin-
gen (2.33) ses, at amplituden af svingningen er tidsafhsengig, fordi vaesken er viskgs og
at vinkelfrekvensen for svingningen er givet ved:

2 4 2 ota 2
w=4] =2 _< 7”‘ =,/ \/ 8l”’ 7”‘) . (2.34)
ltotal ltotal p

Er viskositeten lille, svarende til viskositeten af vand, vil svingningsfrekvensen overve-
jende veere bestemt ved forholdet mellem tyngdeaccelerationen og laeengden af veeskesgj-

len:
27 liotar
T=—=x2 —_—. 2.35
w T V 2g ( )

Hvis det ydre tryk over det ene ben i urgret forestilles at variere periodisk, mens det
ydre tryk over det andet ben er konstant, vil bevaegelsen af vaeskesgjlen veere givet ved
en superposition af egensvingningen og svingningen fra den ydre trykkraft. Beskrives det
varierende ydre tryk ved F(t) = Fy sin(wy t) vil ligningen for forskydningen af veeskesgj-
len vaere givet ved summen [Gough et al., 1983, s. 52 og s. 268-269]:

Fy
2 2 47 2
ltotalAp (ltaigal _wg) +4w(2) (—A;)

hvor fgrste led genkendes som Igsningen til den homogene del af differentiallig-
ningen (2.32), og andet led er den partikulaere lgsning, hvor § er faseforskydningen mellem
kraften og den resulterende svingning. Er viskositeten nul vil forskydningen af veeskesgj-
len, det vil sige amplituden af veeskesgjlens svingning, divergere, hvis frekvensen for den
lt . Er viskositeten forskellig fra nul,
vil der stadig forekomme resonans (en markant for;z)gelse af amplituden ved en bestemt
frekvens), men amplituden divergerer ikke leengere, fordi der er deempning i systemet.

747r74”—pt

z(t) =z e cos (wt) +

sin({wg t — 6)(2.36)

ydre kraft er lig egenfrekvensen for urgret, wi =

Af Igsningen ses derudover ogsé, at det kun er egensvingningen og dermed ikke den ydre
kraft, der deempes af gnidningen i systemet, hvilket betyder, at opferslen af systemet
med tiden vil veere domineret af svingningen fra den ydre kraft. Svinger den ydre kraft
omkring ligevaegtsveerdien for systemet, siledes som det er tilfaeldet ovenfor, vil middel-
vardien af svingningen veere lig ligeveegtsveerdien.

Hvad sker der, hvis tveersnitsarealet ikke er ens i hele urgret? P4 figur 2.5 ses det tilfzelde,
hvor tvaersnitsarealerne i hvert ben er ens men forskelligt fra tveaersnitsarealet i bunden
af urgret. Lad A; = Di Ag, hvor Dy, angiver forholdet mellem diametrene i benene
og i bunden af urgret (indekset % henviser til, at der er tale om en konstant og ikke
en diameter); tilfeldet Dy = 1 blev behandlet ovenfor. I det folgende antages det for
nemhedens skyld, at vaesken ikke er viskgs. I modsatning til fgr, hvor det blev brugt, at
de samlede kraefter gav accelerationen af vaeskesgjlen, ses der nu pa energibevarelsen i
systemet. P3 grund af at vaesken antages at veere ikke-viskgs, er summen af den kinetiske
og potentielle energi lig energien i systemet til tiden ¢ = 0. I den kinetiske energi indgar
hastigheden, der imidlertid er en funktion af z, fordi tveersnitsarealet varierer og energien
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Figur 2.5 Urgr med tveersnitsareal Ag i bunden og A; i hvert ben. Vaskesgjlen
er forskudt z i forhold til ligevaegtstilstanden, og den potentielle energi i systemet
er derfor givet ved Epot = mgz = (pA1z) gz = p Ay gz

skal derfor beregnes som en sum af den kinetiske energi i de tre dele af rgret:

1 1
Egin = 2(§l1A1pU%)+§lvopv§

1 1 A\
§2l1A1pvf—|—§l0A0p (A—(l)m)

1

A2
- L (2 LA+ Do A_;) 2, (2.37)

hvor massebevarelsen, vg Ag = v A;, for en stationar strgmning er benyttet i andet
skridt. Den potentielle energi i vaeskesgjlen, nar veesken er forskudt stykket z, er givet
ved:

Epot = (pA12) gz = p A1 g2°. (2.38)

Angiver Ej energien i systemet til tiden ¢ = 0, er den samlede energi i systemet:
1 AT\ 2
E0=Ekz'n+Epot=§p 2l1A1+l0A— vi +pAigz”, (2.39)
0
hvilket svarer til energien for en harmonisk oscillator, eksempelvis en fjeder med massen
m' og fjederkonstanten k:

By =

L o, 2,1, 5
= - . 2.4
5 MY +2kx (2.40)

Ved sammenligning af energibevarelsesligningen (2.39) og energien for den harmoniske
oscillator (2.40) kan vinkelfrekvensen og perioden for svingningen bestemmes ved at
benytte udtrykket for vinkelfrekvensen for en harmonisk oscillator:

k 2p A1 g \/ 29
_ - N (2.41)
m! p(2l1A1+loﬁ—z) 21 + 1o D2

2 D?
T — 2_7r:2ﬂ_ /w (2.42)
w 2

&
I
|
|
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Hvis Iy og Iy er sammenlignelige, vil leddet 21; vaere negligeabelt for Dy, > 1, og der vil
for de veerdier veere en lineser sammenhaeng mellem perioden og Dy:

Tr2my 21—0 Dy, for Dy >1, (2.43)
g

og det ses, at leengden af det stykke af rgret med det mindste tvaersnitsareal bliver
afggrende for leengden af svingningsperioden. Tilsvarende ggr sig gaeldende for Dy, < 1,
der resulterer i svingningsperioden:

!
Tr~2n El for Dy < 1. (2.44)

Der er overensstemmelse med (2.35) hvis lyotqr = 211, 0g igen ses det, at det kun er den
del af rgret med det mindste tvaersnitsareal, der har betydning for svingningsperioden, i
dette tilfeelde summen af urgrets to ben.

De ovenstaende udregninger for urgret, bade i situationen hvor tvaersnitsarealet er kon-
stant og hvor det varierer, skal senere bruges til at vurdere resultaterne af de numeriske
undersggelser af kar-systemet. Ved konstant tveersnitsareal (D = 1) undersgges det om
svingningen af en viskgs veeske i kar-systemet kan beskrives ved ligning (2.33) og ved
at variere forholdet mellem tvaersnitsarealet af karrene og slangen undersgges det om
svingningsperioden stemmer overens med udtryk (2.42) og specielt om sammenhangen
mellem perioden og Dy, er linezr for Dy, > 1 og er sammenlignelig med ligning (2.43).

2.8 En-dimensionel strgmningsmodel

Beskrivelsen ovenfor er ikke tilstraekkelig til at beskrive kar-systemet, nar slangen er
elastisk og derfor har en bevagelig rand, der ogsé kraever en matematisk beskrivelse. Det
er derfor ngdvendigt at vende blikket mod Navier-Stokes-ligningerne igen.

Vaskestrgmningen i slangen antages at vaere aksialsymmetrisk og man kan ved at om-
skrive impulsligningen til cylinderkoordinater reducere de tre impulsbevarelsesligninger
til to, nemlig ligningerne for den aksiale og radiale accelerationen:

du, Ou, Ou, 10p w (0%, 10u, O%*u, wu,
ot + U or + o ox +p8r p(8r2 +r or + or2  r2 (2.45)
Ou, Ouy Ou, 10p W (62% 1 Ou, 82%)

Bt Y ar T e T g\ Trar o

(2.46)

Antallet af ligninger kan reduceres til én ligning for hastighedskomposanten i z-retningen,
hvis der midles over tvaersnitsarealet. I [Ottesen, 2003] foretages en stringent udledning
af impulsbevarelsesligningen for den midlede aksiale hastighed. I det fglgende gennem-
gas denne udledning for at klarggre, hvilke antagelser den én-dimensionelle model for
vaeskestrgmningen bygger pa og for at na frem til en anden formulering af kontinuitets-
ligningen, der i stedet for densiteten indeholder tveersnitsarealet af slangen. I [Ottesen,
2003] indfgres fglgende dimensionslgse variable

rR=_, x=2, =% py=2 y=2 p=_L (2.47)

) ) = D)
o lo lo Upg Ugo PUL,
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i inkompressibilitetsligningen (2.12), omskrevet til cylinderkoordinater:

190(ru,) = Ouy

r or or 0 (2.48)
og i de to impulsligninger (2.45) og (2.46), med det formal at vurdere, hvilke led i lignin-
gerne, der kan negligeres. Her er der brug for at vurdere stgrrelserne af de karakteristiske
enheder, der er valgt i (2.47) til at definere de dimensionslgse variable. I en typisk eks-
perimentel opstilling for kar- eller ring-systemet vil de karakteristiske enheder veere i
stgrrelsesordenen lo &~ 1m, ro & 1-1072m, uz ~ 5-1072m/; og ug ~ 5- 10717/ og
man kan derved definere en lille dimensionslgs stgrrelse 7 givet ved forholdene mellem
henholdsvis leengderne og hastighederne:

n=2 =20 03107, (2.49)
lo  ugo

Leengden og radius af slangen samt den aksiale hastighed af vaesken er malebare stgrrel-
ser, mens den radiale hastighed u,¢ er valgt, saledes at ovenstaende sammenhang galder.
Definitionen af den dimensionslgse stgrrelse medfgrer, at 7—3 Zfﬂl = 1, hvilket benyttes un-
dervejs i udledningen. Foretages variabeltransformationen til de dimensionslgse variable i
de to impulsligninger og i inkompressibilitetsligningen, og ignoreres de led, der indeholder
n i hgjere potens, fas® at de to impulsligninger kan approksimeres med henholdsvis:

opP
5p = 0 (2.51)

O(RU,) O(RU,U,) O(RUY) O(RP) _ p lo 0 ( 6Um>

ar tTer T ax T ox = pUozor\Far) @Y

Approksimationen medfgrer saledes, at trykket antages at vaere konstant over tvaersnits-
arealet, ligning (2.51). Inkompressibilitetsligningen kan ikke reduceres yderligere og er
derfor i dimensionslgse variable givet ved:

O(RU,)  O(RU:)
OR 0X
Inden de reducerede ligninger integreres over tvaersnitsarealet er det ngdvendigt fgrst at

definere den dimensionslgse aksiale middelhastighed, U,, og stgrrelsen ¥y, som angiver
forholdet mellem middelvaerdien af kvadratet pa hastigheden, U2, og kvadratet pa den

=0. (2.53)

midlede hastighed, Ui. Den aksiale middelhastighed fas som flowet gennem slangen di-
videret med tvaersnitsarealet og fordi den aksiale hastighed afthanger af radius, beregnes
flowet ved integration over tvaersnitsarealet:

1
TR

R
U, = / U, 27 RdR, (2.54)
0

hvor R = R(X,T) er den dimensionslgse indre radius af slangen. Lad 7 = Ry R betegne
den dimensionelle indre radius, hvorved den dimensionelle middelvaerdi af den aksiale

hastighed er givet ved:
I 1
Uy = ——5 Ug 2T dr = —
T Jo mR2R

RoR .
/ Uz0 Um 27 (Ro R) d(Ro R) = Uz0 Uw (255)
0

6Ved at benytte fglgende sammenhzenge:

2
ARUUs) _ o O(RUY) | oo OUs o8 ARUZ) _; O(RUx) oo s
oR OR oR X X X

(2.50)
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Forholdet ¥y er givet ved:

Uz 1 1 (B
‘I’U:Z—‘;:_—2 _2/ UZ2n RdR, (2.56)
v, U,mR Jo

og er kun defineret, nar u, # 0. Det ses, at ¥y = ¥, hvor ¥,, = %, og i det fglgende
bruges notationen ¥y = ¥,, = ¥. Forholdet ¥ vil altid veere stgrre eller lig én, og kun i
den situation hvor u, er konstant over tveersnitsarealet, hvilket svarer til den uvirkelige
situation, hvor der ikke forekommer gnidning mellem slangens vaeg og vaesken, vil ¥ = 1.
Nar strgmningen er pulserende, forekommer der situationer, hvor hastighedsprofilen bade
er positiv og negativ, det vil sige, hvor vaeskepartiklerne eksempelvis tet ved randen
har negativ hastighed, mens vaskepartiklerne i midten har positiv hastighed, hvilket
resulterer i, at U2 > Ui = ¥>1

Nar ligningerne skal integreres far man brug for en sammenhang mellem slangevaeggens
bevaegelse, og hastigheden af vaesken i slangen og det er her fornuftigt at antage, at
hastigheden af randen, det vil sige 2&, er lig den radiale hastighedskomposant:

arT?
dR OR OR
Ur|R:§=d_T=Uz|R:§8—X+0—T; (2.57)

hvor det sidste lighedstegn fglger ved brug af kaedereglen, idet R er en funktion af X og
T. Dette giver en sammenhang mellem den radiale og aksiale hastighedskomposant:
U"‘|R:ﬁ = UZ|R:§2—§+Z—§. (2.58)
Nu integreres inkompressibilitetsligningen (2.53) og impulsligningen (2.52) over tveer-
snitsarealet og undervejs benyttes det opstillede udtryk for hastigheden ved randen, lig-
ning (2.58). Skridtene i integrationen af inkompressibilitetsligningen gennemgas i det fgl-
gende, mens integrationen af impulsligningen fglger pa samme vis og derfor ikke udledes
trin for trin. Integrationen af det forste led i (2.53) folger umiddelbart, mens integratio-
nen af det andet led kompliceres af, at den gvre graense, R, afhaenger af X, hvorved den
partielle differentiation med hensyn til X ikke uden videre kan rykkes udenfor integral-
tegnet. Ved at benytte keedereglen kan man vise, at integrationen udover et led, hvor

differentiation og integration er ombyttet ogsé giver et led indeholdende den partielle
afledte af graensen [Jensen, 1988, s. 133]:

R 9(RU,)  5(RU,)
- o [P _ oR
AN /0 RU.dR~RU, |,y ot = 0. (2.60)

Forudsaetningerne for at bruge den pagaldende satning er, udover at (RU,) skal veere
kontinuert differentiabel, at R er differentiabel, saledes at de partielle afledte eksisterer;
en betingelse, der senere far betydning for modelleringen af sammenpresningen af slangen.
Substitueres U,|,_gx ved brug af (2.58), vil det sidste led i (2.60) ga ud med det forste
led pa hgjresiden af (2.58). Omskrives udtrykket for den aksiale middelhastighed (2.54):
B . (R i3
U — / U, 2r RdR :>/ RU,dR =
0 0

— —2
. U. R, (2.61)
TR

T

1
2
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kan integralet i det midterste led i (2.60) substitueres og med disse udregninger fas
kontinuitetsligningen:

R 6(U R )
T + X = 0, (2.63)
der péa dimensionel form kan skrives ved slangens tvaersnitsareal:
0A  0(Au,)
ot + Cr 0. (2.64)

Udgangspunktet for udledningen af denne udgave af kontinuitetsligningen var inkompres-
sibilitetsligningen i cylinderkoordinater (2.53) udledt fra kontinuitetsligningen (2.11) i tre
dimensioner med antagelse om aksialsymmetri. Resultatet af udledningen er en kontinui-
tetsligning, der kun geelder for en inkompressibel vaeske og som udtaler sig om sendringen
af tveersnitsarealet i stedet for densiteten.

Integrationen af det fgrste og tredje led pa venstresiden af impulsbevarelseslignin-
gen (2.52) giver hver to led, fordi integrationsgraensen afhanger af X og T', mens in-
tegrationen af andet og fjerde led og leddet pé hgjresiden er ligetil. Ved at benytte (2.58)
til substitution af U, |,_x samt at u2 = ¥ a2, fas den approksimative impulsbevarelses-
ligning i z-retningen:

1 — 1 —_oU
56%([] R2)+—i(xIIRU)+ gl _n b U

2 0X X pugxR:  OR

(2.65)

R=R
Ved variabeltransformation til dimensionel form og ved indfgrelse af tveersnitsarealet i
stedet for radius fas:
O(Au,) N (T Aﬂi) Adp - Oug
ot Or p o p or |,

(2.66)

Betragtes det sidste led i ligningen er der pa dette sted behov for at bestemme, hvordan u,
afhaenger af radius pé randen; det vil sige, man ma komme med en antagelse om, hvilken
hastighedsprofil, der indstiller sig i vaesken. Dette kommer an pa, om strgmningen er
stationeer eller pulserende. [Ottesen, 2003] vaelger at indfgre en familie af funktioner, der
ved passende parametervalg kan dakke begge tilfeelde:

uy = 7j:2 (1 _ (;)7) U, (2.67)

hvor v = 2 svarer til den parabolske hastighedsprofil, ligning (2.25), med r¢ = T og
stgrre veerdier af v medfgrer en fladere profil svarende til pulserende strgmning. Faktoren
7+2 er valgt saledes, at der udover at vaere overensstemmelse med hastighedsprofilen for
lammar strgmning ogsa gelder, at midlingen af u, faktisk giver u,. Med sammenhaen-
gen (2.67) mellem hastigheden og den midlede hastighed er det nu muligt at beregne

viskositetsbidraget i ligning (2.66) samt ¥:

7 Ouy, N y+2 1
—27 =—27(y+2 o ¥V=——=14+—0. 2.68
P [ or ] p 0+ & y+1 v+1 (2.68)
Af udtrykket for ¥ ses, at ¥ naermer sig én nar v gar mod uendelig, det vil sige nar has-
tighedsprofilen antages at veere meget flad. Dette passer med ge tidligere bemaerkninger
om ¥, idet en meget flad hastighedsprofil betyder, at U? U2 ~ =U,.
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Til sidst benyttes identiteten”:
_ _9 _ _ __
0 Au, e 0(Au) 4 Oty 0A o (ﬂz 0(Auy) 4 AT 8%)

ot 9z T 9z " e
_ (04 1\ (AT,) o, 1
= m (i1 A 14—
g <6t+<+7+1) oz >+ (6t+<+7+1)
ou, _ ou, 1 (_ 0(Aw) ._ ou,
= A z z T
En + Au 0x+’7+1(u 3 + Au 3 )
ou ou 1 0A ou
= A% 4, T L (29 o, T
8t+ “ 6w+7+1(uw8m+ “ 8:1:)
til at omskrive ligning (2.66):
O, O, u2 A O, 1 9p w Uy
P g, T2 1 (%222 4 9g, L/ Y Nl (e
ot " oy (A@;ﬁ“ 8m>+p6$ ,2r 2, (270)
hvor I' = —17. Tilbage er der kun at betragte leddet med den stedsafledte af det indre

tryk, g—’;. Nar det indre tryk sendres i slangen, vil tveersnitsarealet sendres og sammen-
hangen kan beskrives ved en konstitutiv ligning, der giver det transmurale tryk, p;, som
funktion af tveersnitsarealet:

pe(A) = p(4) — pa, (2.71)

hvor p, er det ydre tryk, der afhaenger af bade sted og tid. I litteraturen findes mange
forskellige repraesentationer af p;(A4), og en bestemmelse af funktionen kraever modelle-
ringsmaessige overvejelser, hvilket er arsagen til, at den ngjagtige beskrivelse er henlagt
til modelleringsafsnittet, afsnit 3. Ved indfgrslen af ligning (2.71) kan den stedsafledte af
det indre tryk skrives som en sum af de afledte af det transmurale tryk og det ydre tryk:

Op _dpy OA  Op,

9~ dA 9z ' bz
Kontinuitetsligningen (2.64) og impulsbevarelsesligningen (2.70) kan nu skrives pa kom-
pakt matrixform, hvor notationen u, = u er benyttet:

9 (AN, u A S (AN 0 (2.73)
8t \ u ldpe 472 (142D J 3z \ u ) \ —1%-F4u) |7

hvor F(A,u) = %27r (v + 2) 4. Dette er et ligningssystem af quasi-linezere hyperbolske
partielle differentialligninger. Quasi deekker over, at koefficientmatricen ((2 x 2)-matricen
pa venstresiden) indeholder u og A, mens lineer henviser til, at koefficientmatricen ikke
indeholder afledte af u eller A. At ligningssystemet er hyperbolsk betyder, at egenveerdi-
erne til koefficientmatricen er reelle.

(2.72)

2.8.1 Omskrivning til bglgeligningen

Et system af linesere hyperbolske fgrsteordens partielle differentialligninger med kon-
stante koefficienter kan omskrives til bglgeligningen:

Pu 5 0%

W_c W Zf(.flﬁ,t), (274)

"Identiteten fglger ved produktdifferentiation og tredje lighedstegn fglger ved brug af kontinuitetslig-
ningen (2.64).
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hvor ¢ angiver hastigheden, hvormed bglgen udbredes, c er positiv, og det inhomogene led,
f(x,t), angiver impulskilder og -dreen i systemet. Tilsvarende gealder for ligningssyste-
met (2.73), hvis ligningerne i systemet lineariseres, saledes at elementerne i koefficientma-
tricen ikke leengere athaenger af u og A, dog vil der forekomme flere led i bglgeligningen,
fordi koefficienterne vil athange af tiden. Betragtes for nemheds skyld den homogene del
af ligningssystemet giver en linearisering, som bestar i en Taylorraekkeudvikling til fgrste
orden omkring (Ag,uo) = (Astart,0), af kontinuitets- og impulsligningen:

0A ou

N + Astart 9z 0 (2.75)
ou 1 6pt 0A
- it 3 - = 2.
at " <paA A) o = (2.76)

hvor Ag.r¢ er lig tvaersnitsarealet til tiden ¢ = 0. Detaljerne i lineariseringen vil blive gen-
nemgaet i afsnit 3.8, efter udledningen af den konstitutive ligning, som giver den afledte
af det transmurale tryk med hensyn til tveersnitsarealet. Differentieres kontinuitetslig-
ningen (2.75) med hensyn til stedet og impulsligningen (2.76) med hensyn til tiden, hvor
det huskes at den afledte af p; med hensyn til A aftheenger af tiden, kan kontinuitetslig-
ningen bruges til at eliminere %—leddet i impulsligningen:

Ou_(10p| ) Ou 10 (0p
a2 \pdA|,, ) 822 " poat | 04

Ved at substituere % ved hjzlp af ligning (2.76) fas en andenordens partiel differential-

) 04 _y, (2.77)
Avars ) 0%

ligning:
-1
0%u 1 9p; R Opy 0 [ Op: du
bl e A e 2= -0 (2
ot2 <p6A A, ) a2 0A|, ot \ 04|, | ot 0. (2.78)

Da p; afthanger af tiden, optraeder der i ovenstiende ligning et ekstra led i forhold til
den homogene del af bglgeligningen (2.74), hvilket dog ikke sendrer pa, at kvadratet pé
2

bglgehastigheden er lig koefficienten foran %:

C = —ar Astart- (279)

Astart

Ligningssystemet, som beskriver strgmningen i slangen, er imidlertid ikke linegert, hvilket
betyder, at bglgehastigheden kommer til at athaenge af lgsningen, det vil sige af u og A.
I afsnit 3.3 bestemmes bglgehastigheden for det quasi-linesere system.

2.9 Konservative former

De numeriske metoder, der i dette projekt benyttes til at undersgge den opstillede mo-
del, er opstillet med udgangspunkt i ligningssystemer pa konservativ form og der er i
litteraturen en vedvarende diskussion om metoderne kan benyttes pa ligningssystemer,
der ikke er pé konservativ form. For at forstd denne diskussion er det ngdvendig med
en introduktion til begrebet. Vendes blikket et gjeblik mod kontinuitetsligningen (2.11)
siger ligningen, at den tidslige s&endring af densiteten er givet ved den stedslige sendring
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af densitetsfluxen i det tilfzelde, hvor der i det betragtede volumen kun sker en sendring
af massen, hvis massen strgmmer over randen. Lad 7 = 7(x,t) veere en vilkarlig teet-
hedsfunktion og f = 7u vare fluxen af 7 over randen for et fast volumen V og lad
g = g(z,t,7) veere en funktion, der beskriver kilder og dreen i V', det vil sige som angiver
raten for dannelsen eller destruktionen af 7 i V. Da kan betingelsen om bevarelse af 7
skrives som:

%+V-f=g. (2.80)
Det engelske ord for ‘bevarelse’ er ‘conservation’, og ovenstaende ligning betegnes ogsé
som en ‘conservation law’. Dette begreb er overfgrt til ligningssystemer, der har samme
form som (2.80), nemlig ligningssystemer af typen:

ow  O0f (wy,ws) _
E + 46.73 — = g(wlan)a (281)

hvor w; og wo er de afhaengige variable, w = (w; w2)t og f og g er vektorer, der afhsenger
af de variable. Ligningssystemer af denne type kaldes ‘conservation law forms’ eller blot
‘conservation forms’, pa dansk betegnet som ‘konservative former’®. Er ligningssystemet
pé ikke-konservativ form skrives det som:

0 0
o9 w1 +AZ w1 _ gl(whw?) , (2.82)
ot \ ws oz \ wo ga(w1,w2)
hvor A er en 2 x 2-matrix, der afthzenger af w. Givet at et ligningssystem kan skrives
pa konservativ form, da vil matricen A i den ikke-konservative form vaere givet ved

Jacobi-matricen for f (ses direkte ved at udfgre differentiationen af f med hensyn til
i (2.81)):

8f1  Ofr
Ow1 Bwa

A= . (2.83)
Bfr  Ofs

3’11}1 (911}2
Der galder desveerre ikke ensbetydende, sa et ligningssystem pa ikke-konservativ form
kan ikke altid skrives pa konservativ form.

I det folgende undersgges det, hvorvidt ligningssystemet (2.73), der er pa ikke-konservativ
form, kan omskrives til konservativ form. I tilfszeldet I' = 0 har ligningssystemet den ikke-
konservative form:

§<U>+(%% u>%<u)_<_%%ﬁ—F(A,u)>’ (2.84)

som kan omskrives til den konservative form:

0 (A 0 uA 0
a<U)+%(%u2+%pt>_<—%%%‘L—F(A,u)>' (2.85)

8Konservative former bruges normalt om homogene ligningssystemer, s& egentlig burde formen (2.81)
betegnes som konservativ form med kildeled [Logan, 1994, s. 16] eller udvidet konservativ form [Baltzer
& Schaffranek, 2003].
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Men hvad med tilfseldet I" # 0?7 Hvis ligningssystemet skal kunne opskrives pa konservativ
form, skal der eksistere en C!-funktion f = f(4,u) = (f1, f2), siledes at koefficientma-
tricen er lig Jacobi-matricen for f:

Ofr 81

" A 0A Ou ( )
2 _ ) 2.86
l%-i-ruj 1+2D)u 8fr 8f2

A du

Da de afledte af f er kontinuerte, er f en C!-funktion og da de blandede afledte eksisterer,
vil de veere lig hinanden [Wade, 2000, s. 317]:

90 _00H  00H_ 9 0h
udA _ 9Adu  ®  BudA  0Adu’
Koefficientmatricen opfylder den fgrste betingelse i (2.87), da % = % = 1. Men den

anden betingelse er ikke opfyldt idet:

(2.87)

0 0fy 0 B
mens
00f _ 0 (Ldp  pu’\ _,pu
BudA _ du <pdA+FA>_2FA7é0’ (2.89)

idet T' # 0. S& umiddelbart kan ligningssystemet ikke opskrives pa konservativ form.
Nogle ligningssystemer lader sig bringe pa konservativ form, hvis der foretages en fornuf-
tig variabeltransformation. Lad derfor (A, u) og (A’,u') vaere henholdsvis de gamle og de
nye variable og lad (61, 6>) veere diffeomorfier, der angiver de nye variable som funktioner

af de gamle:
( ﬁ'l ) - ( Zﬁjﬁ; ) (2.90)

Da det inhomogene led i et ligningssystem ikke er afggrende for om der kan foretages
en omskrivning til konservativ form betragtes kun den homogene del i det fglgende. Det
antages nu, at den homogene del af ligningssystemet (2.73) kan skrives ved hjelp af
en (ikke konstant) koefficientmatrix G, saledes at ligningssystemet i de nye koordinater

bliver:
0 ( 6 Gi1 G2 0 ( 6 0
hdl - = 2.91
6t(02>+(G21 G22>8$(02) (0)’ (9)

hvor det antages, at funktionerne G;; er C1-funktioner. Det skal nu undersgges om G er en
Jacobi-matrix, saledes at ovenstaende ligningssystem (2.91) kan omskrives til konservativ
form. Da transformationen ikke er kendt, kan funktionerne G;; ikke angives eksplicit;
det er dog muligt at karakterisere transformationsfunktionerne nsermere ved at benytte
forbindelsen til det oprindelige ligningssystem (2.73). Fgrst udfgres differentiationen af
61 og 0> med hensyn til ¢ og derefter sammenlignes udtrykket med ligningerne i (2.73),
hvilket giver ekstra band pa 6; og 6. Differentieres 8; og 6> med hensyn til tiden, giver
kaedereglen:

00 B 00, OA 06, Ou
Bt - Aot ou ot (2.92)
00, 00, OA 08y Ou

Bt = 94 ot T ou ot (2.93)
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I gverste ligning i (2.73) forekommer der ikke et led med 2% 5 og ligeledes er der i den
nederste ligning i (2.73) ikke et led med ‘9 . Der ma derfor gelde, at 891 =0o0g %oj =0,
og funktionen 0, er séledes kun en funktlon af A, mens 65 kun er en funk‘mon af u, hvorfor
notationen A’ = 0;(A) og u' = 02(u) benyttes i det fplgende. Udfgres differentiationen af
01 og 6, det vil sige af A’ og ', med hensyn til bade ¢t og = fas af (2.91):

0A' DA 0A' DA ou' Ou
9A ot +Gu 5 94 oz + G2 - o 9z 0 (2.94)
ou' du 0A' A ou' du
6“ 6t G21 614 6 +G22%% = 0. (295)

For en koordinattransformation ma der galde, at %—ﬁ’ # 0 og %—15 # 0, idet der ellers ikke
ville eksistere en invers transformation, som kunne skifte tilbage fra de nye til de gamle
koordinater og ligning (2.94) og (2.95) kan derved divideres igennem med de to afledte,
hvorved ligningerne reduceres til:

0A 0A %’ By

E‘}‘Gll o + G2 2 %‘;‘1’ 9 0 (2.96)

8 8

8“ 5+ G2 aZ - 0 (2.97)
8

Sammenlignes der igen med de to tilsvarende ligninger i den homogene del af (2.73), ses
at G11 = u og Gaz = (1 + 2T) u, mens G2 og G er bestemt ved:

o’ DA
Gngy = A = Gpn=-75954 (2.98)
A du
8A’ 2 ou’ 2
1 dpy u 1 dp; u
Gy 24 = 2%t p% =0u (27— ). 2.
21%_uu pdA+ 2 = Gan %ﬁ, dA+ 2 (2.99)
Den ngdvendige betingelse for at G er en Jacobi-matrix er, at
0G11 _ 0G1» 0Go1 _ 0Ga
du oA % Tow T oA (2.100)

Den anden betingelse i (2.100) betragtes. Goo athaenger ikke af A, hvorved kaedereglen
giver, at

0Ga _ 8Ga DA _  OA
DA~ 0A A~ 9Al

=0. (2.101)

G2 athenger imidlertid af u, si en differentiation med hensyn til u' er forskellig fra
nul. Derved er den ngdvendige betingelse ikke opfyldt og matricen G er siledes ikke en
Jacobi-matrix, hvilket betyder, at det ikke er muligt at opskrive ligningssystemet (2.91)
pa konservativ form, nar (6,62) er en variabeltransformation af A og u. Der eksisterer
saledes ikke en variabeltransformation, der kan bringe ligningssystemet (2.73) pa konser-
vativ form, i tilfseldet I" # 0.
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3 Opstilling af model for kar-systemet

I det fglgende opstilles modellen, som beskriver vaeskestrgmningen i kar-systemet. Til
opstillingen af modellen er der hentet inspiration fra [Rath, 1976], [Ottesen, 2003] og
[Borzi & Propst, 2003]. I diskussionen, afsnit 6, vil jeg komme naermere ind pé forskellene
mellem den opstillede model og modellerne i de naevnte artikler.

En modellering af veeskestrgmningen i den elastiske slange omfatter fgrst en beskrivelse
af, hvordan vaesken strgmmer i slangen og en beskrivelse af, hvordan den elastiske slange
deformeres ved en @endring af det transmurale tryk, den konstitutive ligning. Herefter
modelleres pumpen, som virker ved at sammenpresse et afgreenset stykke af slangen og
afslutningsvis opstilles randbetingelserne for vaeskestrgmningen i slangen, det vil sige en
beskrivelse af, hvordan strgmningen i slangen og aendringen af vaeskehgjden i karrene
spiller sammen.

3.1 Model for vaeskestrgmning i slangen

I det foregdende afsnit blev de midlede Navier-Stokes-ligninger for strgmningen af en
viskgs vaeske i en elastisk slange opstillet. Under approksimationen at I' = 0, kan kon-
tinuitetsligningen og impulsbevarelsesligningen, der beskriver &ndringen af vaeskestrgm-
ningshastigheden u og tvaersnitsarealet A, skrives pa den ikke-konservative form:

o (AN, u AN (AN _ 0 (3.1)
at \ u Lanld oy Jow \w ) \ —3%-F(Auw) )’ '

hvor p; er det transmurale tryk, p, er det ydre tryk og F' er gnidningsmodstanden, der
som naevnt i forrige afsnit kan beskrives ved udtrykket:

F(A,u) = 2(7-1—2)71'% %. (3.2)

1
Y+
T er lille medfgrer, at «y er stor, hvilket svarer til en flad hastighedsprofil. I fgrste omgang

settes T' = 0, fordi dette muligggr, at ligningssystemet (3.1) kan omskrives til konservativ
form; senere undersgges det, hvilken numerisk betydning I'-leddene har for lgsningen.

Konstanten I' og v er forbundne gennem relationen I' = s& en approksimation, hvor

3.2 Den konstitutive ligning

Det transmurale tryk og tvaersnitsarealet kobles sammen via en konstitutiv ligning. I
litteraturen anvendes forskellige konstitutive ligninger i modelleringen af vaeskestrgm-
ning i elastiske slanger samt i beskrivelsen af blodstrgmning i blodkar; der henvises til
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36 Opstilling af model for kar-systemet

[Olufsen, 1998] for en naermere gennemgang af de forskellige konstitutive ligninger. Her
vil jeg omtale to eksempler pa konstitutive ligninger, nemlig den ligning, der benyttes i
den narvaerende modellering af kar-systemet, og som ogsé benyttes i [Ottesen, 2003] og
[Olufsen, 1998], samt den konstitutive ligning, der anvendes i [Rath, 1976] og [Borzi &
Propst, 2003].

Udledningen af den konstitutive ligning bygger pé, at deformationen i slangen kun giver
anledning til et tangentielt stress i slangeveaeggen. I afsnit 2.1 blev de tangentielle elastiske
kreefter som funktion af en sendring af radius udledt for deformationen af en gummiskive,
det vil sige for et stykke af gummislangen med leengden Az:
Fy Ar E 471 —rpy
SAT  Trest 1— 02 3 Trest

E, (3.3)

hvor r,..s; angiver hvileradius af slangen. P4 figur 3.1 ses slangen samt et tveersnit af
gummiskiven.

Figur 3.1 Til venstre ses slangen og placeringen af stykket Az og arealet Ay, som
den radiale kraft, F,, virker pa. Til hgjre ses tvaersnittet af slangen med placeringen
af den tangentiale kraft.

Den radiale kraft pa slangeveeggen F,. forarsaget af det transmurale tryk p;, er for et lille
buestykke, d¢, givet ved:

dF, = pt Ay = pr Axr de, (3.4)

hvor r er den variable afstand fra centrum ud til centerlinien i veeggen. Det betyder, at
vaeegtykkelsen, s, antages at vaere lille i forhold til radius. Den radiale kraft giver anledning
til en kraft i lodret retning, Fy.:

dF, = dF, sin ¢, (3.5)

hvilket ved integration over halvcirklen fra ¢ = 0 til ¢ = 7 giver kraften som den gvre
halvcirkel pavirker den nedre halvcirkel med. Da de to halvcirkler har to bergringspunkter
deles med to og den tangentiale kraft i vaeggen som fglge af en trykforskel bliver derfor:

1

Fy = 3 /0 per Az sin ¢pdp = pyr Ax. (3.6)

Substitueres kraften med udtryk (3.3) fis sammenhangen mellem det transmurale tryk
og radius og derved tvaersnitsarealet af slangen:
4r—rpest SE

pe(r) =
r Trest

3
8 sk Arest
nd) = 35— (1— - ) (3.7)
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hvor Dy¢st 0g Arest er henholdsvis hvilediameter og -tvaersnitsareal af slangen. I [Rath,
1976] antages det, at Poisson-forholdet er nul og at radius r i ligning (3.4) kan approksi-
meres med hvileradius r,.s. Dette giver en anden konstitutiv ligning:

2sFE A

Denne konstitutive ligning benytter Borzi & Propst [2003] ogsa. P4 figur 3.2 ses graferne
for de to konstitutive ligninger. I ligningen benyttet i [Rath, 1976], ligning (3.8), vil det
transmurale tryk have en endelig veerdi, nar tveersnitsarealet bliver nul, mens trykket i
ligning (3.7) divergerer, nar tvaersnitsarealet bliver nul. For veerdier af Aist

normeret transmuralt tryk, p[/p0

— [Rath, 1976]

[ - - - [Ottesen, 2003]
0 0.5 1 1.5 2 25 3
normeret areal, A/A

rest

Figur 3.2 Plot af de konstitutive ligninger, der anvendes i [Ottesen, 2003] og
[Rath, 1976], henholdsvis ligning (3.7) og (3.8).

to er der rimelig overensstemmelse mellem de to ligninger, men for veerdier af ~— under
én, hvilket svarer til, at tveersnitsarealet er reduceret i forhold til hv11etvaersn1tsarealet
gges forskellen betydeligt.

Der er flere ting ved ligning (3.8), der taler imod at anvende denne konstitutive ligning
til beskrivelsen af sammenhaengen mellem det indre tryk og tveersnitsarealet. I opstillin-
gen benyttes den ubegrundede antagelse, at Poisson-forholdet er nul, og der foretages
en approksimation ved bestemmelsen af det tangentiale stress. Derudover er der ikke
overensstemmelse, hvis ligningen sammenlignes med eksperimentelle data. I [Fung, 1990,
s. 187] preaesenteres eksperimentelle data, der angiver tvaersnitsarealet af en tyndvaegget
latex slange ved forskellige veerdier af det transmurale tryk. Nar det transmurale tryk er
nul, vil tveersnitsarealet veere cirkulsert, men som det transmurale tryk falder, fladtrykkes
slangen og den cirkulaere form mistes. Ved en bestemt veerdi af trykket rgrer slangens
modsatte sider hinanden, men tvaersnitsarealet er i dette tilfselde ikke nul. Ved yderligere
fald i det transmurale tryk, bliver slangen mere og mere fladtrykt, men et tvaersnitsareal
pa nul kraever, at det ydre tryk er meget stgrre end det indre; et argument for, at grafen
for py(A) faktisk vil divergere for p, — —oo, hvorved ligning (3.7) synes at give den
bedste beskrivelse.
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Af de ovennavnte grunde benyttes ligning (3.7) i modellen for kar-systemet. Ligningen
for p;(A) fuldender ligningssystemet og differentieres p;(A) med hensyn til A fas:

@ — ﬁ sE Arest

dA 3 Dyes A3
Ligning (3.9) bruges nu til at eliminere den afledte af det transmurale tryk i impulsbe-
varelsesligningen i ligningssystemet (3.1):

L)y 8- (o taan ) o0
9t \ u SR w Joe\w )T\ p - FAw )

Ligningssystemet kan forenkles en smule ved at indfgre bglgehastigheden.

(3.9)

3.3 Boglgehastigheden

P4 samme méade som lyden har en udbredelseshastighed i luft, si forekommer der ogsa
en udbredelseshastighed af trykbglger i vaesken i slangen. Hastigheden af trykbglgerne
vil veere meget stgrre end hastigheden af de enkelte vaeskepartikler, pd samme made som
de enkelte molekyler i luften ikke bevaeger sig med en hastighed pa 340 /s, selvom lyden
udbredes med denne hastighed. Nar ligningssystemet (3.10) pa grund af ikke-lineariteten
ikke kan omskrives til bglgeligningen, hvorfra hastigheden ville kunne aflaeses direkte,
kan bglgehastigheden findes ved at bestemme egenvardierne til koefficientmatricen, og
da ligningssystemet er quasi-linesert vil egenveerdierne blive en funktion af bade A og w.
Egenveerdierne ¢4 bliver:

U — C4 A
A ume | T 0T
(U_Ci)2_3;1;ist AZ“ = 0 =
cx = u+t [é sE 4 Arest
3pDrest A
= uxa, (3.11)

hvor a er bglgehastigheden i en elastisk slange med elasticiteten E, hvilediameteren og
hviletveersnitsarealet Dycs; 08 Apest, Og tveersnitsarealet A, nar veaesken er i hvile (det vil
sige u = 0). For A = A4, det vil sige nar det indre og ydre tryk er ens, fas

4sE
e 12
it =0 = [ 55 (3.12)

hvorved bglgehastigheden og tvaersnitsarealet kan skrives som:

4 AT@S 4
a=ag 1 L o A=Ay (%0) . (3.13)

Fra afsnit 2.9 vides det, at ligningssystemet (3.10) kan opskrives pa konservativ form og
med indfgrslen af ag fas séledes:

Ay
0 (A 0 0
a(“)_}_% %u2+2a3 (1— AT;“) _<—l%—F(A,u)>' (3.14)

p Oz
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3.4 Pumpefunktionen

I praksis virker pumpen ved at en finger eller en klods presser slangen sammen mellem z 4
og z g, hvilket medfgrer en deformation af slangen, som ikke er mulig at modellere under
den aksialsymmetriske antagelse, se figur 3.3a. Den situation, der er mulig at modellere,
vil svare til at slangen sammenklemmes aksialsymmetrisk, siledes at tvaersnitsarealet
forbliver cirkuleert, se figur 3.3b.

kar slange kar kar i | l) 1 Islange kar
et~

a) b)

Figur 3.3 a) Slangen sammenpresses aksialt asymmetrisk mellem z4 og zB. b)
Slangen sammenpresses symmetrisk mellem z4 og z 5.

Den stedslige sendring af slangens radius kan beskrives ved en parabel i z, mens den tids-
lige sendring af radius kan beskrives ved en sinusfunktion eller rettere sagt den positive
del af en sinusfunktion. Medtages den negative del af sinusfunktionen svarer det til, at
slangen udvides ved en udefrakommende kraft (i modsaetning til hvis vaesken i slangen
udvidede slangen, hvilket der naturligvis ikke ses bort fra). Disse overvejelser kan over-
fores til det ydre tryk; nar slangen presses sammen og radius mindskes pé et stykke af
slangen svarer det til, at det ydre tryk stiger i det pageeldende omréde.

Funktionen, der beskriver den stedslige @ndring af radius, skal mindst veere differenti-
abel. Denne betingelse har to begrundelser; den ene er, at slangevaeggen fysisk set vil
vaere glat, selv hvis man brugte en rektanguleer klods til at trykke den sammen med,
og det betyder at den funktion, der beskriver @ndringen af radius med hensyn til z,
derfor skal veere differentiabel. Den anden begrundelse er, at det i opstillingen af den
én-dimensionelle approksimation af Navier-Stokes-ligningerne i afsnit 2.8 blev antaget,
at R var differentiabel med hensyn til X (antagelsen blev brugt i ligning (2.60)).

Lad 0 < z4 < zB < ly, € [0,1p] og m € N. Funktionen f,, defineret ved
(z=24)™ (z5—2)™
F(z) =4 Glea—ca)®™ for 2 € [z4, 2] (3.15)
0 ellers

er en (C™~')-funktion, hvor f,,(5 (za + xB)) = 1. Swttes m = 2 fas en C'-funktion,
hvilket sikrer, at funktionen fs er differentiabel og betingelsen om differentiabilitet er
saledes opfyldst.

Da pumpen kun virker pa et afgraenset stykke af slangen og fordi den negative del af
sinusfunktionen ikke medtages bliver pumpefunktionen en gaffelfunktion, i bade sted og
tid:

(3.16)

2 2
)= (1+n% sin(27r1/t)) for z € [z4,25],t € {t|sin(27vt) > 0}
© po ellers
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hvor po (1 4+ 1) er det maksimale ydre tryk, der patrykkes slangen og v er frekvensen. I
impulsbevarelsesligningen indgar den stedsafledte af pumpefunktionen og differentieres
p, med hensyn til x fas:

Opa _ { pon Ha=ra)(@p=2) (C204aatas) gin(9ryt)  for x € (w4, 25],t € {t|sin2Tvt) > 0}(3 17)

(3 (eB—=za))*
ox 0 ellers.

3.5 Begyndelsesbetingelserne

Til tiden t = 0 er systemet i ligeveegt, det vil sige, at veeskehgjden i de to kar er ens og
givet ved hr(t = 0) = hr(t = 0) = ho. Hvis hg er stgrre end diameteren af slangen, vil
vaesken i karrene give anledning til et overtryk i slangen. Da trykket i slangen til ¢ = 0
saledes er stgrre end det ydre tryk medfgrer det, at slangen er udvidet inden pumpningen
begynder. Trykket i slangen og derved tvaersnitsarealet af slangen er bestemt ud fra det
hydrostatiske tryk:

Ao\ 2
pi(E,0) =pghy &  A(,0) = Apest (1 - g_ag) : (3.18)
0
hvor A er beregnet fra udtryk (3.7) med indsattelse af udtrykket for ag, (3.12). Tveersnits-
arealet af slangen til tiden ¢ = 0 betegnes Ag;q,:- Begyndelsesbetingelserne for systemet
er:

uw(z,0) = 0 (3.19)

B\ ~2
A(z,0) = Astart = Arest (1 - g—ag> . (3.20)
0

3.6 Randbetingelserne

Randbetingelserne skal beskrive, hvordan hastigheden og tveersnitsarealet zendres pa ran-
den, det vil sige ved enderne af slangen. I den virkelige verden er tveersnitsarealet konstant
pa randen, fordi slangen er fastgjort til karrene. Men i modellen vil der opsté problemer,
hvis arealet holdes konstant p& randen. Dette skyldes, at slangen beskrives som en ring-
model uden aksialt stress, hvilket betyder at en fastggrelse af tvaersnitsarealet i den fgrste
og sidste ring ikke vil pavirke de tilstgdende ringe og derfor vil kunne resultere i meget
store gradienter mellem de to sidste ringe i hver ende af slangen.

I stedet modelleres den noget uvirkelige situation, hvor tveersnitsarealet er variabelt
p4 randen. Dette giver dog alligevel anledning til problemer undervejs i opstillingen
af randbetingelserne, men mere om det senere. Randbetingelserne fastsaetter, hvordan
vaskestrgmningshastigheden @ndres pa randen og resultatet bliver to koblede differen-
tialligninger for hver rand, der beskriver hvordan hastigheden og vaeskehgjden i kar-
rene @ndres. I det fglgende opstilles de to koblede differentialligninger for venstre rand;
randbetingelserne for hgjre rand fas pa samme vis og angives derfor efterfglgende uden
mellemregninger.

P3 figur 3.4 er systemet afbildet med de i teksten anvendte betegnelser. Veeskestrgm-
ningen er positiv, nar vaesken lgber fra venstre til hgjre kar. Indeks h; og h, angiver
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hgjdevariablene. Nar der anvendes store bogstaver som fodindeks, eksempelvis hy, er der
tale om faktiske stgrrelser, her hgjden af vaesken i venstre kar. Indeksene Ly, Ry, Lo og
Ry anvendes ogsa som indeks pa u og A til at angive hastigheden og tveersnitsarealet ved
henholdsvis venstre og hgjre rand og ved vaeskeoverfladen i karrene.

R L
Ah
:|L _____ lpo e
hr ydre tryk, pa hr
”Hlttitlii
1 Ly Th’l hTT Ry
|$_> pumpeomradet

Figur 3.4 Figur af systemet med anvendte betegnelser.

I beskrivelsen af strgmningen i karrene skal impulsbevarelsesligningen pé banen igen, men
nu skal der ogsa tages hgjde for tyngdekraften, der virker som en ydre kraft pa veesken.
Ved brug af vektoranalytiske sammenhange! kan impulsbevarelsesligningen (2.16) skrives
som [Panton, 1996, s. 317-319]:

Ou 1_ , 1 _ K
at+2V“ —u-(qu)-&-pr-i—V(gh)- pVx(qu), (3.21)

hvor gravitationsleddet er skrevet som gradienten af potentialet, hvilket er muligt, da
tyngdefeltet er konservativt. Hvis hastighedsfeltet er rotationsfrit, hvilket kun gaelder for
en ikke-viskgs vaeske, kan hastigheden skrives som gradienten af hastighedspotentialet, ¢
[Panton, 1996, s. 318]:

ov 0 0¢
_ o _9 —v (% 22
u=vs > Z-Lwo-v(%). (322)
og da andet led pé venstresiden og leddet pa hgjresiden er nul for et rotationsfrit hastig-
hedsfelt, kan ligning (3.21) reduceres til:

o9 1 , 1
i - = (. 2
V<6t+2u +pp—|—gh> 0 (3.23)

Denne ligning kaldes for den instationszere Bernoulliligning, der for en stationser strgm-
ning, hvor %‘f = 0, reduceres til den oftere anvendte Bernoulliligning for en stationaer
strgmning. For den venstre rand fas, ved at integrere ligningen fra Lg til L;, sammenhaen-

!Der gezlder fglgende sammenhzang for det konvektive led (u - V)u = %Vu2 —u - (V xu), og for
inkompressible vasker, hvor V - u = 0, gzlder, at V2u = —V x (V x u).
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gen mellem hastigheden af vaeskeoverfladen og hastigheden ved venstre rand af slangen:

99 L o Py 9¢ 1 5 pL
e = 2 h = L = — h =
ot Ll+2UL1 + +ghr, ot L0+2uL0 + P +9hL,

1 5 pL 091" 1 pr

i L D - Flo h

5 UL + P ot L1+2UL0 + +ght

he gy 1 .
= - — dhy+ Zug,® + PLo +ghr, (3.24)

hvor fgrste lighedstegn fglger af, at hr, = 0 og hr, = hr og sidste lighedstegn fglger af,
at —%‘f er stamfunktion til %—’j(hl). Integralet approksimeres med

Bu 6uL0

h hy 0 o} h L
% ~ —/LL“+B_¥'L°dhz=—/L73tl+ 2L dn,
o Ot 0 2 0 2

hvor approksimationen fglger af, at den tidsafledte af u skrives som gennemsnittet af
den tidsafledte ved overfladen og den tidsafledte ved slangens rand. Den tidsafledte af
hastigheden ved overfladen kan omskrives til den tidsafledte ved randen, hvis kontinui-
tetsligningen

Agar UL, = AL1 UL, (325)

benyttes. Og s& opstar problemerne, som blev naevnt i starten af dette afsnit. Tveersnits-
arealet pé& randen, Ay, er ikke konstant men en funktion af tiden, hvilket medfgrer, at
den tidsafledte af tveersnitsarealet pa randen indfgres i bestemmelsen af den tidsafledte
af hastigheden pa randen. Dette vil komplicere ligningerne utroligt meget, hvilket er ar-
sagen til, at jeg i dette skridt, som det ogsa er gjort i [Rath, 1976] og [Borzi & Propst,
2003]?, saetter tveersnitsarealet lig tveersnitsarealet til tiden ¢ = 0. Differentiationen giver
derfor:

6UL0 Astart 6UL1
6t Ak(”. 6t (3 6)

Da den tidsafledte af hastigheden ved randen ikke afthanger af hgjden kan den sattes
udenfor integraltegnet:

hr 1 hr A
- 6—“dh, ~ ——/ (1+ L1>6“L1 dhy
0

o Ot 2 Apar ) 0Ot
_ 18uL1 AL1
= 5% (1+A;W> hr. (3.27)

Det tryk, pr,, som indgér pa venstre side i randbetingelsen (3.24) er det indre tryk. Ved
at bruge sammenhangen mellem tvaersnitsarealet og trykket, givet ved den konstitutive
ligning (3.7), kan det indre tryk elimineres:

A
pr, = 2pa} (1 - AreSt> + Da, (3.28)
L1

hvor p, er verdien af pumpefunktionen pa randen, og her gelder p, = pr, = po.

21 bade [Rath, 1976] og [Borzi & Propst, 2003] antages det dog, at Astart = Apest, men det zendrer
ikke ved, at de pa dette sted i opstillingen af modellen antager, at tvaersnitsarealet er konstant.
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Nar vaesken strgmmer ind i og ud af karret vil der forekomme energitab, fordi der ved
strgmning ind i slangen sker en forsnaevring af tveersnitsarealet, mens der ved strgmning
ind i karret sker en udvidelse og begge situationer bremser vaesken. De to tilfaelde modelle-
res samtidig ved at antage, at energitabet er proportionalt med kvadratet pa hastigheden.
Proportionalitetskonstanten betegnes £, og leddet 1 (ug,)? i ligning (3.24) skal saledes
erstattes af 1 (1 + £) (u,)?. Denne beskrivelse af tabet er ikke helt i overensstemmelse
med virkeligheden, fordi proportionalitetskonstanten atheenger af om der er tale om ind-

1 og for udstrgmning er den 1)

eller udstrgmning af slangen (for indstrgmning er den 3

[Rouse, 1978, s. 265], hvilket der ikke tages hgjde for.

Med indfgrslen af den konstitutive ligning samt tabsleddet, og ved brug af kontinuitets-
ligningen?, ligning (3.25), til at eliminere ur, fra ligning (3.24), og ved gentagelse af
hele udledningen for den hgjre rand, fas de endelige randbetingelser ved isolering af den
tidsafledte af u ved randen (indeks L, erstattes nu af L):

2
() v e -aslo- ) o

6UL 1

o (I‘F%)hL

kar

8uR -1

ot Agtars
(1 + A ) hgr

2
<(jjr> - (1+§)> ugr® —4a} (1 - Aj—j) +29hR‘|(3-30)

I begge randbetingelser for vaeskestrgmningshastigheden indgar hgjden af veesken i de to
kar. Sa det er ngdvendigt med endnu to ligninger, der beskriver, hvordan vaeskehgjden
2ndres som funktion af tiden. Andringen af vaeskehgjden er lig den vertikale hastighed
af veeskeoverfladen, det vil sige ur,, for det venstre kar:

dhr,

= ~uLo(®). (3.31)

Fortegnet skyldes den anvendte fortegnskonvention, hvor hastigheden u er positiv, nar
vaesken lgber ud af venstre kar, mens @&ndringen af hy i dette tilfzelde er negativ. Be-
nyttes kontinuitetsligningen, (3.25), kan hastigheden af vaskeoverfladen omskrives til
hastigheden ved randen:

dhp, Ar, Ap
— = - =— . .32
dt Akar Ul Akar ur (3 3 )
Tilsvarende fas randbetingelsen
dhg Ag
—_— = 3.33
@ - A Un (3.33)

for hgjre kar. Randbetingelserne for hver rand bestéar saledes af to koblede ikke-linezere
differentialligninger, der bestemt ikke ggr det nemmere at lgse modellen analytisk.

3Her er der ingen problemer i at antage, at tveersnitsarealet er variabelt.
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3.7 Dimensionslgs form

I det folgende opstilles ligningerne, der udggr modellen for kar-systemet, pa dimensions-
lgs form. Pa nuvarende tidspunkt er de benyttede enheder meter og sekund, men disse
enheder er ikke ngdvendigvis karakteristiske for systemet. Med indfgrelsen af enheder i
form af karakteristiske stgrrelser for systemet, opnés en mere generel model. Derudover
opnar man ogsd — forudsat at man valger de rigtige karakteristiske stgrrelser — at de
variable i modellen, i dette tilfzelde tveersnitsarealet og vaeskestrgmningshastigheden, bli-
ver i samme stgrrelsesorden. Benyttes finite difference metoder til at lgse modellen med,
betyder det, at de differenser, som skal beregnes for at fremskrive modellen, er differenser
mellem tal i samme stgrrelsesorden, hvilket burde medfgre stgrre numerisk praecision i
beregningerne.

Da de variable er tvaersnitsarealet og hastigheden, vaelges hvileradius af slangen, ry, som
karakteristisk leengde, mens en gennemsnitlig vaeskestrgmningshastighed, ug, veelges som
karakteristisk hastighed. Den karakteristiske hastighed kendes ikke pa forhand, men skal
bestemmes ud fra eksperimenter, eller ved at ansla en veerdi, 1gse modellen og herefter
korrigere vaerdien i forhold til lgsningen. Ud fra de to karakteristiske stgrrelser kan en
karakteristisk tid bestemmes.

De dimensionslgse variable betegnes med en tilde; eksempelvis angiver « den dimensions-
lgse hastighed. De ngdvendige dimensionslgse variable er:

~ u ~
=2, §=% g="Y A=

. 3.34
To To Ug ( )

SIS

Ydermere indfgres en kort skriveméde for de dimensionslgse former af trykket (geeldende
bade for p, p, 0og po), frekvensen, hgjden (ho, hr og hr) og de konstante tvaersnitsarealer:

~ p ~ To 7 n % A’lkar 5 Astart
= = v=—v, h=— A = A = . 3.35
p pu(Q) ) uo ) o ) kar 7'(2] ) start T‘(Q) ( )

Med indfgrslen af de dimensionslgse variable ser ligningssystemet séledes ud pé konser-
vativ form:

i A
o[ A 0 0
gila ) Taz | La : i = 5 2(yi2rg | (3:36
8t(u> 0T %u2+23_% (1_ Arjst) (_%_271%:2 %> ( )
hvor den stedsafledte af pumpefunktionen, p,, i dimensionslgse variable er givet ved:
Opa _ . 2(&—&a)(Ep —F)(-28+ (Fa+E8) . . -
— =D - — sin(2w vt 3.37
0% 07 (2 (&5 — #a))* ( ) (3.37)

for & € [$4,%p) og t € {t| sin(27 ) > 0}, ellers er den stedsafledte af p, nul. I det in-
homogene led i det dimensionslgse ligningssystem (3.36) er Reynolds tallet indfgrt. Dette
blev defineret i afsnit 2.2, ligning (2.6). P4 ikke-konservativ form fis ligningssystemet:

o (AN, i AN o (AN _ 0 (3.38)
AW G fhee a Joz \a )\ - -gArL )t

Bglgehastigheden, a, er pa dimensionslgs form givet ved:

G =90 3 Arest (3.39)
Uo A
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Udover Reynolds tal, indfgres endnu en dimensionslgs stgrrelse, Froude tallet, F'r. I af-
snit 2.4 blev der givet en fysisk fortolkning af Reynolds tal, som forholdet mellem de
inertielle og viskgse kraefter, og pa samme méade kan Froude tallet tilleegges en fysisk for-
tolkning, nemlig som forholdet mellem de inertielle og gravitationelle krzefter i systemet?:

Fr = u—%.

gro

Froude tallet indfgres i begyndelsesbetingelserne for tvaersnitsarealet, hvor tyngdeaccele-
rationen indgar pa grund af det hydrostatiske tryk, der er i slangen:

(3.40)

Lo\ =2
gho\ > . < ud  ho
A(2,0) = Ayog (1 210 o A#,0) = Avew [ 1 Do) (341)

T 242 "~ 2a Fr
og samlet er begyndelsesbetingelserne pa dimensionslgs form:

i(z,0) = 0 (3.42)
~ -2
2
1700 = A _ 4o ho
A#,0) = Apen (1 20 FT) . (3.43)

Randbetingelserne for vaeskestrgmningshastigheden pa dimensionslgs form:

~ e 2 e 7
Ot _ I Ar (1+8 ) a3 —a2{1- Arest | | 20t (3.44)
at (1 + %) hr, kar Ug Ap Fr
kar
~ _ 1 2 e 7
ir _ -1 AR _(14¢)) a2 -4 %= Arest | | 208 |5 45
ot (1 + %) hr | \ Akar U AR Fr
kar

Ligningerne for vaeskehgjden i karrene sendrer ikke form ved skiftet til dimensionslgse
variable:

dhy, Ar

L _ _ AL g 3.46
@i At (346)
dhe _ Ar g (3.47)
dt Akar

De ovenfor anfgrte ligninger udggr modellen, som beskriver veeskestrgmningen i slangen,
pumpen virkende pa slangen og den resulterende forskel mellem vaeskehgjden i karrene. I
resten af rapporten udelades tilden over dimensionslgse variable, men det burde fremgé
af sammenhangen hvornadr der tales om henholdsvis dimensionelle og dimensionslgse
variable.

3.8 Linearisering af ligningssystemet og randbetingel-
serne

En hyppigt anvendt made at forenkle en ikke-linezer model pé, er at linearisere lignin-
gerne, hvilket i nogle tilfzelde kan muligggre en analytisk lgsning. Lineariseringen bestar

4Der er to mader at angive Froude tallet pa; enten som i ligning (3.40) eller som Fr = %.
[Weisstein, 2004]
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i at reekkeudvikle de afthengige variable til fgrste orden omkring en kendt lgsning. Den
kendte lgsning saettes til at vaere defineret ved begyndelsesbetingelserne, hvor vaesken er
i hvile, det vil sige u = 0, og tveersnitsarealet har veerdien A = Agyq¢. En hurtig méde
at foretage lineariseringen pa er at indsaette fgrsteordens rakkeudviklingerne af u og A,
nemlig u = 0+ v’ og A = Agpare + A, 1 ligningerne og herefter reducere ligningerne til
fgrste orden. Indsattes dette i masse- og impulsbevarelsesligningerne pa ikke-konservativ,
dimensionslgs form fas fra (3.38):

a(Astart + A’) + 1] a(Astart + AI) (9’LL

5t u o + (Astart + A" 9 = 0 (3.48)
6_” + a_% Arest 6(Astart + AI) + UI 6_ul —
ot (Astart + A3 or or
Opa 2(v+2)w u
_ - . (3.49
5.’5 R€ (Astart —|— Al) ( )
Det midterste led pa venstresiden af ligning (3.49) rackkeudviklet til fgrste orden giver:
a_(Z) Arest 6(Astart + AI) _ a() Arest (1 AI )% aAI
U% (Astart + A')3 oz Agtart Astart ox
Y (13 4y o
U(Z) Agtart 2 Astart Ox
2 6A/
~ “—g Arest (3.50)
uO start 6.(13'

Medtages kun fgrsteordens leddene i (3.48) og (3.49) fas de lineariserede masse- og im-
pulsbevarelsesligninger:

0A' ou'

-+ Astart 7~ = 51
ot + Astart o7 0 (3.51)
ou' ab Apest OA Ope 2(y+2)m
= — — .52
Bt w2\ A3, or bz Re  Avar’ (3:52)

hvor razkkeudviklingen af det viskgse led er fremkommet ved tilsvarende approksimatio-
ner, som det andet led i impulsligningen (3.50). De to ligninger kan samles i ét lignings-
system pé konservativ form:

o ( Al ) 0 Asta’r‘t o' 0
— + R a2 A oar = " 2 2) 7 o . (353)
ot \ u ox ( j% e A _%Lx - (71?;) Aqtars

start

I randbetingelserne (3.44) og (3.45) indsattes udover raekkeudviklingerne af tveersnits-
arealet og hastigheden ogsa rackkeudviklingen af hgjden, siledes at hr, = ho + h}, og
hr = ho + h'y. For venstre og hgjre randbetingelse, der giver den tidsafledte af hastighe-
den, bliver den lineariserede udgave séaledes:

ouly —4 a3 Apest Al h Apest 2hh
= = B0y fZrest (g 1— ) 2rest ) - 3.54
ot (]_ + Start) ho ué Astart Astart hO Astart Fr ( )
6UIR 4 a% Arest AIR hl Arest 2 hIR
- 90 1y [ Lrest (1 1) 2rest ) :
ot (]_ + Sia”) ho u% Astart Astart hO Astart Fr (3 55)
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Lineariseringen af randbetingelserne for veeskehgjden i karrene (3.46) og (3.47) bliver:
thL Astart !

dt = — m uy, (356)
dth _ Astart 1

3.9 Den primare model — en oversigt

I de foregéende afsnit har jeg opstillet en model for veeskestrgmningen i kar-systemet,
hvilket indebaerer en beskrivelse af strgmningen i den elastiske slange, en beskrivelse af
pumpen, begyndelsesbetingelser og endelig randbetingelser, hvori beskrivelsen af karrene
er indeholdt. Resten af rapporten gar ud pa at undersgge modellen numerisk. For at fa
et overblik over de ligninger, der udggr modellen, er de i det fglgende opstillet samlet pa
dimensionslgs form. Jeg har som udgangspunkt valgt en simpel udgave af pumpefunktio-
nen, hvor funktionen kun er en gaffelfunktion i stedsvariablen og ikke i tiden. Den anden
beskrivelse vil blive undersggt separat.

Vaeskestrgmningen i den elstiske slange

( ) [ /A = ( ) (3 58)
1 2 rest 9pa 2(y+2)w o . .
ot u ox ) ’1,1/2 +2 8 (]_ ) _9Pa __ _LEL

Pumpen
Do (1_}_17@71“)2& sin(27r1/t)) for z € [z4,zB]
Pa(z,t) = (5 (zp—z4))* ’ (3.59)
po ellers
Begyndelsesbetingelser
u(z,0) = 0 (3.60)
'LL2 ho -2

A(.’L‘,O) = Arest (1 -0 m%) . (361)
Randbetingelser

Randbetingelser for vaeskestrgmningshastigheden:

8uL 1 AL 9 a% Arest QhL

- = -1 —4—= 11— — [(3.62
ot (1‘*‘%)}% (Akar ( +§)> YL ud Ar * Fr (362)
6uR -1

AR 2 a% Arest 2hR
(A;m —(1+§)> uR—4ug L=y | + 5, (3:63)

og for veeskehgjderne i karrene:

0t (1+ 4ptemt)hp

dhy, Ap
X = _ .64
dat Akar ur, (3 6 )
dhr  Ag
@ = AU (3.65)

I det folgende afsnit praesenteres de numeriske metoder med udgangspunkt i ovenstaende
model, som jeg henviser til som den primere model.
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4 Numeriske metoder

I dette afsnit introduceres de tre numeriske metoder, som jeg har brugt til undersgge
modellen med. Til lgsningen af ligningssystemet pa det indre af stedsdomanet bruges
henholdsvis Richtmyers to-trins Lax-Wendroff-algoritme og MacCormack-algoritmen. Til
bestemmelse af randvaerdierne bruges karakteristikmetoden. Alle metoderne er finite dif-
ference metoder, hvor integrationen udfgres ved at approksimere differentialkvotienter
med differenskvotienter.

Dette afsnit begynder med en kort introduktion til finite difference metoder. Herefter
folger en praesentation af de to algoritmer. Begge algoritmer praesenteres fgrst for lig-
ningssystemer pa konservativ form, mens MacCormack-algoritmen ogsa praesenteres for
ikke-konservative former, da det er den algoritme, der i denne rapport bruges til at lgse
ligningerne med i det tilfaelde, hvor de ikke kan opskrives pa konservativ form. Stabili-
tetsbetingelserne, som er ens for de to algoritmer, omtales kort.

Derefter introduceres karakteristikmetoden med udgangspunkt i ligningssystemet i den
primere model og prasentationen af denne metode er derfor mere specifik end praesenta-
tionen af de to andre metoder. Herefter opstilles de diskretiserede ligninger for de indre
punkter og differensligningerne for vaeskestrgmningshastigheden pa randen og vaeskehgj-
den i karrene. Afslutningsvis benyttes karakteristikmetoden til at fremskrive vaerdien for
tveersnitsarealet pa randen.

Undervejs i dette afsnit bruges den primaere model beskrevet pa forrige side som eksempel.
De prasenterede numeriske metoder anvendes senere pa modeller, hvor der er foretaget
@ndringer i forhold til den primaere model, blandt andet hvor tilfszeldet T’ # 0 undersgges.

4.1 Princippet i finite difference metoder

I finite difference metoder lgses differentialligninger pa et gitter i (z,t)-planen ved at
approksimere differentialkvotienter med differenskvotienter, som herefter ‘integreres’ ved
isolering af den ubekendte. @Dnskes den lineaere forsteordens differentialligning:

ou Ou
a + % = g(:c,t) (4.1)

lgst pa domenet x € [0,1] og t € [0,T], inddeles stedsdomaenet i J intervaller af leengden
Az og tidsdomaenet diskretiseres i intervaller af laengden At. Lgsningsveerdien i det (4, n+
1)’te gitterpunkt, hvilket i steds- og tidskoordinater svarer til punktet (j-Azx, (n+1)-At),
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bliver ved en simpel centreret® algoritme, se illustrationen pa figur 4.1:

ntl _  n no _,n
Yj uj i Yir1 "% _ RN
At 2 Az J
n+1l __ n At n n At g® 4.2
Uj = Ujq — m(uj-u —uj_y) + Atgj. (4.2)
| | | | |
| | | | |
n+1 . - -
T Vad A N
Vs AN V' AN
At // N e \\
Ve N 7 N

1 j—1 j j+1 J+1

Figur 4.1 Inddeling af domzenet med stedet pa den vandrette akse og tiden pa
den lodrette. Venstre rand ligger i j =1 og hgjre rand i j = J + 1. Den centrerede
algoritme bruger veerdierne i de to nabopunkter til punktet (j,n) til at beregne
den nye veerdi i punktet (j,n + 1). Bemaerk at fremskrivningen i punktet j ikke
atheenger af veerdien i punktet j til det foregdende tidsskridt.

MacCormack og Lax-Wendroff algoritmerne fungerer i princippet pa samme made, men
hvor den simple centrerede algoritme bestar af ét trin forlgber de to andre algoritmer
over to trin, dog pé& hver deres méde. Den ovenstaende opdeling af domaenet benyttes i
den videre gennemgang.

4.2 MacCormack-algoritmen

MacCormack-algortimen er i originalartiklen anvendt pa de ikke-viskgse Navier-Stokes-
ligninger i to dimensioner, som udover kontinuitets- og impulsbevarelsesligningen ogsa
indeholder en energibevarelsesligning [MacCormack, 1969]. I det fglgende praesenteres
algoritmen for et ligningssystem pé konservativ form svarende til (3.58), kort skrevet
som:

ow Of

—+=—=—=g. 4.3

ot "o 9 (43)
I algoritmens fgrste trin beregnes en forelgbig vaerdi af 'wjr-‘“, mens en korrigeret veerdi
beregnes i andet trin. Fgrste trin ser ud som fglger:

n+l n At n n n
with = wj — = (i - f7) + Atgl, (44)

LCentreret henviser til, at den stedslige afledte beregnes ved de to nabopunkter til det j’te punkt
i modsatning til fremadrettede og bagudrettede algoritmer, hvor differentialkvotienten approksimeres

w?, g —u? w? =y
: J+1 J J j—1
med henholdsvis Az og e
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hvor ‘baren’ over (n + 1) angiver, at det er den forelgbige veerdi af w i punktet (j,n +
1). T udtrykket ses det, at den stedslige differenskvotient beregnes ved en fremadrettet
differens. Korrektionstrinnet ser saledes ud:

1 T\ LAt (T e —

wtt =3 (W) 0] ™) - 5 5, (A7 - A7) + Argl (45)

hvor f;”rl =f ('w;l_Tll) og g?“ = g(w;’fll) Den vaerdi af w, der beregnes i det fgrste
trin, udtryk (4.4), indszettes séledes i vektorerne f og g, der bruges til at beregne den kor-
rigerede vaerdi. I modsaetning til fgrste trin, beregnes den stedslige differenskvotient ved
en bagudrettet differens i korrektionstrinnet. Netop beregningerne af de stedslige afledte
giver anledning til en asymmetri i algoritmen, hvilket kan ses pa figur 4.2. I fgrste trin
bruges differensen mellem vaerdierne i punkterne (j+1,7n) og (j,n), som alts er de gamle
vaerdier, mens det i andet trin er differensen mellem veerdierne i punkterne (j,n + 1) og
(j — 1,n+1), der er de forelgbige fremskrevne veerdier. Den bagudrettede differens i
andet trin kan derfor ikke forventes at give en pracis opvejning af den fremadrettede

differens fra forste trin.

ntl Tk "?'7 —moow
n+1 e S T —————lk\ —
| 1 1 (NN
|\\ 1 1 [N
AN
At 1 N 1 1 \\

| N 1 1 N

n J_'—\u _____ || ——— L |
I I |
I — |
| I |
1 j+1 J+1

Figur 4.2 Illustration af MacCormack-algoritmen. Fgrste trin er angivet med blat,
mens korrektionstrinnet er angivet med rgdt. De fuldt optrukne linier forbinder de
punkter, der er med i beregningen af veerdien i punktet (j,n + 1). Tidslinierne ved
n+ 1 og n+ 1 burde veere placeret oveni hinanden, idet forskellen (n + 1 — n) ogsa
er én. I modsetning til den simple centrerede algoritme bruges vaerdien i punktet
7 til at fremskrive vaerdien i dette punkt.

Algoritmen benyttes i litteraturen ogsd pa systemer, der ikke er pé konservativ form,
hvor det ikke er tids- og stedsafledte af vektorer, der skal approksimeres, men tids- og
stedsafledte af funktioner [Rath, 1976|[Smith et al., 2002|[Bellos & Hrissanthou, 2003].
Lad nu w vaere en funktion af = og t, i den aktuelle model er w pladsholder for A(z,t) og
u(z,t), tveersnitsarealet og vaeskestrgmningshastigheden. Ud fra fgrste trin i algoritmen,
ses det, at den tidsafledte og stedsafledte er approksimeret ved:

n+1 n
Ow| Wi Wy (4.6)
ot j At
Ow Wit — Wy
haad 4.7
Oz |; Az’ (4.7)
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Og i korrektionstrinnet er de tids- og stedsafledte approksimeret ved:

."-l,-u)’.LT
o wn+1 Y J
6_w ~ . At : (4.8)
¢ J 2
n+1 n+1
L I i (4.9)
ox j Az

I korrektionstrinnet (4.8) ses det, at den tidsafledte approksimeres ved differensen mellem
w™! og gennemsnitsvaerdien mellem vaerdien af w i punktet (j, n) og den forelgbige vaerdi

i punktet (j,n + 1); det svarer til et halvt tidsskridt, hvorfor der divideres med %.

4.3 Lax-Wendroff-algoritmen

Robert D. Richtmyers to-trins version af Lax-Wendroff-algoritmen, som er den udgave
af Lax-Wendroff-algoritmen, der benyttes i dette projekt, bruger bade tids- og stedsmel-
lemskridt [Richtmyer & Morton, 1967, s. 303]. I [Richtmyer & Morton, 1967] benyttes
algoritmen pa et homogent ligningssystem, mens udvidelsen af algoritmen til det in-
homogene system blandt andet er brugt i [Pearson & Winterbone, 1997]. Algoritmen
kan udledes ved Taylorraeekkeudvikling til anden orden i Ax og At og kaldes derfor en
andenordens algoritme [Peskin, 1976, s. 196-201].

Tages igen udgangspunkt i ligningssystemet (4.3) giver forste trin i algoritmen en bereg-
ning af veerdien af w i steds- og tidsmellemskridtet (j + £,n + 1):

1 At 1 At 1
1 n n n n
wily = B (wiis +wf) - > Az (fi —fi)+ 23 (9741 +95) - (4.10)
I andet trin bruges veerdien i punkterne (j,n), (j + 3,n + 3) og (j — 3,n — 3) til at

beregne vaerdien i punktet (j,n + 1):

At 1 1 1 1 1
n+l _ ,on ntg  pntg - n+3 n+3
witt = wp - o (1) - A7)+ aeg (60 +9) S

hvor f?:%% = f(w?:%%) og f:ié = f(w;:é) og tilsvarende med g]nlé P3 figur 4.3 ses,
at Lax-Wendroff-algoritmen nemmere lader sig illustrere end MacCormack-algoritmen
og det er ogsd muligt at se pa figuren, at Lax-Wendroff-algoritmen ikke har den samme
indbyggede asymmetri som MacCormack-algoritmen.

4.4 Stabilitetsbetingelse

En ngdvendig betingelse for numerisk stabilitet for begge metoder bestemmes ud fra
en linearisering af ligningssystemet. Tanken er, at hvis den numeriske metode anvendt
pa det lineaxre ligningssystem ved indsaettelse af en generel lgsning ikke er stabil, sa vil
metoden heller ikke vaere stabil i det ikke-linezre tilfzelde. Den stabilitetsbetingelse, der
kan udledes ud fra det linezre ligningssystem, giver derfor ikke en tilstrackkelig betingelse
for stabilitet af den numeriske lgsning, nar ligningssystemet er ikke-linezert, men kun en
ngdvendig betingelse.
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Figur 4.3 Illustration af Lax-Wendroff-algoritmen. Fgrste trin er angivet med
blat, mens andet trin er angivet med rgdt. De fuldt optrukne linier forbinder de
punkter, der er med i beregningen af veerdien i punktet (j,n + 1). Bemerk at de
to rande ikke fremskrives. Ogsa i denne algoritme bruges vaerdien i punktet j til at
fremskrive veerdien i dette punkt.

Stabilitetsbetingelsen for algoritmerne, ogsa kaldet CFL-betingelsen?, giver et nedre band
pa forholdet mellem steds- og tidsskridtsleengden, der er bestemt ved den numerisk stgrste
egenveerdi for koeflicientmatricen, som i udledningen af CFL-betingelsen antages konstant
[Peskin, 1976, s. 202-206]. Benyttes i stedet egenveerdierne for koefficientmatricen i det
ikke-linezere ligningssystem, c4, bliver stabilitetsbetingelsen:

max|cy| = max|uta| < ﬁ (4.12)

At

Det er selviglgelig gnskeligt, at stedsskridtene er sa sma som muligt, fordi detaljerings-
graden af lgsningen afhaenger af dette. Men jo mindre Az sattes, jo mindre tvinges At
til at veere, hvilket er kernen i problemerne ved numeriske metoder. Jo mindre vaerdien af
At er, jo lengere tid tager en beregning, s den naermere fastsattelse af Az og At bliver
et spgrgsmal om kgrselstid kontra pracision og detaljeringsgrad. Dog skal man huske,
at stabilitetsbetingelsen (4.12) kun er en ngdvendig betingelse, hvilket betyder, at det
kan veere ngdvendig med en finere diskretisering af tids- og stedsdomaenet for at opna
numerisk stabilitet.

4.5 Karakteristikmetoden

Hyperbolske differentialligninger har den egenskab, at der findes kurver i (z,t)-planen
langs hvilke systemet af partielle differentialligninger reduceres til et system af ordinzere
differentialligninger (ODE). Formaélet med at opstille ODE-systemet er, at det faktisk
giver en metode at lgse PDE-systemet pa. Kan man bestemme lgsningen langs kurverne,
kan lgsningen til et givet punkt (zo,%o) 0gsd bestemmes og lgsningen af modellen pa de

2Bogstaverne star for Courant-Friedrich-Lewy [MacCormack, 1969)].
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indre punkter af domanet kunne séledes ogsé beregnes ved denne metode. [Logan, 1994,
s. 194-197]

Kurverne i (z,t)-planen kaldes karakteristikker, og det er kurver langs hvilke signalerne
i systemet udbredes. I et linezert PDE-system er haldningen af karakteristikkerne kon-
stante, mens haldningen af karakteristikkerne i et ikke-linesert system, som det naervee-
rende, athaenger af lgsningen, det vil sige, at tvaersnitsarealet og vaeskestrgmningshastig-
heden indgér i ligningerne for karakteristikkerne [Fletcher, 1988, s. 30-31].

I den fglgende udledning er det ngdvendigt at betragte ligningssystemet i den primzre
model pé ikke-konservativ form:

ow ow
- tAS- =B, (4.13)

hvor

( A ) A p 4 B ( 0 ) (4.14)
W = s = az [¢] = " . .
u RV ¢ ~ %~ F(4u)

Lad (t,z(t)) veere parameterfremstillingen for en kurve S i (¢, z)-planen. I det folgende
gnskes at bestemme en betingelse for S séledes, at de to partielle differentialligninger i
ligningssystemet reduceres til to ordinzre differentialligninger langs kurven; det svarer
til at bestemme en kurve, hvor de afledte af A og u er givet ved de retningsafledte langs
kurven. Lad ¢ vaere retningen pa eller haldningen af kurven S:

ool

Codt

Da er det totale differential langs S for enhver differentiabel funktion w givet ved:
dw Ow ow

(4.15)

— = 0 —-—. 4.1
i~ ot o (4.16)
Betragt nu en linearkombination af de to ligninger i (4.13):
ow ow
f— +4"A—=+'B 4.1
Vo TYAG =B (4.17)

hvor 4¢ = (7172). Linearkombinationen gnskes at kunne skrives som en linearkombination
af de retningsafledte af A og u langs S, hvilket betyder at der for en vektor m skal galde,
at [Logan, 1994, s. 196]

ow ow
t(OW  OWN\ _ ¢
m <8t +c &c) ~" B. (4.18)

Sammenlignes (4.17) og (4.18) fas betingelser pa de indferte stgrrelser:
~t =m' og ~A =m'e, (4.19)
hvilket betyder, at v er en venstre egenvektor til A med tilhgrende egenveerdi c:
YA=v'¢c = ' (A-c)=0. (4.20)

Lad (c,~?) veere en egenveerdi for A med tilhgrende egenvektor. Fra (4.18) og (4.19) og
ved at benytte udtryk (4.16) for det totale differential, fas at:

dw
t _— = t
¥ (dt) ~v* B. (4.21)
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Dette er et system af ordineere differentialligninger, som gaelder langs kurven S. I lignin-
gen indgér egenvektorerne for A, som bestemmes samlet ved at sette v = (1,72):

2
IR R I G e e
9 SRt u—c A+ (u—c)

Up
ag Arest
= [ Tty s =<0),(4.22)
Atva 0

hvor andet lighedstegn fglger ved at benytte, at v — ¢ = +a, som blev udregnet i af-
snit 3.3, ligning (3.11), pad dimensionel form og angivet i afsnit 3.7 p& dimensionslgs
form, ligning (3.39). Lgses ligningssystemet med hensyn til v, (ligningerne i de to raekker
er linezert afhaengige, sd den nederste betragtes) fas:

A

Egenvektoren svarende til egenveerdien c_ = (u — a) er saledes v* = (1, —%), og egen-
vektoren svarende til egenveerdien ¢y = (u+a) er v = (1, %) Indsettes egenvektorerne
i udtryk (4.21):

dA
1 F4 ( . & ):0, 4.24
SRCRAT e 20
hvor b(A,u) = —%L; — F(A,u), fas to ordinere differentialligninger:
dA A (du
—F == -b4 = 4.2
2 (S -waw) =0 (4.25)

der gaelder langs karakteristikkerne defineret ved:

o uFe (4.26)

Der er altsa tale om to familier af kurver i (¢, z)-planen, hvor den ene er bestemt ved ‘;—f =
(u—a), mens den anden er bestemt ved ‘[ii—f = (u+a), hvilket skyldes, at ligningssystemet
er hyperbolsk. ODE-systemet kan ikke lgses analytisk og man er ogsi her ngdt til at
approksimere differentialkvotienterne med differenskvotienter for at bestemme vaerdierne
pé randen.

4.6 Fremskrivningen af ligningerne

I det fglgende opstilles de ligninger, der bruges i MatLab-programmet til at beregne de
fremskrevne veerdier af hastigheden, tveaersnitsarealet og hgjdeforskellen mellem vaesken i
de to kar. Som navnt benyttes MacCormack- og Lax-Wendroff-algoritmerne til at frem-
skrive vaerdierne for de indre punkter, og fremskrivningen af hastigheden pd randen og
vaeskehgjden i de to kar udfgres ved en simpel differensapproksimation, mens randbetin-
gelsen for tveersnitsarealet beregnes ved karakteristikmetoden.
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4.6.1 Fremskrivningen i de indre punkter

Der tages udgangspunkt i MacCormack-algoritmen (pa konservativ form) i det fglgende.
Da opbygningen af Lax-Wendroff- og MacCormack-algoritmerne i princippet er ens, idet
de begge bruges pa konservative ligningssystemer og er i to trin, vil en opskrivning
af de diskretiserede ligninger med MacCormack-algoritmen nemt kunne oversattes til
Lax-Wendroff-algoritmen. Det virker derfor overflgdigt at opskrive ligningerne for begge
algoritmer. Lad w, f = (f1 f2)! og g = (g1 g2)! i ligning (4.3) veere givet ved

A Au 0
- = = (42
v (U)7 ! %u2+22—§ (1—./%) o 9 <_%_2(w;62)w%> (4.27)

Antag, at w7, f;-’ og g7 er givet for j = 1,...,J + 1. De forelgbige fremskrevne veer-

dier, A;ﬁ og u?“, beregnes herefter ved brug af ligning (4.4). I det andet trin skal de
forelgbige fremskrevne veerdier af f og g benyttes; de bregnes enkeltvis:

AT = AT (4.28)
— 1, — a2 A
n+l  _ =/ nt1)\2 “o _ Hrest
R = e <1 AW) (4.29)
j
gt = 0 (4.30)
n+1 n+1
m = _%n-i_ _2(7_'—2)71-”]-’_ (431)
92 o ; Re A;L+1’ .
hvor den afledte af pumpefunktionen i punktet (j,n + 1) er givet ved:
Opq L Ap, |" —2z;+ (za +2B) .
= =2 = 2 1) At). 4.32
R e e e et CLLICR R EU SN D

Herefter beregnes korrektionstrinnet givet ved ligning (4.5) og til sidst beregnes de en-
delige fremskrevne vaerdier af f og g:

AT = APt (4.33)
1 a2 A

nhl = (2429 (1 e 4.34

f2J 9 (u] ) + u(z] < A;H—l) ( )

aitt =0 (4.35)

nir __ Opa|"™ 2(y+ 2w ufT A

2 T T9z|, T Re AU (4.36)

J J

hvor den afledte af pumpefunktionen igen er givet ved ligning (4.32). De ovenstéende
ligninger kan genfindes i MatLab-programmet.

4.6.2 Fremskrivning i randpunkterne

I afsnit 3.6 blev der opstillet to randbetingelser for hver rand, som beskrev, hvordan
den tidsafledte af hastigheden afhzenger af tveersnitsarealet, vaeskehgjden i karrene og
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bglgehastigheden, og to differentialligninger, der beskriver @ndringen af vaeskehgjden. I
afsnit 3.7 blev randbetingelserne angivet pa dimensionslgs form. Differentialligningerne,
der beskriver strgmningshastigheden pa randen, approksimeres ved at erstatte differen-
tialkvotienten med en differenskvotient og benytte tveersnitsarealet og veeskehgjden til
den foregaende tid; her for den venstre rand:

ap oo @ (o [Are) | 200
(5 -a+9) @+l (1o /2 ) 20

n+1 n
uy ' —uf 1

(4.37)

At (1 _|_ x‘kmn) hg

kar

Den nye veaerdi for veeskehgjden i det venstre kar bestemmes ved en tilsvarende approk-
simation af den tidsafledte af vaeskehgjden:

h"t —ht AP
N TP
An
h™tt = B - Al ulAt. (4.38)
kar

P4 hgjresiden benyttes de gamle vaerdier af tveersnitsarealet og hastigheden, s i pro-
grammet er det ngdvendigt at gemme veerdierne fra det foregaende skridt®. Tilsvarende
ligninger fas for den hgjre rand. Hgjdeforskellen mellem vaesken i de to kar fas ved diffe-
rensen mellem de fremskrevne vaerdier af veeskehgjderne:

AR = (hp)™ Tt — (hp)" (4.39)

Hvis u er positiv, strgmmer vaesken fra venstre mod hgjre, hvilket giver en stgrre vee-
skehgjde i det hgjre kar og derfor bliver Ah positiv. Der er saledes overensstemmelse i
fortegnskonventionen.

Men hvordan foretages fremskrivningen af tveersnitsarealet? Her kommer det ODE-
system, der blev opstillet i foregdende afsnit, afsnit 4.5, pa banen. I det fglgende anvendes
notationen, som er vist i figur 4.4.

n+ 14 /—n—i—l
At N\ At

\ //
SN /0,
1 S 2 Jg T J+1

Figur 4.4 Figuren viser karakteristikkerne til at beregne veerdierne i randpunkterne
(I,n+1) og (J+ 1,n + 1). Pa figuren er det illustreret, at healdningen af
karakteristikkerne ikke er konstant. Bemeerk, at det er (z,t)-planen, der betragtes,
s& haldningen af karakteristikkerne pa figuren er lig %

31 [Borzi & Propst, 2003] og [Rath, 1976] benyttes de fremskrevne veerdier af tveersnitsarealet og
hastigheden i stedet i fremskrivningen af veeskenhgjden. Forskellen p& de numeriske lgsninger med de to
forskellige approksimationer viser sig at vaere ubetydelig.
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Fgrst betragtes venstre rand. Ud fra det opstillede ODE-system kan en approksimativ
sammenhang mellem de fremskrevne vaerdier for A og u opstilles:

An
(AT*! — A3) = =5 ((ui —ug) - bE AY) =0, (4.40)
S

langs approksimationen af haeldningen af karakteristikken

a2t g gt — g
u —al) =1 5= 5 441
= o) = e = T (4.41)
hvor b% = —% %, idet %L; = 0, da p, er konstant udenfor pumpeomradet. Veerdien

af u i punktet (1,n + 1) bestemmes ud fra Bernouilli-randbetingelsen, sa A%, u% og a%
mangler at blive bestemt, for A7*! kan beregnes ved ligning (4.40). Dette ggres ved
linezer interpolation. Lad n veere enten A, u eller a:

77?—773 _ m?—;ﬂg (4‘42)

n n n n’
m — 1 Ty — Xy

Isolering af n% og ved at benytte (4.41) giver:

ot — o5

no_ n n__.n
Ns T 27 — oy (i —n3)
xp — At
_ n 1 S _ om0
= M + Az (771 nZ)At
= o (- ) (o ) 5 (1.43)
Ax
Den linesre interpolation af a og u bliver saledes:
ag = ai +(af —a3)(ul — a) Az (4.44)
At
uf = ul o+ (uf - u)(ud - a) 5o (4.45)
Isoleres u% og a’ fas:
o uPtAt(apug —uiap) (w46)
5 = .
— A ((uf —ug) — (af —a3))
o ai+ Atafup —ufap) wan)
S —_ . .
— &r ((uf —uf) — (af —a))
A% beregnes ved den linezre interpolation med indsaettelse af a% og u%:
At
A = AT + (AT — AD)(uG — a?) A (4.48)
Ligning (4.46), (4.47) og (4.48) samt isoleringen af AT™! fra ligning (4.40),
An
AT = A 4 a—f ((uPt! —u) — bE At), (4.49)

S

giver randbetingelsen for A pa venstre rand. Randbetingelsen for den hgjre rand fas pa
samme made. Fra ODE-systemet fas fglgende approksimation:

n n A” n n n
(AT — A7) + a—g ((uit] —uf) — b At) =0, (4.50)
T
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langs approksimationen af karakteristikken

n n m?-ﬁ-l - ',L.g:'
(up +ay) = AL (4.51)

hvor "= — 2% %. Linezr interpolation ved den hgjre rand:

n n n n
Mjy1 =1 _ Ty — &1 (4.52)
n ) " — .
Nyj+1 — Mg J+1 J

giver ligningerne for A, u og a i punktet 7"

A = A% — (A7 — A))(ut +arp) Az (4.53)
ap = ajy, —(ajy —aj)(ur +ap) Az (4.54)
up = ulyy — (g —uj)(ur +ay) Az’ (4.55)

Isoleres u% og ¢"i (4.54) og (4.55) fas:

A
ull = “3-21 + i_z(a9+1 uly — “7}+1 ag) (4.56)
1+ 2L ((uhy —uy) + (a4, —a}))

n At (.n n n n
ajiq + A (af i ulf —uf,al)

a} = . (4.57)
1+ &5 ((uhyy —uf) + (af, —af)
Ligning (4.53), (4.56) og (4.57) samt ligningen for A1} isoleret i (4.50),
n+1 n Ag’ n+1 n n
Ayq = At — an (7 —up) — b7 At), (4.58)

giver randbetingelsen for A pa hgjre rand. De diskretiserede ligninger kan genfindes, som
de er anfgrt ovenfor, i MatLab-programmet i bilag C.
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5 Numeriske resultater

I dette kapitel praesenteres resultaterne af de numeriske undersggelser. Den numeriske
lgsning af ligningerne diskuteres undervejs i praesentationen i forhold til resultater, hvor
dele af den primare model er @ndret (se eventuelt afsnit 3.9 hvor ligningerne i den
primere model er samlet) eller hvor Lax-Wendroff-algoritmen er benyttet i stedet for
MacCormack-algoritmen. I figur 5.1 er der forsggt at give et overblik over, hvilke sam-
menligninger, der foretages i afsnittet.

forholdet mellem

viskositet model for hgjdefor-

skelsdreven svingning < diametrene af

kar og slange

Lax-Wendroff- linezert
algoritmen ligningssystem
primaer model lgst
med MacCormack-

algoritmen
ligningssystemet linezert lignings-
pé ikke-kon- / \ system og
servativ form T randbetingelser
bglgehastigheden pumpen: approksimationer:
og beskrivelse, position
slangens lengde og frekvens r=0

Figur 5.1 Illustration af de sammenligninger, der foretages i dette afsnit. @Dverst
i midten er modellen, der beskriver den tyngdekraftsdrevne svingning (urgret) og i
centrum er den primeere model, som den er beskrevet i slutningen af modelafsnittet.

Forst undersgges det tilfeelde, hvor pumpen er deaktiveret, og hvor den eneste drivende
kraft i systemet skyldes en hgjdeforskel mellem vaesken i karrene til tiden ¢ = 0. T af-
snit 2.7 er dette tilfzelde beskrevet ved en lineser differentialligning, som er lgst for en
viskgs vaeske i et stift urgr, og for tilfzeldet hvor tvaersnitsarealet ikke er konstant i hele
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urgret er svingningsperioden bestemt for en ikke-viskgs veeske som funktion af forholdet
mellem diametrene. Resultaterne herfra kan til en vis grad overfgres til den ikke-linesere
model med deaktiveret pumpe, hvor der er en hgjdeforskel mellem vaesken i de to kar
som startbetingelse, selvom det ikke helt er det samme system som urgret, idet slangen
er elastisk. Dels opnar man ved en sammenligning af de numeriske og analytiske resulta-
ter en made, hvorpa man kan undersgge programmerne for programmeringsfejl, og dels
kommer den naturlige svingning i systemet til udtryk, nar pumpen aktiveres, selvom hgj-
deforskellen er nul i begyndelsestidspunktet. Sa den tyngdekraftsdrevne svingning viser
sig at veere en vigtig del af det pumpefsenomen, der forekommer i kar-systemet.

Herefter preesenteres de numeriske undersggelser af modellen, hvor ligningssystemet, som
beskriver vaeskestrgmningen i slangen er pd konservativ form, lgst med MacCormack-
algoritmen, og resultaterne sammenlignes med resultaterne fra modellen med den deak-
tiverede pumpe. Der foretages en sammenligning med resultaterne, hvor Lax-Wendroff-
algoritmen er benyttet samt en sammenligning med lgsningen af ligningerne pé ikke-
konservativ form, hvor MacCormack-algoritmen er benyttet.

Derudover undersgges det, hvordan hgjdeforskellen athanger af pumpefrekvensen, place-
ringen af pumpen, bglgehastigheden og leengden af slangen.

Hyvis ikke andet er naevnt er fglgende data benyttet for systemet: Tyngdeaccelerationen
er g = 9,81m/,2 og det konstante ydre tryk er pp = 1,013 - 10° Pa. Densiteten og vis-
kositeten af vand ved 20°C er henholdsvis pyand = 998 %9/m3 08 fyand = 0,001 %9/ m.
Hvilediameteren af slangen og karret er givet ved D,es = 0,03m 0g Dyor = Dy Dyest,
hvor Dy, angiver forholdet mellem Dy 0g Dyest, D = 5,7. Tykkelsen og leengden af
slangen er henholdsvis s = 0,004 m og ly = 1,8 m. For en slange med de ovennaevnte mal
er Youngs modul tidligere malt til E = 4,033 - 10° %9/, 2> [Normann & Poulsen, 2004].

Tabskonstanten, &, for ind- og udstrgmning af slangen burde sattes til £ = 0,5 for
indstrgmning i slangen og £ = 1 for udstrgmning af slangen [Rouse, 1978, s. 265], men
der adskilles ikke mellem de to situationer i modellen. Jeg har benyttet vaerdien £ =
0,5 i begge situationer. Den karakteristiske hastighed er sat til uwo = 0,27/, og de
dimensionslgse tids- og stedsskridt i algoritmerne er At = 0,001 og Az = 0,6 svarende
til, at stedsdomenet ([0, lo/y,..,]) er inddelt i J = 200 intervaller. Omregnes tids- og
stedsskridt til dimensionelle stgrrelser er At = 7,5-107° s og Az = 9-10~2 m. Nar pumpen
er aktiveret er den typisk placeret med centrum i 0,3 ly og pumpekonstanten er n = 1,68
svarende til at radius reduceres 10 % ved maksimal sammenpresning. Vaskehgjderne i
karrene til tiden ¢t = 0 er hg = 1 m.

Reynolds tallet har med ovenstédende data veerdien Re = e kg/7330.001€g/% S R 3000.

Strgmningen i et eksperiment udfert med disse data og hvor strgmningen ikke er pul-
serende ville séledes ligge over den kritiske veerdi og turbulens ville kunne forekomme.
Men strgmningen er pulserende, og for den mindste frekvens, der benyttes i de nume-
riske undersggelser (v = 0,5 Hz), vil strgmningen kunne antages at veere laminar, idet
Womersley tallet er:

2mvp 27-0,5 Hz - 998 %9/,3
a=r,4/ . 0,0 5m\/ 0,001 %/, m 6,5 (5.1)

hvorved Reyritist, = 250 - a = 6600 og Reynolds tallet for strgmningen er derfor mindre
end den kritiske vaerdi.
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Figur 5.2 Kar-systemet med tyngde- Figur 5.3 Svingningsperioden T plottet
kraftsdreven svingning for tre forskellige som funktion af Dy. Der er en tydelig
veerdier af Dy. linezer sammenhang for Dy > 1, mens

kurven bgjer af for veerdier af Dy < 1.
Ligningen for den fittede linie (fuldt op-
trukken) er indsat samt grafen (stiplet
linie) for den teoretisk bestemte sammen-
heeng, ligning (2.42), der for Dy > 1 har

hzldningen 2 7,/ 2109— =1,9s.

5.1 Den tyngdekraftsdrevne svingning

I dette afsnit praesenteres og diskuteres de numeriske data i det tilfaelde, hvor pumpen
er frakoblet og startbetingelserne er sat, siledes at veeskehgjderne i det hgjre og venstre
kar er henholdsvis hr(t = 0) = 0,95 - ho og hr(t = 0) = 1,05 - hy og trykket i slangen
svarer til det hydrostatiske tryk ved en vaeskehgjde pé hg. Der er saledes ikke ligeveegt i
systemet, og vaesken i venstre kar vil derfor begynde at flyde ind i slangen, mens vaesken
i den anden ende af slangen vil begynde at flyde ind i hgjre kar. Bortset fra at slangen
er elastisk, er der her tale om en model for svingningen af vaeske i et urgr.

Leengden af den totale ‘vaeskesgjle’, det vil sige summen af vaeskehgjderne og leengden af
slangen, er liptqr = 0,9m + 1,1m + 1,8 m = 3,8 m. Hvis karrene i kar-systemet i stedet
var forbundet med et stift rgr med samme diameter som karrene og veesken antages at
vaere ikke-viskgs, ville der, ifglge ligning (2.34) og (2.35), forekomme en egensvingning

2m ltotal

med frekvensen v = ;- ,/ 29— (),36 Hz og en svingningsperiode pa T = 2,78 s.

Pa figur 5.2 er graferne for tre veerdier af Dy, plottet. Perioden for svingningerne bestem-
mes ved at fitte den trigonometriske funktion:

grielt) = —ga cos (%” t) , (5.2

hvor g4 er amplituden og T er svingningsperioden, til de numeriske data. Dette giver en
svingningsperiode pa 2,75 Hz for Dy = 1, hvilket er meget taet pa den beregnede sving-
ningsperiode pa 2,78 Hz for urgret. Man kan derved slutte, at slangens elasticitet — ved
de hastigheder, der forekommer i slangen, nér tveersnitsarealerne er ens — ikke har den
store betydning for svingningsfaenomenet, nir pumpen er deaktiveret. Nar diameteren af
karrene gges, mens diameteren af slangen fastholdes, gges svingningsperioden, mens det
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modsatte er tilfzeldet, hvis slangens diameter er mindre end karrenes. P4 figur 5.3 er pe-
rioden plottet som funktion af Dy, og til sammenligning er den analytiske sammenhang,
ligning (2.42), ogsé plottet. Der er, som man kan se, ikke kvantitativ overensstemmelse
mellem de numeriske og analytiske resultater, men kvalitativt er der overensstemmelse,
idet de numeriske data viser en lineser sammenheeng for Dy > 1 og en ikke-lineser sam-
menhang for Dy, < 1. Fra den numeriske lgsning fas perioden til T' = 13,5 s for Dy, = 5,7,
som er den veerdi, jeg har benyttet i kgrslerne med aktiveret pumpe.

Det er forventeligt, at der ikke er helt overensstemmelse mellem den analytisk bestemte
periode for urgret og den numerisk bestemte periode for kar-systemet, idet kar-systemet er
elastisk, hvilket kunne give anledning til leengere svingningsperioder. Men observationen
at der omtrent er overensstemmelse for Dy = 1, og at de numerisk bestemte perioder
ligger henholdsvis under og over de analytisk bestemte perioder for Dy mindre og stgrre
end én, tyder pa, at den elastiske slange ikke kan forklare uoverensstemmelsen. Der er
i de analytiske udregninger for urgret ikke taget hgjde for energitab, nar vaesken skal
passere de to steder, hvor tveersnitsarealet sendres. Dette kan der dog korrigeres for i
modellen for kar-systemet ved at saette tabskonstanten £ lig nul, men en @ndring af
tabskonstanten viser sig at have en meget lille betydning for de numeriske resultater, s&
uoverensstemmelsen mellem de analytiske og numeriske data ligger heller ikke her.

Randbetingelserne er det eneste sted tvaersnitsarealet af karrene og dermed Dy, indgar.
Randbetingelserne bestar af koblede ikke-linezre differentialligninger, som er svare at
analysere, og jeg har derfor undersggt betydningen af de led, hvori Ag,, indgar, nume-
risk. I randbetingelserne for vaeskestrgmningshastigheden, ligning (3.62) og (3.63), indgar
Apqr to steder i hver ligning, og ved en lille sendring af Ay, lokalt i leddene ses der ikke
en betydende &ndring i perioden. En lille sndring af Ag,, i ligningerne for den tidsaf-
ledte af vaeskehgjden i karrene, ligning (3.64) og (3.65), har derimod en stor betydning
for perioden, s& denne ligning i modellen undersgges narmere. At hastigheden, hvor-
med vaeskehgjden endres, er lig hastigheden af vaesken ved overfladen af karret, kan
der ikke stilles spgrgsmalstegn ved, men diskretiseringen af ligningen giver anledning til
overvejelser. I diskretiseringen blev differentialkvotienten af hgjden approksimeret med
differenskvotienten, og hastigheden af vaesken blev approksimeret med den fremskrevne
veerdi af hastigheden:

dh ~ h"tt —pn

dat ~ At
Nar At gar mod nul, vil differenskvotienten gi mod differentialkvotienten i h™ og derfor
kan man argumentere for, at u(t) skal approksimeres med u™ i stedet for u™*!. Denne zen-
dring af randbetingelsen giver dog kun anledning til en lille reducering af perioden bade
for veerdier af Dy over og under én. Der er saledes ikke noget der tyder pa, at beskrivel-
sen af randbetingelserne er arsagen til den observerede forskel mellem den analytisk og
numerisk bestemte periode for Dy, # 1.

og  u(t) ~u"th (5.3)

Det er saledes ikke muligt at finde en forklaring p& uoverensstemmelsen mellem de nume-
riske og analytiske resultater i modelleringen eller diskretiseringen af randbetingelserne
og uoverensstemmelsen forbliver derfor et mysterium.

Veaeskens viskositet er et mal for den indre gnidning i veesken og giver derfor anledning til
en deempning af svingningen, som ogsé var tilfzeldet i beskrivelsen af den naturlige sving-
ning i urgret. Med de proportioner kar-systemet har, har viskositeten stgrst betydning
for amplituden og mindre betydning for perioden, og det ses pa figur 5.4 at sammenlignes
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der med en vaeske med ti gange vands viskositet er det faktisk ikke muligt at se forskel
pé svingningsperioderne med og uden viskositet. Den analytiske lgsning som er vist pa
samme figur har sin oprindelse i ligning (2.33), der angiver forskydningen af veaeskeover-
fladen i urgret. I den opstillede model for kar-systemet tages der hgjde for gnidning i
slangen, der forbinder karrene, men der ses bort fra gnidning i karrene. Derfor skal l;,¢4;
i udtrykket for de viskgse kreefter, ligning (2.29), erstattes af leengden af slangen, lo,
mens lyotq1, der indgér i udtrykket for massen i ligning (2.31), er lig l;otq; 1 kar-systemet.
Bevaegelsesligningen (2.32) bliver med disse sendringer:

d*z . plo  dz 29 -
dt? Apltotal dt ltotal

=0, (5.4)

hvor z angiver forskydningen af vaeskeoverfladen fra ligevaegtshgjden og A = Apyr =
Apest. For at kunne sammenligne med de numeriske data adderes ligevaegtshgjden, hg,
til lgsningen af differentialligningen (5.4), hvorved hgjden i eksempelvis det venstre kar
som funktion af tiden bliver:

4l 2 4 l 2
z(t) = hg +0,05hg e AT X Tora ¥ cos g _ ( Th% ) t], (5.5)
ltotal A P ltotal

hvor konstanten foran eksponentialfunktionen, 0,05 hg, angiver forskydningen af vaesken
i venstre kar til tiden ¢ = 0 fra ligevaegtspositionen.

:
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Figur 5.4 Vaskehgjden i venstre kar. Pumpen er deaktiveret og Dy = 1.
Numeriske data er vist for g = 0 og g = 10 ftyana 0g grafen for den analytiske
lgsning, ligning (5.5), for g = 10 ptyang er plottet til sammenligning (den er stort
set sammenfaldende med de numeriske data). Det ses, at vaeskens viskositet, p, har
stor betydning for amplituden og ubetydelig betydning for perioden af svingningen.

Nar Lax-Wendroff-algoritmen benyttes til at lgse ligningssystemet pa konservativ form
og nar MacCormack-algoritmen bruges til at lgse ligningssystemet pa ikke-konservativ
form fas helt overensstemmende resultater, se figur 5.5.
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Figur 5.5 Lgsningen af det konserva-
tive og ikke-konservative ligningssystem,
med henholdsvis MacCormack- og Lax-
Wendroff-algoritmerne. Dy = 5,7. De tre
lgsninger er afsluttet til forskellige tider, s&
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Figur 5.6 Sammenligning af lgsnin-
gerne for det ikke-linezre og linezre
ligningssystem med ikke-lineaere og linezere
randbetingelser. Dy, = 5, 7. MacCormack-
algoritmen er benyttet i de tre tilfeelde.

Lgsningskurverne er afsluttet til forskellige
tider, s& det er muligt at se, at der faktisk
er tale om tre forskellige lgsninger.

det er muligt at se, at der er tale om tre
forskellige lgsninger.

Selvom ligningssystemet i den primare model er ikke-linezert, er den tyngdekraftsdrevne
svingning et faenomen, der kan beskrives ved en linezr differentialligning og de ikke-
linezere led i ligningssystemet og i randbetingelserne burde derfor spille en meget lille
rolle i Igsningen. Sammenlignes lgsningen, hvor ligningerne er ikke-linezere med lgsningen
af det lineariserede ligningssystem, se ligning (3.53), med de ikke-lineaere randbetingelser,
hvilket er vist i figur 5.6, er der ingen synlig forskel pa graferne og det samme er tilfeeldet,
nar randbetingelserne ogsa lineariseres.

5.2 Aktivering af pumpen

Efter at have verificeret at resultaterne, i det tilfeelde hvor pumpen er deaktiveret og
den eneste drivkraft er tyngdekraften, er i rimelig overensstemmelse med de analytiske
resultater for urgret (kvantitativt dog kun for Dy = 1), og at de forskellige algoritmer
giver de samme resultater for det ikke-linezre ligningssystem pé bade konservativ og ikke-
konservativ form, aktiveres pumpen og begyndelsesbetingelsen @ndres, sa vaeskehgjden
i de to kar er ens ved start. Den beskrivelse af pumpen, der benyttes i det fglgende, er
givet ved ligning 3.59. De fglgende resultater er, hvis ikke andet naevnes, lgsninger af
ligningerne i modellen med MacCormack-algoritmen.

For lgbende at kunne kontrollere, at der er massebevarelse i systemet, hvilket ses som et
mal for den numeriske stabilitet af lgsningen, er summen af vaeskehgjderne i de to kar be-
regnet og massebevarelsen i systemet ses ved, at summen ligger stabilt ved 2 hg. Slangens
volumen &ndres imidlertid ogsé, men med de anvendte dimensioner af kar-systemet vil
@ndringer af slangens volumen vaere meget sma i forhold til volumenandringerne i kar-
rene som fglge af zendringer i vaeskehgjderne, men det giver dog anledning til, at summen
svinger omkring 2 hg i stedet for at ligge stabilt pa 2 hyo.

Pa figur 5.7 ses resultaterne fra en kgrsel med den primare model, som den er beskrevet
i slutningen af modelafsnittet (afsnit 3.9), med en pumpefrekvens pa 3,5 Hz. Det ses, at
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den tidslige udvikling af forskellen mellem vaeskehgjderne er stabil og svinger mellem nul
og ca. —0,017 m med en periode pa ca. 13 s, og at summen svinger omkring 2 hg = 2m.

venstre kar hgjre kar
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Figur 5.7 Numeriske resultater for den primaere model. Qverst ses grafen for
vaeskehgjden som funktion af tiden i henholdsvis venstre og hgjre kar. Nederst
til venstre er summen af de to vaeskehgjder plottet som funktion af tiden, mens
forskellen mellem vaeskehgjderne i karrene ses nederst til hgjre. Pumpefrekvensen
er 3,5 Hz.

Nar viskositeten af veesken er sat til nul, er det karakteristiske ved den tidslige udvikling
af hgjdeforskellen mellem karrene, at forskellen svinger mellem nul og en konstant veerdi.

Ved at fitte funktionen:
fa 27
alt) = 22 (1-cos (1 :
frie(t) 5 cos | 7 t]), (5.6)

hvor |f4| er amplituden og T er svingningsperioden, til de numeriske data, kan ampli-
tuden og svingningsperioden bestemmes; resultatet er vist i figur 5.8. Nar frekvensen
eller andre parametre sndres, vil svingningens amplitude og derved middelvaerdi (givet
ved % fa) sendres, men hgjdeforskellen mellem karrene vil stadig svinge mellem nul og en
konstant veerdi (en undtagelse til denne observation er dog tilfeeldet, hvor hgjdeforskellen
er nul, idet der her ses svingninger med middelvaerdien nul (ikke vist)).

Pa figur 5.9 er der zoomet ind pa de fagrste sekunder af grafen for hgjdeforskellen, og
man kan se, at de sma svingninger fra pumpen er indlejret i den store svingning og at
det er dem, der giver anledning til ‘stgjen’ pa den store svingning. I svingningsmgnstret
ses det, at der faktisk er tale om en superposition af to bglger med forskellig fase, nemlig
de to bglger fra karrene. Betragtes hgjden i hvert kar som funktion af tiden (ikke vist)
ses der imidlertid ogsa her et interferensmgnster. Til begyndelsestidspunktet sendes to
bglger afsted fra pumpeomrédet i hver deres retning. Bglgerne reflekteres ved karrene,
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Figur 5.9 Udsnit af de forste sekunder
af grafen for hgjdeforskellen, figur 5.7
nederst til hgjre, hvor man kan se, at
det er pumpen, som er arsag til de smé
svingninger, der er indlejret i svingningen
med den lange periode. Pumpefrekvensen
er 3,5 Hz.

Figur 5.8 Fitning af grafen for hgjde-
forskellen med fittefunktionen givet ved
ligning (5.6). Amplituden og svingnings-
perioden er ved fitningen bestemt til hen-
holdsvis |fa| = 0,0165m og T = 13,35 s.

skifter retning for pa midten af slangen at mgdes og interferere. De interfererede bglger
fortsaetter igen mod hvert kar, men forstyrres af nye bglger, der udsendes fra pumpen.
Dette giver en forklaring pé, hvorfor der ogsé ses et interferensfaenomenet i graferne for
hvert kar.

Ved at sammenligne de viste resultater med resultaterne fra den tyngdekraftsdrevne
svingning med deaktiveret pumpe (urgret), fair man en klar fornemmelse af, at der er en
sammenhgng mellem den store svingning og systemets egensvingning. Svingningsperio-
den er fittet til 7' = 13, 35 s, hvilket stemmer rimelig overens med den numerisk bestemte
egensvingningsperiode for Dy = 5,7 pa 13,5 s.

Ved at @endre Dy, kan det yderligere sandsynligggres, at den store svingning er systemets
egensvingning, idet det burde medfgre en proportional @ndring af perioden for D; > 1.
Kgrsler med forskellige veerdier af Dy, er foretaget og svingningsperioderne som funktion af
Dy, er plottet pa figur 5.10. For Dy > 1 er der en lineser sammenhang med tilnaermelsesvis
den samme haldning som ved den tyngdekraftsdrevne svingning, og igen ses en afbgjning
for Dy, < 1.

Afbrydes pumpen efter et vist tidsrum mé& man forvente, at grafen for hgjdeforskellen
vil g& fra at svinge om en middelveaerdi, der er forskellig fra nul, til at svinge omkring
nul, saledes som det var tilfeeldet ved den tyngdekraftsdrevne svingning. Pa figur 5.11
er pumpen afbrudt efter 18 s, og man kan se, at egensvingningen omkring nul etableres,
men at de sma svingninger fortsaetter, selvom pumpen er afbrudt. Dette haenger sammen
med, at der ikke er deempning i systemet, hvorved de svingninger, der allerede er etab-
leret fortsaetter udaempet. Det ses pa grafen, at amplituden af den store svingning, efter
at pumpen er afbrudt, svarer til den numeriske veerdi af hgjdeforskellen ved pumpens af-
brydelse. Pa grund af pumpen er der séledes opbygget en forskel mellem vaskehgjderne
i karrene, som er analog til situationen, hvor hgjdeforskellen var placeret i begyndel-
sesbetingelserne. Der er siledes overensstemmelse mellem den numeriske lgsning og de
forventninger, der er til systemets opfarsel.
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Figur 5.10 Grafen viser, at der ogsd er en linezer sammenhaeng mellem perioden
af den store svingning og veerdier af Dy, for D; > 1, nar pumpen er aktiveret.
Frekvensen er 3,5 Hz. Ligningen for den fittede linie er indsat.
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Figur 5.11 Pumpen pumper med en frekvens pa 3,5 Hz indtil t = 18 s, hvorefter
den afbrydes. Inden pumpen afbrydes er middelveerdien omkring —0, 008 m, mens
middelveaerdien @ndres til nul efter afbrydelsen.
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5.2.1 Viskositet

Herefter indfgres viskositeten i modellen. Pa figur 5.12 ses hgjdeforskellen for fire forskel-
lige veerdier af viskositeten. Pa graferne for p = 50 piyqng 08 t = 100 fiyand, ses tydeligt, at
mens amplituden for egensvingningen i systemet aftager meget hurtigt ved en hgj visko-
sitet (faktisk kan egensvingningen slet ikke ses ved disse to veerdier), pavirkes amplituden
af svingningerne fra pumpen ikke. Hvis viskositeten ikke er for hgj, sendres effektiviteten
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Figur 5.12 Numeriske data for kgrsler med pt = ftyand, # = 10 pvand, #t = 50 tvand
og i = 100 pyana med en pumpefrekvens pd 3,5 Hz. De numeriske data med

p = 50 ptyand 08 p = 100 pyana er kun plottet for hvert fjerde datapunkt, hvilket
forklarer hvorfor antallet af svingninger ikke passer med pumpefrekvensen. Det ses,
at middelveerdien eller ligeveegtsniveauet af svingningen falder, nar viskositeten
stiger.

af pumpen (malt ved ligeveegts- eller middelhgjdeforskellen mellem karrene) ikke i synlig
grad, og viskositeten pavirker kun den tid, det tager at bygge en hgjdeforskel op. Nar
viskositeten er stgrre, vil det tage leengere tid at na en given forskel mellem vaeskehgj-
derne i karrene, hvilket ogsé ses pa figur 5.12, hvor der i kgrslen med g = piyang Opnas
en hgjdeforskel pa —0,008 m pa omkring 3 s, mens den samme hgjdeforskel fgrst opnas
efter ca. 18 s nar u = 50 pygng- Dette henger sammen med, at viskositeten er et mal
for dissipationen af energi i vaesken; er viskositeten hgj, vil en stgrre maengde af den
energi pumpen leverer til systemet g til den indre gnidning i veesken!, og der skal derfor
pumpes i leengere tid for at n& det samme resultat.

Er viskositeten meget stor, eksempelvis g = 100 piyeng som vist i figur 5.12, pévirkes
pumpens effektivitet og den opnaede hgjdeforskel mellem karrene bliver mindre. Er der
tale om et svingningsfeenomen, der kan beskrives ved en lineser differentialligning, som
vist i afsnit 2.7, vil viskositeten kun dempe egensvingningen og ikke svingningen forar-
saget af en ydre kraft. At der her ses tegn pa, at viskositeten faktisk har indflydelse pa
effekten af den ydre kraft, tilskrives derfor de ikke-linezere traek ved systemet.

IDette vil medfgre en temperaturstigning, hvilket ikke er beskrevet i denne model. I de komplette
Navier-Stokes-ligninger indgar der udover ligninger for impuls- og massebevarelsen en energibevarelses-
ligning, som ville kunne beskrive dette.
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5.2.2 Densitet

De numeriske data viser, at pumpens effektivitet sendres betydeligt, hvis densiteten af
vaesken sendres. ges densiteten, vil den numeriske veerdi af middelveerdien mindskes,
og omvendt hvis densiteten mindskes stiger den numeriske vaerdi af middelveerdien. Hvis
vaesken betragtes som et lod, der skal lgftes af pumpen, vil pumpen ved en given energitil-
fgrsel, kunne lgfte loddet en given hgjde. @ges densiteten af vaesken, svarer det til en gget
masse af loddet, hvilket vil reducere den hgjde, som pumpen kan lgfte loddet, hvis den
tilfgrte energimaengde fastholdes. Analogien kan dog ikke helt beskrive observationerne,
idet der forekommer en kritisk veerdi af densiteten, hvor middelvaerdien af hgjdeforskellen
skifter fortegn. En naermere undersggelse af dette feenomen foretages i forbindelse med,
at betydningen af bglgehastigheden undersgges.

5.2.3 Stabilitetsundersggelse

I ovenstaende kgrsler er tidsskridtet sat til At = 0,001, fordi CFL-betingelsen (4.12)
herved er opfyldt ved en inddeling af stedsdomaenet i 200 intervaller. P4 figur 5.13 er
tre kgrsler med forskellige veerdier af At plottet. Nar At gges er det tydeligt at se, at
lgsningen bliver mere ustabil og ved en veerdi pd At = 0,004 sker der en overtraedelse af
CFL-betingelsen i kgrslen. En mindskelse af At sendrer ikke p& den numeriske lgsning,
idet Ah-middelveerdien ved kgrslerne med At = 0,001 og At = 0,0005 begge giver
Ah = —8,2-10"2m. En mindskelse af Az samtidig med at At reduceres, siledes at
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Figur 5.13 Figuren viser tre kgrsler med frekvensen 3, 5 Hz og forskellige vaerdier
af At. Kgrslen med At = 0,0005 er afsluttet ved 30 s, sdledes at det er muligt at
skelne denne kgrsel fra kgrslen med At = 0,001. Ved At = 0,002 er det tydeligt, at
lgsningen begynder at blive ustabil efter 30 s.

forholdet mellem dem forbliver det samme, har en betydning omend lille for stgrrelsen
af middelvaerdien ved en pumpefrekvens pa henholdsvis 3,5 Hz og 6,5 Hz. I tabel 5.1 er
vaerdierne for At og J og den tilhgrende middelvaerdi angivet for de to frekvenser.

Da middelveerdien nar en konstant veerdi ved yderligere forggelse/mindskelse af J og At
tyder det pa, at lgsningen konvergerer for Az og At gaende mod nul, og at fejlen ved at
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At J Ah-middelveerdi | Ah-middelveerdi
v=3,0Hz v=6,bHz
1-1073 200 —8,2-103m 3,12-102m
5-10~* 400 | —8,3-103m 3,14-102m

2,5-107* | 800 | —8,3-103%m 3,15-102m
1,25-107* | 1600 | —8,3-10"%m 3,15-102m

Tabel 5.1 Tabel over middelvardien af hgjdeforskellen ved forskellige vaerdier af
At og J ved en pumpefrekvens pa 3,5 Hz og 6,5 Hz.

inddele stedsdomanet i 200 intervaller og bruge tidsintervallet pa 0,001 ligger omkring
1%. Ved en frekvens pa 6, 5 Hz konvergerer middelvaerdien langsommere end ved 3,5 Hz
og man kan derfor frygte, at afvigelsen sandsynligvis vil vokse med frekvensen og at der
er risiko for, at stabiliteten af lgsningen ved hgjere frekvenser kraever en finere diskretise-
ring af steds- og tidsdomaenet. Denne formodning underbygges ved at betragte summen
af vaeskehgjderne i de to kar, idet der ved en diskretisering pa J = 200 og At = 0,001
er tendens til, at summen af hgjderne ved frekvenser over 10 Hz falder med tiden, det
vil sige at der ikke er massebevarelse i systemet, se figur 5.14. Arsagen til at summen

2.002

N H‘ JW'

hgjdesum [m]

Hvl

— J =400, At=0,0005
— J=200,At=0,001

| 0 10 20 30 40 50 60
tid [s]

Figur 5.14 Summen af vaeskehgjderne i de to kar. Frekvensen er 14 Hz og p = 0.
Grafen for hgjdeforskellen (ikke vist) svinger for begge diskretiseringer stabilt
mellem 0 Hz og —0,08 Hz, se eventuelt figur 5.29.

af vaeskehgjderne i karrene falder, mens hgjdeforskellen svinger stabilt, er at begge kar
‘taber’ vaeske i samme fart, hvorved ustabiliteten i den numeriske lgsning séledes kan ses
pa graferne over hgjden for de to kar og pa summen af hgjderne, men meget lidt pa hgj-
deforskellen og det giver sig kun til udtryk som en usikkerhed pa middelhgjdeforskellen.

Valget af Az og At veerdierne er et spgrgsmal om regnetid i forhold til en stgrre prae-
cision pa middelveerdien af hgjdeforskellen. For kortere kgrsler (under 60 sekunder) og
for mindre frekvenser (under 10 Hz) er det kun de absolutte veerdier af middelveerdien,
der pavirkes, idet de kvalitative detaljer ikke mistes ved at vealge relativt hgje veerdier
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Figur 5.15 De fittede Ah-middelvardier
plottet mod frekvensen. Viskositeten er
p = 0. Ved frekvenserne v = 5 Hz og
v = 10,5 Hz har det ikke vaeret muligt

Figur 5.16 De fittede Ah-middelveerdier
plottet mod frekvensen. Viskositeten er
# = 50 pyand. Som pa figur 5.15 ses der
igen en afvigelse ved 8,5 Hz.

at bestemme en middelvaerdi. Bemark
afvigelsen ved v = 8,5 Hz.

af Az og At og der er stadig massebevarelse. Ved laengerevarende kgrsler eller ved hg-
jere frekvenser akkumulerer de numeriske fejl og det er i dette tilfeelde ngdvendigt med
mindre veerdier af Az og At. Skal de numeriske Igsninger sammenlignes med meget prae-
cise eksperimentelle data eller skal graferne for hgjden i de enkelte kar bruges, kan det
naturligvis ogsa vaere ngdvendigt med en stgrre numerisk praecision.

P& grund af akkumuleringen af numeriske fejl ved hgje frekvensvaerdier undersgges mo-
dellen i det fglgende kun for frekvenser mindre end 15 Hz.

5.2.4 Frekvensafhaengigheden

Frekvensathaengigheden af pumpens effektivitet, udtrykt ved middelhgjdeforskellen mel-
lem karrene, er undersggt i intervaller af 0,5 Hz i frekvensomradet 0,5 — 15 H z (frekven-
serne 0,1 Hz, 4,25 Hz 0og 9,75 Hz er medtaget som supplementspunkter). For hver kgrsel
i 30 sekunder ved en given frekvens er middelvaerdien af svingningen, givet ved % fa, be-
stemt ved fitning med funktionen (5.6). P& figur 5.15 er de fittede Ah-middelvaerdier
plottet som funktion af frekvensen.

Det ses pa dette frekvensscan, at middelhgjdeforskellen skifter fortegn to gange, og ved
hvert skift, det vil sige ved frekvenserne 5 Hz og 10,5 Hz har det ikke veeret muligt at
bestemme en middelvaerdi for hgjdeforskellen, fordi hgjdeforskellen divergerer og radius
af slangen bliver negativ i disse kgrsler. Sammenholdes dette med datapunkternes veerdier
omkring disse punkter, kunne det tyde pa, at lgsningen ved de pageldende frekvenser
divergerer; et tegn pé at der kunne vzre tale om resonansfrekvenser, det vil sige at der
er sammenfald mellem pumpens frekvens og systemets egenfrekvenser.

Ved frekvensen 8,5 Hz ses en tydelig afvigelse, og ved frekvenserne 2,5 Hz, 4,5 Hz og
5,5 Hz er der ogsa registreret uregelmassigheder i graferne for hgjdeforskellen som funk-
tion af tiden. Uregelmaessighederne giver sig til udtryk i, at graferne ikke svinger stabilt
mellem nul og en konstant veerdi, og at den midlede hgjdeforskel derfor ikke er konstant.
Et eksempel pé dette ses pa figur 5.17.



74 Numeriske resultater
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Figur 5.17 Hgjdeforskellen som funktion af tiden ved en frekvens pa 2,5 Hz. Det
ses, at hgjdeforskellen ikke svinger stabilt mellem nul og en fast veerdi.

Pa figur 5.16 ses et tilsvarende frekvensscan, men nu er viskositeten af vaesken sat til
50 pyand- Ved de frekvensveerdier (5 Hz og 10,5 H z), hvor det med en viskositet pa nul var
umuligt at bestemme en middelveerdi for hgjdeforskellen, er det nu muligt at bestemme
en verdi, idet hgjdeforskellen ikke leengere divergerer, hvilket underbygger hypotesen
om, at der er tale om resonanspunkter. I det fglgende bruger jeg ordet resonanspunkter
eller -frekvenser for de frekvensveaerdier, hvor middelhgjdeforskellen har forskelligt fortegn
pa hver side, samtidig med at hgjdeforskellen divergerer (eller har tendens til det, nar
veesken er viskgs) i selve punktet.

5.2.5 Positionsathsengigheden

For at undersgge hvordan effektiviteten af pumpen athaenger af pumpens placering pa
slangen, fastholdes pumpefrekvensen, mens positionen af pumpen varieres. I undersggel-
sen har jeg valgt at benytte frekvensen 14,84 H z og arsagen til denne specielle frekvens-
veerdi vil blive forklaret i afsnit 5.2.6. Lad centrum af pumpen veaere givet ved z, = £4$22;
det mulige domane for x, vil, pa grund af at pumpeomradet har en halvbredde p4 0,11,
vaere givet ved 10,1193 0,910 [, hvor [y er leengden af slangen. P4 samme méade som fre-
kvensscannet blev konstrueret, er Ah-middelveerdierne for hvert szt af data tilhgrende
en z.-veerdi fittet ud fra funktionen (5.6), kerslerne er udfgrt med p = 0. Resultatet ses
pa figur 5.18. Det er tydeligt at se, at der er en periodisk sammenhaeng mellem pumpens
effektivitet og placeringen af pumpen, og at der er symmetri omkring midten af slangen,
hvilket er forventeligt. Placeres pumpen i centrum af slangen vil hgjdeforskellen mellem
karrene veere nul, hvilket er helt i overensstemmelse med det forventelige, idet det er
umuligt at forestille sig, at et helt symmetrisk system skulle kunne have asymmetriske
egenskaber. Men lidt overraskende er det maske, at der forekommer to andre positioner,
hvor hgjdeforskellen ogsa bliver nul, nemlig @</, = 0,25 og @</;, = 0,75. Halveres fre-
kvensen imidlertid, s& v = 7,42 H z, reduceres svingningsperioden og det er saledes kun,
nar pumpen placeres i centrum af slangen, at hgjdeforskellen bliver nul, se figur 5.19.

Med hvordan foregar overgangen fra figur 5.18 til figur 5.197 P4 figur 5.20 ses positions-
scan for seks forskellige frekvenser mellem 14,84 Hz og 7,42 H z, saledes at det er muligt
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Figur 5.18 Middelhgjdeforskellen plottet
mod pumpepositionen, #¢/;;, ved fastholdt
frekvens, v = 14,84 Hz. Intervallet mellem
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Figur 5.19 Middelhgjdeforskellen plottet
mod pumpepositionen, @¢/;;, ved fastholdt
frekvens, v = 7,42 Hz. Intervallet mellem
hver kgrsel er 0,01 lo.
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Figur 5.20 Positionsscan for udvalgte frekvenser i intervallet 7,42 — 14,84 Hz.
Frekvenserne 9,28 Hz, 11,13 Hz og 12,99 Hz er ligeligt fordelt i intervallet, mens
9,75 Hz ligger midt i intervallet 9,28 — 11,13 Hz.

Nar frekvensen gges fra 7,42 H z vokser middelhgjdeforskellen men forbliver positiv, nar
pumpen er placeret til venstre for midten og negativ, nar pumpen er placeret til hgjre for
midten. Mellem frekvenserne 9,75 Hz og 11,13 H z skifter middelhgjdeforskellen fortegn,
séledes at hgjdeforskellen nu er negativ, nar pumpen er placeret pd den venstre del af
slangen og positiv pa den hgjre side. Det er ikke muligt at undersgge dette skift naermere
idet hgjdeforskellen divergerer, hvilket udviklingen i de viste positionsscan ogsé antyder.
Dette er i overensstemmelse med frekvensscannene, hvor der blev fundet et resonanspunkt

omkring 10,5 Hz.
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5.2.6 Sammenhangen mellem frekvens- og positionsafhaengig-
heden

Nar pumpen pumper med en frekvens vy, sendes der bglger ud i hver del af slangen.
Bolgeudbredelseshastigheden, ¢y, i slangen er, hvis det antages at vaesken er i hvile og at
tveersnitsarealet er lig tveersnitsarealet til tiden ¢ = 0, givet ved:

A

4 rest

€0 = € (A=Autareu=0) = G0 \[ 77— = 26,71 7/s.
start

(5.7)
En bglge med frekvensen vy og hastigheden ¢ vil have en bglgeleengde Ao, givet ved
Ao = f,—g Skal bglgeleengden af bglgen forarsaget af pumpen svare til leengden af slangen,
skal pumpefrekvensen vaere vy = cofj, = 26,71 ™/s/1 g, = 14,84 H z, hvilket netop er den
ene frekvens, der blev benyttet til at undersgge positionsafhaengigheden ovenfor. Den
anden frekvens, der blev benyttet, v = 7,42 H z, giver en bglgeleengde, der er dobbelt sa
lang som slangen. Da det ikke er muligt at afprgve en frekvens pa 2 - 14,84 H z, fordi de
numeriske lgsninger er ustabile ved s& hgje frekvenser, har jeg i stedet valgt en anden
leengde af slangen, som svarer til bglgeleengden ved en pumpefrekvens pa 4 Hz, nemlig
lo = 6,68 m. Resultaterne for kgrsler med frekvenserne v = 2,4,6,8 Hz ses pa figur 5.21.
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Figur 5.21 Undersggelse af positionsafthangigheden ved forskellige frekvenser.

Viskositeten er sat til nul. Frekvensen v = 4 Hz giver en bglgeleengde svarende til

slangens leengde pa lp = 6,68 m. Pumpeomradets bredde er 0,36 m svarende til
bredden af pumpeomradet, nir slangen er 1,8 m.

Der ses igen en stor grad af periodicitet i positionsafhaengigheden, hvor resultaterne
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Figur 5.22 Frekvensscan ved forskellige pumpepositioner. Ved z. = 0,251, ses et
fortegnsskift i middelhgjdeforskellen uden tegn pa divergens i lgsningen. Der ses
ingen forskel i placeringen af resonanspunkter ved de forskellige pumpepositioner,
men placeringen af pumpen har en betydning for, hvor nulpunkterne er placeret.

for v = 2 og v = 4 er i overensstemmelse med undersggelserne, hvor slangens laengde
var 1,8m og frekvenserne v = 7,42 Hz og v = 14,84 Hz. Verdien af hgjdeforskellen
mellem karrene sendres periodisk med positionen og leengden af perioden afhsenger af
pumpefrekvensen. Ved en frekvens svarende til en bglgeleengde lig slangens laengde er
perioden halvdelen af slangens laengde. Halveres frekvensen, fordobles leengden af perio-
den (v = 2 Hz) og modsat, hvis frekvensen fordobles, halveres perioden (v = 8 Hz). Alle
graferne er, som forventet, symmetriske omkring z. = 0,50y (med skift af fortegn) og
derudover synes graferne at konvergere mod nul for z. gdende mod slangens randpunk-
ter, hvilket er overraskende fordi man forventer, at pumpeeffekten vil vokse jo teettere
pumpen placeres pa en af enderne af slangen.

Frekvensen, hvor grafen for middelhgjdeforskellen divergerer, se figur 5.15, athaenger ikke
af placeringen af pumpen. Pumpes der med den samme frekvens forskellige steder pa
slangen, @&ndres middelvaerdien af hgjdeforskellen, men frekvensen for resonanspunktet,
og derved frekvensen, hvor fortegnet for middelhgjdeforskellen skifter, sendres ikke. Sam-
menlignes frekvensscannet og positionsscannet bliver det klart, at det dog ikke kan veere
en regel, at et skift i fortegnet for middelhgjdeforskellen altid forekommer i forbindelse
med et resonanspunkt. Positionsscannene viser nemlig, at der eksisterer kombinationer af
frekvensen og pumpepositionen, saledes at middelhgjdeforskellen faktisk bliver nul, ogsa
nar viskositeten er nul. Disse frekvenser henvises til som nulpunkter.

I figur 5.22 ses et frekvensscan, hvor pumpen er placeret i . = 0,251y og hvor leengden
af slangen er [j = 1,8 m. Som forventet fra positionsscannene bliver hgjdeforskellen nul
ved en frekvens pd v = 14,84 Hz med et skift i fortegnet for middelvaerdien til falge.
Ligeledes ses det, at resonansfrekvenserne tilsyneladende ikke afthaenger af placeringen af
pumpen, og ved at foretage frekvensscan for yderligere to positioner, underbygges denne
observation, se igen figur 5.22.
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5.2.7 Det transmurale tryk i slangen

I hab om, at det er muligt at finde en forklaring pé, hvorfor hgjdeforskellen ved nogle
frekvenser er positiv, mens ved andre frekvenser er negativ, og hvorfor forskellen ved
saerlige kombinationer af frekvensen og pumpepositionen bliver nul, har jeg undersggt det
transmurale tryk i slangen. Hypotesen er, at pumpefzenomenerne henger sammen med,
at der er en forskel pa laengden af de to stykker mellem pumpen og de to kar, idet der ikke
observeres en pumpeeffekt, nar pumpen placeres i midten af slangen. Pumpefrekvensen
svarer til en bglgelzengde og hvis bglgeleengden passer med leengderne af de to stykker pa
en sidan méade, at der ved det ene kar bliver en bug mens der ved den anden bliver en
knude, kunne man forestille sig, at pumpeeffektens frekvensafthaengighed kunne forklares
ved dette.

P4 figur 5.23 ses det transmurale tryk i slangen som funktion af stedet ved fire forskellige
kombinationer af frekvens og pumpeposition. Viskositeten af veesken er sat til 50 pyonq
for at deempe egensvingningen, der giver anledning til meget “st@j”’ i systemet.

De to gverste grafer svarer til negativ (venstre graf) og positiv (hgjre graf) middelhgjde-
forskel, det vil sige at veesken pumpes henholdsvis mod det venstre og hgjre kar. Nederst
til venstre er middelhgjdeforskellen negativ og vaeske pumpes mod det venstre kar, mens
middelhgjdeforskellen er nul ved den nederste hgjre graf. Den tendens, der ses pa gra-
ferne er, at trykket har stgrst udsving ved det kar, hvor veesken ophobes, og at jo stgrre
middelhgjdeforskellen er desto stgrre er trykudsvinget. Nar middelhgjdeforskellen er nul
og der derfor ikke ophobes vaeske i nogle af karrene, er det transmurale tryk ens ved de
to kar (graf nederst til hgjre).

Den formodede hypotese — at vaeskestrgmningens retning haenger sammen med forekom-
sten af bug og knude ved randene — synes saledes ikke at kunne underbygges. Hypotesen
bygger pé, at bredden af pumpeomradet har en betydning for retningen af vaeskestrgm-
ningen og dermed middelhgjdeforskellen i karrene, men udfgrte undersggelser (ikke vist),
hvor bredden af pumpeomrédet varieres, tyder ikke pa, at der er en sddan sammenhang.
Det er derfor kun vaerdien af z. og ikke bredden, der har en effekt pa nulpunkterne og
dermed pa strgmningsretningen og hgjdeforskellen.

5.2.8 Leaengden af slangen

Leengden af slangen har en afggrende betydning for den naturlige svingning i kar-systemet
og det er derfor forventeligt, at der ved en sndring af slangens leengde ogséd vil kunne
observeres en &ndring i middelhgjdeforskellens frekvensathengighed. Pa figur 5.24 ses
frekvensscan for fire forskellige slangeleengder, og der ses en forskydning af resonans-
punkterne, séledes at en laengere slange medfgrer lavere resonansfrekvenser. Ved hvert
frekvensscan er bredden af pumpeomradet 0,21y. Ved at foretage frekvensscan med fre-
kvensintervaller pa 0,1 Hz i frekvensomrédderne 4—5,5 Hz 0g 8,5—11, 5 Hz er det muligt
at bestemme begge resonansfrekvenser for hver af de fire slangeleengder mere preecist.
Plottes resonansfrekvenserne, bade frekvenserne ved det fgrste og andet resonanspunkt,
som funktion af slangens laengde bliver det klart, at der er tale om sammenhaenge, der
kan beskrives ved potenslove, se figur 5.25, og at sammenhaengene ikke er ens for de to
resonanspunkter.

Niveauet for middelhgjdeforskellen sendres stort set ikke ved en @endring af slangeleng-
den, eksempelvis ligger middelhgjdeforskellene mellem de to fgrste resonanspunkter alle
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Figur 5.23 Familier af kurver, der viser det transmurale tryk i slangen i lgbet af
en pumpeperiode ved fire forskellige kombinationer af pumpeposition og frekvens.
De enkelte kurver pa graferne angiver vaerdien af det transmurale tryk over slangens
leengde til et fast tidspunkt. Viskositeten er sat til 50 pyang. Dverst til venstre:
zc = 0,3lp og v = 3,5 Hz. @Qverst til hgjre: z. = 0,31y og v = 6,5 Hz. Nederst til
venstre: . = 0,31o og v = 12,4 Hz. Denne frekvensveerdi svarer til en bglgeleengde,
der er dobbelt s& lang som stykket fra hgjre side af pumpeomréadet og til hgjre
rand (A = 2,16 m), sdledes at bglgeleengden ikke svarer til et helt multiplum af
stykket mellem venstre side af pumpeomréadet til venstre rand. Nederst til hgjre:
z. = 0,251p og v = 14,8 Hz. Bemzrk at alle kurverne svinger omkring en vzerdi
lidt over 0 Pa, hvilket stemmer overens med, at det transmurale tryk er forskelligt
fra nul, nar systemet er i hvile pad grund af det hydrostatiske tryk fra veaesken i
karrene.
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Figur 5.24 Frekvensscan ved varierende slangeleengder. Viskositeten er sat til

W = Hyand- Sammenlignes positionerne af det andet resonanspunkt, ser der ud til at
veere en linezr sammenhzeng mellem positionen og leengden af slangen. Bemaerk, at
der pa frekvensscannene for lo = 2,2m og lp = 2,0 m ses et tredje resonanspunkt

omkring 14 — 15 Hz.

farste resonanspunkt

frekvens [Hz]

25

15 2 25 3 35

leengden af slangen [m]

frekvens [Hz]

13

12

11

10

andet resonanspunkt

y =169 x %

15

2 25 3 35

leengden af slangen [m]

Figur 5.25 Resonansfrekvensen plottet som funktion af slangens leengde

for det fgrste og andet resonanspunkt for fem forskellige slangeleengder:

lo =1,6m, 1,8m, 2m, 2,2m, 3m. Viskositeten er g = pyand. Slangeleengden
pa 3m er taget med for bedre at kunne fitte et udtryk til de numeriske data, idet
det blev klart at der ikke var tale om linezre sammenhzenge. De fittede udtryk er

indsat.
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omkring 0,03 m. At niveauet er ens er forventeligt, idet parametre for pumpen, sadsom

pumpeomradets bredde og det maksimale ydre tryk, pumpen giver, ikke sndres, hvilket
er parametre, der har betydning for effekten af pumpen.

5.2.9 Bglgehastigheden

Bglgehastigheden i slangen er i ligning 5.7 angivet for det tilfaelde, hvor vaeskestrgmningen
er nul og arealet er lig As¢qr¢. Udskrives ag fas:

_ [4 sE af ATest
“©= 3 pDrest Astart ’ (58)

Det eneste sted slangevaeggens tykkelse, s, slangens Young modul og densiteten, p, indgar
er i konstanten ag (nir det antages at viskositeten er nul, idet densiteten ogsé indgar i
Reynolds tal). En sendring af densiteten, pd samme vis som fgr, hvor de to andre kon-
stanter fastholdes, vil derfor give det samme resultat, som hvis densiteten fastholdes og s
eller E sndres. Diameteren af slangen indgar mange andre steder i modellens ligninger,
s& den holdes udenfor overvejelserne i fgrste omgang.

Pa figur 5.26 er der vist tre kgrsler med forskellige veerdier af konstanten ag i bolgehastig-
heden. Det er tydeligt, at bglgehastigheden har en betydelig effekt pé feenomenet. Faktisk
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Figur 5.26 Tre frekvensscan med forskellige vaerdier af bglgehastighedskonstanten
ag. I frekvensscannet for ag = 13,4 m/, skifter middelhgjdeforskellen fortegn

omkring 9 Hz uden tegn pa divergens, og i frekvensscannet for ap = 20,1 ™/, ses et
tilsvarende skift omkring 14 Hz.

ser det ud til, at en sendring af ag giver anledning til en proportional skalering af grafen
for middelvaerdien. Saledes findes resonansfrekvenserne, nar bglgehastighedskonstanten
er 26,8m/;, ved 5 Hz og 10,5 Hz, mens resonanspunkterne ved en halvering af bolge-
lengden forekommer ved frekvenserne 2,5 Hz og 5,25 Hz. Plottes resonansfrekvensen
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Figur 5.27 Resonansfrekvensen plottet som funktion af bglgehastighedskonstanten
for det fgrste og andet resonanspunkt. Ligningerne for de fittede linier er indsat.

som funktion af bglgehastighedskonstanten er der for bade fgrste og andet resonans-
punkt en linezer sammenhaeng og haeldningskoefficienten er stort set dobbelt s& stor ved
det andet frekvenspunkt, saledes som det ogsa blev beskrevet ovenfor, se figur 5.27. Et
tredje resonanspunkt, som ogsa blev observeret ved slangelaengder pa 2,2m og 2,0m, ses
i frekvenscannene for ag = 13,4 ™/, og ag = 20,1 m™/,, og det bemaerkes ogsé, at fortegnet
for middelhgjdeforskellen i disse to scan skifter fortegn uden der ses tegn pé divergens,
ligesom tilfeeldet var med frekvenscannet ved Iy = 2,2m.

I modsatning til ved undersggelserne, hvor slangens laengde blev @ndret, ses der ved
en @ndring af bglgehastighedskonstanten en niveauforskel i middelhgjdeforskellen for
ag = 13,4 m/, i forhold til de to andre frekvensscan. I hvert frekvensscan er pumpens mak-
simale tryk sendret, séledes at en reducering af radius p& 10 % kan fastholdes. En s&ndring
af bglgehastighedskonstanten betyder jo netop en @ndring af eksempelvis slangens ela-
sticitet, hvilket pavirker pumpens effektivitet. Forskellen mellem de to frekvensscan med
de hgjeste veerdier af ag pa den ene side og frekvensscannet med ag = 13,4 ™/, pa den an-
den side kunne tyde pé, at pumpens maksimale tryk alligevel ikke er sendret, s& pumpen
sammenpresser slangen lige meget ved de tre veerdier af bglgehastighedskonstanten.

Ved at @endre hviletveersnitsarealet (og derved D,.s; som indgér i ag) af slangen, aen-
dres placeringen af resonanspunkterne ligeledes. En forggelse af tvaersnitsarealet fgrer til
lavere resonansfrekvenser, mens en mindskelse giver stgrre resonansfrekvenser. Dette er
i overensstemmelse med, hvad der er observeret ved en sendring af bglgehastighedskon-
stanten, idet D,..s; forekommer i nzevneren og en forggelse af D,z svarer derfor til en
reducering af ag. Andres D,.s samtidig med en andring af vaegtykkelsen af slangen s,
séledes at ag fastholdes, bliver billedet mere kompliceret. Det fgrste resonanspunkt ligger
samme sted, som hvis det kun er D,.g4, der &endres, mens det andet resonanspunkt falder
sammen med placeringen af det andet resonanspunkt, nar ingen parametre sendres, se
figur 5.28. Stgrrelsen af middelhgjdeforskellen @endres, nar slangens vaegtykkelse sendres,
séledes at en reducering af s giver anledning til en gget effektivitet af pumpen, hvilket
vil sige en stgrre middelhgjdeforskel mellem karrene, hvorimod en forggelsen giver en
mindskelse af effektiviteten. Undersggelsen, hvor D,..s; og s sendres mens ag fastholdes
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Figur 5.28 Frekvensscan med tre forskellige kombinationer af hvilediameteren
Dyest 0og slangens veaegtykkelse s. Grafen med blat er den samme som grafen
pa figur 5.16. I scannene med henholdsvis D;ese = 0,03m og s = 0,004 m, og
Dyest = 0,036 m og s = 0,0048 m er bglgehastighedskonstanten ens.

viser, at det ikke er en @ndring af bglgehastighedskonstanten ag, der alene er ansvarlig
for placeringen af resonanspunkterne, men at @ndringen af andre parametre ogsa spiller
en afggrende rolle.

5.2.10 Resultater ved anvendelse af Lax-Wendroff-algoritmen

De praesenterede resultater har alle vaeret beregnet med MacCormack-algoritmen. Resul-
taterne for den tyngdekraftsdrevne svingning viser ingen forskel pa, om MacCormack-
eller Lax-Wendroff-algoritmen benyttes, men galder det ogsa, nar pumpen aktiveres?
Jeg har ikke gentaget alle ovennaevnte undersggelse med Lax-Wendroff-algoritmen, men
foretaget en stikprgvekontrol. P4 figur 5.29 og 5.30 ses resultatet, hvor de tilsvarende
kgrsler med MacCormack-algoritmen er plottet til sammenligning. Der er, som det ses
pa figur 5.29, fuldsteendig sammenfald mellem lgsningerne fra de to algoritmer, hvilket
er arsagen til, at lgsningen med Lax-Wendroff-algoritmen kun er vist til omkring 48 s, sa
det er muligt at se, at der er tale om to forskellige Igsninger.

Overensstemmelsen mellem resultaterne ved anvendelse af de to algoritmer ses ogsa pa
frekvensscannet, figur 5.30, hvor vaerdierne for kgrslen med MacCormack-algoritmen er
vist til sammenligning. Den eneste uoverensstemmelse ses ved 10,5 Hz, men det er lige
omkring et af resonanspunkterne, s& denne afvigelse tilleegger jeg ikke szerlig betydning.
Igen er afvigelsen ved 8,5 Hz meget standhaftig, hvilket viser at det ikke er en artefakt
fra MacCormack-algoritmen.

I afsnittet om de numeriske metoder, afsnit 4, blev der i praesentationen af MacCormack-
og Lax-Wendroff-algoritmerne gjort opmaerksom pa, at MacCormack-algoritmen har en
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Figur 5.29 Kogrsler med Lax- Figur 5.30 Frekvensscan med p =

Wendroff-algoritmen med frekvenserne

v =6,5Hz og v = 14 Hz. Resultater med
MacCormack-algoritmen for de samme
parameterveerdier er til sammenligning vist
med blat.

50 ptyana med Lax-Wendroff-algoritmen.
Det tilsvarende scan med MacCormack-
algoritmen er til sammenligning vist med
blat og der ses kun en uoverensstemmelse
ved 10,5 Hz.

indbygget asymmetri, mens Lax-Wendroff-algoritmen er symmetrisk. Nar de numeriske
resultater fra de to metoder sammenlignes kommer denne forskel ikke til udtryk, hvis
middelhgjdeforskellen mellem karrene er tilpas stor, siledes at smé numeriske fejl ikke
har betydning. Placeres pumpen i midten af slangen, hvorved hgjdeforskellen hele tiden
ligger omkring nul, bliver det tydeligt at se, at der er en forskel pa de to algoritmer, se
figur 5.31 og 5.32.

Udover at forskellen mellem de to kar er meget mindre, nar Lax-Wendroff-algoritmen
anvendes (1071%m mod 10~%m for MacCormack-algoritmen), er det ogsa tydeligt at
hgjdeforskellen svinger omkring nul, i modsaetning til ved MacCormack-algoritmen, hvor
numerikken genererer en ‘falsk’ hgjdeforskel mellem karrene, dog en relativ lille forskel
sammenlignet med forskellene, nar pumpen ikke er placeret i midten af slangen. Disse
observationer indikerer, at det vil vaere bedst at benytte Lax-Wendroff-algoritmen til at
lgse ligningerne i modellen.

5.2.11 Ikke-konservativ form

Udledningen af den én-dimensionelle model for veeskestrgmningen i en elastisk slange, i
afsnit 2.8, afsluttedes med opstillingen af et ligningssystem, som ikke kunne omskrives til
konservativ form. I stedet blev der foretaget en approksimation, nemlig at T' = 0, saledes
at det var muligt at opstille ligningssystemet p& konservativ form. Det kunne imidlertid
vaere fordelagtigt, hvis det var muligt at undersgge betydningen af denne approksimation.

I afsnittet om de numeriske metoder, afsnit 4, blev det naevnt, at bade MacCormack-
og Lax-Wendroff-algoritmen oprindeligt er opstillet for ligningssystemer pé konserva-
tiv form. Men i lgsningen af den tyngdekraftsdrevne svingning blev det klart, at der
i dette tilfaelde ikke var forskel pa, om ligningssystemet blev lgst pa konservativ eller
ikke-konservativ form. Er det stadig tilfzldet, nar pumpen er aktiveret? Pa figur 5.33 er
lgsningen af ligningerne pa ikke-konservativ form vist for frekvenserne 6,5 Hz og 14 H 2.
Lgsningen er beregnet ved brug af MacCormack-algoritmen.
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Figur 5.31 MacCormack-algoritmen.
Pumpen er placeret i z. = 0,51p. Det er
tydeligt at se, at forskellen mellem karrene
vokser og at svingningsperioden fra den
naturlige svingning igen viser sig.
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Figur 5.32 Lax-Wendroff-algoritmen.
Pumpen er placeret i z. = 0, 5 lo. Forskellen
mellem karrene svinger omkring nul, dog
med en tendens til at udsvingene vokser.
Bemark at enheden pa ordinataksen er
107'® m, hvilket er minimumsgrznsen for
MatLab; dette forklarer, hvorfor grafen
ikke er glat.
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Figur 5.33 Resultater for modellen pa ikke-konservativ form ved to forskellige
frekvenser. De tilsvarende kgrsler med modellen p& konservativ form er til
sammenligning vist med blat. Viskositeten er i alle fire kgrsler lig nul.



86 Numeriske resultater

For begge frekvenser er der stor overensstemmelse mellem graferne for hgjdeforskellen
for de to lgsninger. Betragtes summen af de to kars vaeskehgjder, ses der en tendens til,
at lgsningen af ligningerne pé ikke-konservativ form kraever en finere diskretisering for at
undga massetab, det vil sige ustabilitet i lgsningen, se figur 5.34.
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Figur 5.34 Summen af vaskehgjderne i de to kar. Diskretiseringen er givet
ved veerdierne J = 400 og At = 0,0005 og frekvensen er v = 14 Hz. Bade nar
ligningssystemet er pa konservativ og ikke-konservativ form ses der en manglende
massebevarelse, idet haldningen af summen er forskellig fra nul. Fejlen er stgrre,
nér ligningssystemet er pé ikke-konservativ form end hvis ligningssystemet er péa
konservativ form. MacCormack-algoritmen er benyttet i begge tilfaelde.

5.2.12 Approksimationen i opstillingen af den én-dimensionelle
teori

Den eneste forskel, der synes at vaere mellem at lgse modellen pa konservativ og ikke-
konservativ form, ligger saledes i hastigheden hvormed lgsningen konvergerer, og det er
derfor muligt at undersgge betydningen af approksimationen foretaget i opstillingen af
den én-dimensionelle teori for vaeskestrgmningen, nemlig at I' = 0.

I bilag B findes ligningerne i modellen i tilfeeldet " #£ 0, og i figur 5.35 ses resultatet af
tre frekvensscan med I' = 3, 6, 11 Vardien af I' har stor betydning for hgjdeforskellens
frekvensafthaengighed. Veerdien pa % svarer til v = 2, hvilket er den mindste veaerdi ~
kan have, idet det giver en parabolsk hastighedsprofil (mindre veerdier vil give anledning
til mere spidse profiler, som ikke er i overensstemmelse med de virkelig forhold). P&
figuren ses, at for T’ = %, 11—1 er der rimelig overensstemmelse med tilfaeldet, hvor T = 0,
men for T' = % er frekvensbilledet fortegnsmeessigt spejlet, sa ved de frekvenser, hvor
hgjdeforskellen for I' = 0 er negativ, er hgjdeforskellen nu positiv og omvendt ved de
frekvenser, hvor hgjdeforskellen ved I' = 0 er positiv, er den nu negativ. Nar I' gar mod

nul, ses graferne at konvergere med grafen for T' = 0.



5.2 Aktivering af pumpen 87

0.15 —
i
0.1 b 1
— o
£ * *,0"
£ 1
5 : A
2 005 D x4 |
2 '// VS sk $ o ¥ *k // // (L
% NS ! iﬁ// I *
[ O % % % %*\'i:t ol I3 .
< %;% | Hok KKK ¥ % I
[} N | LTt
S * " Tk
= % ¥ e **‘ *
€ -0.05 oy |
|
* =0 V
*
* =1/3
~+— T=1/6
-0.1 * 8
—— r=u11 *
T 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

frekvens [Hz]

Figur 5.35 Frekvensscan med I' = 1, 1, 5, hvor tilfeeldet I' = 0 er vist til sammenligning.

Ved at antage at ' er teet pa nul medfgrer det, at -y er stor, hvilket i modellen kan
fortolkes som en hgj viskositet. Men da viskositeten fgrst far en afggrende betydning for
middelhgjdeforskellen omkring 100 pty4nq kan v uden de store konsekvenser for lgsningen
antages at veere stor. Er v = 10, hvilket svarer til ' = 1/;; kan den faktiske viskositet
beregnes ved at se pé viskositetsleddet i ligningssystemet og antage, at hastighedsprofilen
er parabolsk, det vil sige at proportionalitetskonstanten er 8:

3
27 (y+2) Brand — 97 (10 4 2) £ = g 2Hvand (5.9)
P P P
Den faktiske viskositet bliver séledes kun tredoblet, nar v = 10, og dette forenet med
observationen, at en moderat viskositet ikke pavirker middelhgjdeforskellen retferdigggr
approksimationen I' = 0 i det inhomogene led i ligningssystemet.

Det er svaerere at retferdigggre approksimationen de to steder I' indgar i ligningssyste-
mets koefficientmatrix, fordi det kraever en fortolkning af de respektive led, der ikke synes
oplagt. Overordnet kan man dog konkludere, at da strgmningen ikke er ren stationzer,
vil hastighedsprofilen i slangen veere fladere end den parabolske profil og T' vil derfor
veere mindre end % Pa figur 5.35 ses det, at de karakteristiske traek ved grafen for I' = 0
allerede forekommer, nar I’ = %, sa approksimationen I' = 0 synes i den sammenhang
rimelig.

5.2.13 Linesrt ligningssystem og linesere randbetingelser

T er igen sat til nul og nu undersgges betydningen af ikke-lineariteten i ligningssystemet
og randbetingelserne. Nar pumpen er deaktiveret spiller de ikke-linezre led i ligningssy-
stemet og i randbetingelserne ikke nogen betydelig rolle for beskrivelsen af faenomenet,
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Figur 5.36 Frekvensscan, hvor lignings-
systemet i modellen er lineariseret. Ved
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Figur 5.37 Frekvensscan, hvor ligningssy-
stemet og randbetingelserne er lineariseret.

Ved de frekvensvaerdier, hvor middelhgjde-
forskellen er 0,015 m blev radius negativ i
kgrslen, selvom viskositeten er 50 pygnd-

5 Hz blev radius negativ i kgrslen, selvom
viskositeten er sat til 50 pygnd-

idet svingningsperioden stemmer fuldstzendig overens med perioden for det ikke-linesere
ligningssystem, se eventuelt figur 5.6.

Nar pumpen aktiveres er der imidlertid forskel pa, om ligningssystemet er linezrt eller
ikke-linesert, se figur 5.36, hvor et frekvensscan for modellen med det linesere ligningssy-
stem, men med de ikke-linezre randbetingelser er vist. P3 figur 5.37 ses et tilsvarende
frekvensscan for modellen, hvor ligningssystemet samt randbetingelserne er lineariserede.
For begge frekvensscan er det muligt at genfinde resonansfrekvenserne omkring 5 Hz og
10,5 Hz, men fortegnet for middelhgjdeforskellen stemmer ikke overens med resultaterne
fra den primeere model i de mellemliggende frekvensomrader, se eventuelt figur 5.16.

De to modificerede modeller giver siledes anledning til et pumpefsenomen i kar-systemet
omend der kun i nogen grad forekommer overensstemmelse med resultaterne for den
primare (ikke-linesere) model. Frekvensvaerdierne, hvor middelhgjdeforskellen divergerer,
ligger omtrent de samme steder, nemlig omkring 5 Hz og 10,5 Hz.

5.2.14 Beskrivelser af pumpen

I de ovenstéende undersggelser er pumpen beskrevet ved en sinusfunktion i tiden, hvilket
modellerer en situation, hvor pumpen skiftevis sammenpresser og udvider slangen. I en
virkelig eksperimentel opstilling vil pumpen kun sammenpresse slangen, og det vil derfor
give en bedre modellering af virkeligheden, hvis pumpen beskrives ved funktionen:

(zp—wa4)?
po ellers

14 Er2al@sza) gin (o f in(2
palo,t) = { Do ( +17 sin( 7T1/t)) or x € [xa,zB),t € {t|sin(2wvt) > 0}

séledes som den ogsé er angivet i afsnit 3.4. Resultatet for en kgrsel med pumpefrekvensen
v = 6,5 Hz ses i figur 5.38; figur 5.33 kan bruges til sammenligning af hgjdeforskellene for
at vurdere forskellen pé de to forskellige scenarier. Det ses, at middelvaerdien af forskellen
pa vaeskehgjden i de to kar er numerisk mindre, ndr pumpen beskrives ved ligning (5.10),
og at der ikke leengere er massebevarelse.

(5.10)
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Figur 5.38 Den anvendte pumpefunktion er beskrevet i ligning (5.10) og pum-
pefrekvensen er v = 6,5 Hz. Ustabiliteterne ses bade i summen af vaeskehgjderne,
der viser en faldende tendens, og i hgjdeforskellen.

Observationen at der for hgje frekvenser ikke er massebevarelse ved den valgte diskretise-
ring af steds- og tidsdomaenet giver en forklaring pa, hvorfor der ikke er massebevarelse,
nar pumpen beskrives ved ligning (5.10) for frekvenser mindre end 10 Hz. Ved at betragte
Fourierrsekken for tidsdelen af pumpefunktionen findes forklaringen. Fourierraekken for
tidsdelen af pumpefunktionen er givet ved:

%+ %sin(27ﬂ/t) - (5.11)
hvor v er pumpefrekvensen. Lad N betegne antallet af led, der tages med fra den uende-
lige sum i Fourierraekken. Betragtes argumentet til cosinusfunktionen i summen, ses det
at man faktisk skal have en pumpefrekvens under 5 Hz for at sikre, at der ikke allerede
ved N = 1 forekommer frekvenser i Fourierraekken, der er stgrre end 10 Hz. P4 figur 5.39
ses grafen for funktionen (5.11) for N = 1, og det ses, at funktionen allerede for N =1
er tet pa nul, i de intervallet, hvor sinusfunktionen er negativ, sd denne ligning er et
udmerket alternativ til den benyttede gaffelfunktion. P4 figur 5.40 er der foretaget en
sammenligning mellem kgrsler, hvor tidsdelen er en ‘regulaer’ sinusfunktion og en pumpe-
funktion, hvor tidsdelen er givet ved (5.11) med N = 1. I kgrslerne er viskositeten sat til
10 ftyqng for at dempe numeriske ustabiliteter. Nar den negative del af sinusfunktionen
medtages i pumpefunktionens tidsdel ses det, at pumpens effektivitet gges. Dette er lidt
kontraintuitivt, idet det er mere narliggende at tro, at den vaske, der tvinges til hver
side ved en sammenpresning af slangen ville blive suget tilbage til pumpeomradet ved en
tvungen udvidelse, hvorved pumpeeffekten ville mindskes. Men pé den anden side er der
mere vand at skubbe til side ved naste sammenpresning, hvis det er blevet suget ind til
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Figur 5.39 Grafen for funktionen (5.11)  Figur 5.40 Sammenligning mellem

med N = 1 plottet sammen med en kgrsler, hvor tidsdelen af pumpefunktionen
‘reguleer’ sinusfunktion. Frekvensen er er henholdsvis en ‘reguleer’ sinusfunktion
3,5Hz. og funktionen givet ved (5.11) med N = 1.

Pumpefrekvensen er 3,5 Hz og viskositeten
er p =10 ptygnd-

pumpen umiddelbart fgr, hvilket kan forklare den ggede effektivitet.

5.2.15 Modellens begraensninger

Udover at modellen er én-dimensionel, hvilket laegger nogle helt naturlige begraensninger
pa modellen, eksempelvis er den oplagt ikke i stand til at beskrive hastighedsprofilen
i slangen som funktion af radius og tiden, er der andre begransninger ved modellen
som sandsynligvis skyldes de valg, der er taget undervejs i opstillingen af modellen. Her
taenker jeg specielt pd modelleringen af slangens elasticitet. Slangen er beskrevet ved en
‘ring-model’, hvor slangen forestilles inddelt i sektioner og elasticiteten af hver sektion er
beskrevet gennem det tangentiale stress og der er set bort fra radialt stress. Dette gjorde
det muligt at opstille en sammenhang mellem det transmurale tryk og tveersnitsarealet
af slangen.

Det maksimale ydre tryk er fastsat séledes, at det giver anledning til en reducering af
radius pa 10 %, hvilket betyder, at slangen ikke vil veere fuldsteendig sammenpresset, nar
trykket fra pumpen er stgrst. Grunden til at jeg ikke har valgt et stgrre maksimalt tryk, er
at der ikke er noget i numerikken i MatLab-programmet, der forhindrer, at radius bliver
negativ, si derfor er det vigtigt, for modellens gyldighed, ikke at komme for teet pa en
totalt sammenpresset slange. Hvis det radiale stress i slangen medtages i modelleringen,
vil det sandsynligvis vaere muligt at pafgre slangen et stgrre maksimalt tryk, idet det
radiale stress er med til at sikre, at gradienterne ikke bliver for store, hvorved det bliver
meget svaerere at opnd en situation, hvor tvaersnitsarealet er nul.

Det er dog en alvorlig begraensning i modellen, at situationen, hvor slangen er helt sam-
menpresset, ikke kan beskrives, idet denne situation kan forekomme i et virkeligt eksperi-
ment. Arsagen til begraensningen er, at tvaersnitsarealet star i naevneren i den konstitutive
ligning. Selvom den konstitutive ligning er opstillet ud fra fysiske argumenter, kunne man
argumentere for, at den konstitutive ligning alligevel skal korrigeres, eksempelvis ved at
addere en konstant i naevneren, saledes at tvaersnitsarealet kan blive nul ved en endelig
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vaerdi af trykket for at ggre det muligt at modellere den givne situation. Det er dog ikke
klart, om korrektionen ville kunne forhindre, at radius bliver negativ eller om denne fejl i
modellen skyldes andre ting (der er foretaget kgrsler med en finere diskretisering af steds-
og tidsdomznet ved de frekvenser, hvor radius bliver negativ, men det hjzlper ikke pa
problemet).

5.3 Opsamling

Egensvingningen for kar-systemet kan bestemmes, hvis pumpen deaktiveres og der i ste-
det er en hgjdeforskel mellem karrene til begyndelsestidspunktet. Nar pumpen aktive-
res og viskositeten er sat til nul, er det stadig muligt at se egensvingningen i graferne
for hgjdeforskellen som funktion af tiden. Argumenterne for, at der faktisk er tale om
egensvingningen, er at svingningsperioden stemmer overens med den numerisk bestemte
periode i det tilfaelde, hvor pumpen er deaktiveret, samt at der er en lineser sammen-
heeng mellem svingningsperioden og forholdet mellem tvaersnitsarealerne af karrene og
slangen, og at der er overensstemmelse mellem proportionalitetskonstanterne for den
tyngdekraftsdrevne svingning og svingningen, nar pumpen er aktiveret. Der er imidlertid
en forskel pa den analytisk og numerisk bestemte proportionalitetskonstant, som det har
veeret vanskelig at redeggre for.

Viskositeten har ikke en betydning for, hvorvidt der forekommer en pumpeeffekt i syste-
met og ved mindre veerdier af p (< 50 fyanq) ses der ingen forskel mellem middelvaerdierne
for hgjdeforskellen med og uden viskositet. Viskositeten deemper stort set kun egensving-
ningen og dermed ikke pumpens effektivitet. Dges viskositeten, mindskes den numeriske
middelvaerdi, hvilket vil sige at viskositeten har en indflydelse pa effektiviteten af pumpen
og ikke kun virker deempende pa egensvingningen. Dette er et tegn pa ikke-lineariteten i
systemet, idet et rent linezert system ville kunne beskrives som en superposition af egen-
svingningen og en drivende kraft, hvor det kun er egensvingningen, der vil blive deempet
af gnidning i systemet.

I det frekvensinterval (0 — 15 Hz), jeg har undersggt, forekommer der ved en bglge-
hastighedskonstant pa 26,8/, to resonansfrekvenser, hvor hgjdeforskellen divergerer
samtidig med et skift i fortegnet for middelhgjdeforskellen, det vil sige at strgmningen
i kar-systemet skifter retning. En ‘rigtig’ resonansfrekvens i et linesert system forekom-
mer som navnt, nir frekvensen for en drivende oscillerende kraft falder sammen med
egensvingningsfrekvensen for systemet. I et urgr med de samme proportioner som kar-
systemet (med Dy = 5,7) ligger egensvingningsperioden omkring 13,5 s svarende til en
egenfrekvens pa 0,07 Hz, men ved denne frekvens er der i kar-systemet ikke observeret
tegn pa resonans. Egenfrekvensen for urgret blev bestemt ud fra en fgrsteordens differenti-
alligning, hvilket kun kan give én egenfrekvens for systemet. Kar-systemet kan imidlertid
ikke beskrives ved én fgrsteordens differentialligning, og der er derfor mulighed for, at
der forekommer flere egensvingninger og dermed flere resonansfrekvenser, hvilket ikke er
utaenkeligt, idet systemet er elastisk i modsaetning til urgret.

Placeringen af de to mindste resonansfrekvenser er uathaengig af placeringen af pumpen
og om vasken antages at vaere mere eller mindre viskgs. Et tegn pa at der faktisk er tale
om resonans er, at det er muligt at bestemme en veerdi for middelhgjdeforskellen i og
omkring resonansfrekvenserne, hvis viskositeten er forskellig fra nul.
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Det viser sig ogsa, at placeringen af den fgrste og anden resonansfrekvens afhanger af
bglgehastigheden og af leengden af slangen. Igen observationer, der underbygger hypote-
sen om, at der faktisk er tale om resonansfrekvenser, idet sndringen af systemspecifikke
parametre, sdsom elasticiteten, tykkelsen og tvaersnitsarealet af slangen, sendrer pa pla-
ceringen af resonansfrekvensen, hvorimod parametre sasom placeringen af pumpen, der
er en parameter knyttet til den ydre drivende kraft, ikke har betydning. Der er imidler-
tid undtagelser, idet systemspecifikke parametre sasom tvaersnitsarealet af karrene ikke
har en betydning for placeringen af resonanspunkterne, mens densiteten som er en pa-
rameter knyttet til vaesken har betydning, hvorimod viskositeten af vaesken ikke har. At
karrenes tvaersnitsareal ikke har betydning indikerer, at der er tale om sammenfald mel-
lem pumpefrekvensen og en egensvingning i slangen forarsaget af elasticiteten og ikke en
egensvingning knyttet til hele systemet. Dette underbygges af observationen, at vaeskens
hgjde i karrene til begyndelsestidspunktet viser sig at have en betydning for resonans-
punkterne, idet veaeskehgjden i karrene bestemmer det hydrostatiske tryk i slangen og
derved slangens tveersnitsareal.

Hvis det er et sammenfald mellem pumpefrekvensen og egensvingninger i slangen, der er
ansvarlig for resonansfrekvenserne, vil det vaere mest naerliggende at tro, at resonansfre-
kvenserne forekommer, nar laengden af slangen svarer til bglgeleengden af pumpefrekven-
sen, det vil sige, at resonansfrekvensen skulle vaere proportional med bglgehastigheden og
omvendt proportional med leengden af slangen. Der burde siledes veaere en resonansfre-
kvens ved en pumpefrekvens pa 14, 84 H z, men her forekommer der ikke et resonanspunkt
i de numeriske undersggelser (der er ikke antydning af resonans ved 14,84 Hz, som var
den frekvens, der blev brugt i det fgrste positionsscan, se figur 5.18). Derudover er de to
fgrste resonansfrekvensers athaengighed af bglgehastigheden og slangens leengde under-
sggt, og det viser sig, at resonansfrekvensen ikke er omvendt proportional med leengden
af slangen, idet eksponenten er henholdsvis -0, 71 for det fgrste resonanspunkt og -0, 84
for det andet resonanspunkt.

Der forekommer ogsa skift i fortegnet for middelhgjdeforskellen uden divergens. Forekom-
sten og placeringen af disse nulpunkter afhaenger i modsaetning til resonanspunkterne af
pumpens placering og ovenstaende observationer indikerer, at det ikke er de samme me-
kanismer, der er ansvarlig for genereringen af alle fortegnsskift i hgjdeforskellen og at der
skal skelnes mellem fortegnsskift, hvor middelhgjdeforskellen divergerer, nar der ingen
gnidning er og fortegnsskift, hvor middelhgjdeforskellen bliver nul. Dette vidner om en
noget stgrre kompleksitet i kar-systemet end forst antaget.

I et forspg pé at forklare de kvantitative forhold omkring strgmningsfeenomenet er tryk-
bglgerne i slangen undersggt. Udover at det transmurale tryk synes at vaere stgrst ved
den rand, hvor veeskehgjden i det tilstgdende kar star hgjest, er det vanskeligt at finde
en systematik eller forklaring pa faenomenet i disse undersggelser.

Ved en linearisering af alle ligningerne i modellen mistes pumpeeffekten ikke, men den
@ndres, saledes at der ikke er den samme overensstemmelse mellem frekvensen og forteg-
net for middelhgjdeforskellen. Resonansfrekvenserne genfindes ogsa ved en linearisering,
men i dette tilfeelde divergerer hgjdeforskellen i resonanspunkterne, selvom viskositeten
er sat til en hgj veerdi.

Der er i store traek overensstemmelse mellem resultaterne med de to anvendte algoritmer,
men ved at placere pumpen i midten af slangen er det muligt at se den asymmetri, der
blev bemarket i praesentationen af MacCormack-algoritmen og som ikke forekommer i
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Lax-Wendroff-algoritmen. De numeriske fejl i hgjdeforskellen er dog sma i forhold til
hgjdeforskellen, nar pumpen ikke er placeret i midten af slangen og i det tidsinterval, der
undersgges (60 sekunder), er den akkumulerede fejl tydeligvis lille.

Forskellen mellem lgsningerne af ligningssystemet pé konservativ og ikke-konservativ form
kan kun ses pa summen af vaeskehgjden i karrene og ikke ved en sammenligning af graferne
for hgjdeforskellen. Ved at lgse ligningerne pa ikke-konservativ form er det ngdvendigt
med mindre tids- og stedsskridt i algoritmen for at undgd massetab, det vil sige at
lgsningen konvergerer langsommere, nér ligningerne lgses pa ikke-konservativ form.
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6 Sammenligning med resultater fra
litteraturen

I det foregdende afsnit blev resultaterne fra de numeriske undersggelser af den opstillede
model prasenteret, diskuteret og sammenlignet med analytiske resultater for urgret i det
omfang, det var muligt. Her diskuteres de numeriske resultater i forhold til resultater
fra tilsvarende modeller for kar-systemet, og resultater for ring-systemet omtalt i indled-
ningen sammenlignes med resultaterne for kar-systemet med det forméal at afggre, om
systemerne er xkvivalente. I litteraturen antages det, at det samme faenomen er pa spil i
begge systemer [Rath & Teipel, 1978][Thomann, 1978][Takagi & Takahashi, 1983a][Moser
et al., 1998][Borzi & Propst, 2003] og man ma gé ud fra, at der dermed ikke kun menes, at
der i begge systemer foregar ‘pumpning uden ventiler’, men derimod at hvis faenomenet
i det ene system kan forklares, s& kan forklaringen overfgres til det andet system.

Resultaterne fra undersggelserne af de numeriske metoder sammenholdes med lignende
undersggelser i litteraturen og spgrgsmalet om konservative former i forhold til ikke-
konservative former forsgges afklaret.

I det fglgende henvises til modeller, som er nzermere beskrevet i indledningen til rappor-
ten.

6.1 Sammenligning med andre modeller

Modellerne for kar-systemet opstillet i [Rath, 1976] og [Borzi & Propst, 2003] svarer pa
mange mader til modellen opstillet i denne rapport. Navier-Stokes-ligninger i én dimen-
sion beskriver vaeskestrgmningen i slangen, et variabelt ydre tryk beskriver sammenpres-
ningen af slangen og endelig randbetingelser, der beskriver vaeskehastigheden pa randen
og vaeskehgjderne i karrene. I alle tre modeller er vaeskestrgmningshastigheden den ene
afhaengige variabel, mens den anden variabel er forskellig i de tre modeller. Rath [1976]
regner pa bglgehastigheden, mens Borzi & Propst [2003] har indfgrt trykket som den
anden variabel, og som bekendt er det i denne rapport tveersnitsarealet. Men det burde
teoretisk set ikke give anledning til, at de numeriske resultater for de tre modeller er
forskellige, fordi ligningssystemerne er xkvivalente. Jeg henviser til modellen opstillet i
denne rapport som areal-modellen!, mens de to andre modeller omtales som henholdsvis
Rath- og Borzi-modellen.

Der er imidlertid punkter, hvor Rath- og Borzi-modellen adskiller sig fra areal-modellen,
og punkter, hvor de to omtalte modeller heller ikke er ens og det vil jeg uddybe i det
fglgende.

1Betegnelsen daekker over mere end blot den primzere model, idet der med areal-modellen eksempelvis
ogsd teenkes pd den opstillede model med lineariserede ligninger.
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I opstillingen af bade Rath- og Borzi-modellen er udgangspunktet lagt i de midlede én-
dimensionelle Navier-Stokes-ligninger, svarende til dem, der blev udledt i afsnit 2.8 med
I' = 0. Midlingen er ikke udfgrt eksplicit og approksimationen I' = 0 omtales ikke.

I areal-modellen benyttes en anden konstitutiv ligning end den, der bruges i Rath- og
Borzi-modellen. Argumenterne for at bruge denne ligning frem for den anden er, at
ligningen kan udledes ud fra fysiske principper og at der ved den valgte ligning opnés
en bedre beskrivelse af eksperimentelle resultater. Den valgte konstitutive ligning findes
ogsa brugt i andre artikler, hvor strgmningen i en elastisk slange eller blodstrgmningen
i et blodkar beskrives ved én-dimensionelle modeller [Rubinow & Keller, 1972][Olufsen,
1998][Chattopadhyay & Sil, 2003].

Derudover er der i areal-modellen taget hgjde for, at det hydrostatiske tryk fra karrene
giver anledning til, at slangen, inden pumpningen begynder, er udvidet, det vil sige at
Agtart # Arest, hvilket ikke er medtaget i de to andre modeller. Med den vaskehgjde, der
benyttes i karrene, har denne forskel i modelleringerne dog ingen vaesentlig betydning i
forhold til de kvalitative resultater.

I randbetingelserne i areal-modellen er tveersnitsarealet variabelt, mens det i de to andre
modeller antages fastholdt. Det er imidlertid ikke helt korrekt, idet bglgehastigheden
og trykket pa randen i Rath- og Borzi-modellen stadig er variable. Bglgehastigheden og
trykket er begge koblet til tveersnitsarealet gennem henholdsvis egenveerdierne og den
konstitutive ligning, sa hvis tveersnitsarealet er fastholdt pa randen, s vil de to andre
variable ogsd vaere det. Nar tveersnitsarealet siledes i de to artikler antages at vaere lig
hviletveersnitsarealet betyder det i praksis, at tvaersnitsarealet er holdt konstant, de gange
kontinuitetsligningen (A; u1 = Ajus) benyttes i opstillingen af randbetingelserne. Ved
at sendre randbetingelserne i areal-modellen, saledes at tveersnitsarealet fastholdes, nar
kontinuitetsligningen benyttes, ses kun en meget lille effekt pa de numeriske lgsninger.

I areal-modellen er randbetingelserne opstillet ud fra den instationaere Bernoulliligning,
hvilket ogsa er gjort i Rath-modellen, mens den stationsere Bernoulliligning er benyttet
i Borzi-modellen. Brugen af begge ligninger medfgrer approksimationer, idet den insta-
tionzre Bernoulliligning kun kan benyttes til ikke-viskgse vaesker, hvor rotationen er
nul, og den stationzre Bernoulliligning kraever en antagelse om, at vaeskestrgmningen
kan betragtes som stationser pa randen og derudover antages det i opstillingen af Borzi-
modellen, at hastigheden af vaesken i bunden af karrene er nul. Ved brug af den stationsere
Bernoulliligning tages der saledes ikke hgjde for strgmningsdynamikken i karrene, heller
ikke med hensyn til tab af energi ved ind- og udstrgmning.

Endelig er der beskrivelsen af pumpen. I begge de omtalte modeller er tidsdelen af pumpe-
funktionen en sinusfunktion, hvilket er den samme tidsdel, som bruges i areal-modellen.
Stedsdelen i bade Rath- og Borzi-modellen er parabler, hvilket betyder, at den steds-
afledte af det ydre tryk bliver diskontinuert. I areal-modellen anvendes et fjerdegrads-
polynomium, der sikrer kontinuiteten af den stedsafledte, séledes at betingelsen brugt i
midlingen af Navier-Stokes-ligningerne er overholdt, og derudover giver det en beskrivelse
af koblingen mellem tvaersnitsarealet og det transmurale tryk, der er i bedre overensstem-
melse med virkelige forhold.
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6.2 Sammenligning af resultater

De fysiske data, der er brugt i de numeriske undersggelser i denne rapport, svarer til en
konkret fysisk opstilling og er derfor ikke alle i overensstemmelse med data fra kgrslerne
med Rath- og Borzi-modellen. For bedre at kunne sammenligne resultaterne har jeg
derfor foretaget et frekvensscan med parametervaerdier svarende til dem, der er benyttet
i [Rath, 1976] og [Borzi & Propst, 2003] og resultatet ses i figur 6.1.
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Figur 6.1 Frekvensscan med &ndrede paramterveerdier; ao = 11,95 ™/, Dyegt =
0,0165m og Dyqr = 0,155 m. Scannet er afsluttet ved 10,5 Hz, fordi lgsningen
bliver ustabil for stgrre frekvensveerdier ved den valgte diskretisering.

Sammenlignes der med et frekvensscan fra [Rath, 1976] er der overensstemmelse med
hensyn til placeringen af de to fgrste resonanspunkter og fortegnet for middelhgjdefor-
skellen for frekvenser under 7 Hz, se figur 1.2. Ved 7,5 Hz og omkring 10,5 H z synes der
at veere endnu to resonansfrekvenser, mens det kun er resonanspunktet ved 10,5 H z, der
forekommer i resultaterne i [Rath, 1976]. Der er ikke foretaget et frekvensscan i [Borzi
& Propst, 2003], fordi forfatterne mere er interesseret i at vise, at middelhgjdeforskellen
skifter fortegn end i at forklare, hvorfor det sker ved bestemte frekvenser; det observeres,
at der ved en pumpefrekvens pé 2,33 Hz er en positiv middelhgjdeforskel, mens forskel-
len er negativ ved en frekvens pa 4,65 Hz. Disse resultater er vanskelige at verificere
i arealmodellen og for den sags skyld ogs& gennem graferne i [Rath, 1976], fordi begge
frekvensvaerdier ligger lige oven i de to forste divergensomrader, hvilket giver anledning
til en vis usikkerhed med hensyn til bestemmelsen af fortegnet for middelhgjdeforskellen.
Det forekommer lidt maerkeligt, at Borzi & Propst [2003] har valgt at benytte netop disse
to frekvenser igennem deres artikel, idet de tydeligvis har haft kendskab til resultaterne
fra [Rath, 1976] og derfor burde kunne se, at disse to frekvensveerdier ligger i omrader,
hvor middelhgjdeforskellen synes at divergere (se eventuelt figur 1.2, og benyt at de to
frekvensveerdier svarer til vinkelfrekvensveerdier pa henholdsvis 14,64 s~% og 29,22 s71).

Der hvor forskellene mellem resultaterne fra de tre modeller traeeder frem, er i graferne
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for hgjdeforskellen som funktion af tiden. I undersggelser for areal-modellen viste det sig,
at hgjdeforskellen svinger mellem nul og en konstant veerdi, nar vaesken antages at veere
ikke-viskgs, og at svingningen svarede til den naturlige svingning for systemet, mens de
smé svingninger indlejret i den naturlige svingning kunne tilskrives pumpen. For en viskgs
vaeske blev det klart, at den naturlige svingning blev deempet, hvorfor hgjdeforskellen gik
imod en konstant veerdi (svingningerne fra pumpen vedblev at veere tilstede).

Disse karakteristika genfindes tildels i [Rath, 1976] — omend de eneste frekvenser, hvor
hgjdeforskelsgraferne er vist ligger omkring 11 Hz (det vil sige i et af divergensomra-
derne), s& det er svaert at foretage en ordentlig sammenligning — mens de ikke genfindes i
[Borzi & Propst, 2003]. I sidstnzevnte artikel er der ikke kvalitativ forskel pa den tidslige
udvikling af hgjdeforskellen, hvorvidt vaesken er viskgs eller ej og hgjdeforskellen svinger
ind pa samme méde som mine resultater viser, nar viskositeten er sat til ca. 10 gange
vands viskositet, se figur 6.2 og sammenlign eventuelt med figur 5.12, hvor grafer for
Bvand O b = 50 fiygnd €r vist.
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Figur 6.2 Den tidslige udvikling af hgjdeforskellen mellem vaesken i karrene.
Tiden i sekunder er pa abscisseaksen (0 — 30 s), mens hgjdeforskellen angivet i
centimeter er pa ordinataksen (-0,5 — 2,5m). De fire grafer svarer til kgrsler med
vaerdierne Di = 25,50, 75,100. Viskositeten er nul. [Borzi & Propst, 2003]

Borzi & Propst [2003] har saledes konstrueret en model, der er i stand til at beskrive
et feenomen, der svinger ind omkring en veerdi forskellig fra ligeveegtsveerdien uden til-
stedeveerelsen af gnidning i systemet og hvor den drivende kraft svinger om nul. Var
ligningerne i modellen lineare ville man ikke forvente dette resultat, men det er svaerere
at forudsige, hvordan systemet burde opfgre sig, nar ligningerne ikke er linezre. Borzi &
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Propst [2003] observerer, hvilket passer med mine resultater for hgje verdier af viskosi-
teten, at viskositeten har betydning for effektiviteten af pumpen, s& pa det punkt er der
overensstemmelse med resultaterne praesenteret i denne rapport — i hvert fald kvalitativt,
for Borzi & Propst [2003] angiver ikke talveerdier for den faldende effektivitet eller viser
grafer, hvorfra det kan afleeses.

I [Rath, 1976] ses svingninger med perioder pa omkring 22 s, der deempes, hvis vaesken
antages viskgs, hvilket er i god overensstemmelse med observationerne i denne rapport?.
I en senere artikel af Rath & Teipel [1978] naevnes det desuden, at der ved gnidningsfri
strgmning i kar-systemet blev observeret store svingninger i hgjdeforskellen samtidig med
at middelveerdien syntes at veere konstant og at svingningsperioden var identisk med
perioden for en svingende vaske i et urgr med samme dimensioner. Denne kommentar
stemmer overens med mine resultater.

Den eneste umiddelbare forklaring p& uoverensstemmelserne (bortset fra forklaringen, at
viskositeten faktisk er forskellig fra nul i graferne i [Borzi & Propst, 2003]) ligger i de
forskellige algoritmer, der er benyttet, fordi de resterende forskelle mellem modellerne
ikke synes at kunne give anledning til si store forskelle. I [Borzi & Propst, 2003] benyttes
den mere moderne MUSCL-Hancock-algoritme og det er muligt, at den opererer med
hvad der i litteraturen omtales som ‘kunstig’ viskositet; en indbygget deempning i algo-
ritmer, som skal mindske ophobningen af numeriske fejl [Moretti, 1972a|[Baum & Levine,
1983|[Davis, 1987], men det forekommer lidet plausibel, idet den kunstige viskositet ikke
burde kunne give anledning til sd vaesentlige afvigelser. Jeg har ikke fundet udtalelser
eller undersggelser af algoritmen i litteraturen, der bekrafter denne hypotese og jeg har
ikke selv undersggt metoden naermere.

Ud fra fire frekvensscan med forskellige slangelaengder, bemaerker Rath [1976], at pro-

duktet
2 2
™ lO & (TTest ™ p) (61)
a Vo V. u

er konstant ved indssettelse af frekvensen for det fgrste nulpunkt?, v;. Det betyder altsa,
at hvis en af parametrene i produktet sendres, sa vil frekvensen for det fgrste nulpunkt
ogsa endres. Det kan lige naevnes, at Rath [1976] henviser til den fgrste faktor som den
dimensionslgs stgrrelse kaldet Strouhal tallet*, mens den sidste faktor er Womersley tal-
let. Nar Rath [1976] postulerer, at produktet er konstant, mé det betyde, at det stadig
er konstant, hvis eksempelvis viskositeten sndres i stedet for leengden af slangen. Men
det stemmer ikke overens med mine resultater, idet det er klart, at viskositeten og pla-
ceringen af pumpen ikke har synlig betydning for placeringen af resonanspunkterne. Og
placeringen af det fgrste resonanspunkt er naermere omvendt proportional med leengden
af slangen og proportional med bglgehastighedskonstanten, hvilket ikke stemmer overens
med det angivne produkt (6.1).

2Hvis parametervaerdierne fra [Rath, 1976] benyttes i modellen fis en egensvingningsperiode i urgret
pa 21,49 s.

3Rath [1976] skelner ikke mellem resonanspunkter og nulpunkter.

4Strouhal tallet er defineret som ¥ 7o/y, hvor v, rg og ug er henholdsvis frekvensen og en karakteristisk
leengde og hastighed for systemet. Det er kun i [Rath, 1976] og [Rath & Teipel, 1978], at jeg har set, at
bglgehastigheden og ikke vaeskestrgmningshastigheden bruges som karakteristisk hastighed for systemet.
Det er lidt underligt at definere bglgehastigheden som den karakteristiske hastighed for systemet, idet
dimensionslgse stgrrelser sdsom Reynolds tal, Froude tallet og Strouhal tallet alle angiver forhold mellem
krafterne i systemet, der afhaenger af vaeskestrgmningshastigheden og ikke af bglgehastigheden.
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6.3 ZEkvivalensen mellem kar- og ring-systemet

Den eneste modellering af ring-systemet, hvor man har foretaget et frekvensscan, er i [Ot-
tesen, 2003]. Sammenlignes frekvensscan fra kar-systemet og ring-systemet, se eventuelt
figur 1.3 og 5.15, er der betydelige forskelle. I frekvensscannet for ring-systemet er der
en overvejende retning vaesken vil lgbe, idet fortegnet for flowet overvejende er positivt,
og de gange flowet skifter retning sker det over et meget lille frekvensinterval. Dette er i
modsaetning til frekvensscannet for kar-systemet, hvor middelvaerdien af hgjdeforskellen
ikke overvejende er positiv eller negativ og hvor skift i fortegn kan veere forbundet med
divergens i hgjdeforskellen. Et karakteristika, der ikke genfindes i ring-systemet.

I [Ottesen, 2003] er der ikke lavet undersggelser for at klarggre, hvilken betydning, de
forskellige parametre for slangen har for strgmningsfaeenomenet, sa derfor er en sam-
menligning af atheengigheden af disse parametre ikke mulig. Derimod er det undersggt,
hvilken betydning viskositeten har for feenomenet, og det viser sig at viskositeten ikke
kvalitativt har den store betydning for middelflowets frekvensafhsengighed, men at der
kvantitativt ses en forskel pad om flowet skifter retning ved en bestemt frekvens. Der er en
tendens til, at stgrrelsen af de udsving, der ses i middelflowet, se figur 1.3, mindskes nar
vaesken ikke er viskgs, hvilket ikke stemmer overens med resultaterne for kar-systemet,
hvor det er hgje veerdier af viskositeten, der mindsker den opnaede hgjdeforskel mellem
karrene.

I og med at der ikke observeres frekvenssveerdier i ring-systemet, hvor flowet divergerer,
kunne det tyde pa, at tilstedeveerelsen af disse punkter i kar-systemet er specielt for
dette system. Dette er et argument for, at disse skift i kar-systemet er genereret af
egensvingninger i systemet og ikke i slangen alene, idet der derved ogsa burde forekomme
resonanspunkter i ringsystemet.

I [Jung & Peskin, 2001] er det transmurale tryk i den elastiske del af et ring-system
undersggt, og resultaterne er omtalt i indledningen til denne rapport, se figur 1.4. Der er
ikke overensstemmelse med de tilsvarende resultater praesenteret i resultatafsnittet, idet
der her ikke blev observeret knuder ved randene af slangen eller mgnstre, der kunne tolkes
som vandrende bglger. Ud fra frekvensscannene og undersggelserne af det transmurale
tryk er der ikke noget, der tyder pa, at de to systemer er aekvivalente, og at en forklaring
af det ene system kan overfgres til det andet.

6.4 Den numeriske metode

I litteraturen findes forskellige undersggelser, hvor Lax-Wendroff-algoritmen og
MacCormack-algoritmen er blevet testet pé visse quasi-linezre hyperbolske ligningssy-
stemer [Abarbanel & Zwas, 1969][Moretti, 1972al|[Sod, 1978|[Baum & Levine, 1983][Elad
et al., 1991]. Typisk drejer det sig om undersggelser af, hvordan algoritmerne handterer
diskontinuiteter eller chok®. Ligningssystemerne beskriver typisk et teenkt system, hvor
en membran, der adskiller omrader med forskellig vaeskestrgmningshastighed, tryk og
densitet fjernes, hvilket giver anledning til diskontinuiteter i lgsningen [Sod, 1978]|[Pear-
son & Winterbone, 1997]. Ligningerne muligggr en analytisk lgsning, som herefter kan

5Chok defineres som en diskontinuitet, hvor der pa hver side findes en glat lgsning [Baum & Levine,
1983].
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sammenlignes med den numeriske lgsning, hvorved det bliver muligt at vurdere den an-
vendte numeriske metode.

Resultater fra sdidanne undersggelser viser, at der ved begge algoritmer opstar ‘ikke-fysisk
forklarlige’ oscillationer omkring diskontinuiteterne og der er en udbredt usikkerhed om
oscillationerne kan blaese op pa grund af ikke-lineariteten i ligningerne og give anled-
ning til, at den numeriske lgsning ingen relation har til det modellerede omrade, og at
oscillationerne i veerste fald kan fgre til numeriske ustabiliteter [Baum & Levine, 1983].

Udover denne type af undersggelser, hvor resultaterne fra de numeriske metoder sam-
menlignes med analytiske lgsninger, findes der undersggelser, hvor de numeriske lgsninger
beregnet med de to algoritmer — eller hvor den ene algoritme sammenlignes med en anden
numerisk metode (eksempelvis karakteristikmetoden) — sammenlignes i forbindelse med,
at en opstillet model for et givent virkelighedsomréde gnskes lgst [Poloni et al., 1987][Elad
et al., 1991][Bellos & Hrissanthou, 2003]. Typisk modelleres pulserende veeskestrgmning
i rgr, hvor impulstilfgrslen ligger i et af randpunkterne og altsa ikke i de indre punkter i
stedsdomaenet, som tilfaeldet er med kar-systemet, og hvor der séledes ikke optrader fe-
edback mekanismer pa samme méade, s selvom algoritmerne konvergerer i de ovennaevnte
undersggelser er det ikke sikkert, at disse resultater kan overfgres til kar-systemet.

Der er i litteraturen eksempler pa, at ligningssystemer, der kan skrives pa konservativ
form lgses ved at benytte algoritmerne pé ikke-konservativ form [Bellos & Hrissanthou,
2003], og eksempler, hvor ikke-konservative ligningssystemer lgses ved at benytte de to
algoritmer [Smith et al., 2002], men der forekommer ingen bemarkninger om numeriske
uoverensstemmelser eller kommentarer om hvorvidt det er forsvarligt at benytte algorit-
merne pa ligningssystemer pa ikke-konservativ form.

Der er meget fa artikler, der konkret beskeeftiger sig med spgrgsmalet om forskellen
mellem konservative former og ikke-konservative former i forbindelse med numeriske lgs-
ninger. Oprindeligt blev brugen af algoritmer for konservative former introduceret i hab
om, at det ville kunne skabe masse- og impulsbevarelse i forbindelse med diskontinuiteter
og chok [Moretti, 1972b], og det synes at vaere en almen opfattelse, at det kun er muligt
at beregne den rigtige lgsning i disse tilfaelde, hvis ligningerne er pa konservativ form
[Toro, 1997, s. 91].

I den opstillede model for kar-systemet forventes lgsningen at vaere glat og det burde
derfor vaere underordnet om ligningssystemet lgses pa konservativ eller ikke-konservativ
form [Toro & Siviglia, 2003]. Det observeres imidlertid, at der er en forskel pa, hvor hurtig
lgsningen konvergerer og skal ligningerne i modellen lgses for et langt tidsinterval er det
muligt, at diskretiseringen, for at undga en betydende ophobning af numeriske fejl, skal
vaere s fin, at beregningstiden bliver urealistisk lang.

Ligningssystemerne i Rath- og Borzi-modellen er pa ikke-konservativ form, men kan ved
passende variabelskift omskrives til ligningssystemer pa konservativ form (idet de jo er
xkvivalente med ligningssystemet i areal-modellen). I [Rath, 1976] og [Borzi & Propst,
2003] undersgges massebevarelse ikke og selvom det var blevet undersggt er tidsdomaenet
for beregningerne forholdvis lille (0 —30 s), s& det er muligt, at ophobningen af numeriske
fejl alligevel ikke har vaeret stor nok til at kunne observeres.

Som n&evnt i indledningen har det ikke veeret muligt at lgse Rath- og Borzi-modellen
ved brug af MacCormack-algoritmen og en af grundene til at opstille en model for kar-
systemet med tvaersnitsarealet og vaeskestrgmningshastigheden som de variable var for
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at undersgge om det, at ligningerne ikke blev lgst pa konservativ form méske var en
af arsagerne til problemerne. Men denne forklaring synes efter undersggelserne af areal-
modellen og ud fra udsagn i litteraturen ikke at veere plausibel.



7 Konklusion

Modellen for kar-systemet er blevet opstillet pa baggrund af en midling af Navier-Stokes-
ligningerne og ligningerne i modellen er lgst numerisk ved brug af finite difference me-
toder. Sammenligningerne af resultaterne fra de to numeriske metoder, MacCormack-
algoritmen og Lax-Wendroff-algoritmen, viser at der er en lille forskel pa algoritmerne,
som dog kun kan ses, nir middelhgjdeforskellen er nul. Den numeriske forskel finder
sin forklaring i en analyse af algoritmerne, der viser, at MacCormack-algoritmen har en
indbygget asymmetri i approksimationerne af de stedslige afledte.

I analysen af de numeriske undersggelser af modellen er der fokuseret p& de frekvenser,
hvor fortegnet for middelhgjdeforskellen skifter. En afklaring af hvilke parametre i mo-
dellen, der bestemmer forekomsten og placeringen af disse frekvenser vil maske kunne
afggre, hvad der i fgrste omgang genererer en hgjdeforskel. Der viser sig at veere tale om
to forskellige typer af punkter, hvor middelhgjdeforskellen skifter fortegn. Den ene type
punkter har karakter af resonanspunkter, hvor den numeriske veerdi af middelhgjdefor-
skellen ser ud til at vokse ubegraenset pa hver side af punktet og i selve punktet lader
middelhgjdeforskellen sig ikke beregne medmindre viskositeten er forskellig fra nul. Ved
de andre punkter, kaldet nulpunkterne, s&endres vaerdien af hgjdeforskellen kontinuert fra
at veere eksempelvis negativ til positiv og det er sdledes muligt at finde en frekvens, hvor
middelhgjdeforskellen bliver nul, selvom pumpen ikke er placeret i midten af slangen.

Placeringen af resonanspunkterne afthaenger af systemspecifikke parametre sadsom lang-
den af den elastiske slange og af de parametre, der indgar i bglgehastigheden, det vaere
sig elasticiteten, tvaersnitsarealet og tykkelsen af slangen, samt densiteten af veesken.
Placeringen afhaenger ikke af viskositeten af vaesken og ej heller af tvaersnitsarealerne af
karrene, placeringen af pumpen og bredden af pumpeomradet, hvorimod placeringen af
nulpunkterne viser sig at vaere afhzengig af placeringen af pumpen. Da placeringen af
resonanspunkterne kun afthaenger af parametre for slangen er det sandsynligt, at der er
tale om sammenfald mellem pumpens svingning og egensvingninger i slangen forarsaget
af slangens elasticitet.

Resonansfrekvensernes placering er invariant overfor om ligningerne i modellene er li-
neariserede, mens placeringen af nulpunkterne sndres ved en linearisering. Der er ikke
fundet tegn pé, at lgsningen af de lineariserede ligninger konvergerer mod lgsningen af
de ikke-linezre ligninger ved passende hgj veerdi af viskositeten, sddan som det er set
beskrevet i litteraturen.

Ud fra de numeriske undersggelser konkluderes det, at strgmningen i kar-systemet er
styret af en kombination af resonanssvingninger i slangen og af asymmetrien i syste-
met grundet pumpens placering, men det har ikke vaeret muligt at give en fuldsteendig
forklaring pa forekomsten og placeringen af resonans- og nulpunkterne.
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A Symbolliste

Dimensionen er for hvert symbol angivet med kantede parenteser ud fra SI-systemet,
hvor (m, s, kg) = (meter, sekund, kilogram). I rapporten benyttes de samme symboler
for de dimensionslgse variable og konstanter.

A(z,t) tveersnitsareal af slangen, [Agqrt] = m?

Apest hviletvaersnitsareal af slangen, [Aycs] = m?
Astart tveersnitsareal af slangen til tiden t = 0, [Agqre] = m?
Agar hviletvaersnitsareal af karrene, [Agq,] = m?

As(z,t) tveersnitsarealet i punktet S
Ar(z,t) tveersnitsarealet i punktet T

Dy, forhold mellem hvilediameter af karrene og af slangen

D,y hvilediameter af slangen, [Dyes:] = m

E Youngs modul af slangen, [E] = k9/52 1,

Ly indeks, der angiver tilstanden ved vaeskeoverfladen i venstre kar
Ly indeks, der angiver tilstanden ved venstre rand

Ry indeks, der angiver tilstanden ved vaeskeoverfladen i hgjre kar
Ry indeks, der angiver tilstanden ved hgjre rand

Re Reynolds tallet

Fr Froude tallet

J antal stedsskridt i algoritmen

a(z,t) bglgehastigheden i slangen, [a] = ™/s
as(z,t) bolgehastigheden i punktet S
ar(z,t) bolgehastigheden i punktet T'

ag bolgehastighed ved p(z,t) = p,, ap = 3:5:“ , [ao] = ™/s
n parameter for pumpens maksimaltryk

g tyngdeaccelerationen, [g] = ™/,

ho vaeskehgjden i karrene til tiden ¢ = 0, [ho] = m

hr, vaeskehgjden i venstre kar, [hr] =m

hg vaeskehgjden i hgjre kar, [hg] = m

hy variabel, vaeskehgjden i venstre kar, [h] = m

h, variabel, vaeskehgjden i hgjre kar, [h,] = m

j teelleindeks, stedsskridt i algoritmen

lo leengden af slangen, [lo] = m

,u viskositet, [u] = *9/sm

v pumpefrekvensen, [v] = 1/,

n taelleindeks, tidsskridt i algoritmen
13 empirisk bestemt tabsfaktor
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110 Symbolliste
p(z,t) trykket i slangen, [p] = Pa (k9/52 m?)
Da(z,t)  det ydre tryk, [p,] = Pa (k9/52 m?)
pe(x,t)  det transmurale tryk, p; = pg — D, [pt] = Pa (k9/52 1m2)
Do atmosfeerisk tryk, [po] = Pa (¥9/52 m?)
p densitet, [p] = k9/m3
Trest hvileradius af slangen, [rrest] = m
To karakteristisk leengde, hvileradius i slangen
s vaegtykkelsen af slangen, [s] = m
t tidsvariabel, [t] = s
At lille tidsskridt
u(z,t)  strgmningshastigheden af vaesken i slangen, [u] = ™/,
ug(z,t) strgmningshastigheden i punktet S
ur(z,t) strgmningshastigheden i punktet T'
U karakteristisk hastighed
Uy midling af den aksiale hastighed over tvaersnitsarealet
x stedsvariabel, [z] = m
Az lille stedsskridt
Te midtpunktet af pumpeomradet
TA pumpens venstre rand
B pumpens hgjre rand
5y parameter i modellen til beskrivelse af hastighedsprofil
r parameter i modellen, I' = ﬁ
V] forhold mellem 2 og w2, ¥ =1+T



B I'-modellen

Her angives ligningerne i modellen i tilfzeldet I' # 0. Andringerne ligger i koefficientmatri-
cen i ligningssystemet, i bglgehastigheden og derved i karakteristikkerne og interpolatio-
nerne ved randene. De aendrede ligninger vil ikke blive udledt idet de udledes pa samme
made, som det er gjort i tilfeeldet I' = 0, blot bliver udregninger lidt mere komplicerede.
Nar T' = 0, reduceres nedenstiende ligninger til ligningerne udledt i modelafsnittet, af-
snit 3, og i afsnittet om de numeriske metoder, afsnit 4.5 og 4.6.2. P4 dimesionslgs form
fas:

Vaeskestrgmningen i den elstiske slange

% ZI (%’f&‘fF"% (1+/21F)u>% w )T U )0 @

hvor b(A,u) = — 2 — 2042 u
Pumpen
(z=za)® (zp—2)*
paleyty = | 7o (L1 S sin@rvy)  foroclaaeal g
po  ellers

Begyndelsesbetingelser

u(z,0) = 0 (B.3)

'LL2 h(] -2
A0 = A (15057 .9

Randbetingelser

Randbetingelser for vaeskestrgmningshastigheden:

- = ! — + 2 a(Z) llrest 2hr,
A 1 L — 4—= 11— —_— B.
6t L (]_ + %) h[ (Akar ( E)) u g + - ( 5)
. ! — —+ 2 ﬂ‘g Jlrest 2hR
A 1 -4 —=1(1- —_— B.6
6t R (1 + %) hﬁ (Akar ( 6)) UR g + . ( )
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I'-modellen

og for veeskehgjden i karrene:

dhL _ Akar
at A
th _ Akar
dat  Ag ¢

Bglgehastigheden

2
Ci:u(1+r):|:\/uQ[(1+F)2_(1+F)]+% Azst
0

ODE-systemet

dA A ( du
+

— — —b(4, =0
di ——\a “))
—ul £ 4/u?T (1 +T) + 34/ 525t
0
Interpolation, venstre rand

O b G B )

1= 5% (W —ug) T+ (uf — uf) = (af — a))
@ = _ af + % (af uf —uf ap)

= &% ((p —up) T+ (uf — ) — (af — a}))
At
A_:E7

A = AT +c_(As,us) (AT — A3)

hvor ¢_(Ags,ug) er egenveerdien ¢_ med veerdierne A = Ag og u = ug.

Interpolation, hgjre rand

n At (.n n n n
ujyy + 5, (aly g uf —ufy, af)

Ug'v =
T+ ﬁ_i (Wi —uP T+ (ufyy —u}) + (afy —a}))
A
ar = @1 + 55 (0G4 w5 — Uy, @)
1 AL (s — ) T+ (s — uh) + (s — a3)
At
Ar = Ajy —cy(Ar,ur) (AT, — AY) S

hvor ¢ (A, ur) er egenvaerdien ¢, med veerdierne A = Ar og u = ug.

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)



C MatLab-programmet

Her fglger M-filen, jeg har brugt til at lgse ligningerne i den dimensionslgse ikke-linesere
model med de ikke-stationgere Bernoulli-randbetingelser p& konservativ form; ligningerne
er her lgst med MacCormack-algoritmen. M-filerne til lgsningen af varianterne af lignin-
gerne, der er omtalt undervejs i rapporten, er opbygget efter samme skabelon og derfor
ikke taget med. P4 internetsiden http://mmf.ruc.dk/~stinet /koder.m er det muligt at
kopiere koderne. Programmet kan kgres direkte i MatLab, dog anbefales det, at frekvens-
vektoren (’frekvens’) og tidsdomaenet ("T”) sendres inden en kgrsel, idet frekvensvektoren
her er sat til at gennemkgre intervallet 1 — 15 Hz med interval pd 1 Hz hver i 800 tids-
skridt, hvilket vil tage nogle timer.

clear;

h=mmmmm—-- specifikation af gitter ----------------

J=200;

1=1.8; % lazngden af slangen [m]

r1=0.015; % karakteristisk lazngde, hvileradius af slangen [m]
u0=0.2; % karakteristisk hastighed [m/s]

h=1/r1/J; % delta x

k=0.001; % delta t

h=mmmmm—-- kgrselstid ----------—co-mmmmmooo

T=800; % kgrselstiden, dimensionslgst (svarer til 60 sekunder)
N=T/k; N=round(N);

M=800; % kun hver M’te vardi gemmes og plottes

N=round (N/M)*M;

T=kxN;

x=[0:h:1/r1]°;

t=[0:k:T]?;

pstop=400; % pumpestop, her stoppes pumpen efter 30 sekunder
visk=0; % viskositetsmarkgr, visk=1 betyder at vasken er viskgs
h=mmmm——-- slangens geometri ----------------

D1=2%r1; % diameter af slangen [m]

Arest=pi*(r1)~2; % hviletvarsnitsareal af slangen [m~2]

s=0.004; % tykkelsen af slangevaggen [m]

E=4.033e6; % Youngs modul [N/m~2]

h=mmmmm—-- karrenes geometri ----------------

Dk=5.7;
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Dkar=Dk*D1; % diameter af karret [m]
Akar=pix*(Dkar/2)"2; % tversnitsareal af kar [m~2]
hkar=1; % vaskens hgjde i karrene [m]
h=mmmm——-- vaskes egenskaber ---------—-------

rho=998; % densiteten af vasken [Kg/m~3]
mu=0.001; % viskositet af vasken ved 20 grader celcius [Ns/m~2]
A andre parametre ------------—------

g=9.81; % tyngdeaccelerationen [m/s"2]
p0=1.013e5 ; % ydre tryk, lufttryk [Pa]

xi=0.5; % tabskonstant ved ind- og udstrgmning
flowprofile=2; % specifikation af strgmningsprofilen
h=---- dimensionslgse stgrrelser -------—--—-——-——-——--

a0=sqrt (4/3*s*E/(rho*D1));

aOkvad=4/3%s*E/(rho*D1) ; % kvadratet pa a0 [m/s]
Re=u0*ri*rho/mu; % Reynolds tal
Fr=u0~2/(g*r1l); % Froude tal

hkar=hkar/ri;
Arest=Arest/(ri~2);
Akar=Akar/(ri1~2);
p0=p0/ (rho*u0~2);

R pumpen -----------—-————---

centrum=0.3%1/r1; % centrum for pumpen

halv=0.1%1/r1; % halvbredden af pumpeomradet
cp=round(centrum*rl/1%(J))+1; % centrum omregnet til J-vardi: startp*J
rp=round (halv*r1/1*(J)); % radius omregnet til J-vardi: endp*J

% stedsdelen i den stedsafledte af pumpefunktionen:

pumpeSted(1:J+1)=2%((centrum-halv)-x(1:J+1)) .*(x(1:J+1) - (centrum+halv)).
*(2*centrum-2*x(1:J+1)) ./(-halv) ~4;;

pumpeSted(1:(cp-rp-1))=0;

pumpeSted((cp+rp+1) : J+1)=0;

Pmax=1.68; % det maksimale ydre tryk fra pumpen

pumpe (1:J+1)=Pmax*pO*pumpeSted(1:J+1); % den afledte af pumpefunktionen uden tidsdel

R frekvens ---------—--------

q=1; % tazller for frekvenslgkken
frekvens=1:1:15; % frekvensvektor
HR=frekvens*rl/uQ; % dimensionslgs frekvensvektor

Hnumber=length(HR) ;
Fh=zeros( [Hnumber,round (N/M)]); % matrix til deltah-vardier

for H=HR, % frekvenslgkke
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a=zeros([2,J+1]); %
agamle=zeros([2,J+1]1); %
b=zeros([2,J+1]); %
ga=zeros([2,J+1]); %
ad=zeros([2,J+1]); %
bd=zeros([2,J+1]); %
gd=zeros([2,J+1]); %
p=zeros([1,J+11); A
f=zeros([1,J+1]); %

td=zeros(1,round(N/M));

matrix for A og u, A=a(l,:) og w=a(2,:)

matrix for gamle vardier af A og u

matrix, der svarer til f i ligningssystemet pa konservativ form
matrix, der svarer til g i ligningssystemet pa komnservativ form
matrix til fgrste trin

matrix til fgrste trin

matrix til fgrste trin

vektor til trykket

vektor for bglgehastigheden, angivet som a i teksten

% begyndelsesbetingelser, der er forskellig fra nul:

hlL=hkar;
hR=hkar;

% hgjden i venstre kar
% hgjden i hgjre kar

Astart=Arest/(1-u0."2./(a0kvad) . *hkar/(2*Fr)) . 2;

rstart=sqrt(Astart/pi);
a(1l,[1:J+1])=Astart;

agamle(1, [1:J+1])=Astart;

% begyndelsesvardier:
nd=1;

td(1)=t(1);
Fh(q,nd)=hR-hL;
FhLd(q,nd)=hL;
FhRd(q,nd)=hR;

tic

for n=1:round(N/M),
for m=1:M,

% tidstazller

% specifikation af tidsdelen i de forskellige pumper:

tidi=sin(2*pi*H*t ((n-

tid2=sin(2*pi*H+t ((n-

1)*M+m+1) ) *(sin(2*pi*H*t ((n-1)*M+m+1))>0) ;

1)*M+m+1)) ;

% bestemmelse af fourierrzkken

NN=1;
fourier=zeros([1]);
for ii=1:NN,

fourier(ii)=cos(4*ii*pi*H*t((n-1)*M+m+1))/((2*ii-1)*(2*ii+1));

end

fouriersum=(sum(fourier));

tid3=1/pi+0.5%sin(2*pi*H*t ((n-1)*M+m+1))-2/pi*fouriersum;

% fastszttelse af tidsdelen i pumpefunktionen:

tidsdel=tid2;
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% den stedsafledte af pumpefunktionen med pumpestop:

deltaxpa=pumpe(1:J+1) .*tidsdel.*(t((n-1)*M+m+1)<pstop);

% bestemmelse af variable til randbetingelserne:

p(1:J+1)=2%a0kvad./(u0."2) .*(1-sqrt(Arest./a(1,[1:J+1])))+p0; % indre tryk

£(1:J+1)=a0/ul*sqrt(sqrt (Arest./a(1,[1:J+1])));
% linezr interpolation ved venstre rand:

ufsi=k/h*(£f(1)*a(2,2)-a(2,1)*£(2));
ufs2=1-k/h*((a(2,1)-a(2,2))-(£(1)-£(2)));

uS=(a(2,1)+ufs1)/ufs2;
£S=(f(1)+ufsl)/ufs2;
aS=a(1,1)+(a(1,1)-a(1,2))*(uS-£S)*k/h; %

== =

% linezr interpolation ved hgjre rand:
ufri=k/h*(f(J+1)*a(2,J)-a(2,J+1)*£(J));
ufr2=1+k/h*((a(2,J+1)-a(2,3))+(£(J+1) -£(I)));

uR=(a(2,J+1)+ufrl) /ufr2;
fR=(£(J+1)+ufrl) /ufr2;
aR=a(1,J+1)-(a(1,J+1)-a(1,J))*(uR+fR) *k/h; %

== =

% fgrste trin:

hastighed
bglgehastighed
tversnitsareal

hastighed
bglgehastighed
tversnitsareal

% bglgehastigheden

ad([1:2],[1:J3])=a([1:2],[1:J]1)-k/h*x(b([1:2],[2:J+1]1)-b([1:2],[1:J]))+k*ga([1:2],[1:J]);

bd(1,[1:J])=ad(1,[1:J]).*ad(2,[1:J]);

bd(2,[1:J])=0.5%ad (2, [1:J]) .~ 2+2*al0kvad./(u0.~2) .*(1-sqrt(Arest./ad(1,1:J)));
gd(2, [1:J])=-deltaxpa(1:J)-2*%(flowprofile+2)*pi/Re*ad(2,[1:J])./ad(1, [1:J])*(visk);

% korrektionstrin

a([1:2],[2:3]1)=0.5%(a([1:2],[2:J])+ad([1:2],[2:J]))-0.5*k/h*(bd([1:2],[2:J])-bd([1:2],[1:J-1]))

% venstre randbetingelse:

+0.5%k*gd([1:2],[2:7]1);

a(2,1)=a(2,1)-k/((1+Astart/Akar)*hL)* (((1+xi)-(a(1,1)/Akar).~2)*a(2,1) .~ 2+2*(p(1) -p0) -2/Fr*hL) ;
a(1,1)=aS+(aS/£S)*(a(2,1) -uS+2*(flowprofile+2)*pi/Re*uS./aS*(visk) *k) ;

% hgjre randbetingelse:

a(2,J+1)=a(2,J+1)+k/((1+Astart/Akar)*hR) * (((1+xi)-(a(1l,J+1)/Akar).~2)*a(2,J+1) .~ 2+2%(p(J+1) -p0)

-2/Fr*hR) ;

a(1,J+1)=aR-(aR/fR)*(a(2,J+1) -uR+2*(flowprofile+2)*pi/Re*uR./aR*(visk)*k) ;

% korrektionstrin:
b(1,[1:J+1])=a(1, [1:J+1]).*%a(2,[1:J+1]);

b(2,[1:J+1])=0.5%a(2, [1:J+1]) .~2+2xa0kvad./(u0."2) .*(1-sqrt(Arest./a(1,1:J+1)));
ga(2,[1:J+1])=-deltaxpa(1l:J+1)-2x(flowprofile+2)*pi/Re*a(2, [1:J+1])./a(l, [1:J+1])*(visk);

% hgjden i karrene:
hL=(hL-agamle(1,1)/Akar*agamle(2,1) .*k);
hR=(hR+agamle(1,J+1)/Akar*agamle(2,J+1).%k);
deltah=hR-hL;

% opdatering af matricen med de gamle vardier
agamle([1:2],[1:J+1]1)=a([1:2],[1:J+1]1);

% advarsler:

if -1xmax(-a(1,[1:J+1])/pi)<0, warning(’radius er negativt’), end
if max(f(1:J+1)+a(2,1:J+1))>h/k, warning(’CLF betingelse overskredet’), end
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end % m-lgkken slutter
nd=nd+1;

Fh(q,nd)=deltah;
FhLd(q,nd)=hL;
FhRd(q,nd)=hR;
td(nd) =t (n*M+1) ;

end % n-lgkken slutter

q=q+1; % tzller for H-lgkke
end % H-lgkken slutter
toc % tidstzller slutter
h=mmmm——-- grafer —---------—----o--

% plotter deltah-vardier som funktion af tiden:

figure, plot(td*ri/u0,Fh*rl),
xlabel(’tid [s]’,’fontsize’,14), ylabel(’hgjdeforskel [m]’,’fontsize’,14), grid on



