TEKST NR 427 2004

Fra Leibniz til Isabelle

Typeteoriens fremkomst og udvikling samt
dens anvendelse i bevisforeren Isabelle

Ingunn Gunnarsdéttir
Uffe Thomas Volmer Jankvist
Bjorn Toldbod

Vejleder: Jorgen Villadsen

TEKSTER fra

H M F . l l FA ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
INSTITUT FOR STUDIET AF MATEMATIK OG FYSIK SAMT DERES
FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER




IMFUFA - Roskilde Universitetscenter - Postboks 260 - DK 4000 Roskilde
TIf.: 46742263 - Fax: 46743020 - Mail: imfufa@ruc.dk

Ingunn Gunnarsdéttir, Uffe Thomas Volmer Jankvist og Bjgrn Toldbod
‘Fra Leibniz til Isabelle - Typeteoriens fremkomst og udvikling

samt dens anvendelse i bevisfgreren Isabelle’

IMFUFA tekst nr. 427 - 158 sider - ISBN 0106-6242

Abstract

Naervaerende projekt er dels et studie af typeteoriens fremkomst og ud-
vikling og dels et studie af dens anvendelse i den moderne bevisfgrer Isabelle.

Rapporten er i to dele. Den fgrste del indeholder en historisk gennemgang af
matematikkens formalisering med udviklingen af typeteorien som omdrejnings-
punkt. Der redeggres for relevante arbejder af Frege, Russell, Godel, Turing
og Church. Denne redeggrelse falges af en beskrivelse af den simple typeteori
eksemplificeret ved en praesentation af Andrews’ formelle system, Q.

I anden del af rapporten prasenteres og forklares bevisfgreren Isabelle og be-
viset for korrektheden af sorteringsalgoritmen Quicksort i logikken HOL. Med
udgangspunkt i beviset undersgges HOLs brug af den simple typeteori og lighed-
erne imellem HOL og QF°. Desuden undersgges om de aksiomer, der optraeder
i HOL, kan spores tilbage til de arbejder, vi har behandlet i forste del af rap-
porten. Til sidst underspges den betydning matematikkens formalisering har
haft for bevisforere generelt.

I rapporten konkluderes, at der er si store ligheder imellem HOL og Q§°, at
HOL ma opfattes som vaerende baseret pd QF°. Den konkrete formulering af
aksiomerne i HOL er dog ikke mulig at finde i de arbejder, der er gennemgaet
i rapportens fgrste del. Derimod har mange af de ideer, der har drevet mate-
matikkens formalisering, veeret med til at forme bevisfgrerne.



‘All propositions’ must be in some way limited before it be-
comes a legitimate totality, and any limitation which makes
it legitimate must make any statement about the totality fall

outside the totality.
Whitehead € Russell 1927



Forord

Nzrvezerende IMFUFA-tekst er en revideret udgave af en projektrapport, der
omhandler bevisfgreren Isabelle! samt et bevis for korrektheden af sorterings-
algoritmen Quicksort foretaget i denne. Som grundlag for forstaelsen af bev-

~ isfgreren og dens formelle systemer gives en fremstilling af den simple typete-

ori samt en gennemgang af typeteoriens fremkomst og udvikling. I forhold til
den oprindelige rapport er der indfgrt rettelser af slafejl samt en raekke smé-
@ndringer, der blev foreslet til eksamen.

Projektet, der ligger til grund for IMFUFA-teksten, indgik som en del af over-
bygningsuddannelsen p& Datalogi ved Roskilde Universitetscenter. Projektet
hgrte under 3. modul og talte 3/4 semestervaerk (22,5 ECTS). Rapporten er
skrevet i BTEX.

Vi vil gerne takke vores vejleder lektor Jgrgen Villadsen for et yderst engageret
samarbejde, hans entusiasme i forhold til projektet samt hans villighed til at
dele ud af sin viden om hvad som helst. Vi vil ogs3 gerne takke lektor Jorgen
Larsen (IMFUFA) for hans besvarelser af BTgX-relaterede spprgsmal. Tilsidst
pnsker vi at takke vores eksamenscensor professor Jgrgen Flscher Nilsson (DTU)
for hans forslag til forbedringer af rapporten.

Lad os afslutte dette forord med at bringe et citat fra Kleenes Mathematical
Logic (1967), som udtrykker hans holdning til uvidende studerende som os selv:

It will be very important as we proceed to keep in mind this distiction
between the logic we are studying (the object logic) and our use of
logic in studying it (the observer’s logic). To any student who is not
ready to do so, we suggest that he close the book now, and pick some
other subject instead, such as acrostics® or beekeeping. {Kleene, 1967,
s. 3-4]

Bjgrn Toldbod
Ingunn Gunnarsdéttir
Uffe Thomas Volmer Jankvist

Datalogi OB, Roskilde, den 17. februar 2004

! Forsidebilledet er en del af Isabelles logo. Det stammer fra http://www.cl.cam.ac.
uk/Research/HVG/Isabelle/logics.html. Citatet pa side i stammer fra Whitehead og
Russells anden udgave af Principia mathematica: [Whitehead and Russell, 1927, s. 38].

2En ‘acrostic’ er et digt, hvori udvalgte bogstaver danner et nyt ord. Et eksempel pa dette
er ifplge Jorgen Villadsen: Panthers growl, Orioles sing, Eagles soar, Monkeys swing. De store
bogstaver danner her ordet POEM.
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1 Indledning

I dette projekt har vi arbejdet med fremkomsten af typeteorien inden for mate-
matikken og denne teoris nuvarende anvendelse i datalogien i forbindelse med
bevisfgrere.

Typeteorien blev oprindeligt udviklet som en teori, i hvilken man kunne undga
visse paradokser, som var opstéet i matematikken. I dag er typeteori en feelles-
betegnelse for en rakke systemer, i hvilke matematisk resonnering kan forma-
liseres. I et saddant system skelner man mellem objekter med forskellige egen-
skaber ved at tildele hvert objekt en type og opstille regler for, hvordan objekter
af en given type mé anvendes. Dette vil blive klart senere.

Formaliseret matematik kan ikke pastds at vere et udbredt interesseomrade
blandt matematikere, og de forholdsvisfd matematikere, der gennem det sid-
ste halve arhundrede har beskeftiget sig med matematikkens formalisering og
fundament, har i stort omfang ignoreret typeteorien, og istedet baseret matem-
atikken pa aksiomatisk maengdelzre.

Imidlertid har typeteorien (ogsi kendt som hgjereordens-logik) fundet an-
vendelse indenfor datalogien. Det er specielt bevisfgrere vi her tenker pé.
Mange af de systemer, der optrader i bevisforere i dag, er typeteoretiske sy-
stemer. Der findes ogsa bevisfgrere med systemer, der er baseret pa aksiomatisk
mengdelzere, men indenfor en rakke omrader er det typeteorien, man er kom-
met leengst med. '

Det er ikke kun matematiske resultater, bevisfgrere er i stand til at bevise,
snarere tvertimod. De benyttes i mange sammenhange, som for eksempel i
verifikationen af computersoftware og -hardware, herunder til at bevise korrekt-
heden af datalogiske algoritmer. Det er netop dette sidste omrade, beviser for
korrektheden af algoritmer, vi i dette projekt skal kigge narmere pa.

Vi har valgt at begranse os til en bestemt bevisfgrer og et bestemt bevis; bevis-
fgreren Isabelle, og et bevis for korrektheden af sorteringsalgoritmen Quicksort
i denne. Isabelle er en generisk bevisfgrer, det vil sige en bevisfgrer, der kan op-
stille beviser i forskellige formelle systemer. Sorteringsalgoritmen Quicksort er
eksemplarisk som repraesentant for datalogiske algoritmer, idet den overordnede
ide bag algoritmen er forholdsvis simpel uden dog at veere triviel.

Som datalog er man - eller bgr man vare — optaget af, om de algoritmer, man
arbejder med, er korrekte. Ofte preaesenteres man enten for et uformelt bevis for
en algoritmes korrekthed, eller ogsi overbeviser man sig selv om korrektheden
af algoritmen ved at betragte en raekke eksempler. Imidlertid kan man ogsa
vaere interesseret i at give et formelt bevis for en algoritmes korrekthed. Her
kommer de automatiske bevisfgrere ind i billedet. I en automatisk bevisfgrer er
det muligt at opstille et formelt bevis for algoritmens korrekthed.

1




2 Indledning

For at bevise korrektheden af en sorteringsalgoritme kan man vise, (1) at algo-
ritmen returnerer et sorteret resultat, (2) at algoritmen ikke ‘mister’ elementer
under sorteringen og (3) at algoritmen terminerer, det vil sige kgrer faerdig i
endelig tid. I Isabelle har man blandt andet bevist korrektheden af sorteringsal-
goritmerne Insertion-sort, Mergesort og Quicksort.

De aksiomer, som bevisfgrerne i dag er bygget op omkring, er ikke bare til-
faeldige postulater. Det er aksiomer som igennem arbejdet med matematikkens
formalisering, herunder udviklingen af typeteorien, har vist sig anvendelige som
et fornuftigt fundament for et logisk system. Det vil alts sige at disse aksiomer,
i en eller anden udgave, muligvis kan spores tilbage i historien til det system,
hvori de fgrste gang er blevet formuleret. Dette vil vi forsgge at gore for det
formelle system HOL i bevisfgreren Isabelle.

For at have et grundlag for forstielsen af en bevisfgrers beviser ma man kende
til en vis mangde matematisk logik og typeteori. En del af denne projektrapport
omhandler derfor en beskrivelse af et logisk system, betegnet Qg°, der kaldes
simpel typeteori. Dette system vil vi sammenligne med Isabelles system HOL.

Fra starten var vi af den opfattelse, at en vis indsigt i historien bag matema-
tikkens formalisering samt fremkomsten og udviklingen af typeteorien ville gge
vores forstielse for den moderne fremstilling af matematisk logik og typeteori.
Samtidig var et kendskab til denne historie essentiel, hvis vi skulle realisere vores
ide om at spore Isabelles aksiomer tilbage i tiden.

En stgrre del af denne projektrapport beskaftiger sig derfor med en historisk
gennemgang af matematikkens formalisering med typeteorien som omdrejnings-
punkt.

I en sddan gennemgang er det umuligt at komme uden om Bertrand Russell
(1872-1970), der ma betragtes som typeteoriens grundlegger. Russells forsgg
pa at formalisere matematikken fgrte til udviklingen af typeteorien, der var
en made, hvorpd man kunne undgd de paradokser, der plagede matematikken
omkring ar 1900. Russell opstillede sammen med Alfred North Whitehead (1861-
1947) i det store tre-binds veerk Principia mathematica fra 1910-13 et system, i
hvilket matematikkens formalisering var mulig,.

Russell var imidlertid ikke den fgrste, der arbejdede serigst med matematikkens
formalisering. I vaerket Grundsetze der Arithmetik, som udkom 1893-1903,
forspgte Gottlob Frege (1848-1925) at skabe et fundament for matematikken
(mere pracist aritmetikken). I vaerket anvendte Frege sit Begriffsschrift — et
formelt sprog, som han allerede i 1879 havde opstillet. Freges system viste sig
imidlertid at veere inkonsistent®. Inkonsistensen blev papeget af Russell i 1902 -
historien om hvorledes Russell padpegede problemet, da andet bind af Grundsetze
var i trykken, er en bergmt anekdote. P4 trods af inkonsistensen er det Frege,
der i dag tilskrives ideen om et formelt system — et system med aksiomer for-
muleret helt i systemets syntaks og pracise slutningsregler, siledes at resultater
kan udledes p& rent ‘mekanisk’ vis.

En af de matematikere, der arbejdede med matematikkens formalisering, var
David Hilbert (1862-1943). Hilbert stillede ved en kongres i 1928 tre spgrgsmal,

LAt et system er inkonsistent vil her sige, at man bAde kan vise P og —P i systemet ~
dermed kan man vise hvad som helst.



som han mente var essentielle for matematikkens formalisering. Det skulle under-
spges (1) om der for ethvert matematisk udsagn gjaldt, at man enten kunne
bevise dette eller dets negation, det vil sige om matematikken var fuldstendig?,
(2) om matematikken var konsistent, og (3) om der fandtes en bestemt metode
til at afggre om en pastand er sand eller falsk, med andre ord, om matematikken
var afgorlig.

En del af svaret kom allerede i 1931. Den unge Kurt Godel (1906-1978) offentlig-
gjorde pa dette tidspunkt sine to ufuldsteendighedssaetninger. Saetningerne siger
overordnet set, at (1) der i ethvert konsistent formelt system, som indeholder en
vis mangde talteori, altid vil eksistere sande udsagn hvorom gzelder, at hverken
de eller negationen af dem kan bevises i systemet samt, at (2) konsistensen af et
sadant system ikke kan bevises inden for systemet selv. Disse to satninger var
nogen af de mest overraskende og uventede resultater indenfor matematikken i
nyere tid, og de rev mildest talt tzeppet vaek under fadderne pa de matematikere,
der arbejdede med matematikkens formalisering. Det var altsi ikke muligt inden-
for et system som Principia mathematicas at bevise systemets egen konsistens.
For at bevise konsistensen af systemet matte man gi uden for systemet.

Godels sztninger besvarer imidlertid ikke Hilberts tredje spgrgsmal, det sakaldte
Entscheidungsproblem. Dette spgrgsmal blev senere besvaret af Alonzo Church
(1903-1995) og (uafhengigt af Churchs svar) af Alan Turing (1912-1954) i 1936.
De viser, henholdsvis med udgangspunkt i Churchs A-kalkyle og Turingmaski-
nen, at der ikke findes en metode, som kan afggre om et vilkirligt udsagn er et
teorem eller ej, for de formelle systemer.

Resultaterne blev dgdsstgdet for Gottfried von Leibniz’ (1646-1716) gamle vi-
sion fra cirka 1665; den sakaldte Leibniz’ drgm. Denne drgm gik ud pa at skabe
en generel metode, hvori udledningen af alle sandheder, som man ellers skulle
deducere sig frem til ved menneskelig reesonnering, kunne reduceres til en form
for beregning eller ‘mekanisk’ udledning. Ifglge Leibniz skulle man med denne
metode, som indeholdt et specielt sprog, kunne besvare alle former for spgrgsmal
savel matematiske som filosofiske og juridiske. Men med det negative svar pa
afgprlighedsspgrgsmalet brast drgmmen, der pa dette tidspunkt var naesten 300
ar gammel. Drgmmen er dog i dag ikke helt uden betydning, idet den har veeret
inspirationskilde for mangen en matematisk logiker.

Besvarelsen af afggrlighedspgrgsmaélet er ikke Turings eneste fortjeneste. Ifglge
Godel er det Turings arbejde, der har gjort det muligt at give en preecis og
tilstreekkelig definition af et formelt system. Turing gav en definition af be-
grebet beregnelighed® og introducerede herigennem Turingmaskinen, som har
en central betydning for datalogiens teoretiske fundament.

Church gav i forbindelse med sit svar p& afggrlighedsspgrgsmalet, gennem sin
A-kalkyle, ligeledes en definition af beregnelighed. Af stor vigtighed er Churchs
simple typeteori fra 1940, som bygger pad A-kalkylen. Det er i bund og grund
denne typeteori, som mange moderne bevisfgrere, eksempelvis Isabelle, bygger
pé.

2Fuldsteendighed betyder, kort fortalt, at alle de udsagn, som er sande indenfor et system,
kan vises i systemet. Ufuldstaendighed betyder, at der eksisterer sande udsagn i systemet, som
man ikke er i stand til at vise indenfor systemet.

3Dansk for computability.



4 . Indledning

Vi har i projektrapporten beskrevet ovenstdende historie om matematikkens
formalisering samt typeteoriens fremkomst og udvikling i stgrre detalje. Iser er
vi gaet i dybden med de ovenfor nzevnte personer: Frege, Russell, G6del, Turing
og Church.

Man kan siledes se denne projektrapport som et forsgg pé at beskrive, hvorledes
behovet for typeteorien opstod, udviklede sig og til sidst fandt sin anvendelse
inden for bevisfgrere.

I det efterfglgende gives vores motivation for at arbejde med de ovenfor skit-
serede problemstillinger. Derefter praesenteres projektets problemformulering
samt en uddybning og afgrensning af denne. Dernzest fglger en beskrivelse af
de metoder og konventioner, der anvendes i projektrapporten. Til sidst gives en
beskrivelse af rapportens opbygning.

1.1 Motivation

Vi gnskede fra starten at beskaftige os med et graenseomride imellem data-
logien og matematikken; bevisfarere og deres anvendelse af typeteorien var et
sddant. Som ovenfor navnt opstod typeteorien som et lgsningsforslag til pro-
blemstillinger i matematikken og blev siden hen udviklet som et fundament
for matematikken. I dag er det dog ikke en saerlig udbredt disciplin iblandt |
matematikere, der ofte er mere bekendte med den aksiomatiske maengdelare,
iseer ZFC!. Peter Andrews kommenterer dette saledes:

One of the basic tasks of mathematical logic is the formalization
of mathematical reasoning. Both type theory (otherwise known as
higher-order logic) and aziomatic set theory can be used as formal
languages for this purpose, and it is really an accident of intellectual
history that at present most logicians and mathematicians are more
familiar with aziomatic set theory than with type theory. [Andrews,
2002, s. xi-xii]

Typeteorien har derimod gjort sit indtog i datalogien. Her har den fundet an-
vendelse i forskellige discipliner blandt andet indenfor lingvistik (Montague-
grammatik). Med det samme faengede det os at en disciplin, der er opstiet og
udviklet indenfor matematikken i dag fortrinsvist udgves indenfor datalogien.

Et andet aspekt, vi fandt interessant i denne sammenhang, var, at man ved
hjeelp af bevisfgrerne kan bevise korrektheden af datalogiske algoritmer. Groft
sagt er datalogien jo udsprunget af matematikken som en selvsteendig disciplin,
der beskeftiger sig med algoritmer — altsi udggr algoritmerne i mange sammen-
hange datalogiens teoretiske fundament. Beviserne kan altsd opfattes som en
formalisering af den datalogiske raesonnering. Den for os interessante observation
var, at man siledes kan anvende teorier, hvori matematikken kan formaliseres,
til ogsé at formalisere datalogien.

Disse observationer fgrte til at vi bestemte os for at undersgge typeteoriens
fremkomst og udvikling samt dens anvendelse i moderne bevisfgrere. Derudover

4Zermelo-Fraenkels aksiomer samt udvalgsaksiomet.
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gnskede vi at undersgge bevisfgrernes beviser for korrektheden af datalogiske
algoritmer.

I og med at bevisfgrerne gar brug af typeteoretiske aksiomer, taenkte vi, at det
for en konkret bevisfgrer matte veere muligt at spore aksiomerne eller ideen bag
dem tilbage i historien til der, hvor de fgrste gang blev formuleret.

Alt dette udmgntede sig i fglgende problemformulering.

1.2 Projektets problemformulering

Vi gnsker i denne projektrapport at beskaftige os med fglgende:

¢ En redeggrelse for matematikkens formalisering med typeteorien som om-
drejningspunkt, det vil sige en redeggrelse for typeteoriens fremkomst og
udvikling i perioden fra Frege til Church.

o En kort beskrivelse af den simple typeteori gennem en prasentation af et
formelt system betegnet Q8°.

¢ En prasentation af bevisfgreren Isabelle og beviset for korrektheden af
sorteringsalgoritmen Quicksort i Isabelles logik HOL.

Med udgangspunkt i ovenstaende gnsker vi at besvare fglgende spgrgsmal:

o Hvilke ligheder er der imellem HOL og systemet Qg°?

e Kan aksiomerne i HOL eller ideen bag disse spores tilbage til de arbejder,
vi har gennemgaet i beskrivelsen af matematikkens formalisering?

o Hvordan har matematikkens formalisering bidraget til udformningen af
Isabelle og andre bevisfprere?

1.2.1 Uddybning og afgrzensning

Vi har valgt at lzegge hovedveaegten af gennemgangen af matematikkens formali-
sering pa perioden fra Frege til Church. Frege var den fgrste, som introducerede
ideen om et formelt system, s& det er her vores undersggelse begynder. Un-
dersggelsen slutter med Churchs formulering af den simple typeteori, som er
grundlaget for adskillige bevisfgreres systemer i dag.

Oversigten over den simple typeteori samt opstillingen af det formelle system
O skal ses som et ngdvendigt skridt pa vejen til at forsta bevisfgrerne.

Vi har begrenset os til at se pa én bevisfgrer. Valget faldt af flere grunde pa
bevisfgreren Isabelle. Isabelle anvender typeteori i form af en logik kaldet HOL
og samtidig er Isabelle en bevisforer, der tillader bevisfgrelse indenfor mange
forskellige discipliner savel matematiske som datalogiske. Tilmed er Isabelle en
bevisfgrer, der ggr sig i at bevise korrektheden af sorteringsalgoritmer, specielt
algoritmen Quicksort. Da vi havde lagt os fast p4 at undersgge et korrektheds-
bevis for netop Quicksort, fandt vi, at Isabelle var en oplagt kandidat.
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Begrundelsen for valget af netop algoritmen Quicksort er at vi finder den ek-
semplarisk — det vil sige, at den bygger pa en forholdsvis simpel ide uden at
veere triviel.

I vores besvarelse af fgrste punkt i problemformuleringen tager vi fortrinsvist
udgangspunkt i beviset for korrektheden af Quicksort i Isabelles logik HOL.

I andet punkt af problemformuleringen har vi begranset vores sporing af ak-
siomer eller ideerne bag disse til de arbejder, vi har gennemgaet i beskrivelsen
af matematikkens formalisering. Muligheden foreligger dog, at aksiomerne er
formuleret tidligere end perioden behandlet i vores gennemgang eller i en helt
anden sammenhang,.

Det sidste punkt i problemformuleringen er af en lidt mere perspektiverende art.
Vi gnsker her at se pa, hvorledes de tidligere behandlede personer har spillet
ind p4 udformningen af de moderne bevisfgrere. Specielt gnsker vi at relatere
disse personers arbejder til bevisforeren Isabelle.

Dette leder frem til en beskrivelse af vores metode.

1.3 Projektets metode

De personer, hvis arbejder vi gennemgér i rapportens del I, tillegger vi
forholdsvis stor betydning. Dette gor vi pa baggrund af den viden vi har tilegnet
os i sekunderlitteraturen. Her er der almindelig enighed om, at de personer, vi
har beskaftiget os med, har haft den betydning, vi tilskriver dem i rapporten.
Matematikkens formalisering, herunder typeteorien, er et emne, der er behand-
let mange steder i litteraturen af anerkendte personer som for eksempel Kleene,
van Heijenoort og Davis. Vi mener saledes, at vi kan retfaerdigggre vores lidt
‘naive’ tilgang til den historiske del af rapporten.

De vaerker vi har valgt at tage udgangspunkt i til beskrivelsen af matematikkens
formalisering er som regel de vaerker, hvori den ide, vi er ude efter, op-
traeder forste gang. For eksempel benytter vi fortrinsvist Russells 1908-artikel
til beskrivelse af ideen bag typeteorien i stedet for det senere vaerk Principia
mathematica, hvori denne ogsa optreeder. Ligeledes er det Freges 1879-arbejde
Begriffsschrift vi kigger p4, ikke hans senere Grundsetze. Med hensyn til Frege
og Godel er vi klar over at det mest korrekte nok havde varet at kigge pa deres
veerker pa originalsproget — tysk. Disse har vi dog ikke vaeret i besiddelse af,
hvorfor vi har valgt de engelske oversattelser i van Heijenoorts From Frege to
Gadel.

Ofte, nar vi i har forspgt at gengive en specifik ide fra et vaerk, har vi gjort dette
ved at citere fra veerket. Dette har vi gjort dels fordi vi nogen gange har fundet
gengivelsen af ideen vanskelig, dels fordi vi nogen gange har fundet det mere tro
mod den pagaeldende ide at citere.

Vi har s& vidt muligt i den historiske gennemgang af matematikkens forma-
lisering og typeteorien forsggt at gi til originalkilder, hvilket ber fremgi af
kildehenvisningerne. Hvis vi har benyttet en senere udgave af et originaivaerk
vil dette, foruden arstallet i selve henvisningen, fremga af litteraturlisten eller
blive naevnt i forbindelse med omtalen af vaerket i projektrapporten. Anvendes
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optryk af artikler eller vaerker, som forefindes i senere udgivne samlinger, vil
dette blive naevnt i fodnoter i forbindelse med omtalen af vaerket i rapporten.

1.4 Anlagte konventioner

Vi har i projektrapporten valgt at benytte os af forskellige konventioner. Vi
benytter bade udtrykket en ‘sztning’ og udtrykket et ‘teorem’. Udtrykket saet-
ning anvender vi, nar der er tale om en matematisk satning i den gengse for-
stand — altsd i den uformelle matematik. Udtrykket et teorem benytter vi, nar
der er tale om et udtryk, der kan bevises i et logisk system.

Vi skelner i rapporten ikke strengt imellem vores brug af ordene ‘udsagn’ og
‘proposition’, rent faktisk benytter vi dem lidt i fleeng. Det skulle dog gerne
fremgd af konteksten, hvilken mening vi tillzegger dem.

Visse ord i projektet er i kursiv og visse er i skrivemaskineskrift. Kursiv
anvendes oftest til at fremhave ord eller s®tninger, for eksempel citater, men
ogsa navne pa konkrete bevisfgrere eller konkrete teorier i Isabelle, for eksempel
HOL. Skrivemaskineskriften har vi benyttet i forbindelse med koden fra beviset
for korrektheden af Quicksort i Isabelle. Det har vi gjort for at gere det nemt
for laeseren at skelne denne fra den gvrige rapport. Nar vi i forbindelse med gen-
nemgangen af koden omtaler selve beviset for algoritmen Quicksort eller teorier
som beviset bygger pa, har vi valgt ogsd at bringe disse i skrivemaskineskrift,
eksempelvis Quicksort, Sort og Main.

Nar vi i projektet opremser kilder er vores strategi fglgende: Vi opremser efter
hvert afsnit (paragraf) samtlige kilder, vi har benyttet i det pagaeldende afsnit.
Vi nazvner enten de kilder, som er benyttet tidligst i det pagzldende afsnit, eller
de kilder som er benyttet mest i afsnittet, fgrst. Nar kilder har veeret benyttet
som grundlag for hele afsnit, kommer henvisningerne til disse kilder i starten af
de pagxldende afsnit. Nar der er tale om én specifik information og vi gnsker
dette fremhaevet skriver vi kildehenvisningen i forbindelse med informationen
inde i afsnittet. Ved citater star kildehenvisningen umiddelbart efter citatet,
dette er ogsa tilfeeldet ved visse saetninger, beviser og deslige. Kildehenvisninger
ser ipvrigt ud pa felgende made: [forfatter(e), udgivelsesar, sidetal].

1.5 Rapportens opbygning

Rapporten bestar af to dele. Fgrste del omhandler matematikkens formalisering
samt typeteoriens fremkomst og udvikling. Anden del omhandler bevisfgrere, i
sardeleshed bevisfgreren Isabelle, som bygger p& matematikkens formalisering i
form af typeteorien.

Vi gennemgér i forste del relevante arbejder for typeteoriens tilblivelse og ud-
vikling fra Frege og frem til Church. Vi har hver gang vi introducerer en ny
matematiker valgt at bringe en biografi. Det har vi valgt at ggre af flere drsager,
dels mener vi, at det kan vaere med til at fremme forstaelsen af den pageeldendes
matematiske arbejde, at man har et indblik i hvilken tid denne levede i og hvilke
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omstzendigheder, der her gjorde sig geeldende, dels var disse biografier noget af
det, vi selv fandt underholdende i vores litteraturstudier.

I kapitel 2 gives en historisk introduktion til matematikkens formalisering i form
af en beskrivelse af Leibniz’ drgm. Der bringes ogsé et diagram for den historiske
udvikling af matematikkens formalisering med udgangspunkt i typeteorien.

Kapitel 3 omhandler Freges begrebsskrift, herunder de definitioner og ideer han
introducerede i forbindelse med vearket. Korrespondancen imellem Frege og Rus-
sell gennemgas. Russells, Cantors og Burali-Fortis paradokser prasenteres.

Beskrivelsen af Russells typeteori forefindes i kapitel 4. Formalet med kapitlet
er at forsgge at gengive den ide, der ligger til grund for typeteorien.

Kaf)itel 5 omhandler Gédels ufuldstzendighedsseaetninger samt 