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Abstract:

Nar en veskestriale rammer bunden i et fladbundet kar,
lgber vesken vak fra strdlens centrum langs karets bund.
I en karakteristisk afstand fra vaskestridlens centrum
sker et pludseligt spring i veskeheojden, sdledes at der
tegner sig en cirkel rundt om vaskestrdlen i bunden af
karet. Indenfor denne cirkel er vandstanden markant
lavere end udenfor. Dette stabile spring i wvandstanden
kaldes det hydrauliske spring. I 1995 blev
polygonformede hydrauliske spring opdaget i forbindelse
med udarbejdelsen af et bachelorprojekt[4] I forlzngelse
af denne overraskende opdagelse, blev i 1997 pa& Niels
Bohr instituttet opstillet en matematisk model, som
havde til formdl at klargere hvilke fysiske mekanismer,
der ligger til grund for opstdelsen af de polygonformede
spring. Modellen bygger pa en ide om, at en kombination
af en liniesp®nding over springet og en balance mellem
de ydre, vandrette, radiale krafter pd springet er de
styrende mekanismer i eksistensen af polygonformede
spring. Den matematiske del af denne model er ikke
beskrevet detaljeret i litteraturen.

Denne rapport opstiller og analyserer den eksisterende
model med henblik pa at afdzkke, om eksistensen af
polygonformede hydrauliske spring kan forklares alene ud
fra de mekanismer, modellen bygger pa. Rapporten
konkluderer, at modellen er i stand til at afspejle en
rakke kvalitative egenskaber ved det hydrauliske spring.
Liniesp®ndingen er dog ikke begrundet i et fundamentalt
fysisk princip, og det er derfor enskvardigt at opstille
en model for formen af springet, der er bedre funderet i
fysiske antagelser.

I rapporten opstilles derfor ligningerne for en ny
fysisk model, der blandt andet bygger pa& massebevarelse.
Et specialtilfazlde af den nye model analyseres og de to
modellers fysiske principper diskuteres. Den forelebige
analyse af den model indikerer at denne er et skridt péa
vejen til en bedre model for de polygonformede spring.



Forord

Denne Imfufatekst er en revideret udgave af en 1. moduls projektrapport pa ma-
tematikoverbygningen pd RUC udarbejdet i forarssemesteret 2002. I den oprin-
delige projektrapport, som barer titlen Modellering af det hydrauliske spring’
opstilles og analyseres en allerede eksisterende model for polygonformede hy-
drauliske spring. Modellen, som oprindeligt er opstillet af CATS-gruppen pa
Niels Bohr Instituttet og som ikke tidligere er blevet beskrevet detaljeret i lit-
teraturen, har til formal at afdekke de styrende mekanismer for opstielsen af
polygonformede hydrauliske spring. Den tager udgangspunkt i en balance mel-
lem de radiale kraefter pa springet samt en ide om en sdkaldt liniespaending hen
over springet. Ved den matematiske reprasentation af den fysiske mode! opstar
en problemstilling, der kaldes et variationsproblem. I den forbindelse prasente-
res i rapporten et redskab kaldet variationsregning, som tillader en lgsning af et
sddant problem.

Rapportens diskussion og analyse resulterede i en raekke kritikpunkter af den
eksisterende models fysiske troveaerdighed samt en skepsis over for modellens
evne til at afdaekke de polygonformede springs styrende mekanismer. Der opstod
derfor i gruppen et breendende gnske om at opstille en alternativ model med et
bedre fysisk fundament.

Den nye model, hvis ligninger opstilles og beskrives i rapporten, er en modificeret
udgave af den eksisterende model. Modellen bibeholder den radiale kraftbalance,
mens den postulerede liniespaending udskiftes med en beskrivelse af den tangen-
tielle vaeskestrgmning i springet. P4 grund af tidspres indeholder den oprindelige
rapport ingen matematisk analyse af den nye model.

I forhold til den ’gamle’ projektrapport indeholder denne tekst en analyse af
et specialtilfzelde af modellen, samt en optimering af de i rapporten anvendte
numeriske metoder. Analysen viser, at den nye model er i stand til at fremstille
lgsninger, der er i overensstemmelse med eksperimentelt observerede spring, som
den gamle model ikke kan forudsige. I gvrigt illustrerer den nye model umiddel-
bart de gnskede sammenhznge mellem de fysiske parametre og de fremkomne
polygoner. I den forbindelse skal det nazvnes, at analysen af modellen p4 ingen
méde er fuldsteendig, men de forelgbige resultater tyder pa, at den nye model
er et skridt i retning af en bedre model for de polygonformede spring samt en
bedre forstielse af faenomenet.

I forbindelse med arbejdet gnsker vi at takke Tomas Bohr (DTU) for at have
taget sig tid til at fortzelle om de eksperimentelle observationer og svare p4 vores
spergsmal, samt Hans Bruun Nielsen (DTU) for hjelp og inspiration til opti-
mering af vores MatLab-koder. Til sidst gnsker vi at takke vores vejleder Jesper
Larsen (IMFUFA) for god vejledning samt hjeelp med opstilling og analyse af
den eksisterende sivel som den nye model.
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1 Indledning

Denne rapport er resultatet af et modelprojekt pd matematikoverbygningen
ved RUC. I et modelprojekt skal man besksaftige sig med et eksempel pa en
matematisk model for noget, der ikke er matematik. Man kan enten velge at
behandle en allerede eksisterende model eller selv at opbygge en.

Vores udgangspunkt ved projektstarten var, at det kunne veere spandende at
beskaftige sig med modellering indenfor det fysiske felt vaeskedynamik. Der var
dog ingen af os, der havde szrlige forudssetninger indenfor dette. Vi havde derfor
sveert ved at vurdere, hvilke af vores ideer til projektemner, der var realistiske
at give sig i kast med, nar vi stort set skulle starte fra bunden. Vi kontaktede
derfor Jesper Larsen, som foreslog, at vi kunne beskzftige os med modellering
af det hydrauliske spring (DHS).

1.1 Det hydrauliske spring

Nar man lader vand lgbe ned i en vask, ser man, at der indstiller sig en ligevaegt.
Indenfor en radius r omkring vandstralen vil vandstanden vzere lav, mens vand-
standen i afstanden r vil forgges pludseligt. Dette spring i vandstanden kaldes
det hydrauliske spring. Fenomenet kan observeres for andre vaesker end vand.
En af de mere kurigse egenskaber ved springet er, at det under visse omstandig-
heder antager polygonform. Dette blev opdaget af A.E. Hansen og A. Haaning,
som skrev et bachelorprojekt om feenomenet ved NBI i 1995 [4]. Den forsggsop-
stilling, der blev benyttet, bestar af en vandret glasplade med en justerbar ydre
kant. Vzesken lgber ud pa pladen fra en dyse og ud over kanten, nir den nar en
vis hgjde.

Det viser sig, at stgrrelsen og formen af DHS er afhangig af fire parametre:
Hgjden pa den ydre kant {og dermed hgjden af vaesken udenfor springet, som
kaldes hy), den totale vaeskeflux @, faldhgjden fra dysen hy og vaeskens viskosi-
tet v. Hvis man undersgger en vaeske med lav viskositet som for eksempel vand,
vil formen af DHS altid veere cirkuleer. Men ved undersggelser af vasker med
en viskositet p& ca. 10 gange vands, sendrer formen sig under de rette omstan-
digheder, og der opstar regulere polygoner med op til 14 kanter. Eksempler
pé disse ses pA figur 1.1. Denne observation er pa sin vis kontraintuitiv, fordi
den anvendte forsggsopstilling er fuldstaendig cylindersymmetrisk, hvilket vae-
skestrgmningen p& pladen umiddelbart ogsi burde vare. Denne egenskab ved

vaeskestrgmningen ggr det hydrauliske spring til et spendende fanomen at mo-
dellere.

DHS er et velegnet problemfelt for os, fordi der pa Niels Bohr Instituttet (NBI)
allerede er forsket i fanomenet og udarbejdet matematiske modeller, som kan

9




10 Indledning

Figur 1.1 Polygoner med hhv. 5 og 4 sider.

danne grundlag for projektet. P4 den anden side er DHS et tilpas eksotisk
faenomen, da det ikke er fuldstzendigt gennemtrevlet i litteraturen. Der er masser
af muligheder og svagheder i de eksisterende modeller at tage fat pé.

Det skal nzevnes, at den model, vi beskeftiger os med, ikke er beskrevet i detal-
jer nogen steder. Dens hovedprincipper og resultater beskrives kortfattet i [3],
hvor fokus ligger pa et eksperimentelt studie af springet. Selvom vi gennemgar
en allerede eksisterende modelleringsproces, er der altsi langt fra tale om et
litteraturstudie.

1.2 Matematiske modeller

En matematisk model er en beskrivelse af et ikke-matematisk objekt. Modellen
gor brug af matematiske redskaber. Formalet med at opstille en matematisk
model kan vaere at opni en beskrivelse af objektet, der ggr det muligt at forud-
sige konsekvensen af en handelse eller at opné en bedre forstielse af objektet.
Formalet kan ogsé veere at optimere et produkt pa baggrund af statistiske over-
vejelser eller viden om det omréade, man gnsker at modellere. Det problematiske
i at modellere et objekt er, at modellen p4 den ene side skal afspejle objektets
natur, og pA den anden side skal den veere s simpel, at den kan fortolkes. Ar-
bejdsprocessen, man skal igennem for at konstruere en model af et objekt, er
beskrevet i det fglgende.

Modellens formal, dvs. de egenskaber ved det ikke-matematiske objekt model-
len skal kunne beskrive, formuleres i en problemformulering, der si danner
udgangspunkt for modelleringsprocessen. Det er sjaldent muligt at beskrive et
komplekst objekt matematisk, og det er derfor ngdvendigt at foretage en sy-
stemafgrzensning. Derved opnir man en struktureret og ofte simplificeret be-
skrivelse af virkeligheden, si problemet beskrives inden for nogle rammer, hvor
det er muligt at modellere det. Objektet afgraenses altsd til et ideelt system,
som for modellens troveerdigheds skyld skal vare tilpas taet pa virkeligheden,
indenfor hvilken problemstillingen betragtes. Det er altsd vigtigt, at afgraens-
ningen bliver foretaget pa baggrund af indsigt i det modellerede objekt, da det
er gnskveerdigt kun at negligere de forhold, der er uvasentlige for problemets
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opfprsel. Systemafgraensningen og matematiseringen af systemet er taet knyt-
tet, og disse processer gennemgas ofte sidelgbende. Objektet skal nemlig kunne
beskrives matematisk efter afgraensningen, hvorfor det ofte er ngdvendigt at
tilpasse systemet efter mulighederne for en matematisk repraesentation. Mate-
matiseringen resulterer i en model af objektet i det afgreensede, matematiske
system. Modellen vil typisk veere et ligningssystem. Derefter udfsres en ma-
tematisk analyse af ligningssystemet, der sjxldent kan lgses analytisk og
derfor analyseres numerisk, f.eks. ved hjzlp af computersimulering. Modellens
resultater tolkes da i forhold til det oprindelige objekt. Hvilke egenskaber ved
det modellerede objekt belyser modellen? Efter endt modellering foretages en
validitetsvurdering af modellen som helhed. Dette indebzerer, at man afkla-
rer, i hvilket omfang modellen kan beskrive virkeligheden. Validitetsvurderingen
kraever en kritisk vurdering af modelleringsprocessens skridt og afgrensninger.

Ovennavnte forlgb sker typisk ikke trinvist, da de enkelte dele af processen
er taet knyttede. Opnés utilfredsstillende resultater for modellen ma afgraens-
ningen, matematiseringen og de efterfglgende analyser revurderes og eventuelt
omformuleres.

1.3 Problemformulering

Det motiverende spgrgsmal for dette projekt er, hvorfor der opstar polygonfor-
mede hydrauliske spring. Dette spgrgsmal gnskes besvaret gennem en matema-
tisk modelleringsproces. Da det ikke er en detaljeret beskrivelse af vaeskestrgm-
ningen, vi gnsker at afdeekke, men de fysiske forholds indfiydelse pa springets
form, vil det vaere naturligt at forspge sig med en kvalitativ modelopbygning
baseret pa enkle principper.

Den allerede eksisterende model tager udgangspunkt i en ide om, at en kombi-
nation af en liniespending i springet og en balance mellem de ydre, vandrette,
radiale kreefter pa springet er de styrende mekanismer i eksistensen af polygon-
formede spring (se kapitel 3). Vaskestrgmningen i selve springet betragtes ikke
i denne model.

Den alternative model, der opstilles i dette projekt, tager udgangspunkt i den
made, hvorpé vasken strgmmer i springet. Modellen opbygges ud fra princip-
perne om massebevarelse og en tangentiel trykkraftbalance i springet.

Formalet med de to modeller er det samme, nemlig at forsgge at afdeekke de
styrende mekanismer for formen af springet og pa den made at opna en bedre
forstaelse af dette.

Med udgangspunkt i de to modelleringsprocesser er vi naet frem til fglgende
problemformulering;:

Kan eksistensen af polygonformede hydrauliske spring forklares alene ved en
liniespeending og en ydre kraftbalance pé springet?
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1.4 Rapportens opbygning

I forste omgang har vi koncentreret os om at forstd og analysere en allerede
eksisterende model af springets form. Modellen er udarbejdet af CATS-gruppen
pa NBI og er delvist beskrevet i Anders Marcussens speciale [3]. Modelarbejdet
har resulteret i, at vi har opstillet en alternativ model, men langt stgrstedelen af
vores arbejde med projektet har bestiet i at gennemfgre og forstd den allerede
eksisterende modelleringsproces, hvilket ogsa afspejles i vaegtningen af de to dele
af rapporten.

Som beskrevet i afsnit 1.2, bestar den indledende fase af modelleringsprocessen
i at undersgge hvilken type objekt, der skal modelleres. Derfor indledes rappor-
ten med en opsummering af hvilke eksperimentelle observationer, der er gjort af
det hydrauliske spring. Af de egenskaber, der karakteriserer systemet, udvzlges
de forhold, der menes at veere styrende for systemets opfgrsel. De ikke-styrende
forhold fraveelges for at forsimple beskrivelsen af systemet. P4 denne baggrund
opstilles og forklares den fysiske model. Dette foregir i kapitel 3. Modellens
fysiske problemstilling matematiseres ved hjzelp af variationsregning, som prae-
senteres i kapitel 4. Variationsregningen tillader, at problemstillingen omformes
til en differentialligning, der skal Igses. Systemet analyseres herefter matematisk.
Kapitlet redegpr for hvilken type funktion, der tilfredsstiller den opstillede dif-
ferentialligning, siledes at lgsningerne giver fysisk mening. Denne undersggelse
leder frem til den numeriske lgsning, der analyseres i kapitel 5. Analysen af-
daekker systemets kvalitative egenskaber, dvs. hvordan systemet ifglge modellen
opferer sig, nar der justeres p4 de indgaende parametre. I samme kapitel sam-
menlignes modellens resultater med de eksperimentelie. Denne sammenligning
leder frem til en vurdering af modellens validitet. Validitetsvurderingen er at
finde i kapitel 6, hvor hele modelleringsprocessen vurderes. Her beskrives, hvilke
kvaliteter og svagheder modellen har. P4 den baggrund opsummeres hviike fysi-
ske mekanismer, der kan vaere vaesentlige at @ndre eller tilfgje ved opstillingen
af en ny model. I kapitel 7 opstilles en ny model til beskrivelse af springets
form. Den nye model, som er opstillet som fglge af validitetsvurderingen af den
eksisterende model, analyseres i et begrzenset omfang.

Projektrapportens konklusion opsummerer de resultater, der er opnéet i forhold
til den opstillede problemformulering. Endelig folger en perspektivering, hvori
der reflekteres over leeringsprocessen i projektforlgbet.




2 Eksperimentelle observationer

I det fglgende gives en kvalitativ beskrivelse af det hydrauliske springs egenska-
ber og opfgrsel. Denne beskrivelse er i al vaesentlighed en opsummering af de
erfaringer og observationer, som er beskrevet i [3]. Det hydrauliske spring vil kun
blive betragtet, nir det er i en stabil tilstand, svarende til, at veeskestromningen
er stationaer.

Nar der i det fglgende angives positioner i opstillingen, benyttes polere koor-
dinater. Der defineres et koordinatsystem med nulpunkt der, hvor vaeskestralen
fra dysen rammer glaspladen (altsd i midten af det cirkulare nedslagsomrade)
med z-akse op gennem vaeskestralen og med glaspladens overflade som xy-plan.
Vinklen 8 defineres som vinklen mellem x-aksen og projektionen af stedvektoren
for den position i opstillingen, som betragtes, pa xy-planen.

I forspgsopstillingen er der som navnt i indledningen, fire parametre, der kan
varieres: Vaskens viskositet v, vaeskens faldhgjde hy, den totale vaeskeflux @ og
den ydre vaskehgjde h,. Empirisk er det fundet, at polygoner ikke kan opsta,
hvis vaeskens viskositet er lav. Eksempelvis kan de ikke opsta i en kgkkenvask
med vand. Derfor har den vaeske (ethylen-glycol), som Anders Marcussen bruger
i sine eksperimenter, en viskositet pa cirka 10 gange vands (1.0 x 1075 m?/s).
Polygonerne er kun stabile, nar hy er mellem en og fem cm, og deres afhangighed
af faldhgjden er lille. Antallet af hjgrner i polygonerne stiger, hvis den totale
flux @ges og resten af parametrene fastholdes.

Ved sma h,, er der hvirveldannelse ved glaspladen lige under selve springet (se fi-
gur 2.1 til venstre). Dges den ydre veeskehgjde, bliver springet stejlere og stejlere
for til sidst at ’fa overbalance’. Denne overbalance bestar i, at vaesken, som s at
sige star lodret i springet fgr overbalancen, falder ind over det tynde veeskelag
foran springet i en roterende hvirvel (se figur 2.1 til hgjre). Overbalancen opstar
ved en helt bestemt h,, som vil blive betegnet den kritiske hgjde hy. Den indre
hgjde h; andres dog stort set ikke. Anders Marcussen opdeler pa baggrund af
denne observation det hydrauliske spring i to typer: En med overbalancen og en
uden, som han bensvner spring af hhv. type I og type IL

En mulig forstelse af overbalancen kan opnds ved at sammenligne springet
med en bglge i havet. Der er ikke noget materiale, der bevager sig med en
havbglge. Den er blot en forplantning af en cirkulation af vandpartiklerne, som
udbreder sig med bglgens hastighed. I bglgens referenceramme farer en masse
vandpartikler altsd forbi bglgen, mens de bevaeger sig periodisk op og ned, sa
f.eks. sporet af en partikel i vandoverfladen netop tegner bglgens kontur. Bortset
fra at vandpartiklerne ikke bevaeger sig ned igen efter at have passeret springet,
vil en iagttagelse af det hydrauliske spring af type I i springets referenceramme
vise pracist det samme. I dette tilfzelde er det blot vaesken og ikke bglgen,
der beveeger sig i forhold til omgivelsernes referenceramme. Nar en bglge bliver
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14 Eksperimentelle observationer

Figur 2.1 Model for vaskens bevaegelsesmgnster. Nar den ydre vaeskehgjde er starre
end en kritisk hgjde, observeres type II spring.

hgjere og hejere, far den pa et tidspunkt overbalance, og en hvirvel, som godt
kan minde om den, der dannes i type II, opstar foran bglgen.

Det er i type II tilstanden, dvs. for ydre vaeskehgjder storre end den kritiske, at
polygonformerne kan opsta. I et hgjdeinterval efter den kritiske hgjde, altsa lige
efter overgangen fra type I til type II spring, er det iagttaget, at springet sta-
dig er cirkuleert, men at vaeskeoverfladen er fluktuerende (ikke-stationeer). Efter
dette interval fglger et interval, hvor polygoner med op til 14 hjgrner er stabile.
Nar vaeskehpjden gges yderligere, falder antallet af hjgrner i de polygoner, der
er stabile i den givne vaeskehgjde. Samtidig bliver springet mindre for til sidst
at forsvinde helt, nir vaesken lukker sig om vaeskestralen fra dysen. Det er ob-
serveret, at for et givent h, kan flere forskellige polygoner vare stabile, f.eks.
kan polygoner med to til fem kanter eksistere for samme ydre vaskehgjde.

Vinklen i polygonernes hjgrner er konstant for et fastholdt h,, hvilket er muligt,
fordi polygonernes sider buer. For en ydre vaskehgjde, hvor f.eks. en 4-kant
med lige sider er stabil, kan en 3-kant med udadbuende sider eller en 5-kant
med indadbuende sider ogsd vaere stabile.

Nar springet er polygonformet, iagttages en omsluttende cirkel med radius R,
som definerer hvirvlens ydre graense. Springet har altsd en vis -afhzngig, radial
bredde, der afgraenser hvirvlen og er givet ved R—r(8) (se figur 2.2). Af udtrykket
ses, at bredden er mindst, nr r er stgrst, dvs. hvirvlen i overfladen af springet
er stgrst midt pa polygonsiderne og mindst i hjgrnerne.

Stgrrelsen y defineres som forholdet mellem R og r, s34 y(8) = 71]%)-. y benyttes
senere i den matematiske beskrivelse af springet.

En sidste interessant iagttagelse er gjort i forbindelse med vaeskens transport
gennem og vzk fra springet. Ved at drysse glimmer i vasken, er det observe-
ret, at der foregir en tangentiel vaesketransport inde i hvirvlen, og at der som
folge deraf opstar sdkaldte vaeskestréler i polygonernes hjorner. Hovedparten af
veesken forsvinder fra springet gennem disse. I den forbindelse er det ikke un-
dersagt, hvor vidt vaesketransporten indenfor springet er helt radial og uniformt
fordelt.
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Figur 2.2 En skitse af det hydrauliske spring set fra oven. Det skraverede areal er
et udsnit af hvirvlen.




3 Den fysiske modellering

I dette kapitel udfgres den fysiske del af modelleringsprocessen, som leder frem
til en model af formen af hydrauliske spring af type II.

3.1 Krzfterne pa hvirvlen

At opstille en model for DHS ved at betragte bevsegelsesligninger for vae-
skestrommen (Navier-Stokes ligning) er uhyre komplekst. Dels er der separa-
tion i springet (hvirvlerne ved bunden og i toppen af springet), og dels er den
fernaevnte vaesketransport i den gvre hvirvel i springet meget kompliceret.

Den opstillede model for DHS er derfor baseret pa et mere simpelt princip,
nemlig en betragtning af de ydre, vandrette krafter, som virker pa hvirvlen
i overfladen af DHS. Derved opnds en simplere problemstilling end den, be-
vaegelsesligningerne for vaeskestrgmmen kunne give. I denne modellering af det
hydrauliske spring ses sledes bort fra stremninger i selve hvirvlen.

En idealiseret udgave af overfladehvirvien, som ved et tveersnit har form som
et rektangel, betragtes. Denne har en lodret side, der vender ud mod den ydre
vaeske, og en vandret bund, hvorunder vaesken strgmmer. Dette ses pa figur 3.1
(stiplede linier).

Forskellen mellem den indre og ydre vaskehgjde forarsager en indadrettet kraft
pé hvirvlen. Da hvirvlen ikke flytter sig, ma der veere en udadrettet kraft, som
modsvarer den indadrettede kraft. Denne kraft antages at opstd som fglge af
den viskgse gnidning mellem bunden af hvirvien og overfladen af den vaske,
der strgmmer ind under hvirvlen i udadgiende retning. I det folgende udledes
udtrykkene for disse krzefter og kraftbalancen mellem dem opstilles.

3.1.1 Den indadrettede kraft

Trykket i vaesken antages at vaere hydrostatisk. Derfor er trykket i alle retninger
i hgjden z lig med det vertikale tryk, som udtrykkes ved p(z) = pg(h, — z). Da
trykket er en kraft per areal, er den indadrettede kraft virkende p4 et udsnit
af hvirvlens ydervaeg med hgjden dz, placeret i hgjden z, givet ved udsnittets
vertikale areal ganget med p(z). Den samlede indadrettede kraft p& hvirvien er
givet ved integralet af dette udtryk over forskellen i vaeskehgjden pa hvirvlens
inder- og yderside, altsa fra h; til h,. Hvirvlens yderside antages at vare en
cylinder med radius R og hgjde dz, og arealet af denne er derfor 27 Rdz.

17
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Figur 3.1 Tvaersnit af det hydrauliske spring med angivelser af de definerede
sterrelser. De stiplede linier omkring hvirvlen markerer idealiseringen af dens form.
Trekanten til hgjre illustrerer det stigende tryk ned gennem vasken.

Kraften pa hvirvlen er saledes

hy
Fina =21 [ palty - 2)dz
h;

hy 1 1
= 27Rpg(=h,? — hihy + =hi®)
B 2 2

=27R [pg(hyz - %z2)]

= 7Rpg(hy — hi)?

Under antagelse af, at vaesken kan opfattes som vaerende hydrostatisk, er dette
altsd et udtryk for den totale indadrettede trykkraft pa hvirvlen.

Den kraft, der virker pd et vinkeludsnit df af hvirvlen, er da

dFing = %ﬂq(h,, _ he)?dé (3.1)

3.1.2 Den udadrettede kraft

Nar en vaske strgmmer hen over en plan flade, som det er tilfzeldet i opstillin-
gen, har vasken i overfladen en hastighed, der athenger af vaeskehgjden, mens
vasken helt nede ved bundfladen er ubevagelig som fplge af den sdkaldte no-slip
betingelse. Det betyder, at der op igennem vaesken forekommer en hastigheds-
gradient .

I det fglgende antages, at denne hastighedsgradient er konstant (dvs. uafhan-
gig af z), siledes at hastigheden op gennem veesken vokser proportionalt med
hgjden.

P3 grund af den lodrette hastighedsgradient vil to vandrette vaeskelag, der ligger
oven pa hinanden, flyde med forskellig vandret hastighed og derfor gnide mod
hinanden. Dette forirsager en gnidningskraft F 4, der for en Newtonsk vaeske er
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Figur 3.2 Vinkeludsnit af DHS og hvirvlen. Gnidningskraften antages at virke pa
det skraverede areal.

proportional med % samt med arealet A af lagenes kontaktflade med proportio-
nalitetsfaktor u, der definerer vaeskens viskositet. Altsd kan kraften udtrykkes
som

Fud = [J.A (3.2)

du
dz
Her betragtes altsi en gnidning mellem undersiden af hvirvlen og den vaske,

som strgmmer ind under hvirvlen. A er arealet af hvirvlens underside (se figur
3.2).

Som tidligere naevnt er hvirvlens bredde R — r(6). For et lille vinkeludsnit df af
hvirvlen er 7(8) tilnsermelsesvis konstant, og arealet under hvirvlen kan estimeres
til et vandret rektangel med sidelengderne R — r(6) og r*df, hvor r* = (R +
7(6)) er springets gennemsnitsradius (se figur 3.2). Arealet bliver da

A=(R- r(o))ﬂé@do

Nar hastighedsgradienten antages konstant, kan denne findes ved at aflaese en
hastighed v* et sted i springet og dividere den med den hgjde h*, som v* er aflzest
ved. Altsd er den Z—: & Z— Som h* anvendes gennemsnittet af vaeskehgjderne
pd hver side af hvirvlen

_ hi + hy

- 2

v* vzlges som den gennemsnitlige vandrette hastighed en vaskepartikel har,
nér den strgmmer gennem springet. Denne er ikke en egentlig fysisk hastighed,
da en vaeskepartikels hastighed @ndres gennem springet og i ¢vrigt bade har
en vandret og en lodret komposant. v* kan udtrykkes ved den lokale vaeskeflux
per radian ¢(f). Denne stgrrelse er interessant, da g(6) integreret op over hele
springet skal give den samlede flux @, hvilket benyttes senere i modelleringen.
Fluxen ¢(6)df gennem det lille vinkeludsnit df er givet ved v* ganget med det
gennemsnitlige vertikale areal A*, som vasken passerer igennem (se figur 3.3).

h*
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Figur 3.3 Udsnit af DHS og arealet A*, som bruges i udledningen af den lokale flux.

Dette areal estimeres til A* = h*r*df (ikke at forveksle med det vandrette
kontaktfladeareal A), og folgende udtryk for v* opnés

(L ()
h*r*dd  h*r*

Gnidningskraften pa det lille vinkeludsnit d@ af hvirvlen kan nu opskrives som

R+r
2
q *

= ClﬂWR(l - y)T df
__depg

(hy + hc,')2

dF 4 = cm,%;(R—r)( )do

R(1 - y)db (3.3)

hvor konstanten c¢; er en geometrisk skaleringsfaktor, der er medtaget for at
udligne eventuelt opstiede linezere fejl i valgene af stgrrelserne v* og h* og i
idealiseringen af hvirvlens form.

3.1.3 Kraftbalancen

Som tidligere nsevnt, ma de to opskrevne kreefter pa det lille vinkeludsnit df af
hvirvlen vare lige store, da springet er stabilt. Ved at satte den indadrettede
kraft i ligning (3.1) lig den udadrettede i (3.3), fas

dFuq = dFjng &
4e1pq(6) _Beg, 4y
(oo 1 hoyz TAL = 9)d8 = == (hy = hi)°db &
- _9 1 2 _ 12\2
q(g) - 8611/ 1-— y(o) (hy ht) (34)
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hvor v er vaeskens kinematiske viskositet defineret ved v = £.
Den totale flux @) er en malbar stgrrelse i opstillingen, som kan udtrykkes ved
den lokale flux.

21
Q= /0 9(6)do

27
=9 (h? -2} / ! _pe
0

8civ 1-y(8)
_ 801VQ _ 2 1
b= g(h,? — h;?)? _/o 1-y(8) @ (3:5)

B er en konstant sammensat af kendte, mélbare parametre i opstillingen samt
en konstant ¢;.

Kravet om, at det opskrevne integral netop skal veere lig med 3, begrzenser
modellens lgsninger, hvilket senere benyttes til bestemmelse af y(6).

3.2 Liniespandingen

Der er mange funktioner y(#), der opfylder den i (3.5) opstillede betingelse, og
der er derfor brug for endnu en afgraensning af tilladte funktioner y [3]. Den nye
betingelse til y beskrives i det fglgende.

. Forklaringen pa, hvorfor der opstar polygonformede hydrauliske spring, er taet
knyttet til den hvirvel, der opstar ved overgangen fra type I til type II spring. Nar
springet er polygonformet, er hvirvlen knakket i polygonens hjgrner, s3 der f.eks.
for en 5-kant faktisk er tale om fem individuelle hvirvler — en for hver side. Det er
observeret, at hvis man forstyrrer en side af polygonen forsigtigt med en pind,
udfgrer siden svage, d®empede svingninger tilbage til udgangspositionen. Det
antages p4 den baggrund, at hvirvlen er et elastisk medium, som kan "knackke"
ved en vis kritisk krumning, og at der ma vere en sikaldt liniespzending (line
tension) i hvirvlen, som vil forsgge at minimere springets omkreds.

Hvis man betragter r(6) som en vektor kan denne skrives som

r(6) = (£(6),9(6)) = (Ir(6)] cos(6), |r(6)| sin(8))

For at opstille et udtryk for omkredsen af springet, betragtes dets radius ved
to vinkler r(6) og r(8 + A8). Hvis Af er lille, er leengden af vektoren Ar =
(0 + Af) ~ r(0) lig med lengden af det lille udsnit ds af springets omkreds,
som ligger mellem vinklerne 6 og 8 + Ad. Fra Pythagoras fas

lar _ \/(f(0+AA9;—f(0))2+ (g<9+A:;—g(e)>2

som for A8 — 0, bliver
ds =/ f"? + g"%db

De 6-afledte komposanter bliver

f''=—r'sin(@) + rcos(@) og ¢ =r'cos(8) + rsin(6)
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Indseettes disse i udtrykket for ds, fas ved en omskrivning af udtrykket

ds = \/r2 +r'2df

Springets omkreds er da givet ved
2
S= Vre +r2df
0 -

Dette integral skal ifglge den postulerede liniespsending minimeres.

Ovenstiende udledning kan foretages med y pa 7’s plads, uden at det resulte-
rende udtryk aendres med andet end en faktor R. At ovenstiende integral er
minimalt, er derfor ensbetydende med, at fglgende integral er minimalt

27T
S = Vy? +y'2do
0

3.3 Opsummering

I dette kapitel er der udledt to betingelser, som y(6) skal opfylde.

Den ene betingelse bygger pa, at der m4 veere en kraftbalance pa hvirvlen, da
denne er stabil. Denne betingelse giver at fglgende udtryk, skal veere opfyldt for

en lgsningsfunktion y(6)
27 1
o [Tl
o 1-—y()

hvor B er en konstant for en given parametersammensatning. Den anden be-
tingelse bygger pa en antagelse om en liniespznding over springet, hvilket giver

udtrykket
27
S= / Ju(6)® +y'(6)%d8
0

Dette integral skal minimeres af funktionen y(6). Disse to betingelser bruges i
udledningen af modellen.



4 Den matematiske modellering

Den fysiske model for det hydrauliske spring, der blev opstillet i kapitel 3, bygger
pé en kraftbalance pa hvirvlen mellem den udadrettede gnidningskraft, stam-
mende fra vaskestrgmningen, og den indadrettede trykkraft, stammende fra den
omkringliggende vaeske. Modellen bygger desuden pa princippet om, at omkred-
sen af springet skal vaere mindst mulig p& grund af den svage liniespanding. I
dette kapitel analyseres den fysiske model matematisk.

4.1 Variationsregning

I dette afsnit praesenteres kort en metode, der tillader en matematisk behandling
af problemstillingen. En mere uddybende gennemgang af variationsregningen
findes i appendiks A.

Formen af det hydrauliske spring skal beskrives ved en funktion y(8), som gi-
ver forholdet mellem den indre og den ydre radius af springet som funktion af
vinklen. Funktionen kendes ikke men skal ved indsattelse i integralet

2
S = Vy? +y2de
0

minimere dette, svarende til en minimering af springets omkreds. Samtidig skal
funktionen (@) opfylde ligningen

/2" 1 9 — 8C1vQ
o 1—y(6) g(hy? — hi®)?

svarende til, at kraftbalancen er opfyldt.

=p

En problemstilling, der vedrgrer bestemmelsen af den funktion i en mzengde af
funktioner, som ved indszettelse i et forelagt integral minimerer dette, kaldes
et variationsproblem. Introducerer man et nyt integral og kraever, at lgsningen
indsat i dette integral giver integralet en bestemt vardi, kaldes problemstillin-
gen for et variationsproblem under en bibetingelse. Det variationsproblem, der
optrader i denne rapport, antager netop denne form. Det falgende kapitel be-
skriver pé et overordnet niveau et veerktgj kaldet variationsregning, der muligggr
lgsning af variationsproblemer.

Variationsregningen indfgrer et begreb kaldet en funktional, der er centralt i
variationsregningen og som derfor vil blive prasenteret her. En funktional I
defineres som en afbildning fra en funktionsmeengde ind i et talomrade, dvs.
en afbildning, som til enhver funktion f i funktionalens definitionsmangde D,
knytter et tal I{f}.

23
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I:f->I{f}, feD, I{f}eR

Funktionalerne i denne projektrapport antager form som integraler, men de kan
principielt antage andre former. Som eksempel pa en anden form for funktional
kan n@vnes afbildningen f — f'(xo). Minimeringen af funktionalen, der beskri-
ver omkredsen af det hydrauliske spring, kaldes variationsproblemets hovedbe-
tingelse, mens funktionalen, som beskriver kraftbalancen pa hvirvlen, og som
skal antage en bestemt veerdi, definerer bibetingelsen. Det skal dog understre-
ges, at man ved betegnelserne hovedbetingelse og bibetingelse ikke skal forsta,
at den ene betingelse er vigtigere end den anden. En funktion, der minimerer en
funktional, vil opfylde en ligning kaldet Eulers ligning. Betingelserne, der stilles
til funktionalen, er i en vis forstand analoge til de krav, der stilles til en (dif-
ferentiabel) funktion, nir denne skal antage en ekstremumsvaerdi. Opfyldelsen
af Eulers ligning er ngdvendig men garanterer ikke minimering af funktionalen.
Om funktionalen antager en minimumsveerdi, bestemmes normalt ud fra eksem-
pelvis ydre fysiske rammer. Ved et variationsproblem med en bibetingelse kan
Eulers ligning udvides saledes, at den ogs& medtager kravet om opfyldelse af
bibetingelsen.

Ved minimering af en funktional vil denne antage en bestemt veerdi, som kaldes
en stationzer veerdi. At Eulers ligning er opfyldt betyder altsé, at funktionalen
antager en stationzr vardi.

De funktionaler, der indgér i denne rapports variationsproblem, er af en speciel
form, nemlig specialtilfeeldet, der beskrives i (A.10). Opfyldelsen af Eulers lig-
ning kan derfor udskiftes med et mindre strengt krav, nemlig opfyldelse af et
forsteintegral til Eulers ligning givet ved

(F=XG)—y'(F-2G), =c (4.1)

hvor F og G er integranderne i de integraler, der optraeder i hhv. hovedbetin-
gelsen og bibetingelsen. Nar denne ligning er opfyldt, antager funktionalen altsa
en stationeer vardi, som pa grund af de fysiske rammer vil vaere et minimum.
Som navnt i appendiks A vil enhver konstant funktion (y' = 0) ligeledes opfylde
ligning (4.1). Dette sartilfzelde svarer til en lgsningfunktion, der beskriver det
cirkulzere hydrauliske spring, som altsi altid vil veere en lgsning for modellen.
Dette benyttes senere.

4.2 Opstilling af differentialligningen

Beskrivelsen af formen af det hydrauliske spring er nu blevet opstillet som et
variationsproblem under en bibetingelse. De til funktionalerne hgrende udtryk
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for F og G indsettes i ligning (4.1).

(F=XG) -y (F-)G)) = c&
: ’\ ' 2y’
+ — = &
(Vo2 +u? ) y2w
(———-) +yi-y = oy +y?

A
2 _ 2 2
Yy’ = (c+1_y) ¥ +y

A 2
y'= e+ Yy +y"°) e«
-y
¥
A
(c+135)?

yl2= Y _,512(:>

' y! 5
= % |/————?&
y et 2y y

' ¥
y= =y
(c+ 25)2 1_y)2

= v+’ s

-1l&

L VYA —9)7 = (0 —y) + )
le(1 =) + Al

(4.2)

* (I analysen af modellen betragtes kun parameteromrader hvor ¢ + 1—1\-5 > 0).

Denne ligning vil blive behandlet videre i det fglgende.

4.3 Polygoner og de tilhgrende funktioner

En lgsning til ovenstiende differentialligning skal vere en funktion, som ved
en fysisk fortolkning giver forholdet mellem den indre og den ydre radius i
springet. Denne funktion er repraesenteret ved stgrrelsen y(6), som er en funktion
af vinklen 8. Ved en poler afbildning skal funktionen give et billede af det
hydrauliske spring. Lgsningsfunktionerne skal opfylde en rakke betingelser, som
vil blive beskrevet i det fglgende.

Den fysiske fortolkning af funktionen fastlaegger de fgrste krav, der skal efter-
kommes. Om y(6) m& det naturligvis kraeves, at funktionen er kontinuert, og at
0 < y(#) < 1 for alle 6. Funktionen skal veere defineret pa intervallet [0, 27] og
desuden opfylde y(0) = y(27).

Der opstilles pA nuveerende tidspunkt en ad hoc begraensning af de tilladte lgs-
ninger, idet der specielt ledes efter funktioner, som ved en polar afbildning kan
give polygonformer. Der opstilles derfor yderligere betingelser og p4 den made
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afgraenses maengden af mulige lgsninger. En regulzer polygon er symmetrisk om-
kring en ret linie, der gir gennem centrum og henholdsvis et hjgrne eller midten
af en side i polygonen (se figur 4.1). Polygonens symmetri giver os da, at den

Figur 4.1 En polygon er symmetrisk omkring en ret linie, der gar gennem centrum
og henholdsvis et hjgrne eller midten af en side i polygonen.

tilhgrende funktion skal vzere periodisk, og at antallet af perioder pa interval-
let [0,27] skal veere lig antallet af sider i polygonen. Betragter man en sddan
periode, indses hurtigt, at endepunkterne svarer til hjgrnerne i polygonen, og
funktionen antager altsd sin stgrste vaerdi her. Funktionen skal veere aftagende
indtil periodens midtpunkt, derefter voksende. Desuden skal funktionen vaere
symmetrisk omkring midtpunktet, og det er derfor tilstraekkeligt at betragte
den sidste halvdel af en periode. Derfor behgver man altsd kun at betragte
et delinterval af [0, 2] med lengden 22 = I (n er det gnskede antal sider i
polygonen), hvor funktionen er voksende. For at simplificere de efterfglgende
beregninger skal endepunkterne fastlaegges, si intervallet antager formen [0, 6*]
(hvor 8* = Z). Funktionen vil da antage sin mindste vaerdi (ymin = y(0)) i
intervallets begyndelsespunkt og sin sterste verdi (ymez = y(0*)) i intervallets
endepunkt (se figur 4.2).

4.4 Konstanter i differentialligning

I differentialligningen (4.2) er y' givet ved et udtryk, der indeholder et fjerde-
gradspolynomium R(y) (udtrykket under rodtegnet kan omskrives til et sidant).
Der foretages en begrensning af de mulige lgsninger, idet det kraeves, at lgsnin-
gerne skal opfylde de betingelser, der tidligere er blevet opstillet for sidanne
funktioner. Lgsningerne skal opfylde, at der findes et 6-interval [0,0*] hvor ' er
positiv og 3'(0) = y'(8*) = 0.

Betragter man fjerdegradspolynomiet i differentialligningen, ses, at hvis polyno-
miet har fire rgdder, vil ' veere nul i disse og samtidig antage positive veerdier
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Figur 4.2 Lgsningsfunktionen skal vaere periodisk. Antallet af perioder pa intervallet
[0, 27] skal veere lig antallet af sider i den gnskede polygon. Funktionen mé kun antage
veerdier mellem nul og en.

mellem de to inderste. Hvis de to inderste rodder, som fastlegger ¥min 08 Ymaz,
tilhgrer intervallet ]0,1], har man alts& en mulig lgsning. Om rgdderne skal gzlde,
at Ymin = ¥(0) 08 Ymaz = y(8*). En parametrisk afbildning af R(y) og y med 6
som parameter (hvor § gennemlgber intervallet [0, 6*]) skal give buestykket mel-
lem de to inderste rgdder. Lengden af buestykket skal alts veaere 6* (se figur
4.3).

ARD)

>y

|
I
ymin ‘max ]

Figur 4.3 De to inderste rgdder i fjerdegradspolynomiet skal vaere mellem nul og en.
De yderste rgdders placering er ikke fastlagt.

Parametrene ¢ og A skal tilpa.sses, sd 6* = 7, og desuden begranses, siledes
at der kun forekommer reelle stgrrelser i ligningen. Parameteromradet for ¢ og
A afgraenses i appendiks B p& baggrund af ovenstiende kriterier. Resultatet er

afbildet i et ¢, A-plan, som ses pa figur 4.4. Omriderne kaldet A og C indeholder
mulige lgsninger.

.
»
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Figur 4.4 Figuren viser ¢, A-planen. Omriderne A og C indeholder de gnskede
Igsninger. Omriderne kaldet E er sorteret fra, da ¢, \-kombinationerne i disse omrader
giver imaginare lgsninger. I omraderne kaldet F' eksisterer ikke to rgdder i intervallet
10,1]. Omriderne B og D frasorteres da kun A > 0 betragtes. Begrnsningen af
omraderne er foretaget analytisk i appendiks. Billedet ovenfor er fremstiliet numerisk
og er i overensstemmelse med analysen. Bemerk at ovenstdende kun er et udsnit.
Omriderne er ikke begraenset af figurens ydre rand.
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Figur 4.5 Funktionen y(f) kraeves voksende pé intervallet. I endepunkterne antager
funktionen veerdierne ymin Og Ymaz.

I omrade A er

2
1-¢ l+e¢
Ymin = - ( ) + A

2
2
l1+¢ l1-c¢
Ymaz = 2 + ( 2 )

de inderste rgdder. I omrade C er

_lxe  [(1=e\'_
Ymin = 2 2

_l+c 1-c\*_,
Ymaz = 2 2

de inderste. Den stgrste og den mindste rod i fjerdegradspolynomiet (de yderste
rgdder) kaldes henholdsvis a og b. Rgdderne har betydning for den numeriske
behandling af modellen og vil blive benyttet senere.

- A
A

4.5 Opstilling af integraler

I afsnit 4.3 blev beskrevet, hvilke egenskaber funktionen y(8) skal have, hvis
den ved en polar afbildning skal kunne fremstille en polygon. Funktionen skal
vaere voksende pi intervallet [0, 6*], 08 Ymin, Ymaz € [0,1], hvor Ymin OF Ymaz €r
intervallets endepunkter (se figur 4.5).

For en given polygon med n kanter skal konstanterne ¢ og A bestemmes, si
6* = I. Da funktionen y(6) er monoton pa #-intervallet, eksisterer en invers
funktion 6(y), som afbilder intervallet [Ymin, Ymez] P2 intervallet [0,0*]. 8* er da

givet ved
6* Ymae
6" = /0 d6 = / —Z—Zdy (4.3)
4

min
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Figur 4.6 6 kan udtrykkes ved y, og et udtryk for §* kan opstilles.

Figur 4.6 viser, hvordan udtrykket opstilles.

Ved separation af de variable i den opstillede differentialligning (ligning (4.2)),
fas

dy P02 —(cl—p)+N)?
Y'=g9= VT Tar=nen *

= fe(1—y)+Al
w= WP (=92 = (c(1-y)+))? dy (4.4)

Indseettes (4.4) i (4.3), fas

oiz/““ ot — ) + )

ymin YVYEL = 9)2 = (c(1 —y) + X)? % (4.5)

Polynomiet i neevneren kan faktoriseres (se afsnit 4.4), s integralet bliver

re [ et — ) +
Ymin y\/(y - a') (y - ymz’n)(ymaz - y) (b— y)

dy

(4.6)

hvor @ < Ymin < Ymaz < b. Redderne bestemmes i appendiks B. I denne
integration opstar singulariteter i grzenserne, da kvadratroden under brgken
bliver nul for ¥ = Ymin OZ ¥ = Ymaz. For at undgl dette foretages substitutionen

y =Y Ymin 4 (4.7)

Ymaz — Ymin

De nye graenser for integralet bliver da z(ymin) = —1 08 2{¥maz) = 1. Isolerer
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man y i udtrykket for z og definerer stgrrelsen é ved § = Ymaz — Ymin, fas

(y - ymin)(yma:c - )
z+1 z+1

=( 2 0 + Ymin — Ymin) Ymaz — 0 ~ Ymin)
2
=~
Da dy = $dz, kan (4.6) omskrives til
1
o _/ |e(1 —y) + d

Lyl - )b - )(§)(1 - 22)

By (T ES R,
-1y —a)(b-y)/(1 -2

Nu foretages en ny substitution. Lad z = cos(t). Da er dz = —sin(t)dt, og de

(4.8)

nye graenser bliver z =1 =t = 0 og 2 = —1 = t = 7. Dette indszettes i
ligningen ovenfor.
0 le( —y) + Al
6 = / ( sin(t)dt)
x Y/ (y—a)b— y\/l—co

2/” [(c(X = y) + A)|(sin(?))
o ¥/ (y — a)(b—y)\/sin?(t)
Ny CE RS

0 (y—a)b—-1y)

Det resulterende integral skal for en ’polygon’-lgsning med n sider antage veer-

m

dien 7. Bemark, at grenserne vendes i ovenstiende udledning, saledes at der
indirekte integreres fra ymaz til Ymin.

(4.9)

For en kort stund vendes tilbage til det tidligere opstillede variationsproblem,
og bibetingelsen £ = f - d9 betragtes. P4 grund af kravet om symmetri for
den gnskede funktion y, der fremstiller en polygon med n sider, skal falgende

geelde
2n 9‘ 1
B= / —d0—2n/ LI
o 1-y

Udtrykket for df indsaettes ligeledes i dette integral og de tidligere beskrevne
substitutioner foretages. Dermed opnas betingelsen

/ i

/y"““ 1 le(1 —y) + A
" Simin TV PO 9P - (e —y) + A
_ / (e(1 ~ 3) + )|
o Y1 -y)V{y—a)b-y)
Alle ngdvendige betingelser, der er knyttet til gnsket om at finde 'polygon’-

lgsninger til den oprindelige differentialligning, er nu opstillet. Lesningsfunktio-
nen, der er afhaengig af parametrene ¢ og A, for en polygon med n kanter skal

(4.10)
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opfylde
* =

313

- /W el —y) +Al_ 4 (4.11)
o y/(y—a)b—y)

B _[ [(c(1 —y) + M) gt
2n Jo y(1-9y)/(y=-a)d-y)

I disse to ligninger er det — for en given polygon — principelt kun ¢ og A, der er
ubekendte, da B i princippet kan bestemmes eksperimeltelt. Ved hjelp af det
beskrevne specialtilfzlde af Eulers ligning er det oprindelige variationsprolem
under en bibetingelse altsd omformuleret til problemstillingen at lgse to ligninger
med to ubekendte. Dette problem vil blive lgst i det fplgende, hvor integralerne
kaldes henholdsvis ©- og B-integralet.

samt

(4.12)

4.6 Lgsning af ligningssystem

For en given kombination af ¢ og A i de allerede opstillede parameteromrader kan
fierdegradspolynomiet R(y)’s rgdder a, b, Ymin OF Ymas bestemmes. Alle stgrrel-
serne, der indgér i udtrykkene for © og B er fastlagt, og integralerne kan s&ledes
bestemmes numerisk. Dette er gjort ved brug af trapezmetoden med en tilpas fin
opdeling af integrationsintervallet. Principielt skal hele det tilladte parameter-
omréade gennemsgges for lgsninger til ligningssystemet. I den numeriske lgsning
af ligningssystemet udnyttes det, at lgsninger til ligningssystemet vil veere et mi-
nimum til skalarfunktionen: f(c,A) = (6 — %)2+(B - 5’%)2. MatLab-funktionen
fminsearch(fun,z0) bruges til at finde et minimum af en skalarfunktion fun af
flere variable omkring startgattet 0. Ved at bruge denne MatLab-funktion pd
f kan nulpunktet for denne og dermed lgsningen af ligningssystemet findes for
en given kombination af n og 8. For at finde en lgsning ma startgzettet dog ikke
ligge for langt fra lgsningen, og det kraeves naturligvis, at der faktisk findes en
lgsning for den givne kombination af n og 8. Det fundne minimum for f er kun
en lgsning til ligningssystemet, hvis fminsearch giver veerdien 0. Da der er tale
om en numerisk rutine i MatLab, vil det i praksis sige, at det fundne minimum
skal ligge acceptabelt taet pa nul.

Nar en lgsningsfunktion er fundet afbildes den p4 fglgende vis. ©-integralet med
nedre og gvre granser hhv. 0 og 7 giver vinklen mellem et hjgrne og midten af
en side i polygonen. Ved at indsztte en anden veerdi af integrationsvariablen ¢
som gvre graense, findes vinklen svarende til en anden veerdi af y, der for den
givne veerdi af ¢ kan findes udfra ligning 4.7. P4 den made findes sammenhg-
rende veerdier af y og @ for den givne vaerdi af integrationsvariablen ¢. Dette
kan gores for en masse veerdier at ¢ mellem 0 og 7 og ved poleer afbildning af
de fundne y og 6 fremkommer da en halv side af et polygon. For at afbilde hele
polygonen gentages dette for veerdier af ¢ i intervallet [0,2n7] (da alle n sider
herved afbildes).

Som beskrevet skal fminsearch bruge et startgaet for at finde et minimum for
f. Dette startgeet ma ikke ligge for langt fra lgsningen. Desuden er det ikke
alle kombinationer af n og 3, der giver lgsninger. Disse forhold ngdvendigger
en kvalitativ undersggelse af parameteromradet, som vil blive gennemfgrt i den
felgende resultatbehandling.
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I dette kapitel bliver modellens resultater praesenteret. De undersggelser af mo-
dellens egenskaber, der er foretaget i denne rapport, har fokus rettet pa at
eftervise de resultater, Anders Marcussen beskriver i sit speciale [3]. Kapitlet
indledes derfor med en kort opsummering af disse resultater:

1. Det cirkulzere hydrauliske spring eksisterer for alle 3, og dette er den eneste
lgsning for sma 5.

2. Et polygon-spring med et bestemt antal hjgrner findes kun i et interval af
B; flere hjgrner i polygonen fas, nar 8 vokser.

3. Intervallerne overlapper, s& flere polygoner kan vaere lgsning for samme
veerdi .

Desuden navnes, at modellen ikke kan reproducere polygoner med konkave og
konvekse sider.

Det forste resultat Anders Marcussen papeger er, at cirkellgsningen eksisterer
for alle 5. Som tidligere beskrevet skal lgsningsfunktioner opfylde ligning (4.1).
I appendiks A redeggres for, at funktioner y, for hvilke ' = 0, altid vil op-
fylde ligningen. Dette resultat er uafhaengigt af parametervardier, hvorfor lgs-
ningsfunktioner, der beskriver et cirkuleert hydraulisk spring, eksisterer for alle
veerdier af f.

I B indgar udover eksperimentelle stgrrelser ogsi konstanten ¢;. I [3] naevnes,
at konstanten er af stgrrelsesordenen 1, men i gvrigt er det svaert at praecisere
dens stgrrelse nermere. Nar ¢; reguleres, sndres ogsd -2%, og dermed hvor og
om en lgsning til ligningssystemet vil eksistere for et givent n. I den fglgende
analyse af det tilladte parameteromraide indgar derfor ogsa en underspgelse af
hvilke vaerdier af 3, der rent faktisk giver lgsninger.

Det er vist i appendix B, at de tilladte kombinationer af ¢ og A kan begraenses
til omraderne A og C, der er vist pa figur 4.4. Omraderne adskiller sig ved at
Ymin er defineret ved forskellige rgdder i R(y). Resultaterne for disse omrader
er forskellige, og de behandles derfor separat. I begge tilfalde undersgges ©- og
B-integralernes vaerdier i hele det givne parameteromrade, hvilket ggres ved i
MatLab at afbilde integralernes vaerdier som et "mesh"over parameteromradet.
For at muligggre dette foretages i begge tilfzlde en transformation, hvor ¢, A-
omrédet ved en bijektiv afbildning fgres over i kvadratet )0, 1[x]0, 1].
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5.1 A-omridet )

Det kan let vises (men er undladt her), at transformationen

l1-c¢ l+¢ 2
Ymin = - ( ) +A

2 2
14c¢ 1-¢\?
Ymaz = 5 + ( ) ) - A

er en bijektiv afbildning af A-omradet over i kvadratet ]0, 1[x]0, 1[. Dog skal det
bemazerkes, at kun halvdelen over kvadratets diagonal, hvor Ymez > Ymin, giver
fysisk mening. Der foretages nu en diskretisering af kvadratet, idet man kun
betragter vaerdier for ymin 08 Ymaz 1 punkter, der tilhgrer et tilpas fintmasket
gitter. I hvert gitterpunkt, dvs. for alle kombinationer af Y,min OF Ymaz 1 gitteret,
bestemmes ¢ og A, som er givet ved

c = Ymin + Ymaz — 1
A = Ymin¥maz + 1 — Ymin — Ymaz

O-integralet bestemmes nu i hvert gitterpunkt ved brug af trapezmetoden. Re-
sultatet ses pa figur 5.1 (nederste kurve). Ved at interpolere mellem integralets
veerdi i gitterpunkterne kan MatLab frembringe niveaukurver for vaerdierne 7
for forskellige n. P& disse kurver gzlder altsi, at n©® = 7, hvilket netop er en af
forudseetningerne for, at lgsningen ved afbildning giver en polygon med n kan-
ter. Disse kurver er uafhangige af vaerdien af 3. Ogsd B-integralet bestemmes
i hvert gitterpunkt ved brug af trapezmetoden og afbildes over parameterom-
radet. De relevante niveaukurver er her 5‘%, og det interessante er nu for hvilke
B de to integralers niveaukurver svarende til et givent n krydser hinanden. P4
figur 77 ses et eksempel pa en skeering mellem niveukurverne svarende til en 3-
kant med 8 = 45. Ved at betragte B-fladen over ¥min, Ymae-planet (se figur 5.1)
kan man overbevise sig om, at hvis ¢; skrues op, vil niveaukurven 5 nzrme sig
afbildningens rand, og omvendt hvis ¢; skrues ned, vil B-niveaukurven nzrme
sig midten. Derimod er ©-integralet og de tilhgrende niveaukurver Z entydigt
bestemt (uafhengige af 8 og dermed af ¢;). Ved forst at veelge en polygon, som
man vil finde lgsninger for (f.eks. en 5-kant), dernzest at udregne 8/c¢; ud fra
eksperimentelle data og til sidst skrue pi c;, kan skeringen mellem de to ni-
veaukurver opnés stort set overalt pd ©-niveaukurven for den valgte polygon.
Ved en poler afbildning af y som funktion af § opnds resultater som vist pa
figur 5.3, 5.4 og 5.5 nedenfor.

Modellen kan frembringe alle de eksperimentelt observerede polygoner, dvs. fra
2-kanter til 14-kanter (ogsa polygoner med flere sider kan frembringes ved at
skrue ¢; tilstraekkeligt hajt op).

Figur 5.6 illustrerer, hvordan antallet af sider for de mulige polygonlgsnin-
ger vokser med B. Da B-niveaukurverne narmer sig linien ymqr = 1, vil en
B-niveaukurve, der lige preecis skeerer ©-kurven for en 7-kant, ogsé skere O-
kurverne svarende til alle n < 7, da disse enten narmer sig ¥maz = 1 langsom-
mere, eller ender p4 linien. Dette indikerer, at nar h, falder, og 8 dermed vokser,
bliver polygoner med flere og flere sider mulige lgsninger til modellen. Dette er i



5.1 A-omradet 35

lll”’l”ll

beta og theta

ymax

ymin

Figur 5.1 ©- og B-integralernes veerdier bestemt for alle (Ymin, ymaz) i gitter-
punkterne. Kurven for B er gverst. P4 randen, dvs. linierne ymin = 0 0g Ymaz = 1
forekommer singulariteter.
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B/6

0.9 1

08| Q/3 .

1 I3 1 | i 1 i i

0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9
ymin

Figur 5.2 Niveaukurver for ©- og B-integralerne. Kurvernes skring markerer en
lgsning. Bemezerk, at kun omridet over diagonalen hvor ¥min < Ymaz kan fortolkes.
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Figur 5.3 7-kant for Figur 5.4 6-kant for Figur 5.5 5-kant for
hy = 5.55 mm. Resten af  h, = 5.88 mm. Resten af  h, = 6.40 mm. Resten af
parametrene er fastholdt.  parametrene er fastholdt. parametrene er fastholdt.

god overensstemmelse med de eksperimentelle observationer. De i figur 5.3, 5.4
og 5.5 viste eksempler p& modellerede polygoner er netop valgt, sd kun h, gges,
og det ses, at antallet af kanter bliver mindre.

Man skal vere opmaerksom pé, at de afbildede B-niveaukurver kun er korrekte
indtil en vis afstand fra linierne ymaz = 1 0g Ymin = 0. Dette skyldes singularite-
ter pa disse linier, som ggr fejlene ved den anvendte numeriske integrationspro-
cedure store, fordi integranden i disse omrader zndrer sig meget over den valgte
integrationsskridtlengde. Denne skridtleengde kan szttes ned, men kun til en
vis greense, der szttes af den tilgengelige computerkraft. Hvilken trinleengde,
der er npdvendig i en vis afstand fra f.eks. linien y¥me = 1 (f.eks. afstanden
Ymaz = 0.9999), kan afprgves ved for enkelte vaerdier af yp,:, at udregne inte-
grandernes vaerdier numerisk med stadigt mindre trinleengder. Nar veaerdierne
ikke lzengere zndrer sig betydeligt ved en nedszttelse af trinleengden, er en til-
straekkeligt lille trinleengde ndet. I analysen anvendes en trinlaengde pa 0.005,
hvilket giver rimelige niveaukurver indtil ¢yqz = 0.9999 i det ymin-interval,
niveaukurvernes skaeringer typisk tilhgrer.

Det er interessant, hvor taet p& yme: = 1 niveaukurverne er korrekte, nar det
skal undersgges, om der kan eksistere flere polygoner for samme £, som det er
observeret eksperimentelt. Ved at skrue pa ¢; kan S indstilles sidan, at der er
lgsninger for f.eks. en 5-kant. Det skal s& undersgges, om niveaukurverne sva-
rende til f.eks. en 4-kant ogsd krydser for den fundne veerdi af 8. ©-niveaukurven
for en 4-kant m3 ligge leengere nede mod venstre hjgrne af niveauplottet pa fi-
gur 5.2 end den tilsvarende niveaukurve for en 5-kant. Dette skyldes, at i>5
og ©-overfladen i figur 5.1 falder i retning af (Ymin,Ymaz) = (1,1). Til gen-
geld mé den relevante del af B-niveaukurven for en 4-kant ligge laengere oppe i
hgjre hjgrne af niveauplottet, fordi -2% > 5%, og fordi B-overfladen stiger mod
(Ymins Ymaz) = (1,1). N&r et szt niveaukurver for en 5-kant krydser, vil den
tilsvarende ©-kurve for en 4-kant altsa ligge til venstre for 5-kantens kurver,
mens 4-kantens B-kurve vil ligge til hgjre for 5-kantens kurver (se figur 5.7).

Grunden til at 4-kantens niveaukurver alligevel kan skzere hinanden er, at B-
kurverne krummer mere end ©-kurverne, s& B-kurven ’indhenter’ ©-kurven
oppe langs linien ym.; = 1, som det er vist pa figur 5.7. Det er netop nar
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n=

0.95
0.9
0.85
0.8

]
g 0.75

=
07
0.65
0.6

0.55

0 5 —e i Fl J 1 1 L 1 i

05 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95
ymin

Figur 5.6 Nar 8 vokser gges antallet af mulige polygoner, fordi B-niveaukurven
krydser ind over flere polygoners ©-niveaukurver.
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Figur 5.7 ©- og B-niveaukurver for en 5-kant (fuldtoptrukne) og en 4-kant (stiplede)

med ¢; = 145.
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Figur 5.8 2-, 4- og 5-kant med samme parametersammensztning (hy = 2 cm,
Q =~ 40 ml/s, v = 13.2 X Vyana 08 hy = 5.29 mm).

kurverne kommer teet pd denne linie, at den fgr omtalte risiko for store fejl i
integrationsproceduren opstéar.

Ifslge de eksperimentelle erfaringer vil to forskellige polygoner ved samme pa-
rametervaerdier have samme hjgrnevinkel, si en eller begge polygoner har kon-
kave/konvekse sider. Et eksempel pa dette er vist pd figur 5.8 for 2-, 4- og
5-kanter.

Ud fra de eksperimentelle parameterveerdier, som er angivet i |3} for eksemplet
pa figur 5.8, er 8 udregnet, og det er fundet, at ¢; = 145 bade giver skeringer for
4- og 5-kanter (figur 5.7). Dette er en ret stor veerdi af ¢; set i lyset af, at denne
konstant er en geometrisk skaleringsfaktor stammende fra de idealiseringer, der
er gjort af hvirvlens form i modelopstillingen i afsnit 3.1.2.

Pa figur 5.9 og 5.10 er vist en 5-kant og en 4-kant svarende til skeeringerne i
figur 5.7.

Figur 5.9 5-kant med

c1 = 145. De gvrige Figur 5.10 4-kant med
parametre er som pd c1 = 145. De gvrige
figur 5.8. c1 er valgt, parametre er som pi
s& der lige er skering figur 5.8.

mellem 5-kantens to
niveaukurver.
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Figurerne illustrerer, at modellen ikke er i stand til at vise de karakteristiske
konvekse og konkave sider eller de ens hjgrner, som ses pa figur 5.8. Det er
heller ikke lykkedes at finde en lgsning for en 2-kant med den givne 5. Dette
skyldes, at 2-kantens B-niveaukurve med den udregnede 8 kommer s t®t pa
linien ymaz = 1, for den krydser ©-niveaukurven, at vores integrationsmetode
ikke er preecis nok. Men principielt skulle det vare muligt at finde 2-kantens
lgsning,.

Modellen kan altsd i A-omridet beskrive de kvalitative egenskaber ved formen
af det hydrauliske spring, som er opremset i starten af kapitlet, men kan ikke
bruges til at forudsige praecist hvilke polygonformer, der vil eksistere for en given
parametersammensatning, og den kan heller ikke forudsige konkave og konvekse
sider.

5.2 (C-omradet

I C-omradet foretages p& samme made som i A-omradet en transformation, der
afbilder ¢, \-omradet bijektivt pa kvadratet ]0,1[x]0,1[. Til transformationen
(beviset for bijektiviteten er ligeledes undladt) benyttes to nye parametre p og
o, som er givet ved

=1 & c=1--

P 1-c¢ - p
A

c=—— & A= -0cC
c

Det fremkomne kvadrat opdeles i gitterpunkter, og ud fra vaerdierne af p og o i
disse punkter kan ¢ og A beregnes. ©- og B-integralernes vaerdier bestemmes nu
og de gnskede niveaukurver afbildes i et koordinatsystem. I eventuelle skaeringer
antager begge integraler de tilladte veerdier. Processen er analog til processen
beskrevet i behandlingen af A-omrédet.

I C-omradet er det meget nemmere at pavise eksistensen af flere forskellige lgs-
ninger for samme f. Betragtes f.eks. den parametersammensatning, der er be-
skrevet i teksten til figur 5.8, er det muligt at bestemme en veerdi for konstanten
c1, s der er skeeringer for en 2-, 4- og 5-kant tilpas langt inde i p, o-kvadratet.
Saledes undgér man de ovenfor naevnte problemer med integrationsrutinen. De
c1, som giver resultater, er meget teettere pa 1 end i A-omradet. Problemet er
bare, at de former af springet, som lgsningerne i C-omré&det giver, er ufysiske,
fordi de ikke ligner de eksperimentelt fundne polygoner.

o
P4 figurerne 5.11, 5.12 og 5.13 er vist, hvordan polygonerne ser ud, nir ¢
tildeles veerdierne k; = 15,ky = 17 og ks = 20. For hver af disse verdier er
der mulighed for flere polygoner, men polygonerne ligner ikke noget, der er
observeret eksperimentelt.

At modellen giver lgsninger, som ikke er observeret empirisk, og som derfor efter
al sandsynlighed ikke eksisterer i virkeligheden, kan tyde pé, at de betingelser,
der opstilles i modellen, ikke er tilstraekkelige.
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Figur 5.11 5-kant for Figur 5.12 4-kant for Figur 5.13 2-kant for
k1l =15, k2 = 175 og k1 = 15, k2 = 17.5 og k1 = 15, k2 = 17.5 og
k3 = 20. k3 = 20. k3 =20.

Disse lgsninger er ikke naevnt i hverken [1] eller [3]. Det er muligt, at der fin-
des et fysisk argument for at se bort fra lgsningerne i C-omradet, men dette
argument er ikke fundet i lgbet af dette projektarbejde. Problemet med figu-

Figur 5.14 En 5-kant med konkave sider fundet i C-omradet. Parametervaerdierne
er her de samme som i figur 5.8 og ¢1=>50.

rerne i C-omradet er dels, at forskellen pa ymin O Ymaz €r urealistisk stor, og
dels, at polygonernes hjgrner er alt for runde. En bemzerkelsesveerdig egenskab
ved C-omréadet er dog, at jo teettere skeringen mellem en polygons ©- og B-
niveaukurver ligger ved randen o = 0, jo mindre bliver forskellen mellem yy,in
OB Ymaz, OF jo skarpere bliver hjgrnerne. Det betyder, at helt tzet ved randen
kan polygoner med konkave sider, der minder en del om de eksperimentelt ob-
serverede, frembringes (se figur 5.14). Dette kraever dog hgje veerdier af ¢;. Det
har ikke veeret muligt at finde polygoner med konvekse sider i C-omradet.

Modellens resuitater vil blive vurderet i det fglgende.



6 'Vurdefing af modellen

I de enkelte dele af modeludledningen i kapitel 3 foretages en del grove skgn og
approksimationer, hvis rimelighed kan diskuteres (f.eks. udledningen af ¢ ud fra
h* og v*). Mange af disse tilnsermelser kan dog retfardigggres, da de opstillede
ligninger udtrykker de gnskede kvalitative sammenhange mellem de stgrrelser,
som indgdr i modellen.

I stedet for at gennemga rimeligheden af de mange tilnaermelser vil der i dette
kapitel blive praesenteret en overordnet kritik af de reesonnementer og antagelser,
der ligger til grund for den opstillede model. Dette ggres med henblik p4 at skabe
et overblik over hvilke modificeringer af modellen, der kan foretages, s& nogle af
dens svagheder udbedres.

Det fgrste kritikpunkt knytter sig til den pastdede liniespaending. Argumenta-
tionen for at indfgre denne formuleres saledes i [3):

»Det er eksperimentelt observeret, at ndr man forstyrrer en side i en poly-

gon med en pind, opferer dens form sig, som var den en elastisk "streng" der

genfinder sin oprindelige form, den havde fgr forstyrrelsen, via svage deempede

svingninger. Det er derfor naturligt at postulere en svag line tension, s springet
langsomt udvikles mod en stationzr form med minimal omkreds.«

Antagelsen om en liniespaending stammer altsi fra observationen af de svingnin-
ger, der opstar, nar en polygonside forstyrres. Men sadanne svingninger kunne
man ogsA forestille sig kunne opsti uden den postulerede liniespzending blot ved
at betragte den opstillede vandrette, radiale kraftbalance pa springet. Dette kan
illustreres med en simpel analogi. Forestiller man sig et lod, der haenger i en fje-
der, vil der opstd en hviletilstand, nar fjeder- og tyngdekraften udbalancerer
hinanden. Forstyrrer man loddet vertikalt, vil der opstd deempede svingninger,
som bringer loddet tilbage til udgangspositionen. De deempede svingninger op-
star alene pa baggrund af de balancerende krafter, hvorfor man kunne forestille
sig, at det samme kunne gzlde for svingningerne i det hydrauliske spring.

Formalet med modellen er at forsgge at afdakke hvilke fysiske mekanismer,
der er styrende for eksistensen af polygonformede hydrauliske spring. Men da
der ikke redeggres for, hvilke fysiske principper den postulerede liniespzendning
udspringer fra, vil modellen have sveert ved at opfylde sit formail, selvom den i
et vist omfang er i stand til at forudsige polygonformede spring.

Det andet kritikpunkt er, at vaeskestrgmmen i selve springet ikke behandles eks-
plicit noget sted i modellen. Det antages, at vaskefluxen indenfor springet er
jeevnt fordelt over 6, men at den radiale flux gennem springet er omvendt pro-
portional med hvirvlens bredde og derfor #-athzngig. Dette mA enten betyde,
at der ikke er massebevarelse over springet eller, at der er en tangentiel flux
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gennem springet. Det mé naturligvis vare sidstnaevnte, der er tilfseldet, hvil-
ket ogsd er observeret eksperimentelt, men denne tangentielle flux behandles
ikke i modellen. Da hovedparten af veesken transporteres ud ved hjgrnerne af
de polygonformede spring, m3 den tangentielle flux veere af en ikke ubetydelig
stgrrelsesorden i forhold til den radiale flux gennem springet. Ud fra disse over-
vejelser kan man konkludere, at det sandsynligvis ikke er rimeligt at undlade en
beskrivelse af den tangentielle flux i springet i en model af DHS’ form.

Nar man opstiller en (matematisk) model for et objekt, kan man have forskellige
interesser. En gkonomisk model kunne f.eks. blive opstillet med henblik pa at
kunne forudsige aktiemarkedets udvikling over tid. Formalet med en sddan mo-
del er at forudsige en udvikling ud fra nogle kendte mekanismer. Vurderingen
af en sddan model vil vare en bedgmmelse af modellens forudsigelsesevne. Mo-
dellen af det hydrauliske spring har derimod et andet formél, nemlig at afdzekke
fysikken bag faenomenet og pa den made bidrage til en mere generel forstielse
af lignende fzenomener. Ogsi her ma en validitetsvurdering ngdvendigvis bygge
pa en sammenligning af modellens resultater med empiriske observationer. Det
er imidlertid vigtigt at skelne mellem denne sammenlignings status i de to ek-
sempler pa modeller. I fgrstnaevnte er forudsigelsesevnen det primaere formal.
Dette er ikke tilfzeldet for modellen af DHS. Her fungerer sammenligningen som
et tjek af, om det er de rigtige mekanismer, der er medtaget i modellen, men den
er i gvrigt ikke en garanti for dette. Det primare formal er at blive klogere pa
disse mekanismer. Forudsigelsen af hvilke polygoner, der vil opsta for en given
parametersammenstning, er derfor ikke si interessant som modellens kvalita-
tive opfgrsel samt dens muligheder for at omsatte de opniede resultater til en
bedre fysisk forstéelse.

Modellens ad hoc karakter vanskeliggor denne fysiske tolkning. P4 denne bag-
grund ma modellen opfattes som veerende delvis utilfredsstillende, da den bygger
pA en styrende mekanisme, hvis argumentation ikke kan funderes i noget dybere
fysisk princip.

Formuleret mere generelt formér modellen ikke helt at afspejle det modellerede
objekts natur. Grunden til, at modellen trods alt stadig kan vise en rakke kvali-
tative karakteristika ved DHS, kan muligvis findes i, at de i modellen opstillede
betingelser er utilstraekkelige. Det kan betyde, at modellen derfor blandt andre
former kan frembringe polygonformer, der ligner de eksperimentelt observerede.
Dette underbygges af, at der i C-omréidet er fundet lgsninger, der ikke er obser-
veret fysisk. Man kunne have valgt at indfgre en ekstra betingelse ad hoc for at
udelukke de lgsninger i C-omrédet, som ikke ligner noget fysisk (f.eks. at stpr-
relsen Pﬁ ikke m& overstige en vis stgrrelse). Dette ville dog kun fa modellens
Igsninger til at stemme bedre overens med det observerede og ikke fremme for-
stielsen for de mekanismer, der ggr polygonformede hydrauliske spring mulige,
hvilket er modellens formal.

Vi vil i det fglgende forsgge at modificere modellen ud fra de ovenfornzvnte
kritikpunkter.
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I dette kapitel vil en alternativ model blive opstillet p4 baggrund af den kritik,
som blev praesenteret i kapitel 6. Her er redegjort for, at de betingelser, der op-
stilles i modellen ikke er tilstraekkelige, fordi den frembringer ufysiske lgsninger.
P3 baggrund af det andet kritikpunkt i kapitel 6 er det nzerliggende at tilfgje en
beskrivelse af den tangentielle flux i springet for derigennem at opn4 en ekstra
betingelse og f4 massebevarelsen eksplicit udtrykt i modellen. Dette er ogsa fo-
reslaet i [1], som en eventuel modificering af modellen. P4 baggrund af det fprste
kritikpunkt i kapitel 6 opgives idéen om en liniespsending i springet. Ved den
gamle model bibeholdes 3-betingelsen opstillet ud fra betragtninger af den ydre
kraftbalance pa hvirvlen i springet. Denne betingelse er q(8) = @%i%‘%q Den
nye model bygger desuden pa et estimat af den tangentielle gnidning mellem
hvirvlens yderside og den ydre vaeske, som ikke har nogen tangentiel hastig-
hedskomponent.

7.1 Massebevarelsen over hvirvlen

Det antages ligesom i den gamle model, at den indre flux ud imod springet ude-
lukkende er radial og desuden er f-uafhengig, dvs. jeevnt fordelt i alle retninger.
Om dette rent faktisk er tilfaeldet er ikke undersggt empirisk. Hvis man antager,
at der kun er radial vaskeflux i springet og kraever, at der for ethvert udsnit
af springet skal veere massebevarelse, m4 der gelde, at den vaeskemzangde, som
strgmmer ind i hvirvlen fra indersiden er hg med den vaeskemaengde som strem-
mer ud pa ydersiden: %d& = ¢qdf. Da 2 5= er en konstant, ma g(f) altsd ogsa
vare det. Men da der rent faktisk er observeret, en veesketransport pa tvars i
hvirvlen, ma den lokale flux ¢ indeholde et tangentielt bidrag og derfor vaere 6-
afhaenglg Der ma gelde, at forskellen mellem 3=df og ¢(6)df er lig den samlede
vaesketransport tveers gennem udsnittet af hv1rvlen Denne massebevarelse kan
betragtes som en tilnzermet form for impulsbevarelse.

Et lille udsnit af systemet betragtes fra oven. Dette er vist p& figur 7.1. Den
ene side af hvirvlen har bredden R — r(#), mens den anden side af hvirvlen har
bredden R — (6 + df). Ved Taylorudvikling, hvor der ses bort fra led af hgjere
orden end en, fas R — r(6 + df) ~ R — r(6) — r'(6)db.

P4 figur 7.2 er den tvaerghende veesketransport skitseret. Betragtes et vinkelud-
snit af springet med bredden df gzelder altsa, at forskellen mellem vasketrans-
porten radialt vaek fra centrum af springet pa inder- og ydersiden af hvirvlen,
svarer til den tangentielle vaesketransporten i hvirvlen.

Arealet af et tveersnit af hvirvlen kan antages rektanguleert, og alts& kan det ud-
trykkes som A(#) = (hy —h;)(R—r) og A(6+df) = (hy — h;)(R—7—7'df). Vee-
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R-r(6+d6)

Figur 7.1 Bredden af hvirvien varierer som funktion af 8.

u(©+do)

Figur 7.2 Arealet af hvirvien og den tangentielle hastighed er ligeledes #-afhangige.

skens hastighed i hvirvlen betegnes u(8). Denne hastighed er en middelhastighed
over det rektanguleere areal, der betragtes. For et lille udsnit df er sndringen
af & over hvirvelstykket givet ved T(6 + df) — T(6). Altsé er veesketransporten
gennem hvirvlen p4 den ene side af udsnittet givet ved %(h, — h;)(R — r), mens
den pa den anden side er givet ved (0 +df)(h, —h;)(R—~r—1r'df). Dette udtryk
kan igen tilnsermes ved en Taylorudvikling.
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T(0 +df)(R —r(0 + db))h
~(T+u'dd)(R—r—r'do)h
=U(R—r —r'dd)h + T dO(R —r — r'dd)h
= %Rh — Grh — ur'd0h + W' dRh — W dorh — T'd6r'dOh
~T(R—r)h+7'dI(R —r)h —ur'ddh
=TU(R—r)h+ (WR - (@r+7ur'))dbh

=w(R—-r)h+ :—e(ﬁR — ur)hdf
— R -r)h+ a%(ﬂ(R — r)h)d8
Her er h, — h; erstattet med h for overskuelighedens skyld. Undervejs er der set

bort fra led, der indeholder d§?, da disse er smé. P& baggrund af ovenstaende
betragtninger kan fglgende ligning opstilles for massebevarelsen over springet.

%dﬁ — ¢(8)d8 + TR — ) (hy — hi)ca —
(R — r)(hy — hi)cs — %(ﬁ(R —)(hy — he))dBey =0 &
2~ 4(0) = R 1)y — h)er)
22— 4(0) = coR(hy = he) 35 (@1~ 1) (7.1)

I denne ligning er ¢; medtaget for at kompensere for eventuelle linezere fejl, der
kan opsté, nar hvirvlen betragtes som rektangulzer.

Da ligning (7.1) er opstiliet p& baggrund af kravet om massebevarelse for et
udsnit, er det interessant, om dette ogsd er opfyldt over hele systemet. Derfor
integreres (7.1) over hele springet.

27 ’
27
/0 [c2R(hy — hi)d%(ﬁ(l -y))dd &

2
0 = caR(hy — hi) /0 %(E(l _))dh &

0= [l -y)i" (72)

Da udtrykket pa hgjresiden af (7.2) er periodisk med 27 er ligningen opfyldt.
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: 7.2 Krraftbalance

Det antages, som i den forrige model, at trykket kan beskrives som hydrostatisk.
Over hvirveludsnittet dé sker en sndring af tvaersnitsarealet (se figur 7.2). Da
trykket beskrives som vaerende hydrostatisk, giver dette anledning til en tryk-
kraftforskel mellem enderne af udsnittet. Udtrykket for det hydrostatiske tryk
er givet ved ligning (3.1). Her er arealet, trykket virker p, ikke hvirvlens yder-
side, men tvaersnitsarealet i hvirveludsnittets ender. Trykkraften i den ene ende
bliver da Fyy(8) = A(8)[Lpg(hy — hs)], og i den anden ende bliver trykkraften
Firyk (6 + df) = A(6 + db)[3pg(hy — h;)]. Siden denne trykkraftsforskel ikke ggr
- springet ustabilt, ma den udbalanceres af en anden lige si stor, modsat rettet
kraft.

Det antages, at denne kraft kommer fra den viskgse gnidning mellem den vzeske,
der transporteres i hvirvlen, og vaesken uden om springet. Gnidningskraften kan
beskrives som i ligning (3.2), og derfor skal et udtryk for hastighedsgradienten
og arealet af fladen, gnidningskraften virker mod, bestemmes.

Vasken i hvirvlen m3 veere stillestdende ved hvirvlens yderkant pa grund af no-
slip betingelsen (da veesken udenfor hvirvlen antages kun at bevaege sig radialt,
og vaesken i1 hvirvien bevaeger sig tangentielt), men hvordan hastighedsprofilen
i hvirvlen ellers ser ud er svaert at beskrive, og derfor mé hastighedsgradienten

ﬁ—’i—r; (6) estimeres.

Et simpelt estimat (fremsat som i afsnit 3.1.2) er 'Rﬂ_,ﬁggycs, hvor c¢3 skal justere
eventuelle linezre fejl ved denne approksimation. Da gradienten er #-afhengig,
m det vurderes, om approksimationen er beskrivende for hele vinkeludsnittet.

Den gennemsnitlige hastighedsgradient over vinkeludsnittet kan udtrykkes som

. T =C_3 0+do H(e) &=
3 dJ, R-r@®)

cs  Tw(d™)

df R = r(6™)
ae™)

R—r(6™)

df =

c3 (7.3)

hvor 8 < 6™ < 6 + df. Da df antages at vaere lille, er forskellen mellem 6 og
6™ forsvindende. Derfor antages gennemsnitshastighedsgradienten for det lille
vinkeludsnit at veere RuT(f()‘éyc&

Gnidningen mod vaeskens bevagelsesretning foregar egentlig mod hele hvirv-
lens ydervaeg, men for at lave et simpelt, f-uafhzengigt udtryk, betragtes kun
gnidningen mod hvirvlens yderside (altsd "bandet" i afstanden R fra centrum
med hgjden (h, — h;). I afsnit 3.1.1 blev vist, at for et infinitesimalt vinke-
ludsnit er arealet p& ydersiden af hvirvlen (hy, — h;)Rd§. Det vil sige, at den
gnidningskraft, der virker mod veeskens bevaegelsesretning, kan udtrykkes som
Fy = pesg%=((hy — hi)Rdf), hvor ¢4 er den samlede korrigeringsfaktor hidrg-
rende fra tilnaermelserne for hastighedsgradienten og beskrivelsen af hvirvlens
ydre rand som rektangulaer.
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P4 den baggrund opstilles fglgende kraftsbalance

& (hy — h*(R—7) -
%g(h ~ hi)2(R -1 — 'df) =

u(9)
Fr-
29, - (B - 7) -

2y~ 17 (R =1) + 35(R - r)oh) -

~ Rdf(hy — hi)es &

;(f) Rdf(h, — hi)es o
—2p—g(hy—h,-)Rd (1=y)=p “() o
a(e) = MRy Ly (7.4)

2ucs
¢s er en samlet betegnelse for ¢4 og en korrigering af den fejl, der begas ved at
beskrive hvirvlens tvarsnit som rektangulaert.

Dette udtryk for middelhastigheden giver nogle betingelser for, hvornar hastig-
heden kan vaere nul. Dette er enten opfyldt, nar 1 — y = 0 (i et hjgrne), eller
nar 2 (1-y) = 0 (midt pa hvirvlen). Det antages, at den tangentielle hastighed
er nul midt p& en polygonside og i hjgrnerne. Dette giver nogle betingelser til
bestemmelse af den differentialligning, der nu opstilles.

7.3 Opstilling af differentialligning

Indsattes nu (7.4) i (7.1), fas

Q

5. — 40
_ d _ —pghR d .
= b |- (PR - 5a-9)]
— i 2 [ —pghR\ d(1 -y)
=cRhag [( y) ( 2pcs ) do
_ -pghR\ [d(1 - )* d(1 ~y) e d(l-y)
‘°2Rh( 2ucs )[ & @ TV (7.5)
I ovenstdende er h = (h, — h;). Gennem omskrivningerne cs =
2 )2
(——c-’—}{—(;f‘ih—'m) og z = (1 — y) omskrives udtrykket til

Q_qch [d(zz)dz+ N i

- 2y 1 2 1
5 B a0 TE 3 = cg[(2°) 2" + 272" (7.6)
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I den tidligere model blev opstillet et udtryk for den radiale strpmning, der er
givet ved ¢(0) = 3 m( — h?)2. Dette skrives for overskuelighedens skyld

(h2 )2

som ¢(0) = Z_LT med ¢y

Q Cr _ 281 1 2.1

5~ = cg[(2%)'2' + 2°2"]
c_7__Q__ 2y\7 2.1t
pall cs[(2%)' 2" + 2%2")
cr = %z — cs2[(2%)'2" + 222"

=22 ogindsattes i (7.6)

Denne andenordens differentialligning kan omskrives til en fgrsteordens diffe-

rentialigning, hvilket gores i det folgende. Lad fgrst A =
er

2[(2%)' 2 + 222 + Az =
2[(2Y)2 + 222"+ Az~ B =0
2[222'] + Az =B =0
22'(222')' +Az*2 -~ Bzz' =0

—[2 2')(2%2") ]+ 3z - §2zz' =0

Sl + 3)' 2 =0

5(2 z')2 + g-z - gzz =C

—£; og B=-Z.Da

¢t ¢ s8¢

(7.7)

Som i den tidligere model gnskes et udtryk for 6*, hvilket fis ved at isolere 2’ i

7.7 og separere de variable

_1 2,12 As Bz
C’—2(zz)+3z 52

(22)2 = 2C — §Az3 + B2*®
2 2C — 242% + B2?

o

— 24,8 2

o i\/20 242% + Bz
22

dz \/20 ~ 2423 4+ Bz?
a6~ z2

2
dz

\/2c 2423 + Bz

dz + [konst]

==/
\/20 Az3 + Bz2

& (7.8)
& * (7.9)
&
&
&
(7.10)
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(* her m& det kreeves at 2C — 2A42% + Bz? > 0) I ovenstéende ligning er C
en integrationskonstant, der bestemmes ved de randbetingelser, der mi gzelde
for en gnsket lgsning. Konstanterne A og B er afhangige af geometriske skale-
ringsfaktorer og kan derfor ikke udtrykkes alene ved fysiske parametre, men ved
indsaettelse af udtrykkene for cg og ¢; kan felgende proportionaliteter opnas

vQ
Ao g (7.11)
32
Bo Puthi) (7.12)

Som i den tidligere model har vi, at 2/ = 0 i polygonens hjgrner og midt pé
siderne, dvs. i 2 = 24z OF 2 = Zmin. Yderligere har vi kravet at det ubestemte
integral (7.10) med graenserne zmin 0 Zmaz for en n-kant skal give 7. Til sidst
har vi den mere overordnede betingelse, at udtrykket under kvadratrodstegnet
i ligning (7.10) skal veere positivt eller nul, for at udtrykket giver fysisk mening.

7.4 Analyse af et specialtilfelde

I dette afsnit foretages en analyse af et simplificeret specialtilfzlde af modellen,
idet det antages, at hvirvlen nér helt ud til springets rand. Denne antagelse
giver den simple randbetingelse zpi, = 0, som ved indszttelse i ligning (7.8)
giver €' = 0. Antagelsen medfgrer desuden, at 2’ gir imod uendelig, nr 2 gar
imod zmin. Dette kan fortolkes fysisk, som at veeskestremningen i polygonernes
hjarner udelukkende er radial (veeskejets), og at springets sider helt er adskilt
fra hinanden, hvilket ogsa er observeret eksperimentelt. Som den anden rand-
betingelse anvendes, at %(zma,,) = 0 (dvs. at sendringen i hvirvlens dybde er
nul midt pa hvirvlens side). Af ligning (7.9) fas derfor

2 2
—§A250, + B2k, B—3Atma 0 _ 3B
; =, =0%me =g
Zmaw Zmaz

Udtrykket for 6 kan nu skrives som

73 2 73

z 24 2

9=/ ———dz:/ ——dz (7.13)
0 Bz? — 2423 0 B— %4z

Dette integral har den analytiske lgsning § = 3%42, som alts3 er et udtryk for
vinklens afhangighed af A og B i specialtilfzldet. Da A og B er fastlagt ved de
fysiske parametre ses, at hysterese er udelukket i specialtilfeldet. I det generelle
tilfeelde er integralets graenser ikke fastlagt som i specialtilfseldet og hysterese
kan derfor ikke udelukkes generelt.

Ved indszettelse af udtrykkene for A og B opnés et udtryk for 8’s afhangighed
af de fysiske parametre
9% (hy + hi)*(hy — hi)*

Ru2Q?

0 o
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Denne proportionalitet kan ved en simpel omskrivning udtrykkes som

(hy + hi)5 l_

8 R 5

(7.14)

Denne proportionalitet indikerer samme afhengighed mellem vaerdien af 8 og de
mulige lgsningsfunktioner som blev set i den gamle model (n&r 8 vokser, stiger
antallet af hjgrner i polygonerne svarende til at 6 falder).

Losning af den nye model foregér i et vist omfang analogt til lgsningen af den
gamle model. Som tidligere beskrevet ma af hensyn til den fysiske fortolkning

kraeves, at stgrrelsen \/ 2C - %Az3 + Bz? kun antager positive veerdier. Dette

krav er i specialtilfzldet analogt til kravet B — 242 > 0 som automatisk er
opfyldt da z € [0, -g%]. Desuden m3 kraeves, at 2mez = % €[0,1]=> A> g—B.
De tilladte A, B-kombinationer afbildes over i et [0,1] x [0,1] (p, o')-kvadrat ved
de bijektive afbildninger

1 1
3B 3B
A———% ® o=

som automatisk sikrer, at ovenstdende krav til A og B er opfyldt. Som beskrevet
i behandlingen af den gamle model, afbildes nu en niveaukurve for den gnskede
veerdi af §. Nedenfor ses lgsningskurver for de forskellige polygoner. Langs kur-
verne findes p, o-kombinationer, der giver en lgsningsfunktion, som ved en polaer
afbildning fremstiller den gnskede polygon. Polygonens form afhaenger af hvor
pa lgsningskurven p og o vaelges (se figur 7.4 og 7.5). Eventuelt kunne en ekstra
betingelse opstilles pa baggrund af fysiske argumenter for at finde lgsningspunk-
ter pa de fremkomne lgsningskurver, men dette er undladt her.

Figur 7.3 Legsningskurver for den nye model.

Generelt kan p og ¢ vaelges si polygonernes sider bliver vilkirligt konkave eller
rette. Modellen kan i det analyserede specialtilfalde vise lgsningsfunktioner for
en et- og to-kant, der ved afbildning ligner de eksperimentelt observerede et- og
to-kanter. P4 dette punkt adskiller modellen sig fra den gamle model, som ikke
var i stand til at vise et- eller to-kanter.
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Figur 7.4 5-kant med Figur 7.5 5-kant med
naesten rette sider. konkave sider.

Figur 7.6 Den ny
models igsning for en

Figur 7.7 Den ny

models lgsning for en
2-kant. 1-kant.

Som det ses kan modellen bade give lgsninger i god overensstemmelse med det
eksperimentelt observerede - ogsa 1-kanter - og mere ufysiske lgsninger (7.5).
Sidstnaevnte opstar for store vaerdier af o.

4

Som nzvnt ovenfor giver den nye model ved lgsning en kurve, langs hvilken
der findes p, o-kombinationer, der giver den gnskede polygon. Den nye models
sortering af lgsninger er altsi svagere end den gamle models (her resulterede
lgsning af modellen i et skeringspunkt, dvs. en enkelt parameterkombination)
hvilket tyder p4, at den nye model mangler endnu en betingelse, der kan frasor-
tere ugnskede lgsninger. En sidan betingelse skulle gerne frasortere lgsninger
med store vaerdier af o, men det er afggrende, at betingelsen funderes i fysiske
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betragtninger og ikke blot indfgres ad hoc.

En mere gennemgribende vurdering af modellen er sveer at give p4 grundlag af
den begrznsede analyse, der er foretaget pa nuvarende tidspunkt, men modellen
viser i specialtilfzeldet overordnet de rigtige sammenhange mellem de fysiske
parametre og de fremkomne polygoner. Ud fra dette kan konkluderes, at den
nye model er veerd at underlagge en grundigere analyse.



8 Konklusion

Den allerede eksisterende model tager udgangspunkt i en ide om, at en kombi-
nation af en liniespanding i springet og en balance mellem de ydre, vandrette,
radiale kraefter pa springet er de styrende mekanismer i eksistensen af polygon-
formede spring. Vaskestrgmningen i selve springet betragtes ikke i modellen.

Modellens liniespaending og kraftbalance kan opstilles som et matematisk va-
riationsproblem, der reducerer problemstillingen til en lgsningsbestemmelse af
en fgrsteordens ordinaer differentialligning. Modellens mulige lgsningsfunktioner
begranses ad hoc, séledes at kun lgsninger, der ved en poler afbildning frem-
stiller en polygon, opnés.

Modellen er i stand til at reproducere det cirkuleere hydrauliske spring for alle
veerdier af 8 samt de eksperimentelt observerede polygoner med 2 til 14 kanter.
Modelien er ogsa i stand til at vise flere forskellige, stabile tilstande for springet
for en B-veerdi, og den kan vise, at de forskellige polygoner kun eksisterer i et 8-
interval. Ligeledes er modellen i stand til at vise den rette sammenhang mellem
de fysiske parametre og springets form. Til sidst kan naevnes, at modellen er i
stand til at vise polygoner med konkave sider. Modellen viser altsi den rette
kvalitative opfgrsel i forhold til det observerede.

Modellen giver en raekke ugnskede lgsninger, som vaelges fra for at undg ikke-
polygonformede spring. Denne begrznsning er utilfredsstillende, da den egentlig
kun kan gennemfgres, fordi man allerede ved, hvad man leder efter nemlig po-
lygonformede spring. Men selv efter frasorteringen af de ikke gnskede lgsninger
giver modellen desvarre ikke-fysiske lgsninger. Ngdvendigheden af at frasortere
lgsninger, samt eksistensen af de ufysiske lgsninger trods denne frasortering, in-
dikerer, at den opstillede liniespzending og kraftbalance ikke er tilstrakkeligt til
beskrivelsen af formen af det hydrauliske spring. Den opstillede liniespaending,
der ikke bygger p& noget dybere fysisk princip (end intuition), er egentlig kun
postuleret. Modellen mangler altsi en form for fysisk fundament eller argumen-
tation for det opstillede princip.

Modellens formal er at forsgge at afdzkke de styrende fysiske mekanismer for
formen af springet, og denne manglende argumentation er derfor utilfredsstil-
lende, hvorfor det er gnskvaerdigt at opstille en mere fysisk trovaerdig model.

I [1] foreslas, at en ny model, der tager hgjde for massebevarelsen, opstilles og
udvikles. Opfyldelse af kravet om massebevarelse mé regnes for en fundamental
egenskab ved en model af det hydrauliske spring, da en manglende massebeva-
relse mé betragtes som vaerende ufysisk.

I den nye model, hvor den radiale kraftbalance er bevaret, mens princippet med
den postulerede liniespzending er udskiftet med beskrivelsen af den tangentielle
vaeskestrgmning, er kravet om massebevarelse opfyldt. Modellen ggr dog stadig
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brug af den ad hoc begraensning af tilladte lgsningsfunktioner som benyttes i
den gamle model.

Analysen af modellens specialtilf@elde viser, at modellen er i stand til at vise de
samme eksperimentelt observerede sammenhenge mellem de fysiske parametre
og fremkomne polygoner som den gamle model. Den nye model er desuden i
stand til at vise eksperimentelt observerede polygoner, som den gamle model
ikke kan vise.

En egentlig vurdering af den nye model er vanskelig at foretage, idet analysen
af modellen ikke er fuldstzendig. Analysen af specialtilfeldet indikerer dog, at
modellen i kraft af sit bedre fysiske fundament kan vaere et skridt pa vejen til
en bedre model for springet og dermed en bedre forstéelse af hele faenomenet.



9 Perspektivering

Indenfor rammerne af dette projekt har formalet med det videnskabelige ar-
bejde veeret at leere noget om de fysiske mekanismer, der muligggr eksistensen
af polygonformede hydrauliske spring. Projektet er imidlertid en del af en uni-
versitetsuddannelse og dermed en lzringsproces. I en mere overordnet ramme
har formalet med projektet vaeret, at vi skulle opna en erfaring med matematisk
modellering. I perspektiveringen har vi derfor valgt at reflektere over, hvad vi
har leert af dette modelleringsprojekt.

Da vi har valgt at beskaftige os med en allerede eksisterende model, var be-
skrivelsen af problemet i vid udstraekning foretaget forud. Det samme gezelder
systemafgraesningen og fokuseringen pa de mekanismer, man kunne forestille sig
som de bestemmende for formen af DHS. Det har dog veeret en lererig proces
selv at gennemgé modelleringsprocessen.

Overgangen fra den fysiske model til en matematisk reprasentation har vi selv
udarbejdet fra bunden, og vi har derfor fiet en oplevelse af, hvordan et fysisk fze-
nomen kan beskrives og modelleres ved hjzlp af matematik. I denne behandling
har vi anvendt bade analytiske og numeriske metoder som redskaber.

I forbindelse med resultatbehandlingen af modelleringen har vi faet et indblik i,
hvordan en models resultater kan tolkes. Vi har lagt stor veegt pé at fremlegge
resultaterne si objektivt som muligt, da resultaterne i hgj grad kan tolkes i
bestemte retninger. I forlengelse af tolkningen af modellens resultater, har vi
vurderet validiteten af den opstillede model.

I sidste del af projektforlgbet oplevede vi den iterative del af modelleringspro-
cessen, da vi udbyggede modellen til ogsa at opfylde kravet om massebevarelse.
Desvaerre har vi ikke naet en fuldsteendig undersggelse af den nye models re-
sultater. Udledningen og opstillingen af modellen samt behandlingen af den nye
models specialtilfeelde ma altsi betragtes som dette projekts bidrag til en model
for formen af det hydrauliske spring.

P& baggrund af projektiforlgbet og dets gennemgang af modelleringsprocessen,
er det ogsa vaesentlig at spgrge, om man er blevet i stand til at opstilie en ma-
tematisk model fra bunden. Vi har fiet et indblik i, at man i en modelproces
ofte oplever problemer, som kun kan lgses med ’smarte tricks’. At f3 ideen til
disse tricks kraever ofte en stor erfaring med modellering. Denne store erfaring
har vi af gode grunde ikke, men processen har givet et indblik i hvilke kompe-
tencer, der er ngdvendige i en modelleringsproces. Vi mener, at den proces vi
har vaeret igennem er eksemplarisk, fordi vi gennem det konkrete eksempel med
det hydrauliske spring har fiet et mere generelt indblik i, hvilke faser man skal
igennem og hvilke kompetencer, der kraeves i en matematisk modelleringsproces.

Jamen hurra

57



A Variationsregning

En problemstilling, der vedrgrer bestemmelsen af den funktion y(z) i en funk-
tionsmengde, der ved indsattelse i et forelagt integral giver dette dets stgrste
eller mindste vaerdi, kaldes et variationsproblem. I det fglgende kapitel beskrives
og udledes et redskab kaldet variationsregning, der muligger lgsning af sidanne
variationsproblemer. Kapitlet bygger p& Erik B. Hansens bog Variationsregning

2.

Kapitlet indledes med et par definitioner af begreber, der er essentielle for for-
stielsen af variationsregningen.

A.1 Indledende definitioner

A.1.1 Funktional

Variationsregningen gor brug af et begreb kaldet, en funktional, som kan opfattes
som en funktion, hvis variable selv er funktioner. Funktionaler spiller en central
rolle i variationsregningen, hvorfor de vil blive beskrevet naermere i det falgende.

En funktional I defineres som en afbildning fra en funktionsmangde ind i et
talomrade, dvs. en afbildning, som til enhver funktion f i funktionalens defini-
tionsmzengde D, knytter et tal I{f}.

I:f~I{f}, feDI{fleR (A1)

I et simpelt tilfelde er en sidan funktional defineret ved integralet

b
I{y}E/ F(z,y,y")dz (A.2)

hvor a og b er faste tal. Funktionen F = F(z,y,v') er en funktion af tre variable,
hvor z er en (uafhzengig) variabel i traditionel forstand, mens y = y(z) er en
variabel funktion (y’ er den afledede med hensyn til z). y kaldes den afhaengige
variable. Ovenstdende funktional, der er defineret som et integral, er af den type,
som er interessant i dette projekt, og behandlingen af funktionaler vil derfor i
det fplgende veere begraenset til integraler af netop denne form.

Et variationsproblem bestr i at bestemme den funktion y(z) i funktionalens
definitionsmaengde, der giver integralet sin stgrste eller mindste vaerdi. Funktio-
nalens definitionsmaengde vil ofte veere begraenset af en rakke betingelser. For
eksempel vil der normalt til et variationsproblem veere foreskrevet randbetin-
gelser, der bestar i, at funktionen y(z) skal antage bestemte vaerdier for z = a
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og x = b. Derudover vil definitionsmangden for en funktional, der er tilknyttet
et fysisk variationsproblem, ofte blive begraenset yderligere i overensstemmelse
med en fysisk fortolkning. Funktioner, der tilfredsstiller de opstillede betingelser,
kaldes de for funktionalen tilladte funktioner.

A.1.2 Variation af funktion

Arbejdet med at fastleegge den funktion, der giver et integral sin stgrste el-
ler mindste vaerdi, bestar i at sammenligne tilladte funktioner. Er y en tilladt
funktion, betegnes en anden tilladt funktion y + dy en sammenligningsfunktion.
Storrelsen dy kaldes variationen af y. Da y + dy er en tilladt funktion, dvs.
(y + 6y)(a) = y(a) geelder for enhver variation af y

(y+0y)(a) = y(a) +dy(a) = y(a) = dy(a) =0
(y+dy)(b) = y(b) +dy(b) = y(b) = dy(d) =0

Desuden mj variationen dy tilhgre funktionalens definitionsmaengde. Variatio-
ner, der tilfredsstiller alle betingelser, kaldes tilladte variationer. Som variationer
betragtes funktioner af formen dy = en(z), hvor € er en konstant, der kan antage
alle vaerdier i et interval omkring nul, og # er en fastholdt vilkarlig funktion, der
dog skal opfylde de krav, der stilles til en tilladt variation. Det vises i afsnit
A.2, at variationsproblemet gennem behandling af denne type variationer kan
reduceres til en ekstremumsveerdi-bestemmelse for en funktion af en variabel. I
dette projekt er det en minimering af integralet, der er interessant, og altsi er
det minimumsveerdi-bestemmelsen, der er vigtig.

A.2 Eulers ligning

Formalet med dette afsnit er at udlede en betingelse for, at den simple funk-
tional, der er beskrevet ovenfor, antager sin stgrste eller mindste veerdi, nar
funktionen 7 indsaettes. Betingelsen er i en hvis forstand analog til de krav, der
stilles til en (differentiabel) funktion, nar denne skal antage en ekstremumsvserdi.

Lad funktionalen I med definitionsmaengde C'[a, b] veere defineret ved

b
Iy = [ Fayy)de (A.3)

og lad randbetingelserne y(a) = y, og y(b) = yp gelde. Antag, at der eksi-
sterer en tilladt funktion ¥, der giver funktionalen sin mindste veerdi. For et
givent variationsproblem er det vanskeligt at fastlegge de krav, der skal stil-
les til funktionen 7. Men som tidligere naevnt kan variationsproblemet for den
simple funktional, der er beskrevet her, reduceres til en mindstevaerdi-opgave
for en funktion af en variabel. Betragter man en variation, der er defineret som
en funktion af en variabel, lader dette sig gere. Lad derfor dy = en(z), hvor ¢
er en konstant, der kan antage alle veerdier i et interval omkring nul, og 7 er
en fastholdt vilkdrlig funktion, der dog skal opfylde de krav, der stilles til en
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tilladt variation. Indszettes 7+ 6y = 7+ en(z) (hvor 7 er den funktion, som giver
integralet sin mindste veerdi) i funktionalen, bliver integralet en funktion J af

variablen € givet ved

b
J(©) = I{g + en(z)} = / F(e,5+en,7 +en)de

(A4)

Da ¥ giver funktionalen sin mindste vaerdi, er J(0) < J(¢) for alle € , og J'(0) = 0.

Idet det antages, at F er differentiabel, gaelder

OF OF8y  OFdy , Oy . 0y’
B By B¢ + dy' Be =Fi%e Oe + By v 8¢

og derfor
Z+a@)]
de Yyren
51o
=/ [ F(z,g+en, 7 +en)]
o LO€
’ dy
=/ [F'(:v T+ en,T +en )?9—
FI — ] ! 6y d
+Fy @yt eny +en)5- z
b
= [ B n.om+ Fy 5.7
a
altsa

|21+ enta)]

=0
/[F’(fvy n+ F (2,7, )7 lde

Af (A.4) og (A.5) udledes

J'(0) = [d%l{y +en(z)}]

=0

b
= / (Fy(2, 9.9 )+ Fy (2, 5,7 )0 ldz = 0
a

Ved partiel integration fas nu
b
/ [Fy(2,9,5)n + Fy (2,7,5")n'ldz
a

b b
=/ Fy(z,9,7)ndz +/ Fy(z,9,5)n dz
a a

b b '
. _ , _ d _
= /a Fy(z,9,9)n dz + [Fy (2,5, )n)s — /a o Fv @y )nds

(A.5)
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og da en(a) = en(b) = 0, da variationen i randpunkterne skal veere lig nul, fas

b
! — ] d 7 —f
[ Fy@5.7) - £Fy @59 ds =0 (46)

Da ovenstiende skal galde, uanset hvilken funktion, der indsattes for 7, er det
nzrliggende at slutte, at den kantede parentes i integralet er nul. Variationsreg-
ningens fundamentallemma, som bevises i naste afsnit, viser, at dette faktisk
geelder (resultatet bruges her). Altsa

o d —
F(z,3,7) — EF?;' (x,9,9)=0

Fortolkningen af ovenstaende ligning er hovedpointen i dette afsnit.

En ngdvendig betingelse for, at funktionalen

b
I{y} = / F(z,y,y")dz (A7)

antager sin mindste veerdi, nar funktionen 7 indsaettes, er altsd, at 7 tilfredsstiller
ligningen
v d o

F, - d_a:Fy' =0 (A.8)
Differentialligningen i (A.8) kaldes Eulers ligning. I forbindelse med behandlin-
gen af denne, er det vigtigt at ggre opmaerksom pi, at ligningen er invariant
under en variabeltransformation, dvs. ligningen skifter ikke form ved skift fra
en type koordinater til en anden.

A.2.1 Sertilflde

I et sertilfeelde af det simple variationsproblem afhznger integranden ikke af v,
dvs.

F = F(z,y")
Da F, =0, bliver Eulers ligning
d
EFyl —
Ved integration fas
F ;l =cC (A.g)

Eulers ligning er her blevet reduceret til en mindre kompliceret ligning. Resul-
tatet bruges nedenfor.

I et andet seertilfaelde afhaenger integranden ikke af z, dvs.
F=F(y,y) (A.10)

Her indfgres y som ny integrationsvariabel (under passende forudsetninger) ved
omskrivningen
oty _ 1
V=& "7
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Da kan variationsproblemets funktional skrives

b
1) = [ F.y)is

v(®) 1 .dz
= F(y, =)—d
/,, © (y m,) e

y(b) 1
= / F(y,—)z' dy
v(a) z
y(b)
= G(y,z') dy

y(a)

G er nu en funktion af y og z', hvor y er den uafhangige variable, og x er en
funktion af y. Denne situation svarer altsd til det fprste sertilfeelde i ligning
(A.9) (med z og y ombyttet), og Eulers ligning kan derfor reduceres til

G;/ =c =
d . 1.,

=F+¢'F (— (-1—>2)
Y Py
1

=F-yF, =c (A.11)
Antag, at y er en lgsning til Eulers ligning. Da er
d
- F _ IFII
dx( yFy)
d
=Fy + Fyy" —y'Fy —y' - F, (kedereglen)

d
=19’ -0 (da y er lgsning til Eulers ligning)
=0

Enhver lgsning til Eulers ligning opfylder altsa ligning (A.11). Af ovenstéende
udregning ses, at ligningen ikke kun er opfylds, hvis y tilfredsstiller Eulers lig-
ning, men ogsa hvis y er en konstant funktion, dvs. y' = 0, er ligningen opfyldt.
Variationsproblemet i denne rapport antager formen (A.10) og ligning (A.11)
vil derfor blive benyttet i stedet for Eulers ligning.

A.3 Variationsregningens fundamentallemma

I sidste afsnit blev der henvist til variationsregningens fundamentallemma, som
vil blive vist her.
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Lad f € C%a,b] og lad
b
/ f(@)n(z)dz =0 (A12)

for enhver funktion 7 € C*[a, ], for hvilken n(a) = n(b) = 0. Sa er f(z) = 0 for
alle z € {a, b].

Setningen bevises ved modstrid. Antag, at f(zo) # 0 for et z¢ €la,b[. Da f
er kontinuert, folger det, at f(z) # 0 i en omegn af zg, dvs. f(z) 3 0 for alle
z i et interval ]c,d[ omkring zo. Integralet skal veere nul for enhver funktion
n € C*[a, b og derfor ogsa for funktionen 79 defineret ved

_ [ (z-e)?*(x—-d)? forc<z<d
o = 0 ellers

Indszettes 7o i integralet, fas

b d
/ F(x)no(z)dz =/ f(z)no(z)dz #£ 0

hvilket strider mod (A.12), og man kan derfor slutte, at f(z) = 0 for alle z €
la,b[. Da f er kontinuert, er ogsd f(a) = f(b) = 0, altsd f(z) = 0 for alle
z € [a,b].

A.4 Variation af funktional

Begrebet variation af en funktional, der er teet knyttet til variation af en funk-
tion, vil blive defineret i dette afsnit. Lad 7 og 7+ 8y veere to tilladte funktioner
ved variationsproblemet med funktionalen

b
I{y}E/a F(x,y,y")dz (A.13)

med randbetingelserne y(a) = y, og y(b) = ys. Som beskrevet i forrige afsnit,
er variationen af 7 defineret ved 8y = en(z), og I{y + dy} bliver dermed en
funktion af €. Antages I det fglgende, at F er tilstraekkelig ofte differentiabel,
fas ved Taylorudvikling

d
g+ 8} =10} +e | ZIm+en] +0@)
e=0
hvor O(€?) betegner alle stgrrelser med hensyn til € af orden hgjere end eller lig
med to. Variationen af funktionalen I omkring den tilladte funktion y defineres
ved

d
dI{y} =¢ [-—I{’gj + en}] (A.14)
de =0
I ovenstiende udtryk indgér ikke led af hgjere orden end en, da disse ved smé

variationer er forsvindende smé. Begrebet variation af en funktional bruges i
nedenstiende definition.
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A.4.1 Stationzer veerdi

Hvis 6I{y} = 0 for enhver tilladt variation af funktionen y, siges funktionalen
at vaere stationser for sma variationer omkring y, og I{y} kaldes en stationzer
veerdi for funktionalen.

Indsettes den tilladte variation dy = en og 8y’ = en’ i (A.5), fas

STy} = ¢ | 217+ en)

=0
b

= ¢ [ 1Fy(@. 0,000 + Fyp(s,5.9)11da
a
b . :

=/ [Fy(x, 7,7 )en + Fy (2,9, 7 )en'ldz
b

= / [F (2,5, 7)6y + F (2,5, 76

som ved partiel integration giver (se udledning af (A.6))

b
51{7} = / [F! (2, 5,7) — Flo(z, 5,70y da (A.15)

Er funktionalen stationzr omkring 7, er 67{y} = 0, dvs.

b
510 = [ Ay 0.7) - Fy@gdyde=0 (A1)
a
som ifglge variationsregningens fundamentallemma giver, at
F/ — ] d FI — e\ 0
y(mayay ) - % y’(zvyyy ) =

Denne iagttagelse forer til en vigtig konklusion, nemlig at funktionalen I er
stationzer for sma variationer omkring 7 er ensbetydende med, at 7 tilfredsstiller
Eulers ligning. Indszetter man 3§ + dy for y i ligning (A.13) og raekkeudvikler,
ser man, at 6/{y} udgeres af de led i raekken, der er lineaert afhangige af dy og
éy', altsé

b
{7} = / (Fydy — F,6y']dz.

Variationen af en funktional dannes derfor ofte ved brug af fglgende metode: I
funktionalen indszettes for y funktionen ¥ + &y, hvorefter man raekkeudvikler,
idet dy og 8y’ betragtes som smj storrelser. Variationen af funktionalen udggres
af de led, som er linezert afhangige af dy og dy'.

A.5 Bibetingelse

Til tider er man interesseret i at inddrage endnu en betingelse, kaldet en bibetin-
gelse, der skal opfyldes af tilladte funktioner ved et forelagt variationsproblem.
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Med dette som udgangspunkt betragtes i det folgende opgaven at bestemme
funktioner y = y(z), der giver funktionalen

b
Hy} = / F(z,y,y")dz

en stationsr veerdi, nir det forlanges, at y tilfredsstiller randbetingelserne
y(a) = y, og y(b) = y, samt en bibetingelse af formen

b
Tr= [ Gl uy)de =1

hvor I er en given konstant. Tilladte funktioner skal — udover at opfylde oven-
nzvnte betingelser ~ tilhgre definitionsmangden D = C'[a,b]. Dette nye va-
riationsproblem kan ved en metode beskrevet i det fglgende reduceres til det
fgromtalte simple variationsproblem. Antages det, at funktionalen I er statio-
nzr for smi variationer omkring den tilladte funktion y, gelder ligningen

b
5I{y} = / [Fléy - F',8y')dz = 0 (A.17)
a

Sterrelsen §I{y} dannes ud fra den tilladte funktion 7 + dy ved brug af den
tidligere omtalte metode. Da bade y og y + dy er tilladte funktioner, skal det
gelde, at J{y} = J{7+0y} =, dvs. J er stationeer for smé variationer omkring
7, og dermed er for enhver tilladt variation

b
5T{y} = / (GL6y + G, dy')dz = 0 (A.18)

Nu betragtes to funktioner 1, og 72, der begge er tilladte variationer, dvs. tilhg-
rer C'la,b] og er nuli z = a og = = b. a1 og a» defineres til at veere de veerdier,
integralet i (A.18) antager, med 7; og 7, indsat, dvs.

b
€a; = e/ [Gym + Gy ld
a

b
eas = e/[G;n2+G;j,n’2]dz
a

Indsattes funktionen dy = e(azm — a17m2) i (A.18), bliver integralet

b
e/ (G, (aam — aame) + Gy (@am — cunp)]da (A.19)
a
b b
= €ay / (Gym + Gyym)dz — €ay / (G2 + Gyimp)dz
a a
= €tp; — €qjag =0

dvs. 8y = e(aam — aane) opfylder (A.18). Hvis 6I{7} skal vaere nul for variatio-
nen e(agm — ainz), skal det ifglge (A.17) gelde, at

b
e/ [Fy(aam — a1me) — Fy(agm —armp)lde =0 &
a

b b
a2/ [Fym + Fomldz —ay / [Fyme + Fympldz =0
a

a
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Omordnes (A.18) p4 tilsvarende made, opnas ligningssystemet

0 {:[F;nl + Fymldz —an fb[F;nz + Fympldz =0
a2 [ [Gym + Gymildz — o1 [, [Gyne + Gyumpldz =0

Hvis ovenst&ende ligningssystem skal have en ikke-triviel lgsning, m4 der gelde,
at

b b
/ [Fin+ Fllde = A / Gl + GLn'lde
a [/}

for n = m1 og n = 1. Ovenstiende kan, ved partiel integration, p3 sadvanlig
vis omformes til

b
! ! d 1 !
/a [}~ AG, — == (Fy = AGy)}n do (A.20)

Af (A.20) og variationsregningens fundamentallemma kan det konkluderes, at
Eulers ligning skal gzlde for stgrrelsen F — A\G med funktionen y indsat. Lgs-
ningen af et variationsproblem, hvori der indgar en bibetingelse, lgses altsi ved
felgende metode: Af integranden F i den funktional I, der skal antage en sta-
tionzer veerdi, og integranden G i bibetingelsen dannes stgrrelsen F' — AG, hvor
A er en konstant. Variationsproblemets lgsning skal s& findes blandt lgsningerne
til Eulers ligning med F — A@ indsat:

(F - 2G), - %(F ~AG), =0 (A.21)

Som tidligere nzevnt er det variationsproblem, der er tilknyttet det hydrauliske
spring, et variationsproblem under en bibetingelse, som i gvrigt antager formen
angivet i (A.10), og Eulers ligning kan derfor erstattes af ligningen.

(F=XG)—y'(F-)G), =c (A.22)

Ovenstéende ligning danner i rapporten grundlag for det videre arbejde med
variationsproblemet.




B Afgrensning af
differentialligningens konstanter

I differentialligningen

V(1 —y)? - (1 -y)+)?
le(1 —y) + Al

y =ty (B.1)
er y' givet ved et udtryk, der indeholder et fjerdegradspolynomium i y. De Igsnin-
ger til differentialligningen, der er interessante for dette projekt, er de funktioner
y(6), der ved en poler afbildning vil fremstille en polygon. Der foretages der-
for en begraensning af de mulige lgsninger, idet det kraeves, at lgsningerne skal
opfylde de betingelser, der tidligere er blevet opstillet for sidanne funktioner.
Lgsningerne skal opfylde, at der findes et y-interval mellem nul og en, hvor y’ kun
antager positive vaerdier (y' skal veere nul i intervallets endepunkter). Betragter
man fjerdegradspolynomiet i differentialligningen, ses, at hvis polynomiet har
fire rgdder, vil ¥’ vaere nul i disse og samtidig antage positive vaerdier mellem
de to inderste. Hvis de to inderste redder, som vil blive refereret til som ymin
0g Ymaz (BVOT Ymin < Ymaz), tilhgrer intervallet 0,1[, har man altsa en lgsning,
der opfylder alle de opstillede betingelser til mulige ’polygon-lgsninger’. Para-
metrene ¢ og A skal desuden begraenses saledes, at der kun forekommer reelle
stgrrelser i ligningen.

Kravet om reelle lgsninger mé betyde, at udtrykket under roden skal vaere po-
sitivt, dvs.

0< @ (1-9) - (cl-9)+ V) &

0< (-2 +Q+y—-(c+ M)~ +(Q-cy+(c+N) &

0 < P(y)Q(y) (B.2)

Lad P*(y) og @*(y) betegne de polynomier, der opstar, hvis —c og — A indszttes
pa c’s og X’s pladser i de to polynomier. Om P*(y) og Q*(y) gelder, at

P*(y)Q*(y)
==+ 1~y - (—c= M)’ + QA+ )y +(-c- 1)
= (-1’ +(1-Jy+ (c+ )y + (1 +Jy = (c+ X))
= Q(y)P(y)
= P(y)Q(y)

Polynomiernes symmetri viser altsi, at en undersggelse af parametersammen-
szetningerne (¢, A) og (—¢, — ) vil give ens resultater. Betragtes P(y) og Q(y) i et
¢, A-plan vil en undersggelse af 1. og 3. kvadrant give samme P og Q. Tilsvarende
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vil 2. og 4. kvadrant give det samme. Som fglge heraf er det kun ngdvendigt at
underspge 1. og 2. kvadrant, dvs. det er muligt at se bort fra det parameterom-
rade, hvor X er negativ. Dette er gjort i den fglgende analyse. I (B.2) kraeves, at
produktet af de to polynomier skal vare positivt, dvs. polynomierne skal have
samme fortegn.

Det blev tidligere antaget, at fjerdegradspolynomiet har fire rgdder, dvs. begge
andengradspolynomier har to rgdder, og diskriminanterne skal derfor veere po-
sitive. Derfor gaelder ulighederne

Dp= (1+¢)?—-4(-1)(—c—A) =afmf—4A>0}
{ Do= (1-¢?—4(-D(c+)) =1+ +42>0

som kan omskrives til

1+c\° 1-c\?
- B.3
(59) << (%) ®
Da ) er begranset til kun at antage positive veerdier, kan ovenstiende ulighed

erstattes af uligheden
1-c\?
0< (= (B-4)

Polynomierne har rgdder givet ved

2

2

1-c¢ 1+c\2
aw=0=132+/(3%) +»

Ovenstaende rgdder vil i det fglgende blive betegnet henholdsvis P_, P, Q) _ og
Q.+ (hvor f.eks. P_ er denrod i P, der har et minus mellem de to led). Bemeerk,
at ulighederne P_. < P, og Q- < @+ geelder for alle ¢, A € R. Placeringen af po-
Iynomiernes rgdder mé i henhold til kravene, der stilles til lgsninger, begraenses
til de tilfzelde, der er vist pa figur B nedenfor.

Da X er positiv, gelder om @4, at

1- 1 2
Qs+ = “+ ( +C) +A

2 2
l1-¢ 1+¢c\?
>1ey (2)
l1-c¢ l1+c¢
_ >
3 +'2 21

Q@+ kan altsa ikke spille rollen som inderste rod, da de inderste rgdder skal tilhgre
intervallet ]0,1{. Py skal derfor veere en af de inderste rgdder, dvs. 0 < P, < 1.
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P(),00) Pgr),ecv) ' P).00)

= v

\}\;/ 0 V /}
(@) ® ()

Figur B.1 Figuren viser den mulige placering af polynomiernes rgdder. De yderste
rgdder er ikke fastlagt.

Uligheden behandles i to omgange.

1 N2
a;=;c+ (12ﬂ —A <1=
1+c¢
1=
) <
c<1

Kravet P, > 0 er automatisk opfyldt for —1 < ¢ < 1. For ¢ < —1 skal galde

l1+e¢ 1-c\?
-
: +,/( . ) >0 N
1-¢c\? )‘>_1+c -
2 2 .
1-¢c\2 A> 1+c\? N
2 2 )
-A>c =
AL —¢

Samlet kan konkluderes, at parameteromradet hvor (15¢) < A, dvs. hvor P-

polynomiets diskriminant er negativ, kan udelukkes. For ¢ > 1 er Q4,P, > 1.
En af disse rgdder skal spille rollen som inderste rod, men da uligheden 0 <
Ymin < Ymaz < 1 skal geelde, kan dette omride ligeledes udelukkes. For ¢ < -1
skal geelde, at A < —¢, hvorfor omradet, hvor ¢ < —1 og A > —c som det sidste,
kan udelukkes.
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For 0 < A < —cer ¢ < 0, og der glder, at

1—c¢c l+c¢ 2
Q-=—3—- ( ) ) +A
>l—c_ 1+¢ 2—c
2 2
_l-c 1-c\?
T2 2
=1;c_1;—c (dac<0) =0

Derudover geelder

I dette omrade geelder altsd, at 0 < @~ < 1 0og 0 < Py < 1, hvilket giver et
vigtigt resultat.

I parameteromridet 0 < X < —c er der lgsninger af den gnskede type.

I omradet hvor —1 < ¢ < 10g —¢ < A < (15¢)” geelder

2 2
2
1+c¢ l1-c¢
>1te 2)+
1+4¢c 1+4c¢
i

Samt

Samlet geelder:

Parameteromridet hvor —1 < ¢ <1 og —c < A < (%52)” indeholder ligeledes de
agnskede lgsninger.

Parametervardier, for hvilke de gnskede lgsninger forekommer, er altsé begreen-
sede til omrdderne A og C, som vises pa figur B. I det omrade, der sidst blev
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undersggt, dvs. omradet hvor -1 < c<log —c<A < IT) gaelder

l1-c 1+c
Q- = _1/
1+¢
2
1-¢ 2
2
1—c 1-

2 2

Den samlede konklusion for dette parameteromréde er altsd, at Q- < 0,Q4 > 1
og P_,P, €]0,1], dvs. rgdderne for P er de inderste rgdder. Da P_ < Py
fastsetter P_ den nedre greense for y (kaldet ymin), mens Py fastsatter den
ovre (Ymaz ). Omradet indeholder de gnskede lgsninger.

I parameteromradet, hvor 0 < A < —¢, er

)
P - 1+c (l—c) 4

2

1+c

1+c 14+e
2

1+c

l+c¢
2

2

Omradet indeholder altsa kun to rgdder (P4 og Q-) mellem nul og en. En sidste
undersggelse skal fastlaegge hvilken rod, der er stgrst. Bemaerk forst, at

(CYRNI(C Y
(5 (5 (59 2 (459 -
=<C"’2-1) ~e— N2 (B.5)

og at A < —c medfgrer —Ac — A% > 0, dvs.

_ cz—l‘zcz—l

(B.6)
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Antag nu Q_ < P,. S3 gelder

2 2
l1-¢ l1+¢ 1+¢ 1-¢
e ) e e (5 e

- 2 _1\2
Co1 J(E2LY oo (fra B.5) &
2 )
2 2 _ 2
(c . 1) < (02—2—1) ~ Xc— 22 (tilladt p.g.a. B.6) &
0< —Ac~ A2 &
A< —¢

For parameteromradet hvor 0 < A < —c¢ kan samlet konkluderes, at P_ <
0,Q+ > 1o0g Q_,P; €]0,1]. Desuden gelder, at Q_ < Py, dvs. Q_ definerer
den nedre graense for y, og Py definerer den gvre.

De verdier, ¢ og A kan antage for de lgsninger, der ledes efter, er nu fastlagt.
Omraderne er vist pa figur B. I omradet kaldet A er ymin = P— 08 Ymez = Py,
mens omrade C har ymin = Q- 0 Ymaz = Py.
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C MatLab-kode

%f-funktion for A-omradet
function p=funA(x,n,beta)

YMIN=x(1); YMAX=x(2);
opl1=1000; T=[0:0pll].*pi./opll; Z=cos(T);

C=YMIN+YMAX-1;
L=YMIN.*xYMAX+1-YMIN-YMAX;
D=YMAX-YMIN;

A=(1-C) ./2+sqrt (((C+1)./2) .~2+L);
B=(1-C)./2-sqrt (((C+1)./2).~2+L);
Y=D.*(Z+1) ./2+YMIN;

F=abs((C.*(1-Y)+L))./(Y.*sqrt ((A-Y).*(Y-B)));
G=F./(1-Y);
middelF=(F(1:end-1)+F(2:end))./2;
Theta=pi./opll.*sum(middelF)-pi./n;
middelG=(G(1l:end-1)+G(2:end))./2;
Beta=pi./oplil.*sum(middelG)-beta./(2.*n);

p=Theta.~2+Beta."2;
#Funktion til at finde polygoner i A-omradet
function f=findApolygon(n,beta,startgaet)

punkt=fminsearch(’funA’,startgaet,[],n,beta);
f=[punkt (1) ,punkt(2),funA (punkt,n,beta)];

YMIN=£(1);
YMAX=£(2) ;

opl=1000;

T=[0:0pl] .*2.*n.*pi./opl;
Z=cos(T);

C=YMIN+YMAX-1;
L=YMIN.*YMAX+1-YMIN-YMAX;
D=YMAX-YMIN;

A=(1-C)./2+sqrt (((C+1)./2).~2+L);
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B=(1-C)./2-sqrt (((C+1)./2) .~2+L);
Y=D.*(Z+1) ./2+YMIN;
F=(C.*(1-Y)+L)./(Y.*sqrt ((A-Y) .*(Y-B)));

figure(1)

Theta=2.#*n.*pi./opl.*cumsum(F) ;

polar(Theta,Y)

4 Der findes lgsninger for beta > 3.1608n"2 - 0.0679n + 6.6903
%f-funktion for C-omradet

function p=funC(x,n,beta)

RHO=x(1);
SIGMA=x(2);

opl11=1000;
T={0:0pl1].*pi./opll;
Z=cos(T);

C=1-1./RHO;

=-SIGMA.x*C;
D=YMAX-YMIN;

A=((1+C) -sqrt ((1+C) .~2-4.*(L+C))) ./2;
B=((1-C)+sqrt ((1-C) .~ 2+4.%x(L+C)))./2;
YMIN=((1-C)~sqrt((1-C).~2+4.*(L+C)))./2;
YMAX=((1+C) +sqrt ((1+C) .~2-4.*(L+C)))./2;

Y=D.*(Z+1)./2+YMIN;

F=abs ((C.*(1-Y)+L))./(Y.*sqrt ((A-Y).*(Y-B)));
G=F./(1-Y);
middelF=(F(l:end-1)+F(2:end))./2;
Theta=pi./opli.*sum(middelF)-pi./n;
middelG=(G(1:end-1)+G(2:end))./2;
Beta=pi./opll.*sum(middelG)-beta./(2.*n);

p=Theta. 2+Beta."2;

%Funktion til at finde polygoner i C-omradet
function f=findCpolygon(n,beta,startgaet)

punkt=fminsearch(’funC’,startgaet,[],n,beta);
f=[punkt (1) ,punkt(2),funC(punkt,n,beta)];

RHO=f(1);
SIGMA=£(2);

opl=1000;
T=[0:0pl].*2.*n.*pi./opl;
Z=cos(T) ;
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C=1-1./RHO;
L=-SIGMA.*xC;
A=((1+C)-sqrt ((1+C) .~2~4.%(L+C))) ./2;
B=((1-C)+sqrt ((1-C)."~2+4.%(L+C)))./2;
YMIN=((1-C)-sqrt ((1-C).~2+4.%(L+C)))./2;
YMAX=( (1+C)+sqrt ((1+C) .~2-4.%(L+C))) ./2;
D=YMAX-YMIN;

Y=D.*(Z+1) ./2+YMIN;
F=abs((C.*(1-Y)+L))./(Y.*sqrt ((A-Y) .*(Y-B)));

figure(4)
Theta=2.*n.*pi./opl.*cumsum(F) ;
polar (Theta,Y)

%Lgsning af ny model

clear

rhomin=0.001; rhomax=.999; sigmamin=.001; sigmamax=0.999;
opl1=200;

trinrho=abs(rhomax-rhomin)./opl;
trinsigma=abs(sigmamax-sigmamin)./opl;
rhoarray=[rhomin:trinrho:rhomax];
sigmaarray=[sigmamin:trinsigma:sigmamax] ;

[Rho,Sigmal=meshgrid(rhoarray,sigmaarray);
B=1./Rho-1;

A=3.%B./(2.%Sigma) ;
Theta=3.*B./A."2.*%sqrt(B);

figure(1)

n=[1:2:13];

[C1,h1] = contour(rhoarray,sigmaarray,Theta, [pi./n])
xlabel(’rho’)

ylabel(’sigma’)

zlabel (’Theta’)

clabel(C1,h1)

rho=.48;

sigma=.7;

b=1./rho-1;

a=3.%b./(2.*sigma);
zmax=3.*b./(2.%a);
dz=zmax./1000;
2={0.001:dz:2max] ;
dthetadz=z./sqrt(b-2.*a.*z./3);
dtheta=dthetadz.*dz;
Theta=cumsum{dtheta) ;

y=1-2;
Thetastjerne=3.*b.*sqrt(b)./a."2
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MatLab-kode

pi./n

figure(2)

for i=1:n
polar(2.x(i-1).*pi/n+Theta,y,’k.?)
hold on
polar(2.*(i-1) .*pi/n-Theta,y,’k.?)

end
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