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Abstract:

This thesis examines David Hilbert's philosophy of mathematics, that is the philosophical position that
lies behind Hilbert's finitistic programme.

In the interpretation of Hilbert's philosophy special emphasis is laid on his concept of ideal elements.
Hilbert's ideal elements are then compared with Kant's ideas of reason.

Consequently two interpretations are considered: an instrumentalist interpretation, in which ideal
elements are introduced solely with the aim of improving the epistemic efficiency with regard to
finitistic objects, and a more Kantian interpretation in which ideal elements are introduced as a means
to achieve a higher systematic unity.

The conclusion is that the latter interpretation is more in line with what Hilbert was aiming at.

The thesis ends with a discussion of the reasonableness of Hilbert's position in light of Godels
incompleteness results and the mathematical practice end experience in general.
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Kapitel 1

Indledning

1.1 Motivation

Denne rapport omhandler filosofiske aspekter af matematikken. En filosofisk
og videnskabsteoretisk behandling af matematikken bidrager i de fleste til-
feelde ikke med ny matematisk viden, men er derimod en undersggelse og
refleksion over matematikken og den matematiske praksis. Selvom formalet
med sidanne undersggelser saledes ikke er at fremkomme med egentlig ny
matematisk viden, s er det dog ambitionen at opn indsigt i hvad matema-

tik er og derigennem ogs& — om muligt — at korrigere forkerte fortolkninger
af matematikken.

Filosofiske betragtninger om matematikken har en lang historie som gar til-
bage til starten af den vestlige filosofis historie. Saledes havde bade Platon
og Aristoteles overvejelser over matematikkens natur.!

I det tyvende &rhundrede har et af de helt centrale spgrgsmal veeret, hvorvidt
vi kan skabe et sikkert grundlag for matematikken. Forspget pa at besvare
dette spgrgsmal skabte tre forskellige grundlagsprogrammer: logicismen, in-
tuitionismen og endeligt Hilberts program, hvis filosofiske baggrund denne
rapport omhandler.

Formélet med Hilberts program var at sikre matematikkens modsigelsesfri-
hed, og midlet til at opn dette var at formalisere matematikken for dermed
at kunne bevise det formaliserede systems konsistens med uproblematiske
midler. Dette track ved Hilberts program har gjort, at hans navn traditionelt
set er blevet tilknyttet til den filosofiske position som kaldes formalisme. For-
malisme er en betegnelse som bliver brugt lidt forskelligt, men centralt er en

1Se f.eks. [Kérner, 1971].




4 Indledning

tese om at matematikken bestér af formler som ikke refererer til noget. Ma-
tematikken kan siledes forstis som omhandlende formelle systemer, og den
matematiske aktivitet som bestdende i at vise, at en formel kan bevises i et
bestemt formelt system. Ifglge en sddan karikeret formalistisk position har vi
opnéaet en tilstrackkelig forstielse af matematikken, nar den er formaliseret,
og som sddan kan matematikken fuldt ud forstds som et meningslgst spil,
eller som en undersggelse af dette spil.

Selvom David Hilbert som navnt ofte forbindes en en formalistisk position, er
der dog samtidigt bred enighed om, at Hilberts position var mere nuanceret
end en sddan simpel formalisme, som vi lige har skitseret, og dette projekt er

et forsgg pa at praecisere hvad der naermere karakteriserer Hilberts filosofiske
position.

Som de fleste sikkert ved viste Kurt Goédels ufuldsteendighedsresultater des-
veerre, at Hilberts program i dets oprindelige udformning ikke lader sig gen-
nemfgrer, og da de andre grundlagsskoler heller ikke synes at give acceptable

lgsninger, er spgrgsmalet om matematikkens grundlag forblevet uforlgst frem
til idag.

De tre grundlagsskoler var i lang tid — og er tildels stadigveek i generaliserede
former — dominerende i den filosofiske diskussion af matematikkens natur.

I starten af 80’erne? opstar der dog fra forskellige sider en kritik af denne
sggen efter et sikkert grundlag. Eksempler pé dette er Morris Kline’s Mathe-
matics. The Loss of Certainty (1980), Davis og Hersh’s The Mathematical
Ezperience (1983), Philip Kitcher’s The Nature of Mathematical Knowledge
(1984)0g Penelope Maddy’s Naturalism in Mathematics (1997).

Feelles for disse sdkaldte » Maverick «-filosoffer er, at de betragter grundlags-
skolernes sggen efter et sikkert grundlag for matematikken, som et hablgst

eller i det mindste for snaevert mal for en filosofisk undersggelse af matema-
tikken.

Grundlagsskolerne og specielt Hilberts program anses mere pracist som fore-
tagende en reduktion af matematikken til en symbolmanipulerende aktivitet,-
og dermed ses de som begransende hvilken type af filosofiske problemstillin-
ger man undersgger. Sledes giver grundlagsskolerne ifplge deres nyere kri-
tikere ikke et fyldestggrende billede af hvad matematik er, idet der ses bort
fra at matematikken er en menneskelig aktivitet med en historisk udvikling,
og at matematikken udspilles i en social og kulturel praksis. Dette forspger
disse »nye« teoretikere at rode bod pa ved i hgj grad at fokusere p4 mate-

2Med Quines naturalisme og Lakatos’ videnskabsteori som forlgbere og vigtige inspira-
tiongkilder. :




1.2 Afgreensning ' 5

matikkens historiske udvikling og praksis istedet for at se p& spgrgsmalet om
matematikkens eventuelle sikkerhed.

» Marverick «-filosofferne har helt sikkert en god pointe. For selvom matema-
tikken synes at besidde en ganske saerlig grad af stabilitet og sikkerhed i
forhold til de empiriske videnskaber, synes den ikke udelukkende at kunne
forstds udfra f.eks. et formalistisk synspunkt. Det at lave matematik er jo
ikke kun at beregne og foretage formelle slutninger, men jo f.eks. ogsd at
kunne finde frem til tydeligt forstaelige beviser, at kunne introducere »pas-
sende« nye begreber og at kunne fremsatte begrundede hypoteser. Herud-
over afslgrer matematikkens historie klart store kontroverser, forvirring og
modsigelsesfyldte antagelser. Matematikken synes saledes ogsé at indeholde
et aspekt af fallibilitet og kulturafh@ngighed, som en god matematikfilosofi
ogsd ma kunne kunne redeggre for.

Alligevel er det dog spgrgsmélet om ikke »Maverick «-filosofferne har tegnet
en for grov karikatur af de oprindelige grundlagsskoler og selvfglgelig specielt
af Hilberts filosofiske position? Det vil veere en af denne rapports centrale
pointer at vise, at dette faktisk er tilfeeldet, og at Hilberts matematikfilosofi
er mere sofistikeret og brugbar end det ofte antages.

1.2 Afgransning

Jeg vil i rapporten koncentrere mig om den filosofiske position bag Hilberts
program, og vil derfor ikke g8 dybere ind i de tekniske sider af program-
met3. Herudover vil begraense mig til det, man kan kalde Hilberts finitistiske
program, som det blev fremsat i 1920’erne.

1.3 Problemformulering

Pa baggrund af det ovenstdende har jeg stillet fglgende spgrgsmal:
Hvad er den bagvedliggende filosofiske position for Hilberts program?

Jeg vil specielt se nermere pa Hilberts forstielse af »det uendelige«, og der-
med fokusere pa spgrgsmaélet om de sdkaldte ideale elementers status og funk-
tion. Endelig m& man selvfplgelig ogsa stille sig det ret naturlige spgrgsmal:
er Hilberts position en fornuftig matematikfilosofi?

3Sadanne gennemgange findes f.eks. i [Sieg, 1988] og [Kreisel, 1983].




6 Indledning

1.4 Malgruppe og lesevejledning

Projektet henvender sig bade til matematik-interesserede filosoffer og til
filosofi-interesserede matematikere. Med denne dobbelte malgruppe i bagho-
ved har jeg forsggt at »holde gjnene pa bolden« i den forstand, at matematik-
ken i projektet har til formal at illustrere filosofiske pointer, og filosofien har
til formal at belyse spgrgsmalet om matematikkens natur. Med denne dob-
belte malgruppe lgber man selvfglgelig den risiko, at ingen fgler sig ordentligt
tilfredsstillet, men det m4 briste eller beere.

Rapporten begynder med to korte kapitler som prasenterer en del af den
historiske baggrund for Hilberts program. Herefter praesenteres Hilberts fi-
nitistiske program, og vi ser neermere p& Hilberts finitisme og de ideale ele-
menters metode. Herefter kommer der en redeggrelse for, hvad en regulativ
idé er i Kants forstand, og dette sammenlignes med Hilberts ideale elemen-
ter. Endelige ser vi pad Hilberts syn pad den matematiske begrebsdannelse.
Rapporten afsluttes med en diskussion af Hilberts filosofiske position.

1.5 Formalia

Specialet er skrevet som et integreret projekt mellem Matematik og Filosofi
& Videnskabsteori.

Pa Filosofi & Videnskabsteori-uddannelsen skal projekt opfylde den teoretiske
dimension. Om denne dimension star der i studieordningen:

Et projektarbejde indenfor den teoretiske dimension undersgger enten
en problemstilling indenfor teoretisk filosofi, herunder erkendelsesteori,
ontologi, videnskabsfilosofi, logik, bevidsthedsfilosofi og sprogfilosofi,
eller en almen eller fagspecifik videnskabsteoretisk problemstilling der
vedrgrer den videnskabelige erkendelse.*

P4 Matematik-uddannelsen er projektet et sdkaldt professionsprojekt af for-
skervarianten. Om denne variant star der i studieordningen:

Projektet skal beskaftige sig med faget matematik siledes som det
optraeder og opfattes i matematiske forskningssammenhaenge. Hoved-
indholdet i projektarbejdet kan bestd i at udfgre egentlig matematisk
forskning eller videnskabsteoretiske eller -historiske undersggelser.®

4Studieordning for Filosofi & Videnskabsteori, sep. 1998.
5Studieordningen for Matematik, sep. 1996.
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Projektet kan overordnet siges at veere en videnskabsteoretisk undersggelse
af en problemstilling vedrgrende den matematiske erkendelse.

1.6 Tak

Jeg vil gerne takke min vejleder Stig Andur Pedersen, der har ydet en stor
indsats. Ogsa en speciel tak til Frederik Voetmann Christensen for gennem-
laesning og kommentarer.



Kapitel 2

David Hilbert

Ser man pé de af Hilberts artikler, som kan siges at omhandle spgrgsmalet om
matematikkens grundlag, samler disse sig hovedsageligt omkring to perioder
fra 1900 til 1905 og igen fra 1918 til 1934'. Man kan siledes med en vis ret

tale om to forskellige » programmerx, et tidligt og et sent, som dog har en
del lighedspunkter.

Jeg vil i denne rapport koncentrere mig om det sene sakaldte finitistiske pro-
gram og den filosofiske position, som ligger bag dette, og vil sdledes hovedsa-
geligt benytte mig af tekster fra perioden 1918-1934. Det endelige finitistiske
program blev fgrste gang preesenteret i artiklen Neubegrindung der Mathe-

matik (1922). En artikel som bygger pa foredrag Hilbert afholdte i Hamburg
og Kgbenhavn i 1921.

Et par yderligere kommentarer til mit valg af kilder til belysning af det
finitistiske program er pa sin plads. Det er misvisende, at se Hilberts pro-
gram som resultatet af én mands arbejde. I Volker Peckhaus’ udmzerkede bog
Hilbertprogramm und Kritische Philosophie® beskrives det, hvordan Hilbert
arbejdede pé at fa forskellige folk til instituttet i Gottingen, heriblandt filo-
soffen Leonard Nelson (1882-1927), for at arbejde med forskellige aspekter
af programmet. Programmet var altsd mere end et enmands projekt, og kan
maske bedre beskrives som en mere kollektiv indsats, hvor Hilbert udstak
de overordnede retningslinier, men ogsé i hgj grad var afhzengig af andres
deltagelse og bidrag. I denne sammenheng var den vigtigste deltager i udar-
bejdelsen af det finitistiske program uden tvivl Hilberts naere medarbejder:
Paul Isaak Bernays (1888-1977).

T den mellemliggende periode afholdte Hilbert dog nzesten hvert ar foredrag om ma-
tematikkens grundlag, se [Sieg, 1999b].
2[Peckhaus, 1990}




10 David Hilbert

Paul Bernays blev hentet til Géttingen omkring 1918 for at arbejde som
Hilberts assistent. Dette skete specielt med det formal for gje, at arbejde
med Hilbert pa spgrgsmaélet om matematikkens grundlag. En grundene til at
det netop var Bernays, som blev udset til dette, var hans filosofiske skoling?.
I Igbet af 1920’erne skrev han flere artikler, som loyalt uddyber og praciserer
Hilberts position. Derfor vil jeg udover tekster af Hilbert ogsad benytte mig
af Bernays artikler til at belyse den hilbertske position.

2.1 Hvem var David Hilbert?

P4 trods af at jeg i dette projekt hovedsageligt vil beskaeftige mig med Hil-
berts syn pa matematikkens filosofi, md man ikke glemme at han farst og
fremmest var matematiker, og det vil derfor veere passende at sige et par ord
om Hilberts karriere som matematiker.

David Hilbert (1862-1943) blev fadt og voksede op i den gst-preussiske by
Konigsberg og var en af sin generations vigtigste matematikere. Hilbert var
uhyre produktiv, og han bidrog med vigtige resultater indenfor mange dele af
matematikken. Han fik sin fgrste anssttelse ved universitetet i Konigsberg
i aret 1885 som Privatdozent, en titel som gav retten til at undervise ved
universitetet og modtage betaling fra de studerende, som fulgte hans kurser.
Nogle ar senere blev han udneevnt til Ordentlicher Professor og fik hermed
en fast gage. Universitet i Kénigsberg var dog pé dette tidspunkt ikke noget
ideelt sted at vaere for en matematiker, idet der var fa elever og kollegaer.
Forholdene var langt bedre i Berlin, hvor store matematikere som Kronecker
(1823-1891) og Weierstra® (1815-1897) havde hjemme, eller i Gottingen, hvor
Felix Klein (1849-1925) var den ledende skikkelse; og det gik da hverken veerre
eller bedre end at Hilbert i 1895 blev hentet til det matematiske institut i
Gottingen af Felix Klein personligt. Her forblev han resten af sin karriere*

og var med til at ggre det matematiske institut i Gottingen til Tysklands
forende®.

Selvom Hilbert publicerede resultater indenfor mange dele af matematikken,
var hovedparten af hans vigtigste resultater dog algebraiske.

Noget af det fgrste Hilbert arbejdede med var invariansteori. I 1888 bevi-
ste han, at der af ren logiske ngdvendighed m4 eksistere en endelig basis til

3Se [Reid, 1970, s. 151].

4Hilbert gik officielt pa pension i 1930, men var dog tilknyttet til instituttet i nogle &r
herefter. -

5Se [Reid, 1970].




2.1 Hvem var David Hilbert? 11

ethvert system af invarianter. Beviset skabte en del rgre i samtiden, da det
ikke gav nogen metode til at konstruere en sddan endelig basis, og ikke alle
matematikere var villige til at acceptere beviset®. Kritikken forstummede dog
da Hilbert i 1890 gave et konstruktivt bevis for teoremet. Hilberts undersg-

gelser af invariansteorien kulminerede i Uber die vollen Invariantensysteme
(1893)7.

I 1897 udgiver han det sikaldte Zahlberichte, et veerk som blev bestilt af
Deutsche Mathematiker- Vereinigung. Vaerket samler og systematiserer pa en
elegant méade tidligere resultater i algebraisk talteori®.

1 1899 udkommer endnu et af Hilberts hovedveerker Grundlagen der Geo-
metrie. Grundlagen der Geometrie blev skrevet pa Kleins opfordring i an-
ledningen af offentligggrelsen af et mindesmaerke for Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) og Wilhelm Weber (1804-1891) i Gottingen. Vaerket har haft en
stor indflydelse p4 den moderne matematiks fokusering pa aksiomatisering,
og det er derfor passende med et par bemarkninger om dette aspekt af ver-
ket. Hilberts opfattelse af den aksiomatiske metode adskiller sig fra den, som
vi finder i Euklids bergmte Elementer, hvor aksiomerne kort fortalt forstas
som indlysende sandheder. Grundlagen der Geometrie er en aksiomatisk un-
dersggelse af geometrien, men istedet for at forudsaette en almen forstaelse
af begreberne punkt, linie og plan, gir Hilbert mere generelt og abstrakt
til veerks. Hilbert beder os betragte tre systemer af objekter og tre relatio-
ner, og det er vores aksiomer alene, som bestemmer hvordan disse relationer
sammenknytter vores objekter. Den abstrakte opfattelse af de geometriske

aksiomer i Grundlagen der Geometrie belyses meget godt af falgende citater
fra Bernays:

[...] the axioms are in no way judgments that can be said to be
true or false; they have a sense only in the context of the whole
axiom system.

Og lidt senere:

Thus the axiom system itself does not express something factual;
rather, it presents only a possible form of a system of connec-
tions that must be investigated mathematically according to its
internal properties.®

5[Reid, 1970, s. 34]

"Se [Rowe, 1999).

8Se [Corry, 1996, s. 148].

9[Bernays, 1922, s. 192]




12 David Hilbert

Man kan let f& den opfattelse at Hilberts aksiomatisering er udtryk for en ren
»formalistisk« tilgang til geometrien. Dette er dog tildels en misforstéelse.
Den abstrakte aksiomatiserings dyder ligger for Hilbert forst og fremmest
i, at vi ved hjzlp af denne opnar ny viden om eksisterende matematiske
teorier, f.eks. hvilke forudsatninger forskellige teoremer har, og mindst lige
sa vigtigt, hvilke de ikke har. Herudover skal man ogsé huske pé at aksiomerne
ikke er vilkdrligt opstillede, men udledt fra en allerede eksisterende (uformel)
matematisk teoril®.

Hilbert stillede tre krav som aksiomssystemet burde opfylde: fuldsteendighed,
(pa dette tidspunkt har fuldstzndighed en mindre teknisk og pracis betyd-
ning end i dag, nemlig at aksiomer skulle kunne bevise, hvad man tidligere
havde kunne bevise i den »uformelle« teori), simpelhed, (antallet af aksio-
mer skulle vaere sa fa som muligt, de enkelte aksiomer skulle siledes helt veere
uafhangige af hinanden), og endelig, som et sidste krav, skulle aksiomerne
veere indbyrdes modsigelsesfrie — konsistente.

I Grundlagen der Geometrie undersggte Hilbert uathengigheden af de for-
skellige aksiomer. Dette gjorde han ved at konstruere modeller hvori alle
aksiomerne galder, pa nzr det, hvis uafheengighed skulle vises. Udover dette
viste Hilbert at konsistensen af hans aksiomssystem er relativ til teorien for
de reelle tal R. Det vil sige, at hvis vores aksiomer for de reelle tal er ind-
byrdes modsigelsesfrie, s& er geometriens aksiomer det ogsa.

I 1900 holder Hilbert et foredrag med titlen Mathematische Probleme ved
den matematiske verdenskongres i Paris. I foredraget fremszetter Hilbert 23
problemer, som han mente ville veere centrale for matematikken i det tyvende
arhundrede. Problemerne fordeler sig indenfor mange forskellige omrader,
men det er interessant at se, at de to fgrste problemer, som Hilbert nsevner,
vedrgrer nogle af de problemer som er centrale i Hilberts senere undersggelser
af matematikkens grundlag.

Det fgrste problem pa Hilberts liste var Cantors kontinuumshypotese (|R| =
Ry

Det andet problem pé Hilberts liste var at undersgge konsistensen af aksio-
merne for de reelle tals aritmetik!?, som han havde beskrevet dem i Uber den
Zahlbegriff (1900). Hilbert havde som navnt vist konsistensen aksiomerne i
Grundlagen der Geometrie relativt til de reelle tal, og han papeger derfor
i sine kommentarer ngdvendigheden i at finde et konsistensbevis, som ikke

10Ge f.eks. [Rowe, 1999] og [Corry, 1996, s. 160-163].

1{Hilbert, 1900, s. 298]. X; er det forste kardinaltal efter Rg, hvor Ro = |w|, hvor w er
den fgrste uendelige ordinal. ;
12Ge [Hilbert, 1900, s. 299).



2.1 Hvem var David Hilbert? 13

er relativt, men »direkte« i en eller anden forstand. Det er dette problem,
Hilbert forsgger at lgse med det finitistiske program.

Udover disse matematiske arbejder, havde Hilbert ogsa en stor interesse for
fysikken. Han arbejdede blandt andet med den matematiske formulering af
relativitetsteorien og med aksiomatiseringer af forskellig andre fysiske teorier.
Herudover forsggte Hilbert at udforme en sakaldt unified field theory'3.

Hilbert fejrede store triumfer i igbet af sin karriere, men hans forsgg pd lgs-
ning af spgrgsmalet om matematikkens grundlag kan ikke siges at veere en af
disse. Han forsggte forste gang at takle problemet i artiklen Uber die Grund-
lagen der Logik und Aritmetik (1905), og det tages op igen i Neubegriindung
der Mathematik (1922).

Hvad der motiverede Hilbert til at tage dette spgrgsmal op, skal vi se pd i
det fglgende.

13Ge [Hilbert, 1924] og [Mehra, 1974).



Kapitel 3

Grundlagskrisen — det uendelige
som problem

Ved starten af det tyvende drhundrede opstér der en sékaldt grundlagskrise i
matematikken. Dette manifesterer sig som en usikkerhed omkring sikkerhed-
en af de matematiske slutninger, specielt hvad angar uendelige objekter, og
sandheden af de matematiske domme. En sddan krisestemning opstéar selv-
folgelig ikke ud af den bla luft. Et fyldestggrende billede af hvordan dette
sker méa omfatte samspillet mellem mange forskellige faktorer over en lan-
gere periode, bade internt matematiske faktorer som eksterne, og et sddant
fuldstzendigt billede vil jeg ikke forsgge at give her. Men resultatet af krise-
stemningen var, at man fra forskellige sider sggte efter et sikkert grundlag

for matematikken for dermed at fa klarhed over den matematiske videns
epistemiske status.

Af disse anstrengelser opstar der tre »skoler«, som har domineret diskussio-
nen af matematikkens filosofi frem til i dag. Udover Hilberts program, drejer
det sig om logicismen og intuitionismen, som alle har til formal at redeggre for
sikkerheden af de matematiske domme. De forskellige skolers lgsningsforslag
er dog vidt forskellige.

For at forstd baggrunden for Hilberts finitistiske program, vil jeg derfor i
det fglgende kort opridse nogle af de faktorer, som havde indflydelse pé dets
udformning. Jeg vil mere praecist se pad Russells paradoks, som opstar ved
uforsigtig brug af uendelige mangder, og henholdsvis logicismens og intui-
tionismens forskellige forslag til et sikkert grundlag for matematikken.

15
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3.1 Paradokserne i mangdelxren

Georg Cantors (1845-1918) maengdelzere syntes at kunne give en vej til studiet
af uendelige objekter. Siledes fremkom Cantor med flere hgjst interessante
resultater. Af disse kan nzevnes, at det blev vist, at mangden af rationelle
tal er tzllelig, men at maengden af reelle tal ikke er teellelig!.

Cantor benyttede sig af den mest generelle form af det sdkaldte komprehen-
sionsprincip. Princippet siger, at der til en given egenskab P(z), eksisterer
en mangde A bestdende af alle de msengder, som opfylder egenskaben P(z),
altsd A = {z : P(z)}. At benytte dette generelle princip viste sig dog at
medfgre paradokser?.

Det vel nok mest kendte er Russells paradoks fra 1901, som fremkommer
nar man ser pd den mangde, som via komprehensionsprincippet er givet ved
egenskaben: z ikke er element i sig selv, dvs. mengden T = {z : € z}°.
Det synes nu naturligt at spgrge om hvorvidt T er element i sig selv eller ej7?

Hvis T er element i sig selv, altsd T € T, sa gelder det jfr. T’s definition at
TgT.

Hvis T derimod ikke er element i sig selv, har vi fra definitionen af T at
—(T ¢ T), men dette er jo akvivalent med T € T, og vi har et paradoks!*

Dette paradoks og andre lignende er med til at puste liv i en diskussion af
hvorvidt matematikken er giet for langt, og til at intensivere jagten pa et
sikkert grundlag for matematikken.

Zermelo (1871-1953) forméede med sin aksiomatisering af maengdelzren at
udgé denne type af paradokser, ved kun at tillade visse konstruktioner af
mangder. Mere pracist indskraenkede Zermelo »komprehensionen«, saledes
at princippet kun gelder, nar der pa forhand er givet en mangde M sammen
med en egenskab P(z). Kun hvis dette er tilfeeldet findes der en mangde A,
for hvilket det geelder at A = {z € M|P(z)}.

Men dermed var diskussionen ikke afsluttet. Blandt andet indfgrer Zermelo
et nyt postulat, nemlig det sikaldte udvalgsaksiom, for at kunne vise at alle
mangder kan velordnes. Udvalgsaksiomet siger, at hvis A er en maengde be-
stdende af parvis disjunkte ikke tomme delmangder, si eksisterer der en
maengde M, som bestar af preecist et element fra hver af A’s elementer. Ak-
siomet er desuden ngdvendigt for at kunne vise, at ogsé uendelige vektorrum

1Se f.eks. [Moschovakis, 1994].

2Cantor var selv opmarksom pa dette.

3Se [Kleene, 1971, s. 37]. -

4Se f.eks. [Fraenkel et. al., 1973). '
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har en basis, og at fglge-konvergens er sekvivalent med topologisk konvergens.
Saledes synes aksiomet umiddelbart at veere en rimelig antagelse, men det
har ogsé visse »kontra-intuitive« konsekvenser.

Vi kan nemlig ved hjzlp af udvalgsaksiomet skabe en opdeling af en kugle-
overflade K i parvis disjunkte delmangder, siledes at K = NUAUBUC,
hvor N er teellelig, og A, B, C er parvis kongruente. To punktmangder pd
kugleoverfladen kaldes kongruente, hvis de kan bringes til at deekke hinanden
ved en drejning omkring kuglens centrum.

At en sddan opdeling eksisterer lyder méske ikke saerligt overraskende, men
vi kan samtidigt vise at A, udover at veere kongruent med henholdsvis B og
C, desuden er kongruent med B U C!

Det er nu endog meget svaert, at forstille sig hvordan A kan ser ud, endsige
hvordan man skulle konstruere sig frem til den, men udvalgsaksiomet giver

os pa trods af dette, eksistensen af en funktion som kan udvalge en sddan
mangde AS.

Det er senere blevet vist, at udvalgsaksiomet er uafhaengigt af de gvrige
mengdeteoretiske aksiomer. Kort fortalt viste Kurt Gédel i 1938 at udvalgs-
aksiomet er konsistent med de gvrige aksiomer i Zermelo-Freankel maengde-

laeren, og i 1964 viste Paul Cohen at negationen af udvalgsaksiomet ogsd er
konsistent med de gvrige aksiomer®.

Ser vi bort fra diskussion af udvalgsaksiomet, star vi stadigvaek tilbage med
spgrgsmalet om, hvordan kan vi veere sikker pd, at vi ikke senere lgber ind
i andre paradokser end de som Zermelos maengdelzere sikre os imod. Umid-
delbart er det eneste man ved, at det ikke er sket endnu; godt nok synes
aksiomerne at vaere »rimelige« antagelser, men det gjorde komprehensions-
antagelsen jo ogsa i fgrste omgang. Af disse grunde blev ngdvendigheden af at
give matematikken et sikkert grundlag endnu mere abenlys og patrzengende.

3.2 Russell og Whiteheads logicisme

Russell (1872-1970) og Whitehead (1861-1947) forsggte i deres Principia
Mathematica” at undgd paradokserne og samtidigt at give matematikken
et sikkert grundlag. Deres logicistiske tese var, at matematikken er en del

®Se [Meschkowski, 1969).
6Se [Mostowski, 1966].
"Udgivet i tre bind mellem 1910-1913.
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af logikken. Russell og Whitehead var ikke de fgrste til at foresld noget sa-
dan, specielt bgr man nzvne Gottlob Frege (1848-1925), som var en vigtig
inspirationskilde for Russells logicistiske program.

Ifglge den logicistiske tese skulle matematiske begreber kunne defineres ved
hjelp af logiske begreber, p4 en sddan méde at al matematik kunne udledes
udfra selvindlysende logiske aksiomer; hvis dette kunne lade sig ggre, kunne
matematikken ikke veere andet end sand.

For at undgd paradokserne fremsztter Russell en sakaldt type-teori.® Ak-
siomerne for type-teorien skulle veere indlysende sandheder. Dette viste sig
dog at veere et umuligt krav at opfylde, idet Russell for at opné en brugbar
matematik métte postulere aksiomer, som ikke med rimelighed kunne siges
at vaere logiske og selvindlysende.

Den type-teori Russell fremsatter undgir meget kort fortalt de sadvanlige
paradokser, ved at skelne mellem mangder pd forskellige niveauer, niveau
1, niveau 2 etc.. En mangde pa niveau 1 er defineret ved hjelp af variable
som kun lgber over simple grundleggende elementer kaldet individer. En
méangde pa niveau 2 er defineret v.h.a. variable som kun lgber over individer
og mengder pi niveau 1, og si videre.

For at kunne lave en bare nogenlunde kompleks matematik i denne type-
teori, er det ngdvendigt at antage et aksiom, som postulerer eksistensen af

uendelig mange primitive individer. For Russell havde dette aksiom status af
en hypotese om verden.

Men udover dette uendeligheds-aksiom, postuleres der ogsid et sdkaldt
reducibility-aksiom, som er ngdvendigt for at kunne konstruere den sad-
vanlige analyse i Russells version af type-teorien®. Reduciablility-aksiomet
siger, at der til en hver maengde M p4a et niveau over niveau 1 eksisterer en
co-ekstensiv mangde pa niveau 1, — en antagelse der ligesom uendeligheds-
aksiomet ikke kan karakteriseres som rent logisk.

Den gnskede reduktion af matematik til logik, lod sig altsa ikke gennemfgre,

og shledes havde man ikke fet nogen endelige garanti for konsistensen af den
klassiske matematik.

8Se [Feferman, 1998).
9Paradokser kan undgs ved en simple type-teori, hvori der blot skelnes mellem mangde

af individer (type 1), mengder af sdidanne mangder (type 2), etc., og i en sddan er der
ikke behov for et reduciability-aksiom. '
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3.3 Intuitionismens kritik

Udover paradokserne i mangdeleren og logicismens foresldede lgsning af
grundlagsproblemet er en anden udvikling central for udviklingen af Hilberts
program. Dette er den hollandske matematiker Brouwers (1881-1966) intui-
tionisme, og dennes kritik af den klassiske matematiks brug af den logiske

slutning tertium non datur, eller som den kaldes pd dansk: det udelukkede
tredjes princip.

Brouwer er hverken den eneste eller den fgrste som har kritiseret den klassiske
matematik. Af andre navne kan naevnes den tyske matematiker Kronecker,
franskmanden Emile Borel (1871-1956) og Hermann Weyl (1885-1955). Weyl,
som var en af Hilberts mest begavede elever, fremlegger sin egne unikke
position i Das Kontinuum (1918), men senere tilslutter han sig Brouwers
intuitionisme, som han dog delvist forlader igen til fordel for en slags gylden
middelvej mellem intuitionismen og Hilberts program.1?

Ifglge intuitionismen er matematikken en konstruktion i matematikerens be-
vidsthed, og vi kan kun havde sandheden af et matematisk udsagn, hvis
vi kan anvise en metode af simple og indlysende konstruktionstrin, som i
princippet ggr det muligt at vise udsagnet. Et eksistensudsagn er kun sandt,
for s& vidt som at vi har en metode til at konstruere det objekt, hvis eksi-
stens havdes. Da vi ikke kan foretage aktuelt uendelige konstruktioner, kan
vi ikke haevde eksistensen af afsluttede uendelige objekter. Saledes kan vi

ifglge intuitionisten kun tale meningsfuldt om det endelige og det potentielt
uendelige.

Dette fAr den konsekvens, at der er klassiske logiske slutninger som mister
deres absolutte gyldighed, eksempelvis det udelukkede tredjes princip.

Hvorfor nu det? Jo, det udelukkede tredjes princip forteller os, at der for

enhver sztning S kun er to muligheder, enten gelder S eller ogsd geelder
negationen af S.

Lad nu A vaere en egenskab ved objekter i domzenet D. Vi ser pd setnin-
gen: VzA(z). Benyttes det udelukkede tredjes princip p& dette udtryk, far
vi udsagnet: enten VzA(z) eller 3z—~A(z). Nar domanet D er endeligt, er
princippet ifglge intuitionisterne gyldigt, da vi principielt kan lgbe igennem
alle de mulige kandidater og for hver enkel afggre, om de har egenskaben A,
eller om der eksisterer et z, for hvilket det gaelder at ~A(z). Selviglgelig kan
dette rent praktisk veere meget besverligt, nar D er meget stort, men selv for

et sidan domsene ville det i princippet veere muligt at tjekke kandidaterne i
domaenet for egenskaben A.

103e [Mancuso, 1998] og [Feferman, 1998].
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Men hvis domzenet er ﬁendeligt, er en sddan procedure derimod ikke mulig.
For selvom vi ikke finder en kandidat i domenet med egenskaben —A(z), s&

kan vi ikke heraf slutte at VzA(z), da vi pd grund af det uendelige domaene
aldrig far afsluttet vores undersggelse.

N&r vi ukritisk benytte det udelukkede tredjes princip pa udsagn som lgber
over uendelige domaner, forudsatter vi, at vi har tilgang til det uendelige
objekt som en afsluttet enhed, hvilket vi ifglge intuitionisterne ikke har. Her-
mann Weyl beskriver det siledes:

Nur muss!! man sich durchaus vor der Vorstellung hiiten, dass,
wenn eine unendliche Menge definiert ist, man nicht bloss die fiir
ihre Elemente charakteristische Eigenschaft kenne, sondern diese
Elemente selber sozusagen ausgebreitet vor sich liegen habe und
man sie nur der Reihe nach durchzugehen brauche, wie ein Beam-
ter auf dem Polizeibiiro seine Register, um ausfindig zu machen,
ob in der Menge ein Element von dieser oder jener Art existiert.
Das ist gegeniiber einer unendlichen Menge sinnlos.!?

Den uendelige mangde ligger altsa ikke allerede klar foran os til gennemsyn.
Derfor er det udelukkede tredjes princip ifglge intuitionismen ikke universelt
gyldigt — det kan ikke benyttes pa alle udsagn. Dette kan yderligere belyses
ved et af Brouwers modeksempler til den klassiske matematiks brug af det
udelukkede tredjes princip!®.

Brouwer beder os se p&d decimalekspansionen af det transcendente tal 7 og
indfgre folgende notation: 3,dydads ... = 3,141592. ... Vi har selvfglgelig en
algoritme til i princippet at beregne d;, for s store k, som vi har lyst til.

Men lad nu P(k) vere folgende udsagn: der eksisterer et mindste naturligt
tal s < k, saledes at talfglgen 9999999999 forekommer lige efter d, i decima-
lekspansionen af 7.

Hvorvidt denne talfgigen 9...9 findes i 7 er »accidentielt«, forstdet pa den
maéde, at vores eneste mulighed, for finde ud af om den forekommer i 7, er-
ved selv at tjekke efter i vores udregning af decimalekspansionen.

Herefter definerer vi en fglge:

o = | (FDk(re)  for de k hvor ~P(k)
*7 1 (=1)%(rs) for de k hvor P(k)
117 teksten, som er trykt i USA, skrives »B« som »ss«.

12[Weyl, 1921, 5. 212-213]
13Ge [van Dalen, 1999].
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hvor r, = 0,00...0d;.
k-1

Denne folge er fra et klassiske synspunkt konvergent, det vil sige der eksisterer
et a, sdledes at lim(a;) = a. Hvis vores »accidentale« fglge 9. ..9 ikke findes
i decimalekspansionen af 7, er lim(ai) = 0. Findes derimod 9...9 et sted i
decimalekspansionen af 7, si har fglgen en konstant hale r;, og den er altsd
igen konvergent, selvom vi ikke ved om det tal o fglgen konvergerer mod er

negativt eller positivt, ferend vi har fundet det sted s, hvor fglgen 9999999999
forekommer.

Set fra et klassisk synspunkt er udsagnet P(k) jfr. det udelukkende tredjes
princip altid enten sandt eller falsk, og vi kan derfor uden problemer heaevde,
at enten er a = 0 eller a # 0, og selviglgelig ydermere at: a = 0, a < 0 eller
a > 0. Intuitionisten mener derimod udfra eksemplet at kunne tilbagevise
gyldighed af disse udsagn. Vi kan kun havde f.eks. at enten a = 0 eller
a # 0, hvis vi har bevis for, at der vil vaere en folge af ti 9’ere i 7, eller at det
er logisk absurd, at der eksisterer er en sddan fglge. Men noget sddan bevis
har vi ikke, og vi har siledes ikke noget grundlag for at haevde at enten er
a = 0 tilfeeldet, eller ogsa er a # 0.

Det som den klassiske matematik, ifglge intuitionisten, fejlagtigt forudsatter,
nar den havder at lim(ay) er enten positiv, negativ eller 0, uathaengigt af om
vi nogen sinde kan f3 at vide, hvad der er tilfseldet, er at 7 allerede eksisterer
som et afsluttet objekt, men det ggr det ifglge intuitionisten ikke. Det eneste
som eksisterer, er det, som vi har tilgang til: en altid endelige, men dog
potentielt uendelig, decimalekspansion - a er ikke O eller forskellig fra 0,
fgrend vi har fundet et sted i decimalekspansionen med ti 9-taller, og vi har
ingen sikkerhed for at vi nogensinde vil finde et sddan sted.

Dette far omfattende konsekvenser for eksempelvis analysen. Et eksempel pa
dette er Bolzano’s (1781-1845) teorem:

Szetning 3.1 (Bolzano’s teorem)
Lad f veere en kontinuert funktion p4 intervallet [u, v], for hvilket det gaelder
at f(u) - f(v) <0, s§ eksisterer der et w sledes at f(w) = 0.

Fra et intuitionistisk synspunkt kan vi ikke havde eksistens af et sddan w
for enhver kontinuert funktion af denne type. For at forsta dette, kan vi se
pa funktionen:

31+a)z—1 for 0<z<1f
flz) = ' a for Y5<z <2
3(1-a)xr—2+3a for 2/3<z<1
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hvor a = lim(ay).

Funktionen er klart kontinuert pa intervallet, og s& giver Bolzano’s teorem
eksistensen af et tal, for hvilket det geelder at f(w) = 0. Men vi har ingen
mulighed for at beregne dette tal, s leenge vi ikke har fundet ti 9'ere, og
saledes galder denne satning ikke for intuitionisten.

For at et matematisk eksistensudsagn for intuitionisten kan véere menings-
fuldt, ma vi altsd kunne give en metode til i princippet at kunne konstruere
objektet, eller alternativt skal det vaere muligt, at vise at det er logisk absurd.
Det giver siledes ikke mening at tale om f.eks. mangden af alle naturlige tal
som et afsluttet objekt, men kan vi tale om at der er potentielt uendeligt
mange naturlige tal, da vi altid vil kunne skabe et nyt. Dette far som anty-
det store konsekvenser. Mange vigtige og generelt accepterede matematiske
resultater er netop blevet bevist ved at benytte ikke-konstruktive metoder.

Brouwer og hans tilheengere tog konsekvensen af dette — lod falde hvad ikke

kunne std - og begyndte herefter at genopbygge »matematikkens hus« pa
intuitionismens sikre grundlag.

3.4 Hvor star Hilbert 1 denne diskussion?

Hilbert gnskede som bade logicisterne og intuitionisterne, at skabe et sikkert
grundlag for matematikken.

Hilbert havde store sympati for det logicistiske program, ikke mindst pa
grund af dets formalisering af logikken, og den matematiske stringens som
opnés herved. I 1918 argumenterede Hilbert endda for en logicistisk lgsning
af problemet om matematikkens grundlag!4, hvilket han dog hurtigt forlader
igen, idet han bliver overbevist om at matematikken ikke kan reduceres til ren
logik. P4 samme tid tog han intuitionisternes kritik alvorligt; tilsyneladende
udtaler den klassiske matematik sig om mere end hvad der er evidens for.
Men Hilbert var ikke villig til at betale den efter hans mening alt for store
pris, som intuitionismen krzever. Hilbert kunne simpelthen ikke acceptere en
sddan amputering af matematikken, som kraever at en stor del af den alment
accepterede og skattede matematik kastes bort:

Was Weyl und Brouwer tun, kommt im Prinzip darauf hinaus, daf
sie die einstigen Pfade Kronecker wandlen: sie suchen die Mat-
hematik dadurch zu begriinden, daf sie alles ihnen unbequem

145e [Hilbert, 1918, s. 153].
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Erscheinende iiber Bord werfen und eine Verbotsdiktatur & la
Kronecker errichten. Dies heift aber, unsere Wissenschaft zer-
stiicklen und verstiimmeln, und wir laufen Gefahr, eine grofien

Teil unserer wertvollsten Schatze zu verlieren, wenn wir solchen
Reformatoren folgen.!®

Man bgr heller ikke undervurdere det personlige element i dette. Nar man
lzeser Hilberts artikler, er noget af det, som springer en i gjnene, hans sprog-
brug i visse passager. Det fglgende citat fra Zahlberichte er et typisk eksempel
pa Hilberts retorik om matematikkens fortraeffeligheder:

Die Theori der Zahlkérper ist wie ein Bauwerk von wunderba-
rer Schénheit und Harmoni; [...] Die tiefen Einblick, welche die
Arbeiten dieser bei den Mathematiker in die genannte Theori
gewihren, zeigen uns zugleich, daf in diesem Wissensgebeite eine
Fiille der kostbarsten Schitze noch verborgen liegt, winkend als
reichen Lohn dem Forscher, der den Wert solcher Schétze kennt
und die Kunst, sie zu gewinnen, mit Liebe betreibt. ¢

Citatet viser Hilberts store keerlighed til matematikken, og den noget bom-
bastiske stil vidner om det store personlige engagement Hilbert fglte.

Men udover dette, ma man ikke glemme, at Hilbert samtidigt var en af de
ledende skikkelser blandt matematikerne i Tyskland, sével som i resten af
Europa. Dette var en position, hvis medfglgende indflydelse og ansvar han
selv tog alvorligt. Hilbert s sig selv som en leder, og var ikke tilbgjelig til
at fgje andre. Videnskabshistorikeren David Rowe formulerer det séledes:

»Hilbert had no need for heroes...«!7, noget som skinner igennem i mange af
Hilbert artikler.

Hilbert s saledes ogsa sig selv, som arbejdende i en hgjere sags tjeneste,
med det formal at genoprette matematikkens - ja, hele den menneskelige
erkendevnes — @re. Som han skriver i Uber das Unendliche:

Durch diese Bemerkungen wollte ich nur datun, daf die end-
giiltige Aufklarung iiber das Wesen des Unendlichen weit iiber
den Bereich spezieller fachwissenschaftlicher Interessen vielmehr
zur Ehre des menschlichen Verstandes selbst notwendig geworden
ist.18

15(Hilbert, 1922, s. 159]

16Her citeret fra [Rowe, 1999)].

17[Rowe, 1994, s. 192]

18[Hilbert 1926, s. 163] m. forfatterens egne fremhavelser.
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Det er i rummet mellem p& den ene side den skeptiske holdning til det ma-
tematiske begrebsdannelser, og p4 den anden side den »skeptiske« lgsnings
uspiselige radikalitet, som kraever at vi opgiver eller reformulerer dele af den
klassiske matematiks resultater, at vi finder Hilbert.

P4 den ene side anerkender han intuitionismens kritik, og han ser det som
ngdvendigt at fi styr pa, hvad vi kan tillade os i matematikken, men pa den
anden side er han ikke parat til at »smide barnet ud med badevandet«:

Aus dem Paradis, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand
vertreiben kdnnen.!®

Det Hilbert spgte var altsd at kunne redeggre for sikkerheden af de mate-
matiske domme, uden at begraense matematikerens frihed til at bruge de
frugtbare, men problematiske dele, af matematikken.

Dette mente han at kunne opné ved hjalp af hans bevisteori og det finitistiske
program, som vi nu skal se na&rmere pé.

19[Hilbert 1926, s. 170]



Kapitel 4
Hilberts finitistiske program

En af de vel nok bedste introduktioner til en forstielse Hilberts finitistiske
program, og den filosofiske position som ligger bag dette, er Hilberts klassi-
ske artikel Uber das Unendliche fra 1926. I artiklen problematiserer Hilbert
specielt brugen af aktuelt uendelige maengder i matematikken, hvorefter han
fremlegger, hvorfor »det uendelige« efter hans mening alligevel har en ngd-
vendig plads i matematikken. At tage stilling til dette var, som vi tidligere har
set, blandt andet blevet aktuelt med fremkomsten af intuitionismens kritik

og paradokserne i maengdeleren. Hilbert beskriver situationen pa fplgende
made: '

Man war in der Freude iiber die neuen und reichen Resultate
hinsichlich der Zuléssigkeit der Schlufweisen offenbar zu wenig
kritisch verfahren; denn es stellten sich bei bloRer Anwendung der

allméhlich iiblich gewordenen Begriffbildungen und Schlufweisen
Widerspriiche heraus, |...J!

Hilbert analyserer yderligere problemstillingen séledes, at det, som det er
ngdvendigt at f3 styr p4, er brugen af uendelige maengder i matematikken.

Hilbert stiller derfor spgrgsmalet, om der kan vaere noget i den fysiske verden
som svarer til matematikkens uendelige maengder. Selvom Hilbert ikke direkte
navner det, er det naturligt at se dette, som et svar til Russells forstaelse af
uendelighedsaksiomet som en hypotese om verden. Til at besvare spgrgsmalet
henholder Hilbert sig til den samtidige fysiks verdensbillede?.

![Hilbert, 1926, s. 169)
2Se ogsa [Hilbert, 1931, s. 488)].
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Det fgrste Hilbert ser pd er et uendeligt deleligt kontinuum. Findes noget
sddant? Atomteorien fortaeller at alt stof er bygget op af sm& byggesten,
og at stof siledes ikke er uendeligt deleligt. Det samme gelder for energi,
som kommer i kvanter. Den uendelige delelighed af kontinuumet er altsa

kun noget, som findes i vore tanker. Findes der sd noget uendeligt stort i
universet?

Her fremdrager Hilbert Einstein, der udfra sin teori om gravitationen havde
pavist, at vores astronomiske observationer kan stemme overens med en el-
liptisk rum-tid, som er ubegranset, men endelig.

Ifplge fysikken er verden altsd — i det store og i det smi — endelig, hvil-
ket i endnu hgjere grad s@tter spgrgsmalstegn ved matematikkens uendelige
mangder, da disse tilsyneladende ikke referer til noget i verden.

Hilbert, som p& den ene side gnsker at undgi paradokserne, men pa den
anden side ogsd gnsker, at undgd intuitionismens restriktioner af matema-
tikerens rdderum, gar herefter over til at spgrge om hvorvidt det uendelige,
pa trods af at det ikke forefindes i verden, kan have en velbegrundet plads
i vores matematiske teenkning, uden at dette kompromitterer sikkerheden af
de matematiske domme. Hilberts ambition er fglgende:

Ich mochte namlich die Grundlagenfrage in der Mathematik als
solche endgiildig aus der Welt schaffen, indem ich jede mathema-
tische Aussage zu einer konkrete aufweisbaren und streng ableit-
baren Formel mache und dadurch die mathematischen Begriffs-
bildungen und Schliisse in eine solche Fassung bringe, daf sie

unwiderleglich sind und doch ein Bild der gesamten Wissenschaft
liefen. 3

Dette er netop hvad Hilbert forsgger ved hjzlp af hans bevisteori, eller mere
praecist det som kaldes Hilberts program. Ideen med Hilberts bevisteori er at
undersgge de matematiske beviser indenfor et formelt system, for dermed at

vise, at der indenfor et sadan formelt system ikke kan bevises to modstridende
udsagn.

Set lidt fra oven, bestar Hilberts program kort fortalt af tre komponenter.

e For det forste skelnes der mellem de problematiske og uproblematiske
dele af den klassiske matematik.

S[Hilbert, 1931, s. 489]
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Det uproblematiske er de finitistiske dele af matematikken. Hilberts finiti-
sme, eller som han selv kalder den: »die finite Einstellung«, er en begraenset
metodologi, som tager hgjde for intuitionismens kritik. Den er tilstraekkelig
til at opbygge en elementar tal-teori og til elementare manipulationer af en-
delige strenge af symboler, men der er i finitismen ingen referencer til nogen
form for aktuelt uendelige totaliteter, man behandler kun endelige objekter.

e Den anden del af Hilberts program bestar i at reprasentere de proble-
matiske og uproblematiske dele af en given matematisk teori, inklusive
de logiske slutningsregler, i et rent formelt aksiomatisk system T'.

Her er det i fgrste omgang en underforstdet antagelse, at formaliseringen er

fuldstendig, siledes at alt, som kan bevises i den uformelle teori, kan bevises
i det formelle system.

Det formelle aksiomatiske system T skabes ved at preecisere regler for hvor-
dan man skaber velformede setninger udfra et antal grundlaeggende primitive
symboler. Herefter udvalges visse af disse velformede saetninger til aksiomer.
Disse aksiomer kan vaere bade »matematiske« og »logiske«. Herudover spe-

cificeres hvilke regler, vi kan benytte os af til at drage slutninger udfra de
fastlagte aksiomer.

Nar T er konstrueret pa denne made, er en szetning ¢ beviselig i T', hvis der til
t eksisterer en endelig folge af velformede s&tninger, som afsluttes med ¢, og

hvor hver satning i fgigen er et aksiom eller resultatet af en af de beskrevne
slutningsregler. :

e Programmets tredje del bestar i at give et finitistisk og dermed upro-
blematisk konsistensbevis for det formelle system T'.

Til dette benytter Hilbert sig af, at det formelle system T » programmatisk «
kan opfattes som blot et spil med formler udfra formelle regler, hvor formlerne
blot opfattes som strenge af symboler. Det formelle system bestar udfra denne
synsvinkel af en samling velformede saetninger, og alle beviser i systemet, ogsa
de beviser som reprasenterer »problematiske« beviser, er nu blot endelige
folger af formler — altsd endelige objekter. Gevinsten ved dette er, at de
endelige folger af formler nu kan studeres som selvstaendige matematiske
objekter ved hjaelp af uproblematiske finitistiske midler.

Denne egenskab ved det formelle system, ville Hilbert benytte til at udfgre
et finitistisk korrekt konsistensbevis for det formelle system. Det formelle
system T er konsistent, hvis der ikke findes nogen modstrid (PA—P), som kan
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bevises i det. Dette kan nu ggres ved at vise, at der udfra de fastlagt aksiomer
og slutningsregler ikke kan skabes et endeligt objekt, bestdende af endeligt
mange velformede satninger, som ender med en sztning pa formen 1 # 1.
At vise dette er en opgave for meta-matematikken, som kun méa benytte
uproblematiske midler for hermed at sikre konsistensbevisets sikkerhed.

Safremt dette program var muligt at gennemfgre, mente Hilbert at have skabt
et sikkert grundlag for matematikken.

Denne skitse af Hilberts program kraever uddybninger pa forskellige niveauer,
og det er naturligt at stille fglgende spgrgsmal. Hvad karakteriserer Hilberts
finitisme, og hvoraf kommer dennes sikkerhed? Hvorfor dropper Hilbert ikke
bare de dele af matematikken, som han selv har dgmt som problematiske?

Har Hilbert i sin sggen efter et sikkert grundlag for matematikken reduceret
den til et tomt spil?

Det farste jeg gor er at forspge at praecisere hvad Hilberts finitisme indehol-
der og hvilken epistemologi som ligger bag denne. Herefter vil vi se pa det
mest interessante spgrgsméal: hvordan redeggrer Hilbert for brugen af »det
uendelige« i matematikken?

4.1 Hilberts finitisme: Die finite Einstellung

4.1.1 Hvad er finitistisk tilladeligt?

Vi vil nu se nzermere pa, hvad det er Hilbert betegner som de sikre og dermed
uproblematiske dele af matematikken. Desveerre har hverken Hilbert eller
hans nsermeste medarbejdere givet nogen helt praecis karakterisering af hvad,
denne uproblematiske del indeholder. Men fglgende er i hvert fald sikkert.

Finitismen er tildels motiveret af intuitionisternes og Kroneckers kritik og de-
res argumenter for kun at tillade »konstruktive« metoder. Herudover mente -
Hilbert i modsaetning til logicisterne? ikke at det er muligt, at reducere mate-
matikken til ren logik. Tveertimod mé der, fgr vi med sikkerhed kan benytte
de klassiske logiske slutninger, vaere givet nogle »konkrete« objekter. Dette er
Hilberts udgangspunkt. I det fglgende citat fra Uber das Unendliche uddyber
Hilbert sin grundlaeggende antagelse af hvad, der ma antages som sikkert®:

4Med undtagelse af en kort periode omkring 1918, se [Sieg, 1999a] og [Hilbert, 1818].
5Citatet gentages ofte naste ordret, nir Hilbert skal redeggre for sit finitistiske ud-
gangspunkt. Se f.eks. [Hilbert, 1931]. .
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Vielmehr ist als Vorbedingung fiir die Anwendung logischer

Schliisse und fiir die Betédtigung logischer Operationen schon et-

was in der Vorstellung gegeben: gewisse aufer-logische konkrete

Objekte, die anschaulich als unmittelbares Erlebnis vor allem
Denken sind. Soll das logische Schliefien sicher sein, so miissen

diese Objekte vollkommen in allen Teilen iiberblicken lassen und

ihre Aufweisung, ihre Unterscheidung, ihr Aufeinanderfolgen oder

Nebeneinandergereihtsein ist mit den Objekten zugleich unmit-

telbar anschaulich gegeben als etwas, das sich nicht noch auf et-
was anderes reduzieren ldft oder einer Reduktion bedarf. Dies

ist die philosophische Grundeinstellung, die ich fiir die Mathe-

matik wie iiberhaupt zu allem wissenschaftlichen Denken, Ver-

stehen und Mitteilen fiir erforderlich halte. Und insbesondere in

der Mathematik sind Gegenstand unserer Betrachtung die kon-

kreten Zeichen selbst, deren Gestalt unserer Einstellung zufolge

unmittelbar deutlich und wiedererkennbar ist.%

Hilbert mente altsi, at vi m4 gi ud fra, at vi har en basal sikker og umiddelbar
given viden om visse »konkrete« objekter, som vi altid kan genkende igen,
og disse »konkrete« objekter er tegn. Sammen med de enkelte tegn er det

desuden givet, hvordan disse adskiller sig fra hinanden, og hvordan de fglger
af hinanden. '

I citatet skriver Hilbert, at det er de »konkrete tegn« som er matematikkens
genstande. Men hvordan skal man egentligt forstd dette?

For at komme en forstielse nermere, kan det vaere nyttigt at indfgre en
moderne distinktion mellem token og type. En token er et konkret eksemplar
eller instantiering af en bestemt type. Siledes er de tre forskellige tokens a,
a og a af den samme type, nemlig den fonetiske type »a«.

Spergsmal er nu, om de konkrete tegn, Hilbert omtaler, er tegn som tokens
eller tegn som types? Det star umiddelbart ikke lysende klart i det han skri-
ver. Men hvis han talte om tegn som tokens, og ikke som types, s& ville
vores matematiske viden omhandler de konkrete instantieringer, og ville der-
med veere afhengig af eksistensen af fysiske objekter. Herudover ville »|||«
og »|||« veere forskellige objekter, og hvis man ville vise at »|||« har en be-
stemt egenskab, ville man strengt taget skulle gentage beviset for hver enkel
instantiering. Hertil kommer at det bliver sveert at forklare, hvordan man kan
skelne mellem de mange forskellige tokens som eksempelvis ® og |, idet man

§[Hilbert, 1926, s. 171]
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kan opstille en raekké af tokens fra | til o, p& en sddan made, at vi ikke kan
kende forskel pa to tokens som star ved siden af hinanden i raekken.

En mere barmhjertig tolkning er derfor, at det er tegn som typer, vi kan om-

tale med praecision, og at det altsa er disse, som for Hilbert er matematikkens
genstande. -

Nar Hilbert taler om »konkrete« tegn, som vi kan have sikker viden om, vil
jeg derfor i det fglgende forsta det saledes, at vi kan have sikker viden om de
»konkret« tegn, hvis form (tysk: Gestalt), eller som vi vil sige det: huvis type,
altid kan genkendes. Det er altsd de »konkrete« tegn som typer, som vi kan
have sikker viden om, og som er matematikkens genstande.

Dette er altsi det finite udgangspunkt, som vi ifglge Hilbert kan regne med
er sikkert og uproblematisk. De objekter, som vi kan operere med i den
uproblematiske del af matematikken, er de »konkrete« tegn som typer. Et
tegn er et »konkret« objekt, som umiddelbart er givet for os, og som vi
kan erkende alle relevant aspekter af, og vi erkender dermed at det er af en
bestemt type. Siledes kan vi altsd erkende om to konkret tegn-tokens er af
samme type eller af to forskellige typer.

Et par eksempler pd nogle af de objekter, som Hilbert i fgrste omgang har
i tankerne, nar han taler om »konkrete« tegn, kunne vaere 1 , 11111 eller
14141

Mere generelt er et finitistisk argument, et argument hvori man kun benytter
endelige objekter og funktioner, vis veerdier vi entydigt kan beregne; man kan
ikke haevde eksistensen af et objekt, fgr man har indikeret en metode til at
konstruere det. Dette udelukker aktuelt uendelige objekter som objekter i
den uproblematiske del af matematikken, da vi kun har tilgang til potentielt
uendeligt mange endelige objekter - eller hvad man ogsé kunne kalde en aldrig
afsluttet endelig meengde af objekter. Man opererer altsi aldrig med aktuelt
uendelige maengder. Dette betyder ogsa, at nir man i den uproblematiske
del af matematikken siger, at et udsagn galder for alle objekter a, betyder

dette, som vi skal se senere, at vi for et vilkarligt »konkret« objekt a har et
bevis-skema for udsagnet.

Hilberts finitisme kan yderligere belyses, ved at betragte hans redeggrelse for

hvor langt man p3 et rent finitistisk grundlag, kan komme i konstruktionen
af en elementzer talteori’.

Den elementare talteori er den del af talteorien som skabes udfra det, som
Hilbert kalder »inhaltliche« betragtninger, hvilket vi i det fglgende vil kalde
indholdsmaessige betragtninger.

7Se f.eks. [Hilbert, 1626] eller [Hilbert, 1931].
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De indholdsmassig betragtninger, som Hilbert tager som udgangspunkt for
den elementzre talteori, omhandler tegn som 1, 1+ 1, 1 4+ 1 + 1, hvilke han
kalder tal. Tegn som disse begynder og slutter med tegnet 1 og imellem disse
efterflges + altid af tegnet 1, og 1 af +. Disse kan vi ifglge Hilbert altid
genkende og skelne fra hinanden.

Det er, som allerede naevnt, principielt lige meget hvilken fysisk fremtradel-
sesform de konkret tegn har. Vi kunne lige s& godt have benyttet os af tegn
som e eller |, (og undlade + ind imellem), istedet for tegnet 1, hvilket er hvad
Hilbert mener, nar han skriver, at vi har en erkendelse af alle de relevante
aspekter af tegnet.

Fordelen ved disse »tal-tegn« er, at de kan studeres som »konkrete« objekter
i kraft af, at vi umiddelbart kan erkende deres form, (altsd hvilken type de
tilhgrer). Tal-tegnene er desuden primitive i den forstand, at de ikke referer
til noget. Der er ikke tale om at tal-tegnene referer til » platonisk« tal, som
eksisterer uafhaengigt af os og hvis epistemiske tilgengelighed, det er sveert
at argumentere for. Dette kommer vi tilbage til lidt senere.

Udover de primitive tal-tegn bruger vi ogs symboler, som refererer til noget
og som bruges til kommunikation. F.eks. er symbolet 2 en forkortelse som
referer til tegnet 1 + 1. Herudover bruger vi ogsd symbolerne = og > til
kommunikation. 2+3 = 3+ 2 kommunikerer at 2+ 3 og 3+ 2 refererer til »tal-
tegn« af samme laengde, og 3 > 2 kommunikerer at taltegnet, som 3 refererer
til, er leengere end det taltegn, som 2 referer til. Udsagn af denne slags kalder
Hilbert »indholdsmaessige« udsagn, idet de kommunikerer konkret viden om
tegnene, og kan tilskrives en sandhedsvardi pa baggrund af deres indhold —
en sandhedsveardi vi, i henhold til Hilberts finite udgangspunkt, kan afggre
med sikkerhed. Herudover benytter vi bogstaver (a, b osv.) til at betegne
vilkarlige konkrete taltegn.

Indenfor det finitistiske standpunkt kan vi kun tillade en begraenset brug af
kvantorer®. Hvordan man med et finitistisk udgangspunkt skal forsta brugen
af kvantorer mé forklares lidt neermere.

Tag eksempelvis udsagnet: 3a : P(a)A (a > p), (hvor p er et primtal, og P(z)
er praedikatet: = er et primtal). I en klassisk forstielse af dette udsagn, kan
det forstds som en »uendelig disjunktion«, dvs.:

P(p+1)VP(p+2)V...

Det er det sidste tre prikker (...) som fra et finitistisk standpunkt er pro-
blemet, da de skal forstds som osv. i det uendelige. Udsagnet er altsd en

8Se [Hilbert, 1926, s. 173].
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samling af uendelig mange indholdsmassige udsagn, men noget sddan kan vi
imidlertid ikke med rimelighed sige, at vi har tilgang til udfra et finitistisk
synspunkt.

For at et s3dant rent eksistensudsagn skal have en finitistisk mening, mé der
noget mere til: en gvre greense for antallet af de kandidater udsagnet udtaler
sig om. Siledes har udsagnet: Ja : P(a) A ((a > p) A (a < p! + 1)), hvor p
er et primtal, en klar finitistisk mening. Dette udsagn kan nemlig opdeles i
endelig mange indholdsmzessige udsagn:

P(p+1){/P(p+2)v...VP(p!+1)

Et rent eksistensudsagn af typen Ja : P(a)A(a > p) kan altsa kun gives finiti-
stisk mening, hvis vi opfatter det som et partielt udsagn, hvor specificeringen
af et endeligt domaene er underforstaet.

For universelle udsagn, som eksempelvis Va(a + 1 = 1 + a), gelder det,
at de udfra det finitistiske synspunkt kun skal forstds som »hypotetiske«
udsagn®. Det vil sige at ovenstaende udsagn skal forstas som fglgende: givet
et »konkret« taltegn a, si gelder det at a+1=1+a.

Et bevis for udsagnet Va(a + 1 = 1 + a), vil vaere et bevisskema med en fri
variabel, saledes at vi for ethvert »konkret« a i et endeligt antal skridt kan
verificere at a+1 =1+ a.

Med dette udgangspunkt er det klart, at Hilbert samme med intuitionisterne
i forste omgang mé& benagte det udelukkede tredjes princip, som varende
alment gyldigt. Den saedvanlige negation af udsagnet Va(a+1 =1+ a), som
jo er Ja(a+ 1 # 1+ a), er ikke umiddelbart finitistisk meningsfuld, da det
ikke kan opskrives som en endelig folge af indholdsmaessige udsagn.

At fastholde det udelukkede tredjes princip ville veere at fastholde, at der kun
er to muligheder: enten kan altid finde et tal-tegn med en bestemt egenskab,
eller ogsd har vi opnéet indsigt i en almen lov for tal-tegn. At enten den

ene eller den anden af disse muligheder er tilfaeldet er finitistisk set ikke
umiddelbart ngdvendigt.

Indenfor finitismens rammer, er vi i talteorien stort set begrzenset til at fore-
tage almindelige numeriske beregninger, og allerede den almindelige talteori
bevaeger sig udenfor disse, blandt andet i sin benyttelse af det udelukkedes
tredjes princip, og siledes er der allerede i denne indeholdt noget problema-

tisk, som bgr retfaerdigggres.
W. Tait!'® har overbevisende argumenteret for at Hilberts finitisme svarer til

9Se [Hilbert, 1926, s. 173).
10[Tait, 1981]
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den primitive rekursive aritmetik (PRA).

I den primitive rekursive aritmetik er de basale objekter vi ser pd k-tupler

af tal, (for fast k). Herudover tillader vi kun primitivt rekursivt definerede
funktioner.

En funktion er primitiv rekursiv, hvis den kan dannes udfra nogle simple
initialfunktioner ved substitution eller rekursion.

De basale intialfunktioner er: efterfglgerfunktionen s(z) = z + 1, nulfunktio-
nen z(z) = 0 og projektion f(zy,...,Z,) = z;, (hvor 1 < i < n). Disse er
finitistisk set uproblematiske, eksempelvis er efterfglgerfunktionen en beskri-
velse af at vi altid kan udvide et tal-tegn med »1«

De szdvanlige regneoperationer (addition og multiplikation osv.) kan define-
res som primitivt rekursive funktioner. Lad os tage addition, som et eksempel.
Vi definerer f(n,m) = n + m ved rekursionen:

f(0,n) =n,
fz+1,n) =s(f(z,n)) = (f(z,n)) +1

Definition har, som vi kan se, to dele. Farst gives veerdien f(0), og herefter
gives for ethvert = veerdien f(z + 1), udtrykt ved z og f(z). Definitionens to
dele ggr os istand til at beregne f(z) hver gang vi har et z!!

Set fra et finitistisk synspunkt skal funktioner (f : a — b) af denne type ikke
forstds som funktioner i klassiske forstand, men derimod som en procedure
til at konstruere et b fra et vilkarligt a.

Hilberts eksempler pé finitistisk teenkning er naesten udelukkede aritmetiske,
og man kunne siledes forledes til at tro, at geometrisk og aritmetisk taenkning
er to forskellige epistemologisk adskilte omrader!?. Dette var dog med al
overvejende sandsynlighed ikke Hilberts holdning. PRA indfanger finitismens
styrke, men man kunne sagtens tenke sig, at man kunne skabe en elementzr
geometri fra et finitistisk udgangspunkt. Eksempelvis skriver Bernays:

Zu beachten ist auch, daf die urspriingliche anschauliche Auffas-
sung der elementaren Euklidischen Geometri eine Vorstellung von
unendlichen Gebilden gar nicht erfordert.!?

1 For en ordens skyld ma det bemarkes, at ikke alle rekursivt definerede funktioner kan
defineres ved primitiv rekursion, et eksempel pa dette er Ackermann’s funktion, se [Kleene,
1971, s. 330] og appendiks A.

12Hvilket var tendensen i f.eks. Freges og Dedekinds logicisme.

13[Bernays, 1930, s. 38].
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I en sadan finitistisk geometri ville man selviglgelig kun kunne operere med
endeligt udstrakte figurer, og man kan ikke tillade sig en antagelse om at
et liniestykke bestar af uendelig mange punkter; og nar der i den finitistiske
geometri f.eks. siges, at ethvert liniestykke har et midtpunkt, betyder dette
ikke andet end at et sidant midtpunkt kan konstrueres.

Spgrgsmalet er nu, hvorfor finitismen giver sikker viden?

4.1.2 Finitismens epistemologi

Vi skal kort diskutere hvorfor Hilbert og hans nare medarbejder Bernays
mente, at det finitistiske udgangspunkt giver sikker viden. Det, som vi spgr-
ger til, er den bagvedliggende epistemologi. I Hilberts artikel Neubegrindung
der Mathematik (1922), som giver den fgrste egentlige formulering at det
endelige bevisteoretiske program, er finitismens bagvedliggende epistemologi
ikke eksplicit formuleret, og en mere preecis formulering af denne far vi forst
i slutningen 1920’erne.

Fra og med slutningen af 1920’erne'* fremlsegger Hilbert og Bernays et grund-
lzeggende kantiansk synspunkt. Det kantianske udgangspunkt for finitismen
ses fgrste gang antydet i Bernays (1923). Hos Hilbert selv skal vi frem til 1930,
forend vi finder det eksplicit udtrykt i en udgivet artikel. I ikke-publicerede
foreleesninger findes det dog sé tidligt som i 1923!%, Denne tilbageholdenhed
kan skylde flere ting. Det mest sandsynlige er, for mig at se, at Hilbert og
Bernays ansé at finitismen som metodologi burde kunne accepteres af alle,
og at de derfor ikke gnskede at fremprovokere en konflikt om hvordan den
filosofisk set burde begrundes. En anden mulighed er selvfglgelig at de ikke

endeligt havde lagt deres position fast, eller at de ikke var enige om hvilken
vej, man skulle ga'S.

I 1931 melder Hilbert dog klart ud, idet han skriver fplgende:

Nun gebe ich zu, daf schon zum Aufbau der theoretischen Fach-
werke gewisse apriorische Einsichten nétig sind und daf stets den
Zustandekommen unserer Erkentnisse solche zugrund liegen. Ich
glaube, daf auch die mathematische Erkenntnis letzen Endes auf
einer Art solcher anschaulicher Einsicht beruhht. [...] Das Apriori

14Senere diskuterer Bernays dog en revision af finitismen set i lyset af G6dels resultater,
se [Bernays, 1976).

15Se [Mancuso, 1998, s. 181, n. 29].

18For yderligere uddybning af denne diskussion se f.eks. [Sieg, 1999b], [Rowe, 1999] og
[Mancuso, 1998, s. 168-171]. :
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ist dabei nichts mehr uhd nichts weniger als eine Grundeinstel-
lung oder der Ausdruck fiir gewisse unerldfliche vorbedingungen
des Denkens und Erfahrens.!”

Og lidt senere i samme artikel:

[Das Apriori] ist im wesentlichen die von mir in verschiedenen
Abhandlungen charakterisierte finite Einstellung.!®

Hvad Hilbert skriver her er, at det, som er fastlagt i finitismen, udggr nogle a
priori mulighedsbetingelser for vor erkendelse'®. At mulighedsbetingelserne
er a priori betyder, at de gir forud for enhver sanseerfaring.

Folgende citat fra Bernays (1923) kan uddyber dette:

...the objects of intuitive number theory, the number signs, are,
according to Hilbert also not »created by thought«. But this does
not mean that they exist independently of their intuitive construc-
tion, to use the Kantian term that is quite appropriate here.?

De finitistiske objekter eksisterer altsi ikke uafhangigt af os og vores kon-
struktion af dem, men pa den anden side er de heller ikke rene fiktioner. Vores
sanseerfaring er altid struktureret i en finitistisk ramme, som fastlaegger vo-
res sanseerfarings grundlaeggende form, hvilket ggr at de finitistiske objekter
pa en og samme tid kan kaldes »konkrete« og a priori.

Det er interessant at se, at dette forbindes med den aksiomatiske metode,
som specielt Hilbert ser som en almen metode for enhver videnskabelig forsk-
ning?!. Om dette siger Bernays:

Das Erfordernis einer derartigen Erkenntnisgrundlage ist an sich
noch unabhingig von der besonderen Art des Hilbertschen An-
satzes; es besteht fiir jede Begriindung der Mathematik. Fiir die
Hilbertsche Grundlegung ist aber kennzeichnend, daf hier der
finite Standpunkt in zusammenhang gebracht wird mit der azio-
matischen Begriindung der theoretische Wissenschaften. Dadurch
stellen sich die Voraussteztungen der finiten Einstellung zugleich

17[Hilbert, 1931, s. 383)

18[Hilbert, 1931, s. 385]

19 Angaende omfanget af det som er a priori skriver Hilbert, at Kant i sin fastleeggelse
gik for langt; dette vil jeg kort komme tilbage til i et senere afsnit.

20[Bernays, 1923] citeret fra [Mancuso, 1998].

21Ge f.eks. [Hilbert, 1918}
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als Bedingungen dar fiir die Mdglichkeit theoretischer Naturer-
kenntnis, ganz im Sinne der Kantischen Problemstellung.?

Hilbert og Bernays mener altsd at finitismen er en ngdvendig betingelse for
benyttelsen af den aksiomatisk metode, og uden denne kan vi ifglge Hilbert
og Bernays ikke danne nok si simple aksiomatiske systemer.

For at opsummere det overstiende, kan man mere grundleggende udlegge
det som skrives sddan, at betingelsen for at vi kan have en sikker erfaring af
de finitistiske objekter er, at vi i princippet altid kan afggre om et token er af
den ene eller den anden type. Hilbert og Bernays mener, at vi har en sddan
sikkerhed og at denne sikkerhed kommer af den méde vores erkendeapparat
strukturerer de sansedata vi modtager.

Uden denne evne ville vi ikke kunne have en sikker matematisk viden, og da

vi synes at have en siddan sikker erkendelse, ma dens mulighedsbetingelser
veaere givet a priori.

Hilbert og Bernays forudsatter gennem alt dette, at deres finitisme giver
absolut sikker viden. Denne antagelse er blevet problematiseret pA mange
forskellige mader, og jeg vil her nzevne to af disse. For det fgrste er der blevet
sat spgrgsmalstegn ved, om det i det hele taget er en rimelig antagelse, at vi
har absolut sikker viden om noget som helst. For det andet har eksempelvis
Tait (1980) kritiseret Hilbert for, at selvom vi medgiver, at vi tilsyneladende
har noget sikker viden, s& det ikke er alle de finitistiske objekter, vi kan
erkende med sikkerhed.

Lad os tage det sidste forst. Kritikken af dette gir pa, at det ikke er alle de
finitistiske objekter finitismen giver os, som vi rent faktisk kan forstille os.

Et stort tal som 101 kan jo ikke direkte reprasenteres i en anskuelse, og
det er spgrgsmalet om et sadan tal overhovedet er fysisk realiserbart. Bernays
er selv opmeerksom pé dette:

... die von Hilbert als methodische Grundlage geforderte »finite
Einstellung« muf erkenntnistheoretisch als eine Art von reiner
Anschauung charakterisiert werden. Denn sie ist einerseits Ans-
chaulich und geht anderseits jedenfalls iiber das eigentlich Erfahr-
bare hinaus.?

Nar Bernays taler om at finitismen gér udover det egentlige erfarbare, er det
de store tal han hentyder til, og W. Tait (1980) og P. Kitcher (1976) har
begge grebet fat i dette problem i en kritik af finitismens sikkerhed.

22|Bernays, 1928, s. 145] m. forfatterens egne fremhavelser.
23[Bernays, 1928b, s. 145]
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Bernays?* og Hilbert mener sidanne store tal er finitistiske objekter, idet vi
kan anvise en simpel metode til i princippet at konstruere dem. Konstruk-
tionen, som Bernays har i tankerne, bygger at pa forestillingen om at vi til

et vilkarligt tal »1...1«, (hvor midten er ubestemt), altid kan tilfgje endnu et
»1«.

Dette argument kritiserer Tait pa fplgende méde: fgrend vi kan danne fore-
stillingen om et vilkarligt »1...1«, ma vi have en erkendelse af den iteration,
som der ligger i at konstruerer et taltegn, og den erkendelse er ikke er noget,
vi kan aflede af vores anskuelser, men er en forudszetning for at vi overhovedet
kan erkende objekter som »1111« som et taltegn.

Tait kritiserer Hilbert for ikke at have indset dette. Spgrgsmaélet er om det

er rimeligt, og om Tait ikke har misforstdet Hilbert, for han skriver jo faktisk
om de finitistiske objekter at:

... ihr Aufeinanderfolgen ... ist mit den Objekten zugleich un-
mittelbar anschaulich gegeben als etwas, das sich nicht noch auf
etwas anderes reduzieren lift oder einer Reduktion bedarf.?

At vi har tilgang til de finitistiske objekter opbygning, (og alts& den iteration
som ligger heri), er for Hilbert indeholdt i de finitistiske mulighedsbetingelser
for vor erfaring. Men Tait har alligevel en pointe, for hverken Hilbert eller
Bernays har givet nogen grundig argumentation for at finitismen generelt set
danner erfaringens mulighedsbetingelser.

Dette binder an til den anden del af kritikken af Hilberts finitismes bag-
vedliggende epistemologi, nemlig spgrgsmél om det overhovedet er mulig at
have nogen absolut sikker erkendelse. For Tait har jo ret, nar han skriver at
Hilbert, eller for den sags skyld Bernays, ikke argumenterer for at en sddan
iteration altid er mulig, endsige sikker. Det kunne jo vzere at Decartes’ dee-

mon sidder et eller andet sted og driller os, og at alt viden fundamentalt set
er fallibel?S.

En yderligere diskussion af dette vil fgre for langt ind i en diskussion af det
generelle skepticisme problem, og altsd om hvorvidt vi overhovedet kan have
nogen sikker viden. Dette er selvfglgelig en relevant diskussion at tage, og et
helt projekt veerdigt, men det er for omfattende i forhold til det naervaerende.
Jeg vil derfor tillade mig at suspendere denne diskussion i fglgende. Dog
vil jeg vove skinnet sd langt, som til at sige, at finitismens underliggende

24Ge [Bernays, 1930}

25[Hilbert, 1926, s. 171]

26Et sadant synspunkt fremleegge f.eks. i [Kitcher, 1984].
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antagelse om at vi i princippet altid kan afggre, om et token er af den ene
eller den anden type, ikke synes helt urimelige, idet vi i vores daglig omgang
med sproget synes at ggre noget sddan.

Det, som man mé anerkende, hvis man skal finde Hilberts filosofiske position
interessant er i fgrste omgang, at der er et fundamentalt epistemisk skel
mellem »det uendelige« og »det endelige«. Dette er det centrale problem,
som set i lyset af intuitionismens kritik synes yderst relevant.

Anerkender man dette skel bliver det brugen af »det uendelige« i matema-
tikken, som fremstar som det centrale spgrgsmél man mé redeggre for. Og
det er dette spgrgsmaél, som Hilbert forsgger at besvare.

Vender vi tilbage til situation som den var i 1920’erne for Hilbert og Ber-
nays, s& var finitismen som metodologi et udgangspunkt som alle deltagere i
grundlags-diskussionen umiddelbart kunne veere enige om, hvilket jo ggr det
til et strategisk godt udgangspunkt.

Hilbert og Bernays mente i begyndelsen af 1920’erne at deres finitisme sva-
rende til Kronecker og Brouwers metodologiske restriktioner?”. Fgrst senere
bliver de opmarksomme pa at Brouwers intuitionisme gar udover det, som
kan indeholdes i finitismen?®.

I finitismen ligger altsi en begransning pa de objekter man undersgger, og
de konstruktioner og slutninger vi kan foretage. Hilberts finitisme kan ses
som tagende hgjde for intuitionismens kritik af den manglende evidens bag
den klassiske matematiks begreber og slutninger. Hilberts meta-matematiske
konsistensbeviser skulle veere finitistiske og »indholdsmeessige« beviser, som
dermed métte kunne siges at have den hgjeste grad af sikkerhed.

For Hilbert er det »det uendelige«, som han gnsker at redde ud af klgerne
pa intuitionisterne:

Fruchtbaren Begriffsbildungen und Schlufweisen wollen wir, wo
immer nur geringste Aussicht bietet, sorgféltig nachspiiren und sie
pflegen, stiitzen und gebrauchsfihig machen. Aus dem Paradies,
das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben kdnnen.?*

Men hvorfor, kere Hilbert, skal vi ikke lade os drive ud af Cantors paradis?

27Se [Sieg, 1999D).
28Se [Bernays og Hilbert, 1934, s. 43].
29[Hilbert, 1926, s. 170]
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4.2 De ideale elementers metode

For at forklare, hvorfor vi ikke skal lade os drive ud af Cantors paradis, vender
Hilbert sig mod en metode som allerede eksisterer i den matematiske praksis,
nemlig: de ideale elementers metode.

Kort sagt bestar metoden i at tilfgje nye sikaldte ideale elementer til en
allerede eksisterende teori. Hilbert beskriver det saledes:

Genau genommen besteht das Verfahren darin, daf man von
einem urspriinglichen System, welches sich in Hinsicht auf ge-
wisse zu behandelnde Fragen kompliziert verhilt, zu einem neuen
System iibergeht, bei welchem sich jene Verhiltnisse einfacher
gestalten und welches auRerdem die Eigenschaft hat, ein Teilsy-
stem zu enthalten, daf mit dem urspriinglichen System isomorph

ist (d. h. mit diesem in allen darin vorliegenden Beziehungen iibe-
reinstimmt).3

Og lidt senere:

Und der Vorteil dabei ist, daf die Ausfiithrung der Beweise nun in-

nerhalb des neuen Systems geschieht, wo alles viel {ibersichtlicher
wird.3!

For at uddybe fordelene ved brugen af de ideale elementers metode, kommer
Hilbert med flere eksempler pa brugen af den.

Et af disse eksempler er tilf¢jelseﬂ af punkter i det uendelige til den euklidiske
geometri, hvorved man opnéar en sdkaldt projektiv geometri. :

I den euklidiske plan-geometri er det sddan, at to linier skeerer hinanden i ét
og kun ét punkt, medmindre de er parallelle. I den projektive geometri fjernes
undtagelsen for de parallelle linier ved at tilfgje visse ideale elementer:

1. alle linier har et idealt punkt i det uendelige
2. to parallelle linier har det samme ideale punkt
3. skeerende linier har forskellige ideale punkter

4. alle ideale punkter ligger pa en og samme ideale linie i det uendelige

30[Hilbert, 1919-20, s. 90-91]
31[Hilbert, 1919-20, s. 91]
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Nar disse nye elementer er tilfgjet til det oprindelige system, har vi et nyt
udvidet system, som det er mere »simpelt« at operere i. Eksempelvis er det
i den projektive geometri, siledes at udsagnet, om at to rette linier mgdes i
et og kun et punkt, er universelt gyldig. '

I en mere formel udgave af den projektive geometri kan man vise et dualitets-
princip, som siger, at hvis vi har bevist en ssetning, s& galder denne sztning
ogs4, hvis man udskifter alle »punkter« med »linier« og omvendt3?. Et sim-
pelt eksempel pa dette kunne veere saetning: givet to linier I, og lo (I3 # l2),
sd eksisterer der ét og kun ét punkt p for hvilket det geelder, at p ligger pd [y
0g ly. Geelder denne sztning, si giver dualitets-princippet os straks falgende
setning: givet to punkter py og p (01 # D2), Sd eksisterer der én og kun én
linie | for hvilket det gelder, at | indeholder p, og ps.

Dualitets-princippet bidrager hermed til »frugtbarheden« af det nye system,
og vi kan pa en mere elegant made vise seetninger i den projektive geometri,
som s kan overfgres til den euklidiske geometri.

Et andet eksempel pd brugen af de ideale elementers metode kommer fra
talteorien. Vi ved at ethvert heltal kan oplgses entydigt til et produkt af
primtal, eksempelvis kan tallet 6 entydigt opleses til et produkt af de to
primtal 2 og 3: 6 = 2- 3. At et tal er et primtal og dermed irreducibelt kan
naturligvis generaliseres til andre domaner end mangde af alle heltal.

Ser vi pd domanet Z[/-5|, som bestér af »polynomierne« pa formen a +
bv/=5, hvor a,b € Z, s3 har vi ikke en entydig oplgsning af ethvert tal til et
produkt af irreducible.

Eksempelvis har vi at 6 = 2-3 og 6 = (1 — v/=5) - (1 + +/=5)%. Dette
komplicerer selviglgelig eventuelle videre undersggelser®:.

Vi kan dog genoprette den entydige faktorisering ved at tilfgje nye »ide-
ale« irreducible tal til domenet. Dette blev fgrst gjort af Ernst Kummer
(1810-1893). Meget kort fortalt tilfgjede Kummer nogle ideale irreducible til
Z[v/=5),s8ledesat 2 = a0, 3 = B-7, (1—v=5) = B-a, (1+v=5) = 7-a%®.

P3 denne méde genoprettes den entydige faktorisering i det udvidede system. -
For tallet 6’s vedkommende fas sdledes den entydige oplgsning:

6=a.a.ﬁ.ry

32Ge [Hilbert, 1919-20].

332,3,(1 — V=5),(1 + v/=5) er irreducible i Z[v/=5).
34[Hilbert, 1919-20, s. 96]

353e f.eks. [Bordogna, 1996].
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Dedekind tager senere Kummers overvejelse op igen og behandler spgrgsmé-
let langt mere generelt, hvilket bliver starten til teorien om idealer. Saledes
medfgrte indfgrelse af de »fremmedartede« ideale elementer, at der opstod
en ny interessant matematiske teori.

Hilbert pointerer desuden at indfgrelsen af sddanne ideale elementer i mate-
matikken har veeret effektiv til at lgse forskellige matematiske problemer —
problemer som man inden indfgrelsen havde haft stort besveer med3.

Nar de nye elementer kaldes »ideale«, har dette i fgrste omgang kun sin
berettigelse relativt til det oprindelige system, som man gir ud fra. I det
udvidede system skelner man ikke mellem hvad der er ideale og oprindelige

elementer, og der forligger til stadighed den mulighed, at det udvidede system
i sig selv kan udvides.

Den store gevinst ved de ideale elementers metode er, at man opnar en stgrre
simpelhed i systemet og en stgrre generalitet af dets lovmassighed, og hermed

opnas ogsa en gget epistemisk effektivitet og frugtbarhed i forhold lgsningen
og opdagelsen af relevante matematiske problemer.

Nu forstar vi, hvorfor Hilbert ikke mener, at vi ikke skal smide de problemati-
ske dele af den klassiske matematik vaek. De dele af den klassiske matematik,

som gar udover finitismen, fungerer som ideale elementer, idet de bldrager
med noget veerdifuldt.

Gar vi tilbage til Hilberts finitistiske talteori, s& har denne den ulempe, at
det udelukkede tredjes princip ikke er universel gyldigt. Nu foreslar Hilbert
at vi ganske parallelt til den velkendte brug af de ideale elementers metode
»genopretter« det udelukkede tredjes princips universelle gyldighed ved at
tilfgje den uproblematiske finite talteori et raekke ideale udsagn.

Rent teknisk ggres dette ved at tilfgje folgende aksiom: A(n) — A(e A(z)).

For at forklare hvad den transfinite ¢ -operator ggr, forstiller vi os, at vi har
tilgang til alle tallene som et afsluttet objekt3":

Vi har alle tallene liggende klar foran os, og vi har direkte tilgang til dem
alle. Hvis dette er tilfaeldet er det udelukkede tredjes princip er gyldigt. I sa
fald vil der for enhver egenskab A(x) gelde en af to ting: enten eksisterer der
et ng som har egenskaben A, eller ogsa findes et sddant ikke.

I begge tilfeelde vil der eksistere et r, sdledes at det for alle n gaelder at

A(n) — A(r). e,-operatoren kan altsd forstas som en funktlon som udvzelger
et sddan r i denne »idealiserede« situation.

36Se [Hilbert, 1919-20, s. 98].
37Se [Tiles, 1991, s. 106] og [Kreisel, 1983].
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Hvis der findes et r med egenskaben A udvlges et sidant, ellers udvaelges
et vilkarligt r. e;-operatoren udfgrer saledes en »over-endelig« operation, der
gér udover hvad vi egentligt kan retfeerdigggre finitistisk.

Ved hjelp af e;-operatoren kan Hilbert definere al- dg eksistenskvantorerne:
VzA(x) = A(e;mA(z)) og IzA(z) = A(ezA(z)), og heraf indfgres tertium
non datur.

Men vi m4 i vores gleede over dette ikke glemme, at vi med det ideale element
samtidigt har indfgrt en problematisk stgrrelse — vi mé retferdigggre dets
tilfgjelse til den uproblematiske del af vores matematiske teorien.

For Hilbert bestar dette i at vise, at tilfpjelsen ikke medfgrer nogen modstrid
med den sikre finitistiske viden. Vi ma derfor undersgge de beviser, som
benytter de problematiske dele til at vise finitistiske udsagn, og for at kunne

gore dette, er det ngdvendigt med en formaliseret teori, som ggr beviser til
handterlige stgrrelser.

Hilbert og hans medarbejderes formodning var at €,-operatorerne med finiti-
stiske midler kunne elimineres fra disse » problematiske« beviser af finitistiske
setninger. Hvis dette kunne lade sig ggre, ville man altid kunne reducere de
»ideale« beviser til finitistiske beviser, og dermed ville beviser af finitisti-
ske meningsfulde udsagn, som gar via »det uendelige«, kunne reduceres til
indholdsmassige uproblematiske beviser.

Prisen for at tilfgje noget til det uproblematiske system er altsd at give et
finitistisk konsistensbevis for det udvidede system. Hilberts pointe er, at den
»ideale« overbygning pa finitismen er nyttig, men at retferdigggrelsen af
denne skal ske indenfor den sikre finitistiske ramme. Som han skriver:

Das Operieren mit dem Unendlichen kann nur durch das Endliche
gesichert werden.3®

Tilfgjelsen af den ideale struktur mé ikke fgre til udsagn, som er i modstrid
med det, som vi har fastlagt indenfor den finitistiske ramme. Konsistensbe-

visets gyldighed og matematikkens grundlag afhanger saledes af finitismens
ufejlbarlighed.

Set i lyset af det ovenstaende synes Brouwers karakterisering af Hilbert filoso-
fiske position som en formalisme, hvori matematikken er reduceret til et tomt
spil, at vaere misvisende. Weyl formulerer denne kritik af Hilberts program
pa folgende méade:

38[Hilbert, 1926, s. 190]
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[...] he [Hilbert] succeded in saving classical mathematics by a
radical reinterpretation of its meaning without reducing its in-
ventory, namely, by formalizing it, thus transforming it in prin-
ciple from a system of intuitive results into a game with formulas
that proceeds according to fixed rules3®.

Kritikken synes ikke at ramme plet. Matematikken er ikke blevet »tom«.
Tveertimod indeholder matematikken indholdsmaessige udsagn, og herudover
er indfgrelsen af ideale elementer ikke vilkirlig. Man indfgrer ikke nye ideale
elementer uden videre, blot fordi udvidelsen er konsistent med det gamle
system, der skal mere til, idet tilfgjelsen af ideale elementer er betinget af,

at det udvidede system i det mindste potentielt har nogle bedre egenskaber
end det oprindelige.

Det store spgrgsmal er nu, hvordan vi skal forsta de ideal elementers erkendel-
sesteoretiske status. Ser vi pd det formelle system, s& opdeles dets setninger
i i to grupper: udsagn som svarer til kommunikationer af indholdsmaessige
udsagn, og ideale udsagn som ikke omhandler finitistiske objekter, og som
altsd ikke er »indholdsmassige«, men som er tilfgjet for at give systemet
nogle bedre egenskaber.

Man kan valge at sige, at de ideale elementer og udsagn om ideale elementer
blot har en ren instrumentel funktion: det vil sige, at de blot er epistemisk
effektive syntaktiske veerktgjer, til at opnd erkendelse om matematikkens
»virkelige« genstandsomrade (de finite tegn), og at det kun er i forhold til
dette, at vi kan tale om, at et system har »bedre egenskaber«. En sddan

tolkning fremleegges for eksempel af Michael Detlefsen og Philip Kitcher®.
Kitcher skriver f.eks.:

This position is just that of a simple instrumentalist philosophy
of science, with Hilbert’s notion of intuition playing the role of
direct observation.*!

Hvis dette er rigtigt, si er eksempelvis Cantors mangdelare strengt taget

kun interessant, hvis den har en gavnlig indflydelse pa vores erkendelse af de
finitistiske objekter. -

Man kan godt finde opbakning for en sidan tolkning hos Hilbert, for han
skriver jo at »[...] in der Mathematik sind Gegenstand unserer Betrachtung
39[Weyl, 1927, s. 483) m. forfatterens egen fremhevelser.

40Ge f.eks. [Detlefsen, 1986] og [Kitcher, 1976].
41[Kitcher, 1976, s. 105]
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die konkreten Zeichen selbst«*?, men pa den anden side synes en sidan streng
instrumentalisme ikke helt at veere, hvad Hilbert havde i tankerne:

Aber die mathematische Wissenschaft ist keineswegs durch Zah-
lengleichungen erschépft und auch nicht allein auf solche redu-

- zierbar. Wohl aber kann man behaupten, daf sie ein Apparat sei,
der in seiner Anwendung auf ganze Zahlen stets richtige Zahlen-
gleichungen liefen muf.*?

En del af svaret pa spgrgsmalet, kan vi maske finde i Hilberts afsluttende
bemaerkninger i Uber das Unendliche:

Die Rolle, die dem Unendliche bleibt, ist vielmehr lediglich die
einer Idee — wenn man, nach den Worten Kants, unter einer Idee
einen Vernunftbegriff versteht, der alle Erfahrung iibersteigt und
durch den das Konkrete im Sinne der Totalitit ergdnzt wird — ei-
ner Idee iiberdies, der wir unbedenklich vertrauen diirfen im dem
Rahmen, den die von mir hier skizzierte und vertretene Theorie
gesteckt hat.4

Her sammenligner Hilbert altsd »det uendelige« i matematikken med en idé i
Kants forstand. Hvad en idé er for Kant, vil jeg se nermere pa i det fglgende.

4%[Hilbert, 1926, s. 171)
43[Hilbert, 1926, s. 171] [behaupten = haevde]
44([Hilbert, 1926, s. 190]



Kapitel 5

Hilbert og Kant — ideale
elementer og regulative ideer

Immanuel Kant (1724-1804) blev — ligesom Hilbert — fadt i den gst-preussiske
by Konigsberg. Som vi har set, ligger der bag Hilberts finitisme en kantiansk
inspireret epistemologi, og Hilbert skriver herudover at »det uendelige« i
matematikken skal forstas, som en idé i Kants forstand.

Generelt set var Hilbert glad for at citere og henvise til Kant, eksempelvis

begynder Hilbert Grundlagen der Geometrie (1899) med fglgende citat fra
Kants Kritik der reinen Vernunft':

So fangt denn alle menschliche Erkenntnis mit Anschauungen an,
geht von da zu Begriffen, und endigt mit Ideen.?

Citatet er bade interessant og mystisk. Det viser at Hilbert allerede i 1899
s& pa Kants filosofi med interesse, men det er dog ikke helt let at lokalisere,
hvor i KdrV citatet stammer fra.

I Grundlagen der Geometrie henvises der meget upracist og delvist fejlagtigt
til » KdrV, Elementar Lehre, T.2., Abt. 2.«. Interessant nok findes citatet i
KdrV’s Anhang zur transzendentalen Dialektik, anden del, andet »afsnit«:
(B730/A702). I dette appendiks uddyber Kant de regulative ideers funktion
og status. Anhang’et bliver ofte overset i gennemgange af KdrV hovedlinier,
men det er centralt, hvis man gnsker at forst, hvad Kant forstar ved en idé,
og det vil derfor have en fremtrzedende plads i det fglgende.

1 det fglgende forkortet til KdrV.
2[Hilbert, 1899]

45



46 Hilbert og Kant - ideale elementer og regulative ideer

Nar dette er sagt, bgr man selviglgelig veere forsigtig med at laegge for meget
i Hilberts valg af et citat fra Anhang’et allerede i 1899. Det er ikke noget
der tyder pa, at han pa dette tidspunkt skulle have veeret af den opfattelse,
at »det uendelige« skal forstis som en regulativ idé, men pa den anden side
indikerer det, at Hilbert kan have leest i denne del af KdrV.

Spgrgsmalet er, hvor stor vaegt man i det hele taget skal legge pa, at mate-
matikeren Hilbert henviser til filosoffen Kant. Nogle, eksempelvis Peckhaus

og Fang, mener ikke, at man bgr taget det for alvorligt, sidstnaevnte skriver
endda at:

Hilbert merely liked to quote Kant, the most famous and grea,tést
of all Kénigsbergers — that was all3.

Derfor er det pé sin plads, at undersgge om Hilberts sammenligning af de
ideale elementer med Kants regulative idéer overhovedet holder vand, eller
om Hilbert har faet Kants transcendentalfilosofi galt i halsen.

Det skal allerede nu navnes, for at rydde eventuelle misforstielser af vejen,
at Hilbert ikke direkte overtager Kants specifikke matematiksyn, men at det
derimod er Kants generelle erkendelsesteori som tiltaler ham, hvilket citatet
fra Grundlagen der Geometrie da ogsa peger hen imod.

5.1 Regulative ideer hos Kant

Da Kants filosofi er et stort og sammenhangende »spindelvaev, er det ngd-
vendigt meget kort, at skitsere i hvert fald delomrader af denne, for at fa et
klarere billede af hvad idéer er, og hvilken sammenhang de indgér i. For ikke
at sidde fast i »spindelvaevet« bliver skitseringen dog kort, og redeggrelsen

vil s& vidt muligt koncentrere sig om, hvad en ide er for Kant, med henblik
pa at udrede, hvad dette kan lere os.

Kant ville med sin filosofi skabe en kopernikansk vending i filosofien. Med .
dette mente Kant, at vi skal vende opmaerksomheden vaek fra de erfarede
genstande og istedet rette den ind imod selve erfaringen, og undersgge hvor-
dan erkendelse overhovedet er mulig.

Kant mente at kunne vise, at der findes visse transcendentale* former, som
udggr mulighedsbetingelserne for enhver erfaring, og at disse former er noget

3[Fang, 1970, s. 84, her citeret fra [Peckhaus, 1990, s. 14].

4Det transcendentale er det, som er ngdvendigt, for at vi kan have erfaring; det trans-
cendente er det, som gir udover vores erfaring. '
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som kommer fra det erfarende subjekt selv. Kants filosofi er pa den ene side
et svar til de empiriske skepticister (specielt David Hume), der mente at al
erkendelse kommer fra empirien, men pA den anden side ogsi en kritik af
rationalisternes metafysik, idet han samtidigt mener at kunne vise hvilke
begransninger erkendelsen er underlagt.

For at skare det ud i pap mener Kant, at der er egenskaber som tilsyneladende
er tilknyttet vores omverden, som reelt skyldes den méde vi erfarer pa, og som
endda er mulighedsbetingelser for, at vi overhovedet kan erfare noget. Vi kan
altsd ikke erkende verden, som den er i sig selv®, uafhaengigt af de betingelser
vores sanseevne fastsatter, men til gengaeld kan vi have a priori viden om de
former som vores erfaring er underlagt, og vi kan have en objektiv erkendelse
af tingene som de fremstar for os.

Kant opdeler vores »erkendeevne« i tre dele, - nemlig anskuelse (Anschau-
ung), forstand (Verstand) og fornuft (Vernunft). Jeg vil i det folgende give
en relativt kort beskrivelse af anskuelsen og forstanden, for at bruge noget
mere tid pa fornuften, idet Kants ideer er tilknytte denne.

I anskuelsen dannes en syntese mellem sansematerialet (som mé& antages at
komme fra » tingen i sig selv«) og anskuelsesformerne tid og rum. Dette skaber
feenomenerne. Tid og rum er ngdvendige for at vi overhovedet kan anskue
feenomenerne. Ifglge Kant kan vi simpelthen ikke tanke et feenomen, uden
at det er givet i tid og rum. Derimod kan vi godt taenke os en tom tid og
et tomt rum. Derfor ma tid og rum vaere givet a priori, og saledes kommer
anskuelsesformerne tid og rum fra det sansende subjekt selvé. Kant mente
lidt firkantet sagt’, at den euklidiske geometri beskriver rummet, som det

fremstar for os, og at vi har en a priori anskuelse af rummet som aktuelt
uendeligt®.

Som vi har set er anskuelsen hos Hilbert mere rudimenter, og ikke overra-
skende mener Hilbert, at Kant er giet for langt i hvad der kan antages at
vaere givet a priori:

In der Kantschen Apriori-Theori sind noch antropomorfe Schlac-
ken enthalten, von denen sie befreit werden muf und nach deren
Entfernung nur diejenige apriorische Einstellung iibrigbleibt, die
auch der rein mathematischen Erkenntnis zugrunde liegt: es ist

SKant opererer med et grundlzeggende skel mellem tingen, som den fremstar for os, og
tingen, som den er i sig selv.

8Se KdrV (B45/A31).

"Se f.eks. [Friedman, 1992] og [Posy, 2000].

8KdrV (B39/A25)
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‘im wesentlichen die von mir in verschiedenen Abhandlungen cha-
rakterisierte finite Einstellung.®

Der hvor Hilbert mener, at Kant er giet for langt, er nar Kant haevder, at
rummets aktuelle uendelighed er givet a priori.

Vender vi tilbage til Kant, s& mener han, at der skal mere til end anskuelse,
for vi kan have en egentlig erkendelse. For Kant er det at have erkendt noget
ensbetydende med at kunne afsige erfaringsdomme!®. Det som mangler, for
vi kan afsige erfaringsdomme, er nogle begreber, som kan skabe en ordning
af fenomenerne, da faenomenerne er givet i en ustruktureret mangfoldighed.
Kant mener, at der findes visse begreber som er ngdvendige, for at det er
muligt at falde domme og dermed have erkendelse.

Disse begreber er forstandens bidrag til erkendelsen. Forstanden er evnen til
at feelde domme, og dens grundmateriale er de af anskuelsen givne faznome-
ner, som syntetiseres med forstandensbegreber. Da disse forstandsbegreber
ikke kan udledes af vor erfaring, men er ngdvendige for at vi kan have erfaring,
ma de komme fra forstanden selv.

Det er disse ngdvendige forstandsbegreber, som Kant kalder kategorierne,
og det er ved hjelp af disse, at faenomenerne repraesenteres og forstds som
erfaringsgenstande, der kan faeldes domme om. For at komme frem til hvilke
begreber, der tilhgrer kategorierne, ser Kant pa strukturen af de logiske doms-
former som forstanden (hos alle rationelle veesner) benytter sig af.

Efter en undersggelse af disse, mener Kant at kunne lave en udtgmmende!!
inddeling af domsformerne 1i fire klasser. De fire klasser betegner henholdsvis
dommens: kvantitet, kvalitet, relation og modalitet, og hver af disse klasser
indeholder tre undergrupper af domsformer. Formen af forstandens domme
opdeles saledes i tolv grupper. Da Kant som sagt mener, at erkendelse er
ensbetydende med muligheden for domfexldelse, ma der til hver af de logiske
domsformer svare et a priori forstandsbegreb, altsi en kategori. Hvordan han-
mere preecist kommer frem til de forskellige kategorier udfra dommene, vil
vi ikke gér ind i her, men resultatet bliver at en tavie med tolv kategorier'?,

o[Hilbert, 1931, s. 385]
10For Kant er det, at have erkendt noget ensbetydende med, at kunne afsige en subjekt-
praedikat dom.
11'Her kan man kritisere Kant for at have en kraftig antagelse om den logik fornuftsvaesner
benytter.
12KdrV (B106/A80)
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som han igen mener er udtgmmende:

Kuvantitet
Enhed
Flerhed
Totalitet :
Kualitet Relation
Realitet Substans og accidens
Negation Arsag-virkning
Begraensning Vekselvirkning
Modalitet

Mulighed-umulighed
Eksistens-ikke eksistens
Ngdvendighed-tilfaeldighed

Kategorierne er rene begreber, hvilket vil sige at de er tomme for indhold.
Udover disse findes ogsd empiriske begreber som er synteser af anskuelser
og forstand; eksempelvis er vores begreb om dette papir, fremkommet af en
syntese af anskuelser og kategorierne, og er dermed et empirisk begreb.

Kant giver en transcendental deduktion af kategoriernes ngdvendighed, ved
kort fortalt at vise, at den erfaring vi har kun er mulig, hvis kategorierne
kan anvendes pa feenomenerne. Uden kategorierne ville det ifplge Kant ikke

vaere muligt, at afsige de domme, vi rent faktisk afsiger. Han mener dermed
at have vist kategoriernes objektive gyldighed.

Kant mangler dog stadigvaek at redeggre for, hvordan det rent praktisk er
muligt, at anvende kategoriernes rene begreber pa det i anskuelsen givne!3.
Formidlingen mellem de rene forstandsbegreber og feenomenerne sker via en
»skematisering« af forstandsbegrebet; et skema (schema) skabes af det Kant
kalder dgmmekraften'?, som har sit udgangspunkt i det i anskuelsen givne,
men dog kan forholde sig frit til dette i henhold til kategorierne. Dgmme-
kraften har siledes et ben i hver af disse to dele af vores erkende-evne. Et
skema er tilknyttet et bestemt forstandsbegreb og giver en »repraesentation«

af hvorledes dette forstandsbegreb kan syntetisere med feenomenerne. Lad os
uddybe dette med et lille eksempel.

Ser vi i fgrste omgang pa det empiriske begreb »hund«, s& skal vi for at kunne
anvende det, skabe et »skematiseret« billede af et firbenet pattedyr, som kan
forbinde begrebet med det sansede, og det er begrebet hund’s skema som giver

13Ge ogsa [Korner, 1974, s. 70-75].
14Tysk: Einbildungskraft.
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os en regel, som muligggr at vi kan skabe et sddan »skematiseret« billede®.
Nu kommer vi til skemaets dobbelte status, for med hensyn til den regel, som
begrebets skema giver, er skemaet tilknytte til forstanden, hvorimod skemaet
som »billedskabende« er tilknyttet til anskuelsen, og skemaet kan saledes
skabe den gnskede forbindelse mellem det i anskuelsen givne og forstandens
begreber. Hvad angar kategorierne, som er rene forstandsbegreber, er det
mindre klar hvordan skemaerne fungerer, da der ikke kan skabes billeder af
disse begreber, og Kants redeggrelse herfor ggr ikke sagen meget klarere. Det
skal dog siges at kategoriernes skemaer, p4 samme méde som for de empiriske
begreber, giver regler for kategoriernes anvendelse.

Forelgbigt kan vi altsd sige, at erkendelsesprocessen hos Kant beskrives pa
folgende méde: det erkendende subjekt far gennem anskuelsen ubearbejdede
feenomener i de ngdvendige former rum og tid, og via ligeledes ngdvendige
forstandskategorier skabes en »form« eller »enhed« i dette materiale, sile-
des at vi har mulighed for at faelde erfaringsdomme. Da anskuelsens former
og kategorierne er mulighedsbetingelser for erfaring, kan vi have objektiv
erkendelse om tingene, som de fremstar for os. Bade anskuelsen og forstan-
den er ngdvendige for erkendelse, da anskuelsen uden forstand er blind, og
forstanden uden anskuelsen er tom?.

Det tilbagevaerende spgrgsmal er nu, hvilken rolle fornuften spiller?

Fornuften'” er menneskets evne til at drage logiske slutninger udfra de af
forstanden givne domme. Overordnet kan man sige at fornuften sgger at
ordne og systematisere vor erkendelse, for p4 denne made at sgge en »hel-
hedsopfattelse« af verden. Forholdet mellem forstanden og fornuften er altsa
overordnet set analogt til det forhold, vi finder mellem anskuelsen og for-
standen; forstanden skaber en orden i det af anskuelsen givne, hvorved den
empiriske erkendelse skabes, mens fornuften sgger at arrangere og ordne den
opnaende erkendelse, for dermed at danne en enhed og systematik i denne.

Fornuften benytter sdkaldte fornuftsbegreber, til at arrangere og ordne for-

standens erkendelse, og det er disse fornuftsbegreber, som ogsa kaldes idéer.

Dette sker ved at forskellige forstandsbegreber og domme »samles« under et
fornuftsbegreb (en idé), hvorved der opnés en systematisering af forstands-

erkendelsen. Saledes er ideerne pa en vis made analoge til forstandens kate-

gorier. Men der en vigtig forskel:

16Ge KdrV (B179/A140).
16KdrV (B75/A51)
17Kant skelner mellem den teoretiske og den praktiske fornuft; den teoretiske fornuft

sgger at finde frem til, hvad som er, mens den praktiske fornuft sgger at finde frem til,
hvordan det bgr veere. )
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Ein Begriff aus Notionen, der die Mdglichkeit der Erfahrung iiber-
steigt, ist die Idee, oder Vernunftbegriff.!8

Citatet siger at ideer er begreber, som overstiger den mulige erfaring, de er
altsd begreber om »noget«, vi ingen mulighed har for at erfare.

For at uddybe hvordan ideer opstar, ser Kant p& fornuftens slutningsfor-
mer. Disse mener han er syllogistiske slutninger!®. Fornuftens syllogismer
kan ifglge Kant opdeles i praecis tre klasser: kategoriske, hypotetiske eller
disjunktive?®. Sadanne syllogistiske slutninger bestar af to praemisser og en
konklusion, eksempelvis har vi den kategoriske syllogisme: (1) alle grakere er
rationelle, (2) alle athenianere er grackere, (3) alle athenianere er rationelle.

Konklusionen er selvfglgelig betinget af preemisserne, og disse mé selv veere
betinget af noget andet. Man kan derfor opstille nye syllogismer med disse
preemisser som konklusion, som si igen har betingede preemisser. P4 denne
made far vi en raekke af betingelser bundet sammen af syllogismer. Da fornuf-
ten sgger at ordne forstandserkendelsen, sgger den efter den sidste ubetingede
praemis, og pa denne made opstar ideerne. Kant mener at der findes tre trans-
cendentale ideer, svarende til hver af de tre klasser af syllogismer, disse er:
»jeg’et«, »kosmos« og »Gud«?'. Ideerne er altsi en konsekvens af fornuftens
straeben efter enhed og systematisering af vores forstandserkendelse.

Ud over disse transcendentale ideer, findes der ogsa en raekke »mindre« ideer,

som man kan kalde teoretiske fornuftsbegreber??, som bruges i de enkelte
videnskaber.

Om bade de transcendentale ideer og de teoretiske fornuftsbegreber, mé vi
imidlertid ikke glemme, at de gir udover den egentlige erfaring, og Kant
viser i den transcendentale dialektik, at hvis de benyttes p4 samme made

som forstandsbegreber, vil vi foretage fejlslutninger, hvilket er hvad der sker
for den rationalistiske metafysik.

Fornuften benytter sig sdledes af ikke-empiriske transcendente begreber i sin
evige sggen efter den absolutte forklaring. Men hvis vi opfatter ideerne som

udtryk for noget eksisterende, det vil sige bruger dem konstitutivt, vil vi lgbe
ind i selvmodsigelser.

Nar idéer alligevel er vigtige, skal det ses i sammenhaeng med fornuftens
overordnede fordring om at sgge enhed i erkendelse. Fornuftens grundsatning

18KdrV (B377/A320)

19Tgen m& man bemarke den kraftige antagelse om den menneskelige tznknings logik.
205e KdrV (B361/A304).

218e KdrV (B391/A334).

22Ge [Wartenberg, 1992, s. 229).
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er at spge en forsat udvidelse af erfaringen®®. Bag denne grundsatning ligger
en idé om erkendelsen som en fuldsteendig og systematisk enhed. Denne idé
lader sig bedst beskrive ved at fremdrage de tre principper som fornuften
benytter sig af i sin straeeben efter at opna den.

Disse er principperne om ensartethed (Gleichartigkeit), specifikation (Vari-
etiit) og kontinuitet (Affinitét)2?. Nar fornuften fglger princippet om ensar-
tethed forsgger den at systematisere de empiriske genstande under mere og
mere generelle begreber (»arts«-betegnelser), hvorimod den, nir den benyt-
ter princippet om specifikation, sgger efter den stgrste mangfoldighed blandt
genstandene (forskellige »slegts«-betegnelser), og sammen med det sidste
princip om kontinuitet, som sgger at skabe en glidende overgang mellem for-
skellige »arter«, dannes der siledes et billede af erkendelsen, som en uendeligt
finmasket og fuldstendig enhed.

Hvis vi fejlagtigt betragter disse principper og den bagved liggende trans-
cendente idé, som vaerende konstitutive, synes det oplagt, at vi ma lgbe ind
i antinomier, da principperne betegner dbenlyst modstridende interesser. Vi
kan dog stadig gere brug af ideerne, hvis vi opfatter dem regulativt, idet
idéer i sa fald kan have en positiv funktion. Nir man benytter fornuftens
idéer regulativt, ma man altsd ikke tro, at de henviser til konkrete objekter
givet i erfaringen, men de kan alligevel bidrage med noget positivt:

Man kann eigentlich nicht sagen, daR diese Idee [ideen om den
systematisk enhed af erkendelsen] ein begriff vom Objekte sei,
sondern von der durchgingigen Einheit dieser Begriffe, so fern
dieselbe dem Verstande zur Regel dient. Dergleichen Vernunftbe-
griffe werden nicht aus der Natur geschopft, vielmehr befragen
wir die Natur nach diesen Ideen, und halten unsere Erkenntis fiir
mangelhaft, so lange sie denselben nicht adiquat ist.?

Idéer har altsa ogsé en positiv funktion, idet vi ved hjzlp af disse »udspgr-
ger« naturen, og idéerne giver dermed en rettethed af vores undersggelser.
Idéerne repreesenterer noget »idealt« og »perfekt« og fungerer dermed som’
et focus imaginarius, et fikspunkt som ligger udenfor vores mulig erfaring,
men som vi kan benytte til en systematisering og udvidelse af erkendelse,
da vi kan holde vores forelgbige empiriske erkendelse op imod det ideal som
idéen repraesenterer. Hvor de to ikke stemmer overens, betragter vi erkendel-
sen som ufuldkommen eller mangelfuld i forhold til vores ideal om den, og
?3Se KdrV (B537/A509).

24Ge KdrV (B685-6/A657-8).
Z5KdrV (B673-4/A645-46)
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vi har dermed opnéet et spor, vi kan fglge i vores videre undersggelser. Den
regulative brug af ideerne er altsa at lade dem anspore til nye undersggelser,
og ikke misforstd dem, som det endelige svar.

Kant fremhaver altsd to aspekter af fornuftens idéer — et negativt aspekt;
ideerne betegner ikke ting som eksisterer, de er noget ikke-empirisk afledt
af fornuften, — og et positivt aspekt; ideerne fungerer som et focus imagina-
rius, idet de retter fornuftens undersggelser mod et ideal. Lad os igen se lidt
nzrmere pa det sidste aspekt.

Kant bruger fglgende billede til at anskueligggre hvorledes idéer kan have en
positiv betydning for opnaelsen af erkendelse, pa trods af at de er ikke selv
refererer til erfaringsobjekter. Nar vi kigger ind i et spejl ser genstandene
ud til at vaere bag spejlet, og indfanges vi af denne illusion, kan det lede os
til at drage forkerte konklusioner, men er vi klar over at spejlbilledet er en
illusion, kan spejlbilledet vaere med til at gge vores erkendelse?®. Et méske
mere illustrativt eksempel pd den positive brug af idéer, er det teoretiske
fornuftsbegreb om »rent vand«?’, her forstaet som et »rent grundstof«. Det
er neppe sandsynligt, at vi nogen sinde vil std over for noget sddan. Men
ideen om rent vand kan benyttes til at systematisere vores erfaringer med
vandet i vandhanen, vandpytten eller kaffekoppen, og dermed afdaekke nogle
underliggende mekanismer.

Brugen af idéer er altsd nyttig som et metodologisk veerktgj til at skabe
en enhed i erkendelsen, men den er samtidig problematisk. Problemet er at
retfeerdigggre fornuftens brug af de ikke-empiriske ideer, som et middel til
at opn3 erkendelse. I udgangspunktet kan man sige at fornuften bruger ideer
til at »holde orden i eget hus«, altsd skabe en orden i erkendelsen. Hvis det
blot er pa grund af fornuftens egen interesse, at vi sgger at skabe enhed i
vor erkendelse, vil princippet om erkendelsens enhed blot have en subjektiv
gyldighed. Det vil vaere et metodologisk princip, som fornuften patvinger sig
selv, men det vil ikke ngdvendigvis veere tilfeldet, at systematikken gaelder for
genstandene, som de er givet for os, og dermed ville ideernes retningsgivende
funktion vaere problematisk. Dette er Kant ikke tilfreds med.

[-..] ob man diese a priori, auch ohne Riicksicht auf ein solches In-
teresse der Vernunft in gewisser Mafle postulieren, und also sagen
konne: alle moglichen Verstanderkenntnisse |...] haben Vernunf-
teinheit [...]: das wiirde ein Transzendentaler Grundsatz der Ver-
nunft sein, welcher die systematische Einheit nicht blof subjektiv-

26Ge KdrV (B673/A645).
27Se KdrV (B674/A646).
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und logische-; als Methode, sodern objektiv notwendig machen
wiirde.?

Hvad han skriver i dette citat er, at hvis den systematisering fornuften fore-
tager skal stemme overens med verden, er vi ngdt til at antage systematise-
ringen som et transcendentalt princip.

En sddan antagelse kraever en begrundelse, dvs. en deduktion. Kant forsgger
at give en sddan deduktion ved fgrst at argumentere for at det metodologiske
princip ikke ville vaere muligt uden antagelse af det transcendentale princip.

Argumentet for dette gar som folger. Hvis vi benyttede det metodologi-
ske princip uden en transcendental forudsatning, hvordan kan fornuften sa
haevde erkendelsens systematiske enhed, og dermed komme med udsagn om
naturens systematiske enhed. Uden en transcendental antagelse ville sdidanne
udsagn vaere meningslgse, da fornuften pa forhand mé medgive, at det lige sa
godt kunne forholde sig anderledes. Séledes giver antagelse af det metodolo-
giske princip ifglge Kant ikke mening uden en transcendental »opbakning«.

Udover dette kommer Kant med fglgende argument for ngdvendigheden af
at antage det transcendentale princip:

Denn das Gesetz [systematisk enhed] der Vernunft, sie zu suchen,
ist notwendig, weil wir ohne dasselbe gar keine Vernunft, ohne
diese aber keinen zusammenhangenden Verstandgebrauch, und
in dessen Ermangelung kein zureichendes Merkmal empirische
Wahrheit haben wiirde, und wir also in Ansehung des lezteren
die systematische Einheit der Natur durchaus als objektivgiiltig
und notwendig voraussetzen miissen.?

Kant siger altsd, at vi uden antagelsen af det transcendentale princip om den
systematiske enhed ikke ville have nogen fornuft, og dermed ingen sammen-
hengende forstandsbrug. Vi ville blot have de forskellige spredte erfaringer,.
men ingen systematik, da vi ikke ville have et kriterium for sandheden af
systematiseringen. Kant mener altsa at have vist, at vi ma antage at na-
turen er en systematisk ordnet enhed, idet det er ngdvendigt, at vi i vores
undersggelser gar frem som om denne enhed er objektiv, men han har ikke
nogen mulighed for at argumentere for antagelsens objektiv gyldighed, da
dette ville vaere at ga ud over enhver erfaring.

8K drV (B676/A648)
WK drV (B679/A651)
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Ligesom det er ngdvendigt, at have et skema til at mediere mellem forstanden
og anskuelse, er det ngdvendigt at have noget som kan skabe en forbindelse
mellem forstandens erkendelse og fornuftens ideerne. Vi har altsa brug for en
regel, som kan muligggre forstandsbegrebernes systematisering under en ide.
Det medierende kan dog ikke vaere et skema, idet ideer jo per definition er
begreber om noget som ligger udenfor vores erfaring, eksempelvis kan vi ikke
forestille os den fuldsteendige systematiske enhed3’. I stedet ma vi ifglge Kant
have noget analogt hertil. Dette er ideen om et maksimum, som giver anled-
ning til et princip om maksimal opdeling og forening af forstandserkendelse.
Ideen om et maksimum giver en regel, vi godt kan fglge. En anden ting skal
navnes i denne forbindelse. Hvor et skema mellem anskuelsen og forstanden
gav en regel for hvordan forstandsbegreber kan anvendes pd feenomenerne,
s& gar reglen om maksimum »den anden vej«, idet den foreskriver hvordan
forstandsbegreberne kan anvendes pa ideerne3!.

Ideerne er altsa idealer (eller fokuspunkter) som vi forsgger at tilnzrme os,
s& vidt det er muligt i forhold til den forstandserkendelse vi har. Dette er
ideens regulative funktion, som Kant skriver:

Sondern er [brugen af ideen] ist nur regulativ, um dadurch, so
weit als es moglich ist, Einheit in die besonderen Erkenntnisse zu
bringen, und die Regel dadurch der Allgemeinheit zu nihern.®?

Opsummerende kan vi sige, at ideer er begreber, som ikke svarer til noget i
vores erfaringsverden, men de har en vigtig funktion, idet de systematiserer
vores erkendelse, og giver vores videre undersggelser en rettethed. Denne
rettethed kommer af at ideer er udtryk for et ideal for vor erkendelse, som
vi sammenligner vores egentlige erkendelse med, et ideal som vi dog ikke kan
give nogen endegyldig retfeerdigggrelse af.

5.2 Sammenligning af de regulative ideer og de
ideale elementer

Lad os nu vende tilbage til Hilbert, og sammenligne det Kant siger om idéer
med Hilberts forstielse af matematikkens uendelige objekter.

305e KdrV (B693/A665).
31Ge [Caimi, 1995, s. 318].
32KdrV (B674/A646)
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For det fgrste bgr det bemerkes, at bdde Kant og Hilbert mener, at vor
erkendelse har en sikker syntetisk a priori og siledes ikke-empirisk kerne.
For Kant bestar denne kerne af anskuelsesformerne tid og rum og forstan-
dens kategorier, for Hilbert er kernen det, som indfanges af det finitistiske
udgangspunkt. Kant mente, at vi kunne have en a priori anskuelse af det
uendelige rum. Her mente Hilbert, at Kant var gaet for langt. Specielt mente
han at fremkomsten af den ikke-euklidiske geometri3® tilbageviste, at den
euklidiske geometri kunne vare a priori®*. Samtidigt er han dog fundamen-

talt set enige med Kant i, at der findes visse bestemte mulighedbetingelser
for vor erfaring.

Det store spgrgsmal for os er, i hvor hgj grad Hilberts ideale elementer kan
sammenlignes med idéer i Kants forstand?

Som vi har set tidligere skriver Hilbert folgende:

Die Rolle, die dem Unendliche bleibt, ist vielmehr lediglich die
einer Idee — wenn man, nach den Worten Kants, unter einer Idee
einen Vernunftbegriff versteht, der alle Erfarhrungen iibersteigt
und durch den das Konkrete im Sinne der Totalitét erginzt wird
~ einer Idee iiberdies, der wir unbedenklich vertrauen diirfen im
dem Rahmen, den die von mir hier skizzierte und vertretene The-
orie gesteckt hat.%

Forste ma vi sige, at Hilberts ideale elementer ikke synes at besidde samme
grad af ngdvendighed og specielle status, som Kant tilskriver de transcen-
dentale ideer, s& hvis vi skal lave en sammenligning, ma det vaere med de
»mindre« idéer — de teoretiske fornuftsbegreber. Men mellem disse og Hil-
berts ideale elementer findes der til gengeld ogsad mange lighedpunkter.

Eksempelvis geelder det negative aspekt ved Kants ideer ogsa for de »trans-
finite« ideale elementer, idet de overskrider den mulige erfaring,.

Her kunne man komme med den indvendig, at Hilbert i de matematiske sy--
stemer han opstiller, rent faktisk haevder eksistensen af de ideale elementer,

og at han saledes bruger dem konstitutivt og dermed fejlagtigt ifglge Kant.

Men her skal man veere opmaerksom pé, at det ifplge Hilbert er sddan, at

man i matematikken taler om eksistens pi bestemt méde. Matematiske ek-

sistensudsagn er altid relative til et bestemt system:

33Bolyais og Lobachewskis hyperbolske geometrier.
34For en uddybning af denne diskussion se [Friedman, 1992].
35[Hilbert, 1926, s. 190]
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Sieht man niher zu, so findet man, daR von Existens immer mit

Bezug auf ein bestimmtes zugrunde gelegtes System gesprochen
wird.36

For Kants betgd idéernes transcendens, at vi mé veere forsigtig med vores
brug af dem, for hvis vi uden videre bruger dem, som vi bruger forstandsbe-
greber, lgber vi ind i selvmodsigelser.

P3 samme made siger Hilbert, at vi skal veere forsigtige i omgangen med det,
som gar ud over det finitistiske standpunkt. Som vi allerede har set, gaelder
det eksempelvis brugen af det udelukkede tredjes princip, men et maske mere

let forstaeligt eksempel pa dette’’, er handteringen af uendelige summer, som
f.eks.: '

1-14+1-14+1-1+4...

Behandler vi ukritisk denne sum p& samme méade, som vi ville behandle en
endelig sum, gar vi uden videre udfra, at summe er lig et bestemt tal a. For
at beregne denne veerdi, kunne vi sa f.eks. se pa differensen 1 — a:

l-a = 1—-(1—-1+1-1+..)
1—-1+1-1+1—...
= a

i

Saledes slutter vi at @ = % Men pi denne anden side kunne vi lige s& godt
have gjort fglgende:

¢ = (1-1)+(1-D+(1Q-1+...
= 04040+...
a = 0

Manipulerer vi sidledes med den uendelige sum pa samme made, som vi ville
manipulere en endelig, opstar der en modstrid.

Der findes saledes en klar analogi mellem ideer og de »transfinite« ideale
elementer. Vi skal veere varsomme i vores brug af dem. Fornuftens begreber
md kun benyttes regulativt i forhold til den objektive forstandserkendelse,
og Hilbert kraever p4 samme méde forsigtighed ved tilfgjelsen af nye ideale
elementer til et bestiende system, idet han kreaever at tilfgjelsen ikke md

36[Hilbert, 1919-20, s. 90] m. forfatterens egne fremhavelser.
37[Hilbert’., 1919-20, s. 20-21]
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medfgre modsigelser af vores finitistiske viden. Det er pakraevet, at vi sikre
os at det udvidede system er konsistent.

For Hilbert refererer antagelser, som gar udover finitismen selvfglgelig ikke til
noget, som vi kan give en »finitistisk« betydning, men som ideale elementer
har de en positiv funktion, idet tilfgjelsen giver systemet en stgrre simpel-
hed og en gget generalitet af dets lovmassigheder, og udover dette gges den
epistemisk effektivitet og frugtbarhed. » Det uendelige« som et idealt element,
er altsa ikke noget vilkarligt tilfgjet.

Dette stemmer fint overens -med det, at ideer hos Kant skaber en stgrre
»systematik« og »enhed« i forstandserkendelsen.

Bade Kant og Hilbert skelner altsa mellem begreber som refererer til objekter
i vor erkendelse, og som vi derfor kan have en objektiv sikkert viden om, og
begreber, som har en anden funktion, nemlig at skabe »enhed« og »syste-

matik« i denne erkendelse. Hos begge skal disse ideer eller ideale elementer
behandles varsomt.

Overordnet set er der siledes nogle klare strukturelle ligheder mellem hvad
henholdsvis Kant og Hilbert foretager sig. Hilbert er selv bevidst om, at der

er sidanne ligheder, og han sammenligner ligefrem malet med hans bevisteori
med filosofiens kritik af fornuften:

[-..] — den Begriff des spezifisch mathematischen Beweises selbst
zum Untersuchung machen, gerade wie ja der Astronom die Bew-
egung seines Standort beriicksichtigen, der Physiker sich um die
Theorie seines Apparates kiimmern muf und der Philosoph die
Vernunft selbst kritisiert.3®

Hilberts projekt er alts, p4 samme méade som Kants, en kritik — ikke forstaet

som en negativ dom — men som en efterprgvelse og retferdigggrelse af vor
erkendelse.

Alt 1 alt synes det sveert at fastholde, at Hilbert bare godt kunne lide at.
citere Kant. Tveertimod danner der sig et klart billede af Hilberts filosofi-
ske position, som er slags ny-kantianisme, og af at Hilbert har haft et godt
kendskab til Kants filosofi. Om han s& har fiet dette ved selv at leese Kants
skrifter, eller om han har opnet det gennem de personer han omgav sig med
(specielt Bernays), er si selvfglgelig et interessant historisk spgrgsmaél, men

det rokker ikke ved, at Hilberts filosofi spiller pa et grundleggende kantiansk
tema.

38[Hilbert, 1918, s. 155]
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Et tilbagevarende spgrgsmal er dog om Hilbert ville gd s3 langt som til at
sige, at der med introduktionen af ideale elementer ogsa tilfgres vores un-
dersggelser en rettethed mod et »fokuspunkt« eller et ideal, eller om »det
uendelige« som et idealt element for Hilbert blot er et metodologisk veerk-

tgj, hvis hgjeste formal er at gge den epistemiske effektivitet i forhold til
matematikkens »indholdsmaessige« udsagn?

5.3 Diskussion af de ideale elementers metode

Noget af det, som stadigvaek er &bent for diskussion, er om tilfgjelser af
»transfinite« ideale elementer er ngdvendige, eller er denne slags tilfgjelser
blot er nyttige veerktgjer?

Hilbert synes i hvert fald at tilskrive dem en subjektiv ngdvendig:

[...] niemand, auch wenn er mit Engelszungen redete, wird die
Menschen davon abhalte, beliebige Behauptungen zu negieren,
Partielurteile zu bilden und das Tertium non datur anzuwenden.3®

Tilsyneladende mener Hilbert altsd, at selv ikke den mest veltalende engel
kunne far os mennesker til ikke at foretage ideale konstruktioner, hvilket
historisk set ikke synes at veere helt forkert, idet intuitionismen endnu ikke
har sejret. Men hvordan kan det veere? En mulighed er, at vi psykologisk
set er skruet sidan sammen, det veere sig ved en tilfeeldighed, eller fordi det
epistemisk set er den mest optimale méade at teenke pa. En sddan tolkning af
de ideale elementers metode, finder man hos Detlefsen (1986)*°.

Dette er selvfglgelig en forklaring, og bag denne ligger der den instrumen-
talistiske forestilling om at malet med vores teenkning er at komme frem til
nye »indholdsmassige« domme.

Men spgrgsmalet er, om dette er det eneste mél vores teenkning har.

Hilbert skriver i Naturerkennen und Logik (1930) at vores taenkning sgger at
skabe »enhed« i erkendelsen:

[...] unser Denken geht auf Einheit aus und suchen Einheit zu
bilden.*!

39[Hilbert, 1926, s. 174, [beliebige = »vilkarlige«].
40[Detlefsen, 1986, s. 8-9]
41Hilbert, 1930a, s. 381]
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- Dette passer fint ind i det Kant siger om fornuftens stracben efter systema-
tisk enhed i vor erkendelse og hans idé om maksimum. P4 den anden side,
skal man ogsd vere forsigtig med at drage for entydige konklusioner udfra
et sddant enkeltstdende citat. Det er dog andre steder, hvor noget sidan
antydes. f.eks. skriver Hilbert, at der er en indre tendens til systematik i
matematikken:

[-..] eine innere Tendenz der Mathematik zur Systematik, welche
teils einem bewuften Streben nach logischer Geschlossenheit be-
steht und teils darauf beruht, daf die Verfolgung der naheliegen-
den mathematischen Fragestellungen von selbst zu einer systema-
tischen Ausbildung der Wissenschaft nétigt. 42

En anden mulig tolkning af det Hilbert skriver er altsi at vores tenkning,
udover at sgge nye indholdsmaessige domme ogsd sgger efter enhed og syste-

matik, og at de ideale elementer kan ses som et ngdvendigt middel til at opné
dette mal.

Dette leder videre henimod en bredere diskussion af de ideale elementers
funktion og status i matematikken. Opsummerende kan man altsd valge
mellem to mulige tolkninger af de ideale elementers filosofiske status.

Man kan veelge at sige, at det ideale element hos Hilbert blot har en ren instru-
mentel funktion, det vil sige at de ideale elementers metode er en epistemisk
effektiv metode til at opnd erkendelse om matematikken »virkelige« gen-
standsomride, de finite tegn, dvs. en effektiv og frugtbar metode til afggre
indholdsmassige udsagn. En sadan tolkning veelger f.eks. Detlefsen (1986).

Eller man kan valge en »bredere« og mere kantiansk tolkning, som siger
at de ideale elementer udover deres instrumentielle funktion, tilfgjer noget
mere, idet deres tilfgjelser er udtryk for normative idealer, som vi har for
vores matematiske teorier, si som simpelhed, generalitet. En sddan tolkning
star Mary Tiles (1990) som repraesentant for.

Spergsmalet er altsi om de ideale elementers metode blot er et vaerktgj, eller

om metoden underforstiet bygger pa en (ikke begrundet) hypotese om den
matematikkens systematiske enhed.

Den forste tolkning siger, at de ideale elementers metode er epistemisk ef-
fektiv og frugtbar i forhold til den egentlige indholdsmaessige erkendelse, den
anden siger at den udover at vare effektiv og frugtbar, ogsé er udtryk for en
sggen efter et »ideal«.

42[Hilbert, 1919-1920, s. 11]
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De to forskellige fortolkninger har selviglgelig forskellige konsekvenser for vo-
res forstdelse af matematikkens »transfinite« objekter. Er de »transfinite«
ideale elementer skruenggler, som bliver skabt for at passe til vores finite
genstandsomrade. Eller er de udtryk for »rationelle« normative standarder
(eller idealer), som bliver » patvunget« genstandsomrédet. Sat pa spidsen bli-
ver dette til fglgende spgrgsmal: Er de ideale elementer blot meningslgse, men
effektive, syntaktiske vaerktgjer til at udlede indholdsmaessige udsagn, eller
er de meningsfulde, men »transcendente« og dermed problematiske begreber,
om ideale stgrrelser, som vi benytter, fordi vi forudsaetter og straeber efter
erkendelsens systematiske enhed.

Udover at finde ud af hvad Hilbert mente om dette, er det selvfglgelig mindst
lige s& interessant, at undersgge hvilken tolkning, som bedst forklarer den
matematiske praksis. Disse spgrgsmaél vil jeg undersgge i det fglgende, nar vi
skal se naermere p3 Hilberts syn pa dannelsen af matematikkens begreber.




Kapitel 6

Den matematiske
begrebsdannelse hos Hilbert

For Hilbert er al videnskab et produkt af et samspil mellem »tenkning«
og »iagttagelse«, og matematikken fungerer som et bindeled mellem disse to

verdener!. Dermed er dannelsen af de matematiske begreber under indflydelse
af bade indre og ydre faktorer. '

Ifglge Hilbert findes der tre kilder til videnskabelig erkendelse:

e die finite Einstellung - det finitistiske udgangspunkt
o logik

e erfaring

Som vi har set, danner det finitistiske udgangspunkt ifslge Hilbert muligheds-
betingelserne for vor erkendelse, og det er siledes grundlaget for de logiske
deduktioner, for de almindelige iagttagelser og selviglgelig ogsa for de mere
generelle erfaringer opnet ved eksempelvis gentagne eksperimenter.

At matematikken fungerer som et bindeled mellem teenkning og iagttagelse
understreges af Hilbert i fglgende citat:

Wir beherrschen nicht eher eine naturwissenschaftliche Theori,

als bis wir ihren mathematischen Kern herausgeschilt und véllig
enthiillt haben.?

1Se [Hilbert, 1930a, s. 385), [Hilbert, 1919-20] og [Rowe, 1999)].
%[Hilbert, 1930a, s. 385]
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For Hilbert er det altsa sddan, at vi forst behersker en videnskabelig teori, nar
den er blevet »matematiseret«. Dette ggr at der, udover de fordele der, som
vi allerede har set, er ved indfgrelse af de ideale elementer, er andre grunde
til, at vi m& g& ud over det finitistisk udgangspunkt, da fysiske teorier ofte
benytter forsimplede idealiseringer af det egentligt erfarbare:

[-..] in der Wissenschaft, wenn nicht durchweg, so doch vorweigend
mit solchen Theorien zu tun haben, die gar nicht volkommen den
wirklichen Sachverhalt wiedergeben, sondern eine vereinfachende

Idealisierung des Sachverhaltes dastellen und darin ihre Bedeu-
tung haben.3

Matematikkens funktion som bindeled mellem iagttagelsen og teenkning, gi-
ver matematikken en udvikling to retninger. P4 den ene side er matematikken

ekspansiv og er dermed progressiv, og pa den anden side gar den i dybden og
hvormed den er regressiv?.

Matematikken er progressiv, nar den udvikler systemer af relationer og un-
dersgger disse systemers logiske konsekvenser, sidan som det sker, i det der
normalt karakteriseres som »ren matematik«; denne progressive udvikling
tager selviglgeligt sit udgangspunkt i finitismen, men den fortsaetter, som vi
har set, udover denne ved introduktionen af ideale elementer.

Matematikkens regressive udvikling finder Hilbert udtrykt i den aksiomati-
ske metode. Den aksiomatiske metode benyttes til at give en fra erfaring og
anskuelse opbygget teori en fast struktur og et simpelt grundlag. Et neerlig-
gende eksempel pé dette er selvfglgelig Hilberts Grundlagen der Geometrie.

Matematikkens regressive udvikling er séledes en udvikling mod precision
og sikkerhed. Dette opnéas ved at afdakke hvilke forudsatninger teorien har,
og undersgge hvad som er forudsztninger og hvad som fglger af disse for
derigennem at opdage eventuelle skjulte eller underforstiede antagelser. En
sddan undersggelse giver sdledes ogsa klarhed over raekkevidden af de forskel-
lige antagelser. Dermed ser man hvilke konsekvenser det far, hvis man af den_
ene eller den anden grund pé et senere tidspunkt ma opgive en af antagel-
serne, eller hvor der er mulighed for nye tilfgjelser, og man opnéar derigennem
en dybere forstéelse af det udbyggende system.

En del af den regressive bestraebelse gar siledes ud p4 at komme narmere
et dybere, mere praecist og sikkert grundlag. Da vi gnsker sikkerhed og prae-
cision, opstiller vi stadigt mere formaliserede systemer for tilsidst at forsgge

3[Bernays og Hilbert, 1934, s. 2-3] m. forfatternes egne fremhavelser.
4Se [Hilbert, 1919-20, s. 17-18].
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at vise, at de antagelser som gar udover det finitistiske udgangspunkt ikke
medfgrer modsigelser.

Alt dette kan selvfglgelig synes meget abstrakt, og vi vil derfor se nermere
pa et konkret eksempel pd udviklingen af et matematiske begreb. Et sé-
dant gav Hilbert i foreleesningsraekken Natur und mathematisches Erkennen

(1919-20)°. Eksemplet omhandler dannelsen af det matematiske begreb om
kontinuumet. '

6.1 Dannelsen af det matematiske begreb om
kontinuumet

Begrebet om kontinuumet har ifglge Hilbert sit udgangspunkt i iagttagel-
ser af »det flydende«, det som til stadighed sndres. Det er udfra sidanne
iagttagelser at det matematiske begreb udvikles.

Vi begynder med simple iagttagelser af 2endringer. Denne almindelige erfaring
beskrives af Hilbert, som den oplevelse man har, nir man trackker en tynd
nal over sin egen hud. Nar vi ggr noget sddant, oplever vi, at der mellem
to tidsligt og maerkbart forskellige steder hvor nalespidsen rgrer (A og C)
er et sted B. P4 et tidspunkt vil man iagttage, at man kan skelne A fra C,
men at man ikke kan skelne midtpunktet B fra hverken A eller C. Altsd kan
sagsforholdene ved disse iagttagelser udtrykkes gennem formlerne:

A=B,B=C, A#C

Logisk set indeholder disse formler en modstrid, og vi slutter derfor at punk-
tet B ma vare forskellig fra bdde A og C. Herefter benytter vi forskellige
hjeelpemidler, mikroskoper osv., hvilket far os til hele tiden at indsatte flere
og flere punkter langs nilens bevagelseslinie. Med siddanne erfaringer i bag-

hovedet er det nu naturligt at antage, at beveegelseslinien har uendelig mange
punkter.

Med denne antagelse har vi bevaeget os udover det finitistiske udgangspunkt
og foretaget den fgrste idealisering af vores iagttagelser. Dette fgrer os til et
matematisk kontinuum, som vi kan kalde det farste kontinuum, og som kan
repraesenteres ved hjazlp af de rationelle tal, idet disse har den egenskab, at
der to forskellige tal altid ligger endnu et tal.

5[Hilbert, 1919-20, s. 5-14]
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X=y

Figur 6.1 En enhedscirkel og en skeerende linie.

Dette fgrste kontinuumsbegreb indfanger dog ikke alt ved forestillingen om
det »uafbrudt sammenhangende«. For hvis vi lader punkterne p4 en plan be-
skrives af rationelle koordinater, s kommer vi i modstrid med »almindelige«
iagtagelser, nar vi betragter en simpel situation som péa Figur 6.1.

P4 figuren ser vi en enhedscirkel (beskrevet af z2 + 32 = 1) og den rette linie
gennem (0, 0) og (1,1) (beskrevet af = = y). Vores erfaring siger os, at linien
mé skaerer cirklen i et bestemte punkter. Men nar vi beregner skeeringspunk-
terne, far vi fglgende koordinater:

1
r=y=+——

V2

Men disse er jo ikke rationelle tal, og hvis vi holder fast i vores forste begreb
om kontinuumet, bliver vi ngd til at konkludere, at skeringspunkterne ikke
findes, hvilket er i klar modstrid med hvad, vi ville mene er tilfaeldet. Derfor
gnsker vi at udvikle vores begreb om kontinuumet yderligere, og vi udvider
derfor systemet af de rationelle tal.

Hilbert foretager denne udvidelse ved hjelp af Dedekind-snit. Disse giver os
en metode til at »indskyde« nye tal. Metoden beskriver Hilbert pa fglgende
vis: vi betragter en opdeling af alle de rationelle tal i to mangder K og G,
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hvorom det gaelder, at alle tal i K er mindre end alle tal i G. Nu er der to
situationer: hvis K har et stgrste element eller G har et mindste elementer,
har vi indfanget et rationelt tal; men hvis K ikke har et stgrste element og
G intet mindste element har, s »indsaettes« nu et irrationelle tal, som per

definition bliver et tal, der er stgrre end alle de tal i K og mindre end alle
tali G.

P4 denne made kan vi »indskyde« alle de irrationelle tal, og vi nar derved
frem til systemet af de reelle tal R. I dette nye system kan vi selvfglgelig
vise at alle de sdvanlige regneregler gaelder, og vi er altsd niet frem til et
kontinuum, vi kan kalde det andet kontinuum.

Spgrgsmalet er nu, om det er muligt at g videre med indskydelse af nye tal?

Det ikke seerligt overraskende svar er, at det er det!

Vi kan udvide R pé en sddan méade, at vi f.eks. har tal som ligger mellem 0
og folgen: 1/5,1/3,1/4,1/s, .. ., altsd en en slags infinitesimaler. Vi opnar saledes
et nyt talsystem af hyper-reelle tal — et tredje kontinuum. I det folgende vil
jeg benytte en moderne metode til at foretage en sddan udvidelse, idet jeg
vil konstruere en ikke-standard model for de reelle tal.

Den moderne tilgangen har den fordel, at den samtidigt kan ses som et ny-
deligt eksempel pa de ideale elementers metode.

6.1.1 De hyper-reelle tal

I konstruktionen af vores ikke-standard model tager vi udgangspunkt i
mengden af de reelle tal R. Lad desuden I vezre en indeksmaengde (I =

{0,1,2,...}). Vi ser nu pd mangden af alle funktioner fra indeksmeaengden
ind i meengden af reelle tal:

R! = {a|la: I > R}

Vi vil gerne have opdelt R! i skvivalensklasser, og vi definerer derfor en
sekvivalensrelation pa R!. Dette ggres ved hjzlp af et ultrafilter.

Hvad er et ultrafilter? Et filter F p& I er en ikke-tom mangde bestdende af

delmengder af indeksmaengden I, (F C P(I)). For filteret F skal det geelde
at:

1. 0 € F,F # 0. Den tomme mangde er ikke med i filteret, og filtret er
ikke tomt.
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2. Hvis A, B € F,sder ANB € F. Dvs. F skal vere lukket under endelige
mange fzellesmangde operationer.

3. Endelig skal det geelde, at hvis Ae Fog ACBCI,sder Be F.

Af dette fglger at I € F for ethvert filter. Som et eksempel pa et filter kan
vi tage meengden af co-endelige delmangder af indeksmaengden: Fy = {A C

I:(I'\ A) er endelig}, som vi igvrigt skal benytte senere. Fy opfylder de tre
filter-egenskaber:

e dal e Fy,sder Fo#0,ogdal\D=1Ieruendelig, s3 er § ¢ Fy.

e Hvis A, B € Fy,sh er (I\ A) og (I\ B) endelige, da ma (I\ A)U(I\B) =
I'\ (AN B) ogsa vare endelig, og s& har vi, at AN B € F,.

e HvisAe Fpog ACBCI,sder I\BCI\A,ogsimi(I\B)
ligesom (I \ A) vaere endelig, og siledes er B € F,.

Maengde af alle co-endelige delmangder af I er altsé et filter pa I.

Et filer F kaldes desuden et maksimalt filter eller et ultra-filter, hvis der ikke
findes et andet filter pa I, som indeholder F — eller mere praecist formuleret:
F er et ultra-filter, nar F er et filter pa I, og hvis det for ethvert filter G pa
I gelder, at hvis F C G,sher F=G.

Selvom vi vil benytte et ultra-filter til at skabe det tredje kontinuum, er
et ultra-filter ikke lige sddan til at konstruere, men vi kan heldigvis bevise

folgende satning, der sikrer eksistensen af et ultrafilter. Seetningen vises ved
hjelp af Zorns lemma som er skvivalent med udvalgsaksiomet®:

Saetning 6.1

Til ethvert filter Fy p4 en indeksmaengde I eksisterer der et ultrafilter U, for
hvilket det gzelder at Fo C U.

Bevis for Satning 6.1:

Vi lader Fq veere et filter pd I og ser herefter p4 mangden af de filtre pa I,
hvor Fy er en delmangde af filtret, altsd X = {F C P(I) : Fy C F}.

Beviset for sztningen gar ud pé at vise, at X indeholder et stgrste element, -
og at et stgrste element for X er et ultrafilter pa I, (som jo nu per definition
indeholder F).

Beviset benytte som navnt Zorns lemma:

Lad (X, <) veere en partielt ordnet mengde, for hvilken det geelder, at enhver
ikke-tom totalt ordnet mengde K C X har en guvre grense’. S& har X et

8Se f.eks. [Devlin, 1993, s. 60].
"y € X er en pure grense for K, hvis ¢ < y for alle z € K.
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stgrste element®.

Man kan temmelig let overbevise sig om at (X, C) er en partielt ordnet
mangde, og Zorns lemma giver os eksistensen af et stgrste element for X,
hvis enhver ikke-tom totalt ordnet delmangde K C X har en gvre granse.

Vores kandidat til en gvre graense for X er maengden H = Urx F = {A:
A € F|F € K}, hvor K er en vilkarlig totalt ordnet delmangde af X.

For at afggre om H er en gvre graense, er det nok at vise, at H er et filter.
Hvis dette er tilfeeldet, s er H € X, (da Fy C H), og det vil for alle F € K
gelde at F C H, dvs. H er en gvre graense for K.

Vi skal altsh vise at H har de tre filter-egenskaber:

o H er ikke tom, da J € Fy og Fo C H. Og 0 ¢ H, da 0 ¢ F for alle
FeK.

e Den anden egenskab er ogsé opfyldt, for hvis A, B € H, sa eksisterer
der F1,F: € K, hvor A € F, og B € F,. Da K er totalt ordnet, fglger -
det, at F1 C Fq eller 7, C F, hvilket igen betyder, at A,B € F, .
eller A, B € ;. Da F; og F; er filtre, folger det, at AN B € F; eller
ANB e F,; ogdermed er ANB € H.

e Vi mangler nu blot at vise, at hvis Aec Hog AC B C I,sder B€H.
Dette er ogsa opfyldt, for hvis A € H,sd er A € F for et F € K, og
daF € Keretfilterpd I,sder B€ F C H, og vi har altsa at B € H.

H er alts et filter og en gvre greense for K, og vi har som en fglge af Zorns
lemma et storste element i X.

Spgrgsmalet er nu, om vores stgrste element i X ogsa er et ultrafilter?

Vi lader U veere et storste element i X. Dalf € X er FoCU.Ladnud C G

(G filter pa I), sd er G € X, og da U er et storste element i X, si folger det,
at G =UY.

Saledes er U et ultrafilter, for hvilket det geelder at Fy C U. O
Vi er nu feerdige med vores forberedelser og vender tilbage til konstruktionen
af vores ikke-standard model.

For fremtiden vil U vaere det til Fy = {A C I|I \ A er endelig} tilhgrende
ultrafilter.

8m € X er et storste element, hvis det for alle z € X gelder at m < z = m = z.
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Vi vil nu benytte U til at skabe en akvivalensrelation pa4 R’. For a,b € R,
siger vi at:

b {i €1 ali) =bi)} €U.

»Intuitivt« kan dette forstas siledes, at relationen siger, at de to funktion
stemmer overens »nesten overalt«.

At ~y, er en kvivalensrelation® kan tjekkes relativt let, og vi undlader siledes
at vise det her, men pointen er, at da ~y er en s&kvivalensrelation, s& opdeles
R/ i parvist disjunkte skvivalensklasser.

For alle a € R/ tilknytter vi &kvivalensklassen:
- xa={BeR|B~ya}.

Vores ikke-standard model af de reelle tal xR er s4 maengde af disse sekviva-
lensklasser:

*R = {xa:a € R'}.

Traeder vi et skridt tilbage, ses det at ethvert a € R har en naturlig indlejring
i R! — nemlig den konstante afbildning defineret ved a(i) = a for alle i € I.

xR indeholder altsd en kopi af R nemlig sekvivalensklasserne til de kon-
stante funktioner, og det er sdledes naturligt at sige at R := {*a : a(t) =
a, for alle ¢ € I}.

Men xR indeholder, som vi straks skal se, ogsi andre tal end de oprindelige
reelle tal!

6.1.2 Et nzermere blik pa xR

Vi har altsd nu en meengde af tal *R, som pa en naturlig méde kan siges at
indeholde de reelle tal. P4 denne kan vi definere en ordensrelation samt en
additive og en multiplikation operation.

Vi definerer naturligt nok *a =y *b < {i € I : a(id) = b(i)} € U og
x¥a <y *b & {i € I : a(i) < b(i)} € U, og for a,b € R siger vi at
a(i) = b(3) neste overalt, nar {i € I : a(z) = b(3)} € U.

9En relation er en akvivalensrelation pa en mangde A, hvis den er: refleksiv (a ~ a),
symmetrigke (@ ~ b = b~ a) og transitiv (a ~b ogb~c=a~ c) pd A
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For a,b € R definerer vi *a+xb = *(a+b) og *a-*b = *(a-b) udfra addition
og multiplikation p4 R!. Man kan relativt let vise, at xR med disse relationer
og operationer er et ordnet legeme.

Nu kan vi vise, at *R udover en kopi af de reelle tal ogs& indeholder infinit-
esimaler og »uendelige« tal. Vi siger at:

1. | * a]'® er endelig, hvis er eksisterer et n saledes at | * a| < n, hvor n er
standardkopien af et n € N.

2. | % a| er uendelig, hvis | x a| > n for alle standardkopier af n € N.

3. | *a| er infinitesimal, hvis | *xa| < 1/n, for alle standardkopier af n € N.

Ved denne definition er standardkopien af 0 infinitesimal, men der findes ogsé
andre infinitesimaler i *R.

Ser vi f.eks. p& funktionen «(i) = 1/7 med den tilhgrende ekvivalensklasse
*q, sd er det klart at xa # *0. For et fast vilkarligt n € N gelder det desuden
at |a(i)] < 1/n for endeligt mange i € I.

Da vores ultrafilter I/ indeholder alle co-endelige delmeengder af I, s& er
|e(?)| € 1/n nesten overalt, og vi har altsd at | * a| <y 1/n for alle n € N.

Eksistensen af infinitesimaler har dog den konsekvens, at *R er et ikke-
archimedisk legeme. Hvis *R var et archimedisk legeme, ville der for alle
a,b € ¥R : a,b > 0, eksisterer et n € N, siledes at na > b. Men for det
foromtalte *a har vi at: for alle n € N gelder, det at |a(z)] < b/, for endeligt
mange % € I.

Nu er det sddan, at vi ifglge Hilbert helst ikke vil opgive kontinuumets ar-
chimediske egenskab, for hvis vi ggr dette kan »afstanden« mellem 0 og infi-
nitesimalerne ikke pa szdvanligvis sammenlignes med afstanden fra 0 til et
af vores gamle reelle tal. S& hvis vi tager systemet af de hyper-reelle tal som
vores kontinuum, mé vi opgive at sammenligne de forskellige afstande i konti-
nuumet med hinanden. Men, skriver Hilbert!!, fra vores omgang med verden
har vi jo almindeligvis den erfaring, at vi kan sammenligne alle afstande
med hinanden, og derfor bliver vi ved R, som vores matematiske begreb om
kontinuumet, pa trods af at det nye talsystem er en interessant matematisk
udvidelse. Hilbert skriver om dette:

10Vi definerer | * a| = *a for *a > 0 og | * a| = — * a for *a < 0.
U[Hilbert, 1919-20, s. 10]
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So sehen wir [...], wie die mathematische Begriffsbildung durch
die Anschauung angeregt und von der Erfahrung geleitet wird.!2

Dannelsen af matematiske begreber tager altsi sit udgangspunkt vores an-
skuelse, men bliver siden hen i hgj grad motiveret og styret af vores erfaringer
og generelle betragtninger. Der findes siledes eksterne faktorer som bidrager
til udviklingen af matematikken. Dette vender vi tilbage til senere, men fgrst
skal vi se pa en attraktiv egenskab ved vores ikke-standard model.

6.1.3 Det frugtbare transfer-princip

Selvom *R ikke er et archimedisk legeme, har det dog andre attraktive egen-
skaber, som ikke var kendt af Hilbert, idet de fgrst blev formuleret i en st-

ringent form i 50’erne og 60’erne, som resultat af f.eks. Abraham Robinsons
arbejder!3.

Man kan nemlig vise et teorem kaldet Lo§’ teorem!*, og som en konsekvens
af dette, har vi fglgende transfer-princip:

*R = *xa & R [ a,

hvor « er en formel i et sprog tilknyttet R-universet, og *c er den tilsvarende
formel i et sprog til knyttet til *R-universet. Princippet siger, at en formel

o er sand i standard universet, hvis og kun hvis *a er sand i ikke-standard
universet.

Tager vi eksempelvis fglgende sande udtryk: Va,b € R 3n € N : (|na| > |b]),
s& giver transfer-princippet os: Ya,b € *R 3n € *N : (|na| > |b])*.

Hvis vi gnsker at vise i R-universet, kan vi alts3 istedet vise *a i *R-
universet, hvilket kan veere lettere i visse tilfaelde. Et lille eksempel pa hvordan
xR kan vere lettere at operere i er vel pa sin plads.

Normalt definerer vi en fglges graense pa denne ikke szrligt elegante méde:

Folgen s, har grensen L (limpooo(Sn) = L), hvis der til hvert positivt
eksisterer et positivt tal ng, sdledes at |s, — L| < € for alle n > ny.

12[Hilbert, 1919-20, s. 11]

13Ge evt. [Robinson, 1974].

14Resultatet geelder dog kun for farste ordens formler, hvilket begranser nytten af resul-
tatet. Derfor introducerer man en sdkaldt superstruktur p4 R, som man s efterfﬁlgende
skaber en ikke-standard model af, se Appendiks B.

15Man kan saledes sige, at *R er x-archimedisk.
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Dette er en noget kompliceret definition. Men ved hjalp af vores udvidede
system har vi at!é:

Sztning 6.2

lim (s,) = L & s, =y L for alle uendelige n € xN.

n—oo

Beviset for dette gar pa folgende made:

Bevis
»=>&:

Lad s, vere en fglge med graensen L, og valg et positivt € € R, si eksisterer
der et ng € N siledes at: Vn € N(n > ng — |s, — L| < ).

Ved transfer-princippet far vi, at for ethvert n € *N : (n > ngy) geelder det
at |s, — L| < €. Da nyg er endelig, geelder denne ulighed for alle n € *N \ N.
Men da ¢ var et vilkarligt valgt positivt reelt tal, ma vi have at |s, — L| =4 0,
hvilket betyder at s, =y L for alle uendelige n € xN. _

»=L

Vi forudsaetter at s, = L for alle uendelige heltal n, og herefter veelger vi

et positivt reelt tal €. Da s, =y L for alle uendelige n s m3 |s, — L| < ¢ for
alle uendelige n.

Specielt har vi at (3ny € *N)(Vn € *N)(n > ny — |s, — L| < €), og ved
transfer-princippet far vi den szedvanlige definition af lim,,_,o, s, = L. O

Det er vaerd at bemzerke, at det der siges i Setning 6.2, om hvad det betyder
for en fglge at have en graense, minder en del om hvordan man vel i forste
omgang tenker over dette — nemlig at folgen antager en fast veerdi »i det
uendelige«, hvilket ogséa er hvad der ligger bag skrivemaden lim,,_,, s, = L.

Det, at *R kan vare lettere at operer i, giver ssmmen med transfer-princippet
systemet af de hyper-reelle tal en — i det mindste potentielt set — stgrre
frugtbarhed med hensyn til lgsningen af matematiske problemer.

Traeder vi et skridt tilbage, kan vi se hver af de udvidelser, vi har foretaget
som en udnyttelse af de ideale elementers metode, idet nye elementer tilfgjes

for at opna nye attraktive egenskaber, og for at »fuldsteendigggre« det forrige
system. :

Vi ser altsa en fremadskridende udvikling, hvor talsystemerne udvides ét efter

ét, og gennem disse udvidelser uddybes vores forstielse af den oprindelige
problemstillingen.

18Vi skriver i det fglgende s, for bide s, og *s(n), ogsa selv om denne lgber over *N.
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6.2 Dannelsen af matematikkens begreber

Hvad er det, Hilbert vil fortalle os om udviklingen af matematiske begreber?

Jo, matematikken udvikles pa den ene side ved en progressiv udvidelse af
vores matematiske systemer til stadigt mere rige systemer, men p& den anden
side udvikles matematikken ogsi ved en regressiv fordybelse, som har til

formal at opné preecision og en dybere forstaelse af de udviklede systemers
grundlag.

I eksemplet med kontinuumet ser vi matematikkens dobbelte bevagelse ret
tydeligt. Det progressive aspekt ligger konstruktionen af matematiske struk-
turer og undersggelsen af deres sammenhaenge, og det regressive ligger i un-
dersgger af i hvor hgj grad de stemmer overens med det vi gnsker at modellere,
nemlig vores »naive« teori om kontinuumet,.

Endnu mere end dette viser eksemplet at udviklingen af matematikkens be-
greber ikke er vilkirlig, men at den derimod er styret af bade interne og
eksterne faktorer. Dette er et svar til bade logicisternes tese om at al ma-
tematik kan reduceres til logik, og til de af Hilbert kritikere som mente, at
hans position reducerer matematikken til et »tomt spil«.

I eksemplet med kontinuumet s3 vi hvordan eksterne faktorer har en bety-
delige indflydelse pa dannelsen af det matematiske begreb. Vi gnsker ikke at
opgive den archimediske egenskab i kontinuumet, pa trods af at de hyper-
reelle tal egentlig er en ganske »naturlig« matematisk udvidelse.

Men, pépeger Hilbert, der findes ogsd indre faktorer, som er styrende for
den matematiske begrebsdannelse. Disse beskriver han, som vi tidligere har
naevnt, overordnet som en i matematikken iboende tendens til systematik'’.

I Natur und mathematisches Erkennen uddyber han kort, hvad han mener
med dette, idet han skriver, at tendensen til systematik er resultatet af i det
mindste to bestraebelser. P4 den ene side bliver vi drevet mod systematik,
fordi vi bevidst straeber efter hvad, han kalder »logischer Geschlossenheit, -
og pa den anden siden drives vi mod systematik, da systematik synes at veere
en forudsaetning for, at vi kan lgse visse matematiske problemer.

Néar Hilbert fremhaever matematiske problemer, som en indre faktor der pa-
virker den matematiske begrebsdannelse, hentyder han til, at matematiske
problemer synes at »kraeve« bestemte begrebsdannelser og bevismetoder for
at kunne lgses, som han skriver:

17[Hilbert, 1919-20, s. 11-12]
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Es bilden also die verschiedenen vorliegenden mathematischen
Disziplinen notwendige Glieder im Aufbau einer systematischen
Gedankenentwicklung, welche von einfachen, naturgemaf sich bi-
etenden Fragen anhebend, auf einem durch den Zwang innerer
Griinde im wesentlichen vorgezeichneten Wege fortschreitet. Von
Willkiir ist hier keine Rede.!®

Set i dette lys, vedbliver systemet af de hyper-reelle tal med at veere interes-

sant, idet det muligvis er »frugtbart« med hensyn til lgsningen af matema-
tiske problemer.

Matematikkens straben efter »logischer Geschlossenheit« findes ogsa i dan-
nelsen af kontinuumsbegrebet, idet vi gerne vil have et »fuldsteendigt« sy-
stem!®. Et system af objekter, som star i bestemte relationer til hinanden,
er »fuldsteendigt« med hensyn til bestemte centrale egenskaber, safremt en

udvidelse af systemet ikke er mulig uden tab af en eller flere af disse egen-
skaber.

Hver af de udvidelser vi foretog kan ses som vaerende et forsgg pa at pd
at opnd en sddan »afsluttethed«. Det farste kontinuum er ikke »fuldsteen-
digt«, da det lader sig udvide uden tab af dets centrale egenskaber, hvorimod
det andet kontinuum er fuldstendigt, da det ikke lader sig udvide uden at

den archimediske egenskab gir tabt, og det andet kontinuum har dermed en
attraktiv »afsluttethed«.

Nu er det klart, at hvis vi ikke medtager den archimediske egenskab som en
af de centrale egenskaber, si vil det andet kontinuum ikke veere fuldsteendigt,
idet en udvidelse s ville vere mulig uden tab af centrale egenskaber.

Man kunne herefter tzenke sig, at vi efter en ny udvidelse ville komme til
et andet system, der ikke kan udvides yderligere uden tab af dette begraen-
sede st af centrale egenskaber. Dette er dog ikke tilfeeldet: ethvert system
S hvori de almindelige regneregler geelder kan udvides pa en sddan made,
at vi opnar nyt system som indeholder S som et delsystem, og hvori de al-
mindelig regneregler galder?®. S& hvis vi opgiver den archimediske egenskab
som en central egenskab, kan vi ifplge Hilbert ikke lsengere snakke om »fuld-
steendighed «, hvilket for Hilbert er et »internt« argument for at holde fast
i den archimediske egenskab som en central egenskab, og altsd et argument

18[Hilbert, 1919-20, s. 14][Glieder = led, lem].

19Fuldsteendighed i denne betydning ma ikke forveksles med det bevisteoretiske begreb
om fuldstzndighed.

2[Hilbert, 1919-20, s. 13]
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for at vi bliver ved det andet kontinuum som vores matematiske begreb om
det sammenhangende.

Lad os vende tilbage til det spgrgsmaél, vi stillede i slutningen af sidste kapi-
tel. Hvordan skal vi forstd matematikkens ideale elementer? Er de blot me-
ningslgse, men effektive syntaktiske veerktgjer til at bevise indholdsmaessige
udsagn? Eller er de meningsfulde, men »transcendente« og dermed proble-
matiske begreber om ideale stgrrelser som vi benytter, fordi vi sgger efter en
stgrre systematiske enhed?

Hvis man fglger en streng instrumentalistisk tolkning, s& kan man sige at
Hilbert forsggte at eliminere »det uendelige« fra matematikken. Dag Prawitz
(1972) formulerer det pa fglgende made:

[...] Hilbert formulated his program roughly af follows: The goal
of proof theory is to eliminate the infinite from mathematics.?!

The program was certainly grand and if carried out, it would in
a clear sense have achieved a reduction of mathematics to what
Hilbert called finitary mathematics; mathematics could be under-
stood constructively as being about real propositions with ideal
propositions functioning as tools for deriving results about real
propositions.??

Til den sddan tolkning er der det at sige, at det godt nok er rigtigt, at Hilbert
rent teknisk i sine udkast til konsistensbeviser forsagte at eliminere de transfi-
nite £;-operatorer fra beviser af indholdsmaessige udsagn, men dette betyder
ikke ngdvendigvis, at Hilbert argumenterede for en streng instrumentalistisk
tolkning af matematikkens ideale elementer. Tvaertimod synes Hilbert, nar
vi tager hans redeggrelse for dannelsen af matematikkens begreber med i be-
tragtning at sige noget andet, idet kontinuumsbegrebet ikke kun er indfgrt

for at skabe en stgrre epistemisk effektivt og frugtbarhed med hensyn til de
»indholdsmaessige« udsagn.

Dette bakkes op af fglgende citat fra Bernays (1930), hvori han kommenterer-
den samtidige filosof Vaihingers instrumentalisme:

Vaihingers Betrachtung ist ausschieflich auf die wissenschaftliche
Heuristik eingestellt. Er kennt nur »Fiktionen« die als blof vor-
iibergehende Hilfmittel des Denkens sich Gewalt antut und de-
ren widerspruchsvoller Charakter (wenn es um »echte Fiktionen«

2 Prawitz, 1972, s. 127]
22(Prawitz, 1972, s. 129]
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handelt) nur durch geschickte Kompensation der Widerspriiche
unschidlich gemacht wird.

Die Ideebildungen in unserem Sinne sind bleibendes Eigentum
des Geistes. Sie sind ausgezeichnete Formen der systematischen
Extrapolation und der idealisierenden Anndherung an das Tat-
séichliche. Sie sind auch keineswegs etwas Willkiirliches noch auch
dem Denken Aufgezwungenes; im Gegenteil: sie bilden eine Welt,
in der sich unser Denken heimlich fiihlt und aus welcher der
Menschengeist, der sich in sie versenkt Befriedigung und Freude
schopft.23

Det Bernays siger her er, at idéer — som eksempelvis kontinuumsbegrebet
— ikke blot er nyttige vaerktgjer, men at de derimod er ganske naturlige
systematiske ekstrapolationer eller idealiserede tilnermelser af det, som er
givet for os. Kontinuumsbegrebet er altsd meningsfuldt pa trods af, at det
ikke refererer til et objekt, som vi har tilgang til.

Vi ghr siledes udover det sikre finitistiske grundlag for at opna forskellige
attraktive egenskaber:

e effektivitet — vi vil gerne have kortere beviser.

o frugtbarhed — ideale konstruktioner kan hjzlpe med til at lgse gamle
problemer.

o vi sgger efter generelle lovmessigheder og fuldstendige systemer.

o Herudover er de fysiske teorier, som vi forsgger at give et matematisk
grundlag, forsimplede idealiseringer, og matematikken selv benytter sig
af systematiske ekstrapolationer, som tvinger os udover det finitistiske
udgangspunkt.

Alt i alt synes den mest rimelige tolkning af Hilbert og Bernays at vaere, at
de ideale elementer i hgj grad tilfgjes for at opnd en stgrre systematik i vor
erkendelse. Men der er en pris vi m3 betale, vi kan kun gi frem som om de
ideale elementer eksisterer, silenge dette ikke bringer os i modstrid med den
finitistiske erkendelse.

Matematikkens mal er dermed ikke blot at opnd ny erkendelse om de finiti-
stiske objekter, men det er ogsd at skabe en systematik i denne erkendelse.

23(Bernays, 1930, s. 60]
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Séaledes bgr vi ogsd acceptere ideale elementer som ikke har noget gunstig
indvirkning pa vores erkendelse af finitistiske objekter, sifremt de bidrager
til en yderligere systematisering af den eksisterende matematik. Selvom hver-
ken Bernays eller Hilbert skriver det direkte, synes de at give Kant ret, nar

han skriver, at vi straeber efter et ideal, vi har om erkendelsens systematiske
enhed.

Vi star dog stadigvaek tilbage med spgrgsmalet om, hvilken grad af ngdven-
dighed brugen af de ideale elementers metode kan tilskrives?

Som vi tidligere har set, mener Hilbert og Bernays, at menneskets natur er
séledes, at ikke ti vilde heste kan forhindre os i at g udover den finitistiske
kerne. Ser vi igen pi slutningen af citatet fra Bernays (1930), svinger den
ellers altid saglige Bernays sig op i et hgjere retoriske rit for at understrege
ideernes tiltrakningskraft for os mennesker:

Sie sind auch keineswegs etwas Willkiirliches noch auch dem Den-
ken Aufgezwungenes; im Gegenteil: sie bilden eine Welt, in der
sich unser Denken heimlich fiihlt und aus welcher der Menschen-
geist, der sich in sie versenkt, Befriedigung und Freude schopft.?

Ideerne giver altsd en befrielse og gleede, og kan dermed tilskrives en vis
psykologisk ngdvendighed som ikke er patvunget men derimod er »naturlig«
for os. Dermed kunne man med god ret kritisere Hilbert og Bernays for at
tillade det problematiske af ren bekvemmelighed, og at det dermed i sidste
ende er et spgrgsmal om personlig »smag«, hvorvidt vi skal tillade de transfi-
nite begreber og slutninger i matematikken. Men maske kan der er ogsa gives
andre begrundelser, som kan give de ideale elementers metode en i hvert fald
» pragmatisk « ngdvendighed.

Vender vi tilbage til Kant, skrev han, som vi tidligere har set?, at det er ngd-
vendigt at antage fornuftens systematisering som et transcendentalt princip.
Han gav to argumenter for dette. Det ene er at systematisering som et meto-

dologisk princip kun giver mening, hvis vi antager at det som et transcenden-

talt princip. Set i lyst af en streng instrumentel tolkning er det spgrgsmalet,
om dette er rigtigt, for som vi har set kan systematisering veere frugtbar i
forhold til de indholdsmaessige udsagn, og man kan siledes sige at systema-
tisering giver god mening som et metodologisk princip.

Hans andet argument er, at vi uden systematisering ikke ville have noget
systematiske forstandsbrug. S& kryptisk som dette lyder, kan vi méaske heri

24[Bernays, 1930, s. 60]
258e side 54.
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finde kimen til et andet pragmatisk argument for ngdvendigheden af ideer

i matematikken, som bl.a. tager udgangspunkt i den rettethed ideerne giver
vores undersggelser.

For hvordan ville matematikken og muligheden af matematisk fremskridt se
ud, hvis vi ikke benyttede os af idéer?

Den simpelhed, en systematik opnaet ved tilfgjelsen af ideale elementer giver
de matematiske beviser, er maske ikke kun en bekvemmelighed, vi strengt
taget godt kan undvaere. For hvis vi i videst mulig omfang undgar at benytte
de ideale elementer, vil kompleksiteten af en stor del af vores beviser stige
staerkt.

Men hvad ggr vi, hvis kun én eller to matematikere kan verificere disse kom-
plekse beviser? Er dette nok til at man vil accepterer disse beviser? Dette
kunne veere et argument for ngdvendigheden af at benyttet antagelser som
gar udover det, som er fastlagt i Hilberts finitisme.

Herudover ma man ogsa tage den rettethed som ideér giver vores undersggel-
ser med i betragtning. Hvordan ville matematik veere uden idealer at straebe
mod? For hvor langt ville vi komme, hvis vi ikke havde disse fokuspunkter til
at regulere vores videre undersggelser, og vi istedet »famlede rundt i blinde«?



Kapitel 7
Diskussion

Generelt set har der vaeret en tendens til at fokusere pa det, Hilbert skriver
om den tekniske side af hans program. Dette er sidan set forstieligt nok, da
Hilberts artikler generelt fokuserer pé disse disse tekniske aspekter, men det

har desvaerre givet et forvreenget billede af Hilberts overordnede filosofiske
position.

Det, jeg har forsggt i denne rapport, er at give et mere fuldstzendigt billede
af Hilberts filosofiske position.

Hilbert var i sit hjerte forst og fremmest matematiker, og hans ambition var
at sikre den klassiske matematiks konsistens for dermed at kunne forsvare
matematikerens frihed imod intuitionismens » Verbotsdiktatur«. I 1930 cite-
rer Hilbert Georg Cantor for fglgende:

[...] das Wesen der Mathematik besteht in ihrer Freiheit.!

Dette er et udsagn, som Hilbert var enig i, hvilket ikke er overraskende set
i lyset af de resultater, han selv havde opnaet i Igbet af sin karriere, og

Hilberts program kan saledes siges at vare et forsvar for den kreative frihed
i matematikken.

7.1 Sikkerheden?

Et af omdrejningspunkterne for enhver matematikfilosofi ma veere at kunne
redeggre for sikkerheden af de matematiske domme, det vaere sig positivt
eller negativt, og dette geelder selvfglgelig ogsa for Hilberts position.

![Hilbert, 1930b, s. 9]
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Hos Hilbert forudszettes det som en mulighedsbetingelse for al videnskabelig
erkendelse, at vi kan erkende, om et token er af den ene eller den anden type,
og at vi kan foretage en elementare iteration. Dette giver os sikker viden
om eksempelvis de naturlige tal og deres elementzare operationer, og vi kan

konstruere simple geometriske figurer, s som linier, trekanter, cirkler, grafer
oSV,

Antagelsen, om at vi kan have sikker viden, kan, som vi har antydet, pro-
blematiseres af skeptikeren, for hvordan kan vi veere sikre pa, at vi der ikke
sidder en ond damon og driller os?

Det er et af filosofiens stgrste problemer at forsvarer sig mod en sédan kritik,
og som filosofihistorien vidner om, er det utroligt sveert at argumentere for
hvordan det kan vare, at vi besidder en kompetance som eksempelvis »die
finite Einstellung«, der giver sikker viden.

Et skridt pd vejen kunne vare at tage udgangspunkt i det faktum, at vi
behersker et sprog og kan bruge sproget til at kommunikere med hinanden.
En sidan sproglig kompetance synes nemlig at forudsatte, at vi kan skelne
mellem type og token ganske uproblematisk, og at det derfor ikke er urimeligt
at forudsatte en staerk stabilitet af vores finitistiske viden.

Nar dette er sagt, skal det samtidigt ogsd bemarkes, at det ikke er let at
afggre, preecist hvor graensen mellem det problematiske og det uproblematiske
gar, og pa dette omrade er der altsd behov for nzermere undersggelser.

Vender vi tilbage til Hilbert, s& siger han, at matematikeren udover de sikre
finitistiske objekter ogsa benytter sig ogsad af problematiske ideale objekter
og konstruktioner, som vi ikke har tilgang til, men som tilfgjes for at opnd
nogle attraktive egenskaber.

Disse ideale tilfgjelser fungerer som ideer i Kants forstand: de er ikke finiti-
stisk meningsfulde begreber, men dette betyder ikke at de er uden mening,
idet de er tilfgpjet med et formal. Formalet kan veaere at opnd systematik,
orden, enhed, »fuldstaendighed«, en gget generalitet af de lovmaessigheder
som galder i systemet, en stgrre frugtbarhed, (dvs. at tilfpjelsen genererer.
nye beviser), eller en stgrre effektivitet, dvs. kortere og mere overskuelige
beviser.

Som vi har set, er de »transfinite« begreber ikke blot produktet af overvejelser
omkring effektivitet og frugtbarhed i forhold til indholdsmaessige udsagn, idet
de ofte er fuldsteendigggrelser eller systematiske ekstrapolationer som tillader
en ny systematisk enhed at opsté. Ifglge Hilbert straeber altsd vi overordnet
efter erkendelsens systematisk enhed, men idealet om matematikkens syste-
matiske enhed har dog kun en regulativ funktion, idet det giver en retning
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pa vores undersggelser. Vi kan géir frem som om en sddan systematisk en-

hed eksisterer, salzenge dette ikke bringer os i modstrid med over finitistiske
erkendelse.

De nye transfinite antagelser er altsa ikke vilkérlige, og de méa vurderes udfra
deres effektivitet, frugtbarhed, deres evnes til at skabe systematik - og selv-
folgelig deres konsistens! For tilfgjelserne er problematiske, og vi ma forsgge
at sikre at tilfgjelserne ikke er i modstrid med vores finitistiske viden. Det
er her, at formaliseringen af de matematiske systemer kommer ind som et
middel til at opné en sddan sikkerhed.

Hilberts idé var, at vi » programmatisk « kan opfatte en matematisk teori som
et spil med tegn efter bestemte regler, og at dette muligggrer et konsistens-
bevis udfgrt med uproblematiske finitistiske midler.

Det sidste viste sig dog desvaerre ikke at veere tilfzeldet. . .

7.2 Hilberts program efter Godel

Hovedformélet med Hilberts program var at retfaerdiggere bruge af »ideal«
taenkning i matematikken, eller for at vaere mere preecis, at vise den ideale
teenknings legitimitet, ved at vise dens modsigelsesfrihed. Det er netop dette
mal for bevisteorien som Kurt Godels (1907-1978) ufuldsteendighedsszetnin-
ger fra 1931 sztter et stort spgrgsmalstegn ved!?

Godels ufuldsteendighedssetninger gaelder for ethvert formelt system 7', som
indeholder nok aritmetik til at foretage en sdkaldt Gédel-nummerering. En
Godel-nummerering foretages med primitive rekursive funktioner, og saledes
gzlder ufuldsteendighedsszetningerne for et hver formelt system 7" som inde-
holder den primitive rekursive aritmetik (PRA), der som tidligere navnt
er den naturlige formalisering af Hilberts finitisme. Ved hjelp af Godel-
nummereringen kan vi give ethvert symbol, enhver fglge af symboler og der-
med ethvert bevis i det formelle aksiomatiske system T et entydigt bestemt
Goédel-tal, og vi kan herudover konstruerer en bevis-relation, Bevr(z,y), der
siger at z er et bevis i T for formlen y. P4 denne genialt simple méade skabte

Godel et vaerktgj til at undersgge et formelt system T's fuldstaendighed® og
konsistens.

Resultatet af de efterfplgende undersggelser var desvaerre nedsliende; Godels
forste ufuldsteendighedssatning fortaeller os nemlig, at hvis T er konsistent,

2Det felgende bygger pa [Mostowski, 1966, s. 18-26] og [Feferman, 1998].
3Et formelt aksiomatisk system siges at veere fuldsteendig, hvis det for alle formler a
gelder at a eller ~a er beviselig i 7.
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s& findes der en satning g i T, siledes at hverken g eller ~g kan bevises
i T. Vi kan altsa ikke, som Hilbert ellers forudsatte, skabe en fuldstaendlg
formalisering af en bare rimelige kompliceret matematisk teori.

Godels anden ufuldstendighedssaetning er endnu mere gdeleeggende for Hil-
berts program, idet den forteller os, at vi kan formulere en s@tning i T, som
vi veelger at kalde Konr?, som udtrykker at 7’s konsistens, og om hvilken
det samtidigt kan vises, at Konr ikke kan bevises i 7.

Séaledes gzlder det for ethvert »idealt« system I, som indeholder PRA, at dets
konsistens ikke kan vises i systemet selv og séledes heller ikke udelukkende
ved hjelp af PRA. Derfor kan Hilberts endelige retferdigggrelse af »ideal«
teenkning ikke gennemfgres i dens oprindelige form.

Hermed umuligggres Hilberts oprindelige program, men dette betyder dog
ikke at bevisteorien som en matematisk disciplin er dgd.

En made at omga Godels anden ufuldstaendighedssatning pd er at argumen-
tere for, at der findes typer af finitistisk taenkning som ikke kan formaliseres
indenfor det system, hvis konsistens man forsgger at vise, men som alligevel
kan betegnes som sikre. Sddanne uproblematiske midler vil kunne ggre det
muligt at bevise konsistensen af det pagsldende systemet.

Denne mulighed synes oplagt, da den farste ufuldsteendighedssaetning synes
at medfgre, at Hilberts finitisme ikke kan indfanges af ét enkelt formelt sy-
stem.

Udfra denne tankegang beviste Gentzen (1909-1945) i 1936 konsistensen af
den formaliserede Peano-aritmetik (PA), ved at benytte en velordning af
ordinaltallene op til ¢°. Problemet ligger naturligvis i at argumentere for,
at de midler, Gentzen brugte til at vise velordningen, er uproblematiske og
sikre, hvilket er en filosofisk opgave. Hvorvidt man kan argumenterer for, at

det Gentzen gjorde ligger indenfor Hilberts finitisme, vil jeg dog ikke g& ind
pa her®.

Herudover bgr man ogsd navne Stephen Simpson og Harvey Friedmans un-
derspgelser af, hvor langt man kan komme med en konservativ udvidelse af
PRA, et projekt eller program Simpson kalder reversed mathematics’. Simp-
son opstiller et system W K Ly® som adskiller sig fra den almindelige analyse

4y Intuitivt« siger Konr, at der ikke findes noget formelt bevis i T' for formlen 0 = 1.

5¢p = w* } w gange.

%Se evt. [Andersen et al., 1996).

7Se [Simpson, 1988].

8W KL star for Weak Kénig’s Lemma, som er en temmelig kraftig »ikke-konstruktiv«
antagelse.
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pa to punkter: induktion er kun tilladt over formler af formen Jza, hvor o
ikke indeholder ubegransede kvantorer, og 3 er en 1. ordens kvantor.

For W K L, viser Simpson at en bestemt mangde formler i W K Ly er konser-
vativ over PRA. Pointen med dette er, at vi kan faktisk lave en del matematik
indenfor WK Ly. Man kan altsa retfeerdigggre en del af den klassiske mate-

matik, og Simpson og Friedman har siledes opniet en delvis realisering af
Hilberts program.

Herudover er bevisteoretiske teknikker blevet brugt til at vise mange andre
interessante ting. Eksempelvis har Harvey Friedman vist der findes visse
temmelig »elementere« szetninger om grafer og funktioner, som ikke kan
bevises i ZFC-mangdeleren, med mindre man ogsa antager et aksiom som
haevder eksistensen af visse sakaldte large cardinals®.

‘Men pé trods af disse efterfolgende bestrabelser, kan vi altsa ikke opna den
sikkerhed Hilbert strabte efter, og hvis vi vil forbeholde os retten til benytte

os af den hgjere matematik, ma vi efter alt at desmme acceptere en vis grad
af fejlbarlighed i matematikken.

Hvad betyder dette for s& for Hilberts filosofiske position?

Jo, det er ikke sddan at ufuldstaendighedsresultaterne tvinger os til at opgive
positionen, men den hilbertske position star overfor et ubehageligt valg: vi
kan velge at begraense os til at benytte konservative udvidelser af PRA og

dermed bevare matematikkens sikkerhed, eller vi kan acceptere at vores ma-

tematiske viden besidder et vist mal af fallibilitet, for dermed at bevare det
transfinite’s attraktive egenskaber.

Anden i Hilberts position er at valge den sidste mulighed, og som vi skitse-
rede i slutningen af sidste kapitel kan der give udmerkede argumenter for, at

dette er det pragmatisk set bedste valg, hvis vi gnsker en fortsat udvikling
af matematikken.

7.3 Hilbert og »the mathematical experience«

En tilfredsstillende matematikfilosofi m4 kunne redeggre for den matematiske
praksis og give et realistisk billede af den. En matematikfilosofi m& alts&
kunne fortelle matematikeren noget vasentligt om den videnskab, han er

engageret i, og den ma kunne forteelle matematikeren noget, om hvad det er
han ggr, nar han laver matematik.

%Se evt. [Friedman, 1998).
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Hilberts position bgr altsid kunne redeggre for veesentlige aspekter af den

oplevelse matematikeren har - det som pi engelsk kaldes »the mathematical
experience«.

Jeg vil her fremdrage to aspekter, hvortil Hilberts position muligvis kan bi-
drage med en sddan afklaring. Spgrgsmaélet er altsi, om Hilberts bud pa hvad
der karakteriserer matematisk teenkning svarer til den oplevelse matematike-
ren har, nér han laver matematik?

Forst og fremmest er det en central pointe i Hilberts filosofi, at eksempelvis

aktuelt uendelige mangder ikke er noget, som vi har en erkendelsesmassig
tilgang til.

En del matematikere vil sandsynligvis have det lidt sveert med denne form for
anti-realisme med hensyn til aktuelt uendelige objekter, idet de har en ople-
velse af, at de i hvert fald delvist kan danne sig billeder af sddanne objekter
— en oplevelse der svarer til en form for realisme!®.

Hvordan kan dette passes sammen med en hilbertsk position? Bernays giver
faktisk et bud pa dette:

Unendliche Mannigfaltigkeiten sind uns demnach nur durch das
Denken zuginglich. Dieses Denken ist zwar auch eine Art des Vor-
stellens, aber es wird dadurch nichts die Mannigfaltigkeit als Ge-
genstand vorgestellt, sondern es werden Bedingungen vorgestellt,
denen eine Mannigfaltigkeit geniigt (bzw. zu geniigen hat).!*

Det, Bernays skriver, er at aktuelt uendelige objekter ikke »forestilles« di-
rekte, men at vi kan danne os en forestilling om dem gennem de betingelser
eller regler, som de opfylder.

Dette minder ikke overraskende om hvad Kant skriver, nér han skal forklare,
hvad der skal til for at skabe en forbindelse mellem fornuft og forstand -
nemlig en »regel« vi kan fglge.

Et andet aspekt af »den matematiske oplevelse« som Hilberts position maske
kan kaste lys over er oplevelsen af skgnhed i matematikken.

De fleste matematikere er enige om, at der findes smukke matematiske teo-
remer og beviser, selvom de maske ikke altid er helt enige om, hvilke der er de
smukkeste. I foriret 1988 blev der gennem tidsskriftet Mathematical Intelli-
gencer gennemfert en lille undersggelse af hvilke teoremer tidsskriftets laesere

108e f.eks. [Maddy, 1996, s. 492).
11{Bernays, 1930, s. 39-40] m. forfatterens egen fremhavelse.
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fandt smukke. Topscoren blev fglgende teorem!?, som viser en sammenhzang
mellem fem af de mest grundlaeggende matematiske entiteter:

e"—1=0

De deltagende matematikere blev ogs& bedt om at beskrive, hvorfor de fandt
dette og andre teoremer smukke. De mest almindelige begrundelser var, at
smukke teoremer er »simple«, »korte«, »dybe« og endeligt »overraskende«.

Der er ikke si langt fra anerkendelsen af, at der findes @stetiske idealer i den
matematiske praksis, til det synspunkt at disse idealer er styrende faktorer i
den matematiske udvikling. Noget sddan mente eksempelvis en anden af det
forrige Arhundrede stgrste matematikere John von Neumann (1903-1957):

I think that it is a relatively good approximation to the truth —
[-..] - that mathematical ideas originate in empirics, although the
genealogy is sometimes long and obscure. But, once the are so
conceived, the subject begins to live a peculiar life of its own and
is better compared to a creative one, governed by almost entirely
aesthetical motivations, than to anything else and, in particular,
to an empirical science.!?

Fra en hilbertsk position er det oplagt at se disse &stetiske idealer som udtryk
for en sggen efter systematiske enhed, og siledes kan den @stetiske motiva-
tion von Neumann omtaler siges at have et rationelt element, qua idéernes
retningsgivende funktion.

Dermed afmystificeres den @stetiske dimension i matematikken delvist, for
udfra en hilbertsk position er det ikke s& overraskende at umiddelbart uven-
tede sammenhange skabes, da de matematiske teorier i hvert fald delvist er
opbygget for at netop at opnd en sddan systematisk enhed.

7.4 Afsluttende bemeerkninger om frihed og
sikkerhed

Afsluttende ma man selvfglgelig stille spgrgsmalet om hvorvidt Hilberts po-
sition en fornuftig matematikfilosofi?

12Ge [Wells, 1990].

13[von Neumann, 1947] citeret fra [Maddy, 1996]. Nar von Neumann her taler om
»ideas«, taenker han ikke specifikt p4 idéer i Kants forstand.
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Som det fremgar af det ovenstdende, mener jeg at Hilberts position er en
ganske fornuftig matematikfilosofi. Centralt for positionen er at matematik-
ken har en sikker kerne, men at den samtidigt bevaeger sig ud over denne.
Hermann Weyl er inden pd dette i flgende citat fra 1927:

If Hilbert’s views prevails over intuitionism, as appears to be the
case, then I see in this a decisive defeat of the philosophical atti-
tude of pure phenomenology, which thus proves to be insufficient
for the understanding of creative science even in the area of cog-

nition that os most primal and most readily open to evidence —
mathematics.!

Paul Bernays er i 1930 inde p4 noget af det samme, nar han skriver:

[...] da® wir dem, was in der Mathematik vorliegt, von dem Stand-
punkt der Evidenz allein nichts gerecht werden kénnen, sondern
hier dem Denken eine eigene Rolle zuerkennen miissen.'®

For at kunne give en tilfredsstillede redeggrelse for matematikkens natur og

praksis, ma vi altsi g& udover det egentlige sikre og give plads til matemati-
kerens kreativitet.

Herudover er der ingen tvivl om at matematikken udvikler sig, og at der
skabes nye, banebrydende teorier, som forbedre vor forstielse af matematik-
ken. Men selvom matematikken ifglge Hilbert har en sikker kerne, medfgrer
dette ikke et statisk billede matematikken, for matematikken udvikles netop
gennem matematikerens frihed til at overskride det sikre. Vores udvidelse af
de matematiske systemer er »reguleret« af visse idealer, som ligger indlej-
ret i den matematiske praksis. Herigennem opnés en frihed eller dbenhed og
dermed ogsé en kreativ kraft som skaber ny matematik.

En vigtig drivkraft for den matematiske kreativitet er altsa, at udviklingen
er reguleret af idealer om hvorledes en matematisk teori bgr se ud, heriblandt .
den overordnede idé om matematikkens systematiske enhed. Udviklingen er
dog ikke bestemt pa forhand, for idéen om matematikkens systematisk enhed
dikterer ikke detaljerne i systematiseringen.

Denne frihed har dog en pris, idet vi tilsyneladende ma acceptere, at den
kreative frihed, nar den overskrider det sikre, giver vores matematiske viden
en delvis fallibilitet.

4[Weyl, 1927, s. 484] m. forfatterens egne fremhzavelser.
15[Bernays, 1930, s. 44] m. forfatterens egne fremhaevelser.
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Hilberts position synes alt i alt at vaere et levedygtigt alternativ, og et godt
udgangspunkt nir man leder efter en filosofisk redeggrelse for matematik-
kens natur og matematikerens praksis — et alternativ som burde tages mere
alvorligt i den nuvaerende debat.




Appendiks A

Den primitive rekursive aritmetik

(PRA)

Den primitive rekursive aritmetik kan kort beskrives pa fglgende made?:

(1) Det grundliggende logiske system er den sedvanlige praedikatlogik men
med begransede kvantorer.

(2) De definerende ligninger for de primitivt rekursive funktioner tages som
aksiomer.

(3) Vi tillader induktion over formler med begransede kvantorer.

Det er ikke alle rekursivt definerede funktioner, som er primitivt rekursive.
Et klassisk eksempel p3 dette er Ackermann’s funktion?, som defineres ved
falgende uskyldigt udseende »dobbelte« rekursion:

n+1 form=0
A(m,n)=¢ A(m-1,1) forn=0
Am—-1,A(m,n—1)) ellers
Funktionen vokser skreemmende hurtigt. Det fgrste par skridt ser ikke s&
farlige ud: A(0,0) = 1, A(2,2) = 7, A(3,3) = 61, men herefter begynder
funktionen at stige kraftigt:

22

2
A4,4) =27

1Se [Troelstra og Schwichtenberg, 1996, 5.97-99).
2Se ogsa [Kleene, 1971, s. 271-272].
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Appendiks B

De hyper-reelle tal og
superstrukturen

I dette appendiks vil jeg kort skitsere!, hvordan man kan konstruere en su-
perstruktur pa de reelle tal for dermed at fa det fulde udbytte af L.o§’ teorem.

Vi tager udgangspunkt i mangden af de reelle tal R. Udfra denne vil vi skabe
en superstruktur R pd R. Til dette skal vi bruge fglgende maengder, som vi
definerer ved induktion:

Ry R,
Rnv1 P (Ui=o Bx)

—hvor P er den szdvanlige potensmangde operator.

Det er foreningen af disse mangder R, som er vores superstruktur pad R:

R=|JR,

n<0

Elementerne i R kaldes superstrukturens entiteter, og elementerne i By =R
kaldes desuden ofte for superstrukturens individer.

Vi husker nu, at vi definerer et ordnet par som (a,b) = {{a},{a,b}} og n-
tupler ved induktion: (a) = a,(ai,...,a;) = (ai,...,04—1). De algebraiske
operationer pd R i mengdenlaren kan siledes defineres ved hjelp af 3-plads
relationer, og disse er entiteter i R, ser vi eksempelvis pa addition, kan vi
definere denne som: S = {(a,b,¢),a,b,c € Ry: a+b=c}, og vi har S € R.

1For de narmere detaljer henvises til [Landers og Rogge, 1994] og [Davis, 1977).
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Bemzérk siledes at alle relationer, der er defineret som mangder via n-tupler
er entiteter i R hvilket er den store fordel ved superstrukturen, da Lo$’
teorem kun gelder for forste ordens formler.

For at vise Lo§’ teorem, indfgrer vi et formelt sprog L, som vi vil kaede samme
med strukturen. Dette sprog indeholder:

1. de logiske konnektiver: A,V, -, =, <.
2. variable: z,y,...

3. kvantorer: V, 3.

4. parenteser: ().

5. pradikatet: €.

6. konstanter. Denne mengde af konstanter er stor nok til at skabe en
en-til-en korrespondance med strukturens entiteter.

Vi antager nu, at vi en sddan en-til-en korrespondance mellem entiteterne i
R og konstanterne i L. Saledes kan vi sige at R er en del af L, og vi kalder
R en L-struktur. Vi identificerer L’s pradikat med meengdelerens €.

Vi vil gerne danne en ny struktur *(R), som kan siges at indeholde R. Til
dette benytter vi os af et ultra-filter og maengden RI.

Vi ser fgrst pa R!, som er meangde af alle afbildninger fra indeksmaengden I
ind i R.

Vi antager, at vi har et é-ufuldstaendigt? ultra-filter U p& I. Ved h_]aalp af
dette ultra-filter definerer vi relationerne =, og €y pa RI:

a =y b {i:ai) =b()} €U;(a,be R

a €y be {i:a(i) =b()} €U;(a,be RY)
Disse kan ses udvidelser af € og = til R!. I det fglgende vil vi saledes kun
skrive fodtegnet i de sammenhenge, hvor det er vigtigt.

=y er en xkvivalensrelation pa R! hvilket relativt let kan vises, og séledes
opdeles R! i @kvivalensklasser.

2Et filter F kaldes desuden é-ufuldstendig, hvis der eksisterer en uendelig folge a.f
elementer i det (F, € F),(n =1,2,...), sdledes at (2, F, ¢ F.
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Der findes en naturlige »indlejring« (a — *a) fra Rind i R, idet det er
naturligt at identificere elementer i R med de konstante afbildninger i R':

*a(i) = a, for alle : € I. Man kan vise, at vores *-indlejring blandt andet har
folgende egenskaber3:

1. *0 = 0.
‘For a,b € R, s8 a C b= *a C *b.

For a,b € R, a € b & xa € xb.

o

*-indlejringen bevarer endelig mangder, for a,,...,a, € R, s x {a} =
{#xa},x{a1,...,a,} = {*ay,...,*a,}.

5. *-indlejringen bevarer de swdvanlige mengde operationer: for
LX) an € R’ Sé’ *(U?:l a”i) = U?:l *ai’*(n"?:l ai) = n?:l *Q;.
6. *(a1 X ... X ay) =*a; X ... X *ay.

7. Va,b,€ R :'x(a\ b) = xa \ #b.

8. x-indlejringen bevarer domane og billedet af n-zere relationer i R:

xdom(b) = dom(xb), xran(b) = ran(xb), sdledes har vi at *(b(a))
xb(*a).

En entitet a i R! kaldes internt, nar der eksisterer et naturligt tal n > 0
saledes at a €y *R,. Hvis dette ikke er tilfaeldet kaldes entiteten ekstern.
Herudover kalder vi naturligt nok en intern entitet a for en standard entitet,
- hvis der eksisterer en entitet b € R, siledes at a = *b.

B.1 Lo$ teorem

Et af vores mél er at vise, at »sub-strukturen« *(R) i R!, i en vis forstand har
de samme egenskaber som R. For at opn4 dette, antager vi at R!’s elementer
er sat i en en-til-en korrespondance med konstanterne i et formelt sprog L.

Mere praecist skal vi vise, at en bestemt typer af setninger V € K (L) gelder
i R, hvis og kun hvis setningen *V galder i *(R).

K(L) er mangden af de velformede formler i L hvor kvantorerne er pa fgl-

gende form: Vz((z € A) = ...) og Iz((z € A) A...), altsd de formler, hvor
domanet for kvantorer er en entitet i R.

3Se [Luxemburg, 1973, s. 44].
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Mangde af de formler hvorom det samtidigt gezlder, at de er sande i R,
kalder vi K,. Tilsvarende har vi for vores *L-struktur en mangde *K (L)
og en mangde *Kj. Formlerne i K(L) kan pa grund af superstrukturens
opbygning udtrykke meget interessant matematik, som vi ikke havde faet
med, hvis vi blot have skabt en ikke-standard model af mangden R, sddan
som Vi gjorde i selv rapporten.

L.o§’ teorem siger at for V € K(L), sd er V € K, hvis og kun hvis ¥V € %K.
*V er satningen V, hvor konstanterne i V' (a,, . . ., a,) er skiftet ud med deres
standard modparter i *L: (*ay,. .., *ap) .

Til at bevise teoremet, skal vi bruge fglgende satning om vores *-indlejring:

Sztning B.1

Lad V =V (x4,...,z,) vare element i K(L) hvor z,...,%, er frie variable,
og lad A = {(z1,...,%p) : (Z1,...,%p) € a 08 V(Z1,...,2p)}, hvor a er en
vilkérlig entitet i R. S48 er Ac R og

*A={(y1, - ¥%) : W1,---,Yp) €E*a 08 *V(y1,...,Up)}-

Bevis

At A € R, folger af at A C a, og da vi har at a € R, si m& A € R. Resten
af saetningen vises ved induktion over antallet af kvantoreri V.

Forst viser vi setningen for formler uden kvantorer.

HvisV =V(zy,...,2p,01,...,0q) €r »atomar, er V en formel pa formen a €
B, eksempelvis: (z1,...,%Lp, a1,...,0q-1) € aq eller (zy,...,Zp-1,01,...,84) €
z,, og si folger resultatet direkte af den méde, vi definerede € pa, idet vi
husker at a € b, hvis og kun hvis xa €;; xb.

Da resten af vores formler (uden kvantorer) som bekendt kan konstrueres ved
brug af konnektiverne — og A, skal vi nu kun vise fglgende:

Huvis setningen geelder for formlerne V og W, sé geelder den ogsé for (V AW)
og V.

Jeg vil kun vise det fgrste her. Vi lader V = V(z1,...,Zp,Y1,.-.5Yq) 08
W = W(z,...,Zp, 21,...,2,) veere formler for hvilke sztning geelder, og
A= {(Z1,- s Zpy Y1y -+ sYgs 21y o« 2 2r) ¢ (T1yee ey Tpy Yy ooy Ygy 215+ -5 2r) €
aog (VAW)}

Vi kan splitte A op, s& vi far at: A = {(z1,...,2) : (Z1,...,2%) €Eaog V}nN
{1y, 2) : (Z1,---,2) Eaog W}.

Vi kan nu benytte satningen pad de to dele, og da vores *-indlejring
har egenskaben, at: *(A; N A2) medfgrer *A; N *xA4;, s& far vi at
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A= {(®y Tp Yty Ygs 21y -1 20) L (Bl Ty Y1y oy Yg By oo o2 2r) €
*a og * (V A W)}, hvilket var, hvad vi ville vise.

Nu vil vi se pa de formler i K (L) som indeholder kvantorer. Her gér vi i gang
med vores induktion over antallet af kvantorer k. Vi tager udgangspunkt i

det, vi lige har vist, nemlig at satningen geelder for formler i K (L), hvor
antallet af kvantorer er k = 0.

Vores induktionsantagelse er, at setningen galder for formler, hvor antallet
af kvantorer er k = n, dvs. at stningen geelder for formler af formen:

V = (gzs) ... (gz1)W(z1, ..., Tny Y1, - - - Yq), Bvor W ikke har kvantorer og
Y1,...,Yq er frie variable.

Vi skal nu vise, at szetningen geelder for k = n + 1.

Lad V € K(L) vere en formel med (n + 1) kvantorer pd formen:
(@Zn41) ... (@)W (21, ..., Tn41, Y15 - - -, Yg), OF antag at qT,4y er eksisten-

skvantoren (3z,41). Vi kalder 3z,41’s domzne for b, og da V € K(L) er
b pr. definition element i R. Vi ser nu pa den bingre relation:

B =
{((@1, -, ¥g-1), Zn1) (Y15 -, Yg-1)s Tns1) € (@ X b) 0g (g24a) - - - (gz1) W}

Ved vores induktionsantagelse har vi at:
*B =

{((w1,---+¥Yg-1) Zns1) : (Y15 -+ Yg—1)s Tnt1) € *(axb) og (gzn) ... (gz1)*xW}
og da *(A x B) = *A X *B, har vi at:

*B =
{1, s Yg=1)s Tn1) : (11, - - -, Yg—1)s Tng1) € *ax*b 0g (gTn) - - - (gT1)*W}.
Vi ser nu pad B’s domane, som vi kalder A:

dom(B) =A= {(yls s ’yp) €aog (axn+1 : (xn+1 € b) A (qzn) T (qxl)W)},
hvilket ogsa kan skrives som:

A={(y,..,¥p) : (W1,--2¥p) €a 08 V(y1,..., %)}

Mangden A er altsd den mengde, som er tilknyttet til formler med (n + 1)
kvantorer.
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For at vise at *A har den gnskede form, benytter vi os af at vores *-indlejring
»bevarer« domaner: dom(xB) = xdom(B) = *A.

Domsanet for *B er altsa:
*A =

{1, %) - (Y1y- -1 Yp) € *a 08 (BTnt1 : (ZTnt1 € ¥b)A(g2y) .. . (g21)* W)}

= {(yla"',yp) : (yl,"'vyp) € *xa og *V(yla"'ayp)}

Hvilket var, hvad vi skulle vise. Seetning B.1 geelder altsa for alle V € K(L).
O

Vi er nu i stand til at skitsere beviset for L.o§’ teorem:

Satning B.2 (Lo$’ teorem)

HvisV € L(K) sder V € Ky & %V € K.

For V' uden kvantorer fplger Lo§’ teorem af definitionen af €, som giver at
a € b hvis og kun hvis %a € *b.

For V med kvantorer pa normal formen (qz,)...(gz;)W, hvor W er kvan-
torfri og gz, er Jz, galder teoremet ogsa.

For at sige, at V geelder i R, det svarer til at sige at meengden A = {z,, :
Zn € R og (qZn—1)(gz1)W} ikke er tom, dvs. A # 0.

Nu benytter vi setning B.1 og at § = 0. Dette giver os at:
*A = {zp : T € R 0g (qZn—1)(qz1) * W} # 0.

Vi har altsd at xA # *0, hvilket svarer til at *V € x K.
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