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Abstrakt

Beskrivelse af valgmodeller set fra et matematisk synspunkt. Valgmodeller har sin anvendelse
ved fastleeggelsen af mandatfordelingen ved valg, dvs. hvor mange mandater hvert enkelt
parti skal have. Flere mandatfordelingsmetoder beskrives: Adams’s, Deans, Hills, Websters
og Jeffersons metoder, der er mandatprismetoder, og d’Hondts og Sainte-Lagiies metoder, der
er divisormetoder. En matematisk model for mandatfordelingsmetoder opstilles og uddybes.
Aksiomer indenfor denne model beskrives. Neutraliteten af mandatfordelingsmetoder
defineres og vurderes.
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1. Indledning

I et samfund med en demokratisk kultur spiller afstemningen en central rolle. Afstemningen er det redskab
ved hvis hjzlp menigmand kan gve indflydelse pd sammensatningen af kompetente forsamlinger, det vere
sig landets parlament eller bestyrelsen i den lokale fodboldklub.

Uanset om det drejer sig om det ene eller det andet er det naturligvis nedvendigt at have regler for atholdelse
af valg, herunder ogsa for, hvorledes man fordeler mandater i henhold til de afgivne stemmer, og i den for-
bindelse anvender man ofte matematisk funderede regler.

For den demokratiske kulturs fortsatte bestéen er det vigtigt at sidanne regler forekommer de involverede
parter ( savel valgere som kandidater og partier) rimelige og retferdige. Retferdighed er imidlertid ikke et
entydigt og urokkeligt begreb; folelsen af at blive behandlet retfardigt eller uretfardigt er i hej grad atheng-
ig af tradition og kultur. Ved et dansk folketingsvalg sker det for eksempel ofte, at ganske fi stemmer er af-
gorende for om et givet mandat tilfalder det ene eller det andet parti, og det er tankevakkende, at det ikke
affeder en offentlig debat om mandatfordelingsmetoder, men blot vag kritik af eventuelle sofavaligere.

Nar man ikke anfaegter metoden skyldes det méske, at matematikken — i modsatning til f.eks historie og lit-
teraturvidenskab — for den almindelige borger fremstar som den helt objektive videnskab, der ved sin blotte
forbindelse med valghandlingen forlener denne med en aura af neutralitet.

Det er naturligvis et spergsmail i hvor hgj grad en sidan opfatttelse stemmer overens med virkeligheden. I
praksis er fuldsteendig proportionalitet mellem stemmetal og representation umulig at opn4, og historien
viser gennem fremkomsten af de mange forskellige mandatfordelingsmetoder, at dette problem til alle tider
har vaeret genstand for en levende interesse.

Som en naturlig konsekvens af denne interesse melder sig spergsmaélet, om man matematisk kan bevise, at
nogle metoder er bedre end andre, ja maske endda, at én metode er bedre end alle andre, eller sagt p4 en
anden made, om man ved hjzlp af formelle matematiske metoder kan opni en indsigt i emnet, som man ikke
kan erhverve sig med almindelig sund fornuft.

1.1 Problemformulering og -afgrznsning

Det overordnede udgangspunkt for projektet har veret en interesse for det representative demokrati. Ideelt
set skal en valgt forsamling jo afspejle valgernes ensker retferdigt, men hvis den anvendte valgmetode i et
givet land kan betragtes som et udtryk for den officielle lgsning pé dette problem, ma man sige, at der fra
land til land er sterkt divergerende opfattelser af, hvad der er en god lesning. Det er saledes svert at se, at
forholdstalsvalg og valg i enkeltmandskredse (det er naturligvis ogsd muligt at praktisere en mellemting
mellem de to metoder) skulle repraesentere de samme forestillinger om retferdighed. Vi har valgt ikke at
beskaftige os med valg 1 enkeltmandskredse. Dels er selve fordelingen af mandater uinteressant (det ville
derimod vere interessant at se, hvilken virkning det ville have at ndre pa greenserme mellem de enkelte
valgkredse), dels anvender man forholdstalsvalg i Danmark.

Hvadenten man praktiserer den ene eller den anden metode, m& man imidlertid tage visse praktisk politiske
hensyn (f.eks. pa forhand udelukke partier med meget beskeden valgertilslutning (sparregrense)), og her er
det i et demokrati meget vigtigt, at der i veelgerbefolkningen er konsensus med hensyn til de begrensninger,
man pélagger metoden.

Et andet udgangspunkt af mere underordnet art var konstateringen af, at forskellige mandatfordelingsmetoder
ved samme valg ogsé gav forskellige mandatfordelinger, og da disse jo netop var eksempler, gnskede vi at
ga fra det specielle til det almene, dvs. undersege, om det var muligt at finde en "neutral” mandatfordelings-
metode. Kan man, som ovenfor berert, overhovedet finde en neutral mandatfordelingsmetode, og hvilke krav
skal den honorere for at kunne retferdiggere betegnelsen “neutral”? Et svar pa disse spergsmal kunne vare
opstillingen af en matematisk model.

Vi er derfor ndet frem til folgende problemformulering:

I hvor hej grad kan matematikken via en matematisk model bidrage til valg af den mest neutrale
mandatfordelingsmetode?




Nér man i almindelighed beskéﬁiger sig med matematisk modellering til l@sning af et givet problem, ma
man gere sig klart, at de mennesker, som skal betjene sig af modellen,”brugerne”, vil stille visse spergsmal
for at fa klarhed over modellens anvendelighed.

Brugerens forste spmgsmél vil normalt vaere :

e Kan det emne og de problemer, jeg beskzftiger mig med formuleres matematisk? Dvs. kan man beskrive
det verbalt formulerede i matematisk sprog?

Hvis svaret er ja, vil det naste spergsmal vare:

e Hvilken type spﬂrgsmél inden for problemstillingen kan matematikken besvare, og hvor kan den ikke
hjzlpe? :

Hvis matematikken kan svare pa brugerens spergsmal, vil det tredje spergsmal vare:
e Hvor gode er svarene? Vil f.eks. sma variationer i data eller forudsztninger give &ndrede resultater?

For det specifikke emne, der behandles i dette projekt, mé brugerens spergsmal vare:

1.. Kan politisk vedtagne valgregler, f.eks. mandatfordelingsmetoder formuleres matematisk, og, ikke
mindst, kan de alle formuleres inden for samme ramme?

2. Kan man inden for denne ramme formulere nogle krav/kvalitetskriterier, og kan matematikken bidrage
med yderligere praciserende spergsmal?

3. Kan modellen bruges til at vurdere den uretfeerdighed, der uundgaelig begas, altsa f.eks. vurdere hv11ken
mandatfordehngsmetode der er mest retferdig? .

Stiller man disse spergsmal til en matematlker der forst og fremmest interesserer sig for matematikkens
praktiske anvendelsesmuligheder kunne svarene blive som falger:

Ad 1: Ja. Man kan opstille en matematisk model ud fra politisk bestemte metoder, men det krever at man
foretager en forenkling af den politiske virkelighed. Hvis man forenkler og konkretiserer de mange forskel-
lige valgmetoder, der findes 1 den virkelige verden” kan man godt na frem til en matematisk model.
Eksempler pa, hvad vi ikke vil inddrage i modellen er sprregrenser og geografiske favoriseringer (at et’
bestemt omrade garanteres flere mandater, end dets befolkningstal berettiger til). Derudover regnes alle af -
givne stemmer som listestemmer (partistemmer) mens begrebet personlige stemmer lades ude af betragtning.
Problemet bestar altsé i, at vi ud fra et givet sat af stemmer pa et givet antal partier skal finde en mandatfor-
deling for disse partier. Hvis antallet af partier betegnes N, og det samlede antal mandater betegnes M, kan de

afgivne stemmer péd de N partier opfattes som en N-dimensional vektor, hvor et elements; betegner antallet
af stemmer pa parti i. Vores model er da-en afbildning af en (N+1)-vektor ind i en N-vektor:

m:Z¥xz, >z¥
af formen
m:(S,,8 Sy, M) = (m,,m,,...my)

Ad 2: Ja. Inden for rammen kan man godt opstille krav/kvalitetskriterier til/for modellen med hensyn til
dennes egenskaber, Nar man przciserer disse krav matematisk kan det blive nedvendigt at stille yderligere
opklarende sporgsmal. Der er f.eks. flere forskellige mader at beskrive monotoni pa:

¢ 'Hviss, stiger (resten uzndret) si ma m, ikke falde.




e Hviskvota k; (k; = s,.%{—,S = Zs,. ) stiger, sd m& m;, ikke falde.

* hvis s;stiger og s, falder(i # j, resten uzndret ), s& mé parti i ikke fa feerre og parti j ikke flere man-
dater.

Ad 3. Ja. Det er muligt inden for modellen at vurdere retfzerdigheden i mandatfordelingen, men det kraver,
at man definerer begrebet “uretfaerdighed.” Hvem er det, der behandles uretferdigt, er det veelgerne, parti -
emne eller kandidaterne? Atter her er det nedvendigt at stille yderligere praciserende spergsmal.

Nér den verbale formulering af mandatfordelingsproblemet er omsat til en matematisk formulering opstar et
matematisk problem: At drage konsekvenser til belysning af modellen udfra det givne szt af deﬁmtloner og
aksiomer(kvalitetskrav).

Til radighed har man et arsenal af velafprevede matematiske formler, ligninger og metoder. Forst ma man
imidlertid undersege a) om aksiomerne er kompatible (da man kan vare kommet til at stille for mange eller
for store krav til modellen) b) om nogle aksiomer er overfladige (dvs. at de kan udledes af de gvrige aksio-
mer).

Demnzst ma man undersege, hvor robuste de opnéede resultater er for andringer i aksiomerne, dvs. foretage
en sensitivitetsanalyse.

Dette forer til sammenligninger mellem de forskellige aksiomsystemer. Den matematiske sikkerhed ligger i
de matematiske metoder til at udlede resultater af aksiomer. Veerdien af resultaterne ligger i de antagelser,
afgrensninger og approksimationer man har foretaget i forbindelse med formuleringen af modellen. For
valgmodeller er der kun én parameter, nemlig det samlede antal mandater, der skal fordeles, og det behoves
der ingen approksimationer til.

Derimod har vi gjort visse observationer og antagelser:

I demokratiet foreligger der fuld information (bortset fra at selve valghandlingen er hemmelig).
Sensitivitetsanalyse kan for eksempel vaere parvise sammenligninger udfra ulighedsdefinition. Neutralitet
kan betragtes udfra vaelger, kandidat og partisynspunkt.




1.2 Anvendte symboler og betegnelser

e Partier betegnes med bogstaverne 4, B, C, ..., N, evt. P;, P, P;, ...Py.
Et tilfeldigt parti kan betegnes med i; to tilfeldige med i og .

e Stemmetallene for partiemne 4, B, C, ..., Nbetegnes: 5 ,,55,5¢5..., Sy -
Stemmetal opniet ved andre valg kan betegnes s;, evt. Si -
Med s betegnes vektoren med koordinaterne (5 ,,S5,5¢5---»Sy)

e Antallet af valgere (eller rettere antallet af afgivne stemmer):

S=5,+S5+Sc+..+5y =Zis,. .
e Mandattallene for partierne 4, B, C, ..., Nbetegnes m ,,my,mc,...,m,, .

Tilsvarende indferes vektoren m =(m ,my,m,...,m,, ).

» Husets storrelse (det samlede mandattal): M =m, +m, +m, +...+ m, = Zim,. .

L 5;
e Kvota for parti i er defineret som: k; = M - —

S

: S
¢ Den samlede gennemsnitlige pris for ét mandat, mandatprisen: x = H

R S.
Pr. parti geelder: x, = —

m;
1 .M 1
¢ Den gennemsnitlige vaelgerreprasentation: ? =—
x .
. m; 1 ‘
Og pr. parti: — = —
s, X

* Mangden af reelle tal betegnes R;
Mzengden af rationale tal betegnes Q;
Mzngden af hele tal betegnes Z;
Mzngden af naturlige tal betegnes N eller Z..



2. Beskrivelse af model for mandatfordelingsmetoder.

Tilgangen fra “den virkelige verden” ser siledes ud: Vi betragter et valg, f.eks. et dansk folketingsvalg, dvs.
vi har et antal vaelgere, en r&kke opstillede partier og et antal mandater som skal valges. Hovedproblemet -
fordelingen af mandaterne mellem partierne efter at vaelgeme har tilkendegivet hvilket parti de foretreekker -
kan lgses pd mange forskellige mader, altsa efter forskellige mandatfordelingsmetoder.

I konstruktionen af modellen vil der vaere foretaget en reekke afgransninger og forenklinger:

- Hvem kan stemme? Altsd hvordan forholder gruppen af valgere sig til hele befolkningen. Er den
begrenset aldersmassigt, socialt eller pd anden méde? Til det danske folketingsvalg skal man som
bekendt vare 18 ar for at have stemmeret og derudover vare dansk statsborger. Disse forhold vil ikke
blive beskrevet i modellen. Velgerne er dem, der fra politisk hand er udvalgt som valgere. (Hvem der
kan stemme vil givetvis have indflydelse pa resultatet. F.eks. ville en nedsattelse af aldersgraensen for
deltagende i1 afstemningerne om mandatfordelingen til det danske folketingsvalg sikkert betyde en
forskydning af den politiske balance)

- Hvilke partier kan stille op? Er der partier der ikke har lov til at stille op, og hvordan er mulighederne for
at f3 et nyt parti opstillet til valget (hvor mange underskrifter skal indsamles osv.). Dette forhold vil der
heller ikke blive taget stilling til i modellen. De opstillede partier er dem der efter gaeldende lov har
mulighed for at opstille.

- Velgernes ligeberettigelse. Teller nogle stemmer mere end andre? Stemmer man efter f.eks. “haveder
eller hoveder”, eller er det antallet af aktier der er bestemmende? I modellen forudsattes at alle stemmer
teller lige meget.

- Geografiske favoriseringer? Tages der i mandatfordelingen f.eks. positivt hensyn nar det gelder
representation af tyndt befolkede omrader? Sédanne betragtninger er ligeledes ikke medregnet i
modellen.

- Speerregrense? I modellen regnes ikke med en eventuel spaerregrense. Til det danske folketingsvalg er
der en spamregranse for partier pd 2%. En oph®velse eller forandring af denne mé siges at kunne have
stor indflydelse pa resultatet.

Modellen skal vare en afbildning, som til hvert s&t af S vaelgere, N partier 4, B, ..., N og M mandater tildeles
hvert parti et antal mandater. Lad s,,,5,,...,5y betegne partiernes opnéede stemmetal, m ,m,,...,m, betegne
partiernes opnédede mandatantal og lad m betegne en vilkarlig mandatfordelingsfunktion. (Selvom der ikke er
tale om en funktion da vardierne er vektorer, vil vi alligevel betegne m som en mandatfordelingsfunktion).
Afbildningen m skal altsi gi fra en (N+1)-tuppel over i en N-tuppel:

m: (sA,sB,...,sN,M)-—) (mA,mB,...,mN).

(s SgreensS N) betegner en N-dimensional vektor, eller et punkt i en N-dimensionalt rum, som vi vil betegne

s, og ligeledes vil vi betegne vektoren eller punktet (m oMg,..,m N) med m.




Koordinaterne is og m vil vare hele positive tal (eller eventuelt 0), lige som M vil vaere et helt positivt tal.
Dvs. m f%r falgende udformning:

En mandatfordelingsfunktion m er altsi en funktion som til hver vektor s og hvert M, giver en vektor m, hvor
summen af koordinaterne i m er M.

DEFINITION: MANDATFORDELINGSMODELLEN
Mandatfordelingsmodellen er en overordnet karakteristik af en mangde af mandatfordelmgsfunktloner m,
hvorom det geelder at:

N N
m g xZ. =7, (5,558, M)>(m,,my,...m,)
hvor s,,5p,...,5)y betegner partiernes opnéede stemmetal, M er det samlede antal mandater og

m,,mg,...,m, betegner partiernes opnaede mandatantal.

Normalt vil S veere meget storre end M, og man m4 sige at funktionen ingen mening giver, hvis M er sterre’
end S (méske lige undtaget hvor M er et multiplum af S).

Modellens type: Ifolge Ebbe Thue Poulsens "Matematiske modeller” ek51sterer der folgende hovedtyper af
modeller:

- Beskrivende eller forklarende modeller.

- Kinematiske eller dynamiske modeller.

- Modeller for beslutninger eller for erkendelse.
- Modeller for kontrol og styring.

- Modeller for design.

Vi vil karakterisere mandatfordelingsmodellen som forst og fremmest en beskrivende model. Mandat-
~ fordelingsfunktionerne m er en indtil videre meget aben og betingelseslos beskrivelse af hvad der sker nar
mandaterne skal fordeles efter et valg. Man kan dog ogsé tolke modellen som herende under andre typer.
Projektets problemformulering laegger f.eks. op til en vurdering af, hvorvidt modellen kan bruges som
grundlag for en vurdering af, hvilken mandatfordelingmetode der er den mest neutrale — dvs. at bruge
modellen som grundlag for beslutning om hvilken metode der skal valges. Eller modellen kunne maéske
bruges som grundlag for en politisk vurdering af hvilken fordelingsmetode man ensker: En
~mandatfordelingsmetode der favoriserer store partier kunne f.eks. af nogle partier foretrakkes frem for en
der gar det modsatte.

Er m en entydigt defineret funktion?

Det forste man mé sperge sig selv om er: Er denne mandatfordelingsfunktion overhovedet en funktion? Indtil
videre er der ingen tvivl om at svaret er nej. Betragt situationen med to partier A og B, M=3, og Si=Ss

Her vil fordelingen (2,1), to mandater til parti A og et til parti B, vare ngjagtig lige s& god som fordelingen
(1,2). En sddan kombination af en vektor § og mandattal M hvorom det ikke kan afgeres hvilken
mandatfordeling der i henhold til en mandatfordelingsmetode er den rigtige, vil vi betegne som et
ligevaegtspunkt. Man kan valge at betragte situationen pa to forskellige méader:

1. Mandatfordelingsfunktionerne er ikke defineret pd hele definitionsmangden ZVXZ
definitionsmengden er netop undtaget de omtalte ligevegtspunkter.




2: Mandatfordelingsfunktionerne har i en mangde af punkter i definitionsmangden “flere funktionsvardier”,
Et sddant ligeveegtspunkt afbildes over i en mangde af vektorer. Denne betragtningsméade anlegges i
Balinski & Young.

- Vi vil under gennemgangen af aksiomerne komme tilbage til en narmere beskrivelse af disse
ligevaegtspunkter.

Eksempel:

Situationen kan genfindes indenfor andre omrader af matematikken: Betragt f.eks. funktionen f(x) = |x
find den ferste afledede af denne funktion, f°(x).

, 08

JS'(x) har et kritisk punkt. forx=0.Man kan i iighed med ovenstiende betragte det pé to mader:
1: °(x) er ikke defineret i dette punkt,

2: f(x) kan bestemmes for x — 0" og forx — 07, og kan lidt lost siges at have to lige gyldige
funktionsverdier i x = 0.




2.1 Karakterisering af mandatfordelingsmetoder

I det folgende skal vi se nazrmere pa en karakterisering af de forskellige mandatfordelingsmetoder.
Metodeme kan karakteriseres i overensstemmelse med to hovedtyper.

Oversigt over metoder

Mandatfordelingsmetoder kan ifalge Balinski & Young, inddeles i to hovedtyper:

1. Hamilton-typen, og
2. Mandatprismetoder.

Type 2, mandatprismetoder, omtales i Balinski & Young som ’divisor methods’, der oversat direkte til dansk
betyder ’divisormetoder’. Vi vil dog, som i Ebbe Thue Poulsen, benytte ordet mandatprismetoder. Ordet
divisormetoder benyttes i en anden sammenhang, se afsnit 2.4.

I det felgende betegner k; et partis kvota, altsd k, = M -— S . Ikke at forveksle hermed benyttes ved -

) . s,
mandatprismetoder betegnelsen g; for kvotienten givet ved g; = —, hvor x > O, som stemmer overens med
. X ‘

k; nar x = S/M som pé s. 6.

2.2 Hamilton-typen

Det antal stemmer ét mandat i gennemsnit koster szttes til x, der er givet ved forholdet S/M, M > 0. Herefter

findes de enkelte partiers kvota, k; = i ,i=ALLN. -
x

Ved en mandatfordeling ifelge Hamiltons metode tildeles partierne héltalsdelen af k;, der betegnes [k;]. Hvad

der mitte blive tilovers af ufordelte mandater efter dette, dvs. M —Zi [k,.], gives til de partier med den

hgjeste rest r; = k; — [k;] indtil Zi m, = M . (Hojst ét ekstra mandat til hvert parti). Da metoden netop tildeler

partier med den hgjeste rest, eller brekdel, eventuelle ufordelte mandater kaldes metoden ogsa for starste

breks metode.

En anden lignende metode er Lowndes’s metode. I denne metode tildeles de partier med den sterste juéterede
rest eventuelle ufordelte mandater. Denne justering af resten r; foretages i forhold til det enkelte parti, ved at

resten deles med heltalsdelen af kvota: r/[k;]. Herefier fortszttetes som ved Hamiltons metode, dvs. de

partier med den hejeste veerdi af r/[k;] tildeles (hejest) ét mandat indtil Zi m =M.
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2.3 Mandatprismetoder

Det antal stemmer ét mandat i gennemsnit skal koste sttes til x > 0. Herefter benyttes x som divisor til for

hvert parti i at bestemme kvotienten g; = —.
x

Méiden g;" afrundes pé til et heltal (et mandattal) karakteriserer den valgte mandatprismetode. Bliver det

samlede mandattal for partierne for stort, veelges blot et sterre x, og tilsvarende valges et mindre x, hvis de

tildelte mandater ikke summer op til det enskede.

Websters metode er ogsé meget enkel. Her afrundes g til nzermeste heltal. Sarlige regler ma s& gelde, hvis

resten af g; er %. Igen reguleres x s& det samlede antal tildelte mandater er lig antallet af mandater der skal

veelges.

Generelt: Enhver afrundingsmetode bestar i en funktion
dZ.-5>R, saVmeZ:msdm)<m+1

Har et parti, i, kvotienten ¢g; , vil der findes netop ét

me Z.:dim-1)< q] <d(m) (undtaget for q; = d(0))

Eksempler pa afrunding er anfert i figur 2.1.

4(0) a4
fLt——-Fo-dlfp—dg ———4——> x-akse
0 1 2 3 4

Figur 2.1

For d(m) = g; er der dog to mulige afrundinger idet

dm-1) < g} <d(m) og d(m) < g <d(m+1).

Disse sarlige tilfzlde ses der bort fra her. Det er naturligt at forudsztte, at
Vm e Z.: dim)<d(m + 1).

Herved sikres der imod ligevagt mellem mere end to mandatfordelinger.
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I tabel 2.1 angives fem historisk vigtige mandatprismetoder med deres Kkarakteristiske
afrundingsfunktioner d.

Metode Adams Dean Hill Webster Jefferson

d(m) m m(m+1) W m+ Y m+1
m+Ys
Tabel 2.1

Med kvotienten g; opnr parti i altsd det mandattal m s& d(m - 1) < g; < d(m). Dette tal kaldes g; ’s d-
afrunding. ‘ '

Den samlede mandatfordeling m kan da beskrives pa folgende made: Idet det samlede antal af mandater, M,

N
~ved afrundingsmetoden d: m = (my, mp, ..., my) hvor Zmi =MogVi:A, ..., N,:

i=A

m;, = [E'—] , for et eller andet x > 0.
x ], :

Med den givne d-funktion kan en mandatfordeling ved en mandatprismetode karakteriseres ved at der findes

'S, S.
etx >0 sé for alle i hvor m; >0 : - )Zx :

A1) " dm)

. in S max S
Altsa —_— {

mi >0 d(m,—1)" m;20 g(m )

for m =0 er d(m - 1) ikke defineret, si i dette tilfeelde skal kun den anden ulighed vare opfyldt. Her regnes
med 5/0 som defineret og s; > 5; = s, /0 > 5,/0.

Men disse specialtilfzlde vil vi ellers ikke komme narmere ind pa.

Mandatprismetoden m :RY xZ, — Z¥ kan defineres rekursivt (udvidelsen af definitionsmengden for m
redegpres der for senere).

a) m(s, 0) = o (o betegner nulvektoren)

A max S.
b) Hvism*=m(s, M)ogforke {A,..., N} sd 5 = i
) (.M o8 { } d\m, ASiSNd‘m,.i

s (m(s, M+ 1)), =m, +1.
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Altsa det "naeste" mandat placeres hos det parti med den sterste kvotient, der ikke allerede har givet mandat.
Heraf fremgar at en mandatprismetode kan opfattes som en divisormetode. Vi regner i det folgende med at
divisormetoder ogsa kan betragtes som mandatprismetoder, som vi herefter hovedsagelig vil beskaftige os

med.

2.4 Divisormetoder

Divisormetoder defineres ifalge Ebbe Thue Poulsen s. 9 som:

Definition: En divisormetode er bestemt ved en felge af positive tal d; < d, < d; < ..., som kaldes divisorer.
Partiernes stemmetal skrives op i en kolonne, og derefter udfyldes et tilstreekkeligt antal kolonner med de tal
der fremkommer ved division af stemmetallene d,;, d;, d3, osv. For at fordele M mandater markerer man de M
storste af de séledes fremkomne tal, og hvert parti tildeles et mandat for hvert af de markerede tal, der star ud

for partiet.

En oversigt over divisormetoder er givet i tabel 2.2.

metode divisorreekke

D’Hondts metode 1,2,3,4,...

D’Hondts modsztning | 707, 1,2, 3, ...

Sainte-Lagiies metode 1,3,5,7,...

Tabel 2.2

I d’Hondts modsztning forekommer divisoren 0, som blot betyder at alle partier forlods tildeles ét mandat.

Det kan vises [Ebbe Thue Poulsen s. 14 & 49] at en mandatfordeling ifelge d’Hondts metode er identisk med
en mandatfordeling ifelge Jeffersons metode, og en fordeling ifelge Sainte-Lagiies metode svarer til

Websters metode.

2.5 Sammenfatning
I ovenstdende fik vi beskrevet to hovedtyper af mandatfordelingsmetoder, Hamilton-typen og
mandatprismetoder. Det blev vist at en mandatprismetode giver en mandatfordeling der er identisk med en

divisormetodes, fx svarer Websters metode, der er beskrevet som en mandatprismetode, til Sainte-Lagiies
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metode, som er en divisormetode. Endvidere blev det vist at den model vi beskaftiger os med kan bruges
som fzlies ramme for mandatprismetoder. _

Der findes flere typer af mandatfordelingsmetoder, som dog ikke har nogen praktisk betydning. I Balinski &
Young s. 66 nevnes fx en roulette-metode hvor der spillgs om mandaterne. Overfort til danske forhold,
inddeles en roulette siledes at et felts storrelse er proportional med det antal stemmer et parti opnaede, s;.
Derefter spilles der roulette med et antal kugler svarende til antallet af mandater, M. Denne metode kan ikke

anklages for at diskriminere de enkelte partier, men har dog neppe nogen praktisk betydning.
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3. Forste vinkel pa neutralitet: To st aksiomer for modellen

Forelgbig rummer modellen ingen information om de forskellige mandatfordelingsmetoder, endsige om
hvordan man kan vurdere neutralitet. I de folgende tre kapitler vil vi anlagge tre forskellige synsvinkler pa
neutralitet. Farst vil vi give modellen indhold ved at stille nogle krav til de mandatfordelingsfunktioner vi

betragter, dvs. opstille nogle aksiomer for hvilke egenskaber en fordelingsmetode ber have.

Vi vil se pa to sat af aksiomer, s vidt muligt analysere dem udfra modellen: Hvilke ensker har man til
mandatfordelingsfunktionerne og hvordan kan man pracisere disse ensker v.h.a. modellen og hvilke
muligheder og begransninger i modellen der fremkommer udfra aksiomeme, dvs. kan vi f3 opfyldt alle vores
gnsker, eller ma vi vealge og prioritere blandt dem. Derudover vil vi vurdere aksiomernes forhold til
“virkeligheden”; beskriver aksiomerne situationer som (ofte) opstar, eller er der andre grunde til at medtage
dem?

3.1 Aksiomer fra Balinski & Young: ”Fair Representation”.

Problemet der behandles i Balinski & Young er fordeling af pladserne i Reprasentanternes Hus i forhold til
antallet af indbyggere i staterne. Udgangspunktet i Balinski & Young er altsd pi sin vis meget mekanisk og
har umiddelbart intet at gere med f.eks. et dansk folketingsvalg, hvor det er en befolknings holdning til
politik det drejer sig om. Ikke desto mindre kan denne situation nemt overferes: Staterne er her partierne, og
befolkningstallene er partiernes stemmetal og problemet er at fordele stolene i folketinget mellem partierne i
forhold til deres stemmetal.

Som modtrak til denne mekaniske overforsel til et valg, vil vi som navnt i appendiks beskrive en meget
anderledes tilgang som umiddelbart mdaske mere ligner situationen ved et valg. Den tager nemlig
udgangspunkt i folks preferencer, og foretager ud fra det en mandatfordeling.

Udgangpunktet for Balinski & Young er: Hvorledes fordeler man antallet af kongresmedlemmer
proportionalt i forhold til befolkningstal? Dette sporgsmaél er helt dbent, men konkretiseres gennem de
falgende aksiomer (indholdet er taget direkte fra Balinski & Young, mens diskussionen af aksiomerne,
eksemplerne og “oversettelsen” til sproget i modellen er egen produktion.):

1: Homogenitet

En metode kaldes homogen hvis den giver uendrede mandattildelinger ved samme forholdsvise @ndringer i
alle partiernes stemmetal. Altsd for en given s, og en given A (hvor AeQ.) skal m(s, M) = m(As, M).
Homogenitetskravet virker umiddelbart retfeerdigt, og et manglende homogenitetskrav ville fore til absurde
resultater:

Eksempel:

Betragt to partier A og B, og antag at vi har fire mandater der skal fordeles, og betragt to forskellige valg
med forskelligt antal valgere. Manglende homogenitet ville kunne tillade en mandatfordelingsfunktion med
folgende funktionsverdier: A

Valg 1: §=(6,6): M =(2,2)
Valg 2. §=(4,4): M= (3,1)

Homogenitetskravet har yderligere som konsekvens at vi nu kan operere med en vektor § hvor s4,55...,5x
kan antage alle positive rationale verdier. Mandatfordelingsfunktionen ser altsa nu siledes ud:

m:Qfo—)Z_’Z
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Giver denne udvidelse en yderligere beskrivelse af virkeligheden? Man kan sige at stemmetal der ikke
tilherer de naturlige tal ingen fortolkningsmulighed har i virkeligheden. P4 den anden side er det som oftest
den relative ®ndring i et partis stemmetal — og ikke mindst @ndringerne partieme indbyrdes — der har
betydning, og ikke &ndringen givet i absolutte tal, og det giver udvidelsen et konkret indhold.

2: Symmetri
En metode kaldes symmetrisk, hvis en permutation af stemmetallene i § giver en mandatfordeling, der er den
samme permutation af mandattallene i M. Dvs. betragt mandatfordelingsfunktionen m og permutationen 7:

draxId .
Q227

Hvis symmetri ikke var en betmgelse kunne man opna fﬁlgende mandatfordelinger:
Eksempel:

Betragt partierne A, B og C, antag at M = 6, og betragt to forskellige valg:

Valg 1: § = (6,4,2): M= (3.2,1)
Valg 2: §=(4,6,2): M= (1,3,2)

Uden en symmetribetihgelse ville partierne ikke vare ligestillede: F.eks. kan Parti B for 1/3 af stemmeme_
opnd 1/3 af mandaterne (valg 1), mens parti A for en hgnende del af stemmerne kun kan opna 1/6 af
mandaterne (valg 2).

3: Svag proportionalitet
En metode kaldes svagt proportional, hvis det forholder sig siledes, at nir en mandatfordeling m er
proportional med s, s& eksisterer der kun denne ene méde at fordele mandaterne pa. Dvs. hvis det netop

forholder sig saledes, at for alle partier er deres relative andel af stemmerne multipliceret med M netop et
heltal:

Vie{d,B,..,N}: %—M eN,

s& ma fordelingsmetoden m ikke kunne komme med flere vektorer m som lgsning pa mandatfordelingen,
dvs. vi ma ikke befinde os i et ligevaegtspunkt.

Hvis vi betragter ovenstdende eksempel endnu engang, partierne A, B og C, M = 6 og s = (6,4,2), vil kvota
vare henholdsvis 3, 2 og 1, og kravet om svag proportionalitet siger s at m = (3,2,1). Til store valg som
f.eks. det danske folketingsvalg er der kun en hypotetisk mulighed for at alle kvota netop er hele tal.
Matematisk set mad kravet om svag proportionalitet siges at give nogle helt faste holdepunkter for
funktionerne m, nogle punkter i s hvor de alle skal give den samme funktionsvardi.
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4: Proportionalitet

En metode kaldes proportional, hvis den er svagt proportional, og den samtidig opfylder folgende:

Hvis m er en mandatfordelingsvektor for en mandatfordelingsfunktion m, med en tilherende
stemmefordelingsvektor s, og m* er en mandatfordelingsvektor som er (heltallig og) proportional med m, og
der gzlder at M* er mindre end M, sé skal m(s,M*) = m*.

Hvis f.eks. M =6, m = (3,3), og M* = 4, sd er m* = (2,2) den eneste losning p&d m(s,M*).

Dette ville f.eks. i teorien kunne opsta hvis folketinget — uden et-folketingsvalg — fik faerre medlemmer, og
det netop passede séledes at alle partiernes mandattal ved multiplikation med en felles faktor netop gav hele
tal, da skulle det ny folketing netop besta af denne sammensztning.

Proportionalitetskravet ma vare et udtryk for at mandatfordelingen for et storre antal mandater anses for
mindst lige s neutral som enhver mandatfordeling man ville kunne finde for et mindre antal mandater, eller
sagt pa en anden made, jo sterre M er, jo nermere kommer man til kunne fordele mandaterne i forhold til
kvota. :

Nér antallet af mandater der skal fordeles, M, vokser, vil mandatprismetoder fere til mandatfordelinger udfra
den givne stemmevektor, der nzrmer sig proportionalvalg, fordi kvota vil fi sterre veegt ved
mandatfordelingen.

5: Ligeveegtspunkter
Ligevaegtspunkter er kendetegnet ved at vilkirligt smé forskydninger i stemmevektoren s kan give
forskellige mandatfordelinger.

Eksempel:

Et simpelt eksempel pa et ligestillingspunkt vil vere situationen hvor man betragter to partier A og B, M =3
og § = (2,2). Her vil m = (2,1) umiddelbart vere en lige s& god lesning som m = (1,2). Andres
stemmevektoren imidlertid til s = (3,1), vil den eneste oplagt rigtige lesning for mandatfordelingsfunktionen
vere m = (2,1)

Et ligevagtspunkt er altsi som tidligere nevnt en kombination af en stemmefordelingsvektor og et

mandattal, hvor mandatfordelingsmetoden ikke giver noget svar pd hvilken fordeling der er den rigtige.
Fordelingen kan i sddanne punkter afgores i praksis f.eks. v.h.a. lodtrzkning, men dette er naturligvis ikke
indarbejdet i modellen. I modellen mé& man bare konstatere at man pa anden mide mé afgere hvilken
mandatfordeling man foretraekker.

Ligevagtspunkter vil have sterst interesse teoretisk, da det i praksis ved f.eks. folketingsvalg kun i teorien vil
vare muligt at opnd sddanne situationer. Ligeledes m& man sige at det i virkelighedens verden ikke er
onskvardigt at sta i en situation med ligevaegtspunkter.

Matematisk fir ligevegtspunkterne en vigtig rolle hos Balinski & Young, idet de kan forekomme for

vektorer § med irrationale vardier, og Balinski &Young udvider derfor endnu engang modellens
definitionsmaengde: m :RY xZ, —ZY
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Man kan diskutere om denne udvidelse er en styrkelse af modellen. Formalet med udvidelsen er at kunne
finde ligevagtspunkterne da disse angiver punkter hvor mandatfordelingsvektoren zndres, men i en konkret

situation er man netop ikke interesseret i ligevagtspunkterne, og de forekommer som navnt praktisk taget
aldrig.

Udfra et matematisk synspunkt er udvidelsen dog meget givende, for idet funktionens definitionsmangde
udvides fra Q til R, kan man indfere og analysere modellen v.h.a. matematiske begreber som f.eks.

grensevardi. Udvidelsen gor det altsd muligt at anvende mere matematik p4 modellen, og dette kan vise sig
at bidrage yderligere til modellens beskrivende kvaliteter.

6. Fuldstendige metoder

En metode siges at vere fuldstendig hvis felgende geelder: For en folge s, af stemmefordelingsvektorer, der
konvergerer mod s, hvor m er mandatfordelingsvektor for alle elementer i folgen, og s er grensevardi for s,,
skal der gzlde at m er mandatfordelingsvektor for s, altsa:

s, = s>0 for n > 0, og m(s,,M)=m for alle n
sa m(s, M) = m.

Dette giver os at mangden {(s M )[ m(S M )= } der er en afsluttet mengde, og da kan nogle punkter

komme til at ligge i flere mengder h;arende til forskellige mandatfordelinger. Disse punkter er netop
ligevagtspunkterne. :

Fuldstendigheden kan ikke umiddelbart tolkes i den virkelige verden. Den ma siges at udgere et matematisk
redskab, som kan inddrage mere matematik i behandlingen af fordelingsmetoderne. Brugen af fuld-
stzndighed mé senere vise, hvorvidt begrebet har et konkret indhold.

7: Fuldsteendiggjorte metoder ’
Hvis m er mandatfordeling for m(s,M) er m fuldsteendiggjort hvis og kun hvis der findes en folge s, der
konvergerer mod s, hvor m er mandatfordeling herende til alle leddene i folgen. Man skal her igen huske at
stemmevektorens koordinater kommer fra R, hvilket gor disse mﬁmtes1male betragtninger mulige. Begrebet
har igen ingen umiddelbar tolkning i virkelighedens verden.

8. Befolkningsmonotoni
Balinski & Young diskuterer tre forskellige definitioner af befolkningsmonotoni:

1. Huvis et parti A’s stemmetal stiger, mens de gvrige partiers stemmetal er konstante, m3 A’s mandattal
ikke falde. Balinski & Young afviser denne definition, da situationen ikke forekommer i virkeligheden.

2. Hvis et partis kvota stiger, mi dets mandattal ikke falde. Balinski & Young afviser ogsé denne
definition, idet den er for staerk: Der findes ikke nogen mandatfordelingsmetode der i alle tilfzlde kan
opfylde dette aksiom. Balinski & Young beviser, at hvis antallet af partier N> 2, og M = 0, og N=M,si
findes der ikke nogen partiel fordelingsmetode, som tilfredsstiller dette krav (se teorem 4.1, side 107).

3. Hvis vi ikke befinder os i et ligevaegtspunkt skal folgende gelde: Hvis parti i’s stemmetal stiger, og parti
J’s stemmetal falder, s ma parti i ikke f3 ferre mandater og parti j ma ikke fa flere. Balinski & Young
velger definition 3 som definition af befolkningsmonotoni.
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9: M- monotoni

En metode er M-monoton hvis for alle s og M:

m(s, M) = m medferer at m(s, M+1)=m’, hvor M'2 M ogm;’2m;, i € A, B, .

Dvs. hvis antallet at mandater der skal valges oges med 1, mé de enkelte partlers mandattal ikke kunne falde.

Balinski & Young beviser, at hvis en metode er befolkningsmonoton er den ogsa M-monoton.

10: Respekt for kvota
Fordelingsmetoden skal respektere kvota, dvs. for ethvert parti skal gelde at mandattallet fremkommer ved
at runde ned, dvs. slette decimaleme, eller runde op til nermeste hele tal, hvor kvota som tidligere er

defineret som k; = %‘— -M

I modellen vil det se sdledes ud:
m(sA,sB,...,sN,M)=(mA,mE,...,mN),hvor
m; =k, for k, eN

k,-1<m, <k, +1,(m, eZ,) fork, N
(behandles yderligere under Ebbe Thue Poulsens aksiomer).

11: Uniformitet

Betragt en restriktion af mandatfordelingsfunktionen til et mindre antal partier. Da vil summen af disse
partiers mandater ved den fulde mandatfordelingsfunktion fordelt efter restriktionen have den samme
fordeling, som ved den fulde mandatfordelingsfunktion.

Balinski & Young viser at en metode er uniform hvis og kun hvis den er M-monoton (teorem 8.3 side 144).

Konsistens?
Efter gennemgangen af Balinski & Young’s aksiomer ma de naste spergsméil vere:

Er det muligt at afgore om systemet er konsistent?
Er der fordelingsmetoder der opfylder alle aksiomer?.

Balinski & Young behandler forst dette spergsmal for aksiomemne 1 ~ 7.
Folgende setninger er ifolge Balinski & Young sande (s. 98) :

1. Hamilton, Jefferson, Lowndes, Webster, Adams, Dean og Hills metoder er homogene, symmetriske,
proportionale og fuldstendige.

2. Hvis en mandatfordelingsmetode er fuldstendiggjort er den ogsd fuldstzndig og arver homogenitet,
symmetri og proportionalitet.

Dvs. der eksisterer fordelingsmetoder med disse egenskaber.
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For aksiomerne 8 — 11 er dette derimod ikke tilfldet. Et bevis for dette vender vi tilbage til efter aksiomerne
fra Ebbe Thue Poulsen.

3.2 Aksiomer fra Ebbe Thue Poulsen: Matematik og retferdighed:

Udgangspunktet for Ebbe Thue Poulsen bog er et ganske andet. Bogen er nemlig skrevet til danske
gymnasieelever, og sproget og matematikken er derfor ganske anderledes. Aksiomerne er i langt hgjere grad
forklaret sprogligt, og sverhedsgraden af matematikken er en anden end i Balinski & Young. Ebbe Thue
Poulsens aksiomerne bygger for en dels vedkommende pa Balinski & Young .Vores mél med at medtage
begge s&t aksiomer er at undersege modellens evne til precist at kunne beskrive forskelle i aksiomer der
umiddelbart ligner hinanden meget. Hvilke forskelle og ligheder er der mellem de to aksiomsaet?

Aksiomerne er gengivet s& godt som ordret, men vi har selv bidraget med eksempler tolkning indenfor -
modellen og enkelte beviser.

1: Mandaterne skal fordeles blandt partierne i forhold til deres stemmetal.

Som Ebbe Thue Poulsen bemarker er dette krav, som umiddelbart lyder retfeerdigt, svart at konkretisere.
Kunne man beskrive dette princip udfra vores model? Umiddelbart m& man svare nej. Princippet har flere
tolkningsmuligheder. Den mest nerliggende er efter vores mening, at aksiomet mé opfattes som en
tilkendegivelse af, at vi beskzftiger os med proportionalfordelingsmetoder, forstiet pd den méde at f.eks.
m(4,2,3) ikke kan blive (1,2). (Dette vil vi vende tilbage til under aksiom 6).

2: Veelgerne skal veere ligeberettigede.
Dvs. at hver velgers stemme skal tillegges lige megen vaagt, eller alle har kun én stemme. Dette er som
tidligere naevnt underforstiet i modellen, idet der ikke er indlagt nogen mulighed for vegtning af stemmerne.

3: Partierne skal veere ligeberettigede. :
Som eksempel herpé nzvner Ebbe Thue Poulsen regimers magt til at forhmdre konkurrerende partler 1iat

opstille. Denne diskussion ligger som tidligere navnt udenfor hele modellen, og kan altsd heller ikke
umiddelbart udtrykkes i denne.

4: Hvis to partiers stemmetal byttes om, mens alle andre partiers stemmetal forbliver ucendrede, skal
Jfordelingsmetoden resultere i at de to partiers mandattal byttes om. (Symmetri).

Det vil sige at hvis vi har en mandatfordelingsmetode m: Z.NXZ —-)Ziv , og man derefter laver en

transposition m af to partiers stemmetal s; og s;, da skal mandatfordelingen fremkomme ved en tilsvarende
transposition = af de to partiers mandattal m; og m;. Dette svarer til Balinski & Youngs symmetribegreb, hvor
Balinski & Youngs symmetri er en gentagen anvendelse af dette princip (Enhver permutation kan opfattes
som en sammensatning af transpositioner).

5: Hvis en given mandatfordeligsmetode resulterer i at to partier stdr lige i konkurrencen om et mandat, og
stemmetallet for et af disse partier derefter aendres, sa skal det enten resultere i at partiet vinder mandatet,
eller at det helt mister sin andel i det.

Dvs. hvis vi befinder os i en ligevaegtssituation mellem to partier skal bare én stemmes &ndring bringe os
vak fra denne ligevagtssituation. (I dette aksiomsat er koordinaterne i stemmevektoren jo naturlige tal)
Ligevagtssituationer skal altsi — nér to partiers indbyrdes forhold betragtes isoleret — forekomme i punkter. I
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modellen kraever det at hvis m(s,, sa, ..., Sy, M) giver en ligevaegtssituation mellem parti A og B, sé skal
m(s4+1, sp, ...,s— 1,..., sy, M) ikke give en ligevagtssituation mellem parti A og B.

Man kan dog godt komme i den-situation hvor man gér ud fra en ligevagtssituation mellem to partier,
derefter @ndrer et af de to partiers stemmetal med én, og s kommer til en anden ligevagtssituation mellem
et af de to oprindelige partier og et tredje parti. Betragt folgende situation:

Eksempel:

Tre partier med felgende stemmevektor: s = (3,3,6), og M = 6. Dette vil give felgende kvoter (3/2,-3/2, 3).
Udfra denne fordeling vil man (hvis fordelingsmetoden skal respektere kvote, se aksiom 12) mindst tildele
partier falgende mandater m = (1,1,3). Dét sidste mandat vil parti A og B kunne kreve med lige stor ret, altsd
en ligevagtssituation. Betragt nu et nyt valg med felgende stemmevektor: s = (4,3,5), M = 6. Kvoterne vil nu
vere (2, 3/2, 5/2), hvilken altsa giver et mindste mandattal pa (2,1,2). Det sidste mandat vil parti B og C
kunne kreeve med lige stor ret, altsa igen en ligevagtssituation.

6: Monotonikrav 1
Hvis et parti far flere stemmer end et andet, m& en mandatfordelingsmetode ikke tildele det faerre mandater:

5> 8;=>m2m;
Dvs. for m : (SA’SB"'Si’Sj"’SN’M)_) A’mg"'mf’mj""mn)’ skal ovenstéende gzlde.

Uligheden kan ogsa opfattes relativt:

;>—:>m;2mj’
S S

eller udtrykt ved kvota:

Si S

S—-M>S—’~M ek>k,>mzm,
Dette krav kan anses for at vere det basale for proportionalvalg, og en mulig tolkning af dette aksiomssats 1.
aksiom. Vi beskeftiger os med andre ord ikke med fordelingsmetoder hvor felgende mandatfordeling kunne
forekomme:

Eksempel:
m(3,1,3) = (1,2), men man kan altsa godt have at m(3,1,2) =(1,1).

Ved andre mandatfordelingsmetoder kunne der imidlertid godt forekomme situationer hvor dette
monotonikrav ikke opfyldes:

Eksempel:
Betragt et valg, hvor der er tale om valg i enkeltmandskredse. Vi forestiller os kandidater fra to partier A og
B og 3 kredse med folgende stemmetal:

Parti A Parti B Mandat gér til parti...
Kreds 1 100 1 A
Kreds 2 9 10 B
Kreds 3 9 10 B
Talt 118 21 (1,2
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7: Monotonikray 2:

Hvis et parti forgger sit stemmetal fra et valg til en andet, medens alle andre partiers stemmetal er uzndrede,
sd ma dette parti ikke miste mandater. Dette m4 indebare at det samlede stemmetal S (og eventuelt det
samlede mandattal M) foreges fra det forste valg til det andet. I modellen ville det se siledes ud (idet
stemmetallet S foreges med n, og mandattallet M evt. foreges med o):

Valg 1: m: (sA,sB,...,sN,M)—)(mA,m,,,...mN)

Valg 2:

mi(s, +1,5,0Sy,M+a)—>(m, +t,my, +a,,.m, +a,), for neNateNuU{0}
oga=t+a,+..+ay, fora; 20ie {B,...,N},an v {0}

8: Monotonikrav 3 ,
Hyvis et parti forager sit stemmetal fra et valg til et andet, medens alle andre partiers stemmetal er uzndrede,
ma ingen af de svrige partier vinde mandater herved. Dette mé igen indebzre at det samlede stemmetal
forages (fra Stil S + n), men samtidig at det samlede mandattal ikke foreges.

Valg1: m: (sA,sB,...,sN,M)—>(mA,mB,.'..,mN)
Valg 2: m:(s, +1,85,..,8y,M) = (mA +t~,m;,...,m,'v), nir neNateNU{0} -
~hvor m{ <m, ,i €{B,...,N}

9.

Hvis eneste &ndring fra et valg til en andet er fremkomsten af et nyt parti, mé ingen af de oprindelige partier
vinde mandater derved. Det forudsettes altsi at M samt alle partlemes stemmetal er konstante, mens §
foreges. I modellen vil det se siledes ud:

Valg 1: m(sA,sB,...,sN,M)z(mA,mB,...,mN)
Valg 2: m(sA,s,,,...,sN,s,,,M)=(m;,m;,...,m;v,m,,), hvor Vi € {4,..,N}:m, <m,

Ved et lignende argument som i aksiom 8 ses det at aksiom 9 er en konsekvens af monotonikrav 1.
Desuden er aksiom 9 en konsekvens af aksiom 8, idet det nyopstillede parti kan opfattes som et parti som til
valg 1 stiller op uden at opna nogen stemmer, og derefter ved valg 2 opnér et vist antal stemmer.

10: Monotonikrav 4
Huvis et parti A vinder stemmer til et valg (i forhold til sidste valg) og et andet parti B taber stemmer, og der
ikke gores antagelser om de gvrige partier, s ma parti A ikke tabe mandater og parti B ikke vinde mandater.

Monotonikrav 4 er mere almen gyldigt end krav 2 og 3, idet det ikke er et krav, at kun stemme/mandattal for
to betragtede partier @ndrer sig.

I modellen ser monotonikrav 4 séledes ud:

Valg 1: (g .58 ,00M) = (10,105 1)
Valg 2: m(SA+n’SB M, g *ss Sy ,M) (;n + DM, q,mc*,---,mN*),
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hvor n,meN/\p,quu{O}

11: Monotonikrav 5: : : - .

Hvis mandatantallet ages s3 ma ingen partier tabe mandater derved. Her mé det forudsattes at vi taler om to
valg med ens stemmetal, men altsd med flere mandater pa valg, eller at vi taler om at antallet af mandater
gges uden nyvalg.

I modellen ser det saledes ud:

m(SA’SB’“"SN’M):(mA’mB""’mN):
m(SA,SB,...,SN,M +n)= (m,,*,ma*’---’m,v*)’ hvor 7 er et naturligt tal, og ppp.* 2 m, Vi€ 4,..N

Kravet har som Ebbe Thue Poulsen bemarker ikke den store relevans i forhold til et dansk folketingsvalg,
men kan absolut vare relevant efter amerikanske forhold. Dette aksiom svarer til Balinski & Youngs
aksiom 9.

12: Fordelingsmetoden skal respektere kvota.
Dette defineres som hos Balinski & Young.
Dette krav lzegger stramme bénd p& mandatfordelingsmetoderne. Betragt folgende eksempel:

Tre partier, M = 6, § = (3,4,5), vil resultere i folgende kvoter: (3/2, 2, 5/2). Dette tillader ifelge dette
aksiom felgende mandatfordelinger: A: 1 eller 2, B: 2, C: 2 eller 3, hvilket giver fglgende muligheder
for mandatfordeling: (1,2,3) eller (2,2,2).

Monotonikrav 1 ville i samme eksempel give fglgende muligheder for mandatfordeling:
m(3,4,5,6) tilherer ((0,0,6), (0,1,5), (0,2,4), (0,3,3) (1,1,4), (1,2,3), (2,2,2))

Dvs. for en mandatfordelingsmetode som skal opfylde aksiomerne 6 og 12 er der kun to muligheder:
m(3,4,5,6) = (1,2,3) eller m(3,4,5,6) = (2,2,2)

13: Proportionale stemmefordelinger skal give samme mandatfordeling.
I modellen vil dette sige:

m(sA,sB,...,sN ,M)= (m,.my,...m, )= m(ﬂsA,ﬂsB,...,ﬂsN)= (mA,mB,...,mN),ﬂ, eQ
Nar modellen ikke er udvidet til at omfatte rationale stemmetal, vil dette aksiom kun have betydning nér det
forholder sig sidan at (ﬂs reens ASy )netop er hele tal, hvilket i praksis vil sige at A eN.

14:

Hvis to valgergrupper er enige om en bestemt mandatfordeling, skal et valg i den samlede valgergruppe
ligeledes resultere i denne mandatfordeling.
I modellen vil det se siledes ud:

N - * »
Hvis m(sﬁ,sB,...,sN,M)= (m,,my....m,), 08 m(sA,sB,...,sN,M)= (mA,mB,...,mN),

" * - -
sa skal m(sA +5,,55 +Sg,0.,8y +sN,M)—(mA,mB,...,mN)

23



" Dette medferer at der ved addition (og multiplikation) ikke kan fremkomme et ligevegtspunkt. F.eks.:
m(3,3,1) = (0,1) og m(6,6,1) = (0,1). S& er situationen (9,9,1) ikke en ligevaegtssituation, men har kun
mandatfordelingen (0,1) som lgsning.

For A € N er princip 13 er en konsekvens af princip 14:

Hvis 4 S;’ ..... s s;,)er N gange s stor som (S S g S ]-V) dvs. de er proportionale, kan den farste

velgergruppe tenkes fremkommet ved at N valgergrupper med den sidste stemmefordeling har sluttet sig
sammen. Ifelge princip 14 vil to stemmefordelinger der giver den samme mandatfordeling tilsammen ogsa
give denne mandatfordeling. Benyttes dette princip N gange fremkommer det enskede resultat.

15: .

Dette aksiom omhandler opsplitning og sammenslutning. Man betragter to valg hvor felgende partier stiller
op: .

Valg1: A,B, ...,.L,...,N I alt N partier

Valg2: A,B, ... L',)L* ...,N - Talt N+1 partier

Stemmetallene ved de to valg er som folger:
‘Valg 1: (sA,sB,....,sL,...,sN)

Valg 2: (SA,SB yeres S0y S pa ,...,sN), hvor s,. +5,. =5, og alle andre stemmetal er uzndrede.
Da skal der om mandatfordelihgeme gelde folgende:

Aim,+m,.<m,
B:m, +m;,. <m, +1

Punkt A omhandler situationen hvor to partier-slutter sig sammen til ét parti (her kommer valg 2 s for valg
1). Det siger, at to partier der slutter sig sammen ikke ma kunne tabe mandater derved.

Punkt B omhandler situationen hvor et parti splittes op 1 to. Her ma de to nydannede partier tilsammen ikke
- vinde mere end ét mandat i forhold til det oprindelige parti. '

Dette vil umiddelbart tilskynde partier til at splitte sig op, maske f& flere mandater og derefter lave et politisk
fellesskab. Denne snedige metode er maske ikke si holdbar i virkeligheden: Hvis et stort parti pludselig
delte sig og dannede to partier med (n@sten) enslydende partiprogrammer, ville det givet virke politisk
utrovaerdigt. Helt modsat ser man- faktisk til danske kommunalvalg at smé partier stiller op pé listeforbund
(altsd situation A). For disse partier glder det om overhovedet at opnd reprasentation, og dermed undgi
stemmespild.

16. Uafheengighed af sma cendringer:
For et givet parti A (hvorom det galder at det ikke befinder sig i en ligevagtssituation med noget andet parti)
skal gzlde, at der findes et positivt tal a siledes, at sifremt stemmetallene @ndres sa lidt, at intet partis

procentvise andel i stemmerne forages eller formindskes med mere end a, ndres parti A’s mandattal ikke.

I modellen vil dette se siledes ud:
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Valg 1: m(sA,sB,...,sN,M)=(mA,mB,...,mN)

- * * * *
Valg 2: m(sA,sB,...,sN,M):(mA,mB,...,mN ), hvor

s; —s,.l C '
100%¢€[0;alic 4,....N
S

Hvis det gzlder for alle partier at de ikke befinder sig i en ligeveagtssituation med noget andet parti, ma
aksiom 16 altsd gelde for alle partier, og det vil vaere muligt at finde et a for hvert parti. Det vil altsd vere
muligt at finde et a (det mindste af alle a’eme) s& mandatfordelingen ikke zndres hvis stemmetallet i procent
ikke for nogen partier foroges eller formindskes med mere end a. Altsé for enhver stemmevektor s (hvor vi
ikke befinder os i en ligevaegtssituation), er det muligt at finde en stemmevektor s* hvis man gér vilkarligt
(hele tal) tzt pd s, si s og s* giver den samme mandatfordeling.

Eksempel:

Betragt 3 partier A, B, C, hvor stemmevektoren s = (3,4,6) og M = 6. Mandatfordelingsvektoren m = (1,2,3),
hvilket er i overensstemmelse med de hidtil opstillede aksiomer. Opgaven er si at bestemme a, si
mandatfordelingen bliver den samme hvis stemmeabdelen ikke @ndres med mere end a. (Vi valger for
nemheds skyld at betragte a som en brek, og ikke som en procentdel.)

a < 1/6: Her vil der ikke kunne ske nogen stemmezndring.

a = 1/6: Her vil kun parti C kunne &ndre stemmetal, og da S skal vere konstant er det ikke muligt at zndre
stemmevektoren.

1/6 <g<1/4. Samme situation som ovenstiende.

a = Ya: Parti A kan stadig ikke ndre stemmetal. Parti B kan andre stemmetal til 3 eller 5, og parti C kan
@ndre stemmetal til 5 eller 7. Folgende stemmevektorer er altsi mulige inden for en @ndring pa hejst Yi:
(3.3,7) og (3,5,5). Begge disse stemmefordelinger vil kunne give mandatfordelingen (1,2,3)
overensstemmelse med de ovrige aksiomer, men m(3,3,7,6) vil ogsi kunne give (1,1,4), igen i
overensstemmelse med de ovrige aksiomer. Om denne situation falder indenfor aksiom 16 er ikke helt klart.

Ya<a<1/3: Som for a = Va.

a = 1/3: Parti A kan &ndre stemmetal til 2 og 4. Parti B kan &ndre stemmetal til 3 eller 5. Parti C kan &ndre
stemmetal til 4, 5, 7 eller 8. Folgende stemmevektor er altsd en mulig indenfor en @ndring pa 1/3 4,5,4).
Men m(4,5,4,6) kan ikke give (1,2,3) uden at bryde med monotonikrav 1.

Lasningen for a er altsé ikke ganske klar. Dette skyldes sikkert at stemmetallene er si beskedne. For storre
vardier er det givet muligt at finde “skudsikre” lasninger for a.

Aksiom 16 lzgger sig op af B alinski & Youngs begreb ’fuldstendiggjort’. Safremt man har identificeret $*,

ma det veere muligt at konstruere en folge af stemmevektorer, som ligger mellem S* og S, og som har § som
grensevardi, og dermed er m fuldstandiggjort.
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Konsistens?

Er dette system af aksiomer konsistent? Er det muligt at finde en mandatfofdelingsmetode der opfylder alle
de 16 aksiomer? Nej, ma man konstatere, af flere arsager:

- Nar aksiom 1 ikke er pracist defineret, kan man ikke tale om at det er opfyldt.
- Aksiom 10 og 12 kan ikke opfyldes samtidig, dvs. det 4. monotonikrav og respekten for kvota kan ikke
opfyldes samtidig. Beviset for dette er taget fra Balinski og Young:

Sztning: Respekt for kvota og monotonikrav 4 kan ikke i alle tilfzlde opfyldes samtidig. A
Bevis: Antag at antallet af partier, N, er storre eller lig med 4, og at antallet af mandater M der skal fordeles
er sterre eller lig med N+3. Betragt et valg med en fordelingsmetode m som antages bade at opfylde princip

222 .
12 og 10. m giver felgende kvota: (5 + 8’3’5’—3- -&, ks,..r,kN) hvor k,,...,k, er positive heltal hvis sum
er M —7, og hvor £ er et lille positivt rationalt tal. Da P, i falge princippet om kvota skal have mindst 5
mandater, og da k;,...,k, er heltal og derfor skal have mandater svarende til kvota, vil der til parti 2,3 og 4

vaere M— 5 — (M- 7) = 2 mandater. Dvs. at mindst eet af de tre partier ikke far nogen mandater, og ifelge
monotoniprincippet bliver det parti 4.

Betragt nu et nyt valg (markeret med *) med den samme fordelingsmetode og samme antal partier og
~ ' 1 e 1 -

mandater. Kvota for det nye valg er: (4 -£2- %,—2- + 5’5 + &,k ,...,kNj , hvor _ k,,...,k, er positive

~ heltal hvis sum igen er lig M - 7. Ifelge priﬁcippet om kvota skal parti 1 have hajst 4 mandater, parti 2 hgjst 2

- og partierne 5 til N skal have mandater svarende til kvota. Til parti 3 og 4 bliver der mindst et mandat, og

dvs. at parti 4 ifelge monotoniprincippet far et-mandat. Dvs. at parti 4 far flere mandater ved 2. valg og parti

*

. . . . o : k
1 far ferre:m, <m, Am, >m, Dette skal ifglge monotoniprincippet give sig udslag i, at —-<—- (da

*

4 4
kvota er entydigt athengig af partiernes stemmetal nér det samlede antal stemmer og M er bestémt), dvs. at
4- S5+¢ . 1
: £ < : £ Dette er kun opfyldt for & > <7 dvs. ikke for et vilkdrligt lille & .
-+ Z=x¢
2 3

3.3 Opsamling:

Sammenligning af Balinski & Youngs og Ebbe Thue Poulsens aksiomszat.

De to fremstillinger er — grundet deres forskellige formal — forskellige i udtryk: Ebbe Thue Poulsens er
sprogligt forklarende og aksiomerne ligger hovedsagelig i forlangelse af virkeligheden, mens Balinski &
Youngs er matematisk baserede og har til formal at konstruere et matematisk system, hvorfra man kan bevise
seetninger. F.eks. giver udvidelsen af definitionsmangden et glimrende vaerktgj til at bevise yderligere
setninger. Pa den anden side m& man sige at aksiomernes sammenhzng med den virkelige verden bliver

noget mere perifér, f.eks. udvidelsen af definitionsmangden til at omfatte de irrationale tal, pd grundlag af et
gnske om at kunne bestemme ligevagtspunkter.

Modellens evne til at beskrive og bearbejde aksiomerne:
- Modellen formér i hej grad at hjzlpe til at preecisere det faktiske indhold i aksiomerne, undtagen de
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(ikke uvaesentlige) aspekter som omtales i beskrivelsen af modellens begrensninger.

- Forskelle mellem nartliggende aksiomer klargores, f.eks. forskellen mellem Balinski & Youngs begreb
"fuldsteendiggjort” og Ebbe Thue Poulsens “Uafhzngighed af smé& endringer”, hvor forskellen i
definitionsmengde bliver afgerende, eller Balinski & Youngs 3 definitioner af befolknings-
monotoniaksiomet, som vil have meget forskellige konsekvenser: Et far ikke rigtig nogen konsekvens p.g.a.
manglende tilknytning til virkeligheden, et andet fir den meget vidtraekkende konsekvens at ingen metode vil
kunne opfylde det i alle tilfelde.

- Matematikken viser ogsa at nogle aksiomer er ens selvom de er formuleret forskelligt, f.eks. er der to mader
at definere ”symmetri” pa, som matematisk er ens.

- Modellen ger det ligeledes muligt at undersgge hvorvidt nogle aksiomer rent faktisk har et enslydende
indhold, eller er indbyrdes afh@ngige (som f.eks. Ebbe Thue Poulsens monotonikrav, og Balinski & Youngs
befolkningsmonotoni, House-monotoni og uniformitet).

- Den matematiske beskrivelse giver nogle resultater, som ikke umiddelbart er indlysende — f.eks. at
respekten for kvota og monotonikrav 4 ikke altid kan opfyldes samtidig — og som er meget essentielle for
bestemmelsen af neutralitet for fordelingsmetodeme.

Man ma altsa sige at man kan stille nogle verbale krav til neutralitet, derefter have gode muligheden for at
omsztte dem til “modelsprog”, og derefter til en vis grad narmere analysere deres virkninger og muligheden
for at fa opfyldt alle kravene.

Balinski & Young og Ebbe Thue Poulsen gir derefter skridtet videre og analyserer hvilke specifikke
fordelingsmetoder der opfylder hvilke aksiomer. Dette vil igen skabe en yderligere grundlag for at beslutte
sig for en metode — hvor beslutningen vel at mzrke sker pa baggrund af en subjektiv/politisk udvzlgelse af
aksiomer.
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4. Anden vinkel pa neutralitet: Fordelingsproblemet — et eksempel

Nér en ideel losning pa fordelingsproblemet ikke er mulig (og det er den aldrig i praksis) ma man betragte
afvigelserne fra idealet. Forskellige fordelingsmetoder giver forskellige afvigelser , og man mé derfor
sperge sig selv, om det er muligt at kvalitetsbedemme en fordelingsmetode ved at se pa, hvorledes den laser
problemet med afvigelserne. Disse er imidlertid, selv ved anvendelse af én bestemt metode ikke entydige,
men @ndrer sig alt efter hvordan man betragter dem, idet en given losning kan betragtes fra hhv. veelgerens,
partiets eller mandatets synspunkt. I det fglgende afsnit vil vi beskeftige os med dette.

En nzrliggende tanke er at betragte afvigelserne som afstande fra ideallasningen og siledes benytte

afstandsformlen som et mél for den samlede uretferdighed (Ebbe Thue Poulsen). Betragtet fra et
valgersynspunkt i et valg hvor N partier opstiller vil det se siledes ud:

2 2 2
Uv= s, ﬂ.;_m" +sb A_l._ﬂ +.. +SN £+ﬂ
S s, S s, S sy

For at uretferdigheden skal blive s lille som muligt skal summen under rodtegnet vaere sé lille som muligt.
Denne sum kan omskrives til:

MY MY M -m, M -m, m, i my i
Sgl — | +ont syl — | [+]2s, +...t+ 28, +!s, +.o Sy —
S S S-s, S8y s, ' Sy

Forste led i denne sum svarer til: .

MY MY MY (MY  M?
sa(——) +....+sN(—) =(sa+....+sN)-(-—] =S(—J =—
S S s s) s
Andet led:
Y . 2
2S“M i +....+2sNM e =2£(ma+....+mN)=2M—
S-s, S-sy S
Og tredje led kan omskrives til:
m : m 2 m 2 m 2 2
Sa( ”) +....+s,,,(—”) ==
s, Sy ) Sa Sy LS,

De tre led samles:
M2 2 _2 2
+2M +Z,m' =Z.m +
S S s, 'S

Da sidste led er en konstant skal ferste led vere si lille som muligt. Antager vi, at det er tilfeldet, s vil
flytriing af ét mandat fra et parti til et andet resultere i felgende ulighed:

(mi ':'1)2 + (mj +1)2 > miz + mj2

S; Sj S; Sj

for alle heltallige m;,m;,i # j ogm, >0

28




Denne ulighed kan omskrives til:

2 2
R . m. 2m. A m.
m ~£_m_.+l+ J +_'_j_+_'1_2m_‘+__.1_

S; S; S, S, A S S, S

i i i j J J i J
Og videre til:
1+2m, > +1+2mj
S; S;
og
al <+ 5
1+2m, 2m j +1
hvilket giver:
Si S S;

m+Y% m+Y

Denne ulighed er opfyldt ved en mandatfordeling svarende til Websters ( Sainte — Lagues) metode.
I kapitel S vil afvigelserne, set fra et vaelgersynspunkt, yderligere blive uddybet

Man kan anvende samme formel ved at betragte problemet set fra partiernes synspunkt. Afvigelsen fra
idealet bliver si:

Uu,= \f(k., +m,)? +(k, +m,) +....+(ky +my)’

Anvender man dette mal for "uretfzerdighed” feres man ikke til den ovennavnte metode, men derimod til
Storste breks metode ( Hamiltons metode).

Til anskueliggerelse af problemstillingen bringes her et taleksempel:
Fire partier P1, P2, P3, P4 opstiller til et valg, hvor 10 mandater skal velges. Der afgives 181 stemmer, som
ved anvendelse af fire forskellige mandafordelingsmetoder giver disse resultater:

Partier P1 P2 P3 P4 Sum
Stemmetal 101 46 30 4 10

Starste breks metode

Mandater 6 2 2 0 10

D’Hondts metode

Mandater 6 3 1 0 10
D’Hondts modsztning

Mandater 5 2 2 1 10

Sainte — Lagues metode

Mandater 5 3 2 0 10

Skema 4.1. Mandatfordeling ved anvendelse af fire forskellige metoder (Glaven).

De fire metoder giver som det fremgar af skemaet fire forskellige mandatfordelinger. Disses afvigelser fra
ideallgsningen betragtes nu pa forskellige méader.
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1. Problemet anskues fra vzelgerens synspunkt — bliver denne retferdigt behandlet? M.a.0: far veelgeren ind-
flydelse svarende til sin stemmes vagt? Den enkelte valgers kvote vil vare:

k=M

S

For ( alle veelgere i) partiet i vil kvoten vare:

i=ﬁM
S

=5 -k

H

Velgerreprasentationen for ovennavnte taleksempel efter de fire metoder ( Sterste breks, d"Hondts,
d’Hondts modsetning og Sainte — Lagues metoder) er opstillet skematisk nedenfor. I eksemplet er den

enkelte velgers kvote k& =0,05525 .

Partier P1 P2 Lo P3 ' P4
Sterste brek 0,05941 0,04348 0,06667 . : ~0,0000
afvigelse +0,00416- - 0,01177 +0,01142 - 0,05525
d'Hondt 0,05941 : 0,06522 - 0,03333 0,0000
afvigelse +0,00416 +0,00997 - -0,02182 o - 0,05525
d"Hondts mods. 0,04950 0,04348 0,06667 0,25000
afvigelse -0,00575 - 0,01177 +0,01142 +0,19475
Sainte — Lague 0,04950 . 0,06522 0,06667 0,0000
afvigelse - 0,00575 +0,00997 +0,01142 . - 0,05525

Skema 4.2. Vaelgeriﬁdﬂydelse angivet som afvigelse ( fed skrift ) fra idealkvoten 0,05525/veelger.+ betyder
sterre indflydelse end berettiget, - betyder mindre indflydelse end berettiget.

Disse tal kan vurderes pa forskellige méder:.

e Man kan finde summen for for afvigelserne ( vel at marke disses numeriske vardi, da positive og ne.ga-
tive afvigelser er lige uenskvardige udfra et retferdighedskriterium), idet afvigelsen for hvert enkelt

partis velger ganges med partiets stemmetal ( uretfzrdigheden begis mod alle partiets valgere), dvs. af-
vigelsen for partiet i’s valgere bliver:

.UV’, =S-Z|Ai| hvor A,.=—r£1—"—+k
S.

i

S.

=S-zﬁ+k‘
m,.-k;
=S

]

=k'S'Z

m+k,
ki
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Det giver for de fire metoder:

Sterste breks metode: - 1,525
D’Hondts metode: 1,754
D’Hondts mods. 2,244
Sainte — Lagues metode: 1,603

Da afvigelsen skal vere s lille som mulig er Sterste breks metode altsd i dette tilfalde den bedste.

e Man kan anvende den i begyndelsen af kapitlet neevnte formel, hvor man finder kvadratroden af summen
af afvigelsernes kvadrater ( atter multipliceret med stemmetallet). Det giver:

Starste breks metode: 0,05779
D’Hondts metode: 0,06377
D’Hondts modstning: 0,16534
Sainte — Lagues metode: 0.05758

Her viser, som ogsé omtalt i begyndelsen af kapitlet, Sainte — Lagues metode sig som den bedste, idet
dog Sterste breks metode dog er nasten lige sd god med resultatets tre ferste decimaler identiske med
Sainte — Lagues.

e Man kan valge at udregne den sterste positive afvigelse fra idealet ,dvs
max{m; +k,} hvor m, > k,

og sa foretreekke den metode, hvor denne afvigelse er mindst, idet man tilsyneladende tilstreber, at intet
enkelt partis veelgere begunstiges i sterre omfang.

Som tallene nedenfor viser, peger det pd d"Hondts metode:

Sterste breks metode: 0,01142
D’Hondts metode: 0.00997
D’Hondts modsztning: 0,19475
Sainte — Lagues metode: 0,01142

e En fjerde metode er at registrere den storste numeriske verdi af den storste negative afvigelse.
Tankegangen bag denne fremgangsmade synes at vare,at man finder det uheldigt, hvis et eller méske
flere partier groft underreprasenteres. Enhver underreprasentation vil uvaegerlig medfore over-
reprasentation andetsteds, og man kan sige, at man ved denne metode interesserer sig for dem der lider
tab, og ikke for dem der begunstiges, hvorfor man krever at:

max Im,. + kiI

hvor k; > m, skal vare si lille som mulig.

31




Med de tidligere benyttede tal (skema 4.2)giver det:

Sterste breks metode:  0,05525
D’Hondts metode: 0,05525
D’Hondts modsatning: 0.01177
Sainte-Lagues metode: 0,05525

Som det fremgér peger de fire fremgangsmader pa hver deres metode som den bedste, vel at marke
udfra det valgte talmateriale.

2. I ovenstiende betragter man som nzvnt den uret, der begas mod vzelgeren, men man kunne 0gsa se

P4, hvorledes partierne behandles. Ideelt set ber ethvert parti opna en reprzesentatlon der svarer til
partiets stemmeandel. For partiet i ma man séledes krave at:

Partireprasentation opstillet med standardeksemplets tal giver felgende:

Partier P1 P2 P3 ' P4 sum
Ideel 0, 5580 0,2541 : 0,1657 0,0221 1,0
Sterste breks metode 0,6000 0,2000 0,2000 0,0000 1,0
afvigelse +0,0420 - 0,0541 +0,0343 -0,0221
D’Hondts metode 0,6000 0,3000 0,1000 0,0000 1,0
afvigelse +0,0420 +0,0459 - 0,0657 -0,0221
D’Hondts modsatning 0,5000 0,3000 0,2000 0,1000 1,0
afvigelse - 0,0580 +0,0459 40,0343 +0,0779
Sainte — Lagues metode 0,5000 0,3000 0,2000 0,0000 1,0
afvigelse - 0,0580 +0,0459 +0,0343 -0,0221

Skema 4.3. Partireprasentation for de fire partier angivet som afvigelse ( fed skrift) fra det ideelle. + be-
tegner overreprasentation, - betegner underreprasentation. '

Anlegger man de tidligere gennemgiede vurderingskriterier p& ovenstiende eksempel fir man felgende
resultater, nir man sgger at bestemme den bedste metode:

Summen af afvigelserne Sterste breks metode
Kvadratroden af summen af afvigelsernes kvadrat samme
Minimum for sterste positive afvigelse samme
Minimum for numerisk sterste negative afvigelse samme

Skema 4.4. Bedste mandatfordelingsmetode bedemt i forhold til partireprzesentationen
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Det valgte taleksempel viser, i overensstemmelse med hvad der tidligere er nevnt, Sterste breks metode som
den bedste metode i denne forbindelse.

3.Man kan ogsa betragte problemet udfra de valgte mandaters synspunkt, altsa se pa det antal stemmer en
kandidat har skullet opna for at blive valgt - man kan forestille sig at hver enkelt opstillet kandidat personlig
skal "betale” for sin plads med stemmer. Denne “betaling” ber ideelt set vare den samme i alle de partier,
der opnér representation. Afvigelsen ("uretferdigheden”) fra idealet kan udtrykkes séledes:

S, 1. &k _limth
M m k m-k k

Med standardeksemplets tal ser en skematisk opstilling séledes ud:

Parti P1 P2 P3 P4
Ideel pris/mandat ( S:M) 18,1 18,1 18,1 18,1
Starste breks metode 16,83 23 15 -
afvigelse +1,27 -4,90 +2,90 -
D’Hondts metode 16,83 15,33 30 -
Afvigelse +1,27 +2,77 -11,9 -
D’Hondts mods&tning 20,20 23 15 4
Afvigelse -2,10 -4,90 +2,90 +14,10
Sainte — Lagues metode 20,20 15,33 15 -
Afvigelse -2,10 +2,77 +2,90 -

Skema 4.5. Mandatreprasentation for de fire partier angivet som afvigelse ( fed skrift) fra det ideelle. +
betegner overrepresentation, - betegner underreprasentation.

De fire metoder anvendt til bedemmelse af afvigelser anvendt pa ovenstdende giver felgende resultat med
hensyn til bedste metode:

Summen af afvigelserne Sainte — Lague
Kvadratroden af summen af afvigelsernes kvadrat Sainte - Lague
Minimum for sterste positive afvigelse d’'Hondt

Minimum for numerisk sterste negative afvigelse Sainte - Lague

Skema 4.6. Bedste mandatfordelingsmetode bedemt i forhold til mandatrepraesentationen.

Som illustreret af ovenstiende taleksempel og andetsteds omtalt findes der ikke én mandatfordelings-
metode som samtidig kan tilgodese bade valger, parti og mandat. Det er derfor nadvendigt, at man ved valg
af metode ger sig klart, hvilke hensyn man ensker fremmet, og hvilke man legger mindre vagt pa. Matema-
tikken kan bistd ved at bringe klarhed over de enkelte metoders egenskaber og saledes medvirke til, at den
politiske beslutning om valg af mandatfordelingsmetode tages pé et kvalificeret grundlag.
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5. Tredje vinkel pa neutralitet:
Parvise sammenligninger og lesning af optimeringsproblem

I det folgende ser vi pa ulighedsbegrebet ved parvise sammenligninger mellem partierne. Dernast ser vi pa
mal for ulighed. Det er allerede vist at ét bestemt mal for uretfeerdighed peger p2 Websters metode som den
eneste der kan minimere dette. Nu vises at Websters metode rent faktisk er en lgsning pé dette problem.

Spergsmalet om, hvordan man skal velge mellem de uendelig mange mandatprismetoder, forer til
stabilitetsbegrebet ved parvise sammenligninger mellem partierne. For at en mandatprismetode er stabil, ma
der til ingen stemmefordeling mellem partierne knyttes en mandatfordeling, som har den egenskab, at
uligheden bliver mindre ved at flytte et mandat fra et parti til et andet.

Uligheden i mandatfordelingen mellem to partier kan méles ved |m//s; — myls,).

For at m skal vaere stabil, mé alts& nedvendigvis kraves
I(m,- - 1)/S,'— (mj + 1)/S]| g Im,'/S,' - mj/sjl.

Dette opnés ved:

S. S .
Hvis my/s; = mjls; : mifs; — myls; < (m; + 1)/s; - (m; - 1)/s5; < >
. m, =% m;+%

H

og omvendt, altsé netop ved Websters metode.

Imidlertid kan uligheden i mandattildeling mellem to partier ogsa males ved enhver differens, der kan opnas
ved omformning af uligheden: m//s; = my/s;. '
For eksempel ved m; 2 (mj/s;) + 5.

I alt er der 16 forskellige udtryk af denne art til parvist mal af uligheden, idet 16 = 2° , siledes at forst4 at
hver af de fire sterrelser m; , m; , s; , 5; kan optrede i enten tzller eller nevner.

For nogle mél af ulighed er der problemer, hvor hver mandattildeling er ustabil. Enhver anden m-funktion
forer til en af de fem nzvnte mandatprismetoder.

En anden problemstilling er at i stedet for de absolutte udtryk |y - z| , ma det relative mal:
[ - z{/min(y, z) (n&r min(y, z) # 0),

» ms.
vaere at foretrakke. S& fir man for alle 16 absolutte mal det relative —= 1, som forer til Hills metode.

ijl-

Ogs4 ved parvise sammenligninger kunne der tages hgjde for en eventuel sparregrense. Dette vil ikke ske
her. :

Tabel der viser hvordan forskellige mél for uligheden farer til valg af forskellige metoder:

Metode Adams Dean Hill Webster Jefferson
Ml m; s, s, m,/s; m, m, s;
m;, — —_ —_— 4. m —-—m;
si/sj m; m mj/sj S8 S;
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5.1 Optimering under bibetingelser

En anden made at angribe spargsmalet om ulighed pd er optimering under bibetingelser. Til en given
stemmefbrdeling s skal man finde den mandatfordeling m € Z f’ , Som minimerer et mél for uligheden

N
under bibetingelsen Z m, = M , hvor M er det antal mandater, der skal fordeles.
i=4

N
s
Hvis man setter ZS,. =Sogk =+-M

P s
N N )
kunne man for eksempel enske at minimere Y |m; ~ k| eller Y (m, - k),
i=A i=4
eller en hvilken som helst /, -norm af m — k.
Det viser sig i alle tilfalde at fore til Hamiltons metode som den bedste.

Den gar ud pé at for hvert parti i bestemmes heltalsdelen af ;. Det eventuelt resterende antal mandater
fordeles med 1 hver til partierne med den sterste rest. Hamiltons metode er altsa ikke en mandatprismetode.
Man kan ogsé betragte s/m; , m; > 0, altsd "prisen" parti i ma betale for et mandat og sammenligne den med
"landsgennemsnittet" S/M, og fa udtryk til minimering som

N

2

i=A

2
N
al A‘i eller Z(i—-%} (m;>0) 0.5.v.

i=A i

m;

Dette giver ikke Hamiltons metode. Lige sd godt kunne man valge udtryk som "stemmekraft" for de
forskellige partier, altsd hvor mange mandater de opnér per stemme. Det forer til udtryk som

imi M

i=A

- |
s; S

5.2 Ulighed udfra vzlgersynspunkt

i=4
vejer man kvadratet pa afvigelsen i stemmekraft fra landsgennemsnittet med partiernes stemmetal.

ud m, M
Her skal vi se nzrmere pa mélet Zs,. . (-—’ - ? , som blev fremhavet af Sainte-Lagiie og Owens. Her

i

2
N
m M
Satning: Websters metode er den metode, der minimerer Zs i (——‘— - —J .

g s, S

Dette bliver der gjort rede for i det felgende.

Forst ses at udtrykket, som fer nevnt, kan forenkles:

N 2 N 2 N 2 N N 2 2
(z__ﬂz) mL_2M S M S Sml M2

H

2
=4 S; S i=4 S; S i i=A i=d §; S
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idet der ses bort fra konstanten M?/S skal man altsi minimere
N 2

Zm—hvoer =M m20,i=A,.. N

i=A S

Det skal nu vises, at Webster er en lgsning til problemet. Man gir ud fra en mandatfordeling
m = (m,, mg, ..., my) bestemt ved Webster metoden ud fra en stemmefordeling s = (s4, 58, ---, Sn)

2 +1 2m; -1
Da geelder for alle i, j: —t i, je{d,B,..,N)

S; Sj

Det forudsattes at m; = 0, m; >0, 5,20, s; 2 0.

Lad n vare en anden mandatfordeling ved de givne stemmetal.

Lad S ={i|m>m} ogS ={j|m<m}.SaVieS" :n,=m +6, og VjeS :m,=n;+1,,
hvor §;>0 og ;> 0. ‘
Manfir '8, = > A, =a>0,

ieS* jes~ ,
Ved indsattelse fas, idet S* : 5, =n,—m, 21og §”: A, =m,~n, 21 narieS,jeS,

2m; + 6, 2m +1 2m; -1 2mj—/1

S; S; Sj ' Sj

. Nu fﬁs

Z——Z Z (n ~m, Yn, +m,)- Z ( n,+m, \n, +m,)

ies* S ’ jeS‘

=3 L(om, +5)5 - (2mj—,1,)«1jzo

leS* §; _]ES

Idet den sidste ulighed kan deles op i o uligheder af formen
2m; + 9, S 2m; -4,
s, s ‘
der alle gzlder, narblot i € S* og j € S, s uligheden (uretfzrdigheden) ved det valgte mal bliver altsd
mindst lige s& stor ved enhver anden mandatfordeling end den Websters metode giver. ‘

Hvis man som mél for uligheden vaelger kvadratet pd afvigelsen i mandatpris fra landsgennemsnittet vejet

2
med mandattallet, fas udtrykket Z m; (s_ - E—) .
=t m, M

[}

Dette forer til Hills metode.

Man kan ogsa se p4, at den sterste afvigelse i mandatpris mellem partierne skal vare s lille som
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min max|s; S;
m; m

muligt. Altsa skal bestemmes s& den sterste fejl bliver s4 lille som muligt, eller ogsé det

. . _
uheldigste partis uheld skal vere sa lille som muligt, alts3 finde n:nm m?x_, .
1 m‘.
Sidstnzvnte farer til Adams metode, mens Jeffersons metode kommer ud af o m?x i .
m 1 si
Altsd ingen metoder er perfekte. De n@vnte mandatprismetoder har alle deres fordele og ulemper.
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6. Konklusion

Vi har opstillet en beskrivende matematisk model for en mandatfordelingsfunktion. Vi har n@rmere segt at
diskutere hvilke krav man kan stille til en sddan funktion, alts3 hvilke aksiomer den skal opfylde. Vi har
fundet at de fleste aksiomer kan rummes inden for modellens rammer, men ikke nedvendigvis samtidig.
Udrustet med aksiomerne var vi klar til en neermere undersegelse af begrebet neutralitet — “retfeerdighed”.
I appendiks vil vi se pa en alternativ model hvor to af fire aksiomer er klart forskellige fra de hidtil nevnte.

Matematikken satte os i stand til at undersege mandatprismetoder under ét, og vi viste at disse kan betragtes
som divisormetoder. Denne generelle behandling af mandatprismetoder gjorde det muligt at drage
matematisk funderede konklusioner hvad angér spergsmaélet om hvilken mandatfordelingsmetode der er at
foretrazkke under givne betingelser, her valg af metrik og aksiomer. Som supplement har vi set pa konkrete
taleksempler for at fa en antydning af de forskellige metoders fordele og ulemper i forbindelse med valg af
metrik. ‘
Dette belyser hvor robust valget af mandatfordelingsmetode er ved @ndringer i metrikken (en form for
sensitivitetsanalyse). Sddanne @ndringer kunne f.eks. forekomme ved skiftevis at betragte neutralitet ud fra
et parti-, et vaelger- eller et mandatsynspunkt. Vor konklusion er at forskellige kriterier ofte forer til valg af
- forskellige metoder.

Et andet begreb vi har med er stabilitet. Konklusionen er at de fem mandatprismetoder navnt i Balinski &
- Young, er de eneste der forer til stabilitet blandt mandatprismetoder.

Det har som navnt vist sig muligt at matematisere de verbale krav til valgmodellen. Derved har vi ogsa niet
resultater som langt fra er umiddelbart indlysende. For eksempel i afsnittet om aksiomer: At respekten for
kvota og monotonikrav 4 ikke samtidig kan vare opfyldt. Senere vises at Websters metode netop er den
metode der minimerer et mal for uretferdigheden set fra et valgersynspunkt.

Alt 1 alt kan det med fast grund under fedderne éigés, at ingen metode er den bedste udfra sivel et valger-, et
parti- som et mandatsynspunkt. Dette har matematikken fort os til. Vi har med diskussion af definitioner og
aksiomer og de resultater vi har udledt faet vendt og drejet mandatfordelingsspergsmalet pa et eksakt
grundlag. '

6.1 Er projektets problemstillinger eksemplariske for matematikken?

Modellens hovedproblem er velkendt i matematikken: Hvad ger man nar tingene ikke gir op — specifikt i
denne model: Hvordan deler man et antal mandater imellem nogle partier i forhold til en rekke stemmetal,
hvor det ikke er muligt at lave en pracis proportional fordeling? Man laver en model som er en forenkling af
den politiske virkelighed. Man ger en uhandterlig virkelighed overskuelig ved en rekke forenklinger og
konkretiseringer.

I modellen stir man med et problem, som ikke har nogen lgsning der objektivt set altid er den rigtige. Man
kan valge en lgsning som udfra nogle givne kriterier er den rigtige, eller valget kan ske udfra hvilken
holdning man har til problemstillingen — og det ene valg kan s4 ikke rent matematisk siges at vere bedre end
" det andet.

Problemstillingen i modellen kan betragtes som herende til en kategori indenfor matematikken - nemlig
projektioner:

Lad X = Qf og et punkt i X betegne den P-dimensionale vektor der bestér af de forskellige partiers kvoter.

Lad U = Z og et punkt i U betegne den P-dimensionale vektor der bestar af de forskellige partiers tildelte
mandater.

Mandatfordelingsfunktionerne m vil kunne karakteriseres som projektioner fra X ind i U. Problememne i
denne proces er beskrevet i projektet, men er ikke unikke for denne model eller denne del af matematikken.
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Vi vil give tre eksempler fra andre dele af matematikken, hvor problemet er af lignende art:

1:Betragt en projektion fra X, det almindelige 2-dimensionale rum, pa U, et vektorunderrum af X (narmere
en ret linje gennem origo). : )

Opgaven er nu: Lav en projektion af X pd U. Dette kan geres pé utallige forskellige méder: Ortogonal
projektion, projektion parallel med 1. aksen/2. aksen, osv. Der er ingen af disse mader der objektivt kan siges
at vaere bedre eller mere rigtig end de andre. Man kan, i lighed man beviset i kapitel 5, udfra nogle pa
forh&nd givne kriterier udvalge en metode som si i den sammenhang er den rigtige. :

2: Opgaven er at tegne en landkort — at brede jordkloden ud pa en plan flade. Vi opstiller nogle krav til denne
proces for at vi mener at resultatet bliver korrekt: Kortet skal relativt vaere arealbevarende og det skal vere
vinkelbevarende. To indlysende krav at stille til en kort. Problemet er bare at det matematisk kan bevises at
disse to krav ikke kan opfyldes samtidigt - i lighed med at monotonikravet og kravet om respekt for kvota
ikke kan opfyldes samtidig. Projektet er som bekendt altsa ikke muligt med de givne krav: En kugle kan ikke
under de nzvnte forudsatninger projiceres ned pa en plan, siledes at projektionen samtidig er areal- og
vinkeltro.

3: Dette eksempel stammer fra kodningsteoriens verden:

X = mangden af kodeord med max. én fejl

U = mangden af kodeord.

Korrektion af fejlene i X vil vare en projektion fra X'ind i U. Denne korrektion er dog ikke entydig (for

minimalafstanden & (U ) < 2). Hvis man modtager en kode som ikke er et kodeord, vil man miske kunne

lave fejlkorrektion pa flere forskellige mader og dermed opné flere forskellige kodeord — og det vil ikke vare
muligt at konstatere hvilken af korrektionemne der var den korrekte, og dermed hvilket kodeord der blev
afsendt.
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7. Appendix: En anden model

Ved flertalsvalgreglen forstas at den kandidat eller de kandidater der far flest stemmer bliver valgt.

I det folgende vises at denne valgregel er unik med en reekke s@rlige egenskaber. Dette er et eksempel pé en
anden méde at opstille aksiomer for valgregler pa. A

Ferst gives en rekke definitioner og aksiomer, sa opstilles og vises et lemma der s& bruges i den setning det

hele gar ud pé at vise: At flertalsvalgreglen pa en unik made opfylder de nedenfor omtalte aksiomer.

Lad der vare givet en endelig mangde af mulige kandidater C, hvor |C| =c. Lad C betegne mangden af -

ikke-tomme delmzngder af C, altsa Cer potensmangden af C bortset fra den tomme mangde &. Lad N
vere mengden af mulige valgere. Til hver valger herer altsa et nummer (naturligt tal) siledes, at to

forskellige valgere har forskellige numre. Hermed er der ikke gjort nogen forudsztning om vwlgerkorpsets

storrelse, nar det blot antages at vere en endelig delmangde N # & af N. Det antages, at [j=n e Nog N ¢

N , hvor N er m’aéngden af ikke-tomme endelige delmeangder af N.

Enhver vzlger i € N er udstyret med en preferencerelation P; i C. P;c C x C er dermed refleksiv, transitiv.

og total. Det betyder, at valger 7 udfra P; kan opstille valgkandidaterne i (en endelig) reekkefolge pé netop én
made, siledes at den mest foretrukne kandidat kommer forst, den nzstmest foretrukne som nr 2 i rekken

0.s.v. med den mindst enskede kandidat som raekkens nummer sidst. Mé:ngden af alle mulige

preferencerelationer for valger i betegnes 13,. :

Lad velgerkorpset vere N € N. Ved 13N skal forstds mangden af mulige preeference-profiler for N altsa
P= HieN 13,. . Etelement Py € lsN er da en n-dimensional vektor, hvis i'te koordinat er P; € f’,. , altsd en

preferencerelation herende til velger i.

Ved en valgregel skal forstas en afbildning f : (U Neft 13N )x C > C. Siledes for givetN e N at for enhver

af valgeres praferenceprofiler Py € f’N udvelges fra enhver kandidatliste C' € C en delmangde af denne

D=f(Py,C)c C.

Lad Z betegne mengden af permutationer: C — C og lad o € Z. Nar P; er en preferencerelation for valger i

€ N, skal o(P;) betegne przferencerelationen bestemt ved Va,,a, € C:a,Pa, = o(a,)o(P.)o(a,).
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(P's egenskaber som praferencerelation overferes til 6(P;)). Man satter 6(Py) = (6(P;))ien svarende til at Py

= (Pdien-

En valgregel f siges at vare neutral, hvis en permutation ¢ af kandidatmangden C, der jo svarer til en
&ndring af hver af praferencerelationerne P;, ieN (sdledes at P; bliver til 6(P;)) forer til et valg ved fder er

billedet ved permutationen o af det oprindelige valg.

Altsa: VP, e BLYoeX: f(o(P,)o(C))=o(f(P,.C))

En neutral valgregel er altsd kun athangig af hvilke przferencer valgerne har og ikke af kandidaternes

numre. Ingen kandidat har pa forhind en fordel fremfor andre.

Givet N e N
Lad ITveare mangden af permutationer: N — Nog 7 € IT. Givet P, € 13N oglad P, = (Pﬂ“ )) (ieN).

Ved 7 er der siledes blot sket en &ndring af nummereringen af velgerne.

Valgreglen f siges at vaere anonym, hvis VP, € I3N :Vrell: f(P”(N) ,C)= f(P,,C).

Dette sikrer, at valgreglen er "ligeglad" med, hvordan det givne sat af preeferencer er fordelt pa vaelgerne.

Der hersker anonymitet.
Valgreglen f er uathengig af dominerede kandidater, hvis det gzlder, at nér en kandidat a, af alle vaelgere
prioriteres lavere end en vis anden kandidat a, , s& bliver a, i hvert fald ikke valgt.

Dette kan udtrykkes séledes:

VP,eP, :Va,eC: (3a,eC:a, #a, AVieN:a,Pa,)= f(P,.C {a,})=f(P,.C)

Det er nadvendigt at forudsztte, ata, # a,, forallei € N :a,Pa, , sidan som preferencerelationen er

defineret.

En valgregel f har forsteerkningsegenskaben, hvis foreningsmangden af to disjunkte valgermangder N og N'
(NN N'=0)givervalg til f (P, P,.,C)=f (PN ,C)n f(P,., C)nér denne fellesmangde er ikke-tom.
Altsa hvis vaelgerkorpset er delt i to disjunkte dele, som begge giver valg ved valgreglen f til en kandidat a,

s& vil a ogsé blive valgt af det samlede vaelgerkorps.
Altsé:
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GivetN, N’ € N hvor NNN’=0@, og givet

P, eP, PP, : f(P.C)N f(Py,C) 2O = f(P,,P,..C)=f(Py.C) f(Py.C) nor NUN er
hele valgkredsen. '

Altsa hvis en kandidat "vinder" ved hvert optellingssted, s vinder vedkommende ogs i hele valgkredsen.

For P, € Pladp( P,C )e C vare denaf valgeri € N foretrukne kandidat i C. For

a, € C,hvorP, ePN,lad N,,(PN,C)= {ieN|p(P,-,C)=a;.}

N, er altsa delmangden af N som bestar af de valgere der har @, € C som den foretnﬂcne kandidat i C.
Lad n,(Py,C)=|N,(Py.C);

p kaldes da en flertalsvalgregel, nar for ethvert givet

P, eb,:P(P,,C)=1{a, e CVa, eC:n,( P,,C )2 nk(‘PA.,,C)}

Ved P vzlges altsd den kandidat eller de kandidater, der foretraekkes af det sterste antal veelgere i N.

~Saetning: Flertalsvalg er den eneste valgregel, som opfylder neutralitet, anonymltet uafhaanglghed af
dommerede kandldater og forsteerkning.

 Forst vises et lemma: At hvis en valgregel opfylder de 4 aksiomer og at ethvert par forskellige valgere har

forskellige mest foretrukne kandidater, da er alle de af blot én valger foretrukne kandidater valgt. Dette
forudsztter n < ¢ .Givet Py € P, lad p(PN,C)= (p(EC)), ieN

p(Py,C) er da listen af kandidater, der foretrekkes af vaelgerne ved valgregel f, som opfylder de 4

aksiomer.

Lemmaet siger, at hvis

Vij,i, € N:i, #i, = p(P,,C)# p(P,,C) saer f(Py,C)={p(P,C)|ie N} foralle P, e P,

Bevis:

Lad P, € ISN vare givet, hvor p(P.,C) i € N, alle er forskellige. Altsd ma antallet af veelgere vere inindre

end eller lig med antallet af kandidater. |
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Beviset fores ved induktion efter |N I
1)|N| =1 kunénvaelgeri=1 P, =F :a,,...q,....
a, er da den eneste kandidat, der ikke falder for aksiomet om uafhzngighed af dominerede kandidater.

Qy,.....dy ,...domineres alle af a, . sa f(P,,C) g{al}, ogdaf(Py,C)= @ ,fasf (P,,C)={a, }og lemmaet

er vist for N=1.

2)Givet ne N, s&IN | = n . Antag at lemmaet er opfyldt for 1, ..., n-1. Dakan P beskrives ved

P :a,...
P a,,...
P_ia, ...

B, iy, ey,

hvor a, =a,
hvor a, #a,, nér i, #1,, i,i,:1,...,n
Af induktionshypotesen fas f(P,,......, P, ;,C) = {a,,eeenrnee .4, )

Lad nu N'={n+1, ....... ,n+c+l}

oglad P, € PN. veere valgt si preferenceprofilen (P,, P, ) er symmetrisk i folgende forstand (nér P er som

for givet)

P, a,,,a,,...a,,a,
Py 1y, Qpgsenn il s Ay 5 @y
Pn+c-l : ahc’ahl goreee ahc—z ’ahc—l

Det ses, at P,,, fremkommer af P,,, , ved den samme permutation o : af kandidaterne
(nark=1.2,...... c-1) og at man kommer hele vejen rundt. S&
fle(P, P,.).C )=0o(f (P,l ,P,.,C)) p.g.2. neutraliteten og anonymiteten af f.
f(P,,P,..C)= f(o(P,,P,).C)=0(f(P,, P,.,C)), menss f(P,,P,.,C)=C

1 1

anonymitet neutralitet
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Af forsteerkningsaksiomet fis nu v
f(Py,P,.C)=f(B,..P,,,C)" f(P,.P,..C)={a,,...a,, }nC=1a,,....a,,}

1 n-1
Da Vie N', a, Pa,, (= a") gelder p.g.a. uathengighed af dominerede kandidater og neutralitet og
anonymitet:
f(Pu.C)=f(Py.C\{a,})=C\ {a,}.

f(PN,C. {a,,}),c>1
f(PN’C)>C=1

eller

Da £(By, By C)= 1By C) £ (s C) = {

Deraf fas 3 muligheder f(P,,C)=  {{a,.c... ,a,} eller

Hvis man i stedet konstruerer N’? s profilen (P,,_l , PN..) er syinmetrisk( man har altsa byttet om pa valger

n-1 og valger n i forhold til tidligere) fas tilsvarende:

{dn_l}eller
f(&.0)= ila,.....a,,,a,} eller

{a,a,}

sialtialtma f(Py,C)= {g,,crcnurnnn. a,} og induktionen er gennemfort.

Nu kan sztningen bevises.

Bevis for sxtningen:

a) Ved eftersyn ses at flertalsreglen opfylder de 4 aksiomer. Dette sikrer aksiomernes kompatibilitet.
b) Antag at valgreglen opfylder de 4 aksiomer.

Givet P, € I3N
Antag at kandidaterne er nummeret efter stemmetal, altsd 5 (P,,C) <y, (P,.0O) <....<n.(P,,C).

Lad PN, ""’PNC veere konstrueret til lejlighedensd P, = ( PN. ’""PNC) og

Vh:l..c p(Pyn-O=p,,.(Pr O =wu=n P O =n,Prx-O+n,.(Pr-0
Nh Nh Nh N N
Hvor no(PN ,C) = 0. Det kan ske fordi ‘

1) n;.(PN’C)+m+1(PN:C)ZO
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n=n1(PN’C)+"'+nC(PN'C)
=c(n1(PN’C)-:_no(PNr’C))-F(C'%l):(nz_:—,nx)+“'+1'(nc+nc+1)
|Nh|=nl(pNh,C)+nz(pNh,C)+...+nC(pNh,C)=0+...+0+nh(pNh,C)+...=
(c+h+U(p,( Py C)+n,a( Py -C))

sa ;lNhl =lN|og;nk(PNh,C) =Py -0

2)

Ny’ erne kan for nogle h vere tomme, men udger i gvrigt en klassedeling af N, séledes at de enkelte
kandidaters “stemmetal” summerer op, som de skal.

For n, (PNh’C) >0,h=1,...,C. J, deles nu yderligere op i Nlh,...,N;"'é""*‘ saledes at hvert

N; =leun, (Pyv:O+n,. (P, C) bestir af velgere med hver sin foretrukne kandidat sa

f(P N C)= {h,h + 1,...,c}og ved gentagen brug af forsterkningssatningen far

F(Py, €)= F(Ppp €I f(Py s C) = o)

Lad h' = min(h = 1,...,clnh (P,O)=...= nC(PN,C)> . Alts3 h" er det sterste A < Csa
nh(PN,,’C) >0,idet y,-(P,>C) > p,-., (Py»>C) . Umiddelbart f(PNk ,C)= f(PN;,‘ ,C), nér

C2k2> h' . Dette fas ved ombytning af kandidat k > h‘ med h‘ .

Ved gentagen forsterkning fas:
f(e,,c)=r(P,,C)N...n f(PNc ,C) = {h*, ....... ,c} hvorved f er vist at vaere flertalsreglen P.

(tsh<h*: f(N,.C)=2 f(N,..C))

Nér c=2 d.v.s. der kun er to kandidater, bliver flertalsreglen til den absolutte flertalsregel og

vafhengigheden af dominerede kandidater erstattes af individualitet:

Vie N:VP,eP: f(B,C)=p(P,C)
Korrollar: Den absolutte flertalsregel er den eneste valgregel, der opfylder neutralitet, anonymitef,
individualitet og forsteerkning, ndr der kun er to kandidater.
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