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Denne rapport omhandler den selvundvigende vandring, som bevager sig
mellem de narmeste naboer i et gitter. Et af de vigtigste problemer i
forbindelse med den selvundvigende vandring er at bestemme veerdien af
den karakteristiske parameter, forbindelseskonstanten u. Dette problem er
endnu ikke lgst pa en matematisk stringent made. Vi beskriver to indfalds-
vinkler til at lgse problemet, en matematisk og en fysisk. Den matematiske
metode opstiller to uligheder for . Den fysiske metode benytter statistisk
mekanik til at fremkomme med et resultat der formodentligt er korrekt.
Vi nir frem til at den fysiske argumentation ikke er stringent, idet der
anvendes en matematisk sztning udenfor dens gyldighedsomréde.
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1 Indledning

Forestil dig, at du stdr i et kryds ¢ en stor by, hvis gader ligger
som et kvadratisk net. Du veelger en tilfeldig gade, og gir hen
til neeste kryds. Ved hvert kryds kan du velge mellem at fort-
seette lige ud eller gé til hgjre eller venstre. Der er kun én regel:
Du mé ikke vende tilbage til et kryds, du allerede har veeret i.
[Madras & Slade, 1993, frit oversat]

Ovenstdende definerer pa helt almindelig dansk det matematiske problem,
som dette projekt omhandler. Vi har valgt at kalde problemet for den
selvundvigende wvandring, der kommer af det engelske udtryk ’'The Self-
avoiding Walk’.! Den selvundvigende vandring er ikke kun defineret for det
kvadratiske gitter, men kan defineres for ethvert gitter, f.eks. bikubegitteret,
kagomégitteret eller et flerdimensionalt gitter.

Den selvundvigende vandring minder umiddelbart kraftigt om den sad-
vanlige random walk, som der eksisterer en stor mangde resultater for. En
random walk er en markov-kaede?, mens den selvundvigende vandring ikke
har denne egenskab, og det er langt fra klart om, den kan opfattes som en
proces. Dette ggr, at man kun i ringe omfang kan overfgre analysen af en
random walk til den selvundvigende vandring. Der er i det hele taget meget
fa resultater om den selvundvigende vandring,.

Den selvundvigende vandring er et forholdsvist nyt matematisk forsk-
ningsfelt, der stammer fra kemiens verden, hvor den i 50’°erne opstod som en
matematisk model for linezre polymere. En linezr polymer bestar af mo-
lekyler, som er lange kader af enheder, og hvert molekyle indeholder op til
flere 100 000 sddanne enheder. Kemikere og fysikere, som besk=ftiger sig med
polymere, har ofte behov for at vide, hvor mange forskellige konfigurationer
et polymermolekyle kan befinde sig i, og hvor langt keedernes ender typisk
er fra hinanden, hvis hver konfiguration er lige sandsynlig. Den selvundvi-
gende vandring kan modellere polymermolekyler, idet man forestiller sig, at
polymermolekylet opbygges en enhed af gangen, og der ikke m3 befinde sig
to enheder i samme punkt i rummet. For fysikere og kemikere er det saledes

relevant at kende antallet af selvundvigende vandringer, som tager et givet
antal skridt.

'] kapitel 2 gives en pracis definition af den selvundvigende vandring og andre relevante
begreber, sdsom de forskellige gittertyper.

2Lidt slagordsagtig kan en markovkeede defineres som en stokastisk proces, hvis fremtid
kun afhanger af nutiden, og ikke af fortiden.
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2 Indledning

Et af de vigtigste problemer, méaske ligefrem det vigtigste problem, i
forbindelse med den selvundvigende vandring er alts3

Hvor mange n-skridt selvundvigende vandringer eksisterer der?

Dette antal benavnes c,.

P3 trods af at spgrgsmélet oprindeligt opstod i kemien, er det af graf-
teoretisk karakter, og er i virkeligheden et matematisk spgrgsmél. Svaret er
let at finde for sm& n. Man kan ved simpel optelling p4 en computer finde
antallet af forskellige selvundvigende vandringer p3 et gitter op til n lig 10-50
alt athengig af gitteret(se tabel 1.1). For stgrre n er det noget sveerere at
bestemme c,.

Tabel 1.1 Eksakte optzllinger af ¢,. [Hughes, H.D., 1995]

d=2 Bikube = cq0 = 660671299170
Kagomé = c13 = 558 832
Kvadratisk = c39 = 113101 676 587 853 932
Trekant = c13 = 138825972053 046
d=3 Hydrogen peroxid = c30 = 1180825 386
Diamant cor = 5243 388472212
Hypertrekant = c14 = 3719252820

Simpel kubisk

Body-centred kubisk

Face-centered kubisk
d=4 Simpel hyperkubisk
d=95 Simpel hyperkubisk

co3 = 5245988215191 414
cis = 19731335857 592
c12 = 1791455071 068

18 = 1271271096 363 128
c13 = 2450291 960 890
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Det er muligt at komme frem til nogle simple analytiske resultater om den
selvundvigende vandring og den klasse af problemstillinger, som den tilhgrer.
Disse resultater er fundet ved metoder, der stammer fra kombinatorik og
matematisk fysik. For stgrre n er det bevist at antallet af selvundvigende
vandringer, som tager n skridt, har en asymptotisk granse

en ~ f(n)u® (1.1)

hvor log f(n) = o(n). Konstanten u kaldes for gitterets forbindelseskonstant?,
og er helt central i studiet af den selvundvigende vandring, pga. denne sam-
menhzng med c,. Man har endnu ikke bestemt forbindelseskonstantens ek-
sakte veerdi for noget gitter ved brug af stringente matematiske metoder.
Der findes dog et eksakt resultat, som giver veerdien af et ikke-trivielt gitters
forbindelseskonstant. Med denne baggrund kan projektets problem defineres.

3En fordanskning af connective constant.




1.1 Projektets problem 3

1.1 Projektets problem

Den hollandske fysiker B. Nienhuis har bestemt veerdien af bikubegitterets
forbindelseskonstant eksakt

B=142+ V2, for bikubegitteret (1.2)

Det er veerd at bemarke, at bikubegitteret er det simpleste ikke-trivielle
2-dimensionale gitter, i den forstand at antallet af den selvundvigende van-
drings valgmuligheder ved hvert gitterpunkt er minimal i dette gitter. Resul-
tatet i ligning 1.2 fremkommer ved at koble den selvundvigende vandring pa
bikubegitteret til en teoretisk fysisk model. Denne kobling sker ved brug af et
resultat, som bygger p4 en antagelse om, at man kan betragte dimensionen
af en vektor som en parameter og lade den g& mod nul. Nienhuis’ resultat er
velkendt blandt folk som beskaftiger med den selvundvigende vandring, og
betegnes af alle som korrekt. I fglge matematikere er metoden ikke stringent.
Man stir siledes i en situation hvor man har et matematisk problem, som
man v.h.a. numeriske resultater og ikke-stringente metoder kender lpsningen
af, men som ikke kan vises p4 en matematiske acceptabel made.

P4 denne baggrund vil vi undersgge Nienhuis’ metode fra en matematisk
synsvinkel, og har siledes valgt folgende problemformulering

Hvordan adskiller Nienhuis’ metode sig fra matematisk stringente
metoder.

Det vi finder interessant at underspge i denne problemformulering, er de
forskellige metoders stringens og anvendelsesmuligheder, og hvorvidt meto-
dernes resultater er gyldige og korrekte. Dette kraever en pracis definition
af den selvundvigende vandring og et bevis for forbindelseskonstantens ek-
sistens, da det ellers er absurd at undersgge dens veerdi. Der er ingen mate-
matiske metoder, som giver en eksakt veerdi af forbindelseskonstanten, men
vi har beskrevet de metoder, som formodentlig giver de bedste granser for
forbindelseskonstantens veerdi. Nienhuis’ metode bygger pa statistisk meka-
nik, s& vi har fundet det ngdvendigt at give en kortfattet introduktion til
- denne fysiske teoribygning. Selve metoden er publiceret i fysiske tidsskrifter,
hvilket betyder at den ikke er beskrevet matematisk stringent. Vi har derfor
forsggt at ggre beskrivelsen mere matematisk, ved at udfylde hullerne i Ni-
enhuis’ temmelig kondenserede argumentation. Malet med denne udfoldelse
af metoden er at sztte os i stand til at afggre, hvor argumentationen ikke er
matematisk stringent.

1.2 Er den selvundvigende vandring interessant?

Man kan undre sig over, hvorfor man i et matematikprojekt beskaftiger sig
med et problem, som i fgrste omgang stammer fra fysik, og nu er lgst ved




4 Indledning

brug af fysiske argumenter. I vores gjne er den selvundvigende vandring et
eksemplarisk matematisk problem i mange henseender. For det fgrste er dens
definition simpel, og kan formuleres uden brug af kompliceret matematik
samtidig med; at den 3benbart kun kan lgses eksakt ved brug af underlige
argumenter og kompliceret matematik. Derudover har den selvundvigende
vandring en direkte anvendelse inden for andre videnskaber. Den bruges ikke
leengere kun til at modellere polymere, men f.eks. ogsd i forbindelse med
modellering af magnetiske stoffer.

I forordet til sin bog om perkolationsteori er matematikeren Harry Kesten
inde p3 hvorfor perkolationsteori er interessant at beskaftige sig med. Han
skriver

Quite apart from the fact that percolation theory had its ori-
gin in an honest applied problem...it is a source of fascinating
problems of the best kind a mathematician can wish for. Problems
which are easy to state with a minimum of preparation, but whose
solutions are (apparently) difficult and require new methods. At
the same time many of the problems are of interest to or proposed
by statistical physicists and not dreamt up merely to demonstrate
ingenuity.[Kesten, H., 1982]

I citatet kan ordet perkolationsteori erstattes med den selvundvigende van-
dring, for denne er interessant af praecis de samme &rsager.

Kemikere og fysikeres interesse i at f4 etableret det kendte resultat pé
et matematisk stringent grundlag, er derimod mere tvivlsom. Som Gordon
Slade skriver

Chemists and physicists can’t always afford to wait for rigo-
rous proofs when they need results, and this is the case for the
self-avoiding walk.[Slade, G., 1994]

Denne situation ggr, at resultater som endnu ikke er vist pa en ordentlig méade
af matematikere, i vid udstraekning er accepteret af kemikere og fysikere, og
deres interesse i stringente beviser er nok ikke seerlig stor.

Udover at den selvundvigende vandring er interessant fra et matema-
tisk synspunkt, er vi motiveret af en mere overordnet problemstilling. Den
selvundvigende vandring illustrerer nemlig forskellen mellem teoretisk fysik
og matematik, dels fordi den selvundvigende vandring har sin oprindelse i
fysik /kemi, dels fordi det eksakte bud pa en veerdi for forbindelseskonstan-
ten stammer fra fysikken. Groft sagt mener fysikere ikke at der er problemer
med Nienhuis’ metode, mens matematikere papeger at den ikke er stringent.
Undersggelsen af Nienhuis’ argumentation dbner siledes for en diskussion af
forskellen mellem de metoder, der anvendes indenfor matematik og teoretisk
fysik. Denne problemstilling behandler vi ikke fra en systematisk og viden-
skabsteoretisk synsvinkel, men ngjes med at tage den op i diskussionen til
sidst i rapporten.




2 Grundl=eggende begreber

I dette kapitel ses der lidt neermere pa definitionen af den selvundvigende
vandring, og hvordan forbindelseskonstanten, som blev introduceret i indled-
ningen, kommer ind i billedet. Dels gives et bevis for forbindelseskonstanten
eksistens, og dels gives nogle resultater vedrgrende forbindelseskonstanten.

2.1 Gitre

Gitre er ofte den underliggende struktur i matematiske modeller i bade kon-
tinuerte og diskrete rum. De kontinuerte systemer, som beskrives ved brug
af gitre, simplificeres herved til diskrete modeller, mens det er mere naturligt
at beskrive mange diskrete systemer ved brug af gitre. Gitteret systematise-
rer strukturen i systemet som den matematiske model beskriver, og ggr den
nemmere at hdndtere og forsta.

Gitre beskriver alt fra gader i byer til molekylere strukturer til mere
abstrakte strukturer som for eksempel den interne lederstruktur i et selskab.
Gitre har saledes deres anvendelse inden for alle videnskaber og p4 mange ab-
straktionsniveauer. Gitre danner i projektet grundlag for den selvundvigende
- vandrings domane, og er sdledes helt central for forstielsen af problematik-
ken.

Et gitter eller en graf £(V, E) er matematisk defineret som en maengde
af punkter V = {v1,vs,...}, som kaldes for gitterpunkter og en maengde af
(uordnede) punktpar F, som kaldes band. Gitterpunkterne betragtes ofte
som punkter i et passende rum, mens bandene betragtes som forbindelser el-
ler linier mellem disse punkter. To punkter v og v/, som er direkte forbundet
med et band, kaldes for nzrmeste naboer; mens to punkter i et gitter siges
at veere indirekte forbundet hvis der eksisterer en mangde af band i gitteret
som forbinder de to punkter. Et gitterpunkts koordinationstal angiver antal-
let af nzermeste naboer. Har alle punkter i gitteret samme koordinationstal
associeres dette koordinationstal til gitteret, og kaldes for gitterets koordina-
tionstal z. De gitre vi bruger har alle fast koordinationstal, som ogs4 kaldes
homogene gitre.

De mest anvendte gittertyper kan naturligt beskrives i en passende del-
mangde af det diskrete d-dimensionale euklidiske rum Z¢. Gitteret bestar
da af gitterpunkter med heltallige koordinater, og band der er linier mellem
par af gitterpunkter, som er nzrmeste naboer. Det mest &benlyse gitter man
séledes kan forestille sig, bestar af samtlige punkter i Z% med band mellem

5



6 Grundlzggende begreber

alle gitterpunkter, som er netop en enhed fra hinanden. Dette kaldes for
det d-dimensionelle simple hyperkubiske gitter, som har koordinationstallet
z = 2d. 1 to og tre dimensioner er det henholdsvis de velkendte kvadratiske
og kubiske gitre. De tre gitre i planen, som anvendes i projektet, er gengivet
i figur 2.1.

m% XXX %
% OO ONUVAVAVAY

®) ©

-~

Figur 2.1 (a) Bikubegitter eller hexagonalt gitter med z = 3. (b) Kagomégitter
med z = 4. (¢) Trekantsgitter med z = 6.

Et gitter kaldes periodisk, hvis der eksisterer en ikke-tom mangde af git-
tervektorer {b;}, saledes at gitteret afbildes over i sig selv ved en arbitraer
translation med disse, 3~ m;bj;, hvor m; er et heltal. Periodiske gitre er séle-
des invariante, nar der translateres med gittervektorerne. Antallet af linezert
uafthangige gittervektorer definerer gitrets dimension. Periodiske gitre kaldes
til tider for krystalgitre. I det fglgende er alle gitre periodiske, og kaldes blot
for gitre.

2.1.1 Diagrammer pi gitre

Et diagram pa et gitter er defineret som en delmzngde af gitteret, og be-
star af en punktmangde og en mangde af punktpar. Punktmaengden er den
samme for gitteret og diagrammet, s& diagrammet indeholder samtlige git-
terpunkter. Diagrammets mangde af punktpar er en delmangde af gitterets,
dvs. diagrammet indeholder i det generelle tilfzelde feerre bénd end gitteret.
Et band i et diagram kaldes for en veeg, idet man forestiller sig, at der oven-
p3 gitteret konstrueres vaegge i de band, som er inkluderet i diagrammet.
Et diagram opdeler séledes gitterpunkterne i klasser, s& gitterpunkter, som
er indirekte forbundet med vaegge, tilhgrer samme klasse. Klasserne kaldes i
grafteorien for komponenter. Et diagram hvor mangden af punktpar bestar
af ordnede punktpar, kaldes et orienteret diagram. Ved at placere pile pa
nogle af gitterets band, dannes et orienteret diagram og vi skelner ikke mel-
lem orienterede diagrammer og pile pd gitteret. Skriver vi diagram, mener vi
blot et ikke-orienteret diagram, dvs. et diagram hvor elementerne i mangden
af punktpar ikke er ordnede par.




2.2 _Den selvundvigende vandring 7

Figur 2.2 En selvundvigende vandring p4 bikubegitteret pa 42 skridt.

2.1.2 Vandringer p4 gitre

En n-skridt vandring w pé et gitter er defineret som en ordnet maengde af
n+ 1 gitterpunkter {vg,v1,...,vs}, hvor vy og v, er henholdsvis ferste og
sidste punkt i vandringen, og der for alle ¢ gzlder, at v; og v;;1 er nsermeste
naboer. En random walk er en vandring, som opfylder fglgende betingelse:
Befinder vandringen sig i v; i det n'te skridt, kan den i naeste skridt befinde
sig i v;’s neermeste naboer med samme sandsynlighed.

2.2 Den selvundvigende vandring

Vi er nu i stand til at definere den selvundvigende vandring. En vandring
kaldes selvundvigende, hvis alle gitterpunkterne i vandringen {vp,...,vn} er
forskellige. Mangden bestaende af alle n-skridt selvundvigende vandringer
betegnes S,, og dennes kardinalitet betegnes c,. Hvis vg,...,vn_1 er for-
skellige og vn, = vy, kaldes vandring for en n-skridt selvundvigende polygon.
Hvis et gitter er homogent, afhzenger antallet af selvundvigende vandringer,
ikke af, hvilket gitterpunkt vandringen begynder i.

2.2.1 Sammenkzdning af selvundvigende vandringer

Vandringen w, der dannes ved sammenkadningen w = w; ows af to selvund-
vigende vandringer w1 = {wo,...,wn} 08 w2 = {ug,...,un} med samme
udgangspunkt (wo = up) p4 henholdsvis n og m skridt, er defineret ved

w = {’Uo, “es ,vn,vn+1, e ,vn.{.m} (2.1)
{wOa"'awnawn'*'ula""wn +um} (22)



8 Grundlzggende begreber

En sammenkzedning af to selvundvigende vandringer definerer alts& en van-
dring, som starter med den givne vandring w;, og fortsztter sin vandring,
ved en translation af den selvundvigende vandring ws til det sidste punkt i
wy’s-vandring, w,. Vandringen w er ikke ngdvendigvis selvundvigende, men
dette vil afhaenge af de enkelte vandringer w; og ws’s detaljer.

En mangde Ay, bestdende af alle vandringer p& n + m skridt der dan-
nes ved sammenkaedningen af to selvundvigende vandringer p& henholdsvis n
og m skridt, har kardinaliteten ¢, cy,. Denne mangde indeholder alle selvund-
vigende vandringer pa n + m skridt, samt nogle vandringer pa n + m skridt
der ikke er selvundvigende. Da mangden af selvundvigende vandringer pa
n + m skridt er en delmaengde af A, 4, geelder der at

Cntm < Cnlm (2.3)

Lighed i ligningen gelder kun nir n eller m er nul.

2.2.2 Forbindelseskonstanten

Et af de vigtigste resultater indenfor teorien for den selvundvigende vandring,
er Hammersley-Mortons s&tning.

Satning 2.1 (Hammersley-Mortons satning)
Lad ¢, vaere antallet af selvundvigende vandringer, som gér n skridt p4 et
periodisk gitter. Antag at for alle n er ¢, mindst 1. S4 gaelder at graensen

. -1 _
nli)ngo n~"logc, =logp (2.4)

eksisterer. Desuden gzlder fplgende ulighed for alle veerdier af n
p<ol (2.5)

Graensevaerdien p kaldes for forbindelseskonstanten.

Hammersley-Mortons satning bevises ved brug af fglgende lemma.

Lemma 2.2 (om subadditive folger)
For en fplge af positive reelle tal {a,},,, som er subadditiv, dvs. an4m <
Qn, + Ay, eksisterer greensen limy, o0 n‘Tan, og er givet ved
lim =% = inf 2% (2.6)
n—o0 7 n>ln
Bevis
Lad {an}, -, betegne en fplge af positive reelle tal som er subadditiv. Antag
at k er givet og lad Ay betegne det stgrste element i de k fgrste elementer i
folgen {as}, >, dvs.

A = 112,3%(’: Qr (2.7)
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Givet et positivt heltal n, defineres j som det stgrste heltal der opfylder
j < % Da gelder at n = jk +r, hvor 1 < r < k. Benyttes at a, er
subadditiv fas

an < aji +ar < jag +ar < kak + Ag (2.8)
Ved at dividere med n fas '
ak Ak
L Ey s 2.
x T (2.9)
Tager vi limsup,,_,, p4 begge s1der, nar vi frem til
. Qn . Qg Ak ar
i) — <1 —+— ] == 2.10
moup 2 <tmowp %+ 51) = § 210
Da k er vilkarligt valgt far vi
li In < inf 2.11
ﬁsgpnka (»)
Der gelder “
inf 2% < lim inf 2% (2.12)
k>1 k n—oo 1N
og :
. . poQOn . an
lim inf — < limsup — (2.13)
n—=o00 N n—oo T :
Sammen med hgning 2.11 giver disse to ligninger
inf 2% k <lim inf 22 < llmsup-— < inf 2 (2.14)

k>1 nooe 1N nooo N k>l k

Denne ligning betyder at limp,_,o 2% eksisterer og er givet ved ligning 2.6. O

Bevis for Hammersley-Mortons sztning
Ved at tage logaritmen i ligning 2.3 fas

log cnim < logen +logen (2.15)

hvilket viser at fglgen {logcn}n>1 er subadditiv og positiv. I fglge lemma 2.2
eksisterer graensevaerdien af 1oger/,, og er givet ved

logen _ . ¢ 108 Cn

lim (2.16)
n—o N n>l n
Forbindelseskonstanten y indfgres som
_ log ¢,
logp = nll}rgo - (2.17)
Da )
_ . logen
logu = ;Izlf; - (2.18)
gelder der for alle n
log s < 28 (2.19)

Dette viser uligheden 2.5. O
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Péstanden i sztningen ér &kvivalent med relationen
cn ~ f(n)p" (2.20)

hvor f(z) ~ g(z) betyder at lim;_,c f(2)/g(z) = 1 og log f (n) = o (n).
Ligning 2.20 er i overensstemmelse med et mere generelt resultat, som
formodes at veere rigtigt

n ~ Apn71 (2.21)

A, p og v er dimensionsafhangige positive konstanter. - betegnes en kritisk
eksponent pga. en sammenhang med kritiske feenomener indenfor statistisk
mekanik.

Den kritiske eksponent er afthangig af dimensionen, men formodes at
veere uafhengig af gitteret som vandringen forglr i. F.eks. formodes det,
at eksponenten er den samme for det kvadratiske og det trekantede gitter.
Denne mangel pa afhangighed af modellens detaljerede definition kaldes uni-
versitalitet. Vaerdien af v menes at veere fastsat for alle dimensioner.

P 422
11 d = 3 med logaritmiske korrektioner (2:22)
1 d>4

Disse veerdier er fastsat ved brug af statistisk mekaniske metoder, som vi
ikke vil komme nzermere ind pd, og er i overensstemmelse med numeriske
resultater.

Forbindelseskonstanten kan betragtes som et effektivt koordinationstal
og er ikke universelt, for det afhaenger dels af gitteret, og dels af dimen-
sionen. Der findes ikke noget stringent bevis for ligning 2.21, men det er
ifslge Madras og Slade (1993) understgttet af numeriske og ikke-stringente
resultater, hovedsageligt fra statistisk mekanik.




3 Forbindelseskonstantens nedre og
gvre graenser

Der findes adskillige stringente matematiske metoder til at bestemme bade
nedre og gvre greenser for forbindelseskonstanten u. I dette kapitel be-
skriver vi to af disse metoder, en som giver en nedre graense for u
[Fisher & Sykes, 1959], og en som giver en gvre grznse [Alm, S.E., 1991].
Vi har ikke foretaget et fuldstzendigt litteraturstudium for at finde frem til
de metoder, som giver de kraftigste begraensninger. Vi har slaet os til tals
med, at Fisher og Sykes’ greense refereres som den bedste nedre graense i
et oversigtsveerk [Hughes, H.D., 1995], mens Alms verdi er en forbedring af
den veerdi, Hughes refererer til som den bedste gvre granse.

En anden tilgang til at finde greenser for u benytter statistiske metoder,
som f.eks. Monte Carlo simuleringer. Ved en sddan metode er der dog en
usikkerhed forbundet, som er stgrre end den usikkerhed, man har ved den
analytiske tilgang [Fisher & Sykes, 1959]. Vi vil ikke beskrive disse statistiske
metoder, men henvise til [Hughes, H.D., 1995].

3.1 Primitive metoder

Hammersley-Mortons szetning kan bruges til at opstille en gvre greense for
k, idet der ifglge stningen geelder for alle n at

p<of (3.1)

Fglgen {c,l,/"}nzl, mener man, er monotont aftagende, men dette er ikke
bevist[Alm, S.E., 1991]. Ved at optzlle antallet af n-skridt selvundvigende
vandringer for en tilpas stor veerdi af n og indsette i ligning 3.1, kan p vur-
deres. Man har talt c, op til n = 42 pa bikubegitteret, [Hughes, H.D., 1995],
og er net frem til

ca2 = 660671299170 (3.2)
Dette giver fplgende gvre greense for p pa bikubegitteret

© < ¥ego =1,912 (3.3)

Dette er en primitiv metode til at opstilie en gvre granse for u, og der findes
andre mere avancerede metoder, som giver et bedre resultat.

11
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En primitiv metode til at opstille en nedre greense for p er baseret pa, at
der for alle n eksisterer mindst en selvundvigende vandring, s& p er stgrre end
1. De primitive metoder giver saledes, at bikubegitterets forbindelseskonstant
opfylder

1<u<1,912 (3.4)

Det er dog muligt at opné bedre resultater ved mere analytiske tilgange, som
vi nu vil beskrive.

3.2 Fisher og Sykes’ metode

En metode til at finde en nedre greanse for veerdien af u er lavet af Fisher og
Sykes i 1959 [Fisher & Sykes, 1959]. Den bygger p3 fglgende sztning.

Szetning 3.1

Lad {An}n>1 betegne en falge af maengder, hvor A, bestér af selvundvigende
vandringer, som gar n skridt. Kardinaliteten af A,, betegnes a,,. Hvis greensen
A = limp o0 (222) eksisterer, er A < p.

Bevis
Da mengden A, er en delmangde af S, gaxlder der for alle n at a, <
cn. Dette er i modtrid med fglgende antagelse. Antag at grzensen A =
lim,,,_,oo(“"—anﬂ) eksisterer, og at A > u. Da er
A= lim 2L S gim S o, (3.5)
n—o0 an n—o0 Cn
Dvs. der findes p; og po, s3
. On+i . Chpl
e, TP T (3.0)
Dette betyder, at der eksisterer et N, s3 der for alle n > N geelder
Gn41 > P18n OF CppP2 > Cnitl (3.7
En omskrivning giver
Gnt1  P10n (3.8)
Cn+1 p2tn
og derfor
k
Intk (ﬂ> Zn (3.9)
Cn+k 2] Cn

Da % > 1, kan vi veelge k si stor at

(ﬁ;) > (3.10)
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Dette betyder at for dette k, er

Intk 51 (3.11)
Cn+k
Dette giver en modstrid med am < ¢, 58 A < p. O

Satningen fortzller os, at hvis vi kan bestemme en greenseveerdi for fgl-

gen {“—j‘.ii}n>l (en slags forbindelseskonstant), hvor a, er kardinaliteten af

en delmengde af Sy, er den en nedre graense for p. Vi kan saledes finde en
graense for u ved at konstruere en folge af maengder bestdende af selvund-
vigende vandringer, hvis kardinalitet vi kan bestemme eksakt. I forbindelse
med bikubegitteret er det praktisk kun at betragte meengder bestiende af
vandringer, som tager et lige antal skridt.

En triviel fglge af delmangder af S, er den vandring, som kun gir i en
retning. Kardinaliteten af denne delmangde er 1, uanset hvilket gitter man
betragter, men dette giver kun det trivielle resultat at p > 1.

Et bedre resultat fas ved at betragte fglgen af mangder bestiende af van-
dringer, som er begrenset til at foretage de skridt, som er angivet i figur 3.1.
1 disse skridt vender vandringen ikke om, idet vandringen enten fortsatter i
samme retning, dvs. op eller ned, eller gir et skridt til hgjre og derefter op
eller ned. Dette sikrer at vandringen er selvundvigende; og en mangde be-
stiende af sddanne vandringer er derfor en delmzngde af S,,. Kardinaliteten
dp, af denne delmangde af S, kan bestemmes ved fglgende rekursive ligning

dn+2 = 3dn ‘ (312)

I fglge [Lindstrgm, T., 1995] har ligningen lgsninger af formen d, = A\", s3
A2 = 3)n (3.13)

MN-3 =0 (3.14)

Da vi gnsker en nedre granse for u, veelger vi den stgrste rod af dette po-
lynomium. Ved denne simple vandring f&s sledes en nedre graense for u pd
p>A=+3=1732L

For at forbedre denne granse kan man tillade vandringen flere typer
skridt, f.eks. som pd figur 3.2. Vandringen kan lave et lille ’kink’ hvor den
i to skridt g&r frem, derneest tilbage i to skridt, for derefter at bevaege sig
op i to skridt og s& frem igen i de sidste to skridt. Mengden som bestar af
vandringer, som bade mé lave et sddant ’kink’ og tage skridtene som vist pa
figur 3.1, er stgrre end den foreghende meengde. En vandring i denne maengde,
som befinder sig i et gitterpunkt, kan veere kommet der p4 to mader. Enten
ved en vandring af to skridt eller en vandring som har foretaget et ’kink’
gennem de sidste 8 skridt. Kardinaliteten af denne mangde er derfor givet
ved den rekursive ligning

dni2 = 3dp, + dn—g (3.15)
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Figur 3.1 Tilladte skridt for en
delmzngde af S,. Vandringen har
bevaeget sig langs den optrukne linie til
et gitterpunkt. Fra dette gitterpunkt
har den tre valgmuligheder for de
naste to skridt, fordi den ikke ma g
tilbage. Disse muligheder er markeret

--./ M,
A Y
A ‘
»

Figur 3.2 Et 8-skridt ’kink’. Van-
dringen har bevaget sig langs den
optrukne linie til et gitterpunkt. Fra
dette gitterpunkt har den mulighed
for bevaege sig langs den stiplede linie
eller foretage de skridt, som er angivet
i figur 3.1.

med stiplede linier, som ender i en
prik.

Denne ligning har ligeledes Ilgsninger af formen d, = AN®
[Lindstrgm, T., 1995], s3

AP = A4 At
M_o3_1 =0 (3.16)

Den stgrste rod er A = 1,74234, som er en bedre nedre granse end den
forrige. Man kan ved at tillade flere slags 'kinks’ f4 en bedre nedre graense
pa [Fisher & Sykes, 1959]

©>1,7872 (3.17)

Denne verdi er ifglge [Hughes, H.D., 1995] den bedste nedre greense for p
man har beregnet. En anden metode som giver samme resultater, og byg-
ger p4 samme principper beskrives ligeledes af Fisher og Sykes. Metoden
benytter sig af frembringende funktioner.

3.2.1 Frembringende funktioner

Metoden bestemmer en nedre granse for i ud fra de tilladte skridt alene. Vi
beskriver hver enkelt vandring ved et monomium, og laver et polynomium
bestéende af disse monomier. Hvis en vandring bestar af / skridt i z-retningen
og m skridt i y-retningen er dets monomium givet som z'y™, og funktionen
P(z,y) er defineret som fglger

P(z,y) =) pma'y™ (3.18)
im

Da der er flere end én vandring, som kan beskrives ved hvert monomium,
angiver py, antallet af forskellige vandringer, som benytter netop ! skridt i
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z-retningen og m skridt i y-retningen. Ved at sette z =y=zogn=I1+m
skiftes der til én variabel, som beskriver hver enkelt vandring. P(z,y) = P(z)
bliver da

P(2) =) paz" (3.19)

hvor p, er antallet af n-skridt vandringer, svarende til ¢,, nir alle selvund-

vigende vandringer er inkluderet i polynomiet. Af rod-kriteriet fis at ligning

3.19 har en konvergensradius z., som er givet ved z, = (lim, 00 p;")“l = %
Anvendes metoden pa den fgrstnavne vandring i forrige afsnit, far vi

Pz,y) = v +oyt+484+...
+2zy + 2zy® + 22° + ...
+4:1:2y2 + 4zt + 4:1:2y6 +...

= > WP+ => ¢b (3-20)

Summanden kan sammenlignes med figur 3.1, hvor to skridt op eller ned
svarer til y2, og et skridt til siden og derefter et skridt enten op eller ned
svarer til 2zy. Udtrykket ¢g = y?+2zy kaldes for vandringens frembringende
funktion. I ligning 3.20 s®ettes z =y = 2

P(z) =) (32°)" (3.21)

Konvergensradius bestemmes ved kendskab til konvergensradius for den geo-
metriske raekke, dvs. 322 = 1. Af dette fis at z. = \/1/3, dvs. A = v/3 svarende
til veerdien som blev fundet ved brug af den rekursive ligning (3.13).

Denne veerdi kan ggres bedre ved at tillade vandringen at tage flere typer
skridt. Det ekstra skridt, som er vist i figur 3.2, har sammen med de basale
skridt i figur 3.1 den frembringende funktion

¢ = y2 + 2zy + :z:3y5 (3.22)

Dette medferer en veerdi af A = 1,74234, svarende til vzerdien som blev
opndet ved brug af den rekursive ligning 3.16. Ligesom ved den forrige metode
kan man fortszette med at indsaette flere og flere ’kinks’, for p4 den méade at
forbedre sin nedre greense for p.

3.3 Alms metode

Alm angiver en metode til at bestemme en gvre graense for forbindelseskon-
stanten p for den selvundvigende vandring pé forskellige gitre. I afsnit 2.2.1
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definerede vi sammenksedningen af selvundvigende vandringer. Det overord-
nede princip i Alms metode er at lave en delmangde K, af sidanne sam-
menkzedede selvundvigende vandringer, som tager n skridt. K, konstrueres
séledes, at maengden af selvundvigende vandringer, Sy, er en delmengde af
denne mangde og kardinaliteten af K, er stgrre end ¢,. Af Hammersley-
Mortons sztning fremgar det at

p<cl (3.23)

s& p er mindre end eller lig med den n’te rod af kardinaliteten af K,,. Alms
metode udnytter de samme principper som de primitive metoder, men benyt-
ter nogle mere avancerede teknikker. Mere teknisk, udnytter Alm resultatet
til at vise en szetning om at p er mindre end eller lig med en rod af den
storste egenveerdi af en matrix, G(m,n). Inden vi viser denne sztning, er
det ngdvendigt med nogle begreber.

To gitterpunkter i gitteret opfattes som akvivalente, hvis man kan af-
bilde den ene over i den anden ved en symmetrioperation (f.eks. translation,
rotation eller refleksion) af gitteret. Det er oplagt at denne relation er en
&kvivalensrelation. Alm sztning gaelder for regulzre gitre, dvs. gitre som
opfylder, at alle gitterpunkter tilhgrer samme akvivalensklasse, at antallet
af bdnd som udgir fra hvert hjgrne er endeligt, og at alle gitterpunkter er
indirekte forbundet.!

3.3.1 Princippet i metoden

Vi indfgrer en nummerering af de selvundvigende vandringer i Sp,, og la-
der 7;(m) betegne den i’te selvundvigende vandring, som tager m skridt,
hvor i =1,2,3,...,cn. Som nevat i afsnit 2.2.1 kan to sddanne vandringer,
7:(m) og 7vj(m), under visse omstendigheder sammenkzedes til en n-skridt
selvundvigende vandring, hvor de fgrste m skridt udggres af ;(m) og de
sidste af en translation af +;(m). Sammenkadningen af vandringer bruger
vi til at indfgre en ¢, X ¢, matrix, G(m,n), ndr m < n. Elementet (7, )
i denne matrix, g;j(m,n), defineres som antallet af n-skridt selvundvigende
vandringer, som starter med -y;(m) og slutter med en translation af v;(m).
Hvis n > 2m skal der tilfgjes en mellemliggende selvundvigende vandring
pa n — 2m skridt. Matricen G(m,n) er positiv, men er ikke ngdvendigvis
symmetrisk.
Der eksisterer fglgende sammenhzng mellem ¢, og denne matrix

Cm Cm
=) gij(m,n) (3.24)

i=1 j=1

Dette indses pa fglgende made:

! Alm viser s@tningen for en mere generel klasse af gitre.
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For et givet m kan enhver selvundvigende vandring som tager n-skridt
stykkes sammen af to m-skridt selvundvigende vandringer v;(m) og «y;(m)
og eventuelt en tredie selvundvigende vandring. Hvis n < 2m skal v;(m) og
7v;(m) overlappe i 2m — n skridt, og hvis n > 2m, skal der tilfjes en tredie
selvundvigende vandring i de midterste n — 2m skridt. Dette betyder at
enhver n-skridt selvundvigende vandring regnes med i G(m,n). Der gelder

derfor
Cm Cm
e <D gij(m,n) (3.25)

i=1 j=1

P4 den anden side betegner g;j(m,n) antallet af n-skridt selvundvigende
vandringer som er konstrueret pd en bestemt made. Da man ikke tzller den
samme n-skridt selvundvigende vandring med flere gange pd hgjre side af
ligning 3.25, geelder der at ¢, er stgrre end eller lig med venstre side

2D gij(mn) (3-26)

i=1 j=1

Sammen med ligning 3.25 betyder dette, at vi har vist ligning 3.24.
I det fglgende definerer vi normen af en matrix (A)¥ = a;;, hvis elemen-

ter alle er positive, som
Al = Z Z a5 (3.27)
J

i
Med denne notation kan ligning 3.24 omskrives til

en = [|G(m,n)| (3.28)

Den stgrste egenveerdi for A giver vi symbolet A1 (A), og den er positiv og reel
i fglge en saetning fra [Karlin & Taylor, 1975]. Der gelder en sammenhzng
mellem normen for en positiv, kvadratisk matrix A og dens stgrste egenveerdi
A(A)
Mi(A) = lim [|AF|% (329)
k—oo :

Denne seztning viser vi ligeledes ikke, men der findes et bevis i
[Horn & Johnson, 1985]. Vi er nu klar til at bevise den satning, som er
kernen i metoden.

Satning 3.2

Forbindelseskonstanten u for selvundvigende vandringer p4 et regulzrt gitter
opfylder fglgende ulighed

< (M(G(m,n)))H(-m) (3.30)

hvor A1 (G(m,n) er den stgrste egenveerdi for matricen G(m,n).
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Bevis

Betragt to n-skridt selvundvigende vandringer, hvor den ene starter med
7i(m) og slutter med ~(m), mens den anden starter med yx(m) og slut-
ter med ;(m). Ved at translatere pd passende vis sammenksedes disse to
vandringer, sddan at -yx(m)-delen overlapper. P4 denne méade skabes en ny
vandring, som har leengden 2n — m = m + 2(n ~ m), som starter med -y;(m)
og slutter med -y;(m). Denne vandring er ikke ngdvendigvis selvundvigende,
men enhver selvundvigende vandring som starter med ~;(m) og slutter med
v;(m) og gir 2n — m skridt, kan skabes p&4 denne méde ved at skyde en
passende vandring < ind. Der gzlder derfor

cm
9ij(m,2n — m) = g;j(m,m + 2(n — m)) < Zg,;k(m, n)grj(m,n) (3.31)
k=1

Summen p& hgjre side svarer til element (i, ) i matricen G2(m,n). I stedet
for at sammenkade to n-skridt selvundvigende vandringer, sammenkaeder vi
r n-skridt selvundvigende vandringer til én lang, siledes at der er (r — 1)m
overlappende skridt. Dette giver uligheden

gij(m,m + r(n —m)) < (G"(m,n));; (3.32)

Dette vises ved et induktionsbevis. Antag at uligheden gelder for r, s& skal
vi vise, at den gelder r + 1. Vi betragter derfor

gij(m,m+ (r +1)(n —m)) = gij(m,m+r(n—m)+ (n—m)) (3.33)

Dette er antallet af selvundvigende vandringer, som tager m+ (r+1)(n—m)
skridt, og starter med 7;(m) og slutter med en translation af y;(m). Betragt
to selvundvigende vandringer: en som tager m+(n—m) skridt, og som starter
med 7;(m) og slutter med «,(m), og en (m+7r(n—m))-skridt selvundvigende
vandring, som starter med vx(m) og slutter med <;(m). Som fgr kan en
(m + (r + 1)(n — m))-skridt selvundvigende vandring, ved et passende valg
af yx(m), sammenkades af disse to vandringer. Der gzlder derfor

gij(m,m+ (r +1)(n —m)) <Y gik(m, n)gi;(m,m +r(n—m)) (3.34)
k

Induktionsantagelsen giver
gijmm+(r+1)(n—m)) < Y ga(m,n)(G"(m,n))k; (3.35)
k

(G™(m,n))y (3.36)

og vi har vist uligheden 3.32.
Da argumentet er uathengig af elementet (4,5) i G(m,n) gelder der

IG(m,m + r(n —m)|| < |G"(m,n)]| (3.37)
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Forbindelseskonstanten u kan bestemmes ved

p= lim ¢/ (3.38)

n—o0

Ved at indsaette ligning 3.28 kan denne ligning omskrives til
. 1
= lim G(m,n)*. (3.:39)

At lade antallet af skridt gd mod uendelig svarer til at lade r g& mod uendelig,
s8 p kan vurderes ved uligheden

1 1
= 1i —_ m+r(n~m i T mtr(n-m
7 rlggollG(m, m+r(n—m))|| "+ Srlgxolo |G (m, n)|| »+r==m) (3.40)

Da A\ (G(m,n)) er den stgrste egenvaerdi, kan vi bruge ligning 3.29 til at
vise at

Tim [|G"(m, m)|| = (M(G(m, n)))" (341)
Vi far derfor
< Jim (4 (Glom, )Y = i (4 (Glm, m))) T (3.42)

s )
p < (M G(m,n))r=m (3.43)

og sztningen er hermed bevist. O

Seetningen betyder, at vi kan opstille en gvre greense for x4 ved at finde den
maksimale egenveerdi for G(m,n).

3.3.2 Metoden i praksis

Alm skriver, at numeriske beregninger tyder p4, at A1(G(m,n)) er en afta-
gende funktion af m og n, men beviser ikke denne pastand. Hvis gisningen er
rigtig, betyder det, at vi skal veelge nogle store veerdier af m og n. Problemet
er at G(m,n) er en ¢y, X cp,-matrix, s antallet af elementer vokser kraftigt
med m. Alm har beregnet ¢, for m op til 34 for bikubegitteret, se tabel 3.1.

Dette betyder, at man skal finde den maksimale egenveerdi for en temme-
lig stor matrix, hvilket er lidet tiltraekkende. Ved at udnytte gitterets regula-
ritet, kan man imidlertid reducere matricens orden. To m-skridt selvundvi-
gende vandringer opfattes som aekvivalente, hvis den ene kan afbildes over i
den anden ved en symmetrioperation. Denne opdeling af de selvundvigende
vandringer, bruges til at definere en ny matrix,

G(m,n) = grs(m,n) (3.44)

Alm viser at den maksimale egenveerdi for G(m,n) er den samme som for
G(m,n), og da der hgjest er ¢, forskellige akvivalensklasser, og der for de
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m Cm
1 3
2 6
3 12
4 24
5 58
6 90
7 174
8 336
9 1218

34 | 4531816950

Tabel 3.1 Beregninger af ¢, for bikubegitteret.

fleste gitre vil veere langt faerre, opnar Alm en beregningsmaessig besparelse
af karat.

Alm har beregnet en gvre graense for y for bikubegitteret (pa en 80286-8
computer!) ved at bruge verdierne n = 34, m = 12, og fandt

1 < 1,87603. (3.45)

Bade denne veerdi og Fisher og Sykes’ veerdi afheenger kraftigt af de compu-
terressourcer, som de har til rddighed. Det er derfor sikkert at der eksisterer
bedre veerdier, end dem vi har fundet. Der er dog ingen resultater, som afviser
Nienhuis’ veerdi for bikubegitterets forbindelseskonstant.




4 Introduktion til den statistisk
mekaniske metode — og de anvendte
modeller

Fysikeren B. Nienhuis gav i en artikel fra 1982 argumenter for, at bikube-
gitterets forbindelseskonstant har veerdien u = v/2 + /2. Disse argumenter
bygger pd fysiske teorier, og adskiller sig derved fra andre forsgg pa at be-
stemme veerdien af forbindelseskonstanten. I 1987 beskrev han metoden mere
udfgrligt, men stadig fra et fysisk synspunkt, snarere end et matematisk. Vi
har derfor gjort argumentationen mere fuldsteendig og stringent fra et mate-
matisk synspunkt, men har vaeret npdsaget til at udelade nogle af detaljerne.

Nienhuis opstiller en statistisk mekanisk model, lgkkemodellen, hvis si-
kaldte kritiske punkt er lig med den reciprokke vaerdi af forbindelseskonstan-
ten. For at bestemme det kritiske punkt foretager Nienhuis en sand tour de
force af transformationer mellem forskellige statistisk mekaniske modeller.

Metoden bygger saledes pa den fysiske disciplin statistisk mekanik, som
vi indledningsvis giver en kort beskrivelse af de overordnede principper bag,
hvilket inkluderer et afsnit om kritiske fenomener og punkter. Efter dette
kommer et afsnit med nogle grundleeggende begreber, som skal anvendes i
transformationskzeden. Til sidst er der en kort introduktion til de modeller
som benyttes. I naeste kapitel vil vi si beskrive transformationskzeden for
derved at fastsatte veerdien af bikubegitterets forbindelseskonstant.

4.1 De grundlsggende principper i statistisk meka-
nik

[Statistisk mekanik] forspger at forudsige og beskrive de mdlelige egenskaber
af makroskopiske systemer pé baggrund af egenskaberne og opfsrslen of sy-
stemets mikroskopiske konstituenter. ... Statistisk mekanik treekker pd sand-
synlighedsregning, s& den koncentrerer sig ikke om opforslen of hver enkel
of de individuelle partikler, men om den gennemsnitlige opforsel af et stort
antal ens partikler.[Frit oversat fra Encyclopedia Britannica]

Mere konkret forestiller vi os et fysisk system med en given temperatur T,
som bestér af en meengde partikler. Vi indskranker os til det specialtilfzelde
hvor partiklerne sidder i gitterpunkterne p3 et gitter. Hver enkelt partikel
kan befinde sig i forskellige tilstande, og €, betegner mangden af forskellige

21
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tilstande, som partiklen i et gitterpunkt v kan veere i. Elementerne i ,
kan veere reelle tal, eller n-dimensionale vektorer, der angiver spinnet (et
udtryk for partiklens magnetisering). I de fleste tilfeelde er 2, den samme
meangde i alle gitterpunkter. Hele systemets tilstand er specificeret nar hver
enkelt partikels tilstand er angivet; mengden af systemets tilstande giver vi
symbolet 2.
‘Udover at angive partiklernes mulige tilstande skal man angive en funk-
tion
H:Q—~R (4.1)

Denne funktion kaldes systemets Hamiltonfunktion, og den beskriver energien
af en systemtilstand. En statistisk mekanisk model bestér i en specifikation
af systemets tilstande og Hamiltonfunktion. Har vi angivet disse to, fglger
resten i princippet af formalismen.

Sandsynligheden for at et system befinder sig i en tilstand w €  er
defineret ved

p(w) = Z7" exp(—HW)/x,T) (4.2)

hvor kp er Boltzmanns konstant, og Z er en normaliseringskonstant, kaldet
tilstandssummen. Den eksponentielle faktor exp(—#(«w)/x, ) kaldes for Bol-
tzmannsfaktoren.

Hyvis energitilstandene er diskrete, findes normaliseringskonstanten Z ved
at summere Boltzmannsfaktorerne over alle systemets tilstande

Z = exp(~Hw/kr) (4.3)
weN

Dette betyder at sandsynligheden er 1 for at systemet er i én eller anden
tilstand. Fordi der summeres over tilstande, kaldes Z for tilstandssummen. I
det kontinuerte tilfzelde skal summen erstattes af et integral.

Udfra denne sandsynlighedsfordeling defineres middelvaerdien af en funk-
tion f pd szedvanlig sandsynlighedsteoretisk vis. Vi fglger fysikerne og be-
tegner middelveerdien med (f). Hvis systemets energier er diskrete, er denne
middelvaerdi givet ved

(fy =271 f(w) exp(~Hw)k,T) (4.4)

weN

Denne form for middelveerdi kaldes til tider for termisk midling. Dette er
grundprincipperne i den statistisk mekaniske formalisme og det ses at man
kan formulere den matematisk.

Fysikerne er interesserede i at kunne beregne makroskopiske stgrrelser
vha. formalismen; og de definerer derfor Helmholtz fri energi for systemet,
dvs. den energi som kan anvendes til arbejde, udfra tilstandssummen

A=-kTInZ (4.5)
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Ved at differentiere den fri energi med hensyn til forskellige parametre, kan
man finde systemets termodynamiske egenskaber, dvs. bestemme veerdier for
alle interessante makroskopiske parametre, sisom varmekapacitet, magneti-
sering, tryk, entropi osv. P4 denne made giver kendskab til tilstandssummen
mulighed for at bestemme alle makroskopiske stgrrelser.

Har vi f.eks. et system som befinder sig i et magnetfelt H, og energitilstan-
dene afhanger af stgrrelsen af H, er systemets magnetisering ved fastholdt

temperatur defineret ved
0A
M=- (a—ﬁ>T (4.6)

Fodtegnet T betyder, at det er magnetiseringen ved fastholdt temperatur,

men vi vil ikke beskrive nsermere, hvordan dette matematisk skal opfattes.
Hvis man differentierer magnetiseringen med hensyn til det magnetiske

felt, far man den sikaldte isoterme magnetiske susceptibilitet (eller bare sus-

ceptibilitet) ,
oM
a=(5). (@)

som spiller en vigtig rolle indenfor teorien for kritiske fenomener (se afsnit
4.1.1).

Da tilstandssummen, som funktion, er tilstraekkelig til at bestemme alle
makroskopiske egenskaber for et system, er systemer, som har samme til-
standssum, derfor identitiske fra et makroskopisk synspunkt. Dette skal vi
se er helt grundleggende for transformationerne mellem de statistisk meka-
niske modeller.

4.1.1 Kiritiske faenomener

Inden for fysikken har man observeret nogle feenomener som ikke umiddel-
bart virker besleegtede, men som det ikke desto mindre er lykkedes at opstille
en forenende teori for. Disse feenomener kaldes kritiske feenomener, hvilket
beskriver at der sker kvalitativ zendring. Et eksempel p et kritisk feenomen
er faseovergangen fra veeske til gas. Tegner man et diagram for tryk og tem-
peratur for f.eks. almindeligt vand, er der omrader, hvor vandet er pa hhv.
fast-, vaeske- og gasform (se figur 4.1). Disse omréder er adskilt af linier, hvor
to faser kan eksisterer samtidig, men er klart skelnelige.

Eksperimenter viser, at der er en vardi af trykket og temperaturen pa
kurven mellem veaske- og dampform, hvor der sker en kvalitativ aendring:
Er trykket og temperaturen hgjere end denne veerdi kan man ikke lengere
skelne de to faser fra hinanden, og vandet er blevet til vanddamp med en hgj
teethed. Punktet, hvor denne zndring indtraeder, kaldes for et kritisk punkt
[Wilson, K.G., 1979].

Et andet klassisk eksempel pa et kritisk feenomen er ferromagneter, eller
permanente magneter, som findes i naturen. Disse har et kritisk punkt, kaldet
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Figur 4.1 (P,T) diagram for et stof [Yeomans, J.M., 1992).

Curie-punktet eller Curie-temperaturen, som for jern er 1044K. Ved tempe-
raturer over denne temperatur er stoffet ikke magnetisk. Afkgler man stoffet
fortseetter det med at vaere umagnetisk indtil Curie-temperaturen nas, hvor
stoffet bliver magnetiseret. Seenkes temperaturen yderligere @ndres magne-
tiseringen kontinuert [Wilson, K.G., 1979].

Der findes en mangde af sddanne kritiske faenomener, men de to ovensté-
ende eksempler giver et indtryk af deres karakteristika, s& vi vil ikke komme
med yderligere eksempler. Eksperimenter viser at der ved temperaturer om-
kring det kritiske punkt sker ting og sager. Nar temperaturen for vaeskesy-
stemet gr mod den kritiske veerdi (og trykket fastholdes pd den kritiske
veerdi), divergerer varmekapaciteten for vandet og er uendelig i det kritiske
punkt. Susceptibiliteten for ferromagneter udviser en tilsvarende opfgrsel nar
temperaturen nermer sig Curie-temperaturen og er uendelig nar systemet
har denne temperatur. Det, vi skal bruge senere er, at en stgrrelse, i vores
tilfaelde susceptibiliteten, divergerer.

Ising-modellen

Et af de vigtigste og simpleste eksempler pa en fysisk model med denne
type egenskaber, er Ising-modellen. Ising-modellen bestir grundlaeggende af
et gitter hvor der er placeret en partikel i hvert gitterpunkt. Hver partikel
befinder sig i én af to tilstande, +1 eller —1. Tilstanden kaldes for partiklens
spin, og angiver partiklens magnetiske moment. Spinnet opfattes som en
vektor, dvs. det peger enten op eller ned, kaldet henholdsvis spin-op og spin-
ned.

En partikel vekselvirker med sine n@rmeste naboer og energien af af en
partikels spin afhanger siledes bade af spinnets verdi og de omkring lig-
gende partiklers spinvaerdier. Spinnene vekselvirker svarende til at en mag-
net vekselvirker med en anden magnet. Vekselvirkningen mellem to spin har
forskellig energi afhangig af om spinnene er parallelle eller antiparallelle.
Derudover kan systemet placeres i et ydre magnetfelt, som ogs3 vekselvir-
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ker med spinnene og har forskellig energier for forskellige spinretninger. Hele
systemet antager forskellige energier, alt efter konfigurationen af spinnene.

Ising-modellen er lgst eksakt i en og to dimensioner og spiller derfor en
vigtig rolle inden for studiet af kritiske feenomener. Ising-modellen benyttes
til at modellere magnetiske materialer, og kan f.eks. reproducere den kritiske
opforsel af ferromagneter.

4.1.2 Spin-modeller

Ising-modellen tilhgrer en generel klasse af modeller, kaldet spin-modeller.
Disse modeller defineres ved at placere partikler i alle gitterpunkter og as-
socierere en n-dimensional vektor S til partiklerne. 2, bestar siledes af n-
dimensionale vektorer, og en vektor i £2, kaldes en spintilstand. Systemets til-
stand w € § specificeres ved at angive alle partiklernes spintilstand, hvorved
man far en spinkonfiguration. Det antages, at vektorerne i (2, har konstant
leengde /0, dvs. at der for alle v geelder

S(v) - S(v) =n (4.8)

For at definere modellen skal Hamiltonfunktionen som funktion af w € ©
angives. I de fleste tilfzelde er det kun spin i gitterpunkter som er nzerme-
ste naboer som vekselvirker, men der eksisterer ogsé modeller, hvor leengere
raekkende vekselvirkninger medtages. Alle spinmodellerne har de samme sy-
stemtilstande (bortset fra lzengden af spinnene), men Hamiltonfunktionen
varierer fra model til model.

Er Hamiltonfunktionen angivet, kan vi finde energien af systemets spin-
konfigurationer, og udregne tilstandssummen ved termisk midling (ligning
4.3). 1 stedet for at gi til forste principper, er det ofte bekvemt at beregne
tilstandssummen direkte fra spinkonfigurationen. Til den ende defineres vin-
kelmiddelveerdien! som vi betegner med (:--) 4. Vi definerer ligefordelings-
malet, som et andet sandsynlighedsmal p (2, der opfylder

For ethvert gitterpunkt v gelder, at alle spintilstande i 2, er lige sandsyn-
lige, dvs. alle spinorienteringer tildeles samme sandsynlighed.

For alle v, v2, som er forskellige, er sandsynligheden for, at partiklen i v;
er i spintilstand w,, € §,, uafthengig af sandsynligheden for, at v er
i tilstand wy,, € Qy,.

Udfra denne sandsynlighedsfordeling defineres vinkelmiddelveerdien af en
funktion, idet vi kender sandsynligheden for forskellige spinkonfigurationer.
Det statistisk mekaniske sandsynlighedsmé&l beskrevet i afsnit 4.1 opfyl-

der i det generelle tilfzelde ikke de to ovenstiende betingelser, og de to sand-
" synlighedsmal afviger derfor fra hinanden. Det korrekte sandsynlighedsmal i

'Der er ikke konsensus om denne betegnelse; [Sarma, G., 1975] kalder den f.eks. for den
geometriske middelveerdi.
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statistisk mekanik er givet i ligning 4.2, og for at komme fra ligefordelingsma-
let til det statistisk mekaniske sandsynlighedsmaél, skal vi multiplicere med
Boltzmannsfaktoren.

Vinkelmiddelveerdien af en funktion f(w), w € Q er siledes identitisk med
den termiske midling af f, hvis vi erstatter f(w) med f(w)exp(—*w)/k,T)

(f) = (f(w) exp(~HW)fk,T)) 4 - (4.9)

Tilstandssummen kan derfor trivielt omdefineres ved at multiplicere med en
konstant til

Z = (exp —~HW)[k,T) 4 (4.10)

En af grundene til at definere vinkelmiddelveerdi er at det er muligt at vise

et lemma, lgkke- og kedelemmaet, som forsimpler analysen en del. Lemmaet
bygger pé fglgende observation.

Lad S;(v) veere den i’te komponent af en spinvektor, S;(v) : @ — R.

Da geelder at vinkelmiddelveerdien af produktet af spinkomponenterne i et
gitterpunkt v, er givet ved

sosieN.={ 5 oIz (411)

Dette ses af symmetrigrunde for j # k, fordi vi midler over to wafheengige
komponenter, si

(S5(v)Sk(v)) 4 = (Sj(v)) o (Sk(¥)) 4 (4.12)

Middelveerdien af disse er nul, s middelveerdien af produktet er nul. Nar
j = k geelder der ligeledes af symmetrigrunde at

(Si()?) , =n"1(S(w)?), =1 (4.13)
idet vi tidligere definerede leengden af spinvektorerne til \/n.

Lemma 4.1 (lgkke- og keedelemma)

Lad S(v;) veere en n-dimensional vektor med leengden \/n i gitterpunktet v;
og Sy(v;) denne vektors forste komponent. For en selvundvigende polygon
D& et gitter, svarende til en fplge af punkter, vo,v1,v2, - Vm, geelder at

(S(v1) - S(v2)8(v2) - S(v3)S(s3) - - S(sm)S(vm) -S(vi))y=n  (414)
Hvis v1,vg, -+ - vy, er en selvundvigende vandring, gelder at

(S1(v1)S(v1) - S(v2)S(v2) - S(v3)S(v3) - -
T S(vm—l)s(vm_1) . S('Um)Sl('Um)))A =1 (4.15)
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Bevis for lgkke- og keedelemmaet
Det forste man skal overbevise sig om, er at ligning 4.14, kan skrives pd
matrixform. Hgjresiden af ligningen bestar af led af typen

S(v1) - S(v2)S(v2) - S(v3) (4.16)

Det midterste led kan omskrives til en matrix, som dannes ved at tage det
ydre produkt af S(vy) med sig selv, dvs. det (%, )’te matrixelement er pro-
duktet af S; og S;. Dette indses ved at skrive de to indre produkter op, som
optraeder i ligning 4.16 og sammenligne med matrixudtrykket. Udfra ligning
4.11 far vi, at vinkelmiddelveerdien af ydre-produktmatricen S(v)S(v) er gi-
vet ved enhedsmatricen I. For en selvundvigende polygon pé gitret, svarende
til en felge af gitterpunkter vy, vs, ..., vm, hvor v; og vy, er forbundne, er alle
gitterpunkterne forskellige, fordi de er punkter i en selvundvigende polygon.
De er derfor uafheengige, nar man tager vinkelmiddelvaerdien, s&

(S(v1) - S(v2)S(v2) - S(v3)S(v3) - - S(vm)S(vm) - S(v1)) 4
= (S(v1)-(S vz)S(vz))A (S(v3)S(v3)) 4 -+ (S(um)S(vm)) 4 - S(v1)) 4
= (S(v1)-I-I.--1-8(w1)),
= (S(w)- S('Ul))A =n

Den anden del af lemmaet vises pa tilsvarende méde. O

Dette lemma kan siledes vises stringent, men vi skal bruge en generali-
sering til vektorer som har ikke-heltallig dimension, Sarmas kvasi-lemma?.
Lemmaet kan vises udfra fglgende gisning, som ikke kan vises stringent,
s& lemmaet er ligeledes ikke stringent. Vi fglger her Hughes og Sarma,
[Hughes, H.D., 1995, Sarma, G., 1975], men i modsztning til dem, deler vi
lemmaet op i to; en gisning og selve lemmaet.

Sarmas gisning
Identiteten 4.11 holder ligeledes for ikke heltallige positive n, idet mindste i
den formelle grense n — 0. O

Der er ikke nbget bevis for, at denne identitet holder i graensen n — 0, fordi
man ikke ved, hvad man skal forstd ved graenseveerdien af n for ikke-heltallige
veerdier.

Lemma 4.2 (Sarmas kvasi-lemma)

I graensen n gdende mod nul galder for ethvert gitterpunkt at vinkelmiddel-
veerdien af en spinkomponent eller et produkt af tre eller flere spinkompo-
nenter, er nul.

2Sarmas bevis findes som et appendiks til en artikel, og er baseret p& nogle upublicerede
noter af Sarma. Derfor er lemmaet opkaldt efter Sarma.
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Bevis
Vi undersgger f¢1gende funktion

<exp ( Z k; Sj(s)) > = (exp (ik - 8)) 4 (4.17)

‘Ved at raekkeudvikle eksponentialfunktionen og benytte at vinkelmiddelveer-
dien er additiv, kan vi omskrive ¢ til

=103 ki (SioNa— 5 2D kiky (SIS oM+ (418)
=1

=1 j=1

Af symmetrigrunde gir de led, som indeholder et ulige antal spinkomponen-
ter ud ved midling, og ¢ afhzenger derfor kun af

)
k| =k = (Z k;“-’) (4.19)

=1

og vi kan skrive ¢ = ¢(k). Ved at differentiere ligning 4.17 to gange med
hensyn til hver af k;’erne og opfatte dem som parametre, fas

a2¢ 32¢ 32¢

Vi =
= om2 Tor2 T aR?

= —(S-Sexp(ik-8))4 (4.20)

Hvis vi bruger, at S - S = n, er hgjre side i ligning 4.20 simpelthen —nd.
Kadereglen giver at

¢ ¢ (3k 2 94 0%
i A A il —_— 421
okZ  ok? \ Ok ) * Bk k2 (4.21)
For alle ¢ geelder der at
ok ki
% (4.22)
og
%k 1 k?
Ik (1 - ﬁ) (4.23)
Differentialligningen i 4.20 kan derfor omskrives til
¢ n-—19¢
352 + % ok -ng (4.24)

Bruger vi ligning 4.11 pd det kvadratiske led i ligning 4.18, forsvinder de led
i summen, hvor i og j er forskellige. Det kvadratiske led ender derfor med at
veer %=1 k7 = —3k?. De resterende led i summen indeholder en hgjere
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potens af k, s& nar vi differentierer ligning 4.18 med hensyn til k& to gange,
og lader k g mod nul, fir vi fglgende graensebetingelse

& _
k2

Ved at indsztte k = 0 i definitionen af ¢, opnar vi en anden graensebetingelse

~lfork=0 (4.25)

¢(0) =1 (4.26)
I greensen n — O kan differentialligningen i ligning 4.24 omskrives til

?¢ 10¢
oy 0 (4.27)
k? og 1 er lpsninger til denne ligning, s den generelle Igsning er en linear-
kombination af disse to. Fglgende funktion

¢=1—%# (4.28)
er en lgsning til 4.27, som desuden opfylder gransebetingelserne i ligning
4.25 og 4.26 og vi konkluderer derfor, at dette er lgsningen.

Funktionen ¢ givet ved ligning 4.28 er lig med det forste og det tredie led
i reekken i ligning 4.18, s& de resterende led i denne raekke er nul. Disse led
indeholder middelvaerdier af produkter af tre eller flere spinkomponenter, og
hvis de skal veere nul, m3 vinkelmiddelveerdien af disse produkter veere nul.
Udfra Sarmas gisning har vi derfor vist Sarmas kvasi-lemma. O

4.2 De anvendte statistisk mekaniske modeller

Nienhuis viser at en bestemt model, lgkke-modellen pa et bikubegitteret,
har det samme kritiske punkt som en sikaldt Potts-model pa et trekants-

gitter. Dette ggr han ved en transformation mellem fglgende fire statistisk
mekaniske modeller

1. En Ilgkkemodel pa bikubegitteret;
2. En SOS-model pa bikubegitteret;
3. En 6V-model pd kagomégitteret; og
4. En Potts-model pa trekantsgitteret.

I en transformation af en model omskriver man dens tilstandssum ved at
@ndre enten summanden eller summationsdomanet. Den fgrste andring kan
f.eks. vare, at man i stedet for spin tildeler regioner passende veerdier. I det
andet tilfzelde kan man summere over diagrammer i stedet for gitterpunkter.
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To modeller opfattes som akvivalente, hvis der findes en transformation fra
den ene til den anden og det kan vises at deres tilstandssum er den samme
funktion, dvs. de indeholder de samme led.

For at skabe et overblik i transformationskaden, har vi valgt at adskille
definitionen og beskrivelsen af modellerne fra selve transformationen mel-
lem dem. Vi starter derfor med at definere nogle modeller, s& laeseren ma
vaebne sig med lidt tdlmodighed hvad angér anvendelsen af disse modeller.
Definitionen af modellerne afhaenger ikke af et specifikt gitter, men for den
konkrete veerdi af tilstandsummen spiller gitteret en rolle.

4.2.1 Nienhuis’ lgkkemodel

Nienhuis opstiller en model pa bikubegitteret som tilhgrer den generelle
klasse af spin-modeller. Nienhuis’ model kaldes szedvanligvis for Nienhuis’
lgkkemodel og er defineret ved fglgende Hamiltonfunktion

H = —kyT log (H (1+2zS(v) - S(v'))) (4.29)

(v')

hvor z er en parameter, som tildeles en fast vaerdi. Symbolet (vv') betgern
at produktet er over par af gitterpunkter v og v’ som er narmeste naboer
pa et endelig stykke af bikubegitret. Lgkkemodellens tilstandssum er derfor

Zigkke = < IT (1 +28(v)- S(U'))> (4-30)
A

(vv')

Produktet kan skrives ud, hvilket giver potenser af z, hvis koeffiecienter
bestar af led, som er produkter af spinvektorer. Produktet er siledes en
potensraekke, som er endelig fordi der kun er et endeligt antal nzrmeste
naboer i gitteret. Tilstandssummen kan derfor skrives

Zigkke = <Z ak$k> (4.31)
k

A

Koefficienten g for det k’te led i potensrzekken er en sum over permutationer
af k n®rmeste naboer. Summanden er led af typen

II (8()-s(") (4.32)

(vv')

hvor v og v’ er nermeste naboer, og produktet lgber over en given permu-
tation af k par af narmeste naboer i gitteret.

Hvert led i produktet i tilstandssummen kan reprasenteres som et di-
agram pd gitteret pad fglgende méde. Et led indeholder en faktor for hvert
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par af gitterpunkter, som er narmeste naboer. Faktoren for bandet mellem
(v,v') er enten 1 eller zS(v;) - S(v'). I det forste tilfeelde skal bandet mellem
de to gitterpunkter forblive tomt, mens der placeres en vaeg pa bandet i det
andet tilfzelde.

Et gitterpunkt kan optraede et ulige antal gange i produktet i ligning
4.32. Er dette tilfzeldet vil det pag=ldende led g& ud nar vinkelmiddelveer-
dien tages, fordi spinretninger, som er stik modsatte, har modsat fortegn og
séledes ophaever hinanden ved midlingen. Optraeder et gitterpunkt et lige
antal gange, er fortegnet af produktet altid ikke-negativt og leddet forsvin-
der derfor ikke, n&r der midles. Koefficienterne a;, vil saledes bestd af en sum
af led svarende til en delmangde af bandene, hvor et lige antal bind mgdes
i ethvert punkt. Er koordinationstallet tre, som for bikubegitteret, skal to
band derfor mgdes i hvert punkt. En situation fgr og efter midling er vist pa
figur 4.2 og 4.3.

Figur 4.2 Et diagram svarende til et Figur 4.3 Diagrammet p3 figur 4.2
typisk led i ligning 4.32. efter midling.

Fortolkes dette i form af diagrammer p& bikubegitteret betyder det, at de
eneste bidrag til koeffiencienten er selvundvigende polygoner. Koefficienten
til den k’te potens vil kun indeholde led, hvor der indgér k narmeste naboer,
s& disse polygoner har en samlet leengde k. Ved at bruge lgkke- og kedelem-
maet, nér man frem til at vinkelmiddelveerdien af hver af disse polygoner
bidrager med n.

Koefficienten aj, i ligning 4.31 bestar af selvundvigende polygoner (som
er indbyrdes disjunkte) og diagrammer som ikke er sddanne polygoner. De
sidste diagrammer vil g& ud ved midling, mens hver af de forste bidrager
med n til den samlede tilstandssum. Hvis A er antallet af disjunkte selvund-
vigende polygoner til koefficienten ax, er denne koefficient givet ved n og
tilstandssummen kan skrives

Zigkke = Z zhnh (4.33)
D

Der summeres over alle diagrammer D, som bestar af selvundvigende po-
lygoner. A er antallet af sidanne polygoner, som diagrammet D bestar af,
mens L betegner det totale antal vaegge.
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Denne udledning bygger pd lgkke- og keedelemmaet, s& i greensen hvor n
gar mod nul, er vi ngdt til at antage at Sarmas gisning er korrekt. Antager
vi at dette er tilfzeldet, far vi at Zj ke g&r mod 1, nar n gir mod 0.

4.2.2 S0S-model

For at definere.en Solid-On-Solid model (SOS-model) tildeles hver flade (dvs.
omréder, som afgrenses af gitterets band) i gitteret en heltallig veerdi, som
kaldes en hgjde. En flades hgjde ma maksimalt afvige 1 fra de omkring-
liggende flader. Antag at der er j tilladte hgjdekonfigurationer omkring et
gitterpunkt. Disse tildeles en energi, €1,...,¢€;, og modellens Hamiltonfunk-
tion er defineret ved summen af alle gitterpunkters energi

H=ne1+...+n4¢; (4.34)

hvor n; angiver en tilstands antal af gitterpunkter med hgjder i den i’te
hgjdekonfiguration.

Defineres w; som den i’te hgjdekonfigurations Boltzmannsfaktor w; =
exp(—¢i/k,T), f3s at SOS-modellens tilstandssum er

Zsos = Y exp[—(ne1 +...+nje;)/kT]
h

J

= Z Hw?‘ (4.35)

h i=1

her skal der summeres over samtlige tilladte hgjdekonfigurationer h i det
samlede system. Boltzmannsfaktoren w; kaldes ogs3 for gitterpunkt i’s veegt.
SOS-modellen er siledes en model med diskrete, ubegraensede hgjdevariable
og en Hamiltonfunktion som kun afhznger af hgjdevariationen omkring de
enkelte gitterpunkter[Nienhuis, B., 1987].

4.2.3 6V-model

En tredie model konstrueres ved at placere pile pa alle band i et gitter, saledes
at de peger enten ind mod et gitterpunkt eller vaek fra det. I et gitter med
koordinationstal 4 giver dette 8 mulige pilekonfigurationer omkring hvert
gitterpunkt (se figur 4.4). Dette definerer en 8V-model (V for vertez). Ved at
bruge den sakaldte isregel, som defineres om lidt, kan man begreense antallet
af tilladte pilekonfigurationer og derved danne en 6V-model.

HKXXAXX XXX

Figur 4.4 De otte forskellige pilekonfigurationer i en 8V-model.[Nienhuis, B., 1987]
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Istypemodeller

Den fysiske opfgrsel af is har givet navn til en bestemt type modeller, is-
typemodellerne. Bindingerne i is bestar af hydrogenbindinger, og oxygena-
tomerne danner derfor et gitter med koordinationstal 4, hvor der ligger en
hydrogenion mellem hvert par af oxygenatomer, som er nzrmeste naboer. -
Hydrogenionerne er pd grund af en asymmetrisk ladningsfordeling fordelt
omkring hvert oxygenatom saledes, at to af dem ligger teet p3 oxygenato-
met, og to af dem ligger langt fra oxygenatomet (se figur 4.5(a)). Figur 4.5(b)
illustrerer, hvordan bindingerne i is kan overfgres til pilekonfigurationer.

Isregel: Antallet af pilehoveder, som peger ind i et gitterpunkt, skal vaere
det samme som antallet af pilehoveder, der peger ud af gitterpunktet.

Isreglen betyder at de to sidste af de 8 pilekonfigurationer i 8V-modellen p3
figur 4.4 ikke er tilladte, hvilket danner en 6V-model.
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Figur 4.5 Hydrogenbindinger p4 et kvadratisk gitter. a) Placeringen af ionerne
pé bindingerne, b) de tilsvarende pilekonfigurationer.[Baxter, R.J., 1982]

En 6V-model bestar siledes af 6 forskellige typer gitterpunkter, som er
karakteriseret ved pilekonfigurationen omkring dem. Gitterpunkterne i 6V-
modellen tildeles derefter en energi €3, . .., €6, som afhaenger af pilekonfigura-
tionen omkring gitterpunktet. 6V-modellens Hamiltonfunktion er defineret
ved summen af alle gitterpunkters energi, svarende til SOS-modellens Ha-
miltonfunktion

H=mn1e1+...+ nges ' (4.36)
hvor n; angiver en tilstands antal af gitterpunkter med den 7’te pilekonfigu-
ration.

Til de seks mulige pilekonfigurationer tildeler man energier som svarer
til folgende Boltzmannfaktorer w; = exp(~¢i/k,T)

Wiy.oo e =T,7,1,1,u + iv,u — iv. (4.37)

hvor konfigurationerne er nummereret som pa figur 4.6. Det kan umiddel-
bart give problemer at fortolke de imaginare veaegte som sandsynligheder,
men da vi ikke skal benytte os explicit af denne fortolkning, undlader vi at
kommentere dette yderligere.
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Figur 4.6 De tilladte pilekonfigurationer i en 6V-model.[Baxter, R.J., 1982]

6V-modellens tilstandssum er saledes

Z = exp[~(nie1 +... + ngeg)/ksT) (4.38)
p

hvor n; er antallet af gitterpunkter med pile i den i’te pilekonfiguration, nar
systemet er i tilstanden p.

Ved at indsatte definitionen af w; kan tilstandssummen udtrykkes ved
pilekonfigurationernes veegte, wy,...,ws

6
z=) [[wr (4.39)

p i=1

Der summeres over alle tilladte pilekonfigurationer. En 6V-model beskrives
siledes som en model hvor der tildeles pile til hvert band i gitteret efter
isreglen, og hvor Hamiltonfunktionen kun afhznger af pilekonfigurationen
omkring de enkelte gitterpunkter.

4.2.4 Potts-model

For at definere Potts-modellen, placeres en tilstandsvariabel, o(v;) =
1,2,3,...,q, i hvert gitterpunkt. Denne tilstandsvariabel kaldes for et spin.
I Potts-modellen er vekselvirkningen mellem gitterpunkternes tilstande defi-
neret ved fglgende Hamiltonfunktion

H=-J Z (5,(1,)0.(,,:) (4.40)

(ve')

hvor der summeres over narmeste naboer v og v'. Kroneckers § bevirker at
energien af to nabo-spin er —J, hvis de er i samme o-tilstand og nul ellers.
Tilstandssummen bliver derfor

J
Z= Zexp ﬁ Z 50(,,)0.(”/) (4.41)
: " o)

hvor der yderst summeres over systemets tilstande, og summationen i eks-
ponentialfunktionen er over narmeste nabopar pé gitteret.
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Ligning 4.41 kan omskrives til

J
Z= Z H €xp (Eb’féa(‘u)a(v’)) = Z
8

s (v)

J 60’(1/)0'(11') 4.4
>(‘*"p (az)) " e

Saettes w = exp(Y/kT) — 1, kan tilstandssummen skrives

7 = Z H (1 + w)da(v)c(v') (4.43)

s (w')

w'

Potts-modellen er kort sagt en model, hvor der placeres en (begraenset) hel-
tallig tilstandsvariabel i hvert gitterpunkt. Hamiltonfunktionen for modellen
afhzenger kun af de nermeste naboer, som er i samme tilstand.




5 Nienhuis’ vaerdi for
forbindelseskonstanten

Det kan umiddelbart veere sveert at se hvordan den fysiske teoribygning sta-
tistisk mekanik, kan bidrage til den selvundvigende vandring, som er et ma-
tematisk problem. Lgkkemodellens susceptibilitet viser sig dog at veere pro-
portional med den selvundvigende vandrings frembringende funktion.

5.1 Lgkkemodellen og den selvundvigénde vandring

Lgkkemodellens magnetiske susceptibilitet x7 kan findes ved passende
differentiation af tilstandssummen, som det er angivet i afsnit 4.1
[Hughes, H.D., 1995]. Susceptibiliteten bestemmes med udgangspunkt i et
bestemt gitterpunkt v;, men gitterets regularitet betyder at den er uafhzen-
gig at det specifikke valg af gitterpunkt. Hughes nar frem til

2
xr(v;) = i? Z G(vi,v;) (5.1)

Funktionen G(v;,v;) = (S1(v;)S1(v;)) kaldes for parkorrelationsfunktionen
mellem spinnene i gitterpunkterne v; og v;. Parkorrelationsfunktionen af-
hanger implicit af det specifikke system og dets parametre (s&som z) via
den termiske middelvzerdi. Den termiske middelveerdi er i folge afsnit 4.1.2
sekvivalent med vinkelmiddelvaerdien, hvor argumentet er veegtet med det
statistisk mekaniske sandsynlighedsmail, dvs.

G(vi,v5) = Zipp, <51(vi)51(vj) IT (1 +28(v) 'S(v'))> (5.2)

(vv') A
Svarende til omskrivningen af lgkkemodellens tilstandssum, afsnit 4.2.1, kan
produktanden skrives som en potensraekke med hensyn til z, hvor koeffici-

enten til den k’te potens bestar af produkter af typen S(v) - S(v'). Et typisk
led i ligning 5.2 er derfor givet ved

$1(0)S1(v5) [] S) - S(v) (5.3)

(vv')

hvor produktet er over en falge af gitterpunkter, vy, v}, v2,v) ... vk, v}, som
opfylder at v, v er nermeste naboer.

37
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Hvis et sddant led ikke skal forsvinde, nir der midles over alle mulige
spinretninger, er det af symmetrigrunde ngdvendigt, at bade v; og v; op-
treeder i fglgen vy, v}, v2,v5. .. v, v;. Desuden er det ngdvendigt at ethvert
gitterpunkt i folgen (bortset fra v; og v;) optraeder pracis to gange, for i
modsat fald vil hele leddet forsvinde ved midling. Ved en passende omnum-
merering nar vi siledes frem til at et led, som ikke forsvinder, ser siledes
ud

51(01)S(v1) - S(02)S(v}) - S(k) i (vi) (5.4)

hvor vy, vz, ..., v er en selvundvigende vandring og v1 = v; og v = v;. Ved
at benytte lgkke- og kedelemmaet, nir man frem til at vinkelmiddelverdien
af et sddant led er 1. Koefficienten til den m’te potens af z i raekkeudviklingen
af parkorrelationsfunktionen bestir af samtlige selvundvigende vandringer
fra gitterpunkt v; til v;, som hver bidrager med 1. Dette argument er analogt
til argumenterne for omskrivningen af lgpkkemodellens tilstandssum i afsnit
4.2.1. Parkorrelationsfunktionen kan derfor alt i alt omskrives til at give

(oo}
G(vi,v) = Zike > ck(vi, v)a® (5.5)
k=1
hvor ¢ (v;, v5) angiver antallet af k-skridt selvundvigende vandringer fra git-
terpunkt v; til v;. Her er det underforstiet at gitterets stgrrelse er uendelig
og vi antager at denne grzenseovergang er uproblematisk.
For bikubegitteret har startpunktet ingen betydning for antallet af
selvundvigende vandringer. Da enhver k-skridt selvundvigende vandring skal
slutte et sted, er antallet af selvundvigende vandringer givet ved

ck =Y ck(vi,v;) (5.6)

Ved at summere G(v;,v;) over v; og multiplicere med passende konstanter
nir vi frem til, at susceptibiliteten er givet ved

2 o0
a - k

XT = m-,z,,}ckezckz (5.7)

k=1
hvor ¢ er antallet af k-skridt selvundvigende vandringer. For n — 0 er lgk-
kemodellens tilstandssum uafhangig af z, og vi fandt i underafsnit 4.2.1 at
Zigkke = 1 1 denne graense. Dette udnytter vi til at bestemme susceptibilite-

ten, og den bliver derfor nar n gr mod nul

2 oo
=3 k
XT = kT Z CkZ (5.8)
k=1
For n — 0 er xr siledes proportional med den frembringende funktion for
den selvundvigende vandring. Der er siledes en sammenhzng mellem lgk-
kemodellen og den selvundvigende vandring pa bikubegitteret. Ligning 5.8
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fremkommer ved implicit brug af Sarmas kvasi-lemma, idet vi antager at
omskrivningen af parkorrelationsfunktionen ogsé er gyldig i greensen n — 0.

Som beskrevet i afsnit 4.1.1 om kritiske faenomener, divergerer suscepti-
biliteten i det kritiske punkt. Da konvergensradius adskiller de veerdier af z,
hvor susceptibiliteten konvergerer, fra de veerdier, hvor den divergerer, er det
naturligt at kalde « for det kritiske punkt for lgkke-modellen. Hverken Hug-
hes eller Nienhuis skriver eksplicit, hvordan de definerer det kritiske punkt
for lgkke-modellen, men vi opfatter det kritiske punkt som konvergensradius
af ligning 5.8.

Af rodkriteriet og Hammersley-Mortons satning fis at konvergensradius
for denne raekke er givet ved

-1 .
Z,= ( lim c;c/") =p? (5.9)
k—o0

Hvis man kan bestemme den veerdi af z, hvor lgkke-modellen p4 et bikubegit-
ter er kritisk, kan man siledes bestemme vardien af forbindelseskonstanten,
i, som den reciprokke veerdi af x., det kritiske punkt.

5.1.1 Bestemmelse af det kritiske punkt

Et standardresultat indenfor fysikken forteller os, at der eksisterer en trans-
formation mellem Potts-modellen p4 trekantsgitteret og 6V-modellen pé kag-
omégitteret hvor modellernes parametre bestemmes entydigt. Disse parame-
terveerdier udgger et kritisk punkt for begge modeller. Dette resultat frem-
kommer ved brug af den fysiske teknik renormalisering!, og selvom det er
gnskveerdigt at have dette trin med i argumentationen, er denne teknik s&
avanceret, at det er et projekt i sig selv at beskrive og forst4 den ordentligt.
Vi kommer derfor ikke nzrmere ind pa disse argumenter, men udnytter blot
resultatet.

Resultatet bruger vi til at bestemme lgkkemodellens kritiske punkt. Fgrst
er det ngdvendigt at vise, at lgkkemodellen har samme egenskaber som 6V-
modellen p4 kagomeégitteret. Dette gor vi ved at transformere lgkkemodellens
tilstandssum til 6V-modellens tilstandssum, da de s&ledes udviser samme kri-
tiske egenskaber. Det er ogsd ngdvendigt at bestemme 6V-modellens kritiske
punkt ved at transformere tilstandssummen for Potts-modellen p3 trekants-
gitteret til tilstandssummen for 6V-modellen p4 kagomégitteret. Gennem
alle disse transformationer far vi fastsat en relation mellem alle parametre
saledes at vi kan bestemme z, som funktion af n.

5.2 SOS-model pa bikubegitteret

Det fgrste trin i transformationen af lgkkemodellens tilstandssum gir via
SOS-modellen p& bikubegitteret. Fladerne i bikubegitteret tildeles en hel-

!Denne teknik skal ikke forveksles med den matematiske teori af samme navn.
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tallig hgjde M; saledes at hgjderne for flader som stgder op til hinanden ikke
afviger med mere end 1, og der dannes herved en SOS-model. Tilstandssum-
men for SOS-modellen er givet ved

ZSOS = Zanabnbcnc (510)
h

hvor a, b, ¢ er vaegte associeret til hgjdekonfigurationer og n,, 1y, nc er antallet
gitterpunkter, hvis omkringliggende flader er i de forskellige hgjdekonfigura-
tioner.

Et gitterpunkt i bikubegitteret er omgivet af tre flader med hver deres
M;, og gitterpunktets veegt tildeles efter disse hgjder. Er de alle tre ens,
settes veegten a til 1. Nar én er storre end de to andre, tildeles gitterpunktet
vaegten b = zexp(ia), og gitterpunktet tildeles vaegten ¢ = z exp(—ia), nar
én er mindre end de to andre. De tre vaegte er altsd

a,b,c = 1,z exp(ia), zexp(—ia) (5.11)

Disse tre hgjdekonfigurationer og deres vaegte er vist pa figur 5.1.
! 2 |
N
e b c
Figur 5.1 SOS-modellen pa bikubegitteret.[Nienhuis, B., 1982]

I stedet for at summere over forskellige hgjdekonfigurationer i tilstands-
summen, gnsker vi at transformere tilstandssummen siledes, at vi summerer
over diagrammer p3 gitteret. En pil placeres pa hvert band, som adskiller
flader med forskellig hgjde, s& det omrade med den stgrste hgjde er pa ven-
stre side af pilens retning. Der placeres ingen pil, hvis fladerne har samme
hgjde. Dette er illustreret pa figur 5.1. Faktorerne exp(ia) og exp(—ia) er
saledes associerede med venstre- og hgjresving af pilene. Der er en entydig
korrespondance mellem hgjde- og pilekonfigurationer pa gitteret, pga. kra-
vene om at fladehgjderne skal veere hele tal og at hgjdeforskellen mellem
tilstgdende omrader maksimalt er 1.

En situation hvor der er tre pile pd et gitterpunkts band, er i modstrid
med princippet om at hpjdeforskellene ikke m4 overstige 1. Tilsvarende vil to
pile aldrig g4 ud fra eller ind i samme gitterpunkt. Dette betyder, at vi kan
lave orienterede diagrammer, som fglger pilene, og som har samme retning.
Vi kan summere over alle tilladte pilekonfigurationer, ved at summere over
orienterede diagrammer. Da pilene omkranser flader med forskellige hgjde,
skal der kun summeres over diagrammer som bestar af orienterede lgkker med
samme retning. Da vi kun betragter et endeligt udsnit af bikubegitteret, er
det ikke muligt at disse diagrammer indeholder lange strenge, men bestér
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ngdvendigvis af lukkede lgkker (vi ser dog bort fra problemer ved gitterets
rand). Et eksempel er vist pa figur 5.2.

Figur 5.2 En hgjde- og en pilekonfiguration pa bikubegitteret, og de tilsvarende
orienterede diagrammer.

Omvendt giver et diagram, som bestr af s&danne orienterede lgkker,
anledning til en entydig pilekonfiguration og dermed en hgjdekonfiguration.
P4 denne méade nar vi frem til, at tilstandssummen er givet ved

Zsos =Y z*explia(l - r)) (5.12)
oD

hvor summationen er over alle orienterede diagrammer, som bestar af ori-
enterede lgkker p4 bikubegitteret med samlet leengde L og et totalt antal
venstresving pa [ og r hgjresving.

En lgkke er en komponent, der omkranser et domane pd bikubegitteret,
og foretager sdledes precis en fuld drejning. Hver lgkke bidrager derfor med
enten 6 eller —6 til / — r. Hvis vi summerer over diagrammer i stedet for
orienterede diagrammer, erstattes exp(ia(l — r)) med exp(6ia)+exp(—6ia),
svarende til to lgkker med modsat orientering. Dette betyder at ligning 5.12
kan omskrives til

Zsos = Z z” (exp(6ia) + exp(—6ia))* = Z ¥ (2cos 6a)A (5.13)
D D

hvor A er antallet af lgkker i diagrammet D.

Béade i ligning 4.33 og ligning 5.13 summeres der over diagrammer i
bikubegitteret, si det er klart at tilstandssummene for Zjske- 0g Zsos-
modellerne er de samme nir vi veelger

n = 2cos(6a) (5.14)
Ved at veelge vores parameter p4 denne made har vi transformeret tilstands-

summen for SOS-modellen p4 bikubegitteret til tilstandssummen for lgkke-
modellen p4 bikubegitteret.
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Figur 5.3 6V-model pé et kagomégitter.

5.3 6V-model pa kagomé-gitteret

Der placeres pile i overensstemmelse med isreglen (se side 33) p4 alle band
i kagomeégitteret, og veegtene wy til we tildeles gitterpunkterne svarende til
pilekonfigurationerne omkring dem. De seks tilladte konfigurationer af pile
omkring et gitterpunkt er vist pa figur 5.4.

Pilekonfigurationer tildeles fglgende veaegte

wi,-..,Wwe = T,7T,1,1, exp(—2ia), exp(2ia). (5.15)

som er et specialtilfelde af ligning 4.37. Konfigurationerne er nummereret
som pa figur 5.4.

I stedet for at beregne tilstandssummen ved at summere over pilekonfi-
gurationer, transformerer vi 6V-modellen til en SOS-model, ved at opfatte
bandene i gitteret som vaegge, der adskiller flader med forskellige hgjder.
Tildel heltallige hgjder M til de sekskantede flader i gitteret og halvtallige
hgjder m til de trekantede omrader. Hgjderne begraenses s& hvert m afviger
med en halv fra de hgjder M som ligger op til, og den stgrste hgjde placeres
til veustre for pilens retning.

+ 3 -+ 1 U 1
o % % S % %
3 1 3 4 % ¥
Wy wsy ws Uy Ws we
Figur 5.4 De seks tilladte pilekonfigurationer i 6V-modellen.[Nienhuis, B., 1982]

Vaegtene i ligning 5.15 kan forstis som en vekselvirkning mellem fladerne:
Hvis M’erne for to narliggende flader er forskellige, tildeles parret vaegten 7,
ellers 1. Flader som stgder op til hinanden med hgjderne M og m bidrager
med exp(ia) hvis m > M og exp(—ia) hvis m < M.

Et eksempel er vist til venstre pd figur 5.4 (for wy), hvor my og mq
begge er 1/2, mens M; og My er henholdsvis 1 og 0. Vagten i dette punkt
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kan bestemmes siledes: Da M; og M er forskellige, optrseder en faktor 7 i
veegten, mens faktoren exp(—ia) skal medtages to gange, fordi M, er stgrre
end bdde m1 og m2 og et tilsvarende argument betyder at M, bidrager med
exp(2ia). Samlet set er vaegten for denne hgjdekonfiguration derfor

wy = Texp(—2ia) exp(2ia) =7 (5.16)

Dette er den fgrste vaegt i ligning 5.15. Ved at bruge analoge overvejelser,
nar man frem til de andre veegte. :

Figur 5.5 Transformation fra kagomeégitter til bikubegitter.

Denne made at vaegte p4, betyder at de trekantede flader ikke vekselvirker
med hinanden, og samlet set fis en effektiv vekselvirkning mellem M’erne.

Vi vil nu vise at vi kan transformere 6V-modellen pd kagomeégitteret
til SOS-modellen p3 bikubegitteret. Selve kagomégitteret kan omdannes til
bikubegitteret ved at placere nye gitterpunkter midt i de trekantede flader og
placere band som anvist i figur 5.5. Da de trekantede flader ikke vekselvirker
med hinanden, kan de tilhgrende gitterpunkter tildeles vaegte, som svarer til
den trekantede flades vekselvirkning med de omgivende sekskantede flader.
De tre omréder kan vzere i fglgende konfigurationer

o Alle sekskantede fladers hgjder er ens: I dette tilfeelde kan trekanten
have to forskellige veerdier, som enten er stgrre eller mindre end M’erne
fra kagomégitteret. Hvis m > M optraeder faktoren exp(ia) tre gange,
mens m < M betyder at faktoren exp(—ic) optreeder tre gange. Den
samlede vaegt for denne konfiguration er summen af disse to muligheder

a' = exp(3ia) + exp(—3ia) = 2cos(3a) (5.17)

o En sekskantet flades hgjde er stgrre end de andre: Da m hgjest ma
afvige med en halv fra hver af M’erne, antager m den mellemliggende
veerdi, s den er stgrre end to M’er og mindre end et M. Denne forskel
medfgrer en faktor 7 i veegten. Den samlede vaegt bliver derfor

b = 7 exp(ic) exp(ia) exp(—ia) = 7 exp(ia) (5.18)
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o En sekskantet flades hgjde er mindre end de andre: Dette svarer til
andet tilfelde, hvor exp(ic) udskiftes med exp(—ia) og omvendt

¢ = 7exp(—ia) (5.19)

Vagtene normaliseres ved at dividere dem alle med 2cos(3c) og z ind-
fgres som

'r
*= 2cos(3a) (520)

Vagtene bliver da
a,b,c =1,z exp(ia), z exp(—ia) (5.21)

Disse vaegte svarer til dem der er angivet i ligning 5.11, og med dette valg af
parametre er 6V-modellen pa kagomégitteret derfor ekvivalent med SOS-
modellen pd bikubegitteret.

5.4 Potts-model pd trekantsgitteret

Ved at placere en spintilstand o(v) = 1,..., ¢ hvert gitterpunkt v i trekants-
gitteret, defineres en Potts-model p4 trekantsgitteret. Tilstandssummen for
Potts-modellen skrives

z=Y T +w)emeen (5.22)
s (o)

For et gitter bestdende af F nermeste naboer, bestar hver summand af et
produkt af E faktorer. Hver faktor er enten 1 (nar Kroneckers 4 er 0) eller
1+ w (nar Kroneckers § er 1) afhaengig af systemets tilstand. Betragt en
systemtilstand bestdende af ; nermeste nabopar, som befinder sig i samme
spintilstand. Da bevirker Kroneckers 4, at summanden bestar af ¢, faktorer,
som er (1 + w) og E — is faktorer som er 1. Tilstandssummen kan derfor

omskrives til A
Z=> (1+w)* (5.23)
§

og binomialformlen giver

Z=Y i (’;) w® (5.24)

Den indre sum kan erstattes af en sum over en mangde af diagrammer, D;,
pa trekantsgitteret, som knyttes til hver tilstand. M&ngden bestar af alle
diagrammer, der kan konstrueres efter fglgende to regler:

¢ Diagrammerne indeholder b vaegge, hvor 0 < b < 4;.
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e Diagrammerne har kun vagge mellem nzrmeste naboer, som befinder
sig 1 samme spintilstand.

Da der skal fordeles b veegge mellem ¢, b&nd i trekantsgitteret, er antallet af
diagrammer med netop b vaegge, som konstrueres efter ovenstiende regler,
('g). Dvs. vi kan i stedet summere over diagrammer D; i ligning 5.24

z=> > v (5.25)
s Dg

Her summererer vi yderst over alle spintilstande og inderst over de diagram-
mer, som kan konstrueres ud fra ovenstdende regler af den givne spintilstand.

I den ydre sum optraeder mindst en tilstand, hvor alle gitterpunkter er
1 samme spintilstand. Alle diagrammer p4 trekantsgitteret kan konstrueres
udfra denne tilstand, s4 alle diagrammer p4 trekantsgitteret indgar i ovensta-
ende sum. Man kan derfor tillade sig at ombytte summationen, s& der fgrst
summeres over alle diagrammer pa trekantsgitteret, hvorefter systemets til-
stande knyttes til diagrammerne.

Der er ikke en en-til-en korrepondance mellem diagrammer og tilstande.
Til hver tilstand er der knyttet en mangde af diagrammer og omvendt kan
der knyttes flere tilstande til hvert diagram. Mzngden af tilstande som til-
hgrer et diagram D betegner vi med sp. Vi nér siledes frem til

Z=Y > u (5.26)

D sp

Summationen er ombyttet s3 der yderst summeres over alle diagrammer som
kan laves p& trekantsgitteret, og inderst summeres over de tilstande som
tilhgrer hvert af disse diagrammer. Antallet af tilstande som tilhgrer hvert
diagram, bestemmes ved fplgende argumenter.

Betragt et arbitraert diagram D, som indeholder b vaegge og K kompo-
nenter (et enligt punkt betragtes som en komponent). En veeg repraesenterer
en begreensning pa antallet af tilladte tilstande, saledes at to gitterpunkter
som forbindes af veeggen skal antage samme spintilstand. Da komponenter
i diagrammet er samlinger af gitterpunkter, som alle er indirekte forbun-
det, skal alle gitterpunkter i en komponent antage samme spintilstand. Hver
komponent kan vere i g forskellige spintilstande, og samlet kan diagrammet
derfor tilhgre ¢* forskellige tilstande.

Dette giver at summen over spintilstande, som tilhgrer hvert diagram i
ligning 5.26, kan erstattes med ¢¥

z=Y ¢*u (5.27)
D

Summationen er over alle diagrammer pi trekantsgitteret. Denne tilstands-
sum kan transformeres til tilstandssummen for 6V-modellen p3 kagomégit-
teret.
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5.4.1 Transformation til 6V-model p4 kagomégitteret

Vi gnsker at transformere Potts-modellens tilstandssum, som den er beskre-
vet i ligning 5.27 til tilstandssummen for en 6V-model p3 kagomégitteret.
Der laves derfor en entydig korrespondance mellem diagrammer pa trekants-
gitteret og piledeekninger af kagomégitteret. Trekantsgitteret omdannes til
kagomégitteret ved brug af fglgende definitioner.

Definition 1 (Basale polygoner)
For et givet gitter L, tegnes en polygon om hvert gitterpunkt i L, s§ poly-
gonerne opfylder falgende tre betingelser:

¢ Ingen polygoner overlapper, og ingen polygon omkranser en anden.

e Polygoner om gitterpunkter, som ikke er nermeste naboer, har ikke
noget falles hjgrne.

e Polygoner om gitterpunkter v ogv', som er nzrmeste naboer, har netop
et faelles hjgrne, som placeres p4 bindet mellem v og v'.

Disse polygoner kaldes basale polygoner.

For at anskueligggre de basale polygoner, skraveres det indre af hver basale
polygon, som p& figur 5.6, og man opfatter det skraverede omrade som ’land’
og resten som ’vand’. P4 denne mide dannes et gitter, som bestar af en raekke
'ger’, som hver indeholder et gitterpunkt fra £. De basale polygoner giver
anledning til fglgende definition af et gitter.

Figur 5.6 Et ikke-periodisk gitter Figur 5.7 Trekantsgit-
L (abne cirkler og stiplede linier) og teret og dets midtgraf,
dens midtgraf M (fyldte cirkler og kagomeégitteret.[Baxter, R.J., 1982]

optrukne linier). Det indre af hver
basal polygon er skraveret, hvilket
betegner ’land’.[Baxter, R.J., 1982]

Definition 2 (Midtgraf)

For et givet gitter L, dannes et nyt gitter M ved at de basale polygoners
hjgrner er gitterpunkter i M, og polygonernes kanter er bdnd i M. Gitteret
M kaldes for L’s midtgraf?

2Af engelsk: medial graph.
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Der er to typer gitterpunkter i M; indre og ydre punkter. Et gitterpunkt
kaldes for et indre punkt, hvis det er et falles hjgrne for to basale polygoner.
Et gitterpunkt siges at veere et ydre punkt, hvis det kun ligger p4 én basal
polygon. De indre og ydre punkter adskiller sig ved, at de hver har henholds-
vis fire og to nzrmeste naboer i M. Gitteret M kaldes for £’s midtgraf,
fordi det ofte er naturligt at placere M’s indre punkter midt p& £’s band.

Midtgrafen er ikke et entydigt gitter, da man kan konstruere mange for-
skellige midtgrafer for et givet gitter. Enhver midtgraf opfylder dog at an-
tallet af indre punkter i M svarer til antallet af band i £, mens antallet
af ydre punkter varierer. Trekantsgitterets simpleste midtgraf, dvs. hvor an-
tallet af ydre punkter er minimeret, er kagomégitteret. Koblingen mellem
Potts-modellen pé trekantsgitteret og 6V-modellen pa kagomégitteret ligger
netop i at kagomégitteret er trekantsgitterets midtgraf.

Polygonoplgsning af midtgrafen

For at lave en entydig korrespondance mellem diagrammer pé trekantsgitte-
ret og en deekning af dets midtgraf med pile, oplgses midtgrafen i en maengde
af disjunkte polygoner i henhold til diagrammer D p3 trekantsgitteret. Vi un-
dersgger bandet mellem nzrmeste naboer v og v' i L.

e Hvis D ikke indeholder en vaeg p4 bandet, skal det tilsvarende indre
punkt i M separeres, sa hjgrnerne i de tilhgrende basale polygoner i
M fjernes fra hinanden (se figur 5.8(a)).

e Hvis D indeholder en vaeg pa dette band, skal hjgrnerne i de tilhgrende
basale polygoner i M samles, sledes at de to ger bliver forbundne

(figur 5.8(b)).

Dette ggres for alle hjgrner i de basale polygoner i M, hvilket oplgser M i p
disjunkte polygoner (se figur 5.9). Polygonoplgsningen er entydig for et givet
diagram, og omvendt kan der ud fra en polygonoplgsning laves netop et di-
agram p gitteret. Polygonoplgsningen medfgrer at midtgrafen ikke lzengere
er et gitter, men en maengde af polygoner som betegnes M’.

Komponenter i D, som bestdr af et enkelt gitterpunkt, oplgses i sma
‘ger’. De komponenter i D, som bestar af flere gitterpunkter, oplgser midt-
grafen i store ’ger’, dvs. en samling af basale 'ger’, der nu er forbundne. Hver
af de store og sma 'ger’s ydre omkreds er en polygon i den polygonoplgste
midtgraf. Komponenter i D, der indeholder lgkker, oplgser midtgrafen i po-
lygoner, som indeholder ’sger’, hvis omkreds ligeledes er en polygon i den
polygonoplgste midtgraf. Komponenter, som er omkranset af andre kompo-
nenter, polygonoplgses til 'ger’ i 'sger’, osv.

Der er saledes to typer polygoner, som enten er omkredsen af en '@’ eller
omkredsen af en ’sg’. Antallet af disse polygontyper betegnes henholdsvis K
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(o) ' (b}

Figur 5.8 De to mulige separationer
af hjgrner i basale polygoner for et
indre punkt i M, som ligger pa bandet
mellem v og v' i £. (a) er en situation
hvor der ikke er en vaeg mellem v og

Figur 5.9 Et diagram D pi
et gitter £ (optrukne linier mel-
lem cirkler repraesenterer vaegge)
og den tilsvarende polygon-
oplgsning.[Baxter, R.J., 1982]

v', (b) er en situation hvor der er en
vaeg.[Baxter, R.J., 1982]

og S. M oplgses derfor i K + S polygoner, s3
p=K+S§ (5.28)

For et givet diagram D som indeholder N gitterpunkter og b vaegge, gaelder
der ifglge Eulers relation at [Nielsen, F., 1989]

S=K-N+b (5.29)
Indsattes ligning 5.28, nar vi frem til folgende relation

_p_N_b
K=5+5-3 (5.30)

Da der er en entydig korrespondance mellem diagrammer pa trekantsgitteret
og polygonoplgste midtgrafer, kan summationen over diagrammer i ligning
5.27 udskiftes med en sum over polygonoplgsninger, og tilstandssummen
bliver

Z = Z q%'*'%_%wb
po
Indfgres variabelskiftet ¢ = q_%w fas
Z = ¢%y qig (5.31)
po

Tilstandssummen er saledes omskrevet til en sum over alle polygonoplgsnin-
ger af midtgrafen.
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Dakning af midtgrafen med pile

Der placeres nu pile p& polygonernes kanter i en polygonoplgsning, saledes at
der i hvert hjgrne er en pil som peger ind mod hjgrnet, og en der peger vaek
fra det. Da der bade skal g en pil ind i et hjgrne og en ud, peger alle pilene
pa en polygon samme vej, dvs. enten med eller mod uret. Der er saledes to
tilladte piledeekninger af hver polygon.

Hvert hjgrne i en polygon tildeles en vaegt 2%, hvor a er vinklen til venstre
for en observatgr som bevaeger sig i pilenes retning (se figur 5.10). Polygonens
vaegt dannes ved produktet af alle hjgrners vaegte. En observatgr som fglger
med uret rundt i en polygon, drejer sig en vinkel 2w, hvorved produktet af
hjgrnernes vaegte bliver 2. Hvis en observatgr bevaeger sig mod uret rundt
i en polygon bliver polygonens veegt z~27. Da disse to piledeekninger er de
eneste tilladte, bliver summen af alle tilladte piledeekninger af en polygon

z27r + 2“2“.
\< -

y 3

a>»0 e<0

Figur 5.10 Vinklen ¢, som en observatgr ser, nir pilene fglges rundt i polygonen.
[Baxter, R.J., 1982]

Sterrelserne z og A defineres pa fglgende made

g’* =2cosh ), z=-exp (%) (5.32)
sd
22" 4 272" = 2cosh A = ¢ (5.33)

For en given polygonoplgsning af midtgrafen, kan dette resultat bruges til at
vise
¢ => [~ (5.34)

pd ™

hvor m betegner de enkelte polygoners hjgrner, a,, er den tilhgrende vinkel
og pd er piledzkninger af den polygonoplgste midtgraf.

For at indse ligning 5.34, bemzrkes forst at deeckningen af polygoner
med pile sker unafhengigt af hinanden, s& de enkelte polygoners vaegte er
uafhangige. Dette betyder, at hgjreside i ligning 5.34 opsplittes i et produkt
af led, et for hver polygon. Vi har i ligning 5.33 fundet, at et sddant led
bidrager med g2, og de p polygoner giver venstre side af ligning 5.34.
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Vi nér frem til at tilstandssummen i ligning 5.31 kan omskrives til

Z=q% S ST (5.35)

po pd m

Forkortelserne po og pd betegner at den ydre sum er over alle polygonoplgs-
ninger af M og den indre sum er over alle tilladte piledzkninger af polygo-
nerne i en given polygonoplgsning. Produktet er over alle polygonhjgrnerne
m, hvor o, er den tilsvarende vinkel. Tilstandssummen skal nu omskrives,
saledes at den er uafheengig af polygonoplgsningerne af midtgrafen. Det ggr,
at vi kan ignorere polygonoplgsningerne og kun betragte piledekninger af
midtgrafen.

Der er fire vinkler a, 8, v, og § omkring et gitterpunkt i M, som angivet
i figur 5.11. Fremover betegner vi vinklerne oy, med disse graske bogstaver.

Figur 5.11 Et indre punkt i M og vinklerne mellem kanterne.[Baxter, R.J., 1982]

Ved en polygonlgsning oplgses hvert indre punkt i M i to hjgrner. To
hjgrner pa en polygon i M’ som svarer til disse indre punkter, hgrer derfor
sammen. Et hjgrnes vaegt multipliceres med /€, hvis det tilhgrer et git-
terpunkt som er oplgst som angivet i figur 5.8(b). Et ¢ angiver siledes en
diagramveeg mellem de to gitterpunkter i £. P4 denne made kan vi overfore
informationer om diagramveegge til vaegten.

Figur 5.12 De otte mulige pilekonfigurationer i M, omkring indre punkter i
M.[Baxter, R.J., 1982]

Der er otte forskellige pilekonfigurationer af hjgrnepar i M’ som tilhgrer
samme indre punkt i M (se figur 5.12). Deres veegte kan beregnes udfra
vinklerne «, 8, ¥ og § og om de er separerede.
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Af disse otte pilekonfigurationer er fire parvis ens i M, fordi vi ikke
skelner mellem de to mader at separere Ms indre punkter vist i figur 5.8. P&
figur 5.12 er de fire konfigurationer, som er hhv. nummer et og to fra hgjre,
sddanne par. De seks tilbagevaerende pilekonfigurationer, som et indre punkt
i M kan vere i, opfylder isreglen og er vist pa figur 5.13. P4 denne figur
svarer parrene til hjgrne 5 og 6. Tilstandssummen i ligning 5.35 kan ggres
uafhzengig af polygonoplgsningerne af midtgrafen, hvis vi blot summerer over
nogle bestemte piledzekninger af midtgrafen, som vi definerer om lidt.

Figur 5.13 De seks mulige pilekonfigurationer i M.[Baxter, R.J., 1982]

Istype-modeller pd midtgrafen

Vi starter med at placere pile p4 alle band i M, siledes at isreglen er op-
fyldt i alle indre punkter og der i de ydre punkter gir en pil ind og en ud.
Piledeekninger som opfylder disse krav kaldes for tilladte. Hver af disse pile-
dzkninger kan optrade i den dobbelte summation i ligning 5.35, men nogle
ma optraede mere end en gang, fordi pilekonfiguration 5 og 6 kan opstd pa
to mader.

Antag at en bestemt piledekning af M samlet set indeholder b gitter-
punkter af type 5 og 6. Hver af konfigurationerne 1-4 svarer til en entydig
separation af gitterpunktets kanter i en polygonoplgsning. Gitterpunkter af
typen 5 og 6 svarer derimod til to mulige valg for separation af kanter. Denne
piledzekning svarer derfor til 2® polygonoplgsninger og optrader siledes 2°
gange i ligning 5.35.

Men da disse separationsvalg kan foretages uafhaengigt er det ikke noget
problem at beregne det totale bidrag fra denne piledekning til ligning 5.35:
man summerer blot hhv. hjgrne 5's og 6’s vaegte. Med disse veegte kan ligning
5.35 omskrives til en sum over samtlige piledeekninger p4 M som opfylder

isreglen. Vi far
Z=g% 3 [[u (5.36)
pd 1t

hvor n; angiver antallet af gitterpunkter med veegten w;. Summationen er
over alle tilladte piledakninger af M, og produktet er over alle gitterpunkter
i M.
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De seks forskellige gitterpunkter pa figur 5.13 har derfor veegtene

wp = 2277

Wy = 27

wy = 2P0

we = £25-8 (5.37)
ws = z B0 gty

wg = 2P0 4 £z727

De graeske bogstaver refererer til vinklerne pé figur 5.11.
DafB=6=7%o0gy=o0a= 2 for kagomégitteret og der per definition
galder at 2z = exp (), er vegtenes veerdier

wy 1 (5.38)
wp = 1 (5.39)
w3 = § (5.40)
7] € (5.41)
A 27w T
ws = exp <—§?) + & exp (5——3—)
A A
= exp (— 5) + &exp (2§) (5.42)
Wg = exp (%2%) + £exp (—2—4?”)
= exp (%) + Eexp (—-2%) (5.43)

Ved at dividere alle vaegte med £ og satte /¢ = 7, normaliseres veegtene og
de fgrste fire vaegte stemmer overens med ligning 5.15. Derudover velges

T=—2cos(—i)), o= —i% + g (5.44)

Dette betyder at

exp (2ia) = exp (22' (—21'5 + 1))
3 2
. 4
= exp (im) exp (?>
= —exp (%A') (5.45)
og tilsvarende

exp (—2ia) = —exp (—%) (5.46)
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7 kan omskrives ved at bruge Eulers formel

T = — (exp (Z (—2)\)) =+ exp (_"' (_ZA)))
= —exp()) —exp(=]) (5.47)

Dette betyder at

T €xp (—%) = —(exp(A) +exp(~A))exp (—%)

- —exp (?3}) —exp (Igi) 649

s veegten ws i ligning 5.42 er derfor

2 —4)\ 2\
ws = —exp ? — exp —3— -+ exp ?

 hvilket i fglge ligning 5.46 er lig med exp (—2i¢a). Tilsvarende kan man vise,
at we i ligning 5.43 og 5.15 er den samme, hvis man benytter ligning 5.45.
Veegtene er siledes '

Il

|

®

»

o
~—~
wi..L
>
~—

(5.49)

wi,...,we =T,7,1,1,exp(—2ia), exp(2ic). (5.50)

Vi kan derfor konkludere, at 6V-modellen og Potts-modellen har identiske
egenskaber. Ved denne transformation har vi nu bestemt et tilstreekkeligt
antal parametre til at udregne lgkkemodellens kritiske veerdi.

5.5 Opsamling

Det sidste skridt bestar i at bestemme veerdien af lgkkemodellens kritiske
punkt ud fra de fundne parametre. Vi fandt ved transformationen af lgkke-
modellens tilstandssum til SOS-modellens tilstandssum at n kan skrives

n = 2cos(6a) (5.51)

Transformationen af SOS-modellens tilstandssum tii 6V-modellens til-
standssum gav at

T

Sidst gav transformationen af Potts-modellens tilstandssum at
22 7T .
a = —ig + 3 (5.53)

T = —2cos(—i\) (5.54)
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I fglge Nienhuis giver renormaliseringsteknikken, at lgkkemodellens kritiske
punkt, er hvor disse ligninger har skaeringspunkt.

Der er i alt fire ligninger med fem ubekendte og vi kan siledes bestemme
z. som funktion af n. Vi indfgrer variablen ¢, som ggr det lettere at finde z,

A
¢ = -5 (5.55)
Med denne variabel er parametrene
a = 2+ g (5.56)
T = —2cos(39) (5.57)
= —2cos(12¢) (5.58)
T
= — 5.59
* 2cos (6¢ + 3F) (5.59)
Den sidste ligning giver sammen med ligning 5.56
2 3T\ o )
4cos” | 66+ 5 )3 = 4cos*(3¢) & (5.60)
2(cos(12¢ + 37m) + 1)z = 2cos(64) +2 < (5.61)
(n+2)z®> = 2cos(6¢) +2 (5.62)
Hgjresiden kan omskrives vha.
1 1 1 n
2 -2 - .
cos*(6¢) = 5 + 5 cos(12¢) 577 (5.63)
s&
1 n
cos(6¢) = £ 571 (5.64)

Da g skal veere mindst 1, betyder koblingen mellem ¢ og g, at vi skal velge
den negative rod. Vi kan derfor omskrive ligning 5.62 til

(n+2)z2=2—\/2—n@z2=2_———— 2-n (5.65)
n+2
Da
2-v2-n)2+VvV2-n)=n+2 (5.66)
nér vi frem til 1
2
= 5.67
* 24+vV2-n (5.67)
Det kritiske punkt er derfor
Bem (5.68)
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Nar n er lig med nul, far vi at forbindelseskonstanten y for den selvundvi-
gende vandring pé bikubegitteret er givet ved

p=12+v2 - (5.69)

For n = 1 svarer Nienhuis’ lgkkemodel til den to-dimensionale Ising-model,
mens den svarer til overgangen fra super- til normalflydende for heliumfilm,
for n = 2. Veaerdierne i ligning 5.68 giver de kendte resultater for de kritiske
veerdier for disse modeller. Lgkkemodellen er derfor ikke kun i overensstem-
melse med resultater for den selvundvigende vandring men ligeledes med
fysiske resultater.
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Matematikken og fysikken leverer to vidt forskellige indgangsvinkler til be-
stemmelse af forbindelseskonstantens veerdi for bikubegitteret. For at besvare
problemformuleringen sammenligner vi de to indgangsvinkler, og finder deres
respektive fordele og ulemper. De to indgangsvinkler adskiller sig dels ved
typen af resultater de leverer, dels i matematisk stringens. Den matematiske
tilgang opfattes som stringent, mens den fysiske beskrives som heuristisk.
Det er derfor ngdvendigt at foretage en statusopggrelse fra en matematisk
synsvinkel af den fysiske tilgang, dvs. undersgge, hvor argumentationen er
stringent. Den matematiske stringens defineres her, som i hvor hgj grad ar-
gumenterne kan fgres tilbage de grundleggende aksiomer i matematikken.

6.1 Den matematiske tilgang

Den selvundvigende vandring minder meget om en random walk, som be-
veeger sig tilfeldigt mellem et gitters naermeste naboer. En random walk er
dog ikke begraenset af, at den ikke ma vende tilbage til et gitterpunkt. Som
vi har set volder besvarelsen af den selvundvigende vandrings to centrale
spprgsmél (hvad er antallet af vandringer som gar n skridt, og hvor stor er
den gennemsnitlige afstand til udgangspunktet) store vanskeligheder, men
disse problemer og adskillige andre er lgst for random walken. Da de to van-
dringer minder meget om hinanden, er det naturligt at forspge at overfgre
lgsningsmetoderne.

Arsagen til forskellen i mangden af lgsninger skal findes i at random
walken er en Markov-keede i modseetning til den selvundvigende vandring.
Markov-egenskaben ggr at det er muligt at lgse problemer indenfor teorien
for random walken ved at opstille rekursionsformler. Metoden som anvendes
i random walk udggr et paradigme for besvarelsen af spgrgsmal angéende
vandringer, men kan ikke overfgres til den selvundvigende vandring, fordi
der ikke kan opstilles rekursionsformler for denne vandring.

Hammersley-Mortons satning fastleegger eksistensen af forbindelseskon-
stanten og er stringent bevist. Szetningen er grundlaggende for hele den
matematiske analyse af den selvundvigende vandring og det er et steerkt
matematisk resultat at der eksisterer en konstant, som styrer antallet af
selvundvigende vandringer. Desvzerre har det endnu ikke vaeret muligt at
give stringente argumenter for forbindelseskonstantens eksakte veerdi, men
man kan opstille nedre og gvre graenser.

57
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Det overordnede princip i begge de beskrevne matematiske metoder er
at finde en meengde af vandringer, som enten er stgrre eller mindre end
mengden af selvundvigende vandringer. 'Forbindelseskonstanten’ for disse
mengder er da henholdsvis stgrre eller mindre end forbindelseskonstanten p
for den selvundvigende vandring.

I Fisher og Sykes’ metode udvelges en delmengde af de selvundvigende
vandringer, hvis kardinalitet det er muligt at opstille en rekursionsformel
for og derved finde delmangdens ’forbindelseskonstant’. Metoden er let til-
gaengelig, og giver rimelig gode resultater. Rekursionsteknikken er velkendt
blandt matematikere, og metoden er en meget naturlig tilgang til at lgse
denne type problemer. Fisher og Sykes’ tilgang er traditionel i den forstand,
at de bruger en metode som har vist sig frugtbar i forbindelse med random
walk, nemlig at opstille rekursionsformler. De kan dog ikke finde en s&dan
formel for selve problemet men for et andet problem, hvis lgsning siger noget
om det oprindelige problem.

Fisher og Sykes’ metode giver, at veerdien af bikubegitterets forbindel-
seskonstant opfylder

p>1,7872 (6.1)

Alm danner en mangde som er stgrre end mangden af selvundvigende
vandringer og indeholder mangden af selvundvigende vandringer. Ved hjzelp
af en smart teknik, kan en gvre greense for p findes ved at bestemme den
maksimale egenveerdi af en matrix. Princippet i denne metode er et resultat
fra Hammersley-Mortons sztning, som blev vist i 1954. Alms metode er
derfor ikke nyskabende, hvad angar det overordnede princip, men den teknik
som udnytter dette princip.

Vi fandt at Alms metode gav fglgende band pa bikubegitterets forbin-
delseskonstant

p < 1,87603 (6.2)

Begge metoder er siledes traditionelle, hvad angar det grundleggende prin-
cip, men nyskabende i de teknikker som udnytter disse principper. Metoderne
har desuden den fordel, at de kan benyttes til at finde forbindelseskonstanten
for langt flere gitre end bikubekubegitteret.

6.2 Den fysiske tilgang

Fra et matematisk synspunkt er princippet i den fysiske metode at bestemme
konvergensradius for den selvundvigende vandrings frembringende funktion,
fordi denne radius er den reciprokke veerdi af forbindelseskonstanten. Den
frembringende funktion indgér i den magnetiske susceptibilitet for Nienhuis’
lpkkemodel, hvis kritiske punkt netop er knyttet til konvergensradius. Meto-
den til at finde dette punkt er dels transformationer mellem flere statistiske
mekaniske modeller, dels renormaliseringsteknikken.
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Vi fandt at den fysiske metode giver en eksakt veerdi af bikubegitterets
forbindelseskonstant pa

p=1/2+v2 =1,847759065... (6.3)

Fysikken er siledes i stand til at finde en veerdi af forbindelseskonstanten,
som er i overensstemmelse med numeriske og analytiske resultater og generelt
accepteres som en korrekt vaerdi.

Som det fremgar af vores beskrivelse, er den fysiske tilgang meget
omstaendelig, specielt kraever beviset for akvivalensen af 6V-modellen pé
kagomé-gitteret og Potts-modellen pa trekantsgitteret en del krumspring.
Dette bevis er et standardresultat indenfor denne branche af fysik, som man
saedvanligvis bare refererer til. Dertil kommer, at metoden kun giver en veerdi
for bikubegitterets forbindelseskonstant, og ikke umiddelbart kan overfgres
til andre gitres forbindelseskonstant.

Artiklerne, som beskriver den fysiske metode, er publiceret i fysiske tids-
skrifter og ikke matematiske, hvilket bade argumentationen og sproget baerer
przeg af, sledes at artiklerne fremtraeder som umatematiske. Dertil kommer,
at matematikerne opfatter argumentationen som heuristisk. Det er derfor
vigtigt at undersgge i hvor hgj grad det umatematiske i fremstillingen skyl-
des forskelle i sprog og kultur eller reelle uoverensstemmelser om substansen.
Sagt pd en anden made: Hvilke dele af argumentationen kan lgsrives fra den
fysiske fortolkning og formaliseres matematisk og ggres stringente, og hvor
er dette ikke muligt. Graensen n — 0 er klart diskutabel, og behandles derfor
selvstaendigt i afsnit 6.4.

6.3 Hyvilke dele af den fysiske metode er stringente?

Vi undersgger derfor de forskellige dele af fysikernes argumentation, med
henblik pd om de kan ggres matematiske.

6.3.1 Statistisk mekanik

Statistisk mekanik er en del af teoretisk fysik, som bruges til at forstd fysi-
ske fzenomener, men teorien kan formuleres matematisk uafhengigt af den
fysiske virkelighed. De indgiende parametre som temperatur, Boltzmanns
konstant, energi og spin, kan lgsrives fra deres fysiske fortolkning. Tempera-
turen og Boltzmanns konstant opfattes som konstanter med fastsatte veer-
dier, mens energien fortolkes som en funktion af systemets tilstand og spin-
net som en vektor. Det statistisk mekaniske sandsynlighedsmal til at tildele
tilstande sandsynligheder, kan derfor indpasses i den ssedvanlige matemati-
- ske sandsynlighedsteori. Vores formulering af de grundlzeggende principper
i statistisk mekanik er ikke aksiomatisk opbygget, men det virker som om,
at dette kan ggres. Den underliggende teori for Nienhuis’ argumentation er
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derfor stringent, og giver ikke nogen problemer. Desuden skal det slas fast
at selvom teorien for kritiske feenomener bruges til at motivere sprogbrugen
for modellernes opfersel, nar de divergerer, skal man ikke forledes til at tro,
at sammenhzngen mellem disse fanomener og modellerne er mere end en
analogi.

6.3.2 Koblingen mellem forbindelseskonstanten og lgkkemo-
dellens kritiske punkt

Det fgrste trin i Nienhuis’ argumentation for forbindelseskonstantens vaerdi
er at vise, at p er lig med den reciprokke vardi af lgkkemodellens kritiske
punkt. Susceptibiliteten har en fysisk fortolkning, som den afledte af magne-
tiseringen med hensyn til det magnetiske felt. Den susceptibilitet Nienhuis
bruger er derimod defineret ud fra spinvektorer i modellen og kan sledes
opfattes som lgsrevet fra den fysiske fortolkning.

Ses der bort fra at greensen hvor vi lader n g4 mod nul er tvivlsom, er
bade definitionen af Nienhuis lgkkemodel og udledningen af den magnetiske
susceptibilitet, stringente fra et matematisk synspunkt.

6.3.3 De statistisk mekaniske modeller — og transformatio-
nerne mellem dem

I argumentationen benyttes en raekke statistisk mekaniske modeller, som alle
er defineret forskelligt. Et felles traek er dog, at man ved Hamiltonfunktionen
fastleegger vekselvirkningen mellem partiklerne i systemet, og derved danner
tilstandssummen. Ved at valge energierne af de enkelte partiklers tilstande
rigtigt far man at de forskellige modeller kan beskrives ved den samme til-
standssum. Systemer med samme tilstandssum har alle samme makroskopi-
ske egenskaber, hvilket giver os det endelige resultat, at alle modellerne har
samme kritiske punkt.

Modellerne defineres pa forskellig vis og har hver deres fysiske anvendelse.
Modellernes definition afhznger selvfglgelig af deres konkrete anvendelse,
men kan uden problemer lgsrives fra denne. Sprogbrugen er dog motiveret af
fysik, f.eks. istype-modeller eller spinvektorer, men en nzrmere undersggelse
viser, at denne sprogbrug alene bygger p3 en analogi med et bestemt fysisk
feenomen. For istype-modeller er der en analogi mellem en bestemt made at
lave orienterede grafer og faenomenet is, og der overfgres ikke yderligere egen-
skaber ved is. Modellerne er derfor ikke et kildent emne for matematikere.

Den matematiske stringens i den fysiske argumentation er godt gemt i Ni-
enhuis’ artikler. Det har derfor vaeret et stort arbejde at udrede alle trddene
i den fysiske argumentation, og arbejdet er endnu ikke fzerdiggjort hvis alle
argumenterne skal fgres tilbage til de grundleggende matematiske aksiomer.
Vi mener dog at vi har gjort argumentationen mere gennemskuelig og strin-
gent, omend der stadig er implicitte antagelser og randproblemer flere steder
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i argumentationen. Vi har siledes undersggt transformationerne mellem de
forskellige modeller, og fundet at de p4 ingen made involverer ngdvendige
referencer til fysiske feenomener. Transformationen mellem modellerne er af
matematisk og ikke fysisk karakter og er i princippet stringent.

6.3.4 Renormalisering

Det sidste led i argumentationen bygger p renormalisering, som vi ikke har
undersggt. Vi er derfor ikke i stand til at vurdere om dette trin er stringent.
Vi antager dog at renormaliseringsdelen er eksakt, fordi hele den fysiske
metode i fglge Hughes er det.[Hughes, H.D., 1995)

Vi har nu undersggt de forskellige trin i argumentationen og er niet frem
til at den statistiske mekanik og anvendelsen af den i argumentationen, kan
opfattes som stringente. Det er dog muligt at renormaliseringsdelen ikke er
stringent. Det sidste problem, som vi endnu ikke har behandlet, er greensen,
hvor dimensionen af spinvektorerne gar mod nul.

6.4 Gransenn — 0

I vores fremstilling af den fysiske metode til at bestemme forbindelseskon-
stanten for bikubegitteret fglger vi Hughes’ fremgangsmade, som i modsaet-
ning til Nienhuis, ggr opmarksom pi brugen af graensevaerdien hvor n gir
mod nul via Sarmas kvasi-lemma. Kvasi-lemmaet bygger p4 Sarmas gisning,
som siger at produktet af en vektors komponent med sig selv er 1, i greensen
hvor dimensionen af vektoren gar mod nul. Dette betyder, at produktet af
vektorens nul’te komponent med sig selv er 1, hvilket opfattes som nonsens
af matematikere. Dette rejser fglgende spgrgsmal

e Hvor bruges greensen n — 0 i argumentationen, og kan de argumenter,
som involverer denne granse, erstattes?

o Hvordan kan man fortolke graensen n — 0?

6.4.1 Hvor bruges gransen n — 07

Graznsen n — 0 benyttes to gange i den fysiske argumentation. Forste gang
til at udtale sig om vaerdien af lgkkemodellens tilstandssum i denne greense

Lm Zy ke = 1 (6.4)

Denne ligning n&r man frem til udfra lgkkemodellens tilstandssum

Zigkke = < [T +280)- S(v'))> (6.5)

(vv) A
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Ved brug af lgkke- og kaedelemmaet omskrives denne til
Zigke = Y _ zinV (6.6)
D R

Ved at lade n g& mod nul, n&r man frem til ligning 6.4.

I denne udledning bruges Sarmas kvasi-lemma implicit til at legitimere
at omskrivningen i ligning 6.6 ikke kun gzelder for positive, heltallige veerdier
af n, men ligeledes nar n — 0. Vi nér frem til at Z = 1 hvis vi i ligning 6.5
simpelthen seetter S(v) - S(v') = 0, si antagelsen om at Sarmas gisning er
korrekt, virker ikke s& drastisk.

Hughes skriver at vi ved at opfatte n i ligning 6.6 som en parameter, og
definere tilstandsummen ved denne ligning i stedet for ved ligning 6.5, kan
lgse problemet. Defineres Z; k. p4 denne méade er Sarmas kvasi-lemma ikke
ngdvendigt, og vi kan siledes vise ligning 6.4 stringent. Problemet med denne
fremgangsmade er, at vi ikke blot gnsker tilstandssummen som funktion af
n, men ogsd en fortolkning af den i termer af spinvektorer.

Nar vi kobler parkorrelationsfunktionen til den selvundvigende vandrings
frembringende funktion, opstar der tilsvarende problemer. Parkorrelations-
funktionen er defineret ved

G(vj, vi) = {(51(v5)51(vi)) (6.7)
og vi ndede frem til
o0
lim 3 G(vi,v5) = ) ema™ (68)
vj m=1

ved at bruge lgkke- og keedelemmaet. Som i tilfaeldet med tilstandssummen er
Sarmas kvasi-lemma ngdvendigt for at retfeerdigggre overgangen fra positive
veerdier af n til greensen n — 0. Et andet problem er at parkorrelations-
funktionens definition krzever at spinvektoren S har en forste komponent. I
grensen hvor n gir mod nul er denne funktion derfor ikke veldefineret og
fortolkningen af den som korrelationen mellem spinnene i to gitterpunkter,
bliver meningslgs. Defineres parkorrelationsfunktionen ved ligning 6.8, lgber
vi ind i samme problemer som tidligere.

Argumenternem, som involverer grensen, hvor n gar mod nul, kan sé-
ledes ikke umiddelbart erstattes, idet fortolkningen som vektorkomponenter
er ngdvendig.

6.4.2 De forskellige opfattelser af n — 0

Blandt de forfattere, vi har laest, er der uforenelige opfattelser af hvordan
grensen 1 — 0 skal fortolkes, og hvorvidt argumenter som bygger p4 resulta-
ter for denne graense, er acceptable. Man kan groft set tale om to opfattelser,
matematikernes og fysikernes. Denne skelnen bygger pa en ren sociologisk
forskel, som bunder i deres ans®ttelsessted.
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Fysikernes opfattelse Fysikerne Nienhuis og Cardy opfatter n som en pa-
rameter. Nienhuis skriver

In many representations the partition sum is expressed in a
form in which n is simply a parameter and may then be given
non-natural values.[Nienhuis, B., 1987)

og Cardy skriver

We see from (9.7) [ligning 6.6] that the partition function
may be defined for non-integer values of n.[Cardy, J., 1996

Den szdvanlige fortolkning, som fysikerne giver af graensen n — 0, er
at den selvundvigende vandring er analog til en nul-komponent ferro-
magnet.

Matematikernes opfattelse Matematikerne omtaler konsekvent Nien-
huis’ metode som eksakt, men ikke stringent. Guttmann skriver f.eks.

Very recently Nienhuis (1982) has presented very convincing
physical arguments (though not rigorous mathematical ones)
that, for the honeycomb lattice, the ezact value of u is (2 +
V2)'2 = 1.847 759...[Guttmann, A.J., 1983]

og Hughes skriver om Nienhuis’ metode

The analysis is not rigorous, but is ezact in the sense

that no arguments given involve any apparent approzima-
tion.[Hughes, H.D., 1995]

Baggrunden for matematikernes indvending er at man ikke ved hvordan
modellen skal forstas, nir n ikke er et positivt helt tal.

Fysikerne udtaler sig om tilstandssummen, som den er angivet i ligning 6.6,
hvor det er muligt at opfatte n som en parameter. Nienhuis’ selv bruger
ikke eksplicit parkorrelationsfunktionen, og undgér derved at fortolke antal-
let af komponenter i 0-dimensional vektor, hvorimod Cardy benytter sig af
parkorrelationsfunktionen, uden narmere forklaring. Matematikerne henvi-
ser blot til resultatet som ikke-stringent og undlader at forsgge at fortolke
en 0-dimensionel vektor.

I udledningen af sit lemma, skriver Sarma (som er fysiker), intet om pro-
blemerne ved gransen, hvor n gr mod nul, s& han m4 mene, at der ikke er
noget problem. Dette betyder, at han ikke beskaftiger sig med fortolknin-
gen af sit lemmalSarma, G., 1975). Vi fortolker denne holdning, som at han
mener, at lemmaet er en gyldig saetning, og altsd ikke et kvasi-lemma, som
vi har kaldt det.

Lgkkemodellen er en del af en stgrre klasse af modeller, spinmodellerne,
som fysikerne bruger. I denne klasse findes modeller, hvor spin-vektoren har
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uendelig dimension og i visse tilfzelde negativ dimension. Indenfor teore-
tisk fysik opereres der siledes med vektorer hvis dimensioner er underlige,
men fortolkningen af dem er dog omstridt blandt fysikerne. Nobelpristageren
Kenneth G. Wilson skriver f.eks. at den fysiske mening af et negativt antal
spinkomponenter ikke er klar. [Wilson, K.G., 1979]

Fysikerne opfatter den selvundvigende vandring som en nul-komponent
ferromagnet. Man skulle tro, at de har et problem med denne fortolkning,
for det er spinnet, som giver en ferromagnet dens magnetiske egenskaber,
og man kunne indvende at en nul-komponent ferromagnet derfor er en selv-
modsigelse. Men dette er jo snarere fysikernes end matematikernes problem.

Hvad angar fysikerne, kan vi siledes konkludere at de ikke mener at deres
tilgang til den selvundvigende vandring indebzerer nogen problemer, og at
graenseovergangen n — 0 ikke behgver en fortolkning.

P4 den anden side mener matematikerne, at der er et stort problem, og
at greensen kreever en fortolkning. Der er, s3 vidt vi kan se, flere muligheder
for at ’lgse’ denne situation fra et matematisk synspunkt. Den ene mulig-
hed er den som vi har fremlagt, hvor der formuleres en gisning som man
antager er korrekt og som benyttes til at vise Sarmas kvasi-lemma. Under
forudseetningen af at gisningen er korrekt og giver mening, er den fysiske
metode korrekt. Fremtiden vil s& forhdbentlig vise om gisningen er rigtig
eller ej. Den anden mulighed er at udvide en setning, som geelder for heltal-
lige og positive veerdier til at geelde for veerdier, som er ikke-heltallige eller
0, og dernzst definerer graensen n — 0 ved denne udvidelse af sztningens
gyldighedsomrade. Det er dette Madras og Slade ggr.

6.4.3 Madras og Slades metode

Den overordnede struktur i Hughes’ og Madras og Slades made at rede-
gore for Nienhuis’ argumentation, er den samme. Den bestar af to dele; en
omskrivning af tilstandssummen for lgkkemodellen og et bevis for sammen-
hzngen mellem g og den kritiske veerdi for lgkkemodellen.

Madras og Slades argumentation bygger pa en generalisering af identite-
ten svarende til ligning 4.11

sose={g izt (69)

Dette er fomuleret som fglgende lemma

Lemma 6.1
Fastlaeg et heltal n > 1. Lad S = (51, 53,...,5n) betegne en vektor som er
ligefordelt p4 mzngden af n-dimensionelle vektorer som har laengden /n.
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Givet ikke-negative heltal ki, ..., kn, geelder

or (22 [T, T2t ke .
<S’°1 ...,5"‘"> = 7r"/221"(_l__E :‘-~-1+k£+r2n))"(k1+ T alle ky lige (6.10)
1 n A 2
0 ellers

Vi vil ikke vise dette lemma, men henvise til Madras og Slade, s. 48-49.

Madras og Slade bruger lemma 6.1 til at definere hvad de mener med
grensen n — 0 for de middelveerdier, som optraeder i Sarmas kvasi-lemma.
Antag at der for et ¢ geelder at k; = 2 og at for alle ]l # i er k; = 0. I dette
tilfelde giver lemmaet

(87, =1 (6.11)

Denne ligning er uafhaengig af n, s& Madras og Slade definerer at den lige-
ledes galder i graensen hvor n gar mod nul. Hvis k; + ... + k, > 2 bliver
middelveerdien af spinproduktet Sf‘ .-+ Skn proportional med en potens af
n, og i greensen hvor n — 0, definerer Madras og Slade derfor middelveerdien
af dette spinprodukt til 0. _

Resten af Madras og Slades argumentation er den samme som Hughes’,
idet de viser at lgkkemodellens tilstandssum er 1 nar n — 0, og at parkorre-
lationsfunktionen for lgkkemodellen er den samme som den selvundvigende
vandrings frembringende funktion i denne graense. Madras og Slades argu-
mentation bygger pd det de kalder en plausibel fortolkning af graenserne i
ligning 6.4 og 6.8, hvorved de definerer graenserne ved disse ligninger. De
skriver, at deres argumenter, som fgrer til disse to ligninger, s&ledes ikke er
stringente matematiske pdstande. Madras og Slades metode lgser derfor ikke
de problemer, som Hughes stgder ind i, idet deres definitioner blot rykker
dem til et andet sted.

6.4.4 Historiske paralleller

Inden vi samler konklusionerne op, drager vi nogle paralleller til matematik-
kens historie.

Der hersker stort set enighed om, at Nienhuis’ veerdi af p for bikubegit-
teret er korrekt, men i "beviset” bruger man en satning for veerdier udenfor
dens domane. Det er velkendt, at matematikkens historie indeholder eksem-
pler pé tilsvarende situationer, hvor resultater anvendes, hvis grundlag ikke
er helt fasttgmret, f.eks. de komplekse tal og Diracs d-funktion.

I lgsninger af trediegradsligninger optradte kvadratrgdder af negative tal,
men ved at ignorere den manglende fortolkning af dem og bare klp p4 med
udregningerne, gik de komplekse tal i visse tilfzelde ud med hinanden og
man opndede reelle lgsninger. Efterfolgende kunne disse lgsninger sattes ind
i den oprindelig ligning, og det viste sig at de var lgsninger. Den manglende
fortolkning af disse objekter var uholdbar i l&engden, og forsgget pa at fortolke
dem fgrte til fremkomsten af ny matematik.
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Fysikerne har lange brugt en speciel "funktion”, Diracs é-funktion &(z).
Denne funktion er 0 pa hele den reelle akse bortset fra i punktet 0, hvor den
er uendelig og integralet af §(z) fra —oo til oo giver 1. Diracs §-funktion er
derfor ikke en funktion i szedvanlig forstand, men den spiller en vigtig rolle i
fysikken. Sddanne funktioner forte til fremkomsten af den matematiske teori
for generaliserede funktioner [Davis & Hersh, 1981].

Man kunne drage paralleller mellem disse to eksempler fra matematik-
kens historie og vore dages situation med de selvundvigende vandringer, og
habe pa at forsgg péd at fortolke greensen hvor dimensionen n af en vektor
gar mod nul, vil fgre til fremkomsten af ny matematik. Et sddant optimistisk
syn overser dog to ting. For det fgrste er der ligeledes eksempler fra matema-
tikkens historie pd at resultater som byggede pa et lgst grundlag efter noget
tid blev forkastet. For det andet er det s& vidt vi ved, kun ét problem man
lgser, ved at antage at greensen hvor n gr mod nul giver mening, mens bade
de komplekse tal og Diracs delta-funktion kan bruges i en vifte af problemer.

6.5 Konklusion

Vi konkluderer at matematikkens og fysikkens tilgang til den selvundvigende
adskiller sig p&4 en rakke punkter, og de har hver deres deres fordele og
ulemper.

Matematikerne sgger en lgsning, som er i overensstemmelse med den
resterende matematiske teori for saledes at opbygge en konsistent teori. Dette
begraenser deres muligheder, da den selvundvigende vandring ikke kan lgses
eksakt ved brug af de sadvanlige matematiske redskaber. I stedet for at
opfinde nye metoder, benyttes tilgange som har vist sig brugbare inden for
beslegtede problemer. Disse metoder til at bestemnme forbindelseskonstanten
er forholdsvis simple, hvilket medfgrer at de kun giver uligheder for y, men
samtidig at de kan bruges p4 mange forskellige gitre.

Er man fysiker er det mere vigtigt at et resultat er rigtigt end at det
er stringent fra et matematisk synspunkt. Fysikerne accepterer derfor Ni-
enhuis’ veerdi for bikubegitteret, fordi det stemmer overens med numeriske
resultater. Ved at se stort pd matematisk stringens, er det lykkedes Nienhuis
at koble den selvundvigende vandring p4 bikubegitteret til et fysik standar-
dresultat. Denne kobling benytter implicit Sarmas gisning, hvis fortolkning
falder uden for det matematiske begrebsapparat. Fysikkens metode giver en
formodentlig eksakt vaerdi for forbindelseskonstanten, men er specifikt knyt-
tet til bikubegitteret, og udnytter dette gitters struktur og kan derfor ikke
umiddelbart overfgres til andre gitre.

Hvis fysikkens metode skal overfgres til matematik, er det ngdvendigt at
retfeerdigggre Sarmas kvasi-lemma. Det resterende af metoden er efter vores
mening stringent, og adskiller sig ikke grundleeggende fra den almindelige ma-
tematiske tankegang. Fysikken bruger nogle metoder, som er opstet i fysiske
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sammenhange men som let kan lgsrives fra disse. Fysikken og matematikken
er fzlles om princippet med at overfgre et problem til et standardresultat,
hvis lgsning er kendt.

Resultaterne af den matematiske og den fysiske metode stemmer overens
da vi fandt i ligning 3.17, 5.69 og 3.45 at forbindelseskonstanten opfylder

1,7872 < /2 + V2 = 1,847759065.. .. < 1,87603

Verdierne stammer fra henholdsvis Fisher og Sykes’ metode, Nienhuis’ me-
tode, og Alms metode. Bade Fisher og Sykes’ og Alms metoder er de me-
toder, som giver de bedste stringente resultater, men der er stadig langt til
den formodentlig eksakte veerdi, som Nienhuis har fundet for bikubegitterets
forbindelseskonstant.
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