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Abstract

I denne rapport prasenteres en udbygning af en matematisk model for trykket som
funktion af tid og volumen i hjertets venstre ventrikel. Den kan bade benyttes ved
isovolumetrisk kontraktion og ved udpumpning mod det cardiovaskulare system.
Modellen er en videreudvikling af en model oprindeligt opstillet af J.P. Mulier. Denne
udbygning har til formal at muligggre en skalering af modellen, s& den er gzldende
ved forskellige slagfrekvenser. Herefter kobles denne nye model til en cardiovaskuleer
model.

In this report we present an extension of a mathematical model of pressure as a
function of time and volume in the left ventricle of the heart. It is useful both at
isovolumetric contraction and at ejection to the cardiovascular system. The model
is an extension of a model originally proposed by J.P. Mulier. The goal of this ex-
tension is a possible scaling of the model so as to validate it at different heart rates.
Additionally, this new model is implemented into a cardiovascular model.
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Indledning

Det cardiovaskulere system bestar af en pumpe (hjertet), en vaeske (blodet) og en
raekke elastiske rgr med forskellige karakteristika (blodarerne). Hjertet genererer et
tryk, der driver blodet gennem kroppens kredslgb. Det er opbygget af muskelceller
og kontrolleres mekanisk og af nervesystemet. Dette er det fysiologiske system, vi i
dette projekt beskaftiger os med. Vi interesserer os for hjertets venstre ventrikel og
overgangen herfra til aorta og arterierne.

J.P. Mulier har opstillet en model, der beskriver blodtrykket i den venstre ventrikel
som funktion af tiden under isovolumetrisk ventrikuler kontraktion ved forskellige
volumener. Modellen er beskrevet ved funktionsudtrykket

po(t, Vo) = a(Vy, — b)% + (cV, - d) £ (2), ' | (1)

hvor p, angiver trykket i venstre ventrikel, V,, angiver volumenet af venstre ventrikel,
t er tiden og f(t) er en funktion givet ved

ty <t <ty

I dette udtryk indgr otte parametre, a, b, ¢, d, tp, 7, 7+ 0g @, hvoraf fem (a, b, ¢,
d og tp) er karakteristiske for det givne hjerte og fis ved eksperimentelle malinger -
de kan relateres til fysiologiske egenskaber ved det p&galdende hjerte [37, 39).

De gvrige tre parametre (7., 7, og a) skal fittes for hver specifik slagfrekvens, hvilket
medfgrer, at modellen (nar de tre kurvefitningsparametre er fastlagt) ikke kan bruges
til at beskrive et hjerte, der slir med en anden frekvens, med mindre der kan findes
en metode til at skalere de tre parametre [12]. Indtil videre er en sddan metode ikke
fundet.

Hvis modellen ikke indeholdt kurvefitningsparametre, men derimod kun teoretisk ba-
serede parametre, eller hvis modellen indeholdt feerre kurvefitningsparametre, ville
der muligvis kunne findes en metode til skalering fra én hjertefrekvens til en anden.
Derfor vil vi forsgge at erstatte den del af modellen, hvor kurvefitningsparametrene
indgér, med en anden tilsvarende beskrivelse. Denne del af modellen er en beskri-
velse af en klokkeformet kurve ved en kombination af eksponentialfunktioner. En
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klokkeformet kurve kan beskrives p flere méder, f.eks. som en sum af trigonometri-

ske funktioner, ved en normalfordeling, en gammafordeling, eller ved flere forskellige
algebraiske funktioner.

Vi vil i dette projekt undersgge, hvordan disse beskrivelser kan erstatte modellens
klokkeformede kurve og hvilken betydning det far for modellens evne til at fitte
eksperimentelle data, samt mulighederne for at variere slagfrekvensen.

Vi har fundet, at ligning (1) kan fitte eksperimentelle data fra isolerede hundehjer-
ter (forsggene er udfegrt af Mulier) med en korrelations-koefficient p& R? = 0, 9975,
hvilket ligger inden for det konfidensinterval pa 0,95, der traditionelt veelges som
acceptomrade. Det er ikke et mél for dette projekt at opnd en stgrre grad af ngj-
agtighed i modellens fit af data. Med en mere kompleks funktionsbeskrivelse, som
f. eks. et hgjere ordens polynomium eller en Fourier-raekkeudvikling, kan data fittes
vilk&rligt godt, men dette giver ikke egnede muligheder for skalering til forskellige
slagfrekvenser og vil sandsynligvis heller ikke erstatte kurvefitningsparametre med
fysiologisk teoribaserede parametre.

Problemformulering, del 1

e Hvordan kan Muliers model (ligning (1)) aendres, s& den kan beskrive trykket
i venstre ventrikel ved andre slagfrekvenser?

I denne forbindelse vil det veere interessant at vurdere, hvilken betydning en eventuel
endring af modellen har for dens evne til at reproducere eksisterende eksperimentelle
data og dermed vurdere, hvordan en model med ferre eller mere teoretisk baserede
parametre er i stand til at afspejle det fysiologiske system.

Udover de ovennzvnte kriterier for vurdering af, om der er sket en forbedring af
Muliers model, har vi valgt ogsd at undersgge modellens opfgrsel ved kobling til det
cardiovaskulzre system.

Problemformulering, del 2

e Hvordan kan den zndrede isovolumetriske ventrikeltryksmodel kobles til en
model af det arterielle system og derved udggre en model af det samlede car-
diovaskulaere system?

Her vil vi vurdere, hvordan den trykkurve, der fremkommer for hjertet ved kobling til
kredslgbet opfgrer sig i sammenligning med trykkurver baseret pa fysiologiske data
— om forlgbet er realistisk og hvad der eventuelt kan ggres, hvis det ikke er.

Metode

Den indgangsvinkel, vi har valgt til fgrste problemformulering, er en indledende re-
duktion af et antal kvalificerede bud p4 funktioner, der kan tzenkes at give en kurve
med det gnskede klokkeformede udseende. Denne reduktion sker ved anvendelse af en




rekke kriterier: Kontinuitet og differentiabilitet, kurvens symmetri-forhold, antallet
af indgdende parametre og disses indbyrdes uafhangighed.

Af de resterende funktioner foretages et valg pa baggrund af funktionernes evne til
at reproducere Muliers data fra hundehjerter, samt i hvilken grad parametrene kan
gives en fysiologisk fortolkning.

Ud fra andre data forsgger vi afslutningsvist at finde en sammenhang mellem den
eksperimentelle klokkefunktion og slagfrekvensen.

Som lgsning af anden del af problemformuleringen skal der fgrst foretages et valg
af cardiovaskuleer model. Vi valger en windkesselmodel efter overvejelser af blandt
andet den gnskede detaljeringsgrad af modellen. Kredslgbsmodellen kobles s& p4 den
nye ventrikeltryksmodel, og modellens differentialligningssystem lgses numerisk.

Gennemgang af rapporten

I det folgende vil vi gennemga opbygningen af denne projektrapport og give en kort
beskrivelse af dens kapitler, s den enkelte leeser kan danne sig et overblik over,
hvordan rapporten kan bruges.

e Del 1I: Den isovolumetriske ventrikeltryksmodel

Kapitel 1 gennemgér opstillingen af Muliers ventrikeltryksmodel, samt
de tidligere etablerede love, som modellen forsgger at opfylde. Kapitlet
afsluttes med en vurdering af modellen.

Kapitel 2 indeholder en gennemgang af forskellige kendte funktioner, hvis -
graf enten er en klokkeformet kurve, eller som kan bruges til at konstruere -
en s&dan. Disse funktioner underlaegges en raekke kriterier for deres brug-
barhed i den konkrete sammenhang, og der udvalges et antal af dem til
videre behandling.

I Kapitel 3 vurderes de udvalgte funktioners evne til reproduktion af Mu-
liers eksperimentelle data, og fremgangsméden for denne estimation be-
skrives.

Kapitel 4 beskriver vores metode til skalering af de parametre i den valgte
funktion, der har at ggre med hjertets slagfrekvens.

e Del 11: Udpumpning til det cardiovaskuleere system

Kapitel 5 indledes med en preaesentation af analogier mellem elektriske og
hydrauliske kredslgb og fortsattes med en beskrivelse af windkesselmo-
deller generelt og specielt M. Danielsens model.

Kapitel 6 gennemgar differentialligningerne i den windkesselmodel, vi har
valgt at anvende for at tillade udpumpning mod aorta, samt vores metode
til numerisk lgsning af modellen.

e Del 111: Afslutning

Kapitel 7 er en beskrivelse af begreber anvendt inden for et matematisk
modelbygningsarbejdes forlgb i almindelighed.



Herefter folger en diskussion af den #ndrede Mulier-model og udvidelsen
til den cardiovaskuleere model i forhold til de beskrevne begreber, samt en
konklusion pé vores problemformulering og en perspektivering af videre
arbejde i dette problemfelt.

Rapporten afsluttes af fem appendikser, som vi lgbende refererer til undervejs i
rapporten:

Appendiks A gennemgar opbygningen af skelet- og hjerte-muskler og afsluttes
med en prasentation af de vasentligste forskelle mellem disse.

I Appendiks B forklares de cardiovaskuleere begreber og mekanismer, der er
centrale for forstdelsen af store dele af denne rapport.

Appendiks C beskriver kort den neurologiske kontrol og regulering af hjertets
kontraktion.

Appendiks D indeholder de statistiske tabeller, der er anvendt ved beregning
af korrelations-koefficienter i kapitel 1, 3 og 4.

Appendiks E indeholder en tabel over de parameterveerdier, der er benyttet i
den cardiovaskulsere model.




Del 1

Den isovolumetriske
ventrikeltryksmodel




1 Muliers model

I dette kapitel vil vi gennemga opstillingen af Muliers model og argumentere for, at
den kan forbedres.

Muliers model er en analytisk beskrivelse af hjertefunktionen og er resultatet af Jan
Paul Muliers PhD. studium i Holland 1994. Modellen beskriver blodtrykket i venstre
ventrikel som funktion af tid og volumen. I starten af kapitlet er beskrevet en del
fysiologi, og for uddybelse af denne henviser vi til tre fysiologiske appendikser A, B
og C.

1.1 Teoretiske begreber

Mulier har til formal at opskrive en funktion, som angiver trykket i venstre ventrikel
som funktion af tid og volumen, og som samtidig kan beskrive to generelt accepterede
mekanismer inden for muskel-fysiologi; Frank-Starlings mekanisme og Hills kraft-
hastigheds relation.

Trykket som funktion af tiden viser sig at vaere en kurve, der i den diastoliske periode
er konstant, og i den systoliske periode forst vokser, og derefter falder til den igen
ndr det diastoliske tryk. Denne trykeendring i den systoliske periode ses, da hjertet
fgrst treekker sig sammen ved isovolumetrisk kontraktion, og dette medfgrer et pget
tryk. Nér trykket i hjertet overstiger trykket i aorta lgber blodet ud i aorta, hvor-
ved trykket i ventriklen falder igen og hjerteklappen lukkes. Efter en isovolumetrisk
afslapningsfase fyldes hjertet igen, hvorefter processen starter forfra.

N&r hjertet traekker sig sammen sker det ved, at hjertemusklerne hver iser traekker
sig sammen. En hjertemuskel kan sammenlignes med en skeletmuskel, som p4 det
mikroskopiske plan bestar af sarcomerer, der kan opfattes som indeholdende sm4
kroge, der kan hagte sig p& musklens fibriller, hvorved musklen traekker sig sammen,
eller heegte sig af fibriller, hvorved musklen slapper af. En mere detaljeret beskrivelse
af musklerne og de kraftgenererende mekanismer ses i appendiks A.

Det er trykket i venstre ventrikel som funktion af tiden, som Mulier gerne vil model-
lere, og derfor har han lavet forsgg pa hunde, som maler netop dette. Ud fra disse
har han faet en reekke data herende til mange forskellige volumener, hvoraf nogle &
udvalgte ses pa figur 1.1. Som det ses lgber de forskellige kurver alle over det samme
tidsinterval, hvilket vil sige, at alle hjerter slir med samme frekvens (puls). Kurverne
reprasenterer hvert sit ventrikelvolumen.

Modellen er bygget op s& den beskrives ved det slut-diastoliske tryk som funktion
af volumenet, og s& den samtidigt kan beskrive fglgende to generelt accepterede
relationer; Frank-Starling’s mekanisme og Hills kraft-hastigheds relation.
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Figur 1.1 Ifglge Mulier viser figuren de datapunkter, som han har benyttet til at fitte sine
kurver, samt de fittede kurver. Kurverne reprzsenterer forskellige volumener, men samme
slagfrekvens. [31, p. 42].

1.1.1 Frank-Starlings mekanisme

Frank-Starlings mekanisme kendes ofte som et udtryk for fglgende péstand;

e Det maksimale systoliske ventrikuleere tryk vokser, nar det ventrikulere vo-
lumen gges ved isovolumetrisk kontraktion, i hvert fald op til en fysiologisk
grense.

P4 figur 1.2 ses en illustration af Frank-Starlings mekanisme. Det ses, at nar sar-
comerlengden gges, s& stiger ogs&d det maksimale systoliske tryk. Sarcomerleengden
angiver lengden af de enkelte muskelfibre, og nar sarcomerlengden gges, vil hjertets
volumen gges {10].

100 piastole Active
Tension
g
ZE Systole
%5 SO} 1.81u
5 £ Resting
= s | Tension
15 20 25

SARCOMERE LENGTH (u)
Figur 1.2 [Ilustration af Franks resultater p4 mikroskopisk plan, hvor de enkelte
muskelfibres, sarcomerernes, forlaengelse svarer til et gget volumen [10, p. 439].

D. Berger et al har ogsé lavet malinger p3 venstre ventrikel, hvor man kan se Frank-
Starlings resultat (se figur 1.3).
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Figur 1.3 Franks-Starlings mekanisme ved isovolumetrisk kontraktion af venstre ventrikel.
Nar det diastoliske volumen stiger, bliver toppunktstrykket stgrre [5, p. 2697).

Frank malte som den fgrste maksimaltrykket, kontraktionen og relaxationen alle
som funktion af volumenet! og viste, at man ikke ved en funktion af tiden alene
kan beskrive dette, da formen pa kurverne endres for de forskellige volumener. Han
fastslog ogs4, at trykket fra at have en vaerdi svarende til trykket for hjertet i afslappet
tilstand, steg til denne maksimale veerdi, for derefter at falde til startveerdien igen.

For at finde en fysiologisk forklaring af dette er musklernes opbygning og opfgrsel
‘undersggt. Da volumenzendringer i et hjerte giver geometriske sendringer af ventrik-
len, har mange valgt at undersgge skeletmusklers opfgrsel i stedet for hjertemuskler,
for derved at kunne sige noget om hjertet. Dette virker da ogs& som en god idé, da
der er mange sammenlignelige forhold ved disse muskeltypers opfgrsel. Den store for-
skel er, at skeletmuskler i modseetning til hjertemuskler kan opretholde en konstant
kontraktion (se afsnit B.2).

1.1.2 Hills kraft-hastigheds relation

Hills ligning beskriver sammenhzngen mellem den kraft, F', en muskel genererer og
steady-state hastigheden, v, af musklens forkortelse i en tetanized muskel, dvs. en
muskel i konstant kontraktil tilstand (se afsnit A.1.1). Denne sammenhzeeng er vist i
figur 1.4.

Nar F = 0 forkortes musklen med maksimal hastighed, vynqz, 0g efterh&nden som
F gges, falder hastigheden af muskelkontraktionen indtil et punkt, Fp, hvor musklen
ikke kan forkortes yderligere. Her er v = 0, og Fy kaldes den isometriske kraft [22].

Kraft-hastighedskurven er fundet p4 eksperimentel baggrund. A.V. Hill fandt i 1938,
at den kan fittes med en ligning af formen

b(Fo — F
V= _(...9—._.2’ (11)
F+a
'Frank viste dette ved at lave adskillige mélinger pa frg-ventrikler i hjerter, som slog ved for-
skellige og hver is@r konstante volumener.
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Forkortelseshastighed (cm/s)

Load (@

Figur 1.4 Sammenhzng mellem genereret kraft, F, og hastighed, v [16, p. 400]. De
eksperimentelle data (cirkler) er fra et quick release-forsgg (se afsnit A.1.2) med en
tetanized frg-skelet-muskel. Kurven er udregnet ved Hills ligning og gzelder for visse muskel-
lengder. Kraften, F, er her malt som veegt i g (tyngdekraft), hvilket skal forstas som et
indirekte mél for musklens arbejde ved en given vaegtmzssig belastning.

hvor a og b er konstanter, der kan bestemmes ud fra eksperimentelle data [22].

Relationen (F + a)v = b(Fy — F) er linezr i parametrene a og b og kan findes ved
mindste kvadraters metode ved at minimere udtrykket;

b(F 0— Fn)
iy, — 070
vn F,+a
hvor (vy, Fy,) er datapunkter observeret forn=1,...,N.

Umaz kan findes ved at szette F' = 0 i ligning 1.1, som lgses med hensyn til v:

bRy

Umez =

For at give en mere fysiologisk forklaring af Hills ligning, foretager vi nu en mindre
omskrivning af ligning 1.1:

b(Fy — F)
Y F+a
)3
(v+b)(F+a) = b(Fp+a) (1.2)

Da a, b og Fj er konstanter, ser vi, at hvis konstanterne pa venstresiden af ligning 1.2
ignoreres, s& siger ligning 1.2, at raten af det udfgrte arbejde er en konstant, hvilket
lyder fornuftigt for en muskel i tetanized tilstand [16].
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Hills ligning viser et hyperbolsk forhold mellem F' og v. Der er ingen lighed mellem
muskelkontraktion og viskoelasticitet af et passivt materiale, hvor en stor kraft er
ngdvendig for en hgj deformationshastighed [16]. .

Som nzevnt er kraft-hastighedskurven fundet eksperimentelt, men den eksperimen-
telle kurve er ikke identisk med den fittede kurve givet ved ligning (1.1) i figur 1.4.
Hvis F' gges til en veerdi stgrre end Fp, falder hastigheden v til en veerdi, der er
mindre end 0, hvilket betyder, at musklen forlenges, se figur 1.5 [50]. Forlengelsen
sker med en hastighed, der gges med stigende belastning indtil fibren rives over. Det
betyder, at Hills ligning kun gaelder nar den genererede kraft er under Fjp.

Maksimal kontraktionshastighed

Forkortelseshastighed

Maksimal isometrisk tension

] 0 Load
A oa
28

0% | Isotonisk kontrakti Forleengende

g% je—— Isotonisk kontraktion kontral 'on-.'

8=

Figur 1.5 Sammenhang mellem F og v (eksperimentel) [50, p. 324].
Da hjertemuskler arbejder i enkelte twitches, gelder Hills ligning ikke for hjertet,

men faenomenet menes dog at forekomme for enkelte twitches, hvis der introduceres
en karakteristisk funktion af tiden, der beskriver den aktive tilstand af musklen [16].

1.2 Opstilling af modellen

Trykket i ventriklen, p,, antages at kunne beskrives ved summen af det passive
diastoliske tryk, ps(V3), som resulterer fra udstraekning af det passive elastiske vaev,
og det aktive systoliske tryk, p;(¢, V,), som resulterer fra aktive kontraktile processer
i hjertemuskulaturen [37, 39]:

pv(t, VU) = Pd(Vv) +Ps(t, Vv)a

hvor V,, er det ventrikuleere volumen og ¢ er tiden.
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Det systoliske tryk kan opdeles i to led, hvoraf kun det ene afhanger af volumenet
og det andet af tiden. Derved kan p, skrives som

pv(tva) = pd(Vu) +psl(Vv) 'ps2(t)’ (13)

I sin PhD-afhandling har Mulier lavet denne opdeling og derefter undersggt de tre
tryk-udtryk hver for sig.

1.2.1 Det passive diastoliske tryk-volumen forhold, p;(V,)

For at fa et udtryk for det passive diastoliske tryk som funktion af volumenet har
Mulier lavet en reekke mélinger pd isolerede hundehjerter, som han har forsggt at
beskrive ved en ligning.

mmHg
201 — =— P=3aV+b :
——. P=a'(eVbl.1) x
P= a(V-b)Z
15— X X X X measured -
'5 ] ] L T L]
15 20 25 30 ml 35

Figur 1.6 Muliers malinger af det passive diastoliske tryk i venstre ventrikel som funktion
af volumenet, samt de fittede funktioner [31, p. 47].

P3 figur 1.6 ses de malte data samt tre forskellige fittede funktioner; en lineser
funktion, en eksponentialfunktion samt et polynomium. I tabel 1.1 ses forskrifterne
for disse funktioner samt usikkerhederne p3 dem.

RMS angiver standardafvigelsen pa de forskellige funktioner beregnet vha. fglgende
ligning;

1 N
RMS = 4| = (pmi — pi)?
N i=1

hvor N er antallet af malinger, pm; er de malte tryk og p; er de beregnede tryk.
Parameterusikkerheden er beregnet ved at foretage N maélinger p& den samme hund
og ved det samme volumen, og derefter se hvilken usikkerhed, det giver p4 den enkelte
parameter [6].

Som det ses, fungerer ligningen for den rette linie ikke, da den har en alt for stor
standardafvigelse i forhold til de andre funktioner. Det er eksponentialfunktionen, der
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Funktion RMS Parameter-usikkerhed
p=aV, +b 1,07 a > 100%
b > 100%
p=a (e’“(v"‘b) - 1) 0,31 a 97%
b 88%
k 97%
p = a(V, — b)? 0,37 al1%
b 14%

Tabel 1.1 Funktioner til beskrivelse af den passive diastoliske tryk-volumen-relation, samt
standardafvigelsen beregnet vha. mindste kvadraters metode og den procentvise afvigelse
p4 de enkelte parametre [31, p. 48].

giver den mindste afvigelse fra de méalte data, idet dens RMS-veaerdi er den mindste.
Til gengaeld indeholder funktionen tre parametre, som ikke kan tilleegges en fysio-
logisk betydning [31]. For polynomiet galder det, at der kun er to parametre, som
begge har en fysiologisk betydning, idet a relateres til haeldningen af tryk-volumen-
relationen (forholdet mellem p og (V, — b)2), mens b er en indikation af hjertets
storrelse, idet det angiver det volumen, hvor p, = 0. Da polynomiets RMS-vaerdi er
neaesten lige si lille som eksponentialfunktionens, mens parameter-usikkerheden pa
de enkelte parametre er vaesentligt mindre, veelger Mulier [31], hvorved det passive
diastoliske tryk beskrives ved:

pa(Vo) = a(Vy — b)2 (1.4)

1.2.2 Det maksimalt udviklede systoliske tryk som funktion af vo-
lumenet, p; (V)

P3 samme méade som i afsnit 1.2.1 findes her et udtryk for det maksimalt udviklede
systoliske tryk som funktion af volumenet, beregnet som trykforskellen mellem det
maksimale tryk og det passive diastoliske tryk, p, — p4.

P4 figur 1.7 ses de méalte data samt to fittede funktioner; en linezr funktion og
et andengradspolynomium. I tabel 1.2 ses forskrifterne for disse funktioner, samt
usikkerhederne pd dem.

Funktion RMS Parameterusikkerhed
p=cVy,—d 2,0 c6%
d21%
p=cVi+dV,+e 1,7 c23%
d33%
e24 %

Tabel 1.2 Funktioner til beskrivelse af det maksimalt udviklede systoliske tryk-
volumenforhold, samt RMS-vardierne og parameterusikkerhederne [31, p. 54].
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mmHg
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X X  Mmeasured data

P= agV+ bs

7004 —— P=asV2+bsV+cs /?
65 -
60
55
50 ~
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Figur 1.7 Muliers méalinger af det maksimalt udviklede tryk i venstre ventrikel som
funktion af volumenet, samt de fittede funktioner [31, p. 52].

I dette tilfzelde er usikkerheden pa ligningen for den rette linie stgrre end for anden-
gradspolynomiet. Samtidig gzlder det dog, at usikkerheden pé de enkelte parametre i
andengradspolynomiet er stgrre end for den rette linie. Da RMS-vardierne er naesten
lige store veelger Mulier derfor den rette linies ligning til beskrivelse af det maksimale
tryk-volumenforhold, da den har faerre parametre [31]:

ps(Vo) = Pp—pi=cVy—d (1'5)

Parametrene har ogsé i dette tilfzelde en fysiologisk betydning, idet ¢ angiver heeld-
ningen af den linie, der beskriver det maksimalt udviklede systoliske tryk, og derved
er en indikator for den kontraktile tilstand, og d angiver trykket i hjertet nar volu-
menet er nul.

1.2.3 Det aktive systoliske tryk som funktion af tiden, ps(t)

I foregéende afsnit beskrev vi, hvordan Mulier fandt et udtryk, der kan beskrive
maksimaltrykket som funktion af volumenet, men uden tidsvariationen som parame-
ter. Tidsvariationen er en klokkeformet kurve, som svarer til tryksendringen under et
hjerteslag. For at kunne beskrive tidsvariationen har Mulier forsggt at fitte dataene
til et polynomium af henholdsvis tiende og femte grad (figur 1.8) samt til et produkt
af en voksende og en aftagende eksponentialfunktion (figur 1.9).

Umiddelbart ser det ud til, at 10. grads polynomiet beskriver de méalte data godt,
men desvzerre er der 11 parametre, som ikke kan tilskrives en fysiologisk betydning.
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mmHg

150 —

100 ~

I | T T 1
0.00 0.20 0.40 0.60 080 sec 1.00

Figur 1.8 Pa figuren ses, hvordan et 10. grads polynomium (den fuldt optrukne linie) og
et 5. grads polynomium (den stiplede linie) fitter de malte data [31, p. 33].

mmHg
180 —

160 |
140 -
120 |
100 -
80 —
60 —
40 —

20 -

[

0 = T T T T T T
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 sec

Figur 1.9 Trykket beskrevet ved eksponentialfunktionerne fra ligning (1.6) fittet med
data [31, p. 36]. Det galder, at 7. = 0,164 sek, 7. = 0,271 sek, t, = 0,199 sek og a = 2, 88.
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~ Femtegrads polynomiet har derimod kun seks parametre, til gengeld fitter det ikke
seerligt godt.

Eksponentialfunktionen indeholder seks parametre, som alle ifglge Mulier kan gives
en fysiologisk betydning, og hvis trykket beskrives i de samme termer som 1i ligning
(1.3) fas ved brug af eksponentialfunktionen;

1—e(£)° 0<t<t,
pu(t, Vo) = pa(Vy) + ps1(Va) (1 _e_(%)“> o~ (52)° b <1<t (1.6)

Tr

hvor psa2(t) her er erstattet af funktionen, som beskriver en klokkeformet kurve (se
figur 1.9). pg(Vy) er udtrykket for den volumenafhaengige diastole, ps(V;) er udtryk-
ket for den volumenafhaengige systole, 7. og 7, er tidskonstanter, der karakteriserer
henholdsvis kontraktions- (stigning i tryk) og afslapningsprocesser (fald i tryk), og a
er et mal for raten af disse processer. t; er tidsforsinkelsen nar afslapningsprocessen
 begynder og er direkte relateret til 7, 7, o samt til tidspunktet for det maksimale
tryk, tp, ved isovolumetrisk kontraktion. t; er hjerteperioden, dvs. den tid en hel
hjertecyklus tager, som er den inverse af slagfrekvensen. [12, 37, 39]

For at kunne bruge ligningen er det ngdvendigt at have et konkret udtryk for ¢,. Det
fas ved at se p4 den afledte af ligning (1.6) med hensyn til ¢, %’%, som sat lig nul
giver tidspunktet for det maksimale tryk, ¢,, under isovolumetrisk kontraktion. Da
vi ved, at ¢, > ?, er det kun den nederste del af funktionen, der differentieres til
dette formal. Substitution af ¢t = ¢, ind i denne afledte giver en eksplicit relation for
tp udtrykt ved t,, o, 7. og T,

Der er ingen tvivl om, at det er eksponentialfunktionen, der beskriver det malte tryk
bedst, idet der kun indgar fire parametre, hvoraf én kan tilleegges en fysiologisk be-
tydning, og den samtidig er i god overensstemmelse med de malte data. Det er derfor
eksponentialfunktionen, der veelges til at beskrive ventrikeltrykket som funktion af
tiden.

1.2.4 Normering af klokkefunktionen

Da det maksimale tryk beskrives ved det systoliske tryk-volumenforhold, skal tidsva-
riationen ikke beskrive den maksimale vaerdi, men blot variationen af trykket inden
for hjerteperioden. Derfor kan funktionen med fordel normeres [12].

For at normere funktionen findes det maksimale genererede aktive systoliske
tidsafhaengige tryk, p,(tp), fra ligning (1.6), hvilket svarer til, at t = t,:
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palty) = (1~ (8)7) (52"

Denne vzerdi benyttes som normeringskonstant, hvorved den normerede funktion far

funktionsudtrykket [12]:

' 1—e_('1"‘5)cz 0<t<
(1-((?’5)“)e (Z==2)" t
£ = . ,
(1_ (fr%)") “(E=) ty <t<ty

I funktionen indgar tre stgrrelser, 7, 7. og «, som Mulier viser er konstanter.

1.2.5 Konstanterne 7,, 7. 0g

Mulier viser, at parametrene 7. og 7. er konstanter for et givent volumen ved at
plotte deres veerdier (i sekunder) for forskellige volumener. Dette resultat ses i figur .

1.10
sec
025 — =. . a
aE g
e et e twrw-weaoo- .
] e W Wi gm

0.20 | . s ™" H

0.15 - L)
._-.._:__-.._‘_g.__ LI LTS
"
-

0.10 °

0.05 T T T T

15 20 25 30 35 m

Figur 1.10 Beregnede veerdier af 7, (cirkler) og 7. (kvadrater) [31, p. 43].

Ud fra de givne plot antages det, at 7, og 7. er konstanter, selvom der er en tendens
til at begge plot mere ligner rette linier med en lille heeldning. Dette er vanskeligt at
afggre, da der mangler oplysninger om usikkerhederne p& de enkelte méalinger. For
smd volumener er spredningen pa punkterne stgrre end for store volumener, hvilket
muligvis kan forklares ved at malinger ved smé volumener er behaftet med stgrre
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usikkerhed. Mulier udregner middelveerdien og standardafvigelsen, og far 0,133 sek
+ 0,01 sek for 7, og 0,216 sek + 0,02 sek for 7,.

For parameteren o har Mulier ligeledes vist, at der er volumen-uafhangighed, selvom
det ogsé i dette tilfzelde kunne se ud som om, at der er en lille haeldning p& en fittet

linie (figur 1.11).

2 exponent

3.50
3.00
2.50
2.00
1.50
1.00
0.50
0.00

[

-
-

-

5.00

10.00 15.00 20.00 25.00 mi

Figur 1.11 Beregnede verdier af o for forskellige volumener. Middelveerdien er beregnet
til 2,98 og spredningen er 0,19 [31, p. 37].
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Figur 1.12 Beregnede veerdier af a for forskellige slagfrekvenser. Middelveerdien er
beregnet til 2,77 og spredningen er 0,23 [31, p. 37].

Desuden viser Mulier (figur 1.12), at der er frekvensuafhzngighed pa o, siledes at
den kan ggres til en global konstant, nemlig a = 2, 88. Mulier skriver ikke, hvordan
dette resultat opnds, men vi forventer, at det er gennemsnittet af de to middelvaerdier.

1.2.6 Opsamling af delresultater

Ved at indszette resultaterne fra ligning (1.4), (1.5) og (1.7) i ligning (1.3) f&s fglgende
resultat for trykket i ventriklen;
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305tstb

po(t, V) = a(V, — b)? + (cVy — d) - < (1.8)

a = @ tb <t < th
(1_9-(5%) )e-(i’;—,‘h) ’

hvor

_a_ _(52)" a-1
_ 1 _ T—,r a—1 e Te
b=t (Tc> ( _(;E)t*)

1.3 Kritik af Muliers model

Vi mener, at ideen med at dele trykket op i tre dele, pg(V), ps1(Vy) og ps2(t) giver
en god intuitiv forstéelse af, hvad der har betydning for blodtrykket i ventriklen. Det
ser ogsd ud til, at resultaterne passer meget godt med eksperimentelle malinger pa
hunde. :

Det ses ogsé, at modellen kan beskrive de tre tryk-dele, idet;

e Modellen netop bygger pé, at volumenet er afhaengigt af det slut-diastoliske
tryk ved en ikke-linezer sammenhang, men at sammenhangen kan beskrives
ved et polynomium af anden grad.

e Frank-Starlings mekanisme, som siger at det maksimale systoliske tryk stiger
nér volumenet gges, ses af funktionerne.

Det er ikke overraskende, at modellen indfanger disse egenskaber, da den netop er
bygget pa disse teorier.

Mere overraskende er det, at Hills ligning, som beskriver sammenhangen mellem
kraft og hastighed af sarcomererne, kan vises ved at lave flere beregninger med
forskellige flow ud af hjertet. Resultaterne ses i figur 1.13. For store veerdier af
trykket (150-200 mmHg) ser det dog ud til at heldningstendensen af flowkurven er
anderledes end hzldningen af Hills ligning (se figur 1.4 og 1.13).

Vi mener at kunne se, at fitningerne af data (figur 1.1) er en smule manipulerede,
idet der er rette linier mellem datapunkterne istedet for en funktionsforskrift som
pastdet i teksten. Dette vil vi undersgge i kapitel 3. Dette forhold er ogsi bemserket
af [6].

Desuden benytter Mulier toppunkts-tiden, t,, som en konstant uafhangigt af de
forskellige volumener, hvilket det tydeligvis ikke er ifglge figur 1.14.

Vi mener, at Muliers model er bygget meget feenomenologisk op for at kunne give alle
parametre en fysiologisk betydning. Desveerre er det i de fleste tilfaelde ikke parametre



20 Muliers model

5§ &

Inltial Ventricular Outfiow [mUs]

l§ll

Pressure Load [mmbg]

Figur 1.13 Flow ud af hjertet som funktion af trykket beregnet ved Muliers model |38, p.
4].
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Figur 1.14 Tryk som funktion af tid for forskellige volumener varieret med 5ml i intervallet
5 - 45ml [31, p. 30].
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med en fysiologisk betydning, som det er muligt at méle pa et almindeligt hjerte uden
at tage det ud af dets ‘naturlige sammenheng’, og man kan derfor diskutere om det
har relevans at ggre modellen s& fysiologisk funderet, eller om det ikke ville veere
bedre med parametre, der gav bedre resultater, nar parametrene alligevel ikke kan
varieres ved almindelige ydre mélinger.

Vi mener ogsé, at Mulier ikke ngdvendigvis har ret i, at 7, 7, og & er konstanter. I alle
tre tilfeelde (figur 1.10, 1.11 og 1.12) ser vi en tydelig tendens til, at tidskonstanterne
er volumenafhangige. Vi mener at kunne finde en anden og bedre klokkefunktion end
den, Mulier har anvendt, hvor der ikke indgar fiktive konstanter. Vi har regnet pd
hans data for at se om dette kan afvise Muliers hypoteser om volumen-uafhaengighed,
og til dette formal er benyttet skemaer, som ses i appendiks D.

Tidskonstanten 7,’s volumenafhangighed

Vi har afleest alle punkter i figur 1.10, og udfra dette udfyldt tabel D.1 til brug ved
beregning af det bedste linezre fit, teststgrrelse for volumen-uafhangighed ved anta-
get linezer sammenhzeng og den dertil hgrende korrelations-koefficient R2. Desuden
har vi fundet et udtryk for det bedste fit.

Det bedste linezre fit for av, + b fas siledes til;
(Vo) = aV,, + b= —2,40 - 1073s€K/m] . V,, + 2,79 - 10~ sek

Dette antyder, at der er en svag volumenafhzngighed.

R? blev beregnet til 0,65, hvilket er meget lavt. Dette siger, at punkterne passer
meget darligt pd den fittede rette linie, og de passer derfor endnu dérligere ved
antaget volumen-uafhzngighed. Dette har vi dog ikke testet.

Herefter tester vi under forudsaetning af, at der er linearitet, om man inden for et ri-
meligt konfidensinterval kan antage, at der er volumenuafhaengighed. Teststgrrelsen,
som er beregnet efter forskriften i tabel D.1, er 1,86. Denne testes med en F-fordeling
p& 90%-konfidensinterval. Ved afleesning fas F(1,33)g0 ~ 2,86 [30]. Da 1,86 < 2,86
kan vi ved denne sandsynlighed ikke afvise, at heeldningen er nul, og 7 kan derfor
betragtes som uafhaengig af volumenet.

Herefter har vi forspgt at beregne det bedste fit, som vaelges blandt linezer, logarit-
misk, eksponential eller potens-funktion. Det bedste fit fandtes at veere en potens-
funktion, med fglgende ligning:

(Vo) = 0,56 - V707

og dette fit gav en korrelations-koefficient pa R? = 0, 67.

Tidskonstanten 7.’s volumenafhangighed

Vi har afleest alle punkter i figur 1.10, og derudfra udfyldt tabel D.2 ligeledes til brug
ved beregning af et bedste fit, teststgrrelse for volumenuafhangighed og korrelations-
koefficienten R? under antagelse af, at der er en linezer sammenhzng. Derefter har
vi angivet det beregnede bedste fit og dettes korrelations-koefficient.
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Det bedste lineere fit for av, + b fas til;
7e(Vy) = aV, + b = 8,86 - 10~4sek/m) - V, + 1,10 - 10~ Isek

Dette antyder, at der er endnu svagere volumen-afhzngighed end for 7,.

Herefter tester vi, om man inden for et rimeligt konfidensinterval kan antage, at der
er volumenuafhangighed. Teststgrrelsen er beregnet ud fra tabel D.2, igen under
foruds=tning af, at det kan antages, at der er linearitet, og er lig 0,46. Teststgrrelsen
er aflaest til F'(1,33)gp =~ 2,86 [30]. Da 0,46 < 2,86 kan vi heller ikke her afvise, at
heldningen er nul, og Muliers antagelse om volumenuafhangighed kan ikke afvises.

Korrelations-koefficienten, R?, er fundet til 0,31, hvilket er meget lavt og peger p4,
at en linearitets-antagelse alligevel er grov.

Igen har vi beregnet det bedste fit, som ogs3 er en potens-funktion. I dette tilfzelde
var funktionsforskriften:

7e(Vo) =7,1-1072. V)2

Denne funktion gav en korrelations-koefficient p& R2 = 0, 37.

Tidskonstanten o’s volumen-afhangighed

For « er gennemfgrt tilsvarende beregninger for volumenuafhzngighed, der viser det
samme; det kan ikke afvises, at der er volumenuafhaengighed.

Det bedste linezre fit giver;
a(Vy) = -2,29 1072V, + 3,30

og teststgrrelsen er 0,29 som sammenlignes med F(1,9)go = 3,36 [30], hvorfor vi hel-
ler ikke her kan afvise, at der muligvis er volumenuafhengighed. Til gengzld viser
korrelations-koefficienten, R? = 0,23, at punkterne ikke szerligt praecist repraesente-
rer en ret linie, og vi tror derfor ikke, at en linearitetsbetragning er korrekt.

For a’s volumenafhangighed gav det bedste fit en eksponentialfunktion med fglgende
funktionsforskrift:

a(V,) = 3,35e 34107V

Korrelations-koefficienten var i dette tilfzelde R? = 0,23, hvilket er det samme som
for et linezert fit.

Tidskonstanten a's slagfrekvens-afhsengighed

Det har desvzeerre ikke vzeret muligt at undersgge, om « kan betragtes som en konstant
i forhold til slagfrekvensen. Det har ikke vaeret muligt at afleese data fra figur 1.12,
fordi punkterne ligger oven i hinanden, og det derfor ikke vides precist, hvor mange
malinger, der er.
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Opsamling

Alt i alt har vi ikke kunnet afvise Muliers hypotese om volumenuafhaengighed ved
brug af linezre sammenhaenge. Mulier har tallene pé sin side, selvom vi tror, at
flere data ville give et andet resultat - nemlig volumenafhzngighed. Mulier har ikke
plottet data i hele det volumen-omrade, han undersgger, idet det mindste volumen p3
(figur 1.1) er 5 og det stgrste 45ml. I hans undersggelser af konstanterne undersgges
kun intervallet 5-35ml. Det er nzrliggende at tro, at antagelsen ikke holder hvis alle
malingerne medtages.

Denne pastand baserer vi dels pa de allerede plottede funktioner, men ogs3 ved at se
pa figur 1.14, som viser, at heeldningerne i den kontraktile fase (7.) og afslapnings-
fasen (,) er forskellige for de forskellige volumener.

Desuden kan det undre, at Mulier kalder 7, og 7. for konstanter, idet der til sidst i
hans afhandling angives de endelige veerdier af de forskellige indgdende parametre,
og i dette er konstanterne zndret til nye veerdier (se tabel 1.3), sa de rent faktisk ikke
er konstanter. Desuden beskrives det i hans afhandling, at toppunktet er konstant i
forhold til volumenet, hvilket det tydeligvist ikke er, hvis man ser p3 figur 1.1 eller
1.14.

Parameter | Veerdi s. 43 | Veerdi s. 86
Te 0,133 + 0,01 | 0,12

Tr . | 0,216 £ 0,02 | 0,18

tp 0,219 £ 0,02 | 0,065

Tabel 1.3 Sammenligning af parameterveerdierne 7., 7, og t,.

Vi mener at kunne lave en bedre beskrivelse af hjertefunktionen, hvor vi benyt-
ter en anden funktionsforskrift for det aktive systoliske tryk som funktion af tiden,
Ps2(t). Med dette mener vi en funktion, der indeholder feerre parametre som har
mere tydelig fysiologisk betydning, og som kan skaleres til ogsi at fungere for vari-
able slagfrekvenser. Dette vil vi undersgge i neeste kapitel. -

Generelt er korrelationskoefficienterne R? for alle de angivne sammenhznge alt for
langt fra 1 til at konkludere, at fittene er meningsfulde.



2 Klokkefunktioner

I dette kapitel vil vi opskrive og undersgge en rakke funktioner med det formal at
lave en bedre beskrivelse af det aktive systoliske tryk som funktion af tiden. Det
viser sig, som vi allerede s i foregdende kapitel, at denne funktion ligner en klokke,
idet den i hele sit interval er kontinuert og differentiabel, og starter med at vokse
mod funktions-veerdien 1, hvorefter den falder igen med greenseveerdien 0. En sddan
funktion vil vi fremover kalde en klokkefunktion.

Kapitlet er delt op siledes, at det starter med to velkendte klokkefunktioner

e normalfordelingen

e gammafordelingen

Derefter gennemgar vi klokkefunktioner, der er opbygget af trigonometriske funktio-
ner

e en sum af trigonometriske funktioner

e et produkt af eksponentialfunktioner!

Endelig er der et par algebraiske funktioner. Hermed mener vi funktioner, som er
opbygget af kombinationer af de almindelige regneoperationer; addition, subtraktion,
multiplikation og division. Funktionen kan ikke indeholde specielle funktioner som
logaritmiske eller trigonometriske funktioner. Der findes naturligvis uendeligt mange
forskellige algebraiske funktioner, som beskriver klokkeformede kurver. Vi har valgt
at se pa4

e et produkt af to potensfunktioner

e et produkt af et n’te og m’te grads polynomium

For begge disse algebraiske funktioner gelder det, at de er dannet som produkter
af to funktioner — en voksende og en aftagende. Dette giver en funktion, der m&

undersgges for kontinuitet, differentiabilitet og antal toppunkter (der kunne veere
mere end ét).

Vi starter med at undersgge funktionerne matematisk for at kunne tilskrive de ind-
glende parametre en fysiologisk betydning. Vores matematiske undersggelse af funk-
tionerne vedrgrer derfor fglgende egenskaber;

!Eksponentialfunktionen behandles sammen med de trigonometriske funktioner, da den kan om-
skrives til disse ved brug af Eulers metode.

25
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e Definitionsomrade

e Tiden til toppunktet og dettes veerdi (hvis denne vaerdi kan findes analytisk,
s& kan funktionen normeres).

e Tiden til punkter, hvori der er vendetangent, samt haldningen i disse punkter
(veerdien af den afledte).

Efter den matematiske undersggelse fglger en undersggelse af de enkelte parametre,
som bygger pa dels den matematiske undersggelse og dels pa en grafisk undersggelse.
Herefter vurderer vi, om de indgéende parametre kan gives en fysiologisk fortolkning
(og i s& fald hvilken), samt om funktionen vil veere god til beskrivelse af de eksperi-
mentelle data, det vil sige det overordnede udseende af funktionens graf.

Flere af funktionerne bliver sorteret fra p& et tidligt tidspunkt i forlgbet, og derfor
findes ikke alle undersggelser for alle funktioner.

2.1 Normalfordelingen

Normalfordelingen er den mest kendte klokkefunktion, og den er altid symmetrisk,
hvilket ggr den relativt simpel, men derfor ogsd begranser den mangde data, den
kan beskrive. Normalfordelingen er defineret for alle t € R og er givet ved;

1 1 2
) = ~ 5,7 (t—1) 2.1
f(t) Py 2 (2.1)

hvor u og o er de eneste indgiende parametre. u kaldes middelveerdien og angiver
udover fordelingens middelvaerdi ogs& hvor pé t-aksen, klokken har sit toppunkt [29)].
o kaldes spredningen og er den parameter, der bestemmer, hvor lokaliseret klokken
bliver. Hvis o er stor, er spredningen om toppunktet stor, og klokken bliver derfor
flad. Omvendt geelder det, at hvis o er lille, sd er klokken meget koncentreret om
toppunktet og derfor spids.

2.1.1 Vurdering af normalfordelingen

Normalfordelingen er uaktuel, da den er symmetrisk. De data, som Mulier har brugt,
er ikke symmetriske, og derfor vil normalfordelingen ikke kunne bruges til at lave en
rigtig god approksimation med. Vi vil ikke arbejde videre med normalfordelingen, og
vi vil ogs& undlade at undersgge de indgéende parametres betydning naermere.

2.2 Gammafordelingen

Gammafordelingen er en fordeling, der ogsd for visse parametre kan beskrive en
klokkeformet kurve. Den beskrives normalt ved to parametre, p og a, og ved gam-
mafunktionen I'(1). Gammafordelingen er kun forskellig fra nul for t € R,.
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Funktionsudtrykket for gammafordelingen er

ﬂlma“t“"le‘é, t>0
f@)=
0, t<0

hvor I'(u) kaldes gammafunktionen og er defineret ved:
o0
L(p) = / t+letdy
0

2.2.1 Matematisk undersggelse

For gammafordelingen geelder det, at formparameteren p € R4 er bestemmende for
kurvens udseende, og vi vil derfor starte med at undersgge denne.

Formparameteren p

Nar u < 1 er gammafunktionen aftagende og ligner en hyperbel i den forstand, at

f(#) > 00 fort—0o0g f(t) >0 for t = oo

Né&r u = 1 ligner funktionen heller ikke en klokke, idet f(0) = 1, og funktionen for
t > 0 er aftagende i hele intervallet (se figur 2.1).

Nar g > 1 er funktionen en klokkelignende funktion, hvilket delvist kan ses ved at
undersgge graenserne:

f(0)=0og f(t) =0 for t - o0

Da fordelingen er kontinuert og gir mod nul i begge ender, mé fordelingen ligne en
klokke, hvis det kan vises, at der er netop ét toppunkt for ¢ > 0. Fremover begrzenser
vi os derfor til at se pd p > 1.

Definitionsomrade

Da f(0) =0, og da det samtidig gelder, at
f®)=0fort— o

samt da f(t) er kontinuert, er klokken defineret i intervallet fra [0, oo[. I store traek
kan det dog siges, at funktionen gir mod nul relativt hurtigt, hvilket ses pa figur 2.1.
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Toppunkt

Gammafordelingen differentieres med hensyn til ¢, hvor I'(x) er en konstant, og
dermed fis udtrykket

ate~t/otp—2

For at finde toppunktet szttes den afledte lig nul, hvorved fglgende relation fas;

w-n-%] (22)

(h=1) = = =0 tip = (=~ 1) (23)

Heraf ses det, at der kun er ét toppunkt, og dermed er det verificeret, at formen af
grafen for gammafordelingen er en klokkeformet kurve, for u > 1.

Da det er muligt at finde tiden til toppunktet, er det ogs& muligt at finde vaerdien i
dette punkt og dermed at normere funktionen;

f(teop) = flua—a) = K 1a2u—1e1—#

I (p)

Den normerede funktion far fglgende udseende, idet vi stadig kun er interesserede i
u>1;

1 —ppu—1 p-1-%
0 = gy e 24

Ved at normere gammafordelingen undgér vi ogsd at benytte gammafunktionen, som
er en kompliceret stgrrelse at arbejde med.

Vendetangenter
Den fgrste afledte af den normerede gammafordeling (ligning 2.4) fas til;

al—peu—l—t/atp-—2

f == — -1~ 23

For at finde et algebraisk udtryk for vendetangenterne af gammafordelingen findes
den dobbeltafledte mht. tiden:

al-—ueu—l—t/atu—Ii

') = [(2 = D = 2)0® — 20(u ~ 1)t + £]

2
Vendetangenterne findes da i punkterne svarende til ¢t-vaerdierne;
tvend =a(p—1)xav/p—1 (2:6)

Efter denne matematiske analyse af gammafordelingen vil vi se pd parametrene
grafisk.
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2.2.2 Parametrene i gammafordelingen

I dette afsnit beskrives de forskellige parametre i gammafordelingen.

Formparameteren p

Formparameteren u bestemmer som navnt funktionens form. For p > 1 galder det,
at jo stgrre formparameteren er, des leengere flyttes toppunktet for funktionen mod
hgjre. Det ses ogsd af ligning (2.3), hvor det fremgar, at der er en linezr sammen-
heng mellem toppunktets placering og parameteren u. p 2ndrer ogsd pa klokkens

1
08

osf |

02f

Figur 2.1 Illustration af gammafordelingen med forskellige veerdier af formparaxheteren,
1, men samme skalaparameter o = 1. Det geelder, at py = 1,2 = 2 og 3 = 6.

stigningen, siledes at den bliver mindre stejl, nar p stiger, hvorimod klokkens af-
tag er tilnzermelsesvist usendret (se figur 2.1). Dette er sveert at se af ligning (2.5)
for heeldningen, idet denne er ret kompliceret. Af ligning (2 6) ses ogsd, at p har
betydning for vendetangenternes placering.

Skalaparameteren o

Den anden parameter, a € R, kaldes skalaparameteren og skalerer fordelingen
op, nar den ikke er normeret. N&r fordelingen er normeret, har a betydning for
bade toppunktets placering og hzldningen af kurven fgr og efter toppunktet (figur
2.2). Det ses af ligning (2.3), at toppunktets placering er proportional med « og af
ligning (2.6), at vendetangenternes placering er proportionale med a. Nar a stiger
vil haeldningen bade fgr og efter toppunktet blive mindre.

2.2.3 Fysiologisk betydning af parametrene

Der er kun to parametre i gammafordelingen (u og o). Som det ses af figur 2.1 og
figur 2.2 har de to parametre kvalitativt den samme betydning for funktionen, idet
de begge flytter toppunktet mod hgjre, nr parametrene gges, og kurverne derved
bliver mindre stejle bade fagr og efter toppunktet.

Derved er det sveert at tilskrive parametrene en konkret betydning, da de begge har
indflydelse p& de samme kvalitative egenskaber.
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Figur 2.2 Ilustration af gammafordelingen med forskellige vaerdier af skalaparameteren,
a, men samme verdi af formparameteren u = 2. Det gelder, at a; = 0,5,a2 = 0,75 og
a3z = 1.

2.2.4 Vurdering af Gammafordelingen

Gammafordelingen, ligning (2.4), ser umiddelbart ud til at kunne approksimere de
eksperimentelle data tilfredsstillende, men det er ikke umiddelbart muligt at give
dens parametre en fysiologisk betydning. Vi veelger alligevel at arbejde videre med
gammafordelingen, og vi ser i kapitel 3 p8 dens evne til at fitte data.

2.3 'Trigonometrisk klokkefunktion

Det er ogsd muligt at lave en klokkeformet kurve som en sum af de trigonometriske
funktioner sinus og cosinus. Hvis man anvender uendeligt mange led i summen, kaldes
den for en trigonometrisk raekke og har folgende udseende:

= 2nnz 2nmx
=a+ Cn +Sn in
f@)=at 3 (Cuoos(TF) + Susin ) )

hvor a,Cy, og S, € R alle er konstanter [24].

Det er imidlertidigt ikke npdvendigt at benytte uendeligt mange konstanter (heldig-
vis) for med god tilnaermelse at beskrive en klokkeformet kurve, der har det udseende,
vi er interesserede i. Regen et al [43] har forsggt at beskrive ventrikeltrykket i et hun-
dehjerte ved brug af en trigonometrisk raekke og har faet en god approksimation til
deres forsggsdata med blot 12 konstanter (n = 6, dvs. 6 konstanter p4 sinus-leddet,
6 konstanter p4 cosinus-leddet og a = 0). Ikke kun klokkefunktionen blev fittet, men
hele udtrykket for trykket som funktion af tiden. De fandt, at det ikke ggr nogen
vaesentlig forskel, om n = 6 eller n = 20. Saledes bliver den anvendte funktion

6

pu(t) = pp’; (Cncos(%ﬂ) + Snsin(zf,}ﬂ)) 2.7

hvor p, er ventrikeltrykket, p, er det maksimale tryk (peak developed pressure), ¢
er tiden efter kontraktionens begyndelse, T er hjerteperioden og C,, Sy, er fourier-
koefficienter, som er normaliseret til p, [43].
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De konstantled, som i ligning (2.7) benyttedes til beskrivelse af de klokkeformede
kurver, ses i tabel 2.1, og selve klokken er afbildet i figur 2.3. Det er i dette tilfeelde

220 Y -

o1 —

50 " " i " s : —

50 100 150 200 250 00 350 400

Figur 2.3 En klokke som fremkommer ved en sum af trigonometriske funktioner, hvor
konstanterne er fra [43]. Konstanterne er vist i tabel 2.1.

cos-konstant  Vaerdi || sin-konstant  Veerdi
Ch 0,4889 | S1 0,1601
Cs 0,0254 || S» -0,0167
Cs -0,0009 || Ss -0,0023
Cy -0,0019 || Sy -0,0104
Cs -0,0025 || Sy -0,0023
Ce -0,0023 || Sg 0
Tidsperiode  Veerdi || Max. tryk Veerdi
T 385 Pap 210

Tabel 2.1 Konstanterne anvendt til kurven i figur 2.3 [43].

ikke muligt at give de enkelte konstanter en fysiologisk fortolkning (bortset fra T; og
Pp)-

2.3.1 Vurdering af funktionen

Den trigonometriske funktion (ligning (2.7)) kan give gode resultater, men til gengzeld
er det ret sikkert, at vi ikke kan forklare parametrene fysiologisk, fordi der er s&
mange, og fordi de ikke har forskellige betydninger. Derfor vil vi undlade at arbejde
videre med denne funktion.

2.4 Eksponentiel klokkefunktion

Klokkeformede kurver kan ogsa laves ved kombinationer af eksponentialfunktionener.
Eksponentialfunktionen har den egenskab, at den er enten aftagende eller voksende
i hele sit definitionsomréde. Ved at kombinere en voksende og en aftagende kan der
derfor i visse tilfzelde laves en klokkefunktion. Vi vil i dette afsnit se p& et par stykker.
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Det forste eksempel er produktet af to eksponentialfunktioner, hvor den ene er vok-
sende og den anden aftagende?. Den simpleste aftagende eksponentialfunktion har

begyndelsesvaerdi f(0) = 1 og gir mod 0 for t glende mod uendelig, og den har
folgende funktionsudtryk:

f(t)=e™ | hvor a>0 (2.8)

I dette tilfeelde bestemmer parameteren o haldningen af kurven.

P4 samme méde dannes den voksende eksponentialfunktion. Den har fglgende funk-
tionsudtryk:

git)=1—eP*  hvor B3>0 ' (2.9)
Ogs4 her har parameteren 3 betydning for kurvens hzldning. Arsagen til, at g(t) =
ePt ikke benyttes er, at vi kun gnsker verdier i intervallet [0;1].

Produktet af ligning (2.8) og ligning (2.9) er en klokkefunktion, som er bestemt
af blot to parametre o og G (figur 2.4). Der er imidlertid det problem ved denne

1

O.B-".‘

06}

04 b

n L L
Q 0S5 1 5 2 25 3 35 4

Figur 2.4 Klokkefunktion dannet ved produkt af en voksende og en aftagende eksponen-
tialfunktion, som hver iszer ogsé er afbildet. P figurener a =2 og 8 = 3.

funktion, at den har en ‘hale’ efter sig, som det ikke er muligt at slippe af med.
Dermed vil den ikke kunne beskrive eksperimentelle data tilstraekkeligt ngjagtigt,
og det er derfor ngdvendigt at lave en mere detaljeret funktion opbygget af flere
eksponentialfunktioner. Ved at benytte en potens pa ¢t i bdde den voksende og den
aftagende eksponentialfunktion kan dette opnds (dette har Mulier gjort [31]).

En klokkeformet kurve kan ogsé opns ved, at en ligning med eksponentialfunktioner
i nzevneren benyttes:

1
@) = e(+e=1)> 1 g(t-1)P

Det ses umiddelbart af funktionsforskriften, at funktionen ikke har de samme graen-
seveerdier for ¢ — 0 og ¢t — oo, idet f(0) # 0 per definition (da navneren ikke mé
veere nul). Dette kan taenkes at blive et problem, si vi multiplicerer funktionen med

2Det er netop dette, Mulier har gjort i sin model, blot indeholder hans model flere parametre.
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t, hvorved funktionen stadig indeholder kun tre parametre. Saledes ser vi i stedet pa
funktionen:

i
f&)= e(l+e-0)° 4 g(t-1)8

(2.10)

hvor ¢t > 0. Denne funktion har den egenskab, at f(0) = 0 samtidig med, at greense-
vaerdien er 0 for t — oo. Det geelder endvidere om funktionen, at den er symmetrisk,
nar parameteren o = 3, hvilket derfor ikke har relevans for os. Pa figur 2.5 er funk-

0.5
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Figur 2.5 Den eksponentielle klokkefunktion, hvor det geelder,at a = 2,8 =3 oge=1,8.

tionen afbildet. Vi vil i den fglgende tekst kalde denne funktion for den eksponentielle
klokkefunktion.

2.4.1 Matematisk unders¢gelsé

For bedre at kunne tilskrive de enkelte parametre en fysiologisk betydning, undersg-
ges eksponentialfunktionen, som den ser ud i ligning (2.10), matematisk.

Definitionsomrade
Som beskrevet er funktionen valgt s3 f(0) = 0, og s& f(t) — 0 for t — oo, og

definitionsomradet er derfor [0; oof. Ligesom for gammafordelingen kan eksponenti-
alfunktionen siges at veere nul meget hurtigt.

Toppunkt
Forst differentieres funktionen

e+t (1 4 ta(1 + e — £)*1) +elt-1° (1 1(2 —1)P-1)
R e(t-1)ﬁ)2

fiey =

T 14 (a1 + e - omte+0" — ple - 1)=160-D) f(e)]2.11)




34 Klokkefunktioner

For at finde toppunktet saettes den afledte lig nul
F(t) = e (14 at(1+ e~ )07 ) +etD° (1 t6(2 - 1)5-1)

=0
3
0

_ Qe (-1 | 1—tB(t — 1)1
l+at(l+e—t)e!

I denne ligning er det ikke muligt at isolere ¢, og derfor er det ikke muligt at finde
et algebraisk udtryk for tiden til toppunktet. Dermed er det heller ikke muligt at
normalisere ligningen algebraisk. Istedet bliver vi ngdt til at gange funktionen med
endnu en parameter, £, som netop har det formal at normere funktionen.

Da udtrykkene p dette tidspunkt er relativt komplicerede, vil vi undlade at udregne
den dobbeltafledte, da det er hgjst teenkeligt at ogsa disse udtryk bliver meget kom-
plicerede, og derfor ikke giver os ny brugbar information. Dermed gir vi videre med
at se pa parametrenes betydning.

2.4.2 Parametrene i den eksponentielle klokkefunktion

Vi vil nu beskrive, hvad de enkelte parametre betyder for funktionen.

Parameteren ¢

Nar € gges, starter klokkens stigning senere, og dens toppunkt rykkes mod hgjre. €

1
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Figur 2.6 Den eksponentielle klokkefunktion, hvor parameteren e sndres. Det geelder, at

e1=1,3,e=1,80g¢€;3=2,3,samt at a =2 0g g =3.

zndrer ikke maerkbart pd kurvens stigning, men en smule p4 dens aftag (figur 2.6),
idet den nar y = 0 ved omtrent den samme z-veerdi.

Parameteren o

Nar o gges starter klokkens stigning senere og haeldningen bliver stejlere. Kurvens
toppunkt flyttes ikke meget, og dens aftag er naesten konstant (se figur 2.7). At «
har mest betydning for stigningen af kurven si vi ogsa af ligning (2.11), da « indgar
i det positive led.
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Figur 2.7 Den eksponentielle klokkefunktion, hvor parameteren o zendres. Det gzlder, at
o =2, =3, a3=9,samt at 3 =3 og e =1,8.

Parameteren 3

Nar 3 dges aftager klokken hurtigere, mens dens toppunkt og stigning er naesten
konstant (figur 2.8). At 8 har mest betydning for faldet af klokken, s& vi ogs& af
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Figur 2.8 Den eksponentielle klokkefunktion, hvor parameteren 8 zendres. Det gelder, at
P1=2,p2=3,P3=9,samtata=20ge=1,8.

ligning (2.11), hvor 8 kun indgar i det negative led.

2.4.3 Fysiologisk betydning af parametrene

Der er tre parametre i eksponentialfunktions-udtrykket, €, a og 3.

parameteren ¢

¢ flytter toppunktets placering. Det vil derfor veere en parameter der i én forstand

beskriver slagfrekvensen, idet der er en linezer sammenhang mellem slagfrekvens og
toppunktets placering (se afsnit 4.2.2).
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parameteren «

Parameteren « flytter pa klokkens startsted og ggr kurvens stigning stgrre. Derfor
vil den fysiologiske betydning af a vaere dels starttidspunkt, men ogs& hvor hurtigt
trykket stiger, som er akvivalent til antallet af krydsbroer, der hagter sig p4 (i lighed
med Muliers konstant 7.). Det kan dog vaere problematisk, at starttidspunktet for
klokken flyttes.

parameteren [

Parameteren [ fir kurven til at falde hurtigere og er derfor betydende for, hvor
hurtigt trykket falder i hjertet. Dette kan repraesentere afslapningsprocessen i lighed
med Muliers konstant 7.

2.4.4 Vurdering af funktionen

Den eksponentielle klokkefunktion ser umiddelbart ud til at kunne beskrive dataene
godt, men desveerre har det ikke veeret muligt at normalisere funktionen. Vi har ikke
fundet vendetangenter, da den dobbeltafledte sandsynligvis er meget kompliceret. Til
gengzeld ser det ud til at veere muligt at give parametrene en fysiologisk betydning.
I kapitel 3 vil vi se pd dens evne til at fitte Muliers data.

2.5 Potens-klokkefunktion

Den fgrste algebraiske funktion, vi ser p4, er dannet som produktet af en voksende
og en aftagende funktion, begge kendt som Hill-funktioner, der ofte benyttes i biolo-
gien og inden for medicin. Det gaelder om begge funktioner, at de er kontinuerte og
differentiable.

Den voksende funktion f(co, A,t)
Den voksende funktion har to parametre, a, A € R, og folgende funktionsudtryk:

ta

flandt) = 2o

(2.12)

At f(a, A,t) er en voksende funktion for alle vaerdier af t, & og A, kan ses ved at se
pé den fgrste afledte, som er positiv for alle veerdier af ¢ (vi minder om, at bide o
og A er positive);

d(ﬁf& _ a~t°'1-(A°‘+t°‘)—a-t°“1.t°‘_a.ta—l.Aa
a (A% + )2 T (A2 +10)2
_ gacfl@At)’

ta+ 1
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Den aftagende funktion, g(3, B,t)

Den aftagende funktion har ligeledes to parametre, 8,B € R, og folgende funk-
tionsudtryk:

Bf

9(8,B,t) = 5575

(2.13)

At g(B, B,t) altid er aftagende, kan vi se af den afledte;

B
d(-ﬂ‘%m,—) __B BB . t8-1 _ _ﬂB_ﬂg(ﬁ,B,t)
dt (BF + tF)2 t1=A

Da dette tal er negativt for alle ¢, er funktionen altid aftagende. Som det ses, er
fla,At) = 1 - g(a,A,t). Ideen med at lave funktionsudtrykkene séledes er, at
man ved at undersgge det ene udtryk ogsd ved meget om det andet. Nar der valges
forskellige parametre i den voksende og den aftagende funktion, kan en asymmetrisk
klokke fremstilles.

Klokkefunktionen h(a, 8, A, B, t)

Funktionsudtrykket for den klokkeformede kurve er produktet af ligning (2.12) og
ligning (2.13):

to B#
T Actte BE 4B

h(a, B, A, B, t) (2.14)

Som det ses, er der fire parametre, a, 3, A og B, i funktionen, som har hver deres
betydning for det samlede funktionsudtryk.

2.5.1 Matematisk undersggelse

Vi har valgt undervejs i undersggelsen at se p& funktionerne hver for sig, da det gar
det lettere at udtale sig om parametrenes betydning. Nar vi ggr dette, benytter vi f
for den voksende funktion, g for den aftagende funktion og h om produktet af f og
g- Pa figur 2.9 ses funktionerne f, g og h for de samme parameterveardier.

Definitionsomrade

Forst ses det, at f(0) = 0 og at f asymptotisk gar mod en fast veerdi;

ta
Aoy e

ft) =

—1 for t =00

Dette betyder, at funktionen f(e, A,t) kan medvirke til, at h gir asymptotisk mod
en fast veerdi, og dermed er f(a, A,t) uden betydning, da den er tilneermelsesvist lig
1.



38 Klokkefunktioner

..........

08| e’

08t e

04

L n .
[ 1 2 3 4 5

Figur 2.9 f(a,A,t) og g(8, B,t) samt h(a,B, A, B,t), som netop giver en klokke. Det
geelder,at A=1,5,B=1,0,a=1,%90g §=4,5

Det ses desuden, at g(0) =1, og at

B# f
g(t)—m—)o or t — o0

Dette er ogsd en folge af, at f +g=1.
For h betyder det, at

h{0) =0 og h(t) = 0 for t — oo

Dette er en klokkeformet kurve, hvis det kan vises, at der er netop ét toppunkt, som
skal vaere positivt.

Funktionen er defineret i intervallet [0;00[, og ligesom i de forrige tilfelde er den
kontinuert og differentiabel.

Toppunktet

For at fi oplysninger om toppunktet, kan den samlede funktion (ligning 2.14)
differentieres;

aAaB2Bta—1 + (a — ﬁ) . AaBﬁta+ﬁ—1 _ ﬂBﬂt2a+B—1
((A> + to) (BB + t8))2

B'(t) =

For at finde toppunktet szttes denne lig nul, hvorved fglgende relation fas;
B'(t) =0 & 0= aA*B? + (o - B) - A%tP — ptoth (2.15)

Dette forteller, at alle parametre har betydning for, hvor toppunktet af kurven
befinder sig, men ikke noget om hvor. Det ses, at det kun for seerlige veerdier af
o og B er muligt at lgse ligningen, bl.a. ndr @ = B, hvor ligningen er en skjult
andengradsligning. Desuden kan man seztte t¥ = z, hvorved ligningen far fzlgende
udseende; % + bz + ¢, som kan lgses algebraisk for a € {0,1,2, 3,4}, hvor de sidste
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to kan findes ved opslag [47, p. 32]. Det er dog i disse tilfeelde kun muligt, nar o er
et heltal, hvilket det sandsynligvis ikke bliver i vores tilfzelde, og derfor er det ikke
muligt at isolere ¢ fra ligning (2.15).

Af ligning (2.15) ses det ligeledes, at der hgjst er ét toppunkt for funktionen, idet
fl) =0 A%+t = %‘-}(Bﬂ + t#), som begge er monotont voksende funktioner
for ¢ > 0, og der derfor maksimalt vil kunne findes ét skseringspunkt, svarende til ét
toppunkt for klokkefunktionen.

Da det ikke er muligt at isolere ¢ fra f’(t), kan der ikke analytisk findes‘et udtryk
for, hvor hgj klokken er, og derved f& den normaliseret. Dette ggres istedet ved en
skaleringsfaktor £, sdledes at potens-klokkefunktionen, vi arbejder videre med, bliver;

e Bf

Mo B8, A BY) =8 o Br 4P

(2.16)

hvori der indgér fire parametre og en skaleringsfaktor.

Vendetangenter

Da udtrykket for den fgrsteafledte allerede er meget kompliceret, har vi valgt ikke
at differentiere den en gang til for at finde vendetangenter for funktionen.

Man kan dog velge at se pad den dobbeltafledte af f og g, men det vil kun give
mening i de tilfelde, hvor parametrene er valgt, s& g(t) = 1 ved f’s vendetangent,
og f(t) = 1 ved g’s vendetangent.

f'(t) er;
18 = A%at*2[(a — 1)A* — (a + 1)t9)
- (A + t°‘)3
og vendetangenterne er;
JJa—1
tyend = A Oz_+1 a>1

Heraf ses det, at bdde A og a har betydning for, hvor vendetangenten findes, men
at t for en given veerdi af o er linezert afhaengig af A.

Da ¢'(t) = —f'(t) er ¢"(t) = —f"(t), og der vil derfor vaere vendetangent for gi
B—1

tyena = B m ﬂ>1

Efter nu at have undersggt funktionen matematisk, vil vi g& over til at se pa de
indgéende parametre.

2.5.2 Parametrene

Nar vi ser p4 parametrenes betydning, har vi valgt at gere det ved hjelp af funktio-
nerne f og g istedet for den samlede funktion. P4 denne méade er det lettere at se,
hvad parametrene ggr.
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Parameteren A

N&r A stiger (og o holdes konstant), s& stiger funktionen f langsommere, saledes
at de enkelte funktionsvaerdier bliver mindre, men ogs3 haldningen bliver mindre.
Dette ses dels grafisk (figur 2.10), men kan ogs3 ses ved at analysere funktionen.
At funktionsveerdierne bliver mindre ses umiddelbart af ligning (2.12), da n&vneren
bliver stgrre, n&r A stiger. At heeldningen samtidig bliver mindre, ses af ligning (2.13),
da teelleren og nzvneren begge stiger, men nzevneren stiger mere, da A er i en hgjere
potens. Desuden kan A aflzses som medianen, hvilket kan ses grafisk, men ogsa ses
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Figur 2.10 f(a, A,t) for forskellige veerdier af A, men samme veerdi af a. Det galder, at
o =2,3samt at A; = 0,15, A2 = 1,5 og A3 =2,5.

ved at indsaette t = A i ligning (2.12):

Ac A 1
f(a’A’A)-Aa+Aa_2Aa_§

Endvidere geelder det, at haldningen i punktet ¢ = A er givet ved;

f'(4) =

NI
| R

hvilket fis ved direkte indsettelse. S& hvis A er fastlagt, vil a give hzldningen af
tangenten i t = A.

Parameteren B

Nér B stiger (og B holdes konstant), s& aftager g langsommere, siledes at g gir
langsommere mod 0. Det er forventet, da B har den samme betydning (bortset fra
fortegnet) for den aftagende funktionen, som A havde for den voksende funktion.
Grafisk ses det pd figur 2.11, og analytisk kan det ses ved at kigge lidt nzermere
pé ligning (2.14), hvoraf det ses, at nir B stiger, s bliver haldningen mindre (da
potensen i nzevneren er stgrst).

Ligesom for A i den voksende funktion kan B aflases som medianen for den aftagende
funktion.
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Figur 2.11 g(8, B,t) for forskellige veerdier af B, men samme vaerdier af 3. Det gelder,
at f=2,3samt at B, = 1,15, Bo =1,50g Bs = 2,5.

Parameteren o

Parameteren o har ogsa betydning for, hvordan og hvor hurtigt kurven for f stiger.
Jo stgrre « er, des stejlere bliver kurven. Dette kan ses pa figur 2.12, hvor A er holdt
konstant og « er varieret. Det er ogsd muligt at se dette analytisk: Ifglge ligning

o N A i It
0 ] 2 3 4 s

Figur 2.12 f(a, A,t) for forskellige veerdier af a, men samme vardi af A. Det gelder,
at A=15samt at a; = 0,7, az = 2,3 og a3 = 5,3. N&r a stiger, bliver kurven stejlere
omkring medianen, som netop har samme vaerdi som A.

(2.13) gelder det, at nir o stiger, s stiger haldningen ogsi. Dermed m& kurven
blive stejlere.

Som det ses pa figur 2.12, har funktioner med samme veerdi af A men forskellig o, et
punkt fzlles, hvilket vi kunne have forudset, da f(t = A) angiver medianen. Séledes
er det tydeligt at se, at kurven bliver stejlere, nar o stiger. For meget store veerdier af
o, er kurven naesten lodret stigende omkring z = A, séledes at funktionen i graensen
gér mod et trappepunkt.
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Parameteren (3

B har den samme effekt pd den aftagende funktion, som a havde p4 den voksende,
idet B er med til at bestemme hzldningen pé kurven. Jo stgrre 3 bliver, des stejlere
er funktionen. Her ses det igen lettest grafisk (figur 2.13).
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Figur 2.13 g(B, B,t) for forskellige vaerdier af 8, men samme verdier af B. Det galder,
at B=1,5 samt at 8; = 0,3, B2 = 1,3 og 3 = 3,3. Nar J stiger, bliver kurven stejlere
omkring medianen, og gir derfor langsommere mod 0.

Da den aftagende funktion ogsd har en greenseveerdi, der gir mod et trappepunkt i
vardien B, m4 [ ngdvendigvis bestemme haldningen for et givent B, da funktionerne
ellers ville vzere ens.

2.5.3 Fysiologisk betydning af parametrene

De fire parametre, der skal gives fysiologisk tolkning i den samlede klokkefunktion
(ligning 2.16) er «, 8, A og B.

Parameteren o

Parameteren o har betydning for, hvor hurtigt kurven stiger, og har derfor i en
forstand den samme betydning som Muliers fysiologisk parameter 7., at jo stgrre
a er, des hurtigere stiger trykket, hvilket betyder, at der er mange krydsbroer, der
pékobles.

Parameteren £

Parameteren 3 har den modsatte effekt af o, idet den forteeller, hvor hurtigt kurven
falder, og derfor er et udtryk for, hvor hurtigt trykket falder i ventriklen. Dette svarer
til Muliers konstant 7., og dermed afslapningsfasen af ventriklen og krydsbroernes
afkobling.
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Parametrene A og B

Parametrene A og B har bAde betydning for, hvor hurtigt kurven stiger, og hvor dens
toppunkt befinder sig. Jo stgrre A henholdvist B er, des mere flyttes toppunktet mod
venstre henholdsvist hgjre. Det er dog sveert at tilleegge A og B en mere konkret
fysiologisk betydning, da de involverer bade heeldning og toppunkt, og da de begge
har effekt samtidigt.

2.5.4 Vurdering af potens-klokkefunktionen

Potens-klokkefunktionen (ligning (2.16)) ser ud til at kunne lave klokkefunktioner
med det gnskede udseende. De enkelte parametre ser ikke ud til at have fysiologisk
betydning, men vi vil alligevel arbejde videre med funktionen.

2.6 n’te og m’tegrads polynomium multipliceret

En klokkeformet kurve kan laves ved multiplikation af to polynomier af mindst 2.
grad, hvor det ene er voksende og det andet aftagende. Hvis man istedet for to 2.
grads polynomier benytter polynomier af hgjere orden, kan man opné den asymmetri,
vi sgger. Det vil vi prgve her, hvorved fglgende meget generelle udtryk opnés for den
voksende funktion

f(t)={ t—ao)™ a<t

0, t<a

som er ™1, dvs differentiabel n—1 gange med kontinuerte afledte, og den aftagende
funktion :

)0 B<t
gle) = { (B-tym, t< B
som er C™~!, dvs differentiabel m — 1 gange med kontinuerte afledte.

Klokkefunktionen bliver siledes:

Vi vil fremover kalde denne funktion for n — m’tegrads polynomiet, og det har fire
parametre, som vi vil se pd betydningen af.

2.6.1 Matematisk undersggelse

For bedre at kunne tilskrive de enkelte parametre en fysiologisk betydning, undersg-
ges polynomiet i ligning (2.17) med hensyn til definitionsomrade, toppunkt, vende-
tangenter osv.
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Definitionsomréade
Udenfor intervallet [a; 3] er funktionen h lig 0, 0g h > 0 fort - aogfort — . h

er kontinuert og differentiabel i intervallet [o; 8] og dermed er h defineret for ¢ € R,
og selve klokker ligger i [a; ().

Toppunktet og normalisering

For at finde toppunktet differentieres h(t);

K= G-ar@-0m (- 5) =00 (725 - 555)

Toppunktet afleses der, hvor healdningen er nul, dvs. A'(t) = 0:

0 = h'(top) = (top — )" - (B — t1op)™ - (ttopn— a B Ztop)
3
ttop _ ﬁ?n-:-im (218)

Da det har veeret muligt analytisk at finde en veerdi for toppunktet, er det ogsd muligt
at normalisere klokkefunktionen. Dermed kan vi undveere en skaleringsparameter og
fa en funktion med fzerre parametre at skulle forklare fysiologisk.

Den maksimale veerdi af klokkefunktionen findes for ¢ = t,,. Hvis hele funktionsud-
trykket divideres med h(t;0p), fas en klokkefunktion, der er normeret. Derfor finder
vi nu h(tiop):

o - (B o255
- e (559

Den normerede funktion, vi vil analysere, har fglgende funktionsudtryk:

_ (=a™B-t)" ,
h(t) = o (B2 t e[ B (2.19)

m+n

og heldningen er givet ved

(t-a) (B-t)™ (t———z,-’z—t)
mm (&52)"

Toppunktet findes stadig for t;op = (On + am)/(m + n), og toppunktsveerdien vil pa
grund af normaliseringen veere lig 1.

K (t) =

(2.20)
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Vendetangenter for funktionen

For at undersgge funktionens vendetangenter differentieres funktionen for anden gang
og vi far fglgende udtryk;

ey n(n—1) m(m—1) 2nm
R"(t) = h(t) ( t—a)? + (B—1)2 + (t —a)(ﬂ—t)>

Vendetangenterne findes der, hvor udtrykket i parantesen er nul, dvs;

0 = t2-[n(n—1)+m(m—-1) - 2nm)
=2t [n(n—1)+m(m - 1) — 2(a + B)]
+ [n(n -1)a? +m(m-1)8% - 2mnaﬂ]

Dette er en andengradsligning, som har hgjst to reelle lgsninger, hvilket svarer til,
at funktionen har hgjst to vendetangenter.

2.6.2 Parametrene

Funktionen indeholder fire parametre, a, 8, n og m.

Parameteren o

Som beskrevet ovenfor har o betydning for, hvor h(t) = 0, og derfor hvor klokken
starter, ogsa kaldet tp,in, idet tmin = a.

Desuden har o betydning for toppunktets placering, idet det flyttes mod hgjre, nér
o gges. Da slutpunktet er uafhangigt af o, bliver kurven ogsé spidsere, nr o gges.
Dette ses af figur 2.14, men er ogs en fglge af, at intervallet for den normaliserede
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Figur 2.14 Nir a gges, bliver toppunktet flyttet mod hgjre. Det geelder, at 8 =3, n = 2,
m = 3, mens a varieres s& a; = 0,1, a2 = 0,2 0g a3 = 0, 3.

kurve bliver mindre. Den klokkeformede kurve presses derfor sammen, og haldningen
stiger.

Som det ses pa figur 2.14 har a mest betydning for kurvens stigning, da de forskellige
vaerdier af a giver tilnsermelsesvist samme aftag.
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Parameteren 8

Parameteren § har betydning for, hvor den klokkeformede kurve slutter, idet taz =
B. Desuden har 3 betydning for haldningen p4 den méde, at nar 3 gges, bliver kurven
stejlere af de samme &rsager som for parameteren a. Dette ses af figur 2.15. Det ses

1
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Figur 2.15 Nar g gges, bliver toppunktet flyttet mod hgjre, ligesom for a. Det gelder, at
a=0,2,n=2, m=3, mens 3 varieres s& §; = 2,9, fo =3,00g B3 =3,1.

ligeledes, at B ikke har s& stor betydning for klokkens stigning.

Parameteren n

Som det ses af figur 2.16 har n betydning for, hvor klokkens toppunkt findes, idet
toppunktet rykkes mod hgjre nar n stiger. Det ses ogsd, at n ikke har betydning
for klokkens definitionsomréde, og derfor har betydning for heldningen bade for og

efter toppunktet. Nar n gges, bliver kurven fladere inden toppunktet og stejlere efter
toppunktet.

08 b
o8
oa b / i

ozt I

Figur 2.16 Nar n gges, bliver kurven mindre stejl for toppunktet og mere stejl efter. Det
gelder, at a = 0,2, 8 = 3 og m = 3, mens n varieres s n; = 1,5, no =2 o0g ng = 2, 5.

For den voksende vendetangent betyder dette, at veerdien bliver mindre, nir n gges,

og den aftagende vendetangents veerdi bliver stgrre. n har dog stgrst betydning for
den aftagende vendetangent.
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Parameteren m

Som det ses pa figur 2.17 har m ogsé betydning for toppunktet, siledes at toppunktet
rykkes mod venstre ndr m stiger. Da m ikke pévirker definitionsomradet, vil m lige
som n have betydning for hzldningen, idet haeldningen bliver stejlere for toppunktet
og falder efter toppunktet.
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Figur 2.17 Nar m gges, bliver kurven mere stejl for toppunktet og mindre stejl efter. Det
gelder, at & = 0,2, =3 og n = 2, mens m varieres s my = 2, me =3 og m3 = 4.

For den voksende vendetangent b'etyder dette, at veerdien bliver stgrre, nar m gges,
og den aftagende vendetangents veerdi bliver mindre.

2.6.3 Fysiologisk betydning af parametrene

Hvis parametrenes betydning betragtes meget kategorisk, er de relativt lette at til-
skrive en fysiologisk betydning.

Parameteren o

Parameteren o har mest betydning for, hvornar den klokkeformede kurve starter, og
kan derfor tolkes som en tidsforskydning af klokken.

Parameteren [

Parameteren 3 bestemmer hvor klokken slutter, og 8 — o har derfor en fysiologisk
betydning for varigheden af den systoliske periode og derfor indirekte ogsé for slag-
frekvensen — jo stgrre G des leengere systolisk periode og dermed mindre slagfrekvens.

Parameteren n

Parameteren n har stor betydning for toppunktets placering og vendetangenternes
stgrrelse. Derfor kan n tilleegges en betydning i form af kontraktionsfasen ligesom
Muliers konstant 7.. Det er ikke muligt at tillegge n betydning for toppunktet, idet
parameteren m ogsé har stor betydning for toppunktets placering. n har ingen stgrre
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indflydelse p4 kontraktionsfasen, idet forskellige veerdier af n giver tilnzermelsesvis
samme veerdi af vendetangenterne.

Parameteren m

Parameteren m har ligesom n stor betydning for toppunktets placering. Den har
ogsd betydning for, hvor hurtigt klokken aftager, det vil sige, at den har betydning
for, hvordan afslapningsprocesserne foregir. Den kan derfor tilleegges samme mening
som Muliers parameter 7.

Det er ligesom for parameteren n ikke muligt at give m betydning for toppunktet, idet
bide m og n har meget stor betydning for toppunktets placering. m har i modsztning
til » ingen stgrre indflydelse pa kontraktionsfasen, idet forskellige veerdier af m giver
tilnzermelsesvis samme vzerdi af vendetangenterne.

Udtrykket for t¢p i ligning 2.18 kan omskrives

Bn+am
n+m

n
= a+n+m(ﬂ—a)

Det betyder, at 71— angiver den relative placering af toppunktet mellem o og 8.

2.6.4 Vurdering af n — m’tegrads polynomiet

Umiddelbart ser det ud til, at n — m’tegrads polynomiet vil kunne benyttes til be-
skrivelse af Muliers data, da det kan lave asymmetriske klokke-funktioner med top-
punkter mange forskellige steder. Den er relativt fleksibel. Desuden er der kun fire
parametre, der skal forklares fysiologisk, hvilket er det hidtil laveste antal.
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I dette kapitel vil vi fortsette udveelgelsen af den bedste klokkefunktion.

Til at starte med har vi seks forskellige klokkefunktioner ud over den, som Mulier
benytter. I forbindelse med at funktionerne blev beskrevet, har vi allerede benyttet
tre udvelgelseskriterier til at frasortere ikke-interessante kurver, nemlig:

e Funktionens overordnede form
e Antallet af parametre

e Mulighed for fysiologisk forklaring af parametrene

Ved disse udveelgelseskriterier blev to af funktionerne fravalgt. Den trigonometriske
funktion, fordi den har for mange parametre, og normalfordelingen fordi dens form
er symmetrisk.

Nu vil vi fortsaette udveelgelsen, hvor de resterende fire funktioner og Muliers funktion
vurderes i forhold til:

e Statistiske afvigelser fra Muliers data.

Vi vil beskrive, hvordan vi foretager en parameter-estimation, og derefter beskrives
vores dataopseetning, hvordan vi har valgt at fremstille data, og hvordan de indga-
ende veerdier er beregnet. Herefter opskriver vi de forskellige funktioner, samt deres
parameterveerdier og beregnede korrelations-koefficienter. Endelig vurderer vi om
nogle af funktionerne er bedre end Muliers, og i s& fald hvilke.

3.1 Parameterestimation

Princippet bag parameter-estimation er at finde det szt parametre til en model, som
bedst minimerer residualerne (summen af afstanden fra modellen til de empiriske
datapunkter). Det generelle problem kan beskrives p& fglgende made:

e Modellen er beskrevet ved en funktion f(x, p), hvor vektoren x er de variable
og vektoren p er modellens indgéende parametre.

e Datapunkter er givet ved (X;,%;),-.., (Xn,¥n), hvor x svarer til de fgr omtalte
variable og y’erne er de dertil hgrende veerdier.
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o Malet er at finde de parameter-veerdier, der minimerer mélfunktionen x?(p),
sdledes at datapunkterne ligger si teet pd funktionsveerdien som muligt. MAal-
funktionen er givet ved:

xX*(p) = i (ﬁm)z (3.1)

=1 gi
hvor o; er standardafvigelsen for i’te datapunkt.

Som det ses benyttes her mindste kvadraters metode, hvor summen Y7, €2, det vil
sige 2-normen, minimeres. Andre méal (normer) kunne benyttes istedet, for eksempel
Yoie1 |eil eller max;—; . nle;l. € er et residual, det vil sige afstanden fra datapunkterne

til funktionsvaerdien.

At finde det bedste st parametre, som minimerer funktionen x?(p), bestér i at
finde globalt minimum for malfunktionen betragtet som en funktion af parametrene.

3.1.1 Linezere modeller

For linezre modeller kan der ud fra malfunktionen (3.1) opstilles et linezert lignings-
system, hvis lgsning er de optimale parametre for den givne model til de empiriske
data. Vi vil ikke her beskaftige os mere med linezere modeller, da modellerne i dette
projekt alle er ikke-linezere modeller.

3.1.2 TIkke-linezre modeller

For ikke-linezere modeller er det mere kompliceret. Metoden her er at gatte et szt
parametre, og derefter &ndre parametrene i smé skridt langs gradienten, indtil lokalt
minimum for mélfunktionen nas. Problemet er, at parametrene ikke ngdvendigyvis er
endt i globalt minimum.

Vi har valgt at benytte en metode, som hedder Lavenberg-Marquardt.

3.1.3 Lavenberg-Marquardt

Lavenberg-Marquardt metoden virker godt i praksis og er blevet standard-metode
til mindste kvadraters metode p4 ikke-linesere modeller. Lavenberg-Marquardt er en
iterativ metode. Metoden folger gradienten og bruger viden om diagonal elementerne
i Hesse-matrixen til at beregne skridt-stgrrelsen. [40]

I arkivet for Octave-help postlisten fandt vi funktionen leasqr, som er en implemen-
tering af Lavenberg-Marquardt metoden i matematik-programmet Octave.

Denne metode kaldes med tre argumenter: Datasattet, som modellen skal fittes til,
navnet p4 funktionen som beskriver modellen og et start-gaet pa de fittede parametre.

Metoden returnerer udover det s®t parametre, som minimerer modellen i forhold
til datasattet, ogsd oplysninger om korrelations-koefficienten for parametrene, de
beregnede residualer og om algoritmen er konvergeret.

|
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3.2 Vores dataopsatning

Vi har fittet funktionerne til Muliers data — fgrst for den midterste af de syv klok-
kefunktioner, og derefter for alle syv klokkefunktioner samtidigt. Vi fittede fgrst til
én kurve for at f& en idé om, hvilke parameterveerdier, der skal benyttes, og derefter
til alle syv samtidigt for at finde den funktion, der beskriver alle klokkerne bedst.
Parametervaerdierne for de forskellige fit er opskrevet i en tabel, hvor den beregnede
korrelations-koefficient ogsd er angivet. Desuden findes der for hver funktion tre plot;

e Plot af datapunkterne og funktionen, s& det kan ses, hvordan funktionerne
ligger i forhold til datapunkterne.

e Plot af residualerne efter hinanden, det vil sige de syv kurver ved siden af
hinanden adskilt af en lodret streg og med de gverste klokkekurver forst. Plottet
er lavet, s3 det kan afggres, om der er forskel p4, hvor godt de syv kurver er
fittet til dataene.

e Samlet plot af residualerne for de syv kurver, sdledes at det kan vurderes, om
der er systematiske afvigelser.

Vi har afleest Muliers eksperimentelle data udfra figur 1.1, og det fremgér ikke af
figuren hvilke usikkerheder, der er pd de enkelte malinger. I det fglgende er stan-
dardafvigelsen for datapunkterne valgt til 1.

Beregning af korrelations-koefficienter

For at vurdere funktionerne i forhold til hinanden har vi benyttet korrelations-
koefficienten kvadreret, R2. Denne har vi udregnet ud fra fglgende formel, som na-
turligvis giver samme resultat, hvis man udregnede korrelations-koefficienten som i
appendiks D:

R= (UC(C;;(?/ 08))2

hvor cov(y, f) er kovariansen mellem y og f (et tal mellem 0 og 1), som er stgrre jo
teettere de aflaeste y-data er pi de beregnede funktionsveerdier, f, fra den estimerede
funktion, og hvor o er standardafvigelsen, givet ved:

E?:O (y‘t — :’7)2

oy) = g

hvor 7 er gennemsnittet af y-veerdierne.
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Beregning af residualer

Residualerne er forskellene mellem de eksperimentelle datapunkter og de af funktio-
nerne beregnede punkter. Beregning af det enkelte residual €; er givet ved;

& = f(P,xi) —Yi

Der regnes med fortegn, siledes at residualerne er bade positive og negative, og jo
mindre residualerne er (jo tattere pad y = 0), des bedre beskriver funktionen de
angivne datapunkter. Ved hjelp af residualerne fas derved bade et indtryk af, hvor
godt den fittede funktion beskriver datapunkterne, men ogsd om der skulle vare
systematiske afvigelser.

3.2.1 Beregning af Muliers benyttede volumener

Vi har aflaest Muliers eksperimentelle data fra hans PhD afhandling, da det ikke har
veeret muligt pd anden méade at f fat p& de originale data. Disse data er gengivet pé
figur 1.1. Dataene p3 figuren bestar af syv datasaet, som beskriver ventrikeltryk som
funktion af tid for forskellige volumener. Det er ikke muligt ud fra figuren at aflzese
volumenet direkte, og dette er heller ikke angivet noget sted i afhandlingen.

Muliers model:
po(t,V3) = a(V, —b)? + (c V, — d) f() (3.2)

hvor a, b, ¢ og d er konstanter, der er karakteristiske for det bestemte hjerte, har f(t)
som den normerede klokkefunktion.

For at kunne bruge grund-idéen ved Muliers model, er vi ngdt til at have vaerdierne
for V,,. Disse fas for de syv kurver ved at aflese det maksimale tryk ppqez, som
svarer til tiden i kurvernes toppunkt tp, da der her er mindre relativ usikkerhed pa
afleesningerne. Da f(t,) = 1 reduceres ligning 3.2 til:

Pmaz = a(Vy = b)% + (¢ V;, — d) (3.3)

som lgses for V,,:

_20b—c++/—4abc+c?+4a pmac +4ad

Denne ligning bruges s til at udregne V,, for hver af de syv kurver.
For hvert af de syv dataszt dannes en matrix x,,n € {1,...,7}, hvor hver raekke re-

preesenterer de (¢, V) datapar hgrende til denne kurve. En vektor, yn,n € {1,...,7}
dannes p4 tilsvarende vis, hvor hvert element p; er trykket til det tilhgrende datapar
i reekke 4 i matricen x.
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th Vo [ ;1 ‘}
ta Va P2

i V|’ Yn = Di

tm Va

Fittes disse data til Muliers model, hvor Muliers parameterverdier for a,b,c og d
anvendes, passer det diastoliske tryk meget dérligt. Hvis parameteren a ggres 13
gange stgrre, og d gives vaerdien 20 opnés langt bedre resultater. I tabel 3.1 er
angivet de parameterveerdier, som Mulier anvender, sammen med vores korrigerede
vardier.

Parametre | Vaerdier | Korr. vaerdier
a 0.003 0.039
b 1 1
c 4 4
d 35 20

Tabel 3.1 Muliers parametervaerdier og vores tilsvarende korrigerede veerdier.

3.2.2 Forskydning af klokkefunktionen langs t-aksen

For at kunne forskyde klokkefunktionen langs ¢-aksen har vi for de fleste af funktio-
nerne indfgrt en forskydningsfaktor ¢4, som Mulier ogsa benytter sig af. Denne stgr-
relse gor, at parameterestimations-algoritmen kan forskyde de kiokkeformede kurver,
hvis det medfgrer et bedre estimat. Arsagen til, at denne stgrrelse er berettiget er,
at vi ikke har nogen pracis definition af, hvornar funktionen begynder at stige, og
der derfor er en vis usikkerhed pd starttidspunktet af kurven. Parameteren er kun
medtaget i de tilfzelde, hvor den medfgrer stgrre korrelations-koefficienter.

3.3 Statistik p& funktionerne

De aktuelle funktioner er Muliers eksponentialfunktion, gammafordelingen, ekspo-
nentiel funktion med brgk, potens-klokkefunktion og n — m’tegradspolynomiet.
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3.3.1 Muliers eksponentialfunktion

Muliers eksponentialfunktion er der allerede lavet analyse pa af Mulier selv. Muliers
funktionsforskrift er;

( 1_e'(?%)a

(G pstsh

0= (1)) (52
(;e_(;%)a)e_(_gz:?t_h)u y b <t <t

(3.5)

De opnéede parameterveerdier ses i tabel 3.2, hvor det ogsa ses, at vi fik meget hgje
korrelations-koefficienter, bdde ved fitning til én kurve, men ogsé ved fitning til alle
syv kurver.

parameter | 1 kurve | 7 kurver | Muliers | %-afv.
T 0,13547 | 0,13561 | 0,164 | 17,3
T 021952 | 020441 [ 0271 |24
o 2,79227 | 2,68440 2,88 6,8

t 0,23563 | 0,23705 | 0,199 | 19,1
tq 0,05384 | 0,05366 -~ -

R? 0,99988 | 0,99753 | - -

Tabel 3.2 Parametervaerdier for Muliers funktion ved fitning til henholdsvist én og
syv kurver, samt de opndede korrelations-koefficienter. Yderst til hgjre ses Muliers
opnéede parameter-veerdier og den procentvise afvigelse mellem disse og vores syv-kurve-
parameterveerdier.

Det er bemaeerkelsesveerdigt, at vores parameterveerdier adskiller sig relativt meget
fra Muliers. Den mindste afvigelse findes pd parameteren ¢, som Mulier da ogsd
har valgt at bruge som en global konstant. Hvis dette ikke var tilfeeldet, ville hans
resultat méske have veeret taettere pd vores.

Vores fit af Muliers funktion med data er vist i figur 3.1.

Som forventet ud fra den hgje korrelations-koefficient ligger funktionen paent oven i
datapunkterne.

Plottet af residualerne efter hinanden er vist i figur 3.2, hvor det ses, at der er en
tendens til, at de gverste klokkekurver er overestimerede og de nederste er underesti-
merede. Dette viser, at funktionen ikke helt er i stand til at ‘sprede’ sig nok, og derved
beskrive klokkernes lidt forskellige form. Den stgrste afvigelse mellem datapunkterne
og funktionsforskriften er 5 mmHg.

P4 figur 3.3 er vist et plot af residualerne oven i hinanden.

Det ses, at der ikke er systematiske afvigelser, og nar alle kurver mgdes i et punkt i
midten skyldes det, at funktionerne netop er fittet til at skulle beskrive toppunkts-
veerdien.

Vi m4 konkludere, at Muliers funktion er glimrende til beskrivelse af hans data.
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Figur 3.1 Muliers funktion fittet til datapunkterne for alle syv kurver. Der er linier
mellem de plottede data, fordi de rent teknisk er lavet som et samlet fit.
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Figur 3.2 Residualerne af Muliers funktion i forhold til hans data.
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Figur 3.3 Residualerne af Muliers funktion i forhold til hans data lagt oven i hinanden.

3.3.2 Gammafordelingen

Gammafordelingen har tre parametre, a, u og tq4, og den benyttede funktionsforskrift
(ligning (2.4) med t4 indsat) er;
1 t—t

flt—1tq) = mal_“(t — tg)plepm 15t (3.6)

I tabel 3.3 ses de fittede parameterveaerdier og tilhgrende korrelations-koefficienter,
som er ganske hgje.

parameter | 1 kurve | 7 kurver
a 0,03135 | 0,02784
U 13,4702 | 16,4076
tq -0,09783 | -0,13709
R? 0,99562 | 0,99310

Tabel 3.3 Parameterveerdier for gammafordelingen ved fitning til henholdsvist én og syv
kurver, samt de tilhgrende R2.

Vores fit af gammafordelingen med dataene er vist i figur 3.4.

Det ses som forventet, at ogs gammafordelingen beskriver Muliers data fint, selvom
funktionen tydeligvis afviger fra punkterne flere steder. Specielt ses det, at funktionen
er normeret, hvorfor den rammer pracist i toppunktet.

P4 figur 3.5 ses residualerne plottet efter hinanden. Heraf ses det, at gammafor-
delingen er bedst til beskrivelse af de nederste klokkefunktioner, idet der er stgrst
afvigelse pd de gverste kurver. Den stgrste afvigelse p4 gammafordelingen er pa om-
kring 8 mmHg.

P4 figur 3.6 ses et plot af residualerne lagt oven i hinanden. Heraf ses det, at der
er systematiske afvigelser, idet gammafordelingen lige fgr og efter toppunktet er
underestimeret, og residualplottene derfor ligger oven i hinanden.
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Figur 3.4 Gammafordelingen fittet til datapunkterne for alle syv kurver.
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Figur 8.5 Residualerne ved fitning af gammafordelingen med Muliers data, plottet i
forleerigelse af hinanden.
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Figur 3.6 Residualerne af gammafordelingen plottet oven i hinanden.

Gammafordelingen viste sig pa grund af de systematiske afvigelser ikke at veere s&
god til beskrivelse af Muliers data.

3.3.3 Den eksponentielle klokkefunktion

Den eksponentielle klokkefunktion har fem parametre inklusiv skaleringsparameteren
og t4, som er indsat i ligning (2.10). Funktionsforskriften er

_ t—1t4
FO) =& e 4 e

De fittede veerdier af parametrene ses i tabel 3.4.

parameter | 1 kurve | 7 kurver
«a 15,0956 | 13,9316
B8 8,48939 | 8,27844
€ 0,91461 | 0,92172
3 2,88987 | 3,03665
tq -0,72137 | -0,72376
R? 0,99984 | 0,99753

Tabel 3.4 Parametervaerdier for den eksponentielle klokkefunktion ved fitning til
henholdsvist én og syv kurver, samt de tilhgrende R2.

Som det ses, er der gode korrelations-koefficienter ogsa for denne funktion.
Vores fit af eksponentialfunktionen til dataene er vist i figur 3.7.

Her ses det, at funktionen fitter datapunkterne godt.
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Figur 3.7 Den eksponentielle klokkefunktion fittet til datapunkterne for alle syv kurver.

P3 figur 3.8 er vist residualerne plottet efter hinanden. Heraf ses det, at de gverste
klokkekurver generelt er over datapunkterne, mens de nederste klokkekurver er under
datapunkterne. De stgrste afvigelser er omkring 5 mmHg.
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Figur 3.8 Residualerne ved fitning af den eksponentielle klokkefunktion med Muliers data
plottet i forleengelse af hinanden.

Pa figur 3.9 ses et plot af residualerne oven i hinanden. Heraf ses det, at der ikke er
systematiske afvigelser.

Den eksponentielle klokkefunktion er dermed velegnet til beskrivelse af Muliers data.
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Figur 3.9 Residualerne for den eksponentielle klokkefunktion plottet oven i hinanden.

3.3.4 Potens-klokkefunktion

Potens-klokkefunktionen har fem parametre, og funktionsforskriften er ligning (2.14)
med ty indsat;

(t —tg)® Bf

h(t) = A+ (t—tg)@ "BB+ (t - tg)P

(3.8)

De fittede parameterveerdier er vist i tabel 3.5.

parameter | 1 kurve | 7 kurver
o 2,27474 | 2,32737
B8 4,30954 | 4,39396
A 0,83522 | 0,84446
B 1,94048 | 1,93879
ta 0,05023 | 0,04533
R? 0,99602 | 0,99522

Tabel 3.5 Parametervardier for potens-klokkefunktionen ved fitning til henholdsvist én
og syv kurver, samt de tilhgrende R2.

Som det ses, er der ogsd her meget hgje korrelations-koefficienter.

Vores fit af potens-klokkefunktionen med Muliers data er vist i figur 3.10. Det be-
maerkes, at kurvens toppunktet ikke er placeret ngjagtigt i det maksimale datapunkt
for de respektive kurver. Dette skyldes, at funktionen i ligning 3.8 ikke er normeret.

P4 figur 3.11 er vist residualerne plottet efter hinanden. Heraf ses det, at det specielt
er de gverste klokkekurver der ikke er fittet s& godt, idet de har de stgrste afvigelser.
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Figur 3.10 Potens-klokkefunktionen fittet til datapunkterne for alle syv kurver.
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Figur 3.11 Residualerne ved fitning af potens-klokkefunktlonen med Muliers data, plottet
i forleengelse af hinanden.
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Til gengzld er der for de gverste kurver bade positive og negative residualer, hvori-

mod de nederste kurver overvejende har positive residualer. De stgrste afvigelser er
6-7 mmHg.

P3 figur 3.12 ses et plot af residualerne lagt oven i hinanden. Heraf ses det, at der
tydeligvis er systematiske afvigelser, idet alle kurver er for hgje i toppunktet og for
lave i omradet omkring toppunktet.

0.1 (‘) 0j1 0t2 0:3 \ 014 015 016 0.7
Figur 3.12 Residualerne af potens-klokkefunktionen plottet oven i hinanden.

I alt er potens-klokkefunktionen ikke specielt egnet, idet der er systematiske afvigel-
ser.

3.3.5 n — m’tegradspolynomium

n — m’tegrads polynomiet har fire parametre, og funktionsforskriften er (ligning
(2.19));

(t—a) (8= 1) |
o (22) P 32

h(t) =

m-+n

For n —m’te grads polynomiet har vi valgt at undlade parameteren t;, idet den giver
samme korrelations-koefficient helt indtil 6. decimal, og den derfor ikke fgrer til et
bedre fit. Veerdierne af de fire parametre er vist i tabel 3.6.

Ud fra tabellen ses det, at der er opnéet hgje korrelations-koefficienter for n —
m’tegrads polynomiet.

Vores fit af n — m’tegrads polynomiet er vist i figur 3.13, hvor det ses, at funktionen
fitter ganske godt.

P3 figur 3.14 ses residualerne plottet efter hinanden. Det ses, at der er en tendens til,
at de gverste kurver ligger over datapunkterne og de nederste kurver ligger under.
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parameter | 1 kurve | 7 kurver
a 0,08683 | 0,07642
B 0,66942 | 0,68124
n 1,78966 | 2,05023
m 3,24685 | 3,68662
R? 0,99918 | 0,99709

Tabel 3.6 Parametervardier for n — m’tegradspolynomiet ved fitning til henholdsvist én
og syv kurver, samt de tilhgrende R2.
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Figur 3.13 n — m’tegrads polynomiet fittet til datapunkterne for alle syv kurver.
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Det ses ogsd, at det er de gverste klokkekurver, der har de sterste afvigelser, nemlig
ca. 6 mmHg.

% s L A — 2
0 50 100 150 200 250 300 350

Figur 3.14 Residualerne af n — m’tegrads polynomiet i forhold til datapunkterne plottet
i forleengelse af hinanden.

P4 figur 3.15 ses residualerne plottet oven i hinanden. Heraf ses det, at der ikke er
systematiske afvigelser.

0.9 0 0.1 0.2 03 04 0.5 06 0.7

Figur 3.15 Residualerne af n — m’tegrads polynomiet plottet oven i hinanden.

Konklusionen er, at n — m’tegrads polynomiet er velegnet til beskrivelse af Muliers
data.
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3.4 Vurdering af funktionerne

Fzlles for alle fitninger er, at de fittede kurver ikke kan n& ‘op til’ den gverste
kurve, og heller ikke nar ned til den nederste. De kan med andre ord ikke sprede sig
tilstreekkeligt.

Funktion | R? R% Str. afv.
Muliers 0,99988 | 0,99753 | 5 mmHg
Gamma 0,99562 { 0,99310 | 8 mmHg
Eksp.funk. | 0,99984 | 0,99753 | 5 mmHg
Potens 0,99602 | 0,99522 | 7 mmHg
nm-poly 0,99918 | 0,99709 | 6 mmHg

Tabel 3.7 Korrelations-koefficienterne for funktionerne, nar der er fittet til én kurve og
syv 7 kurver, samt de stgrste afvigelser af residualerne.

Dog havde alle funktioner ret hgje korrelations-koefficienter (se tabel 3.7), s& vi kan
ikke p& den baggrund foretage en frasortering.

Da gammafordelingen og potens-klokkefunktionen begge havde systematiske afvigel-
ser og samtidig de laveste korrelations-koefficienter, vil vi fraveelge disse funktioner.
Dette lader os tilbage med tre funktioner; Muliers funktion, den eksponentielle klok-
kefunktion og n — m’tegrads polynomiet.

Funktion | Parametre | Betydning
Muliers Te
Tr
o
i
ld

Eksp.funk.

nm-poly

L LT

I3HDRIMST WA

Tabel 3.8 Funktionernes parametre samt oplysning om deres fysiologiske betydning.

Da det er n —m’tegrads polynomiet, der har feerrest parametre, alle med klar fysiolo-
gisk betydning, og den samtidig i modseatning til den eksponentielle klokkefunktion
er en normeret funktion, mener vi, at den vil give den bedste beskrivelse af Muliers
data. Endvidere er der i n—m’tegrads polynomiet en parameter, der meget klart kan
beskrive slagfrekvensen - nemlig . Da vi gnsker at kunne indbygge slagfrekvensen
i hjertemodellen, er det gnskeligt, at den indgér som en af de allerede eksisterende
parametre. Det er derfor denne funktion, vi vil veelge at arbejde videre med i den
resterende del af projektet.
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Vores model for trykket ved isovolumetrisk ventrikuleer kontraktion som funktion af
tid og ved forskellige volumener er derfor Muliers model med den nye tidsafhangige
systoliske tryk-kurve;

Po(t, V) = a(Vy = b)? + (¢ V, — d)psa(t), (3.10)

hvor

{t=o)" (f-t)™ telowB
pea(t) = { momm(E32)™7 i/l (3.11)
0 ellers




4 Hjertefunktionens afhangighed af
slagfrekvensen

Det er kun lykkedes os at finde en enkelt publikation med data for ventrikeltrykket
ved isovolumetrisk kontraktion ved forskellige slagfrekvenser. Vi har forsggt at skaffe
andre data fra D. Berger (University of Chicago)®, men han har desvaerre ikke kunnet
fremskaffe disse data endnu. Vores eneste data er vist i figur 4.1. Det er primzert fra
denne figur, vi har udledt de sammenhsenge, der er beskrevet i dette kapitel.

Normal & Atrial Pacing
A HR, bt/min

.4

200

E

S

°

5 100 ¢ 4
2

o 90110
o (<90

o A A P
0 100 200 300 400 S00

Time after beginning point , msec

Figur 4.1 Trykket i venstre ventrikel som funktion af tiden til forskellige slagfrekvenser
(malt pa hunde) [43, p. 138]

Som navnt vil vi gerne kunne skalere hjertemodellen, s& den kan simulere ventrikel-
trykket ved forskellige slagfrekvenser. I dette kapitel gennemgar vi skaleringen af de
parametre, der vekselvirker med slagfrekvensen. For en nzrmere fysiologisk beskri-
velse af disse parametre henviser vi til appendiks B.

4.1 Beskrivelse af slagfrekvensen

Slagfrekvens er et mal for, hvor mange gange hjertet slar per tid, og er derfor omvendt
proportional med den tid, hvert hjerteslag varer. Nar der er mange hjerteslag per tid,
er varigheden af hvert slag mindre. En slagfrekvens p& 1 Hz svarer til en puls pé 60.

Almindeligvis geelder det - i hvert fald for hunde - at nar slagfrekvensen stiger,
s8 pges haldningen af trykkurven ved isovolumetrisk kontraktion og det maksimale
tryk stiger (se figur 4.1). Dette skyldes, at hjertet har kortere tid til at f& den samme

1D. Berger er medforfatter pa fglgende artikler (4, 5, 42].
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mangde blod pumpet ud i det arterielle system, og der derved behgves et stgrre tryk
for at f4 presset denne mzengde blod ud.

Der findes dog en gvre greense for, hvordan trykkurven som funktion af slagfrekvensen
kan se ud, idet der eksisterer en fysiologisk begraensning af den hastighed, hvormed
hjertet kan fyldes og tgmmes, samt en modstand mod udpumpningen, der bla. be-
stemmes af aortas elasticitet?. P4 figur 4.1 er denne gvre graense angivet, idet alle
slagfrekvenser stgrre end 160 slag pr. minut giver omtrent den samme trykkurve.

Der findes ogsd en nedre greense for, hvordan trykkurven kan se ud, hvilket ogsa
ses pd figur 4.1, idet alle slagfrekvenser under 90 slag pr. minut giver omtrent den
samme trykkurve. Nar slagfrekvensen mindskes, er det den diastoliske tid, der bliver
lengere [43].

Det er vist [43], at kurvernes form er uzndret under isovolumetrisk kontraktion
selvom slagfrekvensen endres. Dette er vist ved at normere kurverne (se figur 4.2).
Det er tilmed vist, at selvom slagfrekvensen &ndres med medikamenter eller ved
endring af hjertets blodtilfgrsel, s forbliver den normerede kurve usndret [43].
Dette forteeller os, at vi for et givent volumen kan skalere kurverne, bdde opad og
udad.

1.0 | Normal & Atrial Pacing

08+t
0.8
0.4

0.2

0.0 . . . .
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Ti—normalized Time

Pgp—normizd Developed Press

Figur 4.2 Normeret tryk som funktion af normeret tid ved forskellige slagfrekvenser [43,
p- 138]

4.2 Skalering af den klokkeformede kurve

Hvis vi skal skalere trykkurverne til brug i vores hjertemodel, er det ngdvendigt at
gore det i tre skridt.

1. Vi skal vise, at der er en (linezer) sammenhang mellem klokketiden (tiden fra
klokkens start til klokkens slutning) og slagfrekvensen.

2. Hvis der findes en sddan sammenhang, vil vi kunne benytte parameteren G
(som er et udtryk for hjerteperioden) fra n—m’tegrads polynomiet til at skalere

*Denne modstand er dog ret lille.
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slagfrekvensen med. Vi skal derfor indbygge slagfrekvensen i funktionsudtryk-
ket for n — m’tegrads polynomiet, hvilket ggres ved brug af G.

3. Vi skal skalere det maksimale tryk, si det ogsi bliver afhengigt af slag-
frekvensen. Dette m3 ngdvendigvis ggres uden for den klokkeformede kurve,
da denne i vores og Muliers tilfzelde er normeret.

4.2.1 Sammenhang mellem klokketiden og slagfrekvensen

For at kunne benytte parameteren 8 fra n — m’tegrads-polynomiet til skalering af
slagfrekvensen, har vi vurderet, om der kan antages at vaere en linezer sammenhaeng
mellem slagfrekvensen og klokkens varighed. Vi har lavet et statistisk skema i ap-
pendiks D .4 til disse beregninger.

Som det ses, fandt vi det ganske sandsynligt, at der i hvert fald i et vist fysiologisk
omrade er en linezr sammenhang mellem klokketiden og slagfrekvensen, idet vi fik
en korrelations-koefficient pa 0,98. Den linezre sammenhang er givet ved

ms slag

tklokke = 1065ms — 4, 48 e s
slag/min  min

hvor h angiver slagfrekvensen. Gyldighedsomradet for denne sammenhzang er et om-
réde, hvor klokketiden i det mindste er positiv, det vil sige for slgfrekvenser mindre
end 23852&

min”
At der er en lineser sammenhang mellem slagfrekvens og klokketid for den isovolume-

triske trykbglge betyder, at vi kan bruge klokketiden (og dermed S) til en skalering
af slagfrekvens. ‘

4.2.2 Sammenha®ngen mellem slagfrekvensen og toppunkts-tid

Der kan ud fra betragtningerne i afsnit 4.1 opstilles en sammenhzng mellem slag-
frekvens og tiden til det maksimale tryk, idet vi i figur 4.1 kan aflaese disse veerdier
og indsatte denne viden om maksimale og minimale tryk-tider. Derved fis en kurve,
der er sigmoid, hvilket ses i figur 4.3.

Vi har at benytte en Hill-funktion til at beskrive denne sigmoide funktion, da vi i
afsnit 2.5 allerede har undersggt Hill-funktionen og beskrevet dens indgdende para-
metre.

Hill-funktionen er en funktion, der kun beveeger sig i intervallet [0;1]. Vi har brug
for en funktion, der beveeger sig mellem minimal og maksimal tryk-tid, hvilket vi
kan f& ved indsattelse af en minimum tryk-tid som en konstant, der leegges til Hill-
funktionen (ligning (2.13)) ganget med forskellen mellem maksimal og minimal tryk-
tid. Derved fas

oy

hvor tmin angiver den minimale tryk-tid og t,,; angiver den maksimale tryk-tid.
Fra afsnit 2.5.2 ved vi, at ; angiver medianen og desuden har indflydelse p& kurvens
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T lino1 %
fnG 2 -------
210 J
200 - Ny 4
190
180 F \‘.‘x
170 + 4
160 |- .
150 1 1 1 L e Loe-
40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figur 4.3 Toppunkts-tiden (ms) af trykkurven som funktion af slagfrekvensen (slag per
minut), hvor den maksimale og minimale veerdi af toppunkts-tiden er indsat. Desuden
har vi fittet en Hill-funktion til de givne datapunkter fra figur 4.1, og disse punkter er
angivet med krydser. De yderste to datapunkter har vi selv indsat, for at fA en kurve hvor
minimum trykpunkts-tiden er ca. 150ms og maksimum ca. 220ms [43]. Vi er klar over, at
disse ekstremum-veerdier kun gealder inden for et vist interval af slagfrekvensen, men er ud
fra vores data ikke i stand til at preaecisere dette interval.

heldning. Vi ved ogs, at parameteren v; angiver hzldningen af kurven, hvor store
veerdier af 14 medfgrer en storre hzldning.

Til fitning af vore data har vi fiet parametervaerdierne angivet i tabel 4.1.

parameter | veerdi
tp,min 150
tp,maz 220

6; 110,5
v 11,1

Tabel 4.1 Parameterveerdier for Hill-funktionen, der beskriver toppunkts-tiden som
funktion af slagfrekvensen og er afbildet i figur 4.3. De beregnede vaerdier er fremhaevet.

For n —m’tegrads polynomiet gzlder det ifglge ligning (2.18), at toppunkts-tiden er
givet ved;

Bn + am

tp = ———
n+m

g

8 = (n +m)t, — am

n

Da vi kender en sammenhzng mellem toppunkts-tiden og slagfrekvensen, kan 8
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beskrives ved hjelp af slagfrekvensen;

B(h) = (n+ m)t,;fh) —am

Séledes er det nu slagfrekvensen, der bestemmer veerdien af 3, idet ¢,(h) er bestemt
af denne igennem ligning (4.1).

4.2.3 Sammenhaengen mellem slagfrekvensen og toppunkts-tryk

Der kan ud fra betragtningerne i afsnit 4.1 ogsd findes en sammenhang mellem
slagfrekvensen og det maksimale tryk, idet vi i figur 4.1 ogsa kan afleese disse veerdier
og anvende vores viden om maksimale og minimale tryk. Derved fis igen en kurve der
er sigmoid (se figur 4.4), hvor vi dog har méttet indsaette de to yderste datapunkter
for at f& de gnskede veerdier for maksimum- og minimumtryk.

220 T T ——= —
T line1
7,x x ling 2 «-=----
210+ /
200 | H 4
190 | ¥
180 |
170 |
160 : ety . , . : .
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Figur 4.4 Toppunkts-trykket (mmHg) af trykkurven som funktion af slagfrekvensen (slag
pr. minut), hvor den maksimale og minimale veerdi af trykket er indsat. Desuden har vi
fittet en Hill-funktion til de givne datapunkter (se figur 4.1). Vi har selv indsat de to yderste
datapunkter, for at fa funktionen til at have de gnskede maksimum- og minimumsvardier
[43). Vi er klar over, at disse minimum- og maksimumvardier kun gzlder inden for et
vist interval af slagfrekvensen, men er ud fra vores data ikke i stand til at preecisere dette
interval.

I dette tilfeelde vil vi ogsd benytte en Hill-funktion til beskrivelsen af kurven, men vi
vil benytte den voksende Hill-funktion, som den ser ud i ligning (2.12).

Ligesom i afsnit 4.2.2 er vi her ngdt til at skalere Hill-funktionen, da den ellers kun
bevaeger sig i intervallet [0;1]. Derved fas;

hv»
pp(h) = Pp,min + m(pp,maz — Pp,min) (4.2)
hvor ppmin angiver minimum toppunkts-tryk 0g ppmaer angiver maksimum
toppunkts-tryk.

Parameterveerdier til datafitning er angivet i tabel 4.2.
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parameter | veerdi
Dp,min 160
Pp,maz 220
6, 100,1
Vp 16,2

Tabel 4.2 Parameterveerdier for Hill-funktionen, der beskriver toppunkts-trykket som
funktion af slagfrekvensen og ses afbildet i figur 4.4. De beregnede vaerdier er fremhzvet.

4.3 Hjertefunktionen som funktion af slagfrekvensen

Vi ville meget gerne indbygge den sigmoide funktion i vores version af Muliers model.
Dette er desveerre ikke umiddelbart muligt, da de data, vi har benyttet til beregning
af den sigmoide funktion, ikke er de samme som Muliers data. Det er nogle andre
hunde, der er malt pa, og det er derfor nogle anerledes resultater. I Muliers data
er den systoliske klokketid cirka 0,6s, og i de data vi har benyttet i dette kapitel
ligger den mellem 0,3s og 0,5s. Derfor er de to modeller ikke kompatible med hensyn
til parameter-vaerdierne. Vi mener dog, at det vil veere muligt at overfgre de gene-
relle trek ved de sigmoide funktioner til Muliers model ved at variere de indgiende
parametre.

4.3.1 Toppunkts-tiden som funktion af slagfrekvensen, t,(h)

Variation af toppunkts-tiden som funktion af slagfrekvensen, ¢,(h), har vi indsat i
Muliers model som en faktor, der nar slagfrekvensen er 60 slag per minut, skal veere
lig toppunkts-tiden for Muliers fjerde klokkeformede kurve, hvilket i figur 1.1 kan
afleeses til £,(60) = 0, 28.

For at f3 en realistisk spredning p& de maksimale og minimale toppunkts-tider har
vi antaget, at den har den procentvist samme spredning, som vi fandt i afsnit 4.2.2.
De nye minimum og maksimum parametervaerdier er angivet i tabel 4.3.

Oprindelig Normeret Vores
Parameter | Veerdi | Parameter | Vaerdi | Parameter | Veerdi
b min 146,6 | tmpmin 0,800 | fmin 0,224
ty maz 921,0 | tnmas 1,202 | tmaz 0,336

Tabel 4.3 Nye parameterveerdier for Hill-funktionen, der benyttes nar slagfrekvensen
indbygges i hjertefunktionen. Vi benytter de normerede vaerdier multipliceret med den
gennemsnitlige veerdi p& 0,28, som Mulier har fra sin fjerde klokkeformede kurve p& figur
1.1.

Nu mangler vi kun at bestemme to parametre i den tidsafheengige Hill-funktion, 6;
og v¢. 0; angiver medianen, som i dette tilfzelde er sat til 60 slag per minut, da vi
antager, at Muliers observationer er mulige at skalere lige langt op og ned. v; har vi
endnu ikke faet en ny veerdi for, s& vi benytter til en start den veerdi, vi fik i afsnit
4.2.2.
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P4 figur 4.5 ses den sigmoide Hill-funktion, som vi benytter til skalering af Muliers
model.
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Figur 4.5 Toppunkts-tiden (ms) som funktion af slagfrekvensen med vores parameterveer-
dier indsat.

4.3.2 Toppunkts-trykket som funktion af slagfrekvensen, Pp(h)

Variation af toppunkts-trykket som funktion af slagfrekvensen, p,(h), har vi indsat i
Muliers model som en faktor, der nar slagfrekvensen er 60 slag per minut, skal vaere
lig 1 (pp(60) = 1).

Da vi ikke har andre slagfrekvens-data fra Mulier, har vi antaget, at der er den
samme procentvise afvigelse p4 toppunkts-trykket i de to tilfzelde. Dermed har det
veeret relativt nemt at finde de nye parameterveerdier af minimum og maksimum

toppunkts-trykket, da det blot er de relative udslag, vi skal bruge. Disse beregnede
veerdier har vi kaldt normerede i tabel 4.4.

Oprindelig Normeret
Parameter | Veerdi | Parameter | Veerdi
Ppmin 159,4 | pnmin 0,842
DPp,mazx 219,0 Pn,mazx 1,158

Tabel 4.4 Nye parameterveerdier for Hill-funktionen, der benyttes nir slagfrekvensen
indbygges i hjertefunktionen. Vi benytter de normerede vardier i funktionen.

De sidste to parametre er 6, og vp. 8, angiver medianen, og da vi tror, at Muliers valg
af slagfrekvens ligger midt imellem minimum og maksimum toppunkts-tryk, saetter
vi 6, = 60.

Den sidste parameter v, bestemmer dels heldningen af den sigmoide funktion og
dermed ogsa intervallet, hvori toppunkts-trykket varieres. Denne har vi ladet veere
det samme, som den var i [43].
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Med disse parameterveerdier har vi fiet den sigmoide Hill-funktion, som er afbildet
i figur 4.6.
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Figur 4.6 Toppunkts-trykket (mmHg) som funktion af slagfrekvensen med vores
parameterverdier indsat.

4.4 Model med slagfrekvens

Vores ventrikeltryksmodel (ligning (3.11)) hvor slagfrekvensen er indbygget, er givet
ved

Po(t, Vo, h) = a(V, — b) + (cV; — d)py(R)ps2 (%), (4.3)
hvor
st e D)
Ps2(t) = e (4.4)

0 ellers
hvor pp(h) ligesom i ligning (4.2) er givet ved

h¥»
Pp(h) = Prnmin + W(Pn,max — Pn,min) (4.5)

og hvor B(h) ligesom i ligning (4.2) er givet ved

(n+m)ty(h) — am
n

B(h) =

hvor #,(h) ligesom i ligning (4.1) er givet ved

143

)
tp(h) = tmin + m(tmaz = tmin) (4.7)
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4.5 Fitninger af forskellige slagfrekvenser

Efter nu at have opskrevet modellen, s& den kan beskrive forskellige slagfrekvenser,
vil vi vise et par plot, der demonstrerer, at modellen virker. De anvendte parameter-
veerdier er vist i tabel 4.5.

Parametre til Parametre til

klokken slagfrekvensen
navn | verdi navn | veerdi
0,0013 v 9,9
1 0; 60
1,12 Up 17,5
40 Oy 60

0,0764 | tmin | 0,798
2,0502 | tmew | 1,202
3,6866 | Dmin | 0,842
100/125 || pmaz | 1,158

<3seaocoe

Tabel 4.5 De anvendte parameterveerdier for de to plot i figur 4.7 og figur 4.8.

Vi har valgt at plotte funktionen for to forskelige volumener, hver med syv forskellige
slagfrekvenser. Disse ses pa figur 4.7 og figur 4.8. De to figurer har samme skalering
pa akserne, hvilket ggr det lettere at sammenligne dem.

140
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Figur 4.7 Trykket i ventriklen ved syv forskellige slagfrekvenser (linie 1 svarer til 20 slag
per minut, linie 2 = 40, linie 3 = 50, linie 4 = 60, linie 5 = 70, linie 6 = 80, linie 7 = 100 og
volumenet er 100ml). Kurve 1 og 2 er nzsten ens, og det tilsvarende er tilfzeldet for kurve
6o0g7.

Det ses af figurerne, at der er en sigmoid beskrivelse af toppunkts-tiderne/ trykkene
Hermed mener vi at have indbygget slagfrekvensen i hjertefunktionen.



76 Hjertefunktionens afh=ngighed af slagfrekvensen

140

120 b

100

80

60

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 07 0.8

Figur 4.8 Trykket i ventriklen ved syv forskellige slagfrekvenser (linie 1 svarer til 20 slag
per minut, linie 2 = 40, linie 3 = 50, linie 4 = 60, linie 5 = 70, linie 6 = 80, linie 7 = 100
og volumenet er 125ml.

4.6 Verificering af modellen

Det er et meget spinkelt datagrundlag vi har for denne udvidelse af modellen. Stort
set al information er fra figur 4.1. Derfor ville det veere gnskeligt at f& verificeret
modellen med flere data og derved f4 fittet nogle bedre parametre. Vi mener dog, at
den grundleggende idé omkring den sigmoide funktion er reel nok, da den bunder i
fysiologiske argumenter.

For at f& en bedre verificeret model, ville det veere ngdvendigt med maélinger af
toppunkts-tid og -tryk til forskellige slagfrekvenser (og volumener). Derved ville der
kunne opnas specifikke veerdier af parametrene pn min, Pn,mazs tmin: tmaz: 0p, Ot, Vp 08
v, som alle har en fysiologisk betydning.

Desuden er der en vis usikkerhed i aflaesningen af data fra figur 4.1, iseer med hensyn
til definitionen af hvornar klokketiden slutter (hvor funktionen igen er ‘nul’), hvilket
ngdvendigvis m vaere et bevidst valg taget af den, der aflaeser dataene.

Endelig er det et problem, at de anvendte malinger er foretaget pd hunde, hvor visse
fysiologiske stgrrelser er veesentligt anderledes end for mennesker. Eksempelvis er
menneskets slagvolumen normalt lavere, hvilket betyder, at de valgte volumener i
figurerne 4.7 og 4.8 burde have veeret lavere (ca. 70ml). Ogsé slagfrekvensen er hos
mennesker normalt lavere end for hunde.
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5 Windkesselmodeller

Der findes to typer modeller til beskrivelse af arteriesystemet. Den ene er en distribu-
eret model, hvor man valger at se arteriesystemet som et uendeligt langt elastisk rgr
med en endelig puls-bglge hastighed, hvormed der menes at puls-bglgen ‘vandrer’ ud
i systemet, og derfor kan have forskellige hastigheder i de forskellige dele af systemet.
I systemet ses desuden lokale compliancer, som de vaesentligste faktorer for tryk-flow
forholdet [42]. Et eksempel p3 en distribueret model af arteriesystemet findes i M.
Olufsens PhD. afhandling (36], hvor trykket i forskellige dele af det cardiovaskuleere
system beskrives seperat.

Den anden model er windkesselmodellen, som er en lumped parameter model, der
blev introduceret af O. Frank i 1899 [48]. I denne model ser man arteriesystemet som
en beholder med endelige leengder og med uendelig puls-bglge hastighed, hvormed
der menes, at bglgens hastighed gjeblikkeligt er den samme overalt i systemet. At
puls-bglge hastigheden regnes som uendelig kommer af, at det antages, at trykket
er det samme gennem alle de lange arterier. I windkesselmodellen er det en global
compliance (en midlet stgrrelse) der har betydning for tryk-flow forholdet.[42]

Forskellen pa de to mader at beskrive arteriesystemet pé ligger altsd dels i, om puls-
bglge hastigheden ses som endelig eller uendelig, og dels om man ser pd systemet
med globale stgrrelser eller med lokale stgrrelser. Saledes kan man ved at diskretisere
en distribueret model f& et antal windkesselmodeller i serie.

Vi har valgt at benytte windkesselmodellen som model af det arterielle system, da
vi ikke er interesserede i, hvad der sker ude i systemet. Vi skal blot bruge en simpel
model af det system, som hjertet pumper ud mod, da det er hjertet vi vil beskrive.

Definitionen pé en windkesselmodel er:
¢ En windkesselmodel er en model af en ‘elastisk pose’. [26]

Det ses ofte, at denne ‘elastiske pose’ beskrives ved hjelp af et elektrisk kredslgb, hvor
der som minimum indglr en modstand og en kondensator i en parallelforbindelse.
Dette kan ggres, fordi der findes en analogi mellem elektriske og hydrauliske kredslgb,
hvilket vil blive forklaret nermere i afsnit 5.1. Hvis der ikke er andre elementer
involveret, kaldes det en to-element windkesselmodel. Der findes ogsd bade tre og
fire-element windkesselmodeller, hvor der indgir henholdsvis tre og fire elektriske
elementer (her er det en induktans, der medtages).

Ideen med at benytte en windkesselmodel er, at man ved brug af oplysninger om
trykket og flowet, vil kunne sige noget om eksempelvis systemets compliance. Dette
kan i bedste fald benyttes til at sige noget om, hvordan systemet vil reagere i andre
situationer(27].
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Vi vil fgrst beskrive analogierne mellem elektriske og hydrauliske kredslgb, fgr vi
ser naermere pd den windkesselmodel, der ligger til grund for vores windkessel- og
cv-model.

5.1 Elektriske/hydrauliske analogier

Inden vi ser p& analogier inden for begreberne og inden analogierne benyttes til at
beskrive de fysiske love, skal vi lige minde om, at analogierne kun gelder, fordi blodet
regnes som usammentrykkeligt og som en newtonsk! vaeske. Nar vaesker ikke regnes
for usammentrykkelige og newtonske, er der flere andre ting, der ggr sig geeldende
end dem, vi her beskriver. Ikke-newtonske vaesker opfgrer sig forskelligt og er ikke s&
forstdede som newtonske veaesker. Dette skyldes blandt andet, at det er langt mere
komplicerede ligninger, der skal til for at beskrive ikke-newtonske vaesker. Nar vi
antager at blod er Newtonsk, er det ikke en grov approksimationen. Antagelsen er
da ogsé almindeligt anerkendt [1]. Blods sammentrykkelighed er angivet i afsnit B.1.

5.1.1 Elektriske/hydrauliske analoge begreber

Néar vi kan snakke om analogier mellem elektriske og hydrauliske begreber skyldes
det, at man kan opstille de samme ligninger mellem de forskellige begrebsvariable i
de enkelte systemer, og at der er en forstielsesmaessig sammenlignelighed.

I tabel 5.1 ses en skematisk fremstilling af de forskellige analogier, samt de symboler,
der normalt benyttes inden for de forskellige fagomrader.

hydraulisk begreb | elektrisk begreb
tryk p .| U speending
impedans R R modstand
volume V Q ladning
flow F I  strgmstyrke
compliance C C kapacitans
inertans L L induktans

Tabel 5.1 I tabellen ses de forskellige analogier mellem begreber fra hydraulikken og fra
elektricitetsleeren.

Dette afsnit skal ikke forklare, hvorfor denne analogi findes, men blot at ggre laese-
ren opmarksom pé, at den er der, s& laseren i afsnit 5.1.2 er parat til at benytte
analogierne til at oversaette de fysiske love til hydrauliske love.

Stremstyrke ~ flow
I fysikken er strgmstyrke defineret som

_dQ
— dt
'En newtonsk vaeske er en vaeske hvorom det galder, at shear stress (gnidning) er proportional
med hastigheds-gradienten; r = udv/dt. [1].
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det vil sige den ladningsmangde dQ, der gennemlgber et kasse-element i et tids-
rum df. Strgmstyrke svarer i hydraulikken til at flowet, F, og ladningen svarer til
volumenet, V. Ved at indsaette disse hydrauliske begreber fis sammenhangen:

av
F=— (5.1)

Dette er ogsd let at se, idet et flow ind og ud af et kasse-element ma medfere en
endring af volumenet. Hvis der eksempelvis er lgbet mere ind end ud, vil der have
veret et effektivt flow (under forudseetning af, at omgivelserne ikke har sendret sig).
Begrebsmaessigt kan man se parallellen i, at strgmstyrke er en mangde (ladning),
der lgber, og flow er en mangde (et vaskevolumen), der Igber.

Speending ~ tryk

Ligesom strgmstyrke er spaending et af grundbegreberne, som danner grundlag for
definitioner af andre begreber. Spandingsforskel symboliseres oftest ved et U, og
svarer i hydraulikken til trykforskellen p i en veeske.

Kapacitans ~ compliance

Desuden findes kapacitansen, C, defineret ud fra ladningen, Q, og spzndingsforskel-
len, U. Hvis denne ligning differentieres, fis kapacitansen istedet som funktion af
strgmstyrken, hvis definitionen pa strgmstyrke benyttes. Dette er gnskeligt, da vi
gnsker at se pd kapacitansen som funktion af henholdsvis U og I. Derved fas for
kapacitorer:

Q = CU

T
Q _ aUu _ .
5 =03 =CU

Ved at benytte analogierne i tabel 5.1 fas:
F=Cp (5.2)

Denne ligning siger, at flowet, F, er afheengigt af trykforskellen, p, og compliancen,
C, som er det inverse af elastancen og derfor angiver rorets elasticitet [13]. Dette
kan man ogsd overbevise sig om relativt let, da en stor trykendring ngdvendigvis
medfgrer et ndret flow, og da elasticiteten af rgret ogsa har indflydelse. Jo stivere
rgret er, jo mindre vaeske vil kunne oplagres i rgret under et gget tryk. En mere
detaljeret udledning ses i Rideout [44].



82 Windkesselmodeller

Induktans ~ inertans
Induktansen som funktion af U og I er i et elektrisk kredslgb givet ved:
d?2Q dr

U=Ld—t2—=LE=LI

Dette svarer ifglge tabel 5.1 til:
p=LF

I hydraulikken betyder inertansen det samme som vaeskens inerti — det vil sige mas-
sens treeghed overfor acceleration [13]. Inertansen tillader, at der kommer en fase-
forskydning mellem tryk og flow, idet blodet far mulighed for at accelerere istedet
for at det momentant far en given hastighed [27]. Ved en given trykforskel vil en hgj
inertans (sveer at sztte igang) give et lille flow og omvendt vil en lille inertans (let
ved at komme igang) give et stort flow.

5.1.2 Elektriske/hydrauliske analoge love/sammenhange

I mange hundrede &r har man kendt til de love, der beskriver elektriske kredslgb, og
da man senere har fundet analogien mellem elektriske og hydrauliske kredslgb, er det
muligt at beskrive hydraulikken ved brug af elektriske kredslgb. Derfor har vi ogsé
valgt at tage udgangspunkt i fysikkens love for elektriske kredslgb, for at forklare de
hydrauliske sammenhange.

Ohms lov

Fra fysikken kendes Ohms lov, som siger at speendingsforskellen er lig modstanden
gange strgmstyrken. Ohms lov benytter vi p4 den Ohm’ske modstand R:

AU = RI

I hydraulikken er det ensbetydende med, at
Ap = RF (5.3)

Dette betyder, at for en given trykforskel vil en stgrre modstand medfere et mindre
flow. Dette gzlder kun ved laminar strgmning.
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Kirchhoffs to love

Kirchhoff har beskrevet to love, der siger noget om elektriske kredslgb.

¢ Kirchhoffs fgrste lov: Summen af alle strgmme, der gér til et knudepunkt,
er lig summen af de strgmme, der forlader knudepunktet [35].

Det som Kirchhoffs forste lov fortaller er, at der ikke forsvinder strgm. Hvis en

ledning deler sig i to, vil strgmmen ogsd dele sig i to dele, som sadvanligvis ikke er
lige store.

Kirchhoffs fgrste lov kan for et system i et knudepunkt skrives som:

n
> 1=
0

hvor strgmmene regnes med fortegn. Strgmstyrke svarer til flow i hydrauhkken (se
tabel 5.1). Derved fis for hydraulikken;

> Fn=0 | (5.4)

Kirchhoffs ferste lov siger altsd, at der ikke forsvinder noget flow — hvilket er for-
ventet, hvis det ydre system ikke endrer sig. Den vaske, der lgber ind til et punkt
lgber ogsa ud fordelt over de forskellige udgange og indgange.

e Kirchhoffs anden lov: I en lukket elektrisk kreds vil summen af alle elek-
tromotoriske kraefter, € (spsendingskilderne) og summen af alle de potentielle
endringer, U, over modstande eller andre kredslgbselementer vare lig nul[35].

Dette kan matematisk skrives som:

n n
Z Un + Z en=20

0,kreds 0,kreds

I hydraulikken svarer dette til, at trykeendringen i et kredslgb er lig nul. Dette er
ogsé logisk, da man ikke kan forestille sig et punkt, hvori der er to forskellige tryk.

I elektricitetsleeren geelder det, at ledningerne regnes som modstandsfrie, saledes
at der ikke er noget spzndingsfald over disse. Dette ggres da modstanden i disse
er relativt meget mindre end modstanden i de forskellige elementer. Det svarer i
hydraulikken til, at der ikke regnes med noget tryktab, nar en vaeske lgber uhindret
gennem et rgr eller lignende. Dette er selviglgelig en approksimation, men den kan
laves, hvis man forestiller sig at samle modstanden gennem kredslgbet ét sted og lade
resten af systemet veere gnidningsfrit.
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Dioder

En diode i et fysisk kredslgb fungerer som en kontakt, der sgrger for at strgmmen
kun kan lgbe den ene vej. Dioden i sig selv har ingen indre modstand. I hydraulikken
kan dette beskrives ved en klap, der 4bner og lukker for en veeskestrgm.

5.2 To-, tre- og fire-element windkesselmodeller

Der findes bade to-, tre- og fire-element windkesselmodeller. Som beskrevet indled-
ningsvis var det O. Frank der i 1899 fgrst fandt p3 at beskrive det perifzere arte-
riesystem med en to-element windkesselmodel (se figur 5.1.a). Ved hjzlp af denne
model fik man indsigt i forskellige veners betydning for opfyldning af hjertet, samt
idéer til hvordan man pa forskellige méder kunne estimere compliancen. Der var dog
flere problemer med to-element windkesselmodellen, idet den ikke var god til at ef-
terligne systemets input impedans. Desuden fik man urealistiske aorta-tryk kurver,
fordi blodmassen gjeblikkeligt har en hastighed, og ikke langsomt accelereres op til
den opndede hastighed, som man ser det i virkeligheden [48].

Rg
Lo +e ROTLS Lot Ll

a b c

Figur 5.1 a) En to-element windkesselmodel som beskrevet af Frank. b) En tre element
windkesselmodel som beskrevet af Westerhof m.fl. c) en fire-element windkesselmodel som
beskrevet af Stergiopulos m.fl. [48]

11971 introducerede Westerhof m.fl. en tre-element windkesselmodel, hvor det ekstra,
element var en karakteristisk aorta-impedans sat i serie med den oprindelige wind-
kesselmodel (se figur 5.1.b). Denne tre-element windkesselmodel var i stand til at
producere realistiske data for tryk og flow, dog kun med parametre der adskiller
sig fra vaskulere estimerede betingelser. Til trods for dette, er det idag den mest
accepterede méde at beskrive arteriesystemet pa. [48]

Der findes ogsa eksempler pi fire-element windkesselmodeller, blandt andet i artik-
lerne [28] og [48]. Her er der sat en inertans i parallelforbindelse med den karakteri-
stiske aortaimpedans (se figur 5.1.c). Herved fés en statistisk bedre model i form af
bedre resultater af aorta-flow og -tryk, hvilket man ogsi ma forvente nar man iseetter
et ekstra element (da modellen bliver mere fleksibel) [28]. I begge artikler gzelder det
til gengeeld, at det ikke har nogen stgrre betydning for parameterestimaterne, idet de
er stort set uforandrede. Parametervaerdierne er i de to artikler meget forskellige, men
der er ingen af dem, der ligger taettere p4 de virkelige estimerede veerdier, end andre
[28]. Da vi gerne vil have si simpel en model som muligt for bedre at kunne forklare
de enkelte parametre fysiologisk, valger vi derfor tre-element windkesselmodellen.
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Det helt store problem ved at modellere det cardiovaskulere system gennem en hel
hjerte-cyklus er den diskontinuitet, der kommer p& grund af aortaklappen [8]. Dette
problem lgses i flere tilfzelde ved at dele cyklussen op i flere faser (se f.eks. [17], [18]).
For at beskrive den samlede cyklus bliver man derved ngdt til at sikre sig en vis
kontinuitet i de punkter, hvor de forskellige faser mgdes. Andre vaelger i modsatning
til dette kun at modellere en del af hjerte-cyklussen.

Af dette afsnit kan det virke meningslgst at snakke om forskellige tre-element wind-
kesselmodeller, idet de er ganske veldefinerede. Nar vi alligevel snakker om forskellige
tre-element windkesselmodeller refererer det til, hvordan resten af det cardiovasku-
leere system beskrives, og hvordan ligningerne fremstilles.

5.2.1 Windkesselmodeller, arterielle kredslgb og elektriske kreds-
lgb

Da det nu er vist, at der findes analogier mellem hydrauliske og elektriske kredsigbs
begreber og love, vil vi se hvorledes dette kan bruges til at lave en windkesselmodel
af det arterielle system.

Trykket i det arterielle system varierer alt efter hvor i kroppen man ser. P4 figur
5.2 ses trykvariationerne i det cardiovaskulare system beskrevet meget detaljeret,
hvilket kan bruges til at beskrive systemet med en distribueret model.
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Figur 5.2 Trykvariationer i det cardiovaskulare system [34].

Det ses ogsa, at man overordnet kan se fire trykvariationsperioder i systemet; 1)
Trykvariationen er konstant imellem 80-120 mmHg i venstre ventrikel og ud til de
sm3 arterioler, 2) herefter falder det nzesten linezert til 0 mmHg i de sm4 vener, 3)
og forbliver neesten nul, indtil det 4) hurtigt stiger inde i venstre atrium og ventrikel.

Det er kun selve det arterielle system, der modelleres ved en windkesselmodel, det
vil sige systemet fra blodet har forladt venstre ventrikel til det kommer ind i hgjre
ventrikel. Denne del af systemet er beskrevet ved de fgrste tre punkter. Windkessel-
modellen skal derfor beskrive, hvordan trykket fra at vaere konstant falder til at veere
pul. Da windkesselmodellen samtidig er en model af en elastisk pose, indeholder den
ogsd en beholder i systemet, der kan opbevare blodet.

Den simpleste made at beskrive dette pa elektrisk ses i figur 5.1.a., hvor der er en
kondensator og en modstand i parallelforbindelse — hvilket netop er en to-element
windkessel model. Ved at udvide modellen til en tre-element windkessel opnés ogsd
mulighed for beskrivelse af et tryktab i aorta og de store arterier, hvilket kan virke
overflgdigt, nr man ser pa figur 5.2. Ved at se pa disse trykvariationer i systemet
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kan det ses, hvorfor det arterielle system kan beskrives ved brug af en windkessel
model.

Vi vil nu g over til at se p& en windkesselmodel opstillet af Michael Danielsen, da
den er opbygget til at kunne benytte Muliers hjertefunktion, og derfor ligger til grund
for vores windkesselmodel.

5.3 Danielsens tre-element windkesselmodel

Danielsen benytter en tre-element windkesselmodel til at beskrive det arterielle sy-
stem med, og den er dannet ud fra Rideouts windkesselmodel [44], hvor den er zndret
til netop at kunne indbygge Muliers hjertefunktion?. Danjelsens windkesselmodel ses
pé figur 5.3. Ry beskriver impedansen i aorta, som skyldes den gnidning, der er mel-
lem blodet og vaeggen af aorta, almindeligt trykfald mv. R; er det arterielle systems
modstand, der skyldes gnidningen i systemet mv. P& grund af R, falder trykket til
et referencetryk, som kan szettes til 0, hvilket er symboliseret ved jordforbindelsen.
C; er systemets compliance (‘blod-beholder’). Tilsammen udger Ry, Rs og Cs selve
windkesselmodellen.
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Figur 5.3 Danielsens tre-element windkesselmodel, som beskriver blodkredslgbet. Kredsen
leengst til venstre beskriver hjertet, mens det resterende beskriver blodets strgmning gennem
resten af det arterielle system.

For at kunne beskrive resten af det cardiovaskuleere system, er hjertet ogsd beskrevet.
I beskrivelsen af hjertet findes to trykgeneratorer P, og Py(t,V,). Py(Vy,t) er den
trykgenerator, der trykker blodet ud i aorta og derfra ud til hele systemet, nir
trykket inde i ventriklen er stgrre end det er i aorta. P4 grund af hjerteklappen
mellem ventriklen og aorta — beskrevet ved dioden - kan blodet ikke lgbe den anden
vej, nar trykket i aorta bliver stgrre end det er i ventriklen. I modellen ses bort fra
hgjre ventrikel og lungekredslgbet. Dette har ingen betydning hvis vi indfgrer en
trykgenerator, der svarer til fyldningstrykket, som sgrger for, at venstre ventrikel
fyldes op med blod igen. Desuden findes i hjerteboksen en indre modstand, R;,, som
blandt andet skyldes, at der er en gnidningsmodstand nir blodet strgmmer ind i
ventriklen. Dioden i hjertet symboliserer den hjerteklap, som sikrer at strgmmen af
blodet kun kan lgbe den ene vej.

%I Rideouts model er der istedet for spaendingskilden p, indsat en variabel compliance, som ger
det muligt at oplagre blod i hjertekammeret.
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P4 figuren (5.3) er der ogs3 angivet de flow, der findes forskellige steder i systemet.

Til at beskrive denne meget simple model af arteriesystemet og resten af det car-
diovaskulere system har Danielsen angivet to differentialligninger og en formel for
trykket i aorta. Dem vil vi udlede ved hjzlp af de analoge begreber og love vi beskrev
i afsnit 5.1

5.3.1 Systemets ligninger

Systemet, som Danielsen beskriver, ses p figur 5.3. De tre differentialligninger, han
benytter til beskrivelsen, vil vi udlede nedenfor.

Den perifzre tryksendring
Ved udledningen af den perifere trykeendring, tages udgangspunkt i Kirchhoffs fgrste
lov i den hydrauliske version (ligning (5.4)). Hvis man star i et af de to knudepunkter
uden for hjertet, haves fglgende:

Fo=F;+ F,

De farste to flow findes ved hjelp af Ohms lov (ligning 5.3);

FO — Pv};OPs
og
F, = R,

Flowet over compliancen findes ved hjlp af ligning (5.2)

F.=C,P,

Ved at indseette disse tre flowligninger i Kirchhoffs fgrste lov og regne lidt, fas:

R; + Ry 1

P="Rrrc.” " R,

Py(t,Va) (5.5)

Dette er netop den ligning, som Danielsen benytter til beskrivelsen af den perifsere
tryksendring. Ligningen geelder dog kun nir aortaklappen er &ben.

Flowet i ventriklen

Flowet ud af ventriklen, Fy, er lig volumenandringen af hjertet og findes udfra Ohms
lov brugt over modstanden Ry givet ved:

dV; 1 1
Fo= g =gh - ghth=-F (5.6)

Ligningen gaelder kun, nar klappen er aben.




88 Windkesselmodelier

Trykket ved aortaklappen nar klappen er aben

Trykket ved aortaklappen findes direkte fra ligning (5.6), hvor det blot er benyttet,
at P, = P,, hvilket naturligvis geelder, nar klappen er &ben;

P, = P, — RyF, (5.7)

5.3.2 Kritik af Danielsens ligninger

Det ville have veeret rart, hvis Danielsen havde gjort opmarksom p3, hvorfor han
har valgt de ligninger han har til beskrivelse af systemet, samt hvad deres gyldig-
hedsomrade er. Det vil sige defineret hvornar de forskellige ligninger er gzldende og
indbygget klapperne.

Det beskrives ikke, at han kun beskaftiger sig med en del af det system, som hans
figur angiver; hjertes indre ikke er inkorporeret i ligningerne.

Arsagen kan vere, at det er en gangs notation for ingenigrer, og Danielsen er ud-
dannet ingenigr. Vi mener dog at det letter forstéelsen, hvis det angives, hvornar de
forskellige ligninger er gaeldende og hvilke man skal bruge til sin beskrivelse, men det
kan ogs skyldes, at vi ikke er vant til at leese Qen notation, som Danielsen benytter.

I kapitel 6 vil vi med udgangspunkt i Danielsen ligninger opskrive de ligninger, vi
har benyttet i det cardiovaskulare system.




6 Den cardiovaskulaere model

Vi vil i dette kapitel koble en simpel windkesselmodel (som beskrevet i afsnit 5.3) pa
den isovolumetriske ventrikuleere hjertefunktion (som beskrevet i afsnit 3.4). Denne
sammenkobling danner en cardiovaskuleer model, hvor hjertet far lov at pumpe ud
mod det arterielle system.
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Figur 6.1 Trykket i ventriklen (mmHg) som funktion af tiden (s) ved henholdsvis
isovolumetrisk (x) kontraktion og almindelig udpumpning (+) til det arterielle system.
Kurvepunkterne er opnéet ved henholdvis den cardiovaskulare model og den isovolumetriske
ventrikeltryksmodel.

Forskellen p4 et isovolumetrisk og almindeligt hjerte ses pa figur 6.1. Det ses, at
trykket i det isovolumetriske hjerte i store dele af den systoliske periode er hgjere
end for det almindelige hjerte. Dette er som forventet, da trykket inde i hjertet
begynder at falde, n&r hjerteklappen abnes, og blodet strgmmer ud.

Det ses ogsé i den sidste del af den systoliske periode, at trykket i det almindelige
hjerte ligger under dets normale diastoliske niveau. Det skyldes, at hjertet i denne
periode har et mindre volumen, idet der er en del blod, der er strgmmet ud. Nér
volumenet er mindre, er det diastoliske tryk ogsd mindre.

Nar et almindeligt hjerte traekker sig sammen, gges trykket i venstre ventrikel, og
ndr dette tryk overstiger trykket i aorta, &bnes hjerteklappen og blodet strgmmer
ud. NAar trykket inde i hjertet bliver mindre end i aorta lukkes hjerteklappen igen,
og blodstrgmmen ud af hjertet stopper. En beskrivelse af hjertets cyklus kan derfor
opdeles i flere faser, som vi vil beskrive nsermere nedenfor.
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6.1 Hjertets fem faser

En hjertecyklus kan opdeles i fem faser; isovolumetrisk kontraktion, udpumpning,
isovolumetrisk relaxation, fyldningsfase og afslapningsfase. De fem faser kan ses pa
figur 6.2, som illustrerer henholdsvist trykket i ventriklen og i aorta, samt volumenet
i ventriklen.
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Figur 6.2 Trykket (mmHg) som funktion af tiden (s) malt i ventriklen, + , og i aorta, x,
og volumenet (ml) malt i ventriklen, . Forste fase (F1) er den isovolumetriske kontraktion,
anden fase (F2) er udpumpningsfasen, tredie fase (F3) er isovolumetrisk relaxation, fjerde
fase (F4) er fyldningsfasen og femte fase (F'5) er afslapningsfasen.

Vi vil beskrive de fem faser hver for sig. En mere fysiologisk beskrivelse af faserne
findes i afsnit B.3. Til hver af beskrivelserne opskriver vi to differentialligninger
af henholdsvis trykendringen i systemet id’-:i og volumengndringen af ventriklen,
%. Sammen med den isovolumetriske trykmodel for hjertets venstre ventrikel,
P,(t,Vy, h), er disse ligninger tilstreekkelige til at beskrive hele systemet.

Ligningerne for blodkredslgbet tager udgangspunkt i Danielsens ligningssystem, som
er beskrevet i afsnit 5.3. For at ggre det lettere at huske, hvad de enkelte parametre
er, har vi indsat figur 5.3 af Danielsens system igen. Den ses i figur 6.3.

6.1.1 Isovolumetrisk kontraktion

Den isovolumetriske kontraktion begynder, nér hjerteklapperne er lukkede og hjertet
bliver aktiveret. Da ventriklen er en lukket beholder, medfgrer dette, at trykket i
ventriklen, P,(t,V,,h), stiger, mens volumenet forbliver konstant. Dette ses p4 figur
6.2 i den forste fase (F1).

Differentialligningerne, der beskriver isovolumetrisk kontraktion, er:

= —= (6.1)
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Figur 6.3 Danielsens tre-element windkessel model, som beskriver blodkredslgbet. Kredsen
leengst til venstre beskriver hjertet, mens det resterende beskriver blodets strgmning gennem
det arterielle system.

av
—_— = 2

I ligning (6.1) ses det, at trykeendringen i systemet kun afhaenger af systemets ydre
parametre. Dette skyldes, at hjerteklappen er lukket, og det ydre system saledes er
et isoleret system. Endvidere gelder det, at trykket i aorta er lig trykket i systemet,

P, = P;, da der ikke er noget flow gennem aorta-modstanden Ry, og derved ikke
noget tryktab.

Selvom der ikke lgber nogen strgm gennem aorta, er der alligevel en strgm gennem det .
arterielle system, da der er oplagret blod i systemet. P3 figur 6.3 er det compliancen,
der angiver denne oplagring, hvilket kan forstas fysiologisk, ved at compliancen er det
inverse af elastancen, som netop angiver, at systemet har en vis elasticitet (arterierne
er ikke stive, men elastiske rgr).

Ligning (6.2) beskriver volumenet i hjertet og derved ogsa blodstrgmmen ud og ind
af hjertet. Denne stgrrelse er nul, idet begge hjerteklapper er lukkede, og der derved
ikke er nogen strgm hverken ind eller ud af hjertet.

6.1.2 Udpumpning

Nar trykket i ventriklen, P,(t,V,,h), overstiger trykket i aorta, P,, &bnes hjerte-
klappen pd grund af trykforskelle henover den, hvorved blodet fir mulighed for at
stremme ud af hjertet. Da der nu er et flow ud af ventriklen, bliver hjertets volu-
men mindre. Samtidig folges trykket i ventriklen og trykket i aorta ad, da der pé
grund af den &bne hjerteklap ikke er nogen modstand mellem disse. Dette kaldes
udpumpningsfasen, og den ses p4 figur 6.2 i den anden fase (F2).

Differentialligningerne, der beskriver udpumpningen, er:

dP;  Fy—-FP/R,
dt Cs
dav

o = —h (6.4)
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hvor

-P
Fo — P‘U (t7 %}%0]2) $ (6-5)

Flowet ud af hjertet er bestemt dels af trykket i arterierne og dels af trykket i hjertet
— jo stgrre forskel der er, des stgrre flow. Desuden er aortaimpedansen af betydning,
idet den angiver modstanden mellem de to malesteder — jo stgrre modstand, des
mindre flow (se ligning (6.5)).

Volumeneendringen af hjertet skyldes netop, at der er et flow ud af hjertet, og de to
stgrrelser er lig hinanden, da der ikke lgber blod ud andre steder (se ligning (6.4)).

Trykeendringen i systemet ses i ligning (6.4). Denne afhanger af flowet, da aorta-
klappen er aben. Tryksendringen stiger, jo stgrre flowet er ud af hjertet, da der er
mere blod, der kommer ud i systemet. Modsat virker systemets gjeblikkelige tryk —
jo hgjere systemets tryk er, des mindre bliver den relative zndring af trykket. Mod-
standen i arterierne, R, og compliancen, C;, har ogsa betydning. Nir modstanden
i arterierne stiger, vil der ikke kunne lgbe si meget blod ud i arterierne, og trykan-
dringen bliver derved stgrre. Compliancen virker modsat, idet en stgrre compliance
svarer til en mindre elasticitet. Der kan alts3 oplagres mindre blod i systemet, og
derved bliver trykendringen stgrre.

I den sidste del af udpumpningsfasen falder trykket inde i ventriklen, hvilket skyldes,
at hjertets muskler begynder at slappe af.

P3 volumenkurven ses det desuden, at der er et lille tilbageflow i det tidsrum, hvor
klappen lukker, hvilket skyldes, at der er lidt turbulens pd grund af klappernes
beveaegelse. Dette modelleres ved, at der er en lille empirisk @ndring af, hvornar
klappen lukker. Klappen lukker, ndr P, > P; — F;;s Ry, sledes at der kommer et lille
tidsrum, hvor P; > P,, og der derfor er en periode, hvor der lgber blod tilbage i
ventriklen (se nzrmere beskrivelse i afsnit 6.2).

6.1.3 Isovolumetrisk relaxation

Nar trykket i ventriklen falder til under det tryk, der er i aorta, lukkes hjerteklappen
igen, og derved bliver hjertets volumen konstant. Trykket i hjertet falder til minimum,
da det ikke indeholder serligt meget blod, og aortatrykket falder eksponentielt i takt
med, at blodet forsvinder ud i systemet. Dette kaldes isovolumetrisk relaxation, og
ses p3 figur 6.2 i den tredie fase (F3).

Differentialligningerne, der beskriver isovolumetrisk relaxation, er de samme som
for isovolumetrisk kontraktion, idet der ikke i ligningerne indgir en beskrivelse af
trykstigning og trykfald i ventriklen:

dPs — ‘_Ps

dt ~  R,C, (6.6)
dv

5 = 0 (6.7)
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Forskellen pd isovolumetrisk kontraktion og relaxation er, at trykket inde i ventriklen
nu er aftagende i stedet for voksende. Dette skyldes, at hjertets muskler slapper mere
og mere af, og trykket i hjertet derfor er aftagende.

6.1.4 Fyldningsfasen

Nar trykket i atrium, P, overstiger trykket i ventriklen, bliver den mitrale klap
abnet, hvorved ventriklen fyldes op igen pa grund af trykforskellen mellem ventriklen
og atrium. Volumenet i ventriklen stiger, men trykket forbliver stort set konstant,
indtil hjertet igen traekker sig sammen i det naeste hjerteslag. Denne fase kaldes
fyldningsfasen, og ses p4 figur 6.2 i den fjerde fase (F4).

Differentialligningerne, der beskriver fyldningsfasen, er:

dPs _ _Ps

dt - RSCS (6'8)
AV P, —P,(tV)

= = = (6.9)

Ligesom ved isovolumetrisk kontraktion er klappen ud til aorta lukket, hvilket ggr, at
det er den samme ligning for trykeendringen (ligning (6.8)), der beskriver tryksendrin-
gen i det perifeere system. Til gengzld ses det, at der alligevel er en volumenzndring
inde i ventriklen (ligning (6.9)). Denne volumenzndring er bestemt af forskellen mel-
lem fyldningstrykket og ventrikeltrykket. Jo stgrre forskellen er, jo hurtigere lgber
blodet ind i ventriklen, og jo stgrre bliver volumenzendringen. Der er ogsd en mod-
stand pa grund af gnidningsmodstanden mellem blodet og hjerteveeggene, og den
beskrives ved storrelsen R;y,. :

6.1.5 Afslapningsfasen
Nar hjertet er fyldt op, lukkes den mitrale klap. Begge klapper er nu lukket og hjertet
er i sin diastoliske fase. Dette kalder vi for hjertets afslappede fase (F5).

Differentialligningerne, der beskriver kredslgbet i afslapningsfasen, er de samme som
ved isovolumetrisk kontraktion:

dPs - —PS

& - RC, (6.10)
dv

F =0 (6.11)

Forskellen mellem isovolumetrisk kontraktion og afslapningsfasen er, at der ikke er
nogen trykstigning inde i hjertet, da dette er helt afslappet.
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6.2 Numerisk lgsning af cardiovaskulaere model

Vi har valgt at benytte en standard 4. ordens Runge-Kutta metode med variabelt
tidsskridt til lgsning af den cardiovaskulere model.

Det besvaerlige i at foretage en numerisk lgsning af modellen er, at hver fase beskrives
ved forskellige differentialligninger, og overgangen mellem faserne er afheengige af
lgsningen. I beregningen af lgsningen til det nzeste tidsskridt, udregnes et vaegtet
gennemsnit af hgjresiden af differentialligningssystemet for forskellige sm3 tidsskridt
i forhold til den nuvaerende tid. Nar algoritmen foretager denne fremregning forventes
det, at differentialligningerne ikke sndres.

I den Runge-Kutte implementering, vi benytter i vores program, angives en
tidsskridt-stgrrelse for, hvor ofte man gnsker lgsningen af differentialligningerne.
Mellem to af disse tidsskridt bruger differentialligningslgseren variable tidsskridt.
For hvert af de faste tidskridt er det muligt at lave modifikationer til lgsningen eller
zndre p ligningssystemet, da den ikke her er midt i en fremregning. Dette benytter
vi til at teste og eventuelt sendre fasen 100 gange i sekundet, samt til udregninger
af flow ud af hjertet, F, trykket i aorta, P,, trykket i ventriklen, P,, for aktuelle
tidspunkter og volumener.

Folgende kriterier bruges til at fastlegge den aktuelle fase:

e Hvis Py(t,Vy,h) > Ps — FysRy:
Vi er i udpumpningsfasen (F2). Hjerteklappen er &ben. Trykket i aorta er
bestemt af trykket i ventriklen, P, = P,(t,Vy, h), og flowet ud er hjertet er
givet ved Fy = (Po(t,Va,h)=Fs)/p,. Den empiriske faktor i udtrykket (—F;sRp)
er anbragt for at beskrive, at der i slutningen af udpumpningsfasen er et lille
tilbageflow.

o Ellers:
Hjerteklappen er lukket. Trykket i aorta er lig med P, da der ikke er noget
flow. Yderligere gaelder:

— Hvis P,(t,Vy, h) < P;:
Fyldningsfasen (F4), blodet strgmmer ind i hjertet, da p&fyldningstrykket,
Py, er stgrre end trykket i ventriklen.

— Hvis Py(t,V,,h) > Py:
Isovolumetrisk kontraktion (F1), relaxation (F3) eller afslapning (F5).
Begge klapper er lukkede.

Som det ses, er der matematisk set kun tre forskellige faser, selvom der er fire mulig-
heder af abne og lukkede klapper. Det skyldes, at der ikke fysiologisk findes en fase,
hvor hjertet badde fyldes op og pumper ud. Sagt med andre ord, P, > P, eksisterer
ikke.

6.3 /AEndring af slagfrekvens

Vi har benyttet vores isovolumetriske hjertemodel med forskellige slagfrekvenser i den
cardiovaskulaere model, for at se hvilken indflydelse slagfrekvensen har p& henholdsvis
volumenet i ventriklen, trykket i ventriklen, trykket i aorta, og flowet ud af ventriklen.




6.3 /AEndring af slagfrekvens 95

6.3.1 Volumenet i ventriklen

Vi har pé figur 6.4 lavet et plot af volumenet i ventriklen ved forskellige slag-
frekvenser.
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Figur 6.4 Volumenet i ventriklen ved forskellige slagfrekvenser. Volumenet er malt i ml
og tiden er malt i s. Linie 1 svarer til en slagfrekvens p4 30, linie 2 er 40, linie 3 er 60, linie
4 er 80 og linie 5 er 90.

Der er ikke noget overraskende i figuren, idet de forskellige plot tilnsermelsesvist er
ligedannede bortset fra, at der flyder et stgrre volumen ud, nér slagfrekvensen er
mindre. Dette passer med, at der er behov for en vis mangde blod i systemet, og set
over et stgrre tidsinterval er denne mengde nasten konstant.

Det er interessant, at volumenet falder med noget, der ligner den samme rate i
starten af udpumpningsfasen. Det tyder pa, at den hastighed, som blodet lgber ud
af ventriklen med, er uafhaengig af antallet af slag. Blodet lgber ud med den samme
hastighed.

6.3.2 Trykket i ventriklen

Ventrikel-trykket som funktion af tiden til forskellige slagfrekvenser ses pa figur 6.5.

Som det ses, er der et knaek p4 alle kurver, hvor hjertets tryk bliver mindre end
aortatrykket, og hjerteklapperne lukker. Det ses ogsd, at der er en tendens til, at
trykkurven ved de mindste slagfrekvenser knakker mere markant, end ved de hgje
slagfrekvenser. Dette skyldes, at trykkurverne fglger en isovolumetrisk kurve, nar
hjertet lukker, hvis heeldninger tilneermelsesvis er ens, idet hjertets sammentraekning
foregar i nasten samme tempo.

6.3.3 Trykket i aorta

Aorta-trykket som funktion af tiden til forskellige slagfrekvenser ses pa figur 6.6.
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Figur 6.5 Trykket i ventriklen ved forskellige slagfrekvenser. Trykket males i mmHg og
tiden maéles i s. Linie 1 svarer til en slagfrekvens pé 30, linie 2 er 40, linie 3 er 60, linie 4 er
80 og linie 5 er 90.
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Figur 6.6 Trykket i aorta ved forskellige slagfrekvenser. Trykket males i mmHg og tiden
maéles i s. Linie 1 svarer til en slagfrekvens p4 30, linie 2 er 40, linie 3 er 60, linie 4 er 80 og
linie 5 er 90.
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Som det ses pd figuren, er trykket i aorta generelt mindre, jo mindre slagfrekvensen
er. Dette skyldes, at jo leengere tid, der gr, des mere falder trykket ude i systemet.

Jo hgjere slagfrekvensen er, jo stejlere bliver trykprofilen for aorta ogsd. Dette passer
med, at flowet ud af hjertet er mere eksplosivt, nar der er mange slag — ellers kommer
der ikke tilnzermelsesvis den samme mangde ud. Nér flowet ud er stgrre, bliver
trykeendringen i aorta ogsd stgrre.

P& figuren ses det ogs&, at trykket i aorta, lige for hjerteklappen &bner, er afhzngigt
af slagfrekvensen. Jo hgjere slagfrekvensen er, des hgjere er trykket ogsd. Dette skyl-
des, at der, nar slagfrekvensen falder, bliver laengere tid mellem de enkelte hjerteslag,
og derved ogsé langere tid hvor flowet i systemet er uafheengigt af hjertet. Dette
bliver derfor lavere.

6.3.4 Flowet ud af ventriklen

Flowet ud af ventriklen som funktion af tiden til forskellige slagfrekvenser ses p3
figur 6.7.
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Figur 6.7 Flowet ud af ventriklen ved forskellige slagfrekvenser. Flowet miles i ml/s og
tiden males i s. Linie 1 svarer til en slagfrekvens pa 30, linie 2 er 40, linie 3 er 60, linie 4 er
80 og linie 5 er 90.

P4 figuren ses det, at flowet ud af ventriklen til at starte med ikke er seerligt
afhaengigt af slagfrekvensen. Til gengzld er der stor variation i, hvor lang tid flowet
varer, hvilket passer med at hjertet er leengere abent, nar slagfrekvensen er mindre.

6.3.5 Trykket som funktion af volumenet

- Inden for hjertemodellering og hjerteanalyse er det normalt at have et P—V-diagram,
idet mange oplysninger kan aflaeses direkte af grafen. P4 figur 6.8 ses et plot af trykket
som funktion af volumenet ved forskellige slagfrekvenser.

Et loop svarer til et hjerteslag, hvor den nederste rette linie svarer til hjertets fyld-
ning, den hgjre lodrette linie svarer til den isovolumetriske kontraktion, den buede
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Figur 6.8 P-V-diagram for forskellige slagfrekvenser malt i mmHg og ml. Linie 1 svarer
til en slagfrekvens pa 30, linie 2 er 40, linie 3 er 60, linie 4 er 80 og linie 5 er 90.

gverste linie svarer til udpumpningsfasen og den venstre lodrette streg svarer til af-
slapningsfasen. P4 figuren ses det tydeligt, at der er et lille tilbageflow i forbindelse
med at hjerteklappen lukker (bulen gverst til venstre).

P4 figuren kan diastolen ses som den nederste linie — der hvor trykket er konstant.
Det ses, at trykket har den samme diastoliske veerdi for alle slagfrekvenserne.

Arbejdet, der udfgres af hjertet ved hvert hjerteslag, svarer til arealet af et loop. Det
ses, at der ikke er den store forskel i det arbejde, som hjertet ma udfgre ved store og
sm3 slagfrekvenser.

6.4 Kritik af vores cardiovaskulzerer model

Modellen indfanger de vaesentlige treek, som kendes fra standard-malingen af tryk- og
flow-kurver, idet kurverne overordnet har den samme form som malt. Der er dog to
begreber, som det kunne vzere interessant at f& indbygget i modellen; udpumpnings-
effekten og muskelstyrke ved forskellige slagfrekvenser.

6.4.1 Udpumpnings-effekt

Hvis man sammenligner det mélte tryk med et tryk beregnet ud fra en almindelig
hjertemodel, ses det, at der er en forskel. I starten af systolen er det beregnede tryk
stgrre end det mélte, og i slutningen af systolen er det mindre. Dette ses illustreret
pa figur 6.9, som er fra Danielsen PhD. (en modificering af en tilsvarende figur i
Muliers PhD) og ikke er vores egne data [12]. Det kaldes udpumpnings-effekten, og
den vil vi efterfglgende beskrive kort.

Udpumpnings-effekten er en falles betegnelse for begge de skraverede felter pa figur
6.9.
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Figur 6.9 Udpumpnings-effekten som den ser ud, nar Muliers funktion plottes sammen
med de malte data. Kurve 1 angiver trykket ved isovolumetrisk kontraktion. Kurve 2
angiver den ved Muliers model beregnede tryk profil og kurve 3 angiver den eksperimentelt
malte. De grd arealer er sledes forskellen mellem det eksperimentelt malte tryk og det, der
er beregnet ved Muliers funktion. {12, p. 29]

En del mener, at effekten skyldes, at der, nar hjertet traekker sig sammen og ef-
terfolgende slapper af, er en variabel compliance i systemet [11]. Dette betyder, at
hjertet til forskellige tider er mere eller mindre elastisk. Da denne sammenhzeng ikke
er kendt, er den heller ikke mulig at indbygge i de eksisterende hjertemodeller.

Den del af udpumpnings-effekten, der ses i starten af systolen tilskrives deaktive-
ring. Deaktivering kan p4 muskelplan relateres til Hills kraft-hastigheds relation (se
afsnit 1.1.2), som siger, at kontraktionskraften bliver mindre, jo stgrre hastigheden
af musklens sammentrakning er. P& hjertekammerplan er det lig en reduktion af det .
ventrikuleere tryk. Deaktiveringen kan ses pé figur 6.9, netop hvor volumenet falder,
fordi hjerteklappen har &bnet sig (det ventrikuleere tryk er lig aortatrykket). [12, 11]

Den del af udpumpnings-effekten, der ses i slutningen af systolen, tilskrives hyperak-
tivering, og kan maske vaere relateret til, at der er nogle krydsbroer mellem de tykke
og tynde filamenter, der pakobles igen [11].

Danielsens modellering af udpumpnings-effekten

Som beskrevet indledningsvis ville det vaere interessant i vores modellering at ind-
bygge udpumpnings-effekten. Vi mener ikke, at det vil vaere si sveert, idet Danielsen
allerede har modelleret udpumpnings-effekten ved at lade konstanten ¢ fra Muli-
ers/vores model (ligning (4.3)), veere en parameter, der bestemmes af henholdsvis
det slut-diastoliske tryk og det aktuelle tryk i ventriklen.

hvor V4 er det slut-diastoliske tryk og

(o) = 1 1
) =1 | Tramaygrana) 1
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hvor v er en parameter, der reprasenterer styrken af udpumpnings-effekten, mens 5;
og (32 er rater af effekten. Under isovolumetrisk kontraktion er ¢(z) = 0 idet z = 1.
[12]

Ved at lave denne udvidelse er det lykkedes Danielsen at f& nogle trykprofiler, der
passer bedre overens med de eksperimentelle data.

Alternative modelleringer af udpumpnings-effekten

Danielsens model af udpumpnings-effekten er indbygget gennem hjertets trykgene-
rator, P,(t,Vy,h). Et andet forslag er at lade P, afhenge af flowet ud af hjertet.
Denne idé skyldes, at det netop er i de faser, hvor der er et flow ind eller ud af hjer-
tet, at der er en udpumpnings-effekt. Ved denne udvidelse tages der udgangspunkt
i Hills ligning (se afsnit 1.1.2), hvor der netop kan fremkomme et udtryk for flowet,
nir man gir fra muskelniveau til ventrikelniveau. Dette har vi desveerre ikke ndet at
undersgge narmere.

6.4.2 Muskelstyrke ved forskellige slagfrekvenser

Nar hjertets slagfrekvens gges skyldes det, at kroppen har behov for en stgrre maengde
blod per tid. Derfor slar hjertet oftere, men det gzelder ogsé at musklerne ‘bliver steer-
kere’, og kontraktionen derfor bliver hurtigere. Hvor meget steerkere kontraktionen
bliver i et almindeligt pumpende hjerte kan veere sveert at sige, da man mener, at
fzenomenet er mindre tydeligt i isolerede hjerter, som man jo oftest méler pé. [14]

Det geelder ogsd, at elastancen (E = %) bliver stgrre nar slagfrekvensen gges. Dette
passer godt overens med, at musklerne er blevet staerkere, idet trykket stiger relativt
mere end volumenet.[14]

Denne mekanisme kunne det ogsd vzere interessant at fi indbygget i vores slagfre-
kvensmodel. Hvis dette ggres, vil det betyde, at trykkurverne for ventriklen bliver
stejlere, nar slagfrekvensen gges.
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Inden for de fleste naturvidenskabelige fag eksisterer der et gnske om at kunne be-
skrive naturlige faenomener matematisk for at kunne forstd og i bedste fald ogsé
forudsige heendelser. En god model er en model, der ger det muligt at f& en for-
staelse for sammenhange i et givent virkelighedsomrade. Danielsen skriver om sin
hjertemodel [12];

‘The first goal of our research is to obtain a better theoretical understanding
of the physiological mechanisms involved in the interaction between the left
ventricle and the receiving arterial system.’

Der findes imidlertid problemer ved modellering af naturlige feenomener, idet teorien
for virkelighedsomrédets faktorer og disses samspil ikke er kendt i tilstraekkelig grad
til at det er muligt at opstille en deekkende model. Modellen er en opfattelse af
virkeligheden, som man haber p4 er reprasentativ. Derved er det ofte ngdvendigt
at fundere modellen pd en rzekke antagelser og tilnzermelser. Det er derfor vigtigt at
gore sig klart, hvad modellen skal kunne vise og hvad man igvrigt vil opnd ved at
lave en model.

Det er interessant, at historien er fuld af eksempler p4 teorier og modeller, der blev
verificeret af eksperimentelle data, som senere har vist sig ikke at vaere rigtige (at
jorden er flad, at molekyler er de mindste byggesten, at menneskets intelligens findes
i hjertet, mv.). Det har altsd vist sig, at data til en vis graense kan fordrejes, s& de viser
det, der gnskes. Det betyder, at modeller bgr vurderes kritisk. Det m& undersgges,
hvad det er for en slags model, hvad dens gyldighedsomréde er, hvad modelbyggeren
vil vise, og ikke mindst om modellen kan verificeres med en rackke repraesentative
data.

7.1 Forskellige typer af matematiske modeller

Der findes mange forskellige kriterier, modeller kan inddeles efter, og vi vil beskrive
nogle af dem her. Der kan skelnes mellem deres detaljeringsgrad og om de er bygget
op p4 teorier eller ud fra eksperimenter - om de er teoribaserede eller empiribaserede.
Der kan ogsd skelnes mellem lumpede modeller og distribuerede modeller, hvilket vi
har set lidt pd i kapitel 5.

7.1.1 Simple og detaljerede modeller

En simpel model er en skitserende beskrivelse af virkeligheden og indeholder ofte
fa, men veesentlige, parametre. Den indfanger kun f4 men samtidig meget karakteri-
stiske trek ved det virkelighedsomradet, der modelleres. En simpel model kan give
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kvalitative oplysninger [9]. Simple modeller vil veere velegnede, hvis der gnskes et
overblik over, hvilke dele af virkeligheden, der forarsager bestemte fzznomener. Som
et eksempel pé en nyttig simpel model kan naevnes et landkort. Hvis en person skal
fra Kgbenhavn til Barcelona er det en fordel med et kort, der kun viser hovedve-
jene i Europa. Et detaljeret kort, hvor alle smaveje er indtegnet, vil derimod ggre
afleesningen af de ngdvendige oplysninger sveerere.

En detaljeret model er omvendt en model, der forsgger at indfange s& mange traek
ved virkelighedsomradet, som muligt. Dette betyder, at de ofte — men ikke altid - in-
deholder mange parametre. En detaljeret model kan give kvantitative oplysninger [9].
Ved denne type model er det ofte vanskeligt at afggre, hvilken betydning de enkelte
parametre har, blandt andet fordi der ofte er mange. Trods dette er de detaljerede
modeller gode, hvis der skal beskrives noget meget konkret ved virkelighedsomrédet.

7.1.2 Teoribaserede og empiribaserede modeller

En teoribaseret model er en model, der er opstillet pa baggrund af gengse og accep-
terede teorier. Disse kan oftest kontrolleres savel teoretisk som empirisk {23]. Teori-
baserede modeller er velegnede til forudsigelse af forhold, man ikke har indflydelse
pé, da disse forhold netop er bestemt af den teoribygning, der benyttes. Et eksem-
pel er en model af planeternes bevagelse, som bygger p4 Newtons gravitationslov.
Modellen kan verificeres eksperimentelt og teoretisk.

En empiribaseret model er en model, der bygger p& eksperimentelle data og ikke in-
deholder teoribygninger. Modellen kan reproducere eksperimentelle data, men giver
ikke noget bud pa hvorfor [23]. Det vil sige, at modellen ikke bidrager til den eksi-
sterende viden pa det givne omrade. Empiribaserede modeller er derfor nyttige, hvis
det ikke er interessant, hvorfor resultaterne ser ud som de ggr, eller hvis dette ikke
er muligt af afggre dette. Et eksempel er en model af nedbgrsmaengden pa Sjzelland.
Der eksisterer empiriske data for, hvor tit og hvor meget det regner, men det kan
alligevel ikke beskrive, hvorfor det regner s tit og s meget eller forudsiges, hvornir
det naste gang regner. Et andet eksempel kunne vare en ‘blackbox-model’ af et
elektrisk system, hvor det blot er interessant, hvilken spznding og strgmstyrke, der
kommer ud af kassen, og ikke hvilke elementer, der indgér eller hvorfor spaending og
strgmstyrke zendres.

7.1.3 Lumpede og distribuerede modeller

‘Lumped’ er engelsk og betyder noget i stil med ‘sammensyet’. En lumped model
er en model, hvor der kendes flere teorier om dele af det, der gnskes beskrevet, og
disse dele kombineres ved brug af empiriske beskrivelser af andre dele af systemet.
Model-opstilleren har derfor gjort sig nogle teoretiske tanker, men gnsker ikke en rent
teoretisk beskrivelse, da denne let bliver for kompliceret til det problem, der gnskes
lgst. Et eksempel p& en lumped model er M. Brgns’ modellering af en kompressor
[7]- Her modelleres kompressoren ved en kasse, hvor alle stgrrelser, der indgar i be-
regningerne, er midlede. Flow ind og ud midles, de krafter, der virker, regnes som
en nettokraft, gnidning er beregnet som en midlet stgrrelse mellem stress og strain
mv. Modellen er opstillet, s& de enkelte indgdende stgrrelser kan forklares rent fysisk,
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selvom de ikke findes specifikt i systemet da de enten er midlet eller er summeret
over flere forskellige stgrrelser.

Den distribuerede model er omvendt en model, hvor rumlige detaljer gerne er beskre-
vet teoretisk, da der gnskes en beskrivelse i alle punkter af systemet. Et eksempel p&
en distribueret model er en detaljeret beskrivelse af arteriesystemet, hvor gnsket er at
kende trykket alle steder i arterierne, og der derfor medtages en detaljeret beskrivelse
af det fysiologiske system.

Lumpede og distribuerede modeller er ofte begreber, der benyttes inden for hydraulik,
hvor forskellen ligger i, at de distribuerede modeller indeholder rummelige aspekter
af virkelighedsomradet. Dette ggres netop for at kunne beskrive systemet detaljeret
alle steder i systemet. Endvidere fremkommer lumpede modeller ofte ved opstilling
af analoge elektriske kredslgbsmodeller.

7.2 Valg af parametre

En del af modelleringsprocessen bestar i at afggre, hvor mange og hvilke parametre
der skal indgé i modellen, og denne del af processen er uafheangig af hvilken type mo-
del, der anvendes. Generelt geelder det, at jo flere parametre man medtager, jo mere
komplicerede bliver de funktionsforskrifter, der udggr modellen, og dermed bliver de
enkelte parameters betydning mere uigennemskuelig. Til gengeeld vil modellen ogsa
veere mere fleksibel siledes forstdet, at den lettere bringes til at stemme overens med
de data, der benyttes til verificering af modellen. Som Lambermont siger det [27];

‘Antallet of parametre gor modellen mere statistisk sikker, men gor den ogsd
sveerere at forklare fysiologisk.’

Hvis der gnskes en model, der kan forklare feenomener, er det oftest gnskeligt med sa
f& parametre som muligt. Dette ggr, at parametrenes betydning lettere kan forklares,
men i flere tilfzelde betyder det ogs4, at modellens gyldigheds-omrade mindskes. Hvis
der kan findes en model med f3 indgiende parametre, der beskriver virkeligheden
godt, er det derfor muligt at opstille en f.eks. fysiologisk beskrivelse af systemet. Hvis
en model omvendt bygges ud fra den formodning, at jo flere parametre modellen
medtager, desto bedre bliver resultatet, s bliver det sveert gennemskueligt, hvilken
indflydelse parametrene har [3].

Antallet af parametre er derfor meget vaesenligt, ligesom det er vigtigt at ggre sig
klart, om parametrene skal have en reel betydning (i vores tilfzlde fysiologisk).

Hvis en teoribaseret model opstilles, har de forskellige parametre allerede faet tildelt
en fysisk betydning ved den made, de indgar i modellen pa. For den empirisk baserede
model er det lige omvendt, at alle de indgéende parametre ikke ngdvendigvis har
nogen fysisk betydning - hvilket oftest heller ikke er gnsket med modellen.

I de andre typer modellen kan der indgi et gnske om at parametrene skal have
en betydning. Dette er ofte svaert, hvis modellen er fittet til data inden de enkelte
parametre gives betydning. I dette tilfzelde ser man ofte, at en parameter der f.eks.
har stor indflydelse tillzgges hele den fysiologiske betydning, mens der i virkeligheden
er flere indgdende parametre. Aller bedst er det derfor, hvis man har parametre der
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alene er betydende for dele af modellen der kan forklares fysiologisk. Generelt bgr
det ogsé overvejse, om parametrene skal vere malelige eller ej.

7.3 Verificering af modeller

NAr man har opstillet en model, er det i de fleste tilfzelde et gnske at f4 den verificeret
vha. eksperimentelle data. Det er ikke altid muligt med overvejende teoribaserede
modeller, da disse kan bygge pa teori, som det med den tilgeengelige teknologi endnu
ikke er muligt at undersgge. I flere medicinske tilfeelde er det etiske &rsager der gor
det umuligt at lave eksperimenter, og derved f& verificeret modellen direkte. Man
maé f.eks. ikke lave eksperimenter pa et menneskes hjerte, ndr mennesket endnu er i
live, og derfor benytter man istedet dyr, og forsgger derudfra at drage de ngdvendige
sammenhange.

For de modeller det er muligt at undersgge eksperimentelt, ligger en veesentlig del af
opgaven i at “bevise” modellens gyldighed. Her er det vigtigt at det fremgar tydeligt,
hvornar den er gyldig. Hvis dette ikke er preeciseret, kan det veere svaert at eftervise
at modellen virker, idet man kan lave eksperimenter, som er uden for modellens
gyldighedsomréde.

Det kan ogsa veere at forskellige forsggsopstillinger giver forskellige resultater, fordi
der er nogen andre faktorer end dem man har med i sin model, som har betydning.
Hvis man far lavet forskellige forsggsopstillinger der viser noget forskelligt, er der
en god grund til nzrmere undersgger, da man allerede pa baggrund af den zndrede
forspgsopstilling, vil have en idé om hvilke parametre, der har indflydelse for de
opnéede resultater.

7.4 Vurdering af modeller

NAar man har lavet en matematisk model af virkeligheden, er det p& sin plads at lave
en vurdering af modellen, som fgrst og fremmest skal afggre om modellen har varet
tilfredsstillende i forhold til det man oprindeligt gnskede sig. En modelvurdering kan
f.eks. omfatte fglgende fem punkter;

1. Vurdering af modellens evne til at afspejle virkelighedsomradets méde at fun-
gere pa (reproducere data)

2. En vurdering af modellens evne til at forudsige data for virkelighedsomréadet
for disse eksisterer (forudsige data)

3. En vurdering af modellens evne til at beskrive arsager og virkningssammen-
hange (forklare faanomener)

4. Vurdering af parametrene med hensyn til antal og betydning

5. Vurdering af modellens kvaliteter i forhold til det formal modellen skal opfylde,
og dermed selve modelleringsprocessen
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Ad 1) Hvis der allerede findes eksperimentelle data, er det let at se om modellen har
veeret i stand til at reproducere disse, og dermed vurdere modellen p4 den baggrund.
Ofte geelder det dog, at modellen netop er bygget op pa baggrund af eksisterende
data, sdledes at modellen i princippet altid vil kunne reproducere disse data. Hvis
man derimod har sammensat flere forskellige eksperimentelt verificerede modeller,
ligger der selvfglgelig en del vurdering af modellens evne til at beskrive om denne
sammenhang ogsd passer overens med de oprindelige data.

Ad 2) Hvis modellen er i stand til at reproducere data, kan det veere interessant at se
om den ogsé er i stand til at forudsige data. Derved vil man i mange tilfeelde mene,
at det er en god model, specielt fordi den beskriver noget der oprindeligt var uden
for dens gyldighedsomrade!

Ad 3) Alt efter hvad det er for en type model, kan der ligge en del vurdering i
hvordan modellen er i stand til at beskrive og forklare de indgiende sammenhzange
og feenomener teoretisk. Vi mener at der er stor forskel pd dette punkt og punkt 2,
idet man sagtens kan forestille sig en model der er god til at forudsige data uden at
kunne forklare hvorfor. I fysiologien er dette punkt oftest et af de mest veesentlige,
idet man ikke altid kan lave forsgg der direkte viser det gnskede, og derfor gnsker
at finde teoretiske sammenhange der beskriver systemet, s& man efterfglgende kan
forstd mekanismerne.

Ad 4) En del af modelvurderingen ligger ogs& i om man har faet det gnskede antal
parametre, og om de er tillagt en fysiologisk betydning - hvis dette altsd var et
oprindeligt gnske. Hvis man kan finde en model der beskriver det samme feenomen
lige god, men med faerre parametre, vil denne i al almindelighed veere bedre. Det er
ligesom 1 linezer algebra, at det kan veere fordi flere af parametrene er afhangige af
hinanden. Her skreller man alt den overflgdige information fra, ved fgrst at beregne
rangen!

Ad 5) Til slut m& man vurdere om modellen opfylder de krav man stillede til den,
dvs. om den kan reproducere data, forudsige data, forklare data, forklare parame-
tre, om detaljeringsgraden er som den gnskedes, osv. Derved kan man se om selve
modelleringsprocessen har veeret tilfredsstillende.

Vi ggr opmerksom pd, at der kan veere mange flere mader at vurdere modeller pé,
men vi har taget dem, der virker mest relevante for vores matematiske model.




Diskussion

Dette afsnit har til formal at diskutere de resultater vi har opndet, med henblik
pd i en senere konklusion at svare pa vores problemformulering. Vi har valgt at
dele diskussionen op i to dele; en generel modeldiskussion og en diskussion af vores
specifikke resultater i forhold til de mélsatninger vi havde sat os fra starten.

Model-diskussion

Der indgér flere forskellige typer af modeller i opbygningen af vores ventrikeltryksmo-
del og cardiovaskulzre model. Dette kan ses i lyset af, at modellen som helhed er
sammensat af flere delmodeller. Vi vil i det fglgende diskutere de enkelte delmodel-
ler i lyset af de i kapitel 7 beskrevne forhold, man bgr forholde sig til, dvs. hvilken
modeltype det er, modellens parametre, verificering og vurdering af modellen.

Muliers model

Muliers model af hjertefunktionen er overordnet en meget enkel og feenomenologisk
opbygget model. Den beskriver trykket ved tre uafhsngige elementer - det diastoliske
tryk, det volumenafhaengige systoliske tryk og det tidsafhaengige systoliske tryk. Hver
af de tre dele beskriver Mulier ved lumpede modeller, idet han har lavet forsgg, der
viser sammenhangen, og derefter har fittet til disse data for at finde den bedste
funktion (model). En del af argumentationen ved udvelgelsen af den bedste model
gar pd, om parametrene kan tillzegges en fysiologisk betydning, hvilket netop tyder
P4, at modelbyggeren har gjort sig nogle teoretiske overvejelser om modellen.

Et af Muliers formal er, at kunne forklare alle de indgiende parametre fysiologisk,
s& de kan kaldes fysiologisk bestemte. Han far stillet modellen op og angivet hvilken
fysiologisk betydning, de forskellige parametre har, men i de fleste tilfzelde er det ikke
fysiologiske stgrrelser, der er malelige. Her mener vi f.eks. attachment og detachment
tidskonstanterne tc og tg, som er rateparametre for henholdsvis krydsbroernes til-
og frakobling, samt & som er en overordnet rate for disse processer. For at kunne
bestemme disse parametre, skal skal der laves forsgg, som klokkefunktionen kan fittes
til (tryk som funktion af tid ved isovolumetrisk kontraktion). Derved kan de enkelte
parametres veerdier findes. Dog kan man ikke normalt finde de specifikke veerdier p3
et levende individ, da man ikke kan lave forsgg ved konstant ventrikel-volumen uden
at sztte “propper” i hjertet.

Parameteren o er relateret til det diastoliske tryk-volumen forhold, c er et udtryk for
den kontraktile tilstand. Disse er ogsi parametre, der ikke er direkte malelige, idet
det ogsd her er ngdvendigt til at lave flere forsgg og plotte de derved fremkomne
data, for at kunne se hvad parametrene er. b er i en vis forstand et udtryk for
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hjertets stgrrelse, idet det angiver ved hvilket volumen, at fyldningstrykket er nul.
Parameteren d angiver trykket, ndr volumenet i ventriklen er nul. Den har altsi en
fysiologisk betydning, men ikke en fysiologisk mening, idet det aldrig sker.

Der er kun de to tidsparametre ¢, og t, som er direkte malelige, og t; (som angiver
klokkefunktionens slutveerdi) bruger Mulier ikke som en variabel, men en konstant,
idet han ikke varierer slagfrekvensen. Desuden er han i sin model ikke i stand til at
zndre p4 toppunkts-tiden, £,, idet han antager at den er konstant ved de forskellige
volumener (hvilket det pa figur 1.1 eller figur 1.14 er tydeligt at se, at den ikke er).

Vi synes det er interessant, at Mulier ggr s& meget ud af at kalde parametrene
fysiologisk bestemte. Han skriver det s overbevisende, at det tog os lang tid at
gennemskue, at de ikke er s fysiologisk interessante, som det forst 1gd til, idet flere af
dem ikke er malelige og flere af dem er tillagt en betydning, som de i folge modellen
ikke er alene om at bestemme. Det er f.eks. ikke 7¢ og 7g, der alene bestemmer
hzldningen af klokkekurven.

Det er en del af modelleringsprocessen at Mulier har verificeret sin model, idet en del
af modelleringen netop har veeret at finde den bedste funktionsbeskrivelse af givne
data. Der er dog flere ting, der ger det svaert ud fra hans Ph.D., at se praecist, hvor
godt modellen beskriver hans data;

e Mulier har kun benyttet en del af sine data til at fitte sine trykkurver med,
og det er muligt, at de valgte data ikke er reprasentative. Med dette menes,
at han pa figur 1.14 har 25 forskellige klokkeformede kurver svarende til 25
forskellige volumener, men kun 7 af dem bruges til fitningen (figur 1.1).

e I figur 1.1 er der lige streger mellem datapunkterne, selvom det angives, at
det er en funktionsforskrift, der har givet kurven. Hvis dette er sandt, mi
det vaere fordi det er et meget darligt program der er benyttet til tegning af
graferne, eller fordi der er lavet en algoritme, s& punkterne forbindes ved det
funktionsudtryk, der passer bedst. Vi mener, at det er meget misvisende, iszer
fordi det ingen steder fortzlles hvad der er gjort og hvorfor. Ved at ggre det p&
Muliers méde, far man det umiddelbare indtryk, at funktionen er meget bedre
end den i virkeligheden er.

e Mulier angiver hverken korrelations-koefficient eller anden statistisk dokumen-
tation for, hvor god hans model er. Han anvender kun statistiske beregninger
til at udveelge sine delmodellers funktionsbeskrivelser. Det ville veere til stor
hjelp, om han ogs& havde gjort det for hele modellen.

Hyvis vi skal vurdere Muliers model efter de fem kriterier, der blev beskrevet i kapitel 7,
ma vi sige, at den reproducerer data godt, men vi ved ikke hvordan eller om den kan
forudsige data. Modellen forklarer overordnet den fysiologiske sammenheng, men
ikke sammenhzngene i delmodellerne. Til gengzld er dens parametre (i de fleste
tilfzelde) fysiologisk bestemte, selvom de ikke er fysiologisk maélelige. Derved lever
modellen op til de krav han selv har stillet op; at den skal beskrive trykket i venstre
ventrikel ved isovolumetrisk kontraktion med fysiologisk bestemte parametre.

Vi mener dog at modellen kan forbedres, og det har vi s& gjort ved at anvende
en anden klokkefunktion, som ggr det muligt at skalere slagfrekvensen. Dette gor
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det igen muligt at reproducere men ogsd forudsige data, hvilket m& siges at vaere
en udvidelse af modellen. Vi har antaget, at Muliers model-struktur er god, og har
derfor kun modelleret klokkefunktionen. Man kunne derfor forestille sig, at der kunne
opnés bedre resultater ved ogsd at modificere andre dele af modellen, men det har
vi ikke undersggt narmere.

Windkesselmodeller

En windkesselmodel er en lumped model af arteriesystemet. Det er en simplificering
af det virkelige arteriesystem, hvor de indgende parametre har fysiologisk betydning
i den forstand, at de er midlede stgrrelser. Idéen med at lave en windkesselmodel er,
at man kan beregne systemets samlede compliance mv. ud fra de midlede vzerdier,
og det kan benyttes, hvis man ikke behgver at kende en detaljeret beskrivelse af
arteriesystemet. Dette kan méske bruges i andre fysiologiske situationer.[27]

I windkesselmodellen er antallet af parametre reduceret til et minimum. Alle pa-
rametre er desuden tillagt en fysiologisk betydning, og de regnes alle som midlede
storrelser. Dette er der to gode grunde til: Det er hverken muligt at male f.eks. com-
pliancen direkte eller indirekte et bestemt sted i systemet, idet det er en rummelig
stgrrelse. Det ggr systemet og dermed modellen mere simpel.

At windkesselmodellen er mere simpel, er netop arsagen til, at mange beskaftiget
med hjertemodellering veelger at benytte denne beskrivelse af arteriesystemet. De er
ikke interesseret i hvad der sker i et specifikt sted i arteriesystemet, men blot en
beskrivelse af hvilken betydning systemet har p4 hjertet. Som Danielsen skriver [12];

‘A fundamental requirement in mathematical modeling of physiology is the abi-

lity to reduce a complex environment into o tractable form which contains the -

essential properties of the system under study.’

Windkesselmodellen er verificeret gennem afskillige forsgg, og er beskrevet i en lang
rakke artikler. Af dem, vi har laest, kan neevnes [12, 17, 18, 48, 42].

En vurdering af windkesselmodellen ved brug af vores fem kriterier har som resultat,

at den er god til at reproducere data. Vi har ikke undersggt, om den kan forudsige

data. Den kan beskrive feenomener omend kun overordnet, den har f4 og betydende

parametre, og lever op til dens formal, idet den pa en simpel méde beskriver et ellers
meget komplekst system.

Danielsens cardiovaskulare model

Danielsen cardiovaskulzere model er en udbygning af en cardiovaskuleer model oprin-
deligt opstillet af Rideout[44]. Den indeholder en beskrivelse af hjertets mekanismer
og en windkesselmodel til at beskrive det arterielle system. Forskellen i Rideout og
Danielsens model ligger i den trykgenererende mekanisme i hjertet. Rideout benytter
en variabel compliance, hvor Danielsen har indbygget en trykgenerator beskrevet ved
Muliers isovolumetriske trykfunktion.

Danielsens model er saledes en lumped model, idet den bestar af fysiologisk forklarlige
parametre, der er begrundet i empiriske data.
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Det nye i Danielsens model er, at den er udbygget til ogsd at tage hensyn til
udpumpnings-effekten, hvilket ggres ved at lade Muliers parameter ¢ veere afhangig
af forskellen mellem det slut-diastoliske volumen og ventrikel-volumenet.

Vores model

Vores model er en zndring og udbygning af Muliers model. Endringen bestar i at
vi har valgt en anden beskrivelse af det tidsafheengige systoliske tryk end Mulier.
Denne udvidelse har vi lavet ved at fitte 5 forskellige klokkefunktioner med hans
data, og udbygningen var derfor til at starte med rent empirisk. Efter at have set
hvor godt funktionerne fittede dataene, undersggte vi om parametrene kunne tillaeg-
ges en fysiologisk betydning, om der var systematiske afvigelser mv. Den bedste klok-
kefunktion vi fandt, var n — m'tegrads polynomiet, idet den havde gode korrelations-
koefficienter, ingen systematiske afvigelser, og tilmed kun fire parametre, som alle
kunne tillzegges en fysiologisk betydning. I vores tilfzelde er to af parametrene desu-
den maélelige. Alt ialt m& vi sige, at vores model ligesom de forrige er lumped. Vores
model af den isovolumetriske trykkurve indeholder ialt otte parametre (a, b, ¢, d,
B, n og m), dvs. én mindre end Muliers. De fire fgrste parametre er de samme som
Muliers, mens de fire sidste hgrer til vores normerede klokkefunktion.

Udbygningen af modellen til ogs& at indeholde slagfrekvensen er ogsd en lumped
model-udvidelse, idet vi ud fra meget f4 data har forsggt at udlede en fysiologisk
sammenhaeng. Det er derfor tvivlsomt, om denne model passer godt overens med
virkeligheden, idet der nok skal flere data til for at kunne lave en praecis modellering.
Vores slagfrekvens-udvidelse indeholder ogsé otte parametre (tmin, tmaz, Pmin, Pmaz,
Vt, Vp, 0 og ), men nér den kobles sammen med den isovolumetriske trykfunktion
udgar 3, saledes at der derefter er 15 parametre i modellen.

Vores cardiovaskulaere model er ligesom Danielsens model en udvidet windkesselmo-
del, der er sat sammen med Muliers model (og vores udvidelser), og er derfor en
lumped model. Den cardiovaskulere model er en samlet betegnelse for alle delmo-
deller, og det er den model, der beskriver virkeligheds-omradet, dvs. hvordan trykket
ser ud i et normalt fungerende hundehjerte, der ikke er isoleret og isovolumetrisk.
Nar modellen kobles til et ydre system, en windkesselmodel med et indbygget hjerte,
kommer der endnu seks parametre. For at kunne beskrive et almindeligt hjerte ved
forskellige slagfrekvenser, skal der altsd benyttes 21 parametre.

Vimener dog ikke, at det er specielt afskraekkende, idet det er et ret komplekst system
vi beskriver. Vores model er til alle tider i stand til at beskrive trykket i ventriklen,
i aorta, i systemet (midlet) og dette ved forskellige volumener og slagfrekvenser,
hvilket er ret staerkt. Alle de 21 parametre kan tilleegges en fysiologisk betydning,
omend de fleste af dem ikke er direkte mélelige. For at bestemme stgrstedelen af
parametrene, skal de fittes til eksperimentelle data. Parametrenes betydning ses i
tabel E.1.

Diskussion af de opnéede resultater

Vores formé&l var at bygge en anden klokkefunktion end den, Mulier benyttede i sin
Ph.D. afhandling, og derved fi mulighed for at skalere slagfrekvensen. Dette lykke-
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des, idet vi fandt en klokkefunktion der havde tilnsermelsesvis samme korrelations-
koefficient, R?, med Muliers data (det er fgrst pa fjerde decimal, der er forskel). Da
den klokkefunktion vi fandt ikke havde systematiske afvigelser, er den velegnet til at
reproducere fysiologiske data.

Denne klokkefunktion har desuden den fordel, at den kun indeholder fire parametre
i modsaetning til Muliers klokkefunktion som har fem. Modellen er derved gjort
enklere. Det er ogsa en fordel, at to af modellens indgéende fire parametre er direkte
malelige.

Muliers model kan kun beskrive data fra en hund hvis hjerte sldr med samme hjer-
tefrekvens. Vores model er udvidet til ogsd at kunne skalere slagfrekvensen, hvilket
er en veesentlig udbygning af modellens gyldigheds omrade. Denne udvidelse har vi
desvaerre ikke haft et serligt stort datagrundlag for at lave, men vi mener alligevel
at have fundet nogle sammenhaenge, som vi ud fra fysiologiske betragtninger tror er
rigtige.

Da vi i den anden del af projektet har faet koblet vores isovolumetriske trykfunktion
til et fuldt cardiovaskulaert system, er det blevet muligt at beskrive rigtige trykprofiler
ved forskellige slagfrekvenser, hvormed vi mener trykprofiler der passer med ekspe-
rimentelle data. Dog har vi ikke har niet at f3 indbygget udpumpnings-effekten i
funktionen. Dette tror vi relativt let kan ggres, idet Danielsen har beskrevet en me-
tode, hvor det blot er Muliers parameter, ¢, der ggres afhangig af henholdsvis trykket
i den diastoliske fase og trykket i ventriklen. Der ma findes en bedre beskrivelse, evt.
ved at lade det veere flowet ud af ventriklen, der modificeres.

Det er normalt, at resultater fra dyr anvendes til en generalisering for mennesker.
Det er imidlertid sveert at sige, om de beskrevne mekanismer virker pa samme méde
i mennesket som i hunde, grise, kaniner mv. Det er derfor ngdvendigt, at lave en ngje
analyse af dette, for modellen overfgres til mennesket. Desuden er slagfrekvensen i
hunde og mindre dyr almindeligvis meget stgrre end i mennesket (jo mindre dyr jo
hgjere slagfrekvens), og dette m& ogsé overvejes.

Vurdering af modellen

Vi vil her lave en samlet vurdering af modellen ud fra de i kapitel 7 beskrevne fem
punkter.

1. Reproduktion af data. Det er tydeligt, at modellen har veeret i stand til
at reproducere data, idet badde den isovolumetriske trykkurve og de plot, vi
har lavet af det fulde cardiovaskuleere system, stemmer godt overens med de
fysiologgiske data.

2. Forudsigelse af data. Modellen er god til at forudse, hvilken betydning slag-
frekvensen har pé trykket i ventriklen, og hvilken indflydelse den har pd det
samlede cardiovaskulaere system. Modellen mangler dog at blive verificeret med
et stgrre datamateriale.

3. Forklare sammenhange. Modellen beskriver trykket i venstre ventrikel til
alle tider ved forskellige volumener og forskellige slagfrekvenser. Derved kan
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modellen give en idé om betydningen imellem af parametre — dog kun i model-
lens gyldighedsomrade. Specielt kan vores model forklare, hvad der sker med
trykket i ventriklen til forskellige tider, nér slagfrekvensen sndres.

Parametre. Vi har formbet at beskrive den isovolumetriske trykfunktion med
fire parametre i forhold til Muliers fem. Dermed har vi fiet feerre parametre.
Da alle parametre ogsd har fysiologisk betydning, og to af dem oven i kgbet
er malelige, er den model, vi har lavet, bedre. Antallet af parametre i hele den
cardiovaskulzere model er 21, hvilket vi ikke vurderer er mange, idet det er et
meget komplekst system, vi beskriver.

. Kvaliteter i forhold til forma4l. Vores formal var i fgrste omgang at opstille

en model der skulle veere bedre end Muliers model i den forstand, at den skulle
veere i stand til at skalere slagfrekvensen. Dette formal har vi opfyldt. Det andet
formal med projektet var, at f& modellen koblet til det fulde cardiovaskulaere
system, og derfra veere i stand til at reproducere data. Dette forma4l har vi ogsé
opfyldt, desveerre uden at fi indbygget udpumpnings-effekten. Alt i alt synes
vi, at modellen lever op til de krav vi stillede, og har de kvaliteter vi gnskede.




Konklusion

Vi mener at have lavet en model, der er bedre end Muliers model, fordi den be-
skriver de empiriske data lige s3 godt og indeholder fzerre parametre, hvoraf to af
dem i modsetning til i Muliers model, er malelige fysiologiske stgrrelser. Endvidere
har vi ved hjelp af vores nye funktionsbeskrivelse kunnet indbygge slagfrekvensen.
Udbygningen af slagfrekvensen er desveerre ikke s& veldokumenteret, idet vi ikke har
haft adgang til uafheengige empiriske data.

Problemformulering, del 1

e Hvordan kan Muliers model (ligning (1)) sndres, s& den kan beskrive trykket
i hjertet ved andre slagfrekvenser?

Vi har fundet en ny normeret klokkefunktion, der ggr det muligt at skalere slag-
frekvensen, idet den indeholder en parameter 3, der er direkte relateret til varighe-
den af hjertets systoliske periode. Desuden har vi fundet en sammenhang mellem
slagfrekvensen og henholdsvis toppunkts-tiden og toppunkts-trykket, som vi har ind-
arbejdet i vores hjertefunktion. Dermed mener vi at have udviklet en hjertemodel,
der kan beskrive trykket i venstre ventrikel ved isovolumetrisk kontraktion og ved
forskellige slagfrekvenser. Funktionen, der beskriver trykket i venstre ventrikel ved
isovolumetrisk kontraktion, er givet ved

(t-e)" (B(R)—t)™

neym { B(h)—a m+n o < t < 6
Polt, Vi k) = alVy — b + (Vy — d)pp(h){ "~ L)
0 ellers

hvor pp(h) er den sigmoide funktion, der beskriver toppunkts-trykket som funktion
af h og B(h) er en funktion, der beskriver sammenhangen mellem slagfrekvens og
den systoliske periode bl.a. vha. en sigmoid funktion, der beskriver toppunkts-tiden
som funktion af h. Modellen ses na&rmere beskrevet i afsnit 4.4, og vores benyttede
parametervaerdier ses i appendiks E.

Problemformulering, del 2
e Hvordan kan den zndrede isovolumetriske ventrikeltryksmodel kobles til en

model af det arterielle system og derved udggre en model af det samlede car-
diovaskulzre system?
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Den oftest benyttede metode til beskrivese af det arterielle system i hjertemodeller er

windkesselmodeller. Windkesselmodellen er en meget simpel model, hvor der ikke ta-
- ges hensyn til at trykket er forskelligt i arterierne. Ved at udvide windkessel-modellen
til ogsd at beskrive systemet inde i hjertet, og specielt beskrive den trykgenererende
faktor ved en trykfunktion, der angiver det isovolumetriske tryk som funktion af tid
og volumen (og evt. slagfrekvens), er det muligt at f4 en samlet beskrivelse af det
cardiovaskuleere system. Ved at koble denne udvidede windkessel-mode! til vores iso-
volumetriske ventrikulaere trykfunktion, er det muligt at f4 en beskrivelse af trykket
i et almindeligt fungerende hjerte.

Det kunne vare interessant at skaffe data til at verificere den beskrivelse af sam-
menhzngen mellem slagfrekvensen og toppunkts-tryk og trykpunkts-tid, som vi har
benyttet. Vi har indfgrt slagfrekvensen, sd det er let at indbygge en anden mo-
dellering af sammenheengen mellem slagirekvens og henholdsvis toppunkts-tiden og -
toppunkts-trykket.

Det ville ogsa veere interessant at f4 beskrevet udpumpnings-effekten ved fysiologisk
bestemte stgrrelser, og indbygge dette i modellen.




A Skelet- og hjertemuskler

Dette appendiks er en gennemgang af den kraftgenererende mekanisme i skeletmusk-
ler, og med udgangspunkt heri beskrives de veesentlige karakteristika ved hjertet
opfattet som en muskel.

Muskler inddeles i tre typer p4 baggrund af deres strukturer, kontraktile egenskaber
og kontrolmekanismer:

e skeletmuskulatur
e glatmuskulatur

e hjertemuskulatur

De fleste skeletmuskler er tilknyttet knogler, og deres kontraktion kontrolleres af det
somatiske nervesystem (se appendiks C, side 137) [41].

Glatte muskler omgiver forskellige organer og veev som for eksempel maven, tarmene,
urinbleeren, blodéarerne og luftveje i lungerne. Ligesom for hjertemuskler kontrolleres
kontraktionen af det autonome nervesystem via hormoner og andre kemiske signaler
(se appendiks C, side 138) [41].

Selvom der er betydelige forskelle p& disse tre typer af muskler, er deres kraftgene-
rerende mekanisme grundleeggende ens [16, 50].

A.1 Skeletmuskelceller

En enkelt skeletmuskelcelle kaldes en muskelfiber. Muskelfibre har en diameter pa
10-60um og en laengde pd op til 30cm [2, 16].

En muskel er et antal muskelfibre bundet sammen af bindevaev og normalt pasat
knoglerne med bundter af collagenfibre, ogsa kaldet tendons, som befinder sig i hver
ende af musklen. I nogle muskler streekker de enkelte fibre sig langs hele musklen,
men i de fleste muskler er fibrene kortere [16, 50]. Nogle tendons er meget lange
med knoglebindingssted langt fra enden af musklen. For eksempel findes nogle af de
muskler, der bevaeger fingrene, i armen. [50]

Skelet- og hjertemuskler kaldes ogs& stribede muskler, fordi de farvet med f.eks. he-
matoxylin og set gennem et lysmikroskop har sorte og hvide striber vinkelret p&
muskelfibrens lange akse [16, 50]. Dette mgnster er et resultat af tilstedevaerelsen af
tykke og tynde filamenter i muskelcellens cytoplasma, der danner cylindriske bund-
ter, ogsd kaldet myofibriler [2, 16, 50]. En myofibril streekker sig fra den ene ende af
en muskelfiber til den anden, og har en diameter pa ca. lum [2, 16].
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En myofibril er opbygget af tykke og tynde filamenter, der er arrangeret i et mgnster,
som er periodisk langs myofibrilen [16, 50]. En enhed af dette mgnster kaldes en
sarcomer, som har en leengde pa ca. 2,5um, se figur A.1 (2, 16]. De tykke filamenter
bestar naesten udelukkende af proteinet myosin og de tynde filamenter indeholder
proteinerne aktin, troponin og tropomyosin, hvor myosin og aktin er de proteiner,
der foretager kontraktionen, mens troponin og tropomyosin regulerer kontraktionen
[2, 16, 50].

De tynde filamenters diameter er ca. halvt s& stor som de tykke filamenters diameter.
De tykke filamenter er placeret i midten af hver sarcomer, som indeholder to sat af
tynde filamenter — et i hver ende. [16, 50]

(L 9

Figur A.1 Skematisk fremstilling af en sarcomer [50, p. 308].

De sorte striber, som ses gennem lysmikroskop, er de tykke filamenter i sarcomererne,
og kaldes et A-bdnd (anisotropisk band) [2, 16]. Den ene ende af et tyndt filament er
bundet i et net af bindevaev, der kaldes en Z-linie (zwischenscheibe), mens den anden
ende overlapper en del af det tykke filament [16, 50]. To p4 hinanden fglgende Z-linier
definerer udstrzkningen af en sarcomer, s& en Z-linie har bundet tynde filamenter
fra to efterfolgende sarcomerer [2, 50]. De hvide striber, ogsi kaldet I-bdnd (isotropisk
b&nd), indeholder de dele af de tynde filamenter, som ikke ligger i A-b&ndet, samt
Z-linien {2, 50].

Der er yderligere to band tilstede i et A-bdnd. En H-zone ligger i midten af A-
bandet og er det stykke mellem to tynde filamenter, hvor de tykke filamenter ikke
overlappes [16, 50]. I midten af H-zonen er en M-linie, som er de proteiner, der
sammenbinder de centrale regioner af de tykke filamenter [2, 16, 50]. Desuden er der
filamenter bestdende af proteinet titin, der udgar fra Z-linien og er bundet til de
tykke filamenter. Saledes er hverken de tykke eller de tynde filamenter frit flydende
i muskelfibrens sarcomerer. [50]

I rummet mellem parallelle tykke og tynde filamenter er der krydsbroer, som er dele
af myosinmolekyler, der udgar fra overfladen af de tykke filamenter over mod de
tynde filamenter [2, 16]. Disse krydsbroer er de kraftgenererende strukturer i en
muskelcelle, idet de under muskelkontraktion far kontakt med de tynde filamenter
og bevirker, at tykke og tynde filamenter forskydes i forhold til hinanden, se figur
A.2 [2, 33, 50]. For at kontraktionen kan foregd, ma krydsbroernes kraftpévirkning
pé de tynde filamenter veere stgrre end den modsat rettede kraftpavirkning [50].

Under forskydningen af filamenterne er der ingen zndring i leengden af hverken de
tykke eller de tynde filamenter [2, 50]. Hver krydsbro, som er bundet til et tyndt
filament, bevaeger sig narmest som arerne pa en bad og flytter de tynde filamenter i
hver ende af A-b&ndet mod centrum af sarcomeren, hvorved leengden af sarcomeren
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Z-linie Krydsbro-bevagelse Z-linie

Tyndt filament Tykt filament

Figur A.2 Princippet i den kraftgenererende mekanisme dannet ved krydsbroer {50, p.
310]. Sterrelsesforholdene er ikke korrekte.

mindskes [2, 50]. Mens den kraftgenererende mekanisme er aktiv, gentages krydsbro-
ernes bevaegelse mange gange, hvilket resulterer i store forskydninger af filamenterne.
Denne mekanisme kaldes sliding-filament-mekanismen, se figur A.3 [186, 50].

Tyndt filament Tyka filament

~ Figur A.3 Sliding-filament modellen af muskelkontraktion [2, p. 849].

En muskelfibers evne til at generere kraft afhanger af interaktioner mellem de to
proteiner myosin og aktin (se figur A.4 og A.5) og energi leveret af ATP (adenosin-
trifosfat) [33).

Aktin filament

Figur A.4 Skematisk fremstilling af et aktinmolekyle [50, p. 310].

Aktin er et dobbelthelix-molekyle, der udggr kernen af de tynde filamenter. Myosin
har et hoved (heavy meromyosin) og en hale (light meromyosin), hvor halen ligger
langs det tykke filaments akse og hovedet peger ud til siden og danner krydsbroerne
[2, 16]. Hvert hoved har et bindingssted for aktin og et enzymatisk sted, der indehol-
der enzymet ATPase. Dette enzym katalyserer hydrolysen (spaltningen) af ATP til
ADP (adenosindifosfat) og uorganisk fosfat, og det er denne reaktion, der friggr den
kemiske energi lagret i ATP [2, 33].

Myosinmolekylerne i de to halvdele af hvert tykt filament er orienteret i modsatte
retninger, sddan at alle halerne peger mod centrum af sarcomeren og sidan at ret-
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Aktin bindingssied — (@— ATPase

'm
Myosin molekyle

Figur A.5 Skematisk fremstilling af et myosinmolekyle [50, p. 311].

ningen af krydsbroernes forskydning af de tynde filamenter ogsé gar imod centrum
[2, 16, 50].

Den razkke af begivenheder, der sker fra det tidspunkt, hvor en krydsbro binder til
et tyndt filament, bevaeger sig, og slipper igen for at gentage processen kaldes en
krydsbro-cyklus, se figur A.6. Hver cyklus bestdr af fire skridt [2, 50]:

1. attachment af krydsbroen til det tynde filament

2. bevaegelse af krydsbroen, hvilket bevirker en tilsvarende bevaegelse af det tynde
filament (ca. 5nm)

3. detachment af krydsbroen fra det tynde filament

4. bevagelse af krydsbroen ind i en position, hvor den er i stand til igen at binde
sig til et tyndt filament og gentage cyklussen

W g e g B i MR

linic

Figur A.6 En krydsbro-cyklus [50, p. 312].

Hver krydsbro udfgrer sin cyklus uafhaengigt af andre krydsbroer, og til en given
tid under kontraktionen er kun ca. halvdelen af krydsbroerne bundet til et tyndt
filament og i beveegelse [2, 50]. Den totale kraft genereret af en muskel til et givet
tidspunkt er summen af kreefterne genereret af hver krydsbro [33]. Hvert af de tykke
filamenter har ca. 300 krydsbroer og hver krydsbro gennemlgber en cyklus ca. 5
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gange i sekundet ved hurtig kontraktion. S filamenterne forskydes langs hinanden
med en hastighed p3 op til 15 #m/s [2].

A.1.1 Muskelfiber-kontraktion

Den kraft, hvormed en kontraherende muskel pavirker et objekt, kaldes muskel-
tension (spaending), og den kraft, der pavirker en kontraherende muskel ved veegten
af et objekt, kaldes load (belastning). Tension og load er to modsatvirkende kreefter.
Hvorvidt den udviklede kraft medfgrer forkortelse af muskelfibren afhenger af de
relative stgrrelser af tension og load (i forhold til hinanden). For at muskelfibren kan
forkortes og dermed flytte en given veegt, skal muskel-tensionen blive og forblive en
smule stgrre end den modsatvirkende load. [50]

Né&r en muskel udvikler tension, men ikke forkortes eller streekkes, siges kontraktionen
at veere isometrisk (konstant leengde). Nar en muskels load er konstant, men musklen
kontraheres, siges kontraktionen at veere isotonisk. Muskelfiber-kontraktion kan ogsé
forleenge musklen, nar load er stgrre end tension. [50]

Det mekaniske respons, som en enkelt muskelfiber udfgrer pd et enkelt aktionspo-
tentiale (se appendiks C, side 141), kaldes et twitch [16, 50]. I figur A.7 og A.8 er
vist henholdsvis et isometrisk og et isotonisk twitch.
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Figur A.7 Et isometrisk twitch af en muskelfiber [50, p. 321].

For det isometriske twitch er der efter aktionspotentialet et tidsinterval pd nogle
f& ms, der kaldes den latente periode, fgr tension i muskelfibren begynder at stige.
Intervallet fra tension begynder, til den nir sit maksimum, kaldes kontraktionstiden.
Dette interval varierer fra muskelfiber til muskelfiber. [50]

For det isotoniske twitch er tiden mellem aktionspotentialet og kontraktionen leen-
gere end den latente periode ved det isometriske twitch, mens den tid, muskelfibren
er kontraheret, er kortere. Det gelder endvidere, at leengden af den latente periode,
kontraktionshastigheden, kontraktionsafstanden og den tid, et isotonisk twitch va-
rer, alle varierer med stgrrelsen af den belastning, muskelfibren pafgres. [50] Denne
variation ses i figur A.9.
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Figur A.8 Et isotonisk twitch af en muskelfiber [50, p. 321].
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Figur A.9 Isotoniske twitches med forskellige belastninger [50, p. 321].
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Nar krydsbroerne begynder at udvikle kraft, starter kontraktionen fgrst, nar tension
overstiger load p& muskelfibren. Derfor er der i et isotonisk twitch en periode med
isometrisk kontraktion, hvor tension stiger, men fibren ikke forkortes. En tilsvarende
periode er der ogsé i slutningen af en isotonisk kontraktion, nir tension igen falder. Jo
stgrre belastningen er, des leengere tid tager det for tension at n& over belastningens
veerdi, hvor kontraktionen begynder. Hvis belastningen @ges tilstreekkeligt, vil vi
nd et punkt, hvor musklen er ude af stand til at lgfte den pafgrte veegt, og hvor
kontraktionshastighed og -afstand er nul (kontraktionen er fuldsteendigt isometrisk).
Dges belastningen yderligere vil musklen, p& trods af maksimal krydsbro-aktivitet,
forleenges. [50]

Frekvens-tension-sammenhzng (bglge-summation)

Som det ses pa figurerne A.7, A.8 og A.9 varer et enkelt twitch i en enkelt muskelfiber
kun en brgkdel af et sekund. Successive twitches kan summeres og producerer der-
ved et kraftigere respons p4 et aktionspotentiale [16] (se appendiks C), hvilket er
illustreret i figur A.10.
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Figur A.10 Muskelfibrens kontraktionskraft som funktion af tid ved bglge-summation
[16, p. 398]. -

Denne summation er mulig, fordi et twitch varer omkring 100ms, mens et aktionspo-
tentiale varer 1-2ms, og der derfor kan startes flere aktionspotentialer under samme
mekaniske aktivitetsperiode [50].

Ved twitch-frekvensen 10s™! er det fgrste twitch ikke ovre, nir det andet begynder,
hvilket resulterer i en staerkere kontraktion. Efterfplgende twitches tilfgrer yderligere
kontraktionskraft, og denne effekt pges med hgjere twitch-frekvenser. En kritisk fre-
kvens nas, hvor de successive kontraktioner ikke lngere kan skelnes fra hinanden
[16]. Musklen siges da at veere i en tetanized tilstand, eller fused tetanus [16, 50]. For
frekvenser hgjere end ca. 10s~! og lavere end den kritiske frekvens siges musklen at
veere i unfused tetanus, se figur A.11. For frekvenser hgjere end den kritiske frekvens
er der kun en ganske lille stigning i kontraktionskraft [16].
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Figur A.11 Isometriske kontraktioner ved forskellige stimulerings-frekvenser (50, p. 323].
S’erne langs forsteaksen angiver stimuleringerne.

Alternativer til sliding-filament mekanismen

Den her beskrevne teori omkring muskel-kontraktion hviler pé en rakke antagelser
[16]:

e Lzngden af aktin- og myosin-filamenterne er uendret under sével kontraktion
som forlengelse af musklen.

e Krydsbroernes aktivitet er indbyrdes uafhaengig.
e Til ethvert tidspunkt er hver krydsbro kun tilgeengelig for én aktin-binding.

e En krydsbro findes i en bestemt antal biokemiske tilstande, svarende til de fire
skridt i krydsbro-cyklussen (beskrevet pd side 120). I attachment-tilstanden
genererer krydsbroen en kraft, der er proportional med dens afstand til en
neutral ligevaegtsposition.

e Lad n(z,t) vere sandsynlighedsfrekvens-funktionen for antallet af bundne
krydsbroer, der er flyttet afstanden z (i forhold til den neutrale ligevaegtsposi-
tion) til tiden ¢. Antallet af bundne krydsbroer, hvor z ligger mellem z og dz,
er n(z,t)dz. S& antages n(z,t) at opfylde fslgende ligning

T = By o = @)~ (@) + @i,

hvor v er forkortelses-hastigheden af en halv sarcomer, f(z) reprasenterer raten
af attachment, g(z) repraesenterer raten af detachment og ‘é—’t‘ er den tidsafledte

[16].
e Kraften Fi(z) af hver krydsbro som funktion af afstanden z kan beskrives ved
polynomiet
Fi(z) =Kz +az®+... (A1)

Hvis alle andre led end Kz pé hgjre side forsvinder, s& er kraften pr. arealenhed
(stress)

o0

S@t) = a01/ zn(z, t)dz,
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hvor a er en konstant, der reprasenterer aktivationsniveauet og 01 er en kon-
stant udtrykt ved

msK
“="
hvor m er antallet af krydsbroer pr. volumen-enhed, s er sarcomer-leengden,
L er afstanden mellem to p4 hinanden fglgende a.ktm-bmdlngssteder og K er
fjederkonstanten givet i ligning A.1.

Der opstar et konsistens-problem, fordi funktionerne F(z), f(z), g(z) og deres in-
verse ikke er uafhaengige, dvs. at krydsbroernes aktivitet ikke er indbyrdes uafhaengig.
Derfor er denne teori om krydsbro-bevaegelsen forsggt udviklet, bla. ved indfgrsel af
flere skridt i krydsbro-cyklussen [21].

* Som repreesentant for et alternativ til sliding-filament modellen af muskelkontraktion
stdr G.H. Pollack, som har foresldet en teori baseret p4, at lengden af filamenterne
ikke er konstant under kontraktionen, men derimod, at der sker en sammentraekning
af myosin-filamenterne. Det er s& denne sammentrakning, der medfgrer, at musklen
kontraheres [49].

A.1.2 Quick-release eksperimentet

Hills kraft-hastighedsrelation, som er beskrevet i afsnit 1.1.2, repreaesenterer en aktiv
muskel] ved tre elementer:

o Et kontraktilt element i serie. -
o Et elastisk element i serie.

o Et parallelt elastisk element.

Det elastiske element i serie kan have sin oprindelse i elasticiteten af aktin- og myo-
sinmolekylerne, Z-linien og bindevaevet. Den parallelle elasticitet kan ogs3 opsta pa
grund af bindeveaev og desuden pd grund af celle-membraner og mitochondrier.

Quick-release eksperimentet er en metode til bestemmelse af karakteristika ved det
elastiske element i serie [16]. En muskel i ikke-stimuleret tilstand p&feres en load
indtil muskel-leengden L; er ndet. Uden at musklen har mulighed for at sndre sin
leengde, stimuleres den indtil tensionen T) er naet. Rent praktisk ggres dette ved
at lade et lod haenge fra musklen eller spaznde den fast. Herefter sendres tensionen
pludseligt fra Ty til T> (det vil sige som en stepfunktion). Hypotesen er da, at dette
ikke vil @ndre leengden af overlappet mellem aktin- og myosin-filamenterne, fordi
krydsbroerne ikke nar at attache og musklen derfor ikke traekker sig sammen. Det vil
med andre ord sige, at de kontraktile elementer i Hills kraft-hastighedsrelation ikke
endres under eksperimentet mens de elastiske elementer ggr, og et udtryk for disse
kan efterfglgende findes.



126 Skelet- og hjertemuskler

A.2 Hjertemuskler

Hjertemuskelceller er en slags ellipsoide cylindre med en leengde p& 80-100pum og en
storakse pa 10-20pm [46]. Ligesom skeletmuskler er hjertemuskler stribede, hvilket
er et udtryk for en meget lignende organisering af tynde aktin-filamenter og tykke
myosin-filamenter [2, 16, 50]. Selvom den grundlaeggende kontraktionsmekanisme er
ens i de to typer celler, er der dog nogle vigtige forskelle:

o Hjertemuskelceller er vaesentligt kortere end skeletmuskelfibre og har mange
forgreninger [16, 50]. Desuden sidder de i forleengelse af hinanden, bundet af
proteiner med samme funktioner som Z-linien for skeletmuskelceller (se figur
A.12) [2, 16]. Den elektriske modstand over disse proteiner er minimal [10].

e Der er mange mitochondrier i hjertemuskelceller i forhold til i skeletmuskelceller
[2, 16]. Mitochondrier er organeller i cellen, der leverer energien til muskelkon-
traktionen i form af ATP [2, 33, 50].

e Langs kanten af hver hjertemuskelcelle lgber én eller flere blodarer parallelt
med den lange akse af cellen og andre blodarer ligger i klgvningsplanet mel-
lem cellebundter [16, 46]. Disse blodarer leverer oxygen til kontraktionen og
transporterer kuldioxid og andre affaldsstoffer vak [16].

Figur A.12 Strukturen af hjertemuskelceller. P4 figuren er vist to efterfplgende celler,
hvor de tynde filamenter fra sarcomererne i de to celler peger ind mod de membraner, der
adskiller cellerne, ligesom filamenterne ggr ved Z-linier. Derved fortsaettes fibrilen henover
hjertemusklen og ignorerer cellernes graenser.[2, p. 856].

Hjertemuskelceller er arrangeret i teet sammenbundne lag og omkranser de fire hjer-
tekamre fuldstzendigt (se appendiks B) [50]. Dette samt fibrilernes kontakt mellem
forskellige celler har betydning for hjertets kontraktion. De hjertemuskelfibre, der er
i kontakt med andre hjertemuskelfibre (omkring 1%) kaldes hjertets ledningssystem
[10, 50]. Dette system af fibre initierer hjerteslaget i atrium og sgrger for hurtig
spredning af impulsen gennem hjertet [10]. Fibrene tillader et aktionspotentiale at
vandre fra én celle til en anden, hvor enderne mgdes, hvorved kontraktionen af hjer-
temuskelcellerne synkroniseres [2]. En depolariseringsbalge (se appendiks C, side 139)
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efterfglges af kontraktion af hele hjertemusklen. Derfor sker gradvis kontraktion ikke
i hjertemuskler (som det f.eks. ses for skeletmuskler) — alle celler eller ingen celler
reagerer [16]. Hjertemuskler arbejder dermed i enkelte twitches.

A.2.1 Hjertets afslapnings-tension

Mekanisk set er der en veaesentlig forskel p& skelet- og hjertemuskler, som har at
gore med betydningen af den tension, hjertet har under afslapning. Hvis tension af
musklen regnes ud fra trykket i ventriklen og plottes mod leengden af muskel-fibren,
kan vi lave en sammenligning af skelet- og hjertemuskler [16]:

e Afslapningstension er negligérbart for skeletmuskler, men har stor betydning
for hjertemuskler.

e Som fplge heraf har hjertemusklen en mere begrzenset udstraekning af sarcomer-
leengden ved stigende ventrikulert tryk end skeletmusklen. Hjertemusklen i
afslappet tilstand er viskoelastisk.

Afslapningstension bestemmer det slut-diastoliske volumen og dermed slagvolumenet
af hjertet (se appendiks B afsnit B.3).

A.2.2 Stivhed af hjertemuskler

Dynamisk muskelstivhed antages at best& af bade aktive og passive komponente
[33]: :

o Passive; bidrag til stivhed fra alle de ikke-kontraktile elementer (bindevaev,
collagen).

e Aktive; opstar ved interaktioner mellem de kontraktile elementer i musklen

Da alle krydsbroer virker parallelt bidrager disse kontraktile elementer til stivheden af
musklen. Det betyder, at der er en lineser sammenhang mellem stivheden af musklen
og den kraft, musklen udgver, fordi kraften er bestemt af antallet af aktive krydsbroer
[33].

Bindevaev bidrager ogs til hjertets stivhed. Et gget load pd ventriklerne medfgrer
fortykning af ventrikel-veeggen og stigning i collagens andel af musklens volumen [46].
Som fglge heraf forringes den systoliske mekaniske funktion, og der kreeves derfor et
yderligere gget load pa ventriklen for at opretholde normale fysiologiske behov for
det cardiovaskulzre system.
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Transport af molekyler over store afstande varetages af det cardiovaskuleere system,
som bestar af blod, blodérer (det vaskulere system) og hjertet (cardio). Dette kapitel
er en gennemgang af disse tre dele og koordinationen mellem dem.

B.1 Blod

Blodet transporterer naeringsstoffer, affaldsstoffer, antistoffer, signalmolekyler (bl.a.
hormoner) og gasser til og fra kroppens vav og organer [10, 32]. Blod bestar af
celler oplgst i plasma. Langt stgrstedelen (> 99%) af cellerne er rgde blodlegemer
(erythrocytter), mens resten udggres af en raekke hvide blodlegemer (leukocytter),
samt blodplader [15, 50]. Omkring 55% af blodet er plasma, som bestar af proteiner,
gasser, nzeringsstoffer, affaldsprodukter, hormoner og elektrolytter oplgst i vand (der
udger ca. 93% af plasmaet) [50].

Blod

Figur B.1 Fordeling af blodets bestanddele.

Da s relativt stor en del af blodet er vand, sammenlignes blodets hydrodynamiske
egenskaber ofte med vands egenskaber. Dette gelder blandt andet med hensyn til
laminar og turbulent strgmning [15]. Blodet opfarer sig ikke som en Newtonsk! vaeske
(det har en typisk viskositet p4 2,1-10%Pa-s), men da en s&dan strgmning er vanskelig
at regne pa negligeres dette ofte. Endvidere viser erfaringer, at denne idealisering er
brugbar [25].

O. Reynolds fandt den bestemmende parameter for overgangspunktet fra laminar til
turbulent strgmning i et stift rgr. Denne parameter kaldes Reynolds-tallet, R:

'U:m'd
v

R= (B.1)

hvor uy, er middelhastigheden af vaesken, d er diameteren af rgret og v er den kine-
matiske viskositet [15].

!For en Newtonsk vaske er viskositeten uafhzngig af stremningshastigheden og dermed konstant.

129



130 Det cardiovaskulare system

En strgmning antages at veere laminar, hvis R < 2000. Hos mennesker er Reynolds-
tallet i aorta 2-3000 lige efter dbningen fra ventriklen, men det falder med afstanden
fra hjertet [19].

B.2 Hjertet

Hjertet er den dobbelt-pumpe, der sgrger for cirkulation af blod i kroppen.

Hjertet opdeles i en venstre og en hgjre halvdel, som hver opdeles i to kamre; atrium
og ventrikel. Blodet i atrium tgmmes ud i ventrikel p& hver side, og der er ingen
direkte kontakt mellem de to atria eller de to ventrikler [10, 15], se figur B.2.

Aorta

venstre
atrium

Hgjre
atrium™ | venstre
ventrikel
(T rteklap
Hjerteklapl; -

Hgjre
ventrikel

|

Hjerteklapper

Figur B.2 Skematisk fremstilling af hjertet. Pilene angiver retningen af blodstrgmningen
50, p. 409).

Venstre atrium og ventrikel pumper blod til de systemiske arterier og hgjre atrium
og ventrikel pumper blod til de pulmonere arterier [10, 15].

I hver halvdel findes de atrioventrikulere hjerteklapper (mellem atrium og ventrikel),
som sgrger for, at blod kun kan flyde fra atrium til ventrikel, og ikke fra ventrikel
til atrium. Den hgjre hjerteklap kaldes den tricuspide klap og den venstre kaldes den
mitrale klap [10, 15]. Abning og lukning af de to hjerteklapper er en passiv proces,
der opstar ved trykforskelle over klapperne. Nar blod flyttes fra atrium til ventrikel
skubbes klappen op, men nr trykket i ventriklen overstiger trykket i atrium (dvs.
nér ventriklen traekker sig sammen) tvinges klappen til at lukke [10, 12].

Abningerne fra ventriklerne til det vaskulere system reguleres ogsa ved klapper; den
pulmonere klap og aortaklappen, som virker pa tilsvarende made [15]. Der er ingen
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klapper ved indgangene til atrium fra det vaskuleere system, si ved atrial kontraktion
pumpes derfor et lille volumen tilbage [50].

B.2.1 Det vaskuleere system

Blodet pumpes gennem den pulmonere cirkulation fra hgjre ventrikel og til venstre
atrium, og derefter gennem den systemiske cirkulation fra venstre ventrikel og til
hgjre atrium. I den pulmoneere del oxygeneres blodet i lungerne, mens det deoxyge-
neres i organer og vaev i den systemiske del [50].

I begge kredslgb kaldes blodarer med hgjt tryk for arterier, mens &rer med lavt tryk
kaldes vener [50].

I den systemiske cirkulation forlader blodet ventriklen via en enkelt stor arterie;
aorta. Denne forgrenes i arterier og de mindre arterioler, som forgrenes i et stort
antal sm& blodkar; kapillerer. Kapillererne forenes i venuler, som forenes i vener,

der leder blodet tilbage til hgjre atrium. Den pulmonzre cirkulation har et tilsvarende
kredslgb [15].

B.3 Hjertets cyklus

Atrium og ventrikel skiftevis sammentraekkes og afslappes i en cyklus, der inddeles
i forskellige perioder. Hovedinddelingen af hjertets cyklus er en skelnen mellem sy-
stole (ventrikulaer kontraktion) og diastole (ventrikuleer afslapning). Under systolen

pumpes blod ud af hjertet, mens hjertet fyldes med blod igen under diastolen [12].

Med en normal slagfrekvens pd 72 hjerteslag pr. minut for mennesker varer hver
hjertecyklus ca. 0,8s med 0,3s i systolen og 0,5s i diastolen [10].

Systolen og diastolen kan inddeles i flere disjunkte perioder. Den fgrste del af systolen
(se figur B.4) kaldes den isovolumetriske ventrikulere kontraktion, og er den periode
hvor ventriklerne traekker sig sammen mens alle hjerteklapper er lukkede. De lukkede
hjerteklapper ger, at hjertets blodvolumen forbliver konstant, og da hjertet traekker
sig sammen, stiger trykket i ventriklerne, fordi blodet kan antages at vaere usammen-
trykkeligt. Det betyder, at isovolumentrisk ventrikuleer kontraktion er analog til en
isometrisk skeletmuskel-kontraktion — musklen udvikler tension, men forkortes ikke
[50].

Néar trykket i ventriklerne bliver tilstreekkeligt stort til at dbne aortaklappen og
den pulmonzre klap, starter den ventrikulere udpumpning (som er en del af systo-
len). Blodet presses ud i aorta eller det pulmonzre kredslgb, og de ventrikuleare
muskelfibre forkortes [10]. Det volumen blod, der presses ud ved et hjerteslag kaldes
slagvolumenet og er pa ca. 70ml for mennesker [10].

I starten af diastolen (se figur B.5) afslappes ventriklerne, og aortaklappen og den
pulmongre klap lukkes. Da det ventrikulere volumen nu er konstant, kaldes denne
periode den isovolumetriske ventrikulere relazation. De atrioventrikulzere hjerteklap-

per abnes og den ventrikulere fyldning begynder, nar blod fra atrium strgmmer ind
i ventriklen [10, 50].
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Figur B.3 Den pulmonzre og systemiske cirkulation [50].



B.3 Hjertets cyklus 133
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Figur B.4 Systole-delen af hjertets cyklus [50, p. 418]. Kun én atrium og ventrikel er vist,
men perioderne er identiske i begge halvdele af hjertet. Pilene angiver den strgmningsretning,
som tryk-forskellen vil lade blodet flyde i, s&fremt de involverede hjerte-klapper er abne.

Atrial kontraktion sker i slutningen af diastolen, efter at stgrstedelen af den ventrik-
uleere fyldning er foregdet (ca. 80%), og det vil sige, at ventriklen ikke kun modtager
blod fra atrium nar dennes kontraktion er igang, men ogsé inden [10].
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Figur B.5 Diastole-delen af hjertets cyklus [50, p. 418]. Kun én atrium og ventrikel er vist,
men perioderne er identiske i begge halvdele af hjertet. Pilene angiver den strgmningsretning,
som tryk-forskellen vil lade blodet flyde i, safremt de involverede hjerte-klapper er dbne.

Tryk- og volumenandringer

Vi vil nu beskrive de @ndringer i tryk og volumen, der sker i venstre ventrikel og
aorta under hjertets cyklus. Vi begynder i diastolen, hvor bade venstre atrium og
ventrikel er afslappet og trykket i atrium er en smule hgjere end i ventriklen. P&
grund af denne tryk-forskel er den atrioventrikuleere klap &ben, og blod der strgmmer
ind i atrium fra de pulmonzre vener fortsaztter direkte ind i ventriklen. Trykket i
aorta er nu hgjere end trykket i ventriklen, og aortaklappen er lukket. Dette punkt
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repreaesenterer startpunktet pa graferne i figur B.6.

QRS
P . T
Al e ~ EKG
1st 2d
1 icnelyde

nor /fz\\

! g
Tryk / i \
{mmHg \ I~ Aortatryk

50~

o~ _~—1 Venirikelryk
o™ N
L~ Slut-diastolisk
y/é volumen ] Ventrikelvolumen
130
Volumen /

(ml /

/

65—
™. Stutsystolisk
volumen

Diastole  Systole Diastole

Figur B.6 Tryk- og volumenzendringer i venstre ventrikel og aorta under hjertets cyklus
[50, p. 419].

Under diastolen falder trykket i aorta, fordi blodet strgmmer fra arterierne og ud
i resten af det vaskulaere system. Samtidigt gges trykket i ventriklen, fordi blodet
strgmmer ind fra atrium, og det ventrikuleere volumen gges dermed. Mzngden af
blod i ventriklen ved slutningen af diastolen kaldes det slut-diastoliske volumen [10].
Diastolen afsluttes ved en elektrisk impuls (se appendiks C), der medfgrer depolarise-
ring af atrium, som traekker sig sammen [50]. De resterende 20% af den ventrikulaere
fyldning sker ved denne kontraktion af atrium og kan ses pa figur B.6 som en lille
stigning p4 graferne for venstre ventrikels tryk og volumen.

Depolariseringsbalgen (ved QRS-komplekset i et elektrocardiogram, se appendiks
C) passerer gennem ventriklen og forarsager den ventrikuleere kontraktion. Lige for
denne kontraktion er aortaklappen lukket og den atrioventrikuleere klap er &ben.
Kontraktionen far det ventrikuleere tryk til at stige kraftigt og nzesten umiddelbart
herefter vil dette tryk overstige trykket i atrium, hvilket far den atrioventrikulsre
klap til at lukke, si tilbagestrgmning ind i atrium undgas. Da trykket i aorta sta-
dig er hgjere end trykket i ventriklen forbliver aortaklappen lukket, og ventriklen
tgmmes ikke i denne fase pd trods af dens kontraktion [50]. Denne korte fase med is-
ovolumetrisk ventrikuleer kontraktion afsluttes, hvor det ventrikulare tryk overstiger
aorta-trykket og ses pa figur B.6 i den fprste smalle (lodrette) indramning.

Aorta-klappen abnes, og udpumpningen af blod fra ventriklen til aorta starter. Som
det ses p& grafen for det ventrikulere volumen, er denne udpumpning farst meget
hurtig og derefter lidt langsommere. Ventriklen tgmmes ikke fuldsteendigt — der ef-
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terlades det slut-systoliske volumen [10]. Slagvolumenet er beregnet som differensen
mellem det slut-diastoliske og det slut-systoliske volumen. Slagvolumenet ganget med
slagfrekvensen giver det sdkaldte cardiac output.

Nar blodet pumpes ud i aorta stiger trykket her sammen med trykstigningen for
ventriklen. Der er kun ganske lille forskel mellem de to tryk, fordi modstanden mod
strgmningen gennem aorta-klappen er meget lille [50]. Selvom ventriklens kontrak-
tion fortsasettes under hele systolen, s nar de to tryk deres maksimale vaerdier fgr
udpumpningsperioden afsluttes og trykkene falder herefter i en periode pé trods af
kontraktionen.

Den hastighed, hvormed blodet forlader aorta, er hgjere end den hastighed, hvormed
blodet forlader ventriklen [50]. Derfor begynder trykket og volumenet i aorta at falde.

Diastolen begynder hvor ventrikuleer kontraktion stopper, og ventrikel-musklen be-
gynder at slappe af. Det ventrikuleere tryk falder kraftigt og bliver lavere end trykket
i aorta, hvorved aortaklappen lukkes. P4 dette tidspunkt er ventrikeltrykket dog sta-
dig hgjere end trykket i atrium, s& den atrioventrikuleere hjerteklap forbliver ogsa
lukket [10]. Denne tidlige diastoliske fase slutter nar ventrikel-trykket bliver lavere
end trykket i atrium og en hurtig ventrikular fyldning begynder.

Den foregdende ventrikuleere kontraktion pressede de elastiske elementer i hjertekam-
meret sammen pa en sddan made, at ventriklen er bukket sammen nar systolen er
ovre. Dette far trykket i ventriklen til at falde hurtigere end det ellers ville have veeret
muligt, og der kan endda dannes‘et undertryk i ventriklen [50]. Dette undertryk med-
virker til at ventriklen fyldes hurtigt igen, og kan betyde at der lgber en lille strgm
af blod fra aorta tilbage i ventriklen, hvis aortaklappen ikke lukkes tilstraekkeligt -
hurtigt.



C Neurologisk kontrol af hjertet

I dette appendiks vil vi overordnet gennemg nervesystemet og de neurale mekanis-
mer, der kontrollerer hjertets kontraktion.

Nervesystemet kan inddeles i to dele:

o det centrale nervesystem (CNS), der bestar af hjernen og rygmarven.

e det perifere nervesystem (PNS), der bestar af nerver, der lgber fra hjernen og
rygmarven til resten af kroppen. :

Det perifeere nervesystem kan yderligere inddeles i:

e sanse-nervesystemet, der skaffer information fra kroppens indre og ydre miljg.

e motor-nervesystemet, der responderer pd denne information.

Motor-nervesystemet inddeles i det somatiske nervesystem og det autonome nerve-
system. Groft sagt s& kontrollerer det somatiske nervesystem skeletmuskulaturen og
dermed kroppens frivillige reaktioner, mens det autonome nervesystem kontrollerer
glat- og hjertemuskulaturen (se appendiks A) og dermed de funktioner, der ikke er
bevidste eller frivillige [41].

Denne organisation af nervesystemet er illustreret i figur C.1.

Figur C.1 Den overordnede inddeling af nervesystemets funktioner.

Da det kun er det autonome nervesystem, der har relevans for vores problemstilling,
vil den fglgende gennemgang begreense sig hertil.
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C.1 Det autonome nervesystem

Det autonome nervesystem, der kontrollerer kroppens ufrivillige funktioner, har tre
dele:

e Det sympatiske system.
e Det parasympatiske system.

e Den enteriske del.

Sidstnzevnte er et stort set uafhangigt system, der har at ggre med fordgjelse, og
dette vil vi ikke beskaeftige os yderligere med.

Det sympatiske og det parasympatiske nervesystem bestdr af nerve-keeder, der for-
binder CNS med hjerte- og glatmuskulaturen i organer, blodarer, kirtler, hud mv.
Det sympatiske nervesystem organiserer de ufrivillige reaktioner, der er involveret
i ekstreme krise-situationer, hvor en maksimal kraftudgvelse er kraevet af den eller
de pag=zldende muskler [45]. Det parasympatiske nervesystem derimod organiserer
de ufrivillige reaktioner, der opretholder kroppens normale funktioner i almindelig
afslappet tilstand. De fleste organer (inklusiv hjertet) modtager inputs fra begge
systemer. Blodarer modtager dog kun inputs fra det sympatiske nervesystem [41].

C.2 Neuroner

Nerver er individuelle nerveceller (ogs3 kaldet neuroner), der virker ved at generere
elektriske signaler og videresende disse fra ét sted i kroppen til et andet ved at frigive
kemiske signalstoffer [41, 50]. De fleste neuroner bestar af fire dele (se figur C.2):

cellekrop

dendriter

azoner (eller nervefibre)

azonterminaler

Dendriter er modtagere af signaler fra andre neuroner. I axoner genereres og transpor-
teres elektriske signaler og i axonterminalerne frigives kemiske stoffer som reaktion
pé de elektriske signaler. Det sted, hvor to neuroner mgdes og den ene pivirker akti-
viteten af den anden, kaldes en synaps. I de fleste tilfzelde overfgres herved et kemisk
signal, ogs3 kaldet en neurotransmitter [41]. I det folgende gennemgés, hvordan disse
elektriske signaler dannes og transporteres.
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Axonterminaler

Figur C.2 Skematisk fremstilling af en neuron [50, p. 181]. Sterrelsesforholdene er ikke
korrekte, idet axonerne kan vare 5.000-10.000 gange leengere end cellekroppen er bred.

C.3 Membranpotentialer

Partikler med samme elektriske ladning frastgder hinanden, mens partikler med mod-
sat elektrisk ladning tiltraekker hinanden. For at adskille to modsatte ladninger for-
bruges en mzengde energi for at imgdekomme tiltraekningskraften mellem partiklerne.
Det betyder, at adskilte elektriske ladninger af modsat fortegn besidder et potentiale
for at udfgre et arbejde [10]. Dette potentiale kaldes et elektrisk potentiale eller en
potentialeforskel, fordi det bestemmes af ladningsforskellen mellem to partikler. I
daglig tale kaldes det dog blot et potentiale og males i volt (V) [50].

Alle celler har i deres afslappede tilstand en potentialeforskel over deres celle-
membran, med cellens indre negativt ladet i forhold til det ydre miljg. Per definition
settes potentialet i cellens ydre til OV og membranpotentialet fastseettes i forhold
hertil, saledes at hvis cellens indre er mere negativt ladet end det ydre, siges mem-
branpotentialet at vaere negativt. P4 tilsvarende vis fastszettes et positivt membran-
potentiale [10, 50].

For neuroner ligger membranpotentialet mellem -40mV og -90mV [41]. Dette tal er
hovedsageligt bestemt af to faktorer:

e Forskellen i ion-koncentration mellem cellens indre og ydre.

e Forskellen i membranens permeabilitet® overfor forskellige ioner.

ZEndringer i membranpotentialet fra det niveau, hvor neuronen er i sin normale og
afslappede tilstand, producerer elektriske signaler, der kan endre cellens aktivite-
ter, og dermed overfgre og bearbejde informationer [10]. Disse elektriske signaler
forekommer i to former:

e Gradvise potentialer, som fungerer i signalering over korte afstande.

e Aktionspotentialer, som fungerer i signalering over store afstande.

! Permeabilitet af en membran siger noget om, i hvilken grad membranen tillader forskellige
molekyler (eller et specifikt molekyle) at blive transporteret henover den.
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Disse to typer potentialer vil i det fglgende blive gennemgdet. Inden da vil vi kort
definere nogle begreber, der er ngdvendige for denne gennemgang.

En membran siges at veere depolariseret, nar dens potentiale er mindre negativt
(teettere ved 0) end potentialet ved afslapning. En membran siges at veere hyperpo-
lariseret, ndr dens potentiale er mere negativt (lzengere fra 0) [50]. Nar potentialet
af en membran, der har veret enten depolariseret eller hyperpolariseret, er pa vej
tilbage mod dens normale niveau, siges det at vaere repolariserende [10).

C.3.1 Gradvise potentialer

Gradvise potentialer er sndringer i membranpotentialet som er begranset til et
relativt lille omrade af celle-membranen og deres signaler dgr ud inden for 1-2mm
fra deres start-sted. De kan veere enten depolariserende eller hyperpolariserende. De
kaldes gradvise potentialer, fordi stgrrelsen af potentialet er varierende og er afhaengig
af stgrrelsen af den stimulus, der fremkaldte potentialet. [50]

Nar et gradvist potentiale er startet, lgber der en strgm af ladninger mellem po-
tentialets start-sted og de omkringliggende omrider pd celle-membranen, som har
afslapningspotentiale (se figur C.3).

0

Membran
potentiale
mv)

Uden for
cellen

g

Incden for

Ty g

Figur C.3 Et lille omrade af en celle-membran er blevet depolariseret. I cellens indre vil
positive ioner lgbe fra depolariseringsstedet mod mere negative omrader af membranen.
I cellens ydre vil positive ioner lgbe fra de omgivende (og mest positive) omrader til
det mindre positive depolariseringssted. Negative ioner vil samtidigt lgbe i de modsatte
retninger.

»

Jo stgrre sendringen i potentiale er, jo stgrre vil denne strgm af ladninger vare.
Strgmmen skaber desuden en depolarisering af de omgivende omrader, som fgr havde
afslapningspotentiale, men da der mistes en del ioner undervejs (gennem membra-
nen), er stgrrelsen af denne depolarisering aftagende med stigende afstand fra det
oprindelige depolariseringssted [50].
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C.3.2 Aktionspotentialer

Aktionspotentialer er hurtige sndringer i membranpotentialet pa omkring 100mV,
der kan vare ned til 1ms. Dvs. at der foregdr en depolarisering (f.eks. fra -70mV
til 30mV) og en efterfglgende repolarisering inden for 1ms. Nerveceller, muskelceller
og nogle f& andre typer celler har celle-membraner, der er i stand til at producere
aktionspotentialer. Det er aktionspotentialer, der forestdr kommunikation og signa-
lering over store afstande. [50]

C.4 Koordinering af hjerteslag

Hjertemusklens kontraktion seettes igang ved depolarisering af musklens celle-
membran. De proteiner, der fungerer som Z-linier i hjertemusklen, lader aktions-
potentialer blive transporteret fra én muskel-celle til den naste, da den elektriske
modstand i disse proteiner er minimal [10, 50]. Det betyder, at et elektrisk signal til
én hjertemuskelcelle medfgrer et elektrisk signal til alle hjertemuskelceller.

Den startende depolarisering sker som regel i hjertets ledningssystem-celler (se afsnit
A.2) i den sikaldte sinoatriale knude i hgjre atrium ner indgangen fra den store
vene. Aktionspotentialet spredes fra den sinoatriale knude gennem hjertet pd en
sddan méade, at fgrst atrium og derefter ventrikel sammentraekkes [50]. Det er den
sinoatriale knude, der alene bestemmer slagfrekvensen — antal gange hjertet slar i
sekundet. '

Spredningen af aktionspotentialet sker tilstraekkeligt hurtigt til at de to atria bliver
depolariseret samtidigt og derfor traekker sig sammen samtidigt. Fra atrium og videre
til ventriklen spredes depolariseringen ved hjelp af den atrioventrikulere knude, der
sidder for neden af atrium, og denne spredning er relativt langsom (0,1s) [10]. Det
er netop denne forsinkelse i spredningen, der ger at volumenet i ventriklen kan stige,
mens atrium traekker sig sammen. Fra den atrioventrikuleere knude gar signalet ind
i vaeggen mellem de to ventrikler, hvor det spredes ud til de ventrikuleere muskel-
fibre, der ikke fgrer depolariseringen videre, men derimod anvender de frigivne ioner
til muskel-kontraktion [10, 50].

C.4.1 Elektrocardiogram

En grafisk afbildning af de elektriske signaler i hjertet kaldes et elektrocardiogram
(EKG) [10]. Et sddant er vist i figur C.4.

P-bglgen svarer til depolarisering af atrium. Omkring 0,15s senere starter QRS-
komplekset, hvor ventriklen depolariseres. T-bglgen er et resultat af repolarisering
af ventriklen, mens repolarisering af atrium ikke er synlig p& grafen, fordi dette fore-
gar samtidigt med QRS-komplekset [10, 50]. Denne EKG-graf er ogsé vist i appendiks
B i figur B.6, hvor den kan ses i sammenhang med tryk- og volumenzndringerne i
hjertet.

For skeletmuskler si vi i appendiks A, at de er istand til at summere de enkelte
twitches for at opnd en kraftigere kontraktion. Dette er ikke tilfeldet for hjertemusk-
ler. S& lznge ventriklen er i en kontraktil tilstand, kan dens volumen ikke gges, og
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Figur C.4 Elektrocardiogram (EKG) [50, p. 415]. P: Atrium depolariseres, QRS: Ventriklen
depolariseres, T: Ventriklen repolariseres.

dermed ville hjertet ophgre med at fungere som en pumpe, hvis ventriklen var i fused
tetanus (se afsnit A.1.1).

Dette forhold skyldes, at hjertemuskler har en obligatorisk afslapningsperiode p&
stgrrelse med kontraktionsperioden (begge cirka 250ms), mens skeletmuskler har en
obligatorisk afslapningsperiode, der er langt mindre end kontraktionsperioden (1-2ms
mod 20-100ms) [10].



D Statistiske tabeller

Dette appendiks indeholder de statistiske tabeller, der er benyttet til beregning af

korrelations-koefficienter, samt bedste linezre fit og teststgrrelser for Tg, 7¢, a og
HR(tp).

Parameter | Udregninger Veerdi
n i _ 35
Sz Tz 974,2
T Sz/n 27,834
Sy 1 Vi 7,425
] Sy/n 2,1214 -1071
SK; n T 28650,7
SK, mYE 1,5888
SP:cy Z?:l T Yi 202798
SAK, SK.— S2/n 1534,52
SAK, SK, ~ Sg/n 1,3639 -10~2
SAP, SPpy — 5;5y/n -3,6896
a SAP,,/SAK, -2,4036 103
b 7 —Za 2,7904 -10~!
teststr. a-SAP;,/(SAKy —a - SAP;y) 1,8589
'R? (a®- SAK,;)/SAK, 0,65116

Tabel D.1 Skema for 7 til brug ved beregning af det bedste fit, teststgrrelse for volumen-
uafhangighed samt R2. Vi har undladt det punkt, der skiller sig helt ud ved koordinaterne
(18; 0,1), da det ligger langt fra de andre. Skemaformen er hentet fra [20] og [29].
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Parameter | Udregninger Veerdi
n i 35
S. 227‘:1 T; 947,2
T Sz/n 27,834
Sy PR 4,712
7 Sy/n 1,3462 -10~!
SK; Sr s 28650,7
SK, PIMIRET 0,63819
SPyy T Y 132,514
SAK, SK; — Si/n 1534,52
SAK, SKy — S%/n 3,82017 -10~°
SAP;y SPyy — Sz Sy/n 1,35884
a SAP;,/SAK, 8,8551 -10~*
b 7 —Za 1,0998 -10~!
teststr. a-SAP [(SAKy —a-SAP) 0,4598
R? (a? - SAK;)/SAK, 0,31498

Tabel D.2 Skema for 7¢ til brug ved beregning af det bedste fit, teststgrrelse for
volumen-uafhzngighed samt R2. Skemaformen er hentet fra [20] og [29].

Parameter | Udregninger Veerdi
n St 11
Sz Y T 258,0
T Sz/n 23,4545
Sy Sy 30,4
g Sy/n 2,76363
SK, o, z? 6355
SK, | TL.y 84,72
SPay Sh LTy 706,05
SAK, SK, —8%/n 303,7272
SAK, SKy, — .S';j’/n 0,71045
SAP;, SPpy — 5:5y/n -6,9681
a SAP,,/SAK, - 2,2942 1072
b 7T—7Za 2,2255
teststr. a-SAP/(SAKy —a- SAP;y) 0,2904
R? (a? - SAK,)/SAK, 0,225

Tabel D.3 Skema for o til brug ved beregning af det bedste fit, teststgrrelse for
volumen-uafhzngighed samt R2. Skemaformen er hentet fra [20] og [29].
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Parameter | Udregninger Veerdi
n p%) 8
Sz Y1 T 1015
z Sz/n 126,875
Sy ?=1 Y; 3972
] Sy/n 496,5
SK, S z? 134125
SK, Syt 2084310
SPy, Yo% Y 479985
SAK, SK, — 52/n 5346,875
SAK, SK, — §2/n 112212
SAPyy SPyy ~ 5;5,/n -23962,5
a SAPyy/SAK, -4,4816
b 7—1Za 1065,1
R? (a*-SAK;)/SAK, | 095703

Tabel D.4 Skema til brug ved beregning af klokketidens afhzngighed af slagfrekvensen.

Skemaformen er hentet fra [20] og [29).

Parameter | Udregninger Veerdi
n 31 8
Sz PR 2 1355
z Sz/n 126,875
Sy E?:l Yi 1015
v Sy/n 169,375
SK, r Tt 235175
SK, PIRET 134125
SPy, ST Y 166475
SAK, SK; - S2/n 5671,875
SAK, SKy—S%/n 5346,875
SAP;, SPpy — 5;5,/n -5440,625
a SAP.,/SAK, -0,95923
b 7 —Za 291,076
R* (a* - SAK;)/SAK, 0,9761

Tabel D.5 Skema til brug ved beregning af toppunktstidens afhzengighed af slagfrekvensen.

Skemaformen er hentet fra [20] og [29)].



E De benyttede parametervaerdier

Dette appendiks bestdr af en tabel med anvendte parametres veerdier og betydning.

navn | Veerdi

| Betydning

Parametrene i den isovolumetriske trykfunktion

a 0,007 | det diastoliske tryk-volumen forhold

b 5 | et udtryk for hjertets stgrrelse

c 1,44 | et udtryk for den kontraktile fase

d 1 | tryk ved nul volumen - ikke fysiologisk parameter

a 0,076 | tiden hvor den systoliske fase begynder

n 2,050 | udtryk for afslapningsfasen - lidt som Muliers 7g

m 3,687 | udtryk for kontraktionsfasen - lidt som Muliers 7¢

Parametrene i udvidelsen af slagfrekvensen

tmin | 0,798 | den minimale toppunktstid ved forskellige slagfrekvenser

tmaz | 1,202 | den maksimale toppunktstid ved forskellige slagfrekvenser

Dmin | 0,842 | det minimale toppunktstryk ved forskellige slagfrekvenser

DPmaz | 1,158 | det maksimale toppunktstryk ved forskellige slagfrekvenser

0, 60 | den gennemsnitlige toppunktstid

0, 60 | det gennemsnitlige toppunktstryk

I 9,9 | forholdet imellem toppunkts-tid og slagfrekvens

vp 17,5 | forholdet imellem toppunkts-tryk og slagfrekvens
Parametrene i windkesselmodellen inklusiv hjertet

Rin 0,001 | Blodets modstand inden i hjertet

Ry 0,08 | Aortaimpedansen

R, 1,778 | Den midlede modstand for transport gennem arterierne

C, 2,75 | Den midlede compliance i arterierne - angiver elasticitet

P, 10 | Fyldningstrykket

Fir 80 | Angiver tilbageflowet

Tabel E.1 De indgiende parametre af vores model, samt angivelse af deres vaerdier og

beskrivelse af deres

fysiologiske betydning. Vi ger opmerksom pi, at vi i kapitel 3 har

anvendt nogle lidt anerledes parametre, da vi fittede de forskellige klokkefunktioner til

Muliers data. Disse

veerdier er vist i tabel 3.1.
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