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Abstract

I dette speciale diskuteres begrundelser for at lade beviser og bevisferelse indga i
matematikundervisningen p4 gymnasieniveau og muligheden for at gere det. Denne diskussion er
didaktisk: hvilke vanskeligheder er der forbundet med at forstd beviser og med at gennemfere en
bevisforelsesproces, men den er i hej grad ogsa videnskabsteoretisk. Navnlig overvejelser omkring
hvorfor man skal undervise i beviser og bevisforelse haenger p& overvejelser om, hvorfor beviser er
sd vigtige i matematikfaget. Dette spargsmal tages derfor ogsé op i rapporten.

Specialet falder i tre dele. Den forte del udgeres af et litteraturstudie, hvor hovedtrekkene i udvalgt
litteratur trakkes frem og det undersoges, hvad man der har at sige om, hvorfor man skal undervise i
beviser og bevisfarelse og om det er muligt at inddrage beviser og bevisferelse p4d meningsfuld vis.
Den anden del af specialet er baseret pé interviews med 5 new zealandske og 5 danske
matematiklzrere, der underviser i matematik p4 gymnasieniveau. Hvad mener
matematikundervisere, der skal prioritere beviser og bevisferelse i forhold til elevernes kunne og
pensumkrav om disse elementer i matematikundervisningen? Her bidrager de danske og new
zealandske laerere med meget forskellige synspunkter, der tydeligvis skyldes meget forskellige syn
p4, hvad forméalet med matematikundervisningen er.

Den tredie del af specialet er mit selvstendige bidrag til diskussionen af muligheden for at indfere
beviser og bevisfarelse i matematikundervisningen og begrundelserne for at gere det.
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Forord

Denne specialerapport dakker 3. modul pd RUC’s matematikuddannelse. Rap-
porten handler om muligheder og begrundelser for at have beviser og bevis-
forelse i matematikundervisningen pa4 gymnasieniveau. Den er dels blevet til
under et studieophold p3d New Zealand p4 henholdsvis University of Waikato
og Massey University, med Andy Begg og Michael Carter som vejledere. Hertil
kommer s& et &r pa Roskilde Universitetscenter, hvor jeg er blevet vejledt af
Mogens Niss.

Jeg vil gerne takke Michael Carter og Andy Begg, ikke blot for vejledning, men
ogsé for at muligggre et givende udlandsophold. Jeg vil ogsi gerne takke min
danske vejleder Mogens Niss for at veere en god stgtte under den sidste, seje del
af specialeskrivningsprocessen. Jeg vil ligeledes gerne takke de new zealandske
og danske matematiklerere, jeg har faet lov at interviewe om deres synspunkter
pa beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen.



1 Indledning

Jeg tror mange vil nikke genkendende til min oplevelse af beviser i matema-
tikundervisningen i gymnasiet: Et serligt ritual, gennemfgrt i de fleste mate-
matiktimer. Sztning, bevis, setning, bevis...Et ritual uden sammenhzng med
det at danne sig en forestilling om de matematiske begreber, der var i spil og
uden forbindelse med opgaveregningen. Hvorfor var de der egentlig? Hvad var
det meningen, jeg skulle leere af det?

Som matematikstuderende finder jeg ikke anledning til at stille spgrgsmalstegn
ved at skulle lzre at forsta og fare beviser. Det er en del af at udvikle sig til en
matematiker. Men mit udgangspunkt var, at min forstaelse af hvorfor beviser
og bevisfgrelse er s vigtige komponenter i "faget matematik” ikke var blevet
helt s god, som jeg kunne gnske mig. Det er mit afsat til den forste del af min
problemformulering:

Hvilke serlige treek ved matematik som fag kan beviser og bevisfg-
relse siges at repraesentere?

Hvis jeg ser pa beviser og bevisfgrelse ikke bare som matematik-studerende
men som forhabentlig kommende gymnasielzrer, er mine interesser lidt bredere.
Jeg vil gerne blive i stand til pa kvalificeret vis at diskutere hvilken betydning
beviser og bevisfgrelse bgr have i matematikundervisningen p& gymnasieniveau.
Dette er det egentlige formdl med specialet.

Jeg mener ikke, at jeg skyder over malet ved ikke blot at velge at diskutere
beviser men ogs& bevisfarelse. Umiddelbart tzenkte jeg selv pa bevisfgrelse som
en ting, der hgrer mere hjemme p3 universitets- end gymnasieniveau. Men
der er jo ogsd tale om bevisfgrelse, hvis man argumenterer for lgsningen til
et matematisk problem - noget ogsd gymnasieelever har brug for. Bevisfgrelse
er en del af det at lgse et matematisk problem. Der er tale om bevisfgrelse i
det gjeblik, hvor eleven selv skal 3 ideen til og selv udvikle et argument for
lgsningen til problemet. Jeg betragter altsi bevisfarelse som en aktivitet, der er
karakteriseret ved at det bliver kravet af eleven, at han eller hun selvstandigt
skal udvikle en strategi for at argumentere for lgsningen til et problem.

Et eksempel - som ogsa er et eksempel pa, at argumenter i et bevis ikke ngdven-

digvis behgver at vaere formelle og symboltunge - er falgende problemstilling:

Hvis man har 31 dominobrikker, der hver dkker to felter pa et skakbraet, er
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10 ’ Indledning

det s rhuligt fjerne to hjgrner, der ligger diagonalt overfor hinanden pa braettet
og dekke de resterende felter med domino-brikker? Umiddelbart er der mulig-
hed for det, fordi domino-brikkerne netop dakker de felter, der er tilbage pa
skakbraettet. Men da dominobrikkerne dekker et sort og-et hvidt felt, skal det
ogsd veere sddan, at der er lige mange sorte og hvide felter. Men ved at fjerne to
hjgrner, der ligger diagonalt, fjerner man enten to sorte eller to hvide hjgrner.
Derved opstar et overskud af sorte/hvide felter - det kan ikke lade sig ggre at
daekke braettet med dominobrikker.

Som det fremgar, s& opfatter jeg ikke kun et bevis, som man ser det defineret
i mange leksika: En kade af logiske udsagn i formel-symbolsk form bundet
sammen af slutningsregler, der starter med antagelserne og slutter med den
setning, man gnskede at bevise. Denne definition er for snaver og er f.eks. en
darlig beskrivelse af mit skakbrat-bevis. Jeg valger at definere bevis saledes: Et
argument, der fplger aftalte resonnementsformer og hviler pé et aftalt grundlag.

Skent jeg for at fremme klarheden i min beskrivelse af min problemstilling
omtaler beviser og bevisfgrelse under et, s& anser jeg dem for at vaere om ikke
fuldsteendigt adskilte, s& dog veesentlig forskellige og noget jeg skal konkludere
selvstaendigt pa. Beviser er produktet af bevisfgrelsesprocessen. Didaktisk set, er
beviser noget fzerdigt eleverne presenteres for, mens bevisfgrelse er en aktivitet,
hvor elever selv udvikler beviser.

Jeg vender nu tilbage til at udvikle min problemstilling yderligere. Jeg formule-
rede mit formal med specialet som jeg at gerne vil blive i stand til p& kvalificeret
vis at diskutere betydningen af beviser og bevisfgrelse for matematikundervis-
ningen pa gymnasieniveau. Det betyder, at jeg mi ggre mig klart pd hvilke
méder beviser og bevisfgrelse kan tankes at bidrage til matematikundervisnin-
gen i det almene gymnasium?, dvs se pa begrundelser for at have beviser og
bevisfgrelse i matematikundervisningen. Jeg ma imidlertid ogsa overveje, om
det overhovedet er muligt p& meningsfuld vis at inddrage beviser og bevisfgrelse
1 en matematikundervisning pa dette niveau.

Specialet falder alts3 p& sin vis i to dele: En del hvor jeg ggr rede for - og tager
stilling til - hvilke bidrag beviser og bevisfgrelse kan give til matematikunder-
visningen og en del hvor jeg diskuterer, i hvilket omfang det er muligt at have
beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen.

Jeg har valgt at inddrage tre typer overvejelser i min fremstilling af diskussionen
om, hvorvidt der skal vaere beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen:
Generelle begrundelser for at undervise i matematik, litteraturen pa feltet og
endelig et empirisk materiale, baseret pd gymnasielereres mening om betyd-
ningen af beviser og bevisfgrelse. Det fgrer frem til problemformuleringens 2.
del. ’

 fremover refereret til som matematikundervisningen.




11

Hvilke begrundelser er der givet for at undervise i beviser og be-
visfgrelse set 1 relation til generelle begrundelser for at undervise i
matematik nar man ser pa:

¢ Begrundelser for at have beviser og bevisfgrelse i matematik-
undervisningen, som kommer til udtryk i litteraturen.

o Lareres opfattelse af, hvilken betydning beviser og bevisfgrelse
har i matematikundervisningen.

Hvilke begrundelser - om nogen - for at undervise i beviser og be-
visfgrelse er efter min vurdering rimelige at give?

Der er litteratur pa feltet, hvor savel videnskabsteoretiske som didaktiske pro-
blemstillinger omkring beviser og bevisfgrelse behandles. Men som det vil
fremga, er der en rzekke mangler og uklarheder i den. En af manglerne bestar i,
at det kun er matematikdidaktikeres og matematikeres ideer om betydningen
af beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen, der kommer til udtryk,
mens matematiklareres ideer om samme sag, ikke er noget, der - med forbehold
for at jeg ikke har set alt - er blevet gjort til genstand for undersggelse. Da jeg
har afgrenset mig til at se pa beviser og bevisfgrelse 1 gymnasiematematikken,
er det matematikleerere, der underviser pa gymnasieniveau, jeg har interviewet.

Jeg mangler nu at uddybe den del af diskussionen, der drejer sig om muligheden
for at have beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen. Hvad er der sagt
og hvad kan der siges om hvilke vanskeligheder eleverne mgder, nar de forsgger
at forstd beviser og gennemfgre en bevisforelsesproces og er det vanskeligheder,
der er til at overkomme? Denne diskussion er til dels et prioriterings-spgrgsmal.
Hvordan skal man afveje betydningen af beviser i forhold til de andre kompo-
nenter, der indgar i matematikundervisningen?

Ogsa her er der mangel pa2 empirisk materiale. Er det lerernes erfaring, at
beviser og bevisfgrelse ikke p& en meningsfuld méade kan indgd i matematikun-
dervisningen pa gymnasieniveauet? Har lzererne vanskeligt ved at se relevansen
af de beviser og de bevisfgrelsesaktiviteter, deres undervisning méitte indeholde?
I sidstnaevnte tilfzelde er det laerernes matematikopfattelse, der spiller ind pa
vurderingen af muligheden for at have beviser og bevisfgrelse i matematikun-
dervisningen.

Hvis lzererne anser beviser og bevisfgrelse for at vare irrelevante inden for ma-
tematikken selv, sd er det noget der kunne zndres, hvis lerernes matematiksyn
blev @ndret. Hvis det derimod er elevernes vanskeligheder med at forstd be-
viser og gennemfgre bevisforelse, der er det dominerende, si er det af mindre
betydning om lareren anser beviser og bevisfgrelse for relevant eller ej.

Den tredie - og sidste - del af min problemformulering ser siledes ud:




12 Indledning

Hvad kan man sige om muligheden for at lade beviser og bevisfgrelse
indga i matematikundervisningen p4 gymnasieniveau, nar man ser
pa

o Arten af de vanskeligheder elever mgder, nar de sgger at forsta
beviser og gennemfgre en bevisforelsesproces.

e Om det - set fra matematiklereres synspunkt - i princippet er
muligt at gennemfgre en matematikundervisning, hvori beviser
og bevisfgrelse indgar.

Hvordan er muligheden for at lade beviser og bevisfgrelse indga i
matematikundervisningen, som jeg ser det?

Mit empiriske materiale

For at kaste lys over min problemstilling skal jeg have indsigt i matematiklaere-
res forestillinger om beviser og bevisforelse i matematikundervisningen. Dertil
behgver jeg “nogens” mening. Jeg har indsamlet materiale i form af interviews
med danske og New Zealandske leerere?, der indeholder betragtninger om den
betydning beviser og bevisfgrelse rent faktisk har i matematikundervisningen
- men ogsd om hvilken betydning den burde have. Jeg finder at mit udvalg
af lzrere, som ikke blot har en forskellig uddannelsesmzessig baggrund, men
ogsi skal mangvrere i to forskellige uddannelses-systemer, giver mig adgang
til et bredt spektrum af opfattelser af betydningen af beviser og bevisfgrelse i
matematikundervisningen.

Mit empiriske materiale er ikke kun brugbart til at beskrive lareres opfattelse
af betydningen af beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen. Det vil
ogsa kunne afspejle forskelle i danske og new zealandske lereres holdning til
relevansen af beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen. Forskelle der
blandt andet kan fgres tilbage til forskellige matematiksyn og forskelligt syn
pa, hvad formaélet med matematikundervisningen er.

Specialets relation til den samlede diskussion af beviser og bevisfg-
relse i matematikundervisningen

Man kan valge at anskue matematikkens didaktik som bestéende af folgende tre
grundproblemstillinger: (1) Begrundelsesproblemet - hvorfor skal man under-
vise i matematik? (2) Mulighedsdiskussionen - hvad er det muligt at undervise
i og (3) implementationsproblemet: Hvordan skal man undervise i matematik?

2Der er naturligvis forskel pa de to skolesystemer. Jeg har interviewet leererne med henblik
pA at afdzkke deres opfattelser af beviser og bevisfgrelse i den matematikundervisning, der
finder sted henholdsvis p4 den matematiske gren i gymnasiet og den new zealandske 6th form
og 7th form. Pensum p4 disse trin overlapperi store trek pensumii 1.,2. og 3.g p3 matematisk
linie.
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Dette ggres af Niss i [47] og [48]. Mit bidrag til diskussionen af beviser og
bevisfgrelse knytter sig til begrundelsesproblemet og mulighedsproblemet. Det
betyder, at jeg ikke i nogen serlig grad vil bergre implementationsproblemet,
dvs spgrgsmalet om, hvordan man bgr undervise i beviser og bevisfgrelse og
hvordan undervisningen af beviser og bevisfgrelse ser ud i praksis. Samtidig
holder jeg mig til den normative del af begrundelses- og mulighedsproblemet.
Det betyder, at jeg vil diskutere, hvorvidt man bgr undervise i beviser og bevis-
forelse og - givet at det er gnskeligt - om det si er muligt at gore det ideelt set,
dvs uden hensyntagen til de vilkdr beviser og bevisfgrelse aktuelt har i mate-
matikundervisningen. Selvom min overordnede problemstilling er normativ, s
indeholder mit arbejde i hgj grad ogsé et analytisk/deskriptivt element i kraft
af, at jeg leverer en fremstilling og analyse af de synspunkter pd beviser og
bevisfgrelse i matematikundervisningen, man finder hos de matematiklaerere,
jeg har interviewet og i litteraturen.

Malgruppe

Det er forst og fremmest matematiklarere og matematikdidaktikere, der udggr
min malgruppe. Jeg tror, at de betragtninger jeg ggr mig i neervarende rapport,
vil vaere af interesse for alle larere, der enten underviser i matematik pa et
niveau, hvor der bliver undervist i beviser og bevisfgrelse eller pa et niveau,
hvor beviser og bevisfgrelse kunne indgid. Maske finder de her et materiale,
der kan give stof til mere nuancerede overvejelser omkring hvorfor man skal
undervise i beviser og bevisfgrelse og om mulighederne for at ggre det. Men
matematikstuderende der som jeg selv har undret sig over, hvad der er s&
specielt ved beviser i matematikken, vil ogsa have glaede af at lese rapporten.

Hvordan indgér emnekredsene?

Den mere formelle del af indledningen bestar i at redeggre for pa hvilken made
emnekredsene E8 (matematik af videregdende preg) og E7 (matematikkens
grundlag) indgér. I specialet indgar overvejelser og litteraturstudier af bevi-
sets videnskabsteoretiske status, hvilket jeg mener daekker en E7-emnekreds,
mens E§ deekkes af de litteraturstudier jeg har gjort mig om beviser og bevis-
forelse didaktisk set. Jeg har herudover ogsa fulgt og bestdet henholdsvis et
E7 og E8-kursus: E7-kurset omhandlede primart mangdelaere, mens E8 var en
studiekreds i matematikkens didaktik.



2 Kortlaegning af elementerne i
en diskussion af beviser og:
bevisfgrelse

I dette kapitel formulerer jeg de temaer, som jeg anser for at veere centrale
i en diskussion af beviser og bevisfgrelse. Formélet er at jeg skaffer mig - og
videreformidler - et overblik, der ggr det nemmere at kortleegge litteraturens
bidrag og ger det nemmere for mig at forklare, pa hvilken made jeg selv bidrager
til debatten.

- Litteraturen pd feltet har naturligvis veret en inspirationskilde til kortlaegnin-
gen af hovedtemaer. Set fra mit synspunkt er der imidlertid en rsekke mangler
og uklarheder. Et af mine egne bidrag er derfor - udover at give overblik over
litteraturen - at pege pa faktorer der ggr, at iser undersggelserne af den viden-
skabsteoretiske status af beviser og bevisfgrelse ikke er s& klar.

Det er oplagt at inddele diskussionen i en videnskabsteoretisk og didaktisk del.
I den videnskabsteoretiske diskussion handler det om hvilken rolle beviser og
bevisfgrelse spiller i faget matematik, mens det i den didaktiske del handler om
relationen mellem beviser, bevisfgrelse og matematik som undervisningsfag.
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2.1 Den videnskabsteoretiske diskussion

2.1.1 Videnskabsteoretiske spgrgsmal, der angér beviser
Universelle trek ved beviser

Med "universelle treek” mener jeg trzek ved beviser, der er uafheengige af, hvilken
matematik-filosofisk position, man indtager. Generelt kan man sige, at der er
uenighed om, hvornar et argument kan siges at vaere et bevis, mens ingen stiller
spgrgsmalstegn ved ngdvendigheden af at have beviser i matematikken.

Man kan anskue beviser som et middel til at godtggre pastande i matematik.
Der knytter sig to universelle traek til dette (1) Beviset giver mulighed for at
godtgore pastande. Denne mulighed har man ikke pd samme made indenfor
andre fagomréader, hvor man kun kan sandsynliggore pastande, dvs underbygge
pastande med empiriske data; eksperimenter og undersggelser. (2) I matematik
finder man sarlige pastandstyper, der er unikke for matematikfaget. Pistande
som ikke har et modstykke indenfor andre fagomréder.

En redeggrelse for universelle traek ved beviser vil derfor indbefatte at man
uddyber og eksemplificerer hvad forskellen er p& at sandsynligggre og godtgare
pastande og at man beskriver og eksemplificerer pastandstyper, der er unikke
for matematikken.

Et eksempel pa en type pastand, der er unik, er umulighedssatninger. Pa-
standen i mit skakbrat-problem om, at det ikke kan lade sig ggre at anbringe
dominobrikker p4 et skakbraet, hvorfra der er fjernet to ensfarvede hjgrner er en
umulighedssztning. Med et matematisk argument kan man garantere, at det
er umuligt at anbringe dominobrikkerne uden at undersgge samtlige tilfzlde.
Det er smart i tilfaeldet med skakbrzttet, hvor det vil det vare en overordentlig
kompliceret opgave at finde frem til samtlige mulige méder at lzegge domino-
brikker p& brattet pa. Beviser i forbindelse med umulighedssaetninger kommer
dog serlig til deres ret, nar der kreeves inspektion af uendelig mange tilfzlde,
for her er det virkelig kun muligt at godtggre pastanden ved brug af et bevis.

Beviser som sociologisk og matematik-filosofisk faenomen

De overvejelser der angér hvilke krav en argumentation skal opfylde for at veere
et bevis, falder i to forskellige kategorier. Overvejelser, der bygger pa at bevi-
ser anskues som et sociologisk faznomen og overvejelser, der er af matematik-
filosofisk art.

De matematik-filosofiske overvejelser angér spgrgsmélet om, hvilke bevisopfat-
telser forskellige matematikfilosofiske retninger giver anledning til. Hvad har de
at sige om, hvilke krav der skal stilles til et matematisk argument for at det
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kan siges at vare et bevis? Der er ikke tale om et entydigt st af krav, men
om flere parallelle saet af krav.

De matematik-filosofiske overvejelser adskiller sig fra de sociologiske, fordi ma-
tematiske argumenter matematik-filosofisk set udelukkende bedgmmes pa deres
evne til at godtgere pastanden s& komplet og przcist som muligt. Det er ikke
tilfeeldet, nidr man anlagger den sociologiske vinkel, fordi den angar de krite-
rier man i "matematisk praksis”® bruger til at afggre, om et argument er godt
nok til at kunne siges at vaere et bevis. Andre faktorer ggr sig galdende. Forst
og fremmest fordi beviset nu ikke blot skal verificere en pastand s3 godt som
muligt, men ogsé har andre funktioner, f.eks. som en made at kommunikere og
argumentere med andre matematikere.

Nir man ser pa beviser som et sociologisk feenomen har det funktioner, der lig-
ger udover den verificerende. Hvilke kriterier, man anvender i sin bedgmmelse
af et argument, vil derfor afhznge af, hvilken funktion det har. Som jeg ser det,
er der derfor her to spgrgsmal at stille. (1) Hvilke funktioner har beviset i "ma-
tematisk praksis”? (2) Hvad er kriterierne for et godt argument i "matematisk
praksis™?

Kriterierne for hvad der er et godt argument i “matematisk praksis” og mate-
matikfilosofisk set, kan vaere hgjst forskellige. Skal man bruge et argument til at
argumentere for en pastand i “matematisk praksis”, vil der ofte blive lagt vagt
pa, at argumentet i princippet er overskueligt. Et kriterium, der er i modstrid
med det matematik-filosofiske krav om komplette beviser.

Masons et al’s skelnen mellem at bevise og overbevise: Overbevise sig selv -
overbevise en ven - overbevise en fjende [40], kan bruges til yderligere at ud-
dybe forskellen p& beviser som sociologisk og matematik-filosofisk feenomen.
N&r man overbeviser andre matematikere om gyldigheden af et argument fore-
gar det sdvaneligvis p& “overbevise en ven”-planet, mens man nir man sztter
matematik-filosofiske kriterier op for et “godt argument”, straeber efter at skabe
et argument, der er i stand til at overbevise en "fjende”.

Bevisets funktion er ikke at overbevise

Med til den videnskabsteoretiske diskussion af, hvad man skal forstd ved et
bevis hgrer at tydeliggere forskellen pa at “bevise” og “overbevise”. Der er to
ting, man skal holde sig for gje (1) Det er to helt forskellige ting at bevise en
setning og fele sig overbevist om at sztningen er sand. (2) Nar man taler om,
at et bevis virker “"overbevisende”, sa refererer Yoverbevisende” i reglen ikke til
selve sztningen, men derimod til at argumentet i beviset er overbevisende.

I en del beviser bygger beviset ikke pa selve setningen og f.eks kan man i
beviset ggre brug af helt andre begreber, end dem satningen traekker pa. Et

1"Matematisk praksis” skal her forstas som den praksis der eksisterer i samfundet af pro-
fessionelle matematikere, der beskeeftiger sig med at udvikle ny matematik.
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eksempel er modstridsbeviset for at v/2 ikke er et rationalt tal. Sztningen kan
man velge at fortolke som et geometrisk udsagn: Siderne og diagonalen i et
kvadrat er inkommensurable. Beviset er derimod rent algebraisk og hviler p3
betragtninger om lige/ulige tal. Sddan et bevis vil ikke ngdvendigvis overbevise
leeseren om at setningen er sand. Derimod kan det godt vaere, at man som la=ser
foler sig overbevist om argumentets rigtighed.

2.1.2 Videnskabsteoretiske spgrgsmaél, der angar bevisfg-
relse '

Nar man diskuterer bevisfgrelse videnskabsteoretisk set, skal man skelne mel-
lem de spgrgsmal, der knytter sig til det at fa bevisideer, dvs den eller de be-
rende ideer 1 et bevis og de spgrgsmal, der knytter sig til, hvordan bevisideerne
gennemfores.

Det fgrste er et spgrgsmal om at kortlegge en heuristik. Hvordan og under
hvilke omsteendigheder opstar en beviside? Hvilke strategier anvendes for at fa
ideer til beviser?

Det andet er et spgrgsmal om metoder til at gennemfgre bevisideer med. Hvilke
midler kan man ggre brug af for at gennemfgre en beviside? Beviser og bevisfs-
relse er to teet knyttede storrelser pa dette punkt, fordi spgrgsmalet om hvilke
midler, man vil acceptere for at gennemfgre bevisideen til dels vil afheenge af,
hvad man anser for at vare et bevis.

Brugen af computere i udviklingen af beviser rejser to nye metodemeessige
spgrgsmal. Det ene er, om man, hvis man undersgger tilstrekkelig mange til-
feelde, kan anse en pastand for at veere bevist, fordi man med computeren kan
undersgge s& mange tilfzelde, som det skal veere - dog kun endelig mange. Green-
sen mellem empirisk evidens, der f.eks kan vare undersggelse af matematiske
strukturer ved brug af taleksempler og et bevis for en pastand bliver smal. Med
“empirisk evidens” refererer jeg til en argumentation der traeekker pd et antal
enkelteksempler. Det kan f.eks. vaere at man ser pa syvkanters egenskaber og
drager konklusioner angéende n-kanters egenskaber, malinger p4 geometriske
konstruktioner for at pavise en egenskab ved konstruktionen eller en serie teg-
ninger af grafer for kontinuerte, differentiable funktioner, der skal illustrere, at
det er rimeligt at formode at f’(x)=0 i et ekstremum for en funktion.

Det andet spgrgsmal er, om computerberegninger som erstatning for beregnin-
ger foretaget i hinden - f.eks. algebraiske manipulationeri et meget langt bevis
- kan siges at vaere en gyldig metode til at bevise satningen.
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2.2 Den didaktiske diskussion

Som udgangspunkt vil jeg inddele den didaktiske diskussion efter tre grund-
problemstillinger, som man kan velge at anskue matematikkens didaktik ud
fra [47]. Der er: Begrundelsesproblemet Skal der veere beviser og bevisfgrelse i
matematikundervisningen? Hvorfor - og for hvem? Mulighedsproblemet Kan det
overhovedet lade sig ggre at have beviser og bevisfgrelse i matematikundervis-
ningen? Hvilke omkostninger er der forbundet med det og hvad kan man taenkes
at opna? Endelig er der Implementationsproblemet: Givet at det er gnskeligt og
muligt at inddrage beviser /bevisfgrelse i matematikundervisningen; hvordan er
den nuvarende praksis, hvilke #ndringer skal der ske, for at en undervisning
i beviser og bevisfgrelse sker pa en hensigtsmeessig méade og hvordan far man
det gennemfgrt?

Man kan have henholdsvis en deskriptiv/analytisk tilgang: hvordan er det og en
normativ tilgang: hvordan bgr det vzre til de tre problemstillinger. Jeg inddeler
derfor den didaktiske diskussion yderligere og ender med de nedenstiende 6
spegrgsmal, som jeg efterfglgende vil detaljere.

o Bliver der undervist i beviser/bevisfgrelse, hvorfor/hvorfor ikke?

¢ Bgr man undervise i beviser/bevisfarelse - og i givet fald hvorfor?

o Hvilke muligheder er der for at indfgre beviser og bevisfarelse i mate-

matikundervisningen? Hvilke omkostninger vil der veere forbundet med
det?

e Vil man vzre villig til at betale hvad det koster for at indfgre beviser og
bevisfgrelse i matematikundervisningen?

e Hvordan bgr man undervise i beviser og bevisfgrelse?

e Hvordan bliver der undervist i beviser og bevisfgrelse?

Jeg deler som i den videnskabsteoretiske diskussion op i beviser og bevisfarelse.

2.2.1 Beviser i matematikundervisningen
Begrundelsesproblemet

Hvorfor - eller hvorfor ikke -~ bgr man undervise i beviser?

Der vil vaere forskelligt syn pa dette spgrgsmal alt efter, hvad der anses for
at vare de generelle form3l med matematikundervisningen. P4 hvilken made
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kan beviser teenkes at bidrage til - eller siges at veere ngdvendige for - at gen-
nemfgre de malsetninger, man har sat for matematikundervisningen - eller i
modsatning til dem?

Man kunne f.eks. tzenke sig, at man gnskede at eleverne skulle blive mere kri-
tiske, dvs forbedre deres evne til at bedgmme argumenter i matematik savel
som i andre sammenhaenge og at arbejde med matematiske beviser kunne give
sig udslag i dette. 2.

Hvorfor - eller hvorfor ikke - bliver der undervist i beviser?

Dette spgrgsmal handler om hvilke forestillinger laerere og folk, der har at ggre
med at udvikle og tilrettelzegge de mere overordnede rammer for matematik-
undervisningen, gor sig om formaélet med dem.

Mulighedsproblemet

Hvilke muligheder eksisterer der faktisk for at have beviser i ma-

tematikundervisningen? Hvilke omkostninger er der forbundet med
det?

Hovedspgrgsmalene er her: Hvilke vilkdr anses beviser for at have i den fakti-
ske matematikundervisning og pa hvilken maéde prioriteres beviser i forhold til
andre komponenter i matematikundervisningen? Hvilket udbytte far eleverne
faktisk? Hvilke vanskeligheder bereder en undervisning i beviser eleverne?

N&r man kortlaegger hvilke vanskeligheder eleverne kan tznkes at stgde pa i
forbindelse med de beviser, de mgder i matematikundervisningen kan man man
foranstalte savel empiriske, som teoretiske undersggelser af elevers vanskelig-
heder med forskellige konkrete beviser. I sadanne undersggelser mener jeg, at
man skal skelne mellem to typer vanskeligheder. Den ene type vanskelighed
(type 1), skyldes et utilstrekkeligt bevisbegreb hos eleverne og er f.eks betinget
af, at eleven ikke kan se relevansen af beviset og hvad det vil sige, at man har
bevist en satning. Vanskeligheder af type 2, er vanskeligheder med at forsta
selve argumentet i det konkrete bevis.

Begge typer undersggelser fordrer, at man analyserer elevers vanskeligheder i
relation til mange forskellige beviser, da vanskeligheder af bade type 1 og 2
kan teenkes at vaere domaene-specifikke, dvs afhange af det valgte matematiske
emne.

Hvilket udbytte kan man tsznkes at opnd ved at have beviser i ma-
tematikundervisningen? Bor man have beviser set i lyset af de om-
kostninger, der er?

2Det finder man faktisk beskrevet som et formal i en kilde af noget zldre dato (1938) i
[22].
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Spgrgsmélet er her, hvilke indsigter beviser i matematikundervisningen kan
give eleverne, som de ikke kan f3 ad anden vej og om disse indsigter er s3
vigtige, at man skal prioritere at have beviser i matematikundervisningen, set
i lyset af de omkostninger, der er.

Med omkostninger tanker jeg p4 de vanskeligheder beviser volder eleverne, men
ogsd pd at den tid man veelger at bruge pa beviser i matematikundervisningen
skal tages fra andre elementer i matematikundervisningen. Beviser kan imid-

lertid ikke betragtes som en isoleret komponent og som en “ren” tidrgver. Man

skal ogs& overveje, hvilke relationer beviser har til andre elementer i matema-
tikundervisningen - f.eks. problemlgsning og anvendelse af matematik - og pa
hvilke méder viden om beviser kan stgtte/underbygge disse.

Implementationsproblemet
Hvordan bliver der undervist i beviser?

Dette implicerer at man undersgger faktisk forekommende matematikunder-
visning for at afdzkke, hvordan beviser fremstilles i matematikundervisningen,
dvs hvilke traek ved beviser, der laegges vaegt pa og hvad der konkret ggres for at
sikre sig, at eleverne forstir beviserne. Ogs4 her kan man dele beskrivelsen op
1 om det er elevernes bevisbegreb, der sgges udviklet, eller om det er elevernes
forstaelse af argumentet i beviset, der leegges vaegt pa.

Hvordan bgr man undervise i beviser?

Denne del af diskussionen drejer sig om at opstille - og argumentere for - nogle
principper for en "god matematikundervisning” i beviser.

Ogsé her vil det vaere hensigtsmaessigt at ggre sig klart, om man sgger at
forbedre elevernes forstaelse af argumentet i et bevis, eller om man sgger at
udbygge eller @ndre elevernes bevisbegreb. '

Er mélet at forbedre elevernes forstéelse af argumenterne i beviser kan et tiltag
vaere forslag til anderledes méder at fremstille beviser pa - savel i laerebggerne
som i undervisningen - s& eleverne oplever beviserne som lettere tilgzngelige.
Dette rejser et spgrgsmal af videnskabsteoretisk karakter: Hvordan kan man
fremstille beviser, siledes at de er (let)tilgeengelige for eleverne uden at pree-
cision og stringens gar tabt i en sidan grad, at argumentet ikke lengere kan
anses for at veere et bevis?

Hvis man teenker i at udvikle elevernes bevisbegreb, vil man overveje, hvilke
typer erfaringer eleverne skal ggre sig, for at udviklingen understgttes.

Endelig skal man overveje, hvordan principper.ne for god undervisning i beviser
kan fgres ud i livet og altsa foresla velegnede undervisningsmetoder og - former.
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2.2.2 Bevisfgrelse i matematikundervisningen
Begrundelsesproblemet
Hvorfor er der bevisfgrelsesaktiviteter i matematikundervisningen?

Spergsmalet er her, hvilke forestillinger lerere og folk, der tilretteleegger mere
overordnede rammer for en matematikundervisning, hvori der indgér bevisfg-
relsesaktiviteter, gor sig om formalet med dem.

Hvorfor bgr der vaere bevisfgrelsesaktiviteter 1 matematikundervis-
ningen?

Hvorfor skal elever udvikle bevisfgrelseskompetencer? Dette skal ses i relation
til andre kompetencer - specielt problemlgsning - som man i gvrigt prever at ud-
vikle i matematikundervisningen og ogsa i forhold til de generelle malsatninger
for matematikundervisningen. Man kan ogsa formulere det som malsztning, at
eleverne skal leere selv at fremsatte og argumentere for pastande i matematik.

Mulighedsproblemet

Hvilke muligheder er der for at have bevisfgrelsesaktiviteter i mate-
matikundervisningen? Hvilke vanskeligheder er der forbundet med
det?

Fordi bevisfgrelsesaktiviteter kan knytte sig til problemlgsning, er det oplagt at
se pa, om undervisere eller folk, der har at ggre med at tilrettelzegge matema-
tikundervisning, opfatter problemlgsning som en anledning til at lade eleverne
fgre beviser. Det er ogsa interessant at undersgge i hvor hgj grad bevisfgrelse
anses for at vaere noget, der kan lade sig gore og om bevisfgrelse prioriteres som
en selvstandig komponent i matematikundervisningen.

Overvejelser omkring hvilket udbytte eleverne kan anses at fa af bevisfgrelse-
saktitiviteter og hvilke vanskeligheder, de kan tenkes at stade p& her hgrer
ogsa med. I begge tilfalde vil det veere nyttigt at skelne mellem de to dele af
bevisfgrelsesprocessen: at fi en beviside og efterfslgende gennemfgre den.

At f& en beviside ligner den fgrste del af problemlgsningsprocessen: at finde pa
et bud pé en lgsning meget. Det drejer sig om at {4 en god ide og vanskelighe-
derne vil her veere forbundet med at fa tilegnet sig en passende heuristik. At
eleven far en beviside der er "god nok” er betinget af, at eleven har et tilstraek-
kelig godt bevisbegreb, f.eks. nytter det ikke noget at fa "ideen” til at bevise
en generel pastand med et taleksempel.
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Nar det drejer sig om at gennemfgre bevisideen, vil der - iszer hvis der er tale om,
at eleven forer et formelt bevis - vaere vanskeligheder med brug af matematisk
formalisme, fordi ideerne skal udformes i “matematisk kode”. Der vil ogs& vere
vanskeligheder betinget af, at eleverne aktivt skal beherske logisk tankegang og
forskellige former for logiske strukturer i forskellige bevistyper.

Hvad kan man tenkes at opnd med at have bevisfgrelsesaktivite-
ter i matematikundervisningen? Bgr man - omkostningerne taget i
betragtning - inddrage dem?

Det, der her er pa dagsordenen, er at fa formuleret hvilke erfaringer bevisfgrelse-

saktiviteter kan give eleverne, som andre elementer i matematikundervisningen-
ikke kan give og om disse erfaringer er sa vigtige, at man skal prioritere at have

bevisfgrelsesaktiviteter i matematikundervisningen.

Implementationsproblemet
Hvordan bliver der undervist 1 bevisforelse?

Her kan man undersgge hvilke aspekter af bevisfgrelsesprocessen, der leegges
vaegt pa i den aktuelle matematikundervisning. Hvordan - hvis overhovedet -
undervises der i bevisheuristikker og i at gennemfgre bevisideer?

Man kan ogsd spgrge, hvilke argumenter, der tillades og opmuntres i mate-
matikundervisningen. Accepteres mere uformelle beviser, som let vil kunne
formaliseres, f.eks. skakbraet-argumentet i indledningen? Hvordan bidrager de
bevisfgrelsesaktiviteter der konkret findes i matematik-undervisningen til ud-
viklingen af elevernes bevisbegreb?

Hvordan bgr man undervise i bevisfgrelse?

Her er spegrgsmaélet, hvordan man p4 hensigtsmassig vis kan laegge op til be-
visfgrelsesaktiviteter i undervisningen og altsd motivere eleverne for at fgre
beviser. Det er ogsa spgrgsmalet om hvilke tiltag, der udvikler elevernes bevis-
heuristik og giver dem forudsatninger for at gennemfgre bevisideer.

Spergsmalet om, hvordan man pi hensigtsmeessig méade underviser i bevisfg-
relse er ogsé diskussionen om, hvilke argumenter, man kan forlange fra elever,
der kun i utilstrackkelig grad behersker matematisk formalisme.
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2.3 Om resten af rapportens indhold

Jeg har nu skitseret det, jeg anser for at vzere hovedpunkterne i diskussionen
omkring beviser og bevisfgrelse og kan nu bedre forklare, hvordan de enkelte
afsnit i rapporten vil bidrage til at kaste lys over min problemstilling.

Det er den samlede diskussion omkring beviser og bevisfgrelse, der har min
interesse, nar jeg i det naeste kapitel ser naermere pa litteraturen p3 feltet. Det
implicerer naturligvis, at jeg ser pa hvilke spgrgsmal, der behandles, men ogsa
at jeg traekker de resultater og konklusioner, man finder i litteraturen, op og
forholder det til, hvad der s& bliver sagt om muligheder og begrundelser for at
have beviser i matematikundervisningen. Nar jeg medtager litteraturens bidrag
til implementationsproblemet i form af at beskrive forslag til en matematik-
undervisning, hvor elevernes vanskeligheder med beviser og bevisfgrelse sgges
imgdekommet, s3 er det fordi jeg gnsker et overblik over litteraturen i bred al-
mindelighed, men ogsa fordi forslagene afspejler forestillinger om grunde til- og
muligheder for at inddrage beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen.

Udover en beskrivelse af litteraturens indhold ligger der ogsi en opgave i at
afdzkke nogle af &rsagerne til, at den gennemgéende sine steder er uklar og
mangelfuld. Den opgave kan kapitlet her bruges som redskab til at lgse.

I kapitel 4 ser jeg neermere pa matematiklareres begrundelser for at have bevi-
ser i matematikundervisningen. Det kan ses som en udvidelse af det udvalg af
begrundelser, man finder i litteraturen og som noget, der yderligere leverer et
grundlag for, at jeg kan danne mig min egen mening om hvorfor - eller hvorfor
ikke - man skal undervise i beviser og bevisfgrelse.

Jeg vil udover at give en fremstilling af mit materiale analysere det med henblik
pa at finde ud af i hvor hgj grad det er lerernes matematiksyn og i hvor hgj
grad, det er didaktiske overvejelser, der er bestemmmende for deres holdning til
muligheden for at have beviser i matematikundervisningen. Ogsa her kan jeg
habe pa at hente et materiale, der kan danne basis for, at jeg kan danne mig
min egen mening.

Jeg har fgrst og fremmest interviewet lererne med henblik p3d at undersgge,
hvilke begrundelser de finder for at man skal have - eller ikke have - beviser og
bevisfgrelse i undervisningen og om det er muligt at have det. Hvordan man i
praksis underviser i beviser og bevisfgrelse, har jeg kun interesseret mig for i
det omfang at jeg har syntes, det har kunnet bidrage til dette spgrgsmal.
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I det fglgende vil den debat omkring beviser og bevisfgrelse, der udspiller sig i
litteraturen, vare pa programmet. For at give et indtryk af, hvordan debatten
konkret foregér, vil jeg - inden jeg gar over til at ggre rede for de store linier -
indledningsvis referere 7 artikler, som jeg anser for at veere repraesentative. Nar
man ser bort fra mine kommentarer i kapitel 3.4, tilstraeber jeg her at give en
neutral og nggtern fremstilling af andres synspunkter pa beviser og bevisfgrelse
1 matematikundervisningen.

Inden da vil jeg imidlertid for at stte debatten i perspektiv, give et kort histo-
risk rids af den position beviser og bevisfgrelse har haft indenfor matematikkens
didaktik fra 1980’erne og frem.

3.0.1 Beviser og bevisfgrelse i matematikkens didaktik -
historisk set '

Hovedparten af de forholdsvis nutidige kilder, jeg har valgt ud, afspejler en
modreaktion mod den centrale position beviser og bevisfgrelse i havde i "new
math™bevagelsen. De fleste artikler, jeg har leest, sgger at kortlaegge og kom-
mentere treek ved matematisk praksis, der viser, at matematik er andet og mere
end formelle beviser. Formalet er at argumentere for, at der skal gives plads til
andre elementer end beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen: Nar
ogs& matematisk praksis er andet og mere end beviser og bevisforelse, skal det
afspejles i matematikundervisningen.

Artiklerne daterer sig stort set fra midten af 1980’erne og frem. Inden da har
beviser og bevisfrelse stort set ikke vaeret debatteret, hvad man kan se som ud-
tryk for, at der indtil da ikke har vaeret behov for overhovedet at begrunde eller
sette spgrgsmalstegn ved disse elementers tilstedevaerelse i matematikunder-
visningen. Det kan man blandt andet se i ICMI’s! beretninger, hvor der i 1980
kun er en enkelt artikel, hvor emnet beviser tages op [17], mens der i 1984 er en

hel session, der handler om beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen
[51].

I de nyeste artikler blandt andet [27] lyder der andre toner, fordi kritikken
af den megen vaegt pd beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen har

1International commission on Mathematical Instruction
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medfgrt, at beviser og bevisfgrelse nu er nedtonet eller ligefrem forsvundet
fra savel undervisning som laseplaner. Nu pépeges uheldige konsekvenser af at
udelade beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen og at man altsa ikke
kan forsvare at ggre det.

3.1 Syv centrale artikler

Jeg har valgt falgende 7 artikler ud, der er hentet fra folgende kategorier: 1) Den
videnskabsteoretiske debat omkring beviser, dvs hvilken rolle beviser spiller i
matematikfaget 2) Den videnskabsteoretiske debat omkring bevisfgrelse, dvs
hvilken rolle bevisfgrelse spiller i matematikfaget 3) Elevers vanskeligheder med
at omgas beviser 4) Undervisningsmetoder/tiltag, der kan forberede elevers
udbytte af beviser i matematikundervisningen 5) Elevers vanskeligheder med
at gennemfgre en bevisfgrelsesproces 6) Undervisningsmetoder/tiltag, der kan
hjeelpe elever med at gennemfgre bevisfgrelsesprocessen.

Endelig har jeg valgt at tage en oversigtsartikel, Gila Hannas og Niels Jahnkes
”Proof and proving in Mathematics Education”, med. De bergrer og kommen-
terer de fleste af de temaer, de andre artikler tager op.

Et bidrag til den videnskabsteoretiske diskussion af beviser

Min valgte artikel er her Michael De Villiers: *The role and function of proof
in Mathematics”[18]. Den er ikke en rent videnskabsteoretisk artikel, da det
videnskabsteoretiske indhold drages frem med et didaktisk sigte, men den udggr
péa trods heraf et vaesentligt bidrag til den videnskabsteoretiske debat af beviser.

Michael De Villiers’ udgangspunkt er, at et af de vasentligste problemer med
beviser i matematikundervisningen er, at eleverne har vanskeligt ved at se for-
madlet med dem og det skyldes, at den begrundelse, der gives for at have beviser
i matematikundervisningen ofte er, at de overbeviser eleverne om, at sztningen
er sand. Noget der ofte ikke er tilfeeldet. Andre begrundelser for at have beviser
i matematikundervisningen kan findes ved en stgrre indsigt i de roller beviser
spiller i "matematisk praksis”. Noget kunne tyde p3, at denne indsigt ikke er til
stede hos undervisere i matematik. Det sidste bygger De Villiers p& resultaterne
af en undersggelse fra sydafrikanske universiteter blandt studerende, der fulgte
kurser 1 matematikkens didaktik. Her erklaerede over halvdelen sig enige i, at
beviser udelukkende har til forma3l at verificere.

De Villiers finder, at denne problematik gar igen i analysen af bevisets rolle i
“matematisk praksis”, dvs der har mest vaeret fokus pa bevisets evne til at ve-
rificere pastande. De Villiers argumenterer for, at det ikke forholder sig sidan.
Forst og fremmest er beviser ikke ngdvendigvis overbevisende. En matematiker
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har i reglen overbevist sig om sandheden af en s@tning lenge inden et egent-
ligt bevis foreligger og overbevisningen om satningens rigtighed er snarere en
forudsetning for konstruktionen af et formelt bevis, end et produkt af det. Det
fuldsteendigt komplette bevis for en satning, er desuden et ideal - ikke en reali-
tet og et “logisk” bevis kombineret med intuition og quasi-empirisk verifikation?
gor at en matematiker er parat til at acceptere en setning. Herudover er de
formelle beviser - ogsé publicerede beviser - ikke ngdvendigvis fejlfri, hvilket De
Villiers ser som udtryk for at andre faktorer end det formelle bevis er af stgrre
betydning. Der er ogsd behov for beviset som verifikationsmiddel, specielt i de
tilfeelde, hvor saetningen er kontra-intuitiv, men det at setninger accepteres
uden at der eksisterer formelle beviser for dem peger pa, at beviset ogsid mé
spille andre roller: :

De Villiers beskriver efterfglgende 4 andre roller, beviser ogsa spiller og som -
i1 modszetning til nir beviset har en verificerende funktion - ikke kan erstattes
af quasi-empirisk verifikation. Beviser kan vere forklarende, systematiserende,
kommunikerende og bidrage til skabelsen af ny matematiske setninger.

Ideelt er et bevis forklarende, dvs at beviset udover at verificere forklarer, hvor-
for en saetningen er sand. Et bevis kan ogsd vaere systematiserende i form af
at bidrage til organiseringen af kendte sztninger og definitioner. Man kan ved
at foretage en lokal systematisering, dvs ved at skabe en aksiomatisk struktur,
kontrollere om der er cirkuleere argumenter og inkonsistenser indenfor en ma-
tematisk teoribygning. Man kan ogsa foretage en global systematisering. Der er
nogle beviser, der bidrager til at forene og simplificere teoribygninger. Der er
ogsd tale om global systematisering, nar en aksiomatisering forer til at en seet-
ning, fordi den “passer ind” i systemet, er en der kan anvendes med serlig tiltro
til dens rigtighed. Endelig er det en del af den globale systematisering, at man
ved at lave en aksiomatisering kan fa ideer til ny aksiomset. Ny aksiomatiske
systemer kan blive skabt som konsekvens.

Beviser i f.eks. Euklidisk geometri er et matematikhistorisk eksempel pa en
systematisering, hvor allerede kendte stninger bliver samlet i en teoribygning.
Det er et eksempel pd en matematisk disciplin, hvor det er misvisende, at
begrunde beviserne med, at de skal overbevise eleverne om satningerne, da
beviserne slet ikke er udviklet med det formal for gje.

De Villiers kritiserer ogs& at “feerdige” beviser opfattes som fazrdige i den for-
stand, at de ikke har nogen betydning i opdagelsen af ny, matematiske resul-
tater. Han papeger, at der er sztninger i matematik, der er si abstrakte, at
de ikke ville veere kommet frem, medmindre man havde deduceret sig frem til
-dem og at man alts& via beviser kan f3 adgang til at skabe ny matematiske
setninger. Som eksempel naevner han hele den ikke-Euklidiske geometri.

2De Villiers refererer her til, at man fremsztter og underbygger pastande ved at ggre brug
af et computerprogram, der kan lave mélinger af geometriske konstruktioner. "Empirisk veri-
fikation” er alts& her en razkke malinger i/pa forskellige geometriske konstruktioner, som kan
bruges til at sandsynligggre en matematisk sztning. Begrebet dzekker dog formentlig bredere
og indbefatter ogsa f.eks. at seetninger sandsynligggres ved at generalisere taleksempler.
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De Villiers giver et eksémpel, som dog nok mere er et eksempel pa at beviser
bidrager til at en sztning generaliseres. Man gnsker at bevise at man, nar man
forbinder midtpunkterne i drageformet figur (dvs en firkant med par af sider der
er lige lange og par af vinkler, der er lige store) far et rektangel. Nar man sgger
at bevise pastanden vil man opdage, at den eneste betingelse for at generere
et rektangel, er at diagonalerne star vinkelret p& hinanden. Szetningen er altsi
geldende for enhver firkant, der har diagonaler, der star vinkelret pa hinanden.

De Villiers ser ogsa beviser som en méde at kommunikere matematiske resulta-
ter pa. Han underbygger dette med, at man i "matematisk praksis” fremlegger,
diskuterer og @ndrer beviser og eventuelt finder modeksempler til seetningen.
Denne proces er den méde ny matematisk viden udbredes i samfundet af ma-
tematikere og i realiteten er det den, snarere end det enkelte bevis, der sikrer
at de saetninger, der anses for gyldige, i reglen ogsa er det.

De Villiers konkluderer, at beviser kan virke kommunikerende, forklarende og
systematiserende og altsa spiller roller, som ikke kan udfyldes ved brug af quasi-
empirisk verifikation.

I matematikundervisningen skal man strebe efter at afspejle de trazk ved ma-
tematikken, som den professionelle matematiker oplever som centrale. Nar man
har beviser i matematikundervisningen, mener De Villiers, at man skal leegge
veegt pa bevisets forklarende rolle og at man serlig i de tilfeelde, hvor saetnin-
gen er intuitivt indlysende, skal undga at betone bevisets verificerende rolle.
Beviset som i dets kommunikerende rolle og beviset som led i at komme frem
til ny matematiske sztninger, skal ogs indgd, mens bevisets systematiserende
rolle undlades, da det er noget, der hgrer til den hgjere matematik.

Et bidrag til den videnskabsteoretiske diskussion omkring bevisfg-
relse

Jeg har her valgt: John Horgans "The death of proof” [32].

Denne artikel beskriver forskellige aspekter af bevisfgrelse i matematisk prak-
sis og har karakter af at vare en reportage, hvor forskellige ny metoder til at
godtggre pastande 1 “matematisk praksis”, som alternativer til det formelle be-
vis, beskrives. Forskellige matematikeres forsvar for- og kritik af de ny metoder
fremlagges ogsa.

Opkomsten af de ny metoder giver i fglge Horgan anledning til, at man stiller
sporgsmalstegn ved betydningen af det formelle bevis som hovedmiddel til at
godtggre matematiske pastande. Lange beviser er uundgéelige i den matematik,
der udvikles i dag, fordi der s at sige ikke er nogen (eller ret mange) matema-
tiske satninger "tilbage”, som der findes korte, simple beviser for og det skaber
et behov for alternativer fordi (1) Det tager lang tid at tjekke beviserne og det
vil i mange tilfelde kun vaere muligt for en matematiker indenfor samme felt
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at gore det. (2) Lange beviser er ikke indsigtsgivende, fordi det ikke er muligt
at have overblik over dem.

Horgan beskriver to kategorier af metoder. Den ene kategori er metoder, der
involverer computergrafik og computersimuleringer. Sidanne redskaber bruges
blandt andet til at skabe ny matematik som led i modelleringen af faenome-
ner, der ikke er matematiske men f.eks. fysiske. Ny matematiske s@tninger
fremszattes og illustreres i denne sammenhang ved hjalp af computergrafik og
-simuleringer og nogle finder at matematik udviklet i en s3dan sammenhaeng
verificeres bedre ved at bedgmme hvor effektiv den er til at beskrive f2nome-
nerne, end ved at konstruere formelle beviser for satningerne. Man kan stille
spgrgsmalstegn ved behovet for formelle beviser i den sammenhang.

Computergrafik og simuleringer kan dog ogsé danne basis for en efterfglgende
udvikling af formelle beviser. Computergrafik er blevet brugt til at visualisere
et matematisk objekt, hvis eksistens man hidtil ikke har varet sikker p& og
efterfglgende er eksistens-seetningen blevet bevist, dvs computergrafikken er
blevet brugt som redskab til at overbevise om matematikeren om, at det gnskede
objekt faktisk eksisterede.

Der er indvendinger mod, at man udelukkende bruger computersimuleringer og
-grafik som en méde at sandsynligggre sztninger pa. Det er ikke tilstrakkeligt
at “se” saetningerne - der er stadigvaek et behov for at verificere dem. Et ek-
sempel pa en situation, hvor det kan gé galt at sandsynliggere en s@tning ved
brug af computersimuleringer er, at afrundingsfejl pa computeren har vist at

give anledning til forkerte resultater.

En anden type metode er computerbaserede beviser, dvs beviser, der helt eller
delvist gennemfgres ved brug af computerprogrammer, der kan udfgre symbol-
manipulation. Horgan ser computerbaserede beviser som en modsatning til den
funktion computergrafik og simuleringer har. Det er ikke forstielse og indsigt i
matematiske strukturer, der vaegtes i konstruktionen af computerbaserede be-
viser og der stilles heller ikke spgrgsmalstegn ved relevansen af formelle beviser.
Tveaertimod giver computerbaserede beviser en mulighed for at gennemfare et
formelt bevis helt i detalje.

Horgan fremhaver beviset for Firfarve-saetningen: Nar man farvelagger et kort,
kan man ved brug af hgjst fire farver sikre at ingen lande, der granser op
til hinanden har samme farve, som et eksempel pa et computerbaseret bevis,
hvor en ellers uoverkommelig undersggelse af specialtilfelde gennemfares vha
en computer.

Et eksempel pa en anden type computerbaserede beviser er, at der er udviklet
en metode til ved hjzlp af en computer at kontrollere meget lange beviser.
Det holografiske bevis er en konstruktion, hvor man omskriver et (langt) bevis,
sd man har mulighed for at spottjekke det og minimere - men ikke fjerne -
sandsynligheden for fejl.
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Ulempen ved computerbaserede beviser er dels, at sandsynligheden for fejl ikke
elimineres og at man kun kan kontrollere beviset ved at kgre det pad andre
computere. Fejl i computerprogrammer er svaere at finde og computerbaserede
beviser og holografiske beviser er ikke “gode beviser” i traditionel forstand, fordi
matematikeren ikke har adgang til selv at overskue og tjekke det. P4 den anden
side s& giver det en verifikationsmulighed, man ikke ellers ville have haft.

Beviser didaktisk set - vanskeligheder med at forstd beviser

Jeg har her valgt E. Fischbein: "Intuition and proof” [24].

Denne artikel er valgt, fordi den indeholder interessante resultater, som der
ofte bliver refereret til i senere artikler. Den er reprasentativ for kategorien
af artikler, der behandler elevernes vanskeligheder med at forstd matematiske
beviser.

I artiklen fremlegges en undersggelse, der viser at elever kan forstd et bevis
formelt, dvs er i stand til at folge udledningen. Tilsyneladende accepterer de
altsé beviset for setningen. Alligevel anser de det for ngdvendigt efterfglgende
at underkaste stningen yderligere empiriske tjek, i det navnte tilfaelde under-
sggelser af taleksempler. Det er dette resultat artiklen er sat op for at forklare.

Som udgangspunkt ggr Fischbein sig nogle overvejelser om, hvad det i
matematik-sammenhang vil sige, at forsta noget intuitivt. Han naevner to for-
mer for evner til at forsti en sztning intuitivt: (1) Evnen til at se” lgsningen
pé et matematisk problem laznge inden man er i stand til at formulere den og
argumentere for den og (2) evnen til at "se” rigtigheden af matematiske szet-
ninger. Et eksempel pa en sztning, der umiddelbart kan “ses” intuitivt er "to
linier, der skeerer hinanden, danner to par af kongruente vinkler”.

At ”se” en setning intuitivt er en made at overbevise sig om rigtigheden af
den. Men ikke alle setninger kan “ses” intuitivt - det gaelder f.eks. Pythagoras’
sztning. Man har her behov for et formelt bevis til at overbevise sig om sand-
heden af den. Til gengeld fgles beviset overfledigt, nar sztningen er intuitivt
indlysende.

Fischbein nzvner tre forskellige mader, hvorpad man kan overbevise sig om gyl-
digheden af en s=ztning: (1) via formelle argumenter (2) via empiriske fund,
f.eks. taleksempler® (3) via "Intuitiv” overbevisning, hvor man kan "se” satnin-
gen og foler sig overbevist om sandheden af den pa det grundlag.

Fischbein mener, at der er to forskellige typer matematisk viden: Analytisk
viden og intuitiv viden. Analytisk viden er alt, hvad der formuleres formelt og

3Fischbein refererer kun til "empiriske fund”, men det fremgar af beskrivelsen af det em-
piriske arbejde, at han ogsi anser malinger p4 geometriske konstruktioner og taleksempler
for at vaere "empiriske fund”
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eksplicit, evt. ved hjazlp af symboler. Det kan f.eks. veere kendskab til en mate-
matisk setning og evnen til at manipulere med den. Intuitiv viden er, ndr man
er i stand til at ”se” noget. Det kan f.eks. vaere evnen til at fortolke en mate-
matisk seetning og forstd reekkevidden af den. Fischbein mener, at de to typer
viden supplerer hinanden og at den intuitive viden er en vigtig komponent, nar
man skal forstd matematik. Det er ngdvendigt at forstd sdvel matematiske som
setninger bade intuitivt og analytisk.

Fischbein gir herefter over til at konstatere, at det kun er i nogle fa beviser, at
der er overensstemmelse mellem den formelle made beviset gennemfgres pa og
den made man intuitivt forstar setningen pa.

Det empiriske materiale udggres af en spgrgeskemaundersggelse blandt en
gruppe gymnasie-elever, der har det hgjeste niveau (dvs den mest omfattende
undervisning) i matematik. De praesenteres for sztningen "n3 — n er deleligt
med 6” og bliver spurgt 1) Om de anser satningen for at veaere gyldig 2) Om de
anser beviset for sztningen for gyldigt 3) Om de finder, at setningen geelder
generelt.

Eleverne prasenteres herefter for (1) Et taleksempel, der pastas at vise, at sat-
ningen for n=2357 ikke er sand (2) Om de mener det vil bidrage til stningens
troveerdighed at indsztte yderligere talvaerdier. Skgnt undersggelsen ogsa viser,
at en meget lille del af eleverne anser taleksempler for at kunne godtggre en
setning i sig selv, s& tror en stor del af eleverne pa pastanden i (1) til trods
for at de har set sztningen bevist og en stor del mener ogsd, at sztningens
trovaerdighed gges ved fremstilling af flere taleksempler.

Det er kun 14,5% af eleverne, der har helt konsistente svar, hvilket man kunne
vaelge at fortolke som at det kun er denne lille del, der udviser tegn pa at have
et "korrekt” bevisbegreb.

Fischbein mener ikke at denne konklusion er decideret forkert, men forsgger
at nuancere fortolkningen. For det forste adskiller matematiske beviser sig fra,
hvordan man normalt vil sgge at vise en pastand, hvor man jo netop vil betjene
sig af en eller anden form for eksperimenter og matematik er ogsé det eneste
fag, hvor yderligere eksperimenter kan siges at vaere overfladige. Herudover
indgar sddanne undersggelser i en bevisfgrelsesproces: Indtil man nar frem til
et bevis betjener man sig rent faktisk af taleksempler eller andet. Det er forst
i det gjeblik, man har fundet et gyldigt bevis, at der ikke lzngere behov for
empirisk verifikation.

Fischbein konkluderer, at der altsd skal serlige forholdsregler til for at sikre,
at eleverne ikke bare forstar det formelle argument i beviser, men ogséa forstér
bevisets evne til universelt at godtggre pastande. Han mener, at det der mangler
er, at eleverne ogsa opnar en intuitiv forstaelse af beviset. De skal kunne “se”
hvorfor beviset rent faktisk viser sztningen. Fischbein har tidligere veeret inde
pa, at man i nogle tilfzelde kan “se” beviset for en sztning (to linier der krydser
hinanden danner to par af kongruente vinkler) og praesenterer et bevis, der
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har den egenskab, at man kan “se” det. Han viser ogsi et argument for at
vinkelsummen i en trekant er 180 grader, hvor det ikke er tilfseldet: Her klippes
hjgrnerne af trekanten og man sztter dem sammen og viser, at de til sammen
giver en ret linie. Det forklarer ikke hvorfor det er sandt at vinkelsummen i en
trekant er 180 grader uanset trekantens proportioner.

Fischbein beskriver tre niveauer af “intuitiv accept” af beviser

1) At man - uanset om man fgler sig overbevist om sztningen eller ¢j, forstar
hvad det er der pastas i sztningen. 2) At man forstar beviset for setningen
intuitivt, dvs har en forstéelse, der ligger udover at de enkelte trin i beviset er
forstiet. 3) At man forstar at beviset for sztningen garanterer at satningen er
sand i kraft af, at beviset er gyldigt.

Principielt er der ingen forskel p3 at forsta et bevis og forsta bevisets univer-
salitet - det ene fglger af det andet, men det er ikke sikkert, at dette gaelder
en elev. Det at have en forstielse af bevisets evne til at garantere pastande er
et selvstendigt element i forstaelsesprocessen. Det kraver analytisk viden at
folge et bevis, men intuitiv viden at forstd “"bevisets universalitet”. Nar elever
ikke anser et bevis for endegyldigt at godtgere udsagn, s& er det et udtryk for,
at eleven ikke har en tilstreekkelig god intuitiv viden om, hvad et bevis er.

Beviser didaktisk set - et bud pa, hvordan man kan sikre, at eleverne
lettere forstar beviser

Jeg har her valgt Uri Lerons: "Structured proofs”[37].

Leron tager fat p4 spgrgsmalet om, hvad man konkret kan ggre for at forbedre
elevers forstaelse af beviser. Den tradition der er for at fremstille beviser, gor
det svaert for eleverne at fange ideen 1 beviset og frister eleverne til blot at tjekke
argumentationen skridt for skridt. Leron mener, at man ved at omstrukturere
og udvide allerede eksisterende beviser kan ggre det lettere for eleverne at fange
ideen i beviset.

Han observerer, at et karakteristisk treek ved beviser i sivel laerebgger som
tidsskrifter er, at de er skrevet i en ”lineer stil”, dvs siledes at argumentations-
raekken fra hypotese til setning er kortest mulig. S&dan et bevis inddrager s&
fa, s& komprimerede og s& simple argumenter som muligt.

Leron mener, at de fleste beviser indeholder en ”lgftestang” - et matematisk
objekt, der er konstrueret med henblik p4 at muligggre at beviset kan gennem-
fores. Et eksempel er tallet M = p1psps...pn+1 i modstridsbeviset for, at der er
uendelig mange primtal. M er her designet, s& et nyt primtal genereres udfra de
primtal, man fgr har fundet. Modstriden med antagelsen (der er endelig mange
primtal) fremkommer ved at vise, at M selv er et primtal og at der altsd er
et primtal udover de endeligt mange primtal, man antog eksisterede. Da man
altid kan konstruere et sddan tal M m3 der vare uendelig mange primtal.
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Det er ofte overladt til laeseren selv at gennemskue konstruktionen af "lgftestan-
gen”. Beviset kan godt gennemfgres uden at konstruktionen forklares, s& leenge
"lgftestangens” egenskaber blot defineres. Set i lyset af, at beviser skal vare
korte og indeholde s& f& argumenter som muligt, er en forklaring af lgftestan-
gens funktion overflgdig.

En anden ting, der karakteriserer lineszre beviser, er at hjelpesetninger bevises
i begyndelsen af beviset. Laseren kan da ikke se, hvorfor det er ngdvendigt at
bevise lemmaerne og vil vaere ngdt til at "backtracke” beviset, nar der er brug
for hjzlpesatningerne. ’

P4 denne baggrund konkluderer Leron, at beviser mé kunne ggres mere lettil-
gangeligt ved at udvide beviset saledes at "lgftestangens” konstruktion forklares
og omstrukturere det, siledes at beviserne for hjelpesatningerne optrader, nar
der er brug for dem. Generelt ser Leron beviser som en rakke af ideer og hans
forslag er at tage dem en ad gangen i det han betegner "strukturerede beviser”.

Sadanne beviser arrangeres i niveauer med stadig hgjere grad af formalisme.
P3 topniveauet bliver lgftestangens betydning i forhold til at na frem til den
setning, man vil vise forklaret, séledes at man far et overblik over ideen i
beviset. 4. P& de lavere niveauer bliver lgftestangen beskrevet mere detaljeret
og argumentet udvikles, hjzlpesaetninger bliver introduceret og bevist pa endnu
lavere niveauer. ‘

Bevisfgrelse didaktisk set - vanskeligheder med at gennemfore bevis-
forelsesprocessen

Jeg har her valgt Nicolas Balacheff’s artikel: "Aspects of proof in pupils’ practice
of school mathematics”[5].

Balacheff undersgger her, hvordan elever barer sig ad med at overbevise sig om,
at lgsningen til et matematisk problem er gyldig og hvordan dette forholder sig
til en model af forskellige niveauer i forstaelsen af, hvad det vil sige at have fgrt
et bevis. Som udgangspunkt betegner han enhver form for argumentation som
et bevis. :

Balacheff beskriver fire argumentations-niveauer. Det fgrste er “"Naiv empiri-
scisme” hvor et eller flere specialtilfalde bruges som argumentation. Det andet
er "Det afggrende eksperiment” hvor der stadigvaek argumenteres med et eller
flere eksempler, men hvor eleven eksplicit overvejer, at argumentationen skal
gaelde generelt. Det tredie niveau er "Fallestraek-eksemplet”, hvor der treekkes
pa et eksempel, men hvor eksemplet anses for at veere representativt for en
klasse af eksempler. Det fjerde niveau er "Tanke-eksperimentet”, hvor der argu-
menteres generelt, men uformelt: "It is still coloured by an anecdotal temporal
development, but the operations and the proof are indicated in some other way

4] tilfeelde af meget simple beviser - f.eks. beviset for at der er uendelig mange primtal er
der kun et niveau.
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than by the result of their >use, something which is the case for thé generic
example”.

Balacheff ser p4, hvordan 13-14-arige elever argumenterer for sivel sande som
falske udsagn for hvor mange diagonaler, der er i en n-polygon®. Det pavises,
at man finder argumenter pa alle fire niveauer.

Balacheff konkluderer, at det afggrende fremskridt i bevisfgrelsesprocessen sker,
nar et argument er et "Eksempel med faellestraek” eller et "Tanke-eksperiment”
frem for et "naivt eksempel” eller et "afggrende eksempel”. Det er det, fordi man
gar fra eksempelpraegede overvejelser til generelle overvejelser og argumenter.
("truth asserted on the basis of a statement or fact to one of an assertion
based on reasons”). De andre overgange er mindre drastiske: At ga fra naive
eksempler til det afggrende eksempel er ikke s& stort et skridt, fordi det er
oplagt at overveje et enkelt eller flere eksempler maske ikke er nok til at sikre
at hypotesen gelder generelt.

Udover dette mener Balacheff, at det afggrende eksempel spiller en selvsteendig
rolle og bliver ved med at have betydning, selvom der argumenteres pa hgjere
niveauer. Det er afggrende eksempler, der benyttes ved valg mellem to hypote-
ser eller til at afggre gyldigheden af en antagelse, der fremsaettes som led i at
udvikle argumentet.

Endelig siges det, at den type problemigsning eleverne her har gennemfort,
stiller stgrre krav, end problemer der kan Igses “praktisk”® og kraever stringente
argumenter. Eleverne skal pd samme tid traekke pad deres matematiske viden
for at lgse problemet og samtidig trekke pa deres evne til at argumentere.

Bevisforelse didaktisk set - et bud pa, hvordan man kan motivere
eleverne for at selv at fore beviser

Her er det “Towards new customs in the classroom” af Daniel Alibert, jeg har
valgt.

Aliberts artikel beskriver en undervisningsmetode, ”scientific debate”, i hans
scenario lavet til fgrstedrsstuderende pa universitetet.

Metoden bestar i, at eleverne fgrer beviser for pastande, som de selv har varet
med til at fremsette og dermed ikke ved om er sande eller falske. Hermed
motiveres eleverne for at sgge at bevise eller modbevise matematiske hypoteser
pa en anden og bedre méde, end hvis de preaesenteres for en sztning de pd
forhénd ved er sand. Man undgér at eleven opfatter bevisfgrelse som en formel
eksercits, hvor der fokuseres pa formen frem for indholdet af argumentet.

SDer er M da der fra hvert af de n hjgrner kan treekkes n-3 diagonaler. Da man
siledes tra:kker dxagonaler begge veje, skal man dividere med 2.

8Dette uddybes ikke, men jeg formoder, at der er tale om mere rutinepreagede opgaver,
hvor der i praksis ikke er behov for en argumentation.




3.1 Syv centrale artikler 7 35

Malet er at eleverne oplever beviser som et middel til at verificere eller forkaste
matematiske hypoteser. Aliberts pastand er, at det ggr de ikke medmindre
eleverne bliver sat i en situation, hvor de pa egen krop oplever ikke at vide, om
setningen er sand eller falsk.

Alibert beskriver tre forskellige varianter af "videnskabelig debat” ?

I den fgrste variant laegger leereren op til en debat ved at fremlaegge en definition
af et nyt matematisk objekt og ved at sgge at fa de studerende til at komme
med bud pé, hvad der kan gelde.

I eksemplet i artiklen er det matematiske objekt en stamfunktion. Eleverne
_preesenteres for setningen:

Huts I er et interval bestdende af reelle tal, hvor a er et tal, der er element i ¢
I og = er et element.i I, kan vi for f integrabel pa I satte:

Fo) = [ " ft)ar

Eleverne bliver si spurgt: "Kan du fremsaette hypoteser af formen: hvis f..s&
F? (pp. 32).

Der er tre faser i en videnskabelig debat (1) Debatten frembragt af lereren,

hvor eleverne fremsaetter hypoteser. (2) De studerende viser eller modbeviser

de fremkomne hypoteser. (3) Hypoteserne klassificeres som teoremer, nar det

er muligt at finde et bevis og falske pastande, nar det er muligt at finde mo-
" deksempler.

Version 2 - som ifglge Alibert er meget forskellig fra den fgrste - er en hvor ele-
verne i fase (2) spger at overbevise hinanden fremfor leereren om gyldigheden
- eller mangel p samme - af seetningerne. Her skal der vaere rum for overbevi-
sende argumenter, dvs argumenter, der kan overbevise de andre elever om, at
sztningen er sand udover mere formelle beviser.

Alibert finder, at eleverne faktisk andrer syn pa ngdvendigheden af at bevi-
ser sztninger og han finder ogsd, at eleverne fir en bedre begrebsforstaelse i
kraft af at begreberne under hypotesefremsattelsen diskuteres og misforstéelser
kommer frem. Han finder ogsé at de studerende foretrazkker den videnskabelige
debat frem for almindelige forelaesninger, men at det ikke er en undervisnings-
metode, der kan std alene. Der er behov for nogle strukturerende foreleesninger,
for at give de studerende et overblik over, hvad det er de har leert.

7jeg vil dog undlade den sidste i min beskrivelse, da den handler om, hvordan man kan
bruge samme metode til at introducere nye matematiske begreber.
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En oversigtsartikel

Dette er Gila Hannas og Niels Jahnkes "Proof and proving in Mathematics
Education” [27]. Deres tilgang er, at matematikundervisningen bgr afspejle
matematisk praksis, dvs at elever i hgj s& grad som muligt skal f3 den samme
oplevelse af "faget matematik”, som den professionelle matematiker har.

Som udgangspunkt argumenterer de for, at dette ikke ngdvendigvis betyder, at
eleven skal fgre formelle beviser. Det formelle bevis’ betydning for matematisk
praksis er overvurderet og undersggelser viser at folgende faktorer er af stgrre
betydning end eksistens af et gyldigt formelt bevis: (1) sztningens betydning
matematisk set, (2) setningen er konsistent med andre satninger indenfor te-
oribygningen, (3) matematikerens ry som ekspert indenfor feltet og (4) at der
er brugt en almindelig kendt type argument.

Herefter refereres den matematik-filosofiske debat omkring, hvad man kan anse
for at vare et bevis. Hanna og Jahnke er uenige i, at opkomsten af alterna-
tive bevisformer og metoder betyder, at det formelle beviset som institution
i matematisk praksis er ved at forsvinde og at man derfor kan tillade sig at
undlade beviser i matematikundervisningen. Der er et behov for at verificere
pastande i matematikken som ikke forsvinder med opkomsten af ny bevisfor-
mer - disse er snarere udtryk for at behovet stadigvak er der. Herudover er
det fgrst og fremmest de dominerende leeringsteorier, der har konsekvenser for
hvordan matematikundervisningen i beviser tilrettelagges og udfgres - ikke den
videnskabsteoretiske debat omkring beviser.

Nar man ser bort fra "new-math”-bevzegelsen, si indeholder mange nyere lee-
ringsteorier principper, der ikke stemmer overens med matematik-didaktikeres
undersggelser af, hvad en god matematikundervisning i beviser og bevisfgrelse
kraever. Underspgelserne viser, at lareren er af altafggrende betydning “in hel-
ping the students to identify the structure of a proof, to present arguments and
to distinguish between correct and incorrect arguments” (p. 885). Specielt visse
fortolkninger af det konstruktivistiske leeringssyn anbefaler imidlertid, at leere-
ren griber mindst mulig ind og f.eks ikke blander sig nér eleverne forsgger at
argumentere for lgsningen til et matematisk problem. Bevisfgrelse forudsastter
imidlertid viden om hvilke mader at argumentere pa, der er gyldige og det er
kun leereren, der kvalificeret kan bedgmme om argumenterne er gode nok. De
forskellige bevismetoder er desuden komplicerede konstruktioner, som man ikke
kan forvente eleverne selv udvikler. "It would seem unrealistic to expect stu-
dents to rediscover sophisticated mathematical methods or even the accepted
modes of argumentation” (5.887)

Hanna og Jahnke kommenterer ogs3 Lakatos’ beskrivelse af bevisfgrelsesproces-
sen®. Mens det oprindelig gav en ny vinkel pa, hvordan matematik udvikles, s

8Lakatos har skrevet bogen "Proof and refutations, som er et langt replikskifte mellem en
lzerer og nogle elever, hvor klassifikationssetningen for polyedre udvikles. Pointen er, at be-
visfgrelsesprocessen foregar som en vekselvirkning mellem opsaetning af hypoteser, argument




3.1 Syv centrale artikler 37

finder Hanna og Jahnke, at "Lakatos’s” model® bruges ukritisk og tages ukritisk
til efterretning. Den afspejler kun et sarligt aspekt af bevisfgrelsesprocessen:
Opsatningen af tilstrakkelig praecise definitioner og praecisering af forudset-
ninger. Nar fgrst dette er gjort, forlgber bevisfgrelsesprocessen ikke som Lakatos
beskriver den. Det emne Lakatos har valgt g¢r desuden, at det er let at kon-
struere uformelle modeksempler. Modeksempler kan imidlertid veere af meget
formel art og vanskelige at udvikle - f.eks. er det hgjst formelle bevis for Gédels
saetning et modeksempel til den tese at alle matematiske pastande kan bevises.
Lakatos’ metode kritiseres desuden for at give eleverne det indtryk, at man ikke
er i stand til at garantere, at der ikke findes yderligere modeksempler, hvilket
et korrekt formelt bevis jo netop ger. ~

Hanna og Jahnke kritiserer ogsd, at beviser opfattes som en méade at saxtte
et autoritzert matematiksyn igennem pa, dvs retfeerdigggre at eleverne far et
ukritisk syn p& matematikken, fordi de prezsenteres for pastande, der vises at
vere uigendriveligt sande. De indvender, at beviser jo netop er argumenter, der
er bne overfor inspektion, dvs man har arbejdet p3 at ggre argumentationen sa
tydelig, at enhver i princippet har tilgang til at saette sig ind i og kritisere det.
Beviser er derfor snarere et antiautoritert element 1 matematikundervisningen,
en mulighed for eleverne for at "se selv”.

Herefter gar Hanna og Jahnke over til at ggre rede for, hvilke roller beviser
spiller indenfor matematikken selv - og hvilke roller beviser bgr spille i mate-
matikundervisningen. Ofte tages der ikke hgjde for, at beviser spiller forskellige
roller alt efter om de optrader i feerdige teoribygninger eller teoribygninger
under opbygning og alt efter om der er tale om beviser i ren eller anvendt
~ matematik.

Klassiske beviser kan opfattes som sandhedsoverfgrere. Et bevis godtggr en

sztning pa basis af aksiomer, der tages som et indiskutabelt udgangspunkt,

og allerede beviste teoremer. Beviser er her et forbindelsesled mellem aksiomer

og teoremer. Sadan forholder det sig imidlertid ikke, hvis der er tale om en

matematisk teoribygning under konstruktion. Hvis et bevis giver anledning til

saetninger, der ser “fornuftige” ud og der ikke opstar inkonsistenser, si viser det,
at aksiomerne i si henseende er fornuftigt valgte. Beviserne bidrager snarere

til at godtgere aksiomerne i dette tilfaelde.

Et eksempel p3 sddan et bevis finder man indenfor den klassiske mekanik: ud-
ledningen af Keplers love - dvs kendte, empirisk underbyggede lovmaessigheder
- fra gravitationsloven. Dette bevis kan kun gennemfgres, hvis man antager at
det fysiske princip: action-at-a-distance er gzldende og da man far to kendte
lovmaessigheder forbundet, m& man antage at det princip er et godt valg. Be-
viset virker ikke kun som et middel til at sandsynligggre antagelserne her. Det

for hypoteserne, konstruktion af modeksempler, fremsztning af ny hypoteseri tilfalde af, at
der findes et modeksempel. k

9 At se bevisfgrelsesprocessen som en aktivitet, der foregir ved at man accepterer en szt-
ning pa basis af at det ikke er muligt at finde et modeksempel til det.
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bruges ogs4 til at inkorporere et sat velkendte sztninger - Keplers love - i en
ny teori.

Nar man ser pa beviser i ren versus anvendt matematik, s& er den méde ma-
tematikken evalueres pa, forskellig. Nir man anvender matematik og bygger
matematiske modeller, s3 er det afggrende at modeldata og empiriske data
stemmer overens. Beviser for de sztninger, der er brugt i modellen garanterer
at modellen er matematisk korrekt, men modellen vurderes pa sin evne til at
fitte data. I denne sammenhaeng er status af empiriske facts mere lig de empiri-
ske facts i andre fag, fordi det nér matematik anvendes til at bygge matematiske
modeller, er de empiriske facts, der ligger til grund for verificeringen.

Hanna og Jahnke udvider deres beskrivelse af de roller, beviser spiller yderligere

med Michael De Villiers beskrivelse af beviser som verificerende, forklarende,

systematiserende, kommunikerende og fgrende frem til ny matematiske sztnin-
10

ger.19.

Set i lyset af at beviser kan spille mange forskellige roller “internt-matematisk”,
er det ikke s& maerkeligt, at forskellige studier af elevers forhold til beviser viser
forskellige resultater. Nogle undersggelser viser, at elever har vanskeligt ved at
se relevansen af beviser i tilfeelde, hvor sztningen enten er intuitivt indlysende
eller udtaler sig om geometriske konstruktioner, hvor man via malinger kan
overbevise sig om, at pistanden er sand. Her foretrackker elever ofte yderli-
gere empirisk evidens selvom de mener at have forstdet beviset for satningen.
Andre undersggelser viser imidlertid, at elever foretraeekker formelle, symbol-
tunge beviser for geometriske/visuelle argumenter som middel til at verificere
en pastand.

Ideelt set bgr de roller beviser spiller i matematikken afspejle sig i matema-
tikundervisningen. I si henseende har matematiklaereren et mere kraevende job
end matematikere, der "bare” skal sikre sig, at hans eller hendes resultater
er korrekte. Matematiklereren skal have indsigt i de forskellige roller beviser
spiller og det er krzvende, fordi der i skolematematik-sammenhzeng ikke er
tradition for at tznke i de baner.

Det er selvfglgelig sidan, at nogle af de roller beviser spiller er vigtigere
end andre. Hanna og Jahnke finder, at beviset i matematikundervisnings-
sammenhang farst og fremmest er en forklaring p4 hvorfor saetningen er sand
og at man af denne grund skal foretrackke beviser, der er forklarende.”..In the
educational domain, then, it is natural to view proof first and foremost as ex-
planation and in consequence to value those proofs which best help to explain.”,
(pp. 903).

Hanna og Jahnke forklarer i den sidste del af artiklen, hvad man skal forsta
ved et “forklarende” bevis. Et forklarende bevis er et bevis, hvor "the evidence
which it presents derives from the phenomenon itself’(pp.904). Et eksempel

10 Jeg vil ikke g4 nsermere ind i at beskrive dem, da jeg har gjort det i mit referat af Michael
de Villiers artikel pa s.26
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pa et forklarende bevis er fglgende bevis for at summen af de n fgrste heltal
er w Det fgres ved at udnytte af summen af hvert par af termer er den
samme: n+1, hvis man lagger talrakken sammen med samme talrackke vendt
om.

S = 14 2. +n
S

25 = (n+l)+(n+1)+....(n+1)

I
3
+
—
3
|
(=
el
+
s

Der laves her ingen nye konstruktioner for at gennemfgre beviset, som der
f.eks. gor i beviset for at der er uendelig mange primtal. Man tager i stedet
udgangspunkt i talreekken og udnytter, at den vendt om har en symmetri-
egenskab: Hvert led i raekken og dens "omvendte” summer til det samme tal.

Et eksempel pa en hel klasse af beviser, der ikke er forklarende er induktions-
beviser, en metode man ogsi kunne bruge til at vise seetningen med.

Hanna og Jahnkes pointerer, at det ikke altid er muligt at konstruere et forkla-
rende bevis for en setning, men at man i matematikundervisningen skal velge
de forklarende beviser i de tilfelde, hvor det er muligt.

3.2 Resultater og konklusioner

Artikel-kategorier

I det fglgende fremlagges det jeg ser som veerende hovedtemaerne i debatten

om beviser og bevisfgrelse. Artiklerne indenfor feltet falder i hovedsagen i 3
kategorier:

Kategori 1 bestar af artiklerne [8}, [10], der er rent videnskabsfilosofiske og
principielt intet har med matematikundervisning af ggre. Her diskuteres det,
hvad man matematikfilosofisk set skal forstd ved et matematisk bevis. Da det
falder udenfor min problemstilling, vil jeg blot papege kategoriens eksistens.

Kategori 2 bestar af artikler, der hovedsagelig - eller udelukkende - ggr rede for
den videnskabsteoretiske status af beviser og bevisferelse, men oftest motiverer
og perspektiverer deres arbejde i forhold til didaktiske problemstillinger.

Kategori 3 bestar af artikler, hvor det diskuteres, hvilken rolle beviser og be-
visfgrelse i matematikundervisningen bgr spille og har spillet. Denne kategori
kan man underopdele yderligere i artikler, der indeholder empirisk arbejde hvor
elevers vanskeligheder med beviser og bevisfgrelse forsgges kortlagt og artikler,
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der indeholder forslag til hvordan man kan undervise i beviser og bevisfprelse
P en “god made”.

I min beskrivelse af diskussionen af beviser og bevisfgrelse, som den tager sig
ud i litteraturen, skelner jeg mellem beviser og bevisfgrelse, didaktisk og viden-
skabsteoretisk set. Der er dog et vist overlap mellem beviser og bevisfarelse 1
den videnskabsteoretiske diskussion, da diskussionen af, hvad et bevis er uund-
géeligt ogsd har betydning for spgrgsmalet om bevisfgrelse.

3.2.1 Beviser i “matematisk praksis”

Artiklerne om beviser i matematisk praksis falder 1 kategori 2, da det hoved-
sagelig er beviser i matematisk praksis, der beskrives i artiklerne [6], [7], [13],
[15], [27], [28], [29], [30], [31], [43], [2], [57], [18] og [59]. Det er matematikere,
der reflekterer over egen praksis og matematikdidaktikere, der review’er andres
reflektioner. Matematikhistorikeres arbejde spiller ogsa en rolle, da der ogsa
optraeder historiske eksempler til belysning af matematisk praksis i diverse hi-
storiske perioder.

Et af formalene med at seztte “matematisk praksis” under lup er at ggre op
med en rekke myter omkring bevisers rolle i matematisk praksis. Myterne
er de stiltiende antagelser om bevisets rolle i matematik, som er basis for de
begrundelser, der gives for at beviser skal have en central position i matema-
tikundervisningen.

Myter om beviser i "matematisk praksis”

Myte nr. 1 er, at beviser i matematisk praksis er fejlfrie og fuldstendige. Dette
ser man blandt andet formuleret af Hanna i [30] s. 8, [31] .59, [29] 5.42 og af
Wittmann i [59] s. 18. Mange af de beviser der i dag publiceres, er behzftede
med fejl ifglge en kilde, der citeres af Hanna i [31], s. 59 (hvorefter andre citerer
hende) og kan altsd ikke siges at veere fejlfrie. Der er ydermere ingen garanti
for, at beviserne overhovedet bliver undersggt. Historisk set er der mange ek-
sempler pa, at beviser for selv betydningsfulde sztninger, har vist sig at veere
fejlbehzeftede. Noget blandet andet Chazan er inde pa [15]. Beviser i matema-
tisk praksis er heller ikke fuldstandige, fordi de si vil blive meget lange og
svare at sztte sig ind i. F.eks. refereres der af Michael De Villiers til at beviset
for Pythagoras’ saetning antages at ville fylde i omegnen af 80 sider [18], s.19,
hvis det skulle veere fuldstaendigt.

Myte nr. 2 er, at der i matematisk praksis er entydige standarder for beviser.
At det ikke forholder sig sidan, argumenteres der bdde for med eksempler
fra nutidig matematik og matematikhistorien. Thurston [57], s.33 pointerer,
at beviser fgrst og fremmest lever op til en social standard for pracision og
formalitetsgrad, der endog varierer fra gren til gren af matematikken. Hanna
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postulerer i [29], at beviser med forskellig grader af formalitet opnér den samme
grad af accept. '

Der er ogsd konklusionen p4 undersggelser af bevisopfattelser, som de giver sig
udtryk i forskellige matematik-filosofiske retninger og/eller i forskellige histori-
ske perioder eller forskellige kulturer. Klassikeren indenfor feltet matematikfilo-
sofisk set er Gila Hannas "Rigorous proof in mathematics Education” [28], men
ogsé andre bidrager med eksempler pa at det formelle bevis har haft forskellig
status [42], [15]. Barbin [7] leverer en matematikhistorisk analyse, der viser at
man matematikhistorisk set skiftevis har lagt vagt p& “bevise” og “overbevise™-
aspektet med den konsekvens, at det formelle bevis i visse perioder ikke har
vzret af den store betydning i matematisk praksis. Endelig konstaterer Joseph
" og Wheeler, at den matematiske praksis hos inderne og kineserne og agypterne
ikke har indbefattet formelle beviser [35], [58]. Dette tjener blandt andet til at
vise, at beviser ikke er en forudszetning for eksistensen og brugen af matema-
tiske satninger.

Myte nr. 3 bestar i, at beviser er en altafgorende faktor for accepten af en
matematisk setning i matematisk praksis. Imidlertid argumenteres der for, at
andre faktorer er mindst lige s vigtige eller endog vigtigere. Hanna - som de
andre i reglen refererer til - fremhaver (1) forfatterens ry som dygtig mate-
matiker, (2) forstieligheden af argumentet (3) at setningen er betydningsfuld
matematisk set, (4) at der eksisterer et plausibelt argument for stningen [31].
Man finder lignende argumenter i [6]. Et af argumenterne bestér i, at der er
mange beviser, der publiceres, men aldrig tjekkes, fordi de opfylder de gvrige
“sociale krav”. Det er faktisk kun i det gjeblik at en satning bliver anset for at
vaere meget central eller den er egentlig overraskende, at man bekymrer sig om
at tjekke et bevis for den i detalje.

Denne myte tilbagevises ogsé i forhold til ikke blot, hvad der skal til for at
en sztning kan begd sig i "samfundet” af matematikere, men ogsa i forhold
til, hvad der skal til for at en matematiker personligt accepterer en sztning,
dvs er parat til at bruge den i sit eget arbejde. De Villiers og Barbeau [18],
[6] fremhaever, at matematikerens “intuitive” fornemmelse af, at resultatet er
rigtigt, evt. bekreeftet gennem undersggelser af specialtilfzlde spiller en stgrre
rolle end et bevis i accepten af en matematisk sztning.

Myte nr. 4 er, at beviser i matematisk praksis udelukkende har til formal at
godtgare matematiske setninger. Her konstateres det, at beviser ikke kun verifi-
cerer, men ogsa har betydning i andre sammenhange. Blandt andet De Villiers
[18], Hanna og Jahnke [27] og Carter [13] mener at beviser er andet og mere end
et verifikationsmiddel. Det er ogsa et middel til at kommunikere matematiske
ideer, til at systematisere allerede kendte sztninger og kan veere direkte arsag
til at der fremkommer ny, matematiske satninger.
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Bevisers egentlige rolle i matematisk praksis

De Villiers beskriver i [18] fire forskellige roller et matematisk bevis kan spille:
Det kan veere verificerende, kommunikerende eller systematiserende eller fgre
til ny opdagelser, som beskrevet pi s. 27. Et verificerende bevis udfylder den
rolle beviser traditionelt tillaegges, dvs det godtger, at satningen er sand. Et
forklarende bevis godtger at setningen er sand, men det forklarer herudover
hvorfor setningen er sand. Hanna beskriver blandt andet i [29], s. 10, hvad man
skal forstd ved forklarende beviser. Jeg har varet inde pa det i mit referat af
Gila Hannas og Niels Jahnkes "Proof and proving in Mathematics education”
se side 38. Det er den forklarende funktion af beviset, der anses for at vezere den
dominerende i "matematisk praksis” og ogsa den det anses for at vaere centralt
at betone i undervisningsmaessig sammenhang.

Hanna og Jahnke udvider listen af roller i [27] 5.896-897 og fremhaever, at man
ber skelne mellem den rolle beviser spiller i faerdige teoribygninger og den rolle
beviser spiller, ndr en matematisk teoribygning er under opbygning. Nar en
teoribygning er under opbygning vil der netop foregd en test af om de valgte
aksiomer giver anledning til inkonsistenser og i hvert fald i s3 henseende er et
godt valg. I en faerdigbygget teoribygning, hvor ogsd andre krav til et godt szt
af aksiomer er opfyldt, (f.eks. at der skal vare s fa aksiomer som muligt), vil
beviset derimod veere verificerende.

3.2.2 Bevisfgrelse i matematisk praksis

Den videnskabsteoretiske diskussion omkring bevisfgrelse handler om, hvilke
metoder, man ma anse som gyldige at bruge til at godtggre matematiske pa-
stande. Ogsa her ggres der i litteraturen op med en myte; at det logisk-deduktive
bevis er den eneste acceptable bevismetode.

Det logisk-deduktive bevis er ikke den eneste acceptable bevismetode

At det logisk-deduktive bevis ikke er den eneste acceptable bevismetode argu-
menteres der blandt andet for ved at referere til konklusionen pa den viden-
skabsteoretiske debat omkring beviser: Det formelle bevis i matematisk praksis
er hverken fuldstzndigt eller fejlfrit og mange andre faktorer end lige netop det
formelle bevis har betydning for accepten af en matematisk sztning.

Dette er argumentet for at andre bevisformer og dermed ogsé andre bevisme-
toder burde accepteres som gyldige bevisformer.

Det er forst og fremmet visuelle beviser og computerbaserede beviser, der frem-
haeves. Man finder dog ogsi en mindre skov af andre bevisformer, der iseer er
beskrevet i detalje af Hanna og Jahnke i [27], s. 880-884, men ogsé af f.eks.
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Moshovits i [42], s. 23. Et eksempel p3 en sddan bevisform er holografiske be-
viser, der er struktureret saledes, at man kan spottjekke dem og fi beviser, der
med meget hgj sandsynlighed er korrekte og hvor man altsd accepterer en vis
- omend meget lille sandsynlighed - for fejl i beviset. Argumentet for at tillade
disse bevisformer er, at man jo ogsd accepterer satninger baseret pa formelle
beviser, som der er fejl i.

En anden tilgang til debatten er, at man i stedet for at argumentere for me-
toderne sgger at pavise, at alternative bevisformer faktisk bliver brugt i mate-
matisk praksis og at der er nogen, der accepterer sxtninger pa denne basis.

Visuelle beviser som verifikationsmiddel

Et visuelt bevis er en tegning eller en serie af tegninger, som man kan bruge til
at overbevise sig om rigtigheden af en matematisk stning.

Et eksempel pa et visuelt bevis ses pd figur 3.1, som man kan bruge til at
overbevise sig om, at summen af de n farste ulige positive heltal er n2.
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1 1+3="% 1+3+5=9 1+3+5+7=16

Figur 3.1 Figur der illustrerer at summen af de n farste ulige positive heltal er'n?

Et andet klassisk eksempel pa et visuelt bevis er en trekant, hvor hjgrnerne
klippes af, samles og vises at danne en ret linie og altsa viser at vinkelsummen
er 180 grader. Sddanne udklipsbeviser er typisk for den matematik kineserne
lavede. Eksempler pa flere visuelle beviser kan findes i [45].

Blandt andet Joseph [35] anser visuelle beviser for at vaere en fuldt gyldig be-
vismetode, der blot er underkendt i forhold til den deduktivt-logiske metode
udviklet af graekerne og videreudviklet i "vestlig” matematik. Argumentations-
former udviklet af indere og kinesere er lige s& sofistikerede som det deduktive
bevis [36], [55] og andre bevisformer end det logisk-deduktive bevis burde an-
erkendes.
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Hos Barbin [7] finder man et interessant historisk perspektiv. Hun sgger at do-
kumentere, at der historisk har varet skiftende vagt pa "bevise” og “overbevise™-
aspektet i matematisk argumentation. Set fra denne vinkel er genkomsten af
visuelle beviser og mindre veegt pa formelle beviser blot udtryk for, at den
herskende "trend” er overbevisningsaspektet.

Computerbaserede beviser som verifikationsmiddel

Computerbaserede beviser er beviser hvor man ggr brug af computerprogram-
mer, der har de relativt mekaniske regler for symbolsk algebra indprogramme-
ret. Det giver mulighed for at lave nogle beregninger, man ellers ville bliver
ngdt til at lave i handen og ggr det muligt at gennemfgre en argumentation i
tilfzelde, hvor det ville veere uoverkommeligt for et menneske selv at gennemfgre
alle beregningerne.

Diskussionen omkring computerbaserede beviser er mest detaljeret hos Horgan
i [32], men omtales ogsi af Moshovits i [42]. Kan computerbaserede argumen-
ter anses for at veere verificerende? For taler det faktum, at man sandsynligvis
aldrig ville kunne finde et mere simpelt bevis for visse satninger som f.eks.
firfarve-teoremet og at alternativet til et computerbaseret argument er intet ar-
gument. Ydermere er matematisk praksis i dag si specialiseret, at det alligevel
kun er et fatal, der kan forsta, endsige kontrollere et bevis indenfor "frontforsk-
ningsmatematik”, s& argumentet er alligevel ikke &bent for inspektion for ret
mange.

Computerbaserede beviser er kun aktuelle, nir man har meget lange beviser
og en af de ting, der diskuteres, er, om det er sddan, at det kun er et fatal af de
interessante teoremer i matematikken, der har korte og simple beviser og man
derfor er ngdt til at acceptere computerbaserede beviser. Dette tages ogsd op
af Moshovits og Horgan [42], [32].

Et andet eksempel pa brug af computere i konstruktionen af beviser, er eksi-
stensbeviser i talteori, hvor man ggr brug af computere til systematisk at sgge
efter et tal med bestemte egenskaber. Man kan f.eks. undersgge, om der findes
et primtal p, siledes at p? gar op i 2P~! — 1 (Wieferich’ske primtal) [53]. Her
kan man bruge en computer til at godtggre, at der for 6 - 10° findes to sadanne
p, blandt andet p=1093. Dette adskiller sig fra firfarve-teoremet ved at man,
nar fprst computeren har fundet tallet, har mulighed for selv at tjekke om det
fundne tal virkelig har de efterspurgte egenskaber.

Endelig er der computerprogrammer, der ikke blot kan udfgre symbolske mani-
pulationer, men ogsa tjekke om bevisernes logiske struktur er korrekt og eksem-
pelvis om et udsagn, der omskrives, er skvivalent med et oprindelige udsagn
efter omskrivningerne.

De, der ikke anser computerbaserede beviser for at vzre gyldige, mener at det er
problematisk at beviset ikke er principielt tilgengeligt for kontrol - et argument,
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man blandt andet ser formuleret af Horgan i [32]. I modsaetning til beviser lavet
i handen, publiceres det computerprogram, der har veret anvendt til et com-
puterbaseret bevis normalt ikke. Som s&dan er computerbaserede beviser alts3
ikke offentligt tilgzengelige. Muligheden for forekomsten af programmeringsfejl
er naturligvis ogséa til stede og her er problemet, at programmeringsfejl kan
veere mindst lige s svaere at pavise fejl i beviser, der er konstrueret i handen.

Et modargument af mere sociologisk art er, at computerbaserede beviser ude-
lukkende (hvis man ellers kan leve med forbeholdene) er verificerende beviser
og at de ikke er ”gode beviser” i den forstand, at de ikke er forklarende. Dette
fremfores af bdde Moshovits [42] og Horgan [32]

ZEndrer de ny bevisformer bevisidealet?

Diskussionen af ny bevismetoder fglges af diskussion om, hvorvidt opkomsten -
og for de visuelle bevisers vedkommende genkomsten - af alternative bevisfor-
mer er udtryk for, at bevisidealet er ved at zndre sig. Med dette fglger ifgige
Horgan [32], at det formelle bevis bliver af mindre betydning.

Den overordnede diskussion drejer sig ikke om beviser som verifikationsmiddel,
men om hvad man kan anse for at vaere matematisk viden. Spgrgsmaélet er, om
_ man kan anse en sztning for at vaere "matematisk viden”, fgr der foreligger et
formelt-deduktivt bevis for den. Her mener nogle, at opkomsten af alternative
maéder at sandsynligggre setninger pi ger, at man skal udvide sin opfattelse
af, hvad man skal forstd ved matematisk viden. Et eksempel finder man hos
Davis [16], der mener, at geometriske strukturer, f.eks. fraktaler visualiseret
vha computergrafik, burde anses for at vare teoremer pa linie med teoremer
udledt via logisk-deduktive beviser og at visualiseringen p& sin vis er et bevis.

I diskussionen af, hvad man kan anse for at vazre matematisk viden sgger blandt
andet Davis, De Villiers og Horgan [16], [18], [32] ogsd at ggre op med en
myte: at matematisk viden udvikles uafhangig af induktion og eksperimenter
med matematiske strukturer og altsi udelukkende ved brug af logisk-deduktiv
teenkning. Myten tilbagevises med beretninger om den afggrende rolle intuition
og undersggelser af specialtilfaelde spiller for matematikeren, nar han/hun far
bevisideer.

3.2.3 Artikler af didaktisk karakter - beviser

I de didaktisk orienterede artikler diskuteres det blandt andet, hvad forma-
let med beviser i matematikundervisningen kan/skal vaere pa baggrund af de
konklusioner, man kan drage af undersggelserne af matematisk praksis. Men
konklusionerne bruges ogsa til at kritisere den made beviser indgar - eller har
indgdet - 1 matematikundervisningen.
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Matematisk praksis - implikationer for matematikundervisningen i
beviser

Det er forst og fremmest dem, der selv foretager undersggelser af matematisk
praksis, der drager direkte konklusioner af didaktisk karakter, dvs fremkom-
mer med betragtninger over, hvilke betydning de fundnu treek ved “matema-
tisk praksis” bgr have for matematikundervisningen. Det gelder f.eks. Hanna
og Jahnke og De Villiers [27], [18]. Folk som Wheeler og Neubrand [58], [46]
traekker .dog i hgjere grad pa andres undersggelser. Det er imidlertid ikke s&
meget direkte didaktiske konklusioner, de drager, som konklusioner der angar
matematisk viden. Resultaterne bruges forst og fremmest til at kritisere den
dominerende rolle det formelle bevis tidligere har haft i matematikundervisnin-
gen, dvs til at ggre op med “new math”™idealer for matematikundervisningen.

De Villiers, Hanna og Jahnke og Thurston konkluderer, at beviset i matematisk
praksis primeert bruges som et middel til at kommunikere matematiske ideer
[18], [27], [57] og at beviser ikke - i hvertfald ikke udelukkende - bgr fremstilles
som noget, der pa mere eller mindre mystisk vis verificerer en satning. Man bgr
- hvis det kan lade sig gore - foretraekke forklarende beviser fremfor verificerende
beviser og lade eleverne se beviser som en made at forklare hvorfor en sztning
er sand.

Det konkluderes ogsé, at man skal vare klar over at det at overbevise sig om
en sztning adskiller sig fra at bevise en sztning. Andre faktorer end lige netop
beviset; tegninger, taleksempler, kan veaere mere velegnede, nir man skal over-
bevise sig om en saztnings rigtighed [18].

Joseph [35] ser ligefrem fravaeret af andre bevisformer end det deduktive bevis
1 matematikundervisningen som et udtryk for en art kulturimperialisme i form
af en manglende accept af andre bevisformer end den vestlige kulturs deduktive
beviser. Sarlig visuelle beviser tilgodeser i hgjere grad end det deduktive bevis
kommunikationsaspektet, men generelt bgr man ogsd medtage andre bevisfor-
mer for at give eleverne et bredere bevisbegreb.

Vanskeligheder med Bevisbegrebet

Det er forst og fremmest elevernes bevisbegreb, der er blevet gjort til genstand
for empiriske studier. Den klassiske problemstilling er deduktive beviser versus
empirisk evidens, hvor det undersgges i hvor hgj grad eleverne forstar at et
deduktivt bevis overfladigger empirisk evidens.

Sadanne studier beskaftiger Chazan, Fischbein og Hoyles sig med [14], [24],
[33]. Et meget citeret og diskuteret resultat finder man hos Fischbein [24].
Elever, der erklaerer at de forstar de enkelte trin i et deduktivt bevis, mener at
yderligere empiriske tjek af beviset er ngdvendige.
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Vi befinder os her lidt i grazonen mellem beviser og bevisfgrelse, fordi det
at iagttage en elev fgre beviser kan bruges til at konkludere pa tilstanden af
elevens bevisbegreb. Elevens bevisbegreb vil bade vil vare af betydning, nar
eleven forsgger at fgre og forsta beviser. Der er derfor tale om en form for falles
teoriapparat her. Bade hos Dormolen og Balacheff [19], [5], der undersgger
henholdvis elevers forstielse af “faerdige” beviser som forsgg pa selv at fgre
beviser, opstilles modeller som man kan betragte som beskrivelser af forskellige
niveauer af bevisbegrebsforstaelse.

Udover ”deduktivt bevis-empirisk evidens” problemstillingen finder man de fgl-
gende vanskeligheder med bevisbegrebet naevnt i noget spredt faegtning. De
fleste artikler holder sig til en eller et par af vanskelighederne, mens Galbraith
[26] dakker det meste. De vanskeligheder, der nzvnes er (1) Manglende for-
stéelse for ngdvendigheden af at sikre sig, at man har "fiet det hele med”, i
de situationer hvor man har et utilstrackkeligt antal specialtilfzlde til sin ré-
dighed [26], [7] (2) Manglende forstielse for den status modeksempler har, dvs
at et modeksempel er et eksempel, der opfylder setningens antagelser, men
er i modstrid med den og at é modeksempel er tilstrackkeligt til at modbe-
vise en satning. [14], [26]. (3) Manglende evne til at identificere en satnings
gyldighedsomrade, dvs til at forstd at satningen er geldende for matematiske
objekter, der opfylder sztningens antagelser {26], [14]. (4) Manglende forsta-
else af status af implikationer og biimplikationer [26] (5) Manglende evne til at
skelne mellem givne forudsztninger og hypoteser [26].

Som det ses er der tale om mange forskellige typer vanskeligheder. Der er
problemer med bevisets logik (4), og problemer med at forsta status af beviset
(1), (2), (3) og status af elementerne i beviset (5).

Vanskeligheder med at forsta argumentet i beviser

Den eneste artikel jeg har, hvor det, der behandles, er elevernes vanskeligheder
med at tilegne sig argumentet i et bevis, er en artikel af Fischbein [25]. Her
kortlegges elevers vanskeligheder med at forsta status af induktionshypotesen i
induktionsbeviser. De andre artikler retter sig mere mod elevers vanskeligheder
med at forstd konsekvenserne af at have bevist en satning.

Konkrete tiltag for at forbedre undervisningen i beviser

Her er der disse aktgrer pa scenen: Moshovits [43], [44], Leron[37], [38], [39]
og Blum og Kirsch [9]. Moshovits beskaftiger sig med, hvordan man motiverer
eleverne til at s®tte sig ind i et bevis og forstd ngdvendigheden af det, mens
Blum og Kirsch og Leron har forslag til hvordan konkrete beviser kan endres,
sdledes at de bliver mere tilgangelige for eleverne.
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Moshovitz foreslar, at man laegger op til et bevis i matematikundervisningen
ved at satte eleverne til at lave forskellige gvelser, der gerne skulle motivere
eleverne for at se beviset for setningen. F.eks. kan man lade eleverne “opdage”,
at Pythagoras sztning galder for retvinklede trekanter ved at lade dem under-
sgge, hvilke vilkérlige trekanter, der opfylder Pythagoras’ sztning. Eleverne vil
herefter vare motiverede for at se beviset for, at det rent faktisk forholder sig
sadan for samtlige retvinklede trekanter. Moshovits’ tese er, at alle matemati-
ske saetninger rummer en eller anden form for overraskelses-moment - i dette
tilfzelde, at en hel klasse af trekanter besidder en umiddelbart "szer” egenskab.
Disse overraskelsesmomenter kan man udnytte i matematikundervisningen til
at motivere eleverne for at satte sigind i beviserne. Mere matematik-politisk er
hendes budskab, at man ikke behgver at udvide pensum til f.eks. at indbefatte
emner beviser fra frontforskningsmatematik for at ggre beviser interessante for
eleverne.

Lerons artikler handler om "strukturerede beviser”, der er en metode til at om-
skrive og udvide traditionelle fremstillinger af beviser. Han mener at stort set
alle beviser rummer en konstruktion, et matematisk objekt, der muligger, at
man kan gennemfgre beviset. Beviser bliver mere let tilgeengelige, hvis man
gor meget ud af at forklare konstruktionen af denne “Igftestang” og hvordan
dette fgrer frem til saetningen og farst herefter gar i detaljer med argumentet.
Et struktureret bevis er bygget op i niveauer, siledes at de nederste niveauer
indeholder de formelle argumenter, mens de gvre motiverer dem. [39] handler
om hvordan man strukturerer modstridsbeviser. Den form for logik et mod-
stridsbevis rummer anser Leron for at veere s& kompliceret for eleverne, at man
skal strzebe efter at skrive beviset om til et direkte bevis.

Blum og Kirsch mener at en af grundene til at beviser volder elever vanskelig-
heder er, at de begreber og satninger, der trakkes pa i beviser ofte er nogle
eleverne ikke har en tilstraekkelig dyb forstaelse af. De foreslar derfor, at man
i hvad de betegner som “praformelle beviser” erstatter de elementer beviserne
treekker p4 med mere simple begreber og sztninger, f.eks. simple geometriske
begreber, som eleverne har en bedre forstaelse af.

3.2.4 Artikler af didaktisk karakter - bevisfgrelse

Ogs4 her er hovedtemaet empirisk evidens versus deduktive beviser. Hos Por-
teus og Wu [52], [60] finder man betragtninger over konsekvenserne af at tillade
brugen af empirisk evidens til at argumentere for lgsninger til matematiske pro-
blemer. De har en anden tilgang end f.eks. Balacheff, der anser empirisk evidens
af nogle for at vaere et ngdvendigt stade pa elevens vej til at vaere i stand til at
gennemfgre en bevisfgrelsesproces med argumenter af mere generel karakter.



3.2 Resultater og konklusioner 49

Bevisfgrelse versus "investigations” som led i problemlgsning

"Investigations”, ogsa kaldet mgnstergenkendelse betegner systematiske under-
sogelser af en reekke specialtilfelde, der i generaliseret form kan bruges til at
opstille eller sandsynligggre en hypotese. F.eks kan man sandsynligggre at de
n fgrste ulige tal summer til n? ved at udfgre fglgende "investigation™ 1+3 =
4, 1+3+45=9, 1+3+5+7=16 og observere, at ved to led fis 4 = 22, ved tre
led fas 9 = 32 osv. En anden type “investigations” er malinger pa geometriske
konstruktioner.

Problemlgsning er et element, man gnsker at have som element i matematik-
undervisningen ogsé lange inden man kan forvente af eleverne, at de er i stand
til at producere formelle argumenter. Porteus [52] foreslar, at man forventer
af eleverne, at de forklarer, hvorfor mgnstret er som det er enten visuelt eller
verbalt. Et eksempel pa en sidan argumentation er det visuelle bevis pa figur
32forat2-3=3-2.
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Figur 3.2 Visuelt bevis forat 2-3=3-2

Dette stiller imidlertid krav til de problemer eleverne arbejder med. Porteus
. peger pd at mange af de problemer som man normalt lgser ved brug af “investi-
gations”, har lgsninger, der er s& sveere at argumentere for formelt, at man ikke
kan forvente af eleverne, at de er i stand til at ggre det [52], s. 3. Eleverne kan
med andre ord godt geette lgsningen p4 opgaven, men de kan ikke argumentere
for lgsningen. Denne problemstilling genfinder man hos Wu [60], der leverer
en raeekke eksempler pA matematiske problemer, som elever kan lgse men ikke
argumentere kvalificeret for.

Porteus og Wu [60], [52] finder, at kravet om en form for argumentation er
ngdvendig, fordi eleverne ellers far et misvisende billede af faget matematik.
Eleverne leerer da at acceptere matematiske hypoteser pa et forkert grundlag
[52], s. 3 og de far indtryk af, at matematik er et fag, hvor pastande godtggres
via eksperimenter og pa den vis ikke adskiller sig fra andre naturvidenskabelige
fag med eksperimentel metode.

Underviserens hovedbekymring er ifglge Porteus imidlertid ikke, om eleverne
far et forkert billede af faget matematik [52], s. 3. Det er snarere, at eleven
ferst vil fgle sig fuldstendig overbevist om setningens rigtighed i det gjeblik
at han/hun har set et argument for det. Det at forlange et argument handler
altsd ogsd om at sikre en tilstraekkelig "dyb” accept af setningen. Eleverne er
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ikke i stand til at anvende sztningen korrekt, hvis ikke de har den form for
accept af seetningen. Her henvises til et fund i Fischbein [24]: Man ser ofte at
elever, der har opdaget en satning ved brug af “investigations” ikke bruger den
fundne satning, men i stedet hvis de bliver praesenteret for en opgave, hvor den
kan bruges, benytter den som en yderligere kontrolmulighed.

Vanskeligheder med bevisfgrelsesprocessen

I denne kategori af artikler sgger man at identificere de “stopklodser” eleverne
mgder, nar de sgger at gennemfore en bevisfgrelsesproces. Galbraith [26] be-
skaftiger sig bredt med "stopklodser” i bevisfgrelses-processen, mens de under-
sggelser Balacheff og Dormolen [5] [19] foretager sgger at afdakke utilstraek-
keligheder i elevernes bevisbegreb. Nar man ser bort fra Moore [41], som ser
pa elevers vanskeligheder med at konstruere formelle beviser, er samtlige af de
studierne baseret pd observationer af af elever, der sgger at konstruere beviser
som en del af at lgse matematiske problemer.

En af de ting de empiriske studier retter sig imod er at identificere stadier
i bevisfgrelsesprocessen. Elevernes argumenter, der ikke ngdvendigvis er for-
melle, klassificeres 1 forhold til, hvor teet de er pd at vaere korrekt matematisk
argumentation. Forskellige stadier i evnen til at fgre et bevis beskrives - f.eks
opstiller Balacheff en model [5], der er beskrevet pa s.3.1. I forhold til at leere
eleverne bevisfgrelse anser han det for afggrende, at det centrale skift sker mel-
lem den helt naive tilgang til bevisfgrelsen og den hvor eleven anerkender, at
der er tale om, at man skal forsgge at vise noget om en klasse af objekter.

Moores studie [41] adskiller sig som sagt fra de andre. Han ser p& hvilke van-
skeligheder studerende, der skal lave korte, formelle beviser, stgder pa. Det, der
ses som hovedproblemet er gabet mellem de billeder de studerende har af de
indgaende begreber og definitioner og de formelle definitioner og satninger, de
studerende forventes at kunne handtere. Billederne er en forudsatning for at
kunne fa definitioner og satninger til at give mening og for at kunne fa ideer til
beviset. Nar eleverne skal gennemfgre bevisideen opstar der imidlertid proble-
mer, fordi der opstar et “gab” mellem billederne og den formelle repraesentation.
En anden vanskelighed bestar i, at eleverne ikke selv evner at producere ek-
sempler indenfor den matematiske struktur de arbejder med og derfor ikke har
noget at prgve deres ideer af pa.

Hvordan overkommes vanskelighederne i bevisfgrelsesprocessen?

Mens de gvrige artikler indeholdende empirisk arbejde har haft at ggre med de
vanskeligheder elever mgder, nar de sgger at gennemfgre en bevisfgrelsesproces,
sd er artiklerne af Boero og Alibert [11], [1] eksempler pa tiltag, der letter
elevernes forsgg pa at gennemfore bevisfgrelsesprocessen.
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Boero undersgger i [11], om det er en hjalp for eleverne, at de har et konkret
fysisk billede (en pind der kaster skygger i sollys) at holde sig til, nar de skal
have bevisideer og gennemfgre den.

Alibert prasenterer i [1] en undervisningsmetode kaldet “videnskabelig de-
bat”!!, som han mener giver mulighed for at inddrage beviser i matematik-
undervisningen pa en meningsfyldt made. Det er centralt, at eleverne bringes 1
en situation, hvor de selv opstiller hypoteser og ikke ved, om hypotesen er gyldig
eller ej og derfor er gte motiverede for at bevise eller modbevise hypotesen.

11En mere grundig beskrivelse findes pa side 34
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3.3 Mangler og uklarheder i litteraturen

Jeg har nu redegjort for, hvad jeg anser for at vare de veasentligste problem-
stillinger, der bliver behandlet i litteraturen og hvad der bliver sagt om dem.
Tilbage star at rede de mangler og uklarheder ud, som jeg finder der er i lit-
teraturen. Det kan jeg blandt andet kan ggre pa baggrund af at sammenholde
min-oversigt over litteraturen med kapitel 2.

I det vaesentlige er afsnittet her struktureret siledes: (1) Mangler og uklarhe-
der i diskussionen af “bevisets stilling” videnskabsteoretisk set (2) Mangler og
uklarheder i den videnskabsteoretiske diskussion af bevisfgrelse (3) Mangler og
uklarheder i den didaktiske diskussion af beviser og bevisfgrelse.

Den videnskabsteoretiske diskussion af beviser

Det er iseer i den videnskabsteoretiske diskussion af beviser, at jeg finder, der
er mangler og uklarheder. Det har imidlertid stor betydning, da det i hgj grad
er overvejelserne omkring bevisers videnskabsteoretiske status, der bliver gjort
brug af, nar der argumenteres for, hvilken rolle beviser ber spille i matematik-
undervisningen. Som jeg ser det er hovedproblemet at:

(1) Der ikke bliver skelnet mellem beviset som sociologisk feenomen og beviser
som matematik-filsofisk feenomen.

(2) Der naesten udelukkende fokuseres pé beviser som sociologisk faenomen, dvs
beviser i "matematisk praksis”. Det ggr, at det grundlag man har for at drage
konklusioner angaende bevisets stilling i matematikundervisningen, er mangel-
fuldt, blandt andet fordi man godt kan stille sprggsmalstegn ved, hvor relevant
viden om beviser i "matematisk praksis” er i denne sammenhzng.

Et af tyngdepunkterne i debatten om bevisets videnskabsteoretiske status er
kritikken af den megen vagt pa formelle beviser i matematikundervisningen,
baseret pa at formelle beviser reelt ikke er af s& stor betydning i "matematisk
praksis”. Her synes jeg ikke, at det ggres klart, at det man kritiserer er det
formelle bevis som sociologisk fenomen.

Matematik-filosofisk er det formelle bevis en bevistype, hvor grundlaget princi-
pielt skal veere beskrevet sa klart som muligt og hvor argumenterne skal formu-
leres i strengt pracise, logiske termer. Set fra mit synspunkt er det at betragte
som et "bedste bud” pa kriterier for, hvornar et matematisk argument er et
bevis.

Nar andre bevistyper fremhaves som alternativer til det formelle bevis, s er
det fordi det formelle bevis bedsmmes som et sociologisk fa=nomen. Og her
er kritikken berettiget, da det formelle bevis nok har det klarest beskrevne
grundlag, men lider under at vere en “tung” form for argumentation.
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Nar man formulerer som ideal, at man i matematikundervisningen skal reflek-
tere de roller beviser spiller i "matematisk praksis” og p det grundlag afviser,
at beviser bgr spille en vesentlig rolle i matematikundervisningen, s er det
udelukkende beviser som sociologisk feenomen, man har i tankerne. For mig at
se er dette ideal ikke brugbart i forhold til at bedgmme i hvilket omfang be-
viser skal indga i matematikundervisningen. Det er snarere et argument for at
have bevisfarelse i matematikundervisningen, hvor man jo netop udvikler "ny”
matematiske setninger. Overvejelserne melder altsi ikke noget om de "faerdige”
beviser i matematikundervisningen.

Man kan formulere problemet pa en lidt anden made: der er forskel pa bevi-
sets rolle i skolematematik” og "frontforskningsmatematik”. Et eksempel p3
en ting, der er hgjst relevant i “frontforskningsmatematik”, men ikke i “sko-
lematematik” er fejlbeheeftede beviser. Hvis man havder, at der er tale om
et trek, man bgr fremheeve i undervisningssammenhang, s3 overskrider man
grensen mellem "frontforskningsmatematik” og “skolematematik”. I et traditio-
nelt valgt pensum, er beviserne i “skolematematik” beviser for resultater, der er
sa centrale matematikhistorisk set, at de har varet igennem en ret omhyggelig
kontrolproces.!? Endvidere er de ikke s& lange, at risikoen for fejl pga uover-
skuelighed - ihvertfald ikke uoverskueligt set fra en professionel matematikers
synspunkt - opstar. :

Til gengeeld er beviser ogsd pa “skolematematik -niveau” mangelfulde, dvs der -
er ikke redegjort 1 detaljer for alle argumenter og antagelser og det kunne der
godt veere en pointe i at diskutere, hvordan man skal handtere.

En faktor der bidrager til at debatten bliver mindre klar, end den kunne vere
er, at de konklusioner, som angar bevisets rolle og funktion i matematisk prak-
sis, ofte bruges til at drage konklusioner om karakteren af “matematisk viden”,
se f.eks. [29]. Udover at denne term ikke er veldefineret og at der findes et hav
af fortolkninger af, hvad man skal forstd ved “matematisk viden”, s er denne
type konklusioner for vage til at at kunne bruges til at drage meningsfulde
konklusioner, der angir beviser i matematikundervisningen. Man gar en ungd-
vendig omvej, nar der forst redegpres for treek ved bevisets status i matematisk
praksis, derefter konkluderer, hvad man kan sige om "matematisk viden” og s&
pa basis af dette drager konklusioner angiende bevisets rolle i matematikun-
dervisningen.

. Den videnskabsteoretiske diskussion af bevisfgrelse

En af de ting, der her gor diskussionen uklar er, at der ikke skelnes tilstrack-
keligt mellem bevisfgrelse og skabelsen af ny "matematisk viden”. Det betyder,
at det er vanskeligt at skille det, der vedrgrer bevisfgrelse ud fra en generel

12Det garanterer dog ikke, at der kan vere fejl i beviserne i lzerebggerne, men det betyder,
at der eksisterer korrekte udgaver af beviserne.
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diskussion om, hvordan matematisk viden skabes. For mig at se falder diskus-
sionen af, hvordan ny matematisk viden fremkommer i tre dele (1) Hvad forer
til fremsaettelsen af ny matematiske hypoteser (2) Hvad fremmer/stimulerer
bevisideer (3) Hvordan gennemfores bevisideerne. Det er kun punkt (2) og (3),
der er relevante for debatten omkring bevisfgrelse, men ofte inddrages alle tre
ting samtidigt, f.eks. hos Horgan i [32].

Et eksempel pa den manglende skelnen finder man i beskrivelsen af computer-
baserede beviser. Computergrafik og computersimuleringer fremhzeves i deres
egenskab af at stimulere fremsaettelsen af ny matematiske hypoteser ved at give
adgang til visualisering af ihvertfald visse matematiske strukturer og hgrer altsa
under (1), dvs det har ikke noget at ggre med egentlig bevisfgrelse.

Grunden til at denne skelnen ikke foretages er formentlig, at undersggelserne
af bevisets funktion i “matematisk praksis” i et vist omfang foretages med
det formal at underbygge pastanden om, at formelle beviser er af svindende
betydning i "matematisk praksis” - og at man kan dermed forsvare at nedtone
formelle beviser ogs& i matematikundervisningen. Alternative bevismetoder,
f.eks. computerbaserede beviser bruges imidlertid i situationer hvor man ikke
har mulighed for at konstruere et formelt bevis og de supplerer derfor det
formelle bevis. Matematik-filosofisk set - og det er den vinkel, man anlagger,
nar man diskuterer om de ny metoder er rimelige at bruge - har alternativerne
til det formelle bevis ikke det samme veletablerede grundlag.

Udover at jeg ikke mener, der er hold i pdstanden om, at det formelle bevis er af
svindende betydning i "matematisk praksis”, s& mener jeg ogsd man kan stille
spgrgsmalstegn ved, hvor relevant diskussionen af nye bevismetoder er, hvis
formalet er at sige noget om beviser og/eller bevisforelse i matematikundervis-
ningen. Ogsé her skal man skelne mellem "frontforskningsmatematik” og “skole-
matematik”. Diskussionen af hvorvidt betydningen af det formelle bevis er svin-
dende i “matematisk praksis” er ganske enkelt ikke relevant i skolematematik-
sammenhaeng, hvor man jo f.eks. ikke har brug for computerbaserede beviser,
fordi beviserne er ikke lange og komplicerede.

Den didaktiske debat

Jeg har valgt at sl beviser og bevisfgrelse sammen her, fordi de kritikpunkter,
jeg har, er sammenfaldende.

I de artikler, hvor der laves empiriske undersggelser af elevers vanskeligheder
med at tilegne sig beviser, refereres der med forskelligt sprogbrug til empirisk
evidens. Det gelder f.eks Chazan, Fischbein og De Villiers [14], [24], [18]. De
opfatter “empirisk evidens” som at man sgger at sandsynliggere en pastand
ved at foretage malinger pd geometriske objekter eller ved ved brug af et antal
taleksempler.
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Der er for det forste behov for at fa adskilt den status taleksempler og malin-
ger pa geometriske konstruktioner har. Malinger af geometriske figurer har at
gore med, at man undersgger om den fysiske reprasentation af det matema-
tiske objekt nu ogs3 er en god model. Dette adskiller sig fra undersggelser af
specialtilfelde ved hjelp af taleksempler, hvor man undersgger om sztningen
er gzldende i et specialtilfalde og man altsi holder sig indenfor matematikken
selv.

For det andet er den problemstilling, der i reglen undersgges, elevernes pro-
blemer med at forst3 forskellen p3 at sandsynligggre en pastand empirisk og
have et deduktivt bevis for den. Eftersom “empirisk evidens” opfattes som ta-
leksempler og malinger p& geometriske konstruktioner udggr den type beviser,
der refereres til et meget begraenset udvalg af beviser: de beviser, hvor man har
adgang til taleksempler og tegninger. ’

Herudover er der for mig at se er der tale om en art pseudoproblemstilling,
nir man skelner mellem at bevise, dvs godtggre en sztning og overbevise, dvs
sandsynligggre at en satning er sand. Fischbein [24] er lidt inde p3 det, men
ellers finder jeg, at undersggelsernes udgangspunkt er, at eleverne, nar de har
forstéet et givent bevis og har faet et tilstraekkeligt godt bevisbegreb, kan bruge
beviset som grundlag for at fgle sig overbevist om sandheden af en satning.
Jeg mener ikke, man skal forvente, at det sker. Derimod skal man forvente, at
eleverne fgler sig overbevist om argumentets rigtighed. Empirisk evidens er ikke
ngdvendigvis af det onde, tvartimod er det formentlig af afggrende betydning,
nar eleverne skal overbevise sig om rigtigheden af s®tningen.

Udover at jeg finder, at der fokuseres pad meget pa “empirisk evidens” versus
deduktive beviser, s& mangler der en beskrivelse .af den sammenhang problem-
stillingen indgr i. Det mere overordnede spgrgsmal er hvilke vanskeligheder,
det volder elever at forsté beviser. Det indebzerer meget mere end blot at ele-
ven fgler sig overbevist om sztningens rigtighed og overbevist om rigtigheden
af argumentet. Man kunne gnske sig, at det som udgangspunkt blev defineret,
hvad man skal forst4 med “at forstd et bevis”. Dette gor jeg selv et forspg pa i
kapitel 4.

At man ikke finder nogle overvejelser, der angar elevers vanskeligheder med
at forstd beviser, bortset fra Fischbeins artikel om elevernes forstielsesvanske-
ligheder i forbindelse med induktionsbeviser [25], er formentlig &rsagen til, at
forslagene til, hvordan man pd en hensigtsmaessig made kan undervise i beviser
ikke traekker ikke pa empirisk underbyggede facts omkring forstielsesvanske-
ligheder. De vanskeligheder forfatterne sgger at imgdekomme er dem, de selv
mener, der er. Forslagene er altsd baseret pi egne forestillinger om og egne
oplevelser af beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen.



56 ) Oversigt over udvalgt litteratur

Litteraturen og mit empiriske arbejde

Jeg mener, at jeg med min gennemgang af hovedtemaerne i litteraturen har
vist, at min kortleegning af lzereres forestillinger om, hvilken betydning beviser
og bevisfgrelse har i matematikundervisningen udger et nyt bidrag til diskus-
sionen af betydningen af beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen.
Jeg ma konstatere, at lererne ganske enkelt ikke er blevet "hgrt” 1 spgrgsmalet
om hvilken rolle beviser og bevisfgrelse spiller - og bgr spille - 1 matematik-
undervisningen. Diskussionen fpres af matematikdidaktikere og herudover af
professionelle matematikere og leereres egen opfattelse af betydningen af bevi-
ser og bevisfgrelse 1 matematikundervisningen kommer ikke til udtryk.

Man finder dog enkelte kommentarer, der angéir underviserens rolle. I [59] re-
fereres der til et studie, der viser, at laerere har en meget formalistisk bevisop-
fattelse og derfor ikke er si abne overfor at opfatte andre bevisformer og mere
uformelle beviser, som eleverne selv kunne tznkes at fremkomme med, som
egentlige beviser. I [18] refereres der til en undersggelse, der viser, at mange
leerere udelukkende opfatter beviser som verificerende og potentielt kan mene,
at formalet med beviser i matematikundervisningen er at overbevise eleverne
om sandheden af setningen. I [27] konstateres det, at matematiklaerere er ngdt
til at vide en hel del om bevisets videnskabsteoretiske position for at kunne
undervise i beviser og bevisforelse pa kvalificeret vis.

Jeg forventer, at interviewene med danske og NZske leerere om betydningen
af beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen - udover at vare en type
empirisk undersggelse, der ikke for er foretaget - kan bidrage med nyt til pro-
Jjektets problemstilling. Som jeg har varet inde p&, s3 giver leerernes erfaringer
baggrund for at kommentere mulighedsproblemet, dvs om det er muligt at
have beviser og bevisfgrelse 1 matematikundervisningen. Samtidig udvides mit
repetoire af begrundelser for at have beviser og bevisfgrelse i matematikunder-
visningen.

I det naste kapitel prasenteres beskrives mit empiriske arbejde i detalje og
resultaterne fremlaegges.




4 Beviser og bevisforelse set fra
et matematikleerersynspunkt

I indledningen satte jeg mig for at finde ud af, hvilke forestillinger matematik-
leerere gor sig om grunden til at have beviser og bevisfgrelse i matematikun-
dervisningen. Jeg satte mig ogsé for at finde ud af, hvilke vilkar lerere anser
beviser og bevisfgrelse for at have i matematikundervisningen, og hvad det siger
om mulighederne for at gennemfgre en matematikundervisning, hvori beviser
og bevisfgrelse indgér.

I dette afsnit prasenteres resultaterne og konklusionerne fra interviews med 5
new zealandske og 5 danske matematikleerere lavet i henholdsvis efterdret 1997
(dvs i for&ret 1997 p3 New Zealand) og foraret 1998. Et referat af interviewene
kan findes i Appendix B og D i rapporten.

4.1 Baggrund

For at jeg kan argumentere for rimeligheden af at sammenligne mit danske og -
new zealandske materiale og for at nogle af de senere kommentarer skal vare
forstaelige, er det pa sin plads med et par kommentarer om det new zealandske
skolesystem.

Det new zealandske skolesystem er delt op i en "primary school” og "secondary
school”, hvor primary school dakker 7 &r og secondary school 5 &r. De sidste 5
ar betegnes 3rd, 4th, 5th, 6th og 7th form®. Skolegangen er obligatorisk til og
med 5th form. I modsatning til det danske gymnasium skal “secondary school”
levere undervisningstilbud til alle elevgrupper i en argang.

Det sidste kunne man forestille sig give anledning til problemer i en sammenlig-
ning. Jeg har imidlertid set p4 matematikundervisningen i 6th og 7th form, altsa
den ikke-obligatoriske matematikundervisning. Eleverne kan her valge mellem
sakaldt anvendelsesorienterede matematikkurser og mere akademisk orienterede
matematikkurser. Det er de sidstnavnte, jeg har set pa og der er et betragteligt
pensummazessigt overlap med det pensum man finder i matematisk 1.g, 2.g og

1 Nummereringen forekommer maske en smule merkelig. Den skyldes, at man nogle steder
yderligere har en "intermediate school”, der deekker de to sidste &r af den tid, man ellers gar
i "primary school”.
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3.g her. I 6th form er pensum hovedsagelig analyse, mens eleverne i 7th form i
reglen velger mellem et statistik-kursus og et videregdende analyse-kursus. Der
er et vist overlap mellem de to kurser, da der ikke udelukkende er statistik og
sandsynlighedsregning pé statistik- og sandsynlighedsregning-kurset, ligesom
der pa analysekurset er lidt sandsynlighedsregning.

Evalueringen af sivel Tth som 6th form foregar ved en eventuel skriftlig eksamen
(der er ingen mundtlige eksaminer overhovedet fgr man forsvarer sin Ph.D.-
afhandling). I 6th form kan skolen velge selv at foretage eksaminerne - altsi en
slags intern evaluering, men der findes ogs3 en landsdackkende skriftlig eksamen,
som det blot er frivilligt for skolerne, om de vil valge at benytte eller ej. I 7th
form er der tradition for, at man har en ekstern, landsdakkende skriftlig prgve
af savel statistik-, som analysekurset.

Jeg lavede to interviews med hver af de new zealandske laerere. En af de ting
jeg fandt ud af i den fgrste interview-runde var, at de satninger med tilhgrende
beviser, som jeg valgte at traekke frém i interviewene, findes i de mest anvendte
leerebgger. De indgar ikke i listen af de sékaldte “prescription proofs” - af mig
fremover betegnet obligatoriske beviser - dvs beviser opfgrt i en szrlig pensum-
liste, der angiver hvilke beviser eleverne kan blive blive bedt om at gengive
helt eller delvist til eksamen. Denne liste kan findes i [50]. Der er ikke flere
obligatoriske beviser, end at jeg kan navne dem her:

o Beviserne for rest- og faktorteoremet for polynomier

a) Restteoremet: p(z) = ¢(z)(z — @) + r = r = p(a) hvis grad r< grad
(x-2)

p(x) er et polynomium, der divideres med (x-a), q(x) er kvotienten og r
er resten.

b) Faktorteoremet: p(z) = (z — a)g(z) & p(a) =0
o Beviset for lgsningsformlen til 2. gradsligningen

¢ Beviserne for additionsformlerne
sin(A+B)=sin(A)cos(B) + cos(A)sin(B)
sin(A-B)=sin(A)cos(B) - cos(A)sin(B)
cos(A+B)=cos(A)cos(B) - sin(A)sin(B)
cos(A-B)=cos(A)cos(B) + sin(A)sin(B)
tan(A+ B) = %%"ﬁ%%
tan(A - B) = fepla)san(AL

¢ Beviserne for sum- og differensformlerne:
2 sin(A)cos(B)=sin(A+B)-+sin(A-B)
2 cos(A)sin(B)=sin(A+B)-sin(A-B)
2 cos(A)cos(B)=cos(A+B)+cos(A-B)
2 sin(A)sin(B)=cos(A-B)-cos(A+B)
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o Beviserne for dobbeltvinkelformlerne:
sin(2A) = 2sin(A)cos(A)
cos(2A4) = cos*(A) — sin*(A) = 2cos?(A) — 1=1- 2sin?(A)

tan(24) = %
¢ Udledning af diverse trigonometriske identiteter, f.eks. cot(A)—tan(B) =
o Udledning af identiteten £(z; — £)2 = Zz;2 — n(Z)?, hvor n er antallet

af elementer i en stikprgve, z; er stikprgvens i’te element og T er mlddel-
verdien af elementerne i stikprgven.

¢ Udledning af identiteten E(X —p) = E(X2)—p?, hvor y er middelvardien
af den stokastiske variabel X, E(X).

4.2 Interviewenes indhold og tilrettelaeggelse

De 5 new zealandske larere, jeg har interviewet kom fra hver sin secondary
school i Palmerston North3 og er alle erfarne undervisere, men ogsa “ganske .
almindelige matematiklaerere”.

De danske lerere er fra kgbenhavnsomradet og valgt lidt spredt alders- og
erfaringsmaessigt udfra det kriterium, at de skulle vare “ganske almindelige
matematikleerere”, dvs ikke specielt matematikpolitisk aktive. -

Jeg har med begge grupper af lzerere benyttet mig af inden interviewet at give
dem interview-spgrgsmalene skriftligt, sdledes at de pa forhand havde teenkt
over dem. Interviewene blev optaget p4 band og transskriberet efterfglgende.

Meget af interview-materialet har jeg af hensyn til ssmmenhangen i selve rap-
porten valgt at sette 1 appendix. I appendix A findes det spgrgeskema, jeg
brugte til de new zealandske lerere og i appendix B interview-referater. I ap-
pendix C findes det spgrgeskema, jeg brugte til de danske leerere og i appendix
D er der interview-referater af de danske interviews. Appendix’ene kan lases
som et selvstzndigt afsnit i rapporten. .

Jeg brugte spgrgeskemaet i Appendix A som udgangspunkt for interviewet
med de new zealandske larere. P4 basis af deres svar tegnede jeg si de enkelte
laereres “profiler” bestaende af pdstande omkring beviser og bevisforelse i mate-
matikundervisningen. Dette (appendix C) praesenterede jeg s& de danske larere
for. Det er klart, at jeg med denne fremgangsmade har fiet nogle asymmetri-
ske data, fordi de danske leerere netop udtaler sig p4 baggrund af, hvad jeg har
ment har veaeret de vasentligste track ved de new zealandske laereres udtalelser.

2Her er ikke angivet hvilke trigonometriske identiteter.
3New Zealands 7. stgrste by, beliggende pa Nordﬁen, 1 1/2 times kgrsel fra hovedstaden
Wellington.
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4.2.1 Spgrgsmail i de new zealandske interviews

Det giver i de fleste tilflde ikke megen mening blot at spgrge “Skal der veere
beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen? Hvorfor /hvorfor ikke?” og
“Hvilke vilkir har beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen?”. Der er
behov for noget mere konkret.

Jeg valgte derfor at lade interviewspgrgsmaélene til de new zealandske laerere
indeholde tre matematiske sztninger, som der si efterfglgende blev argumente-
ret for pa forskellig vis. Jeg bad dem om at udpege, hvilke af argumenterne, der
mest lignede det, de ville give i deres undervisning. Det gav mig mulighed for
at kortlaegge pa hvilken made, de new zealandske laerere finder det er passende
at argumentere for sztningerne i undervisningen, uanset om de ansé det for at
vare et bevis eller ¢j. Udover at jeg interviewede lzrerne, overvarede jeg ogsé
en lektion hos hver lerer, hvor der blev undervist i et bevis. Jeg har dog valgt
ikke at inddrage dette i rapporten, men det har givet mig et indtryk af praksis.

Eksempel-sztninger

Jeg valgte mine eksempler udfra det princip, at de skulle veere eksempler pa
meget forskellige sztninger og reprasentative for beviser, der matematisk set
er af meget forskellig karakter. Herudover havde jeg et praktisk hensyn at tage,
idet new zealandske matematiklarere i reglen specialiserer sig i enten analyse
eller statistik/sandsynlighedsregning-kurset i 7th form. Jeg var ngdt til at sgrge
for et udbud af satninger bide fra statistik/sandsynlighedsregningen og fra
analyse.

Mit valg faldt p& (1) seetningen vedrgrende sandsynligheden af foreningsmang-
den af to vilkdrlige haendelser P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) fra sand-
synlighedsregningen (2) reglen for differentation af et produkt i differentialreg-
ningen. (3) sztningen: v/2 er ikke er et rationalt tal.

Jeg gav tre forskellige argumenter for P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
-seetningen. I det fgrste argument finder man ved optelling sandsynligheden
for at fa point i et spil hvor man, ndr man kaster to terninger, fir summen 10
og/eller far ens gjental, og viser at det stemmer overens med P(AUB) = P(A)+
P(B)—P(ANB) - sxtningen. Det andet argument er en generel argumentation,
hvor man argumenterer med at man, ndr man vil finde foreningsmengden af
A og B i det tilfzlde hvor A og B ikke ngdvendigvis er disjunkte, medtager
-sandsynligheden af (A N B) to gange, hvis blot sandsynligheden for A og B
adderes. I det tredie argument viser man sztningen p& basis af en konstruktion,
hvor AU B udtrykkes som (AN B°) U (AN B) U (A° N B) og dette bruges s til
at omskrive til P(AU B) = P(A)+ P(B)- P(ANB).

Jeg gav to argumenter for reglen for differentation af et produkt - fremover
betegnet “produktreglen”. Et hvor man argumenterer for, at der jo ihvertfald
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m3 gzlde noget andet, end man kunne forvente, hvis man kender til reglen for
differentation af sum og differens: at de to faktorer differentieres for sig og gan-
ges sammen. Man giver et modeksempel, hvor man benytter sig af, at eleverne
kender til reglen for at differentiere z™: z° differentieret ikke giver det samme
som z2 . z2 differentieret. Hvis man anvender den “givne” produktregel anvendt
pa z? - z3 far man det rigtige resultat. I det andet argument bruges definitio-
nen pé differentialkvotient til at opskrive differentialkvotienten for produktet
af funktionerne. Ved at omskrive dette kommer man frem til produktreglen.

Jeg gav ligeledes to argumenter relateret til szetningen: Det forste argument er
det klassiske modstridsbevis, hvor man viser, at v/2 ikke kan udtrykkes som en
brgk af to heltal. Det andet argument: En geometrisk argument, der illustrerer,
" at der er behov for andre tal end de irrationale er fglgende: Hvis man tager en
retvinklet trekant med kateterne af lzengde 1 - og altsa har en trekant med en
hypotenuse af lzengden /2 , s& kan man, hvis man kun har de rationale tal til
sin radighed ikke méle l&2ngden af hypotenusen. Sagt pa en anden made, s& vil
man, hvis man har en tallinie, der kun bestar af rationale tal og hypotenusen
leegges, sd den starter i 0, ramme et “hul” i tallinien.

V/2-sztningen valgte jeg specielt fordi det ikke var en “regneregel” og hvis rele-
vans som sadan tkke kunne begrundes med at veere direkte relevant for regnin-
gen af (eksamens)opgaver.

Eksempler pa bevisfgrelsesopgaver

Da jeg spurgte til status af bevisfgrelse i undervisningen, tog jeg ligeledes ud-
gangspunkt i nogle eksempler: Opgaver som jeg mener kraver, at eleverne selv
far bevisideer og selv gennemfgrer dem.

Polygonopgaven

Jeg medtog dels fglgende polygonopgave, hentet fra John Mason’s "Mathema-
tical thinking and problem solving”[40]: For hvilke n-polygoner kan man danne
to nye n-polygoner ved at dele en n-polygon langs en symmetrilinie.%. Det viser
sig, at det kun er en trekant og en firkant, der opfylder kravet. Jeg har selv
folgende bud pi en argumentation:

Definér “symmetrilinie” som en deling af en polygon siledes, at hver del af
den opdelte polygon kan fis ved spejling af den anden. De har s& lige mange
hjgrner og sider. Med denne definition fir man tre typer opdelinger: (1) Hjgrne
til hjgrne-deling (2) side til side-deling (3) hjgrne-til-side deling. ®

Opdeling 1 og 2 er kun mulig, hvis polygonen har et lige antal sider og opdeling
3 er kun mulig, hvis polygonen har et ulige antal sider. Se figur 4.1.

4Det er en del af opgaven at pracisere problemstillingen
5Man ser her, at det i tilfzzldet med en firkant delt med en side til side-deling, der giver
to firkanter.
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1. Hjorne-til- 2. Side-til- 3. Hjerne-til-
hjerne deling side deling side deling

Figur 4.1 Fra venstre mod hgjre vises (1) Hjgrne til hjgrne-deling (2) side til
side-deling (3) hjgrne-til-side deling.

Det er nu muligt at opstille tre ligninger.

P& venstresiden angives antallet af sider i de to ny polygoner, man far ved
opdelingen af polygonen. Hvis de hver skal vaere en n-polygon, skal det vare
2n. P4 hgjresiden angives det antal sider i de to ny polygoner, som man finder
ved at talle op hvor mange ny sider, delingen af den oprindelige n-polygon
giver anledning til.

Man kan herefter observere at at: deling 1 tilfgjer 2 sider i forhold til antallet af
sider i den oprindelige polygon, fordi skaerings-siden udggr en side i hver af de
ny polygoner. Deling 2 bidrager med 4 sider, fordi 2 sider i polygonen - udover
at der kommer skeerings-sider - deles i 2. Deling 3 bidrager med 3 sider, fordi
en side deles i to og der er to skerings-sider. Vi far derfor folgende 3 ligninger.

1. Deling 1, polygon med lige antal sider (n lige), 2 sider tilfgjes:
2n =n+2 & n =2 (ikke en polygon)

2. Deling 2, polygon med lige antal sider (n lige}, 4 sider tilfgjes:
2n=n+4 & n =4 (en firkant)

3. Deling 3, polygon med ulige antal sider (n ulige), 3 sider tilfgjes:
2n=n+3 < n =23 (en trekant)

Vi kan hermed konkludere, at de eneste n-polygoner, der ogsa giver n-polygoner,
nar man folder dem langs en symmetri-linie er en trekant og en firkant delt med
en side-til-side deling. ‘

Bevisfgrelsesopgaver fra new zealandske eksamenssaet
Herudover valgte jeg fglgende tre opgaver, der optrader i new zealandsk skrift-
lige eksamensszt. De to forste opgaver er fra et 1994-"Calculus” eksamenssaet
og den sidste er fra et 1996-"Calculus™eksamenssat. De svar jeg har angivet
her, er dem der er angivet som pointgivende facit i facitlisten.
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1. Antag at g er et rationalt tal og at p+ ¢ er et irrationalt tal. Er p rational,
irrational eller begge dele? Begrund svaret.
(Antag at p er rational. Summen af to rationale tal er rationalt. Derfor er
p+¢q rational. Dette er i modstrid med antagelsen om at p+ ¢ er irrational
og derfor ma p veere irrational.) :

2. Forklar uden at lgse ligningen, z3 = ¢, (z et komplekst tal) hvorfor den
ikke har nogen reelle lgsninger.
(Fordi et reelt tal sat i tredie er et reelt tal)S.

3. Forklar hvorfor 3 er en faktor i n(n — 1)(n — 2)

(Forslag 1: n,n+ 1 og n + 2 er tre pa hinanden fgigende heltal. Hvert
tredie heltal har 3 som faktor. Derfor m3 et af tallene have 3 som faktor
og dermed m4 produktet n(n + 1)(n + 2) ogsa have 3 som faktor

Forslag 2: Der er fglgende tre mader n kan skrives pa: n = 3k - 2 &
n+2=3k,n=3k—-1 n+1 =3k, n=3k. Derfor har et af tallene
n,n+1,n+2 3 som faktor. Dermed har n(n+1)(n+2) ogsé 3 som faktor.)

Ved polygon-opgaven spurgte jeg om lignende opgaver indgik i undervisningen
og hvorfor/hvorfor ikke. De andre opgaver, der jo er eksamensopgaver, spurgte
Jjeg hvad der blev gjort for at forberede eleverne p4 at kunne regne dem.

4.2.2 Spegrgsmal i de danske interviews

Som sagt valgte jeg at praesentere de danske lerere for de new zealandske
laereres “profiler”, dvs deres karakteristiske meninger om beviser og bevisfgrelse
i matematikundervisningen. Detaljerne kan findes i appendix C. I hovedtrak
var det fglgende, der blev diskuteret.

e Om en gennemsnitlig elev evner at forsta beviser og gennemfgre bevisfg-
relsesopgaver.

o Hvilken viden/hvilke faerdigheder beviser og bevisfgrelse udvikler hos ele-
verne. :

e Koblingen - eller mangel pa samme - mellem anvendt matematik og be-
viser.

e Hvordan beviser/lgse argumenter/udeladelse af beviser handteres i ma-
tematikundervisningen.

o I hvilket omfang bevisfgrelsesopgaver optrader i matematikundervisnin-
gen.

SHer vil jeg mene, at man bgr udbygge argumentationen lidt. Et reelt tal ganget med et
reelt tal vil altid give et reelt tal. Det er derfor ikke muligt at finde et reelt tal, der sat i
tredie giver et komplekst tal.
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4.2.3 Prasentation af interviewmaterialet

I det fglgende preesenterer jeg et sammendrag af henholdsvis de danske og new
zealandske lzreres udtalelser om beviser og bevisfgrelse i matematikundervis-
ningen og kommenterer, hvad det siger om begrundelserne for at have beviser
og bevisfgrelse i matematikundervisningen og hvad det siger om mulighederne.
1 det sidste tilfzelde kommenterer jeg desuden, om det er et fagsynsbegrundet
eller didaktisk begrundet synspunkt.
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4.3 Interviews med de new zealandske lzrere

I dette afsnit fremlaegger jeg det, jeg anser for at vare de vaesentligste traek
ved indholdet af de interviews jeg lavede med de new zealandske larere. Det
betyder, at jeg vil ggre rede for hvilke begrundelser de new zealandske larere
konkret (i deres kommentarer til eksempels®tningerne) og generelt giver for
fravalg/tilvalg af beviser i deres undervisning og om disse begrundelser kan
siges at vere fagsyns- eller didaktisk betingede. Der er naturligvis forskelle fra
leerer til leerer, men der er s34 mange gennemgiende track, at jeg har valgt at
fremlaegge begrundelserne samlet og blot angive, hvem der mener hvad. Jeg
betegner i det fglgende de fem new zealandske lzrere med initialerne T1, T2,
T3, T4 og T5.

Betragtningerne skal naturligvis ses i lyset af, hvad de new zealandske lzrere
forstar ved “bevis”. Jeg har ikke spurgt dem direkte, da jeg mente, at det ville
vere et for “tungt” spgrgsmal, men jeg mener at det fremgar af interviewrefe-

“raterne i Appendix B, at de new zealandske laerere har en relativt formalistisk
bevisopfattelse. Generelt er det sddan, at f.eks. visuelle argumenter kan bruges
til at overbevise eleverne om noget, men ikke til at bevise noget for eleverne.
Jeg vil tro at de new zealandske laerere ikke vil anse mere uformelle argumen-
ter som f.eks. mit skakbrzt-argument eller visuelle beviser for at vacre egentlige
beviser.

At de new zealandske larere har et forholdsvis formalistisk bevisbegreb mener
jeg man blandt andet kan ses af deres kommentarer til brugen af et Venn-
diagram i argumentationen for P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AN B). Venn-
diagrammet kombineret med en argumentation i generelle termer anses ikke
for at vaere et bevis, men som noget, der kan bruges til at forklare eleverne,
hvorfor formlen m3a gzlde. En sidan forklaring anses - blandt andet i fglge
T2 - ikke for at vare et bevis. Samtidig er det kun det relativt symboltunge
bevis for produktreglen, der betegnes “bevis”. Beviser er "noget med symboler”,
hvilket jeg blandt andet mener kan ses af, at en af begrundelserne for at beviser
volder eleverne store vanskeligheder er, at de har meget sveert ved .at hindtere
matematisk formalisme.

En del af interview-materialet bestar af de new zealandske lereres kommentarer
til eksempelsztningerne. Da det er de mest konkrete og illustrative kommen-
tarer der bliver givet for fravalg og tilvalg af beviser, har jeg valgt at referere
dem selvstandigt.
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4.3.1 Kommentarer til eksempelsztningerne

V2 er ikke et rationalt tal

Der er ingen af de new zealandske larere, der underviser i beviset for at /2
ikke er et rationalt tal. Beviset inddrages ikke, fordi det anses for at veere for
sveert for eleverne (T4, T1). T1 siger ligefrem, at eleverne ikke vil ane, hvad
hun taler om. T2, T3 og T5 fravalger dog fgrst og fremmest beviset med den
begrundelse, at setningen ikke er relevant for eleverne. Det er sarlig tydeligt
hos T2, der udtaler, at satningen er “pretty trivial” og T1, T2 og T5 mener
blot, at det er tilstrkkeligt, at eleverne tidligere har faet at vide, at V2 er et
irrationalt tal.

Hvis man insisterer pa at fore beviset, si steder man i fglge T5 p& det problem,
at man beviser noget, eleverne fgler, de godt ved i forvejen: At /2 er et irratio-
nalt tal. T1 og T2 er ogsa inde p4, at det virker demotiverende p4 eleverne, at
de fra tidligere ved, hvad et irrationalt tal er. T1 mener, at det er tilstrakkeligt,
at eleverne ved, at v/2 er et irrationalt tal og at de kan manipulere med rodtal.

At der ikke undervises i sztningen begrundes ogs& med ydre forhold. Fgrst og
fremmest skal eleverne ikke til eksamen i beviset (T4). Beviset ligger desuden
inden for et meget lille emneomrade i pensum: rationale/irrationale tal og er
ikke veesentligt i forhold til det, eleverne ellers skal kunne. T4 nevner, at hun
i stedet vil bruge tiden p3 at udvikle elevernes regnetekniske feerdigheder og
f.eks. leere dem at differentiere et produkt.

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) - sztningen

Panar T4, der ikke underviser i statistik, si argumenterer de resterende leaerere
for P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) - satningen i deres undervisning og T1
beviser satningen mere formelt, men supplerer med en uformel argumentation
for sztningen. Alle benytter sig i den uformelle argumentation af at prasentere
eleverne for et konkret tilfzzlde, hvor de skal beregne sandsynligheden for fore-
ningsmaengden af to ikke ngdvendigvis disjunkte heaendelser ved at telle antal
gunstige og antal mulige udfald op i udfaldsrummet. Her vil eleverne pa basis af
kendskab til sandsynligheden for to ikke-disjunkte hzndelser forvente, at sand-
synlighederne vil veere summen af sandsynlighederne for foreningsmangden af
de to haendelser. Det konkrete tilfelde bruges til at illustrere, at det ikke altid
er saédan. T3 bruger som konkret eksempel beregningen af sandsynligheden for
enten at fa en konge eller et rgdt kort.

De new zealandske lxrere velger dels at bruge flere taleksempler til at sand-
synligggre, at det er fellesmeengden, det er ngdvendigt at traekke fra, dels at
bruge et Venn-diagram til at illustrere, at det netop er fzllesmangden, der bli-
ver talt med to gange, hvis man blot adderer sandsynlighederne. Jeg betragter
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selv argumentationen med Venn-diagrammet som lidt "ad hoc”, fordi Venn-
diagrammet ikke repraesenterer sandsynligheder, men mengder af handelser,
hvortil der er knyttet sandsynligheder.

Sztningen anses for at vere relevant, fordi eleverne har brug for den til at
regne opgaver (T1) og fordi den er nyttig, nir eleverne senere hen skal lare
om uafhengige hendelser (T2, T5). T1 mener beviset er relevant i denne sam-
menhang, fordi argumentationen styrker elevernes forstaelse af de indgaende
begreber.

Produktreglen

Det er lidt blandet, om der bliver undervist i beviset for produktreglen eller
ej. Det er et bevis, der ryger ud, hvis der er tidmangel (T1, T2) eller ogsé er
det et fravalg/tilvalg, der afhanger af klassens niveau (T3, T4, T5). Det er lidt
forskelligt, om der argumenteres ved brug af definitionen pé en differentialkvo-
tient eller ved hjzlp af differentialer’ Det sidste bevis fremhaeves som mindre
algebraisk kompliceret og derfor lettere for eleverne at forsta. '

Hovedbegrundelsen for at fgre beviset er, at eleverne skal f en forstielse af A
“hvor formlen kommer fra” (T2, T3, T5).

Hyvis beviset fravzlges, s& valger T1 helt at undlade at argumentere for sat-
ningen og “give eleverne formlen”. T3 vil se p4 et tilfxlde, hvor eleverne kan
gange paranteser ud og bruge reglen for sum/differens samt z” f.eks. z(z + 1)
for at illustrere at “reglen virker”, dvs er konsistent med de regneregler for
differentation af funktioner, eleverne kender til fra tidligere.

7Bevis med differentialer: En funktion y(x) er produktet af funktionerne u(x) og v(x).
Lad éz betegne en lille tilveekst i x-veerdien. §y,8v og du betegner de tilveekster funktionerne
tilsvarende fir. Man har alts3

y+ 8y = (v+ v)(u + 6u)
Da uv=y er:

uv + 8§y = wv 4 udv + véu + Sudv

Dividerer man med 6z p& begge sider og reducerer fas:

@ _u6_u Su  Subv

. Sz sz + Y5z T oz
Lader man 8§z —» O fis produktreglen:
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4.3.2 Beviser

Forekomst af beviser i den new zealandske matematikundervisning

De new zealandske larere giver alle udtryk for, at de i hgj grad fravelger de
beviser, der star i lerebggerne og at det kun er obligatoriske beviser®, der ikke
er 1 risiko-zonen for at blive fravalgt og T4 og T3 opererer decideret med en
"bevisfri” basisdel af matematikundervisningen. Beviser er i den sammenhang
et overskudsfenomen. Noget der inddrages, hvis der er tid til det - og det er
ikke alle leerere der da vil prioritere beviser.

Det er lidt forskelligt, hvordan leererne handterer fravalget af et bevis for en
sztning. T1 er pa sin vis den mest konsekvente, da hun enten beviser szetnin-
gen eller giver eleverne formlen”, dvs slet ikke giver indtryk af, at hun har
argumenteret for satningen.

Ellers stgder man pa beskrivelser af forskellige alternativer til at bevise szetnin-
gerne. Det ene er generalisering af taleksempler. Det kan f.eks. bruges i tilfaeldet
med P(AUB) = P(A)+ P(B)~ P(ANB) -s=tningen. T2 bruger her generalise-
ring udfra taleksempler som et redskab for eleverne til selv at “opdage” formlen.
Det andet er, at eleverne i tilfzzldet med produktreglen i et specialtilfeelde kan
"se” at “reglen virker”, dvs at et specialtilfaelde er konsistent med allerede kendte
regneregler for differentialkvotienter. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
-setningen udggr et interessant tilfeelde, fordi de new zealandske lerere ikke
anser det for tilstraekkeligt at generalisere udfra taleksempler her, mens de ggr
det i andre tilfzlde. Min teori er, at generalisationen ikke forklarer at man
teeller faellesmangden med to gange, ndr man adderer sandsynligheden for de
to haendelser og dermed ikke virker “formelforklarende”.

De obligatoriske beviser

De obligatoriske beviser bliver opfattet som en rent eksamensteknisk stgrrelse,
som man som lerer underviser i for at gere eleverne i stand til at overleve
eksamen. Beskrivelserne af hvordan der undervises i de obligatoriske beviser
(T1,T2,T4,T5) afspejler, at det der vagtes er at eleverne lerer at gengive be-
viset korrekt. Eleverne skal forstd de enkelte trin i beviset og gangen i det og
veere fortrolige med den form et formelt bevis har; man slutter med at angive,
at man nu har vist det man ville osv (T2, T4).

Som jeg tolker beskrivelserne, opfattes de obligatoriske beviser af de new zea-
landske lzrere som en isoleret komponent i undervisningen. Der er ikke noget
egentligt formal med dem og derfor er beviser ikke et element i matematikun-
dervisningen eleverne har glaede af. Det ses sarlig tydeligt hos T3. Hun vagter

8De beviser, der optrader i "the prescriptions” og som eleverne kan blive spurgt om til
den skriftlige eksamen, se s. 58.
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nemlig p2 den ene side, at eleverne kender de obligatoriske beviser tilstrakkelig
godt og i denne forbindelse ved, at det ikke er tilstrzzkkeligt at argumentere ved
hjalp af et/flere taleksempler. Det er imidlertid ikke sidan at de skal vide de
i alle situationer, da T3 i opgaveregningen accepterer, at eleverne ikke er klar
over forskellen pi at fore et bevis for lgsningen og argumentere for lgsningen af
en opgave ved hjelp af "investigations”.

4.3.3 Begrundelser for fravalg af beviser

De new zealandske lzrere finder, at beviser spiller en meget lille rolle i den ak-
tuelle matematikundervisning, fordi eleverne kun eksamineres i de obligatoriske
beviser (T1, T2, T3, T4, T5).

Det er i hovedsagen tre typer begrundelser for fravalg af beviser: (1) At beviser
er for svaere til at den gennemsnitlige elev far et udbytte af at beskeeftige sig
med dem (2) At forstéelse af beviser reelt ikke er et krav fra “systemets” side (3)
At beviser er irrelevante i forhold til det, eleverne ellers skal 1zere af matematik-
undervisningen. Det sidste betragter jeg som en fagsynsbetinget begrundelse
for fravalg, fordi vaegtningen af andre elementer - szrlig opgaveregningen - jo
netop er et udtryk for et matematiksyn, hvor beviser anses for at veere mindre
veesentlige.

Den gennemsnitlige elev far ikke et udbytte af at beskzeftige sig med
beviser .

Samtlige new zealandske l®rere siger direkte eller indirekte, at den gennem-
snitlige elev ikke er i stand til at fa noget ud af at arbejde med beviser og at
de er ngdt til at lere de obligatoriske beviser udenad. T5 og T1 er s& overbe-
viste om, at beviserne er for svere for eleverne, at de ligefrem mener, at man
skal undgd at lagge for megen vaegt pd beviser, fordi det kan skade elevernes
selvtillid overfor matematik, hvis de bliver mgdt med sddanne krav.

Beviser er ikke et “system”-krav -

T4 anser det i hgjere grad for at veere en grund til at nedprioritere alle andre
end de obligatoriske beviser, at det ikke er noget, eleverne skal til eksamen i.
Det er noget, de andre lzrere ogsd er inde pa.

Beviser er ikke relevante for for den gennemsnitlige elev

Det er forst og fremmest bevisers manglende relevans for opgaveregningen og
anvendelse af matematik, der fremhaves som en grund til at fravalge beviser.
De new zealandske lzrere er "anvendt matematik-orienterede” eller méaske ret-
tere “opgaveregnings-fikserede”, da det at anvende matematik af nogle naermest
anses som synonymt med at regne opgaver. F.eks. anses differentation af et pro-
dukt- ved brug af produktreglen for at vaere en “anvendelse”. Nogle af laererne
mener dog, at eleverne i andet end skolesammenhaeng, skal kunne bruge den
matematik de leerer (T5, T4) og T4 mener at det er vigtigt, at eleverne oplever,
at den matematik de leerer, kan bruges til noget uden for matematikken selv.
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Et eksempel pa at et bevis afvises, fordi det er irrelevant i opgaveregnings-
sammenheng finder man hos T1, der mener, at eleverne skal vide s& meget
om rationale/irrationale tal, at de er i stand til at manipulere med rodtal. Det
tilstreekkeligt, at eleverne “ved” at /2 er irrational.

Udover, at det nazsten er sidan at matematik opfattes som synonymt med at
regne opgave, anser de new zealandske larere ogsd ren matematik og szrlig
rent matematiske problemstillinger for at vacre irrelevante for deres elever. Jeg
anser f.eks. dette, for at vaere den egentlige grund til at samtlige new zealandske
lzerere fravaelger beviset for at +/2 ikke er et rationalt tal, mens de prioriterer
argumentere for “regnereglerne”. Det er kun T3, der direkte markerer, at hun
anser “ren matematik” og problemstillinger inden for ren matematik for at
veere irrelevant for eleverne, men de andre larere giver gennem at laegge vaegt
pa opgaveregning og anvendelse af matematik indirekte udtryk for det.

4.3.4 Begrundelser for tilvalg af beviser

Samtlige new zealandske matematiklaerere begrunder tilvalg af alt andet end
obligatoriske beviser med hensynet til de dygtigste elever. Begrundelserne i
det folgende er altsd ikke galdende for den gennemsnitlige elev. Hvis vi ser
pa konkrete begrundelser, s& leverer lzrernes kommentarer til produktreglen
materiale. I fglge T2 og T5 forklarer beviset “hvor formlen kommer fra”. T3
formulerer det mere generelt (og negativt), som at selv de gode elever ikke
er interesserede i at vide, hvor formlen kommer fra. Beviser er altsd forst og
fremmest relevante i kraft af at vaere formelforklarende.

De gvrige begrundelser for beviser i matematikundervisningen er mere spredte.
T1 finder, at beviset for P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB) -sztningen under-
stotter begrebsdannelsen og at beviser i det omfang, de inddrages, skal tjene til
at understrege satningerne og de involverede begreber. T2 finder, at der er en
generel morale knyttet til beviser; et signal om at man i matematik sivel som i
andre fag, bgr argumentere for sine pastande. T5 mener, at man burde give de
dygtigste elever et kursus i Euklidisk geometri og her blandt andet illustrere, at
beviser her fungerer som et bindeled mellem sztninger og aksiomer i en aksio-
matisk teoribygning. Beviser bidrager da til at give et billede af matematik som
sammenhzngende. Den nuvarende new zealandske matematikundervisning og
det nuvarende pensum giver ikke den mulighed. Endelig mener T3, at der skal
vazre beviser i matematikundervisningen for at give de elever, der senere far
brug for - og har evner for - selv at fgre beviser, forudsaetninger for at kunne
gore det.

T3 pointerer med det sidste beviser som studieforberedende element i mate-
matikundervisningen. Som hun formulerer det, er beviserne relevante for de
elever, der er kommende professionelle matematikere. De skal kende til beviser,
fordi de senere hen skal blive i stand til selv at konstruere beviser. T2 finder, at
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de elever, der i deres senere uddannelsesforlgb vil stgde pa “bevisholdig” mate-
matik, skal mgde beviser pa gymnasieniveauet, fordi disse elever netop nu er i
stand til at forstd beviserne og skal forberedes pa, at det senere hen vil veere
et element i matematikundervisningen.

4.3.5 Bevisforelse

Forekomst af bevisforelse i den new zealandske matematikundervis-
ning

Selvom der er bevisfgrelsesopgaver i nogle new zealandske eksamensopgavesat
og eleverne altsi potentielt kan blive eksamineret i at fgre beviser selv, si er
det ikke ensbetydende med, at bevisfgrelsesopgaver og bevisfgrelse indgar i den
daglige undervisning. De bevisfarelsesopgaver, jeg har medtaget, anser de new
zealandske lzrere for at veere alt for svaere for eleverne. Da de samtidig ikke giver
serlig mange points til eksamen anses den tid, man i givet fald ville bruge pa
dem, for at vaere dérligt givet ud. Den bliver derfor anvendt p4 andre, simplere
opgaver, der giver lettere points. De dygtigste elever vil dog blive prasenteret
for bevisfgrelsesopgaverne i eksamenssaettene (T1, T2, T3, T4, T5).

T4 skiller sig ud ved at nzvne, at hun iszer med de yngre elever.(dvs p4 trinene
inden 6th og 7th form) prioriterer at bruge tid pa at lade eleverne argumentere
uformelt for matematiske stninger selv. T4 giver som eksempel, at hun lader
sine elever argumentere uformelt for formlen for arealet af et trapez. Som sddan
har T4 bevisfgrelse i sin daglige undervisning, men interessant nok ikke pa 6th
og 7th form niveau, hvor der gir mere tid med at na pensum og vaenne eleverne
til at handtere matematisk formalisme i opgaveregningen.

Gennemgaende anses bevisfarelse for at vare noget, der udelukkende er rele-
vant for de allerdygtigste elever og maske endda kun de kommende professio-
nelle matematikere. T5 mener, at de dygtigste elever ved at bevise setninger
inden for Euklidisk geometri, som tillegsgevinst kan opn4, at deres generelle
problemlgsningskompetence forbedres. De fir et bredere erfaringsgrundlag og
en forstaelse af, at der er andre mader at lgse problemer p4, end at simplificere

en tekstproblemstilling - noget de new zealandske opgaver ellers ofte drejer sig.

om.

Begrundelser for fravalg af bevisfgrelsesopgaver

Didaktiske begrundelser

Kommentarerne til polygonopgaven. (se s.61) og de eksempler pa eksamens-
opgaver, jeg har givet (se s.62) er ret entydige. Alle bortset fra T4 mener at
polygonopgaven er alt for sveer for eleverne og afviser, at lignende opgaver fore-
kommer i deres undervisning. T5, T3 og T1 mener, at man godt kan forvente,
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at eleverne - ogsa elever pa lavere niveauer end 6th og 7th form - lgser opga-
ven (dvs finder frem til at det er en trekant og en firkant, der kan deles langs
en symmetriline og blive til to trekanter og to firkanter). Man kan bare ikke
forvente, at de argumenterer for, at det netop er en trekant og en firkant, der
er lgsninger. At opgaven anses for at vaere passende for yngre elever skyldes
formentlig, at geometri og dermed ogs3 geometriske problemstillinger indgar i
pensum pé dette niveau. Jeg har eksplicit gjort opmeerksom p4, at jeg ikke har
spurgt om den konkrete opgave indgir, men om lignende opgaver indgir, men
det er muligt, de new zealandske larere ikke har vzeret i stand til at abstrahere
fra at den konkrete opgave ikke ligger indenfor pensum.

Man ser flere eksempler pa forestillingen om, at eleverne muligvis vil kunne
lgse opgaven, men ikke vere i stand til at argumentere for den i leerernes kom-
mentarer til bevisfgrelsesopgaverne i eksamenssattene og sarlig T3 betoner,
at opgaven "Vis uden at Igse ligningen at z® = i er et komplekst tal” kun er
tilgeengelig for eleverne, hvis man forlanger, at de lgser ligningen.

Det eleverne forventes at kunne stille op i forbindelse med opgaver som polygo-
nopgaven er at fremsatte en lgsning ved brug af “investigations”. Der forlanges
altsa ikke en egentlig argumentation. Det ser nzrmest ud som det, der sker
mellem 3rd form og 6th og Tth form er, at ikke-trivielle opgaver forsvinder og
erstattes af typeopgaver. I bevismaessig sammenhang er taleksempler/tegninger
nu ikke lezngere gyldige matematiske argumenter - men der sattes 1 praksis ikke
noget i stedet - eleverne laerer i stedet standardargumenterne udenad.

Fagsynsbetonede begrundelser

Man skal ikke underkende, at bevisfgrelsesopgaverne afvises, fordi de er "rent
matematiske” problemstillinger. Et af T3’s begrundelser for, at opgaven med
de rationale/irrationale tal ikke er relevante for hendes elever er, at det jo er
en “ren matematik™opgave.
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4.4 Interviews med de danske lzrere

Jeg er nu niet til at fremlegge de vaesentligste trak ved de interview, jeg lavede
med de danske lerere. Som tidligere nevnt s& przsenterede jeg de danske
lzerere for de new zealandske lzreres “profiler”® i form af udsagn om beviser og
bevisfgrelse i matematikundervisningen. Ogsa her er s& mange gennemgaende
trzk, at jeg ggr opmerksom pé, hvem der mener hvad og betegner de enkelte
leerere med initialerne L1, L2, L3, L4 og L5.

Jeg laegger ud med at referere de danske lareres kommentarer til de new zea-
landske lzreres kommentarer til eksempelsatningerne.

4.4.1 Eksempelsztningerne
‘ Beviset for at V2 ikke er et rationalt tal

Alle danske laerere mener, at man kan og bgr undervise i beviset og at man i
hvert fald i 3.g kan forvente, at eleverne er i stand til at forsti det. L3 og L2 me-
ner dog, at det er problematisk, at man pt. har beviset placeret i 1.g. Her bruges
det mere som et eksempel p3 en problemstilling og et abstraktionsniveau, ele-
verne vil mgde, hvis de velger matematik pa hgjt niveau og kan derfor bruges
af eleverne til at afggre, hvilket niveau de senere i forlgbet (2.g og 3.g) gnsker
at laese matematik pa. L4 og L3 mener at beviset er specielt svaert og ikke er et
bevis alle elever har- glaede af. Man inddrager det i matematikundervisningen
for de dygtigste elevers skyld.

De begrundelser, som de new zealanske laerere i gvrigt giver for at undlade
beviset, afvises. L1, L3, L4 og L5 (L2 udtaler sig ikke) mener ikke, at det er
rigtigt, at eleverne godt ved, hvad et irrationalt tal er og at beviset derfor er
overflgdigt. Eleverne har méske hgrt ordet fgr (L1, L5), men det betyder ikke,
at de har en forstéelse af, hvad et irrationalt tal er. L4 mener ligefrem, at
beviset kan vaere nyttigt for netop at fa eleverne til at reflektere over forskellen
pa rationale og irrationale tal.

At problemstillingen er abstrakt anses ikke for problematisk, tveertimod anser
serlig L4 det for en styrke, at det er et anderledes bevis og ikke er et “kedeligt”
bevis for en regneregel og reprasenterer en problemstilling inden for ren mate-
matik. Hvis man undlader sddan et bevis videreformidler man et for snavert
billede af hvad matematik er til eleverne. (L1, L4, L5)

Det er heller ikke rigtigt, at beviset er et, som eleverne ikke kan motiveres for
at seztte sig ind i. L4 finder, at der netop er en elevgruppe, der fascineres af
abstrakte problemstillinger - og altsi ogsa af problemstillingen omkring at v/2
ikke er et rationalt tal. Man finder det formuleret mere generelt hos L3, L1, der

9Profilerne kan findes i Appendix C
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begge giver eksempler pa, at elever fascineres af abstrakte og tilsyneladende
"ubrugelige” problemstillinger i matematikken.

L2 og L3 anser i hgjere grad bevisets logiske struktur som det, det er vigtigt
at fremheeve ved netop dette bevis og L2 mener ligefrem, at man godt kan
fremvise beviset som et eksempel pa den serlige logiske struktur man finder i
modstridsbeviser uden at interessere sig for selve problemstillingen og setnin-
gens konsekvenser.

4.4.2 Beviser
Forekomst af beviser i matematikundervisningen

I det store og hele gennemgas de beviser, der optreeder i laerebggerne i ma-
tematikundervisningen. Det sker naturligvis af hensyn til, at eleverne skal til
eksamen i dem, men som jeg vil komme ind p3, er det bestemt ikke de danske
leereres eneste begrundelse.

Det forekommer naturligvis ogsd hos de danske leerere, at man af tidhensyn
opgiver at gennemgi beviser. L1 giver blandt andet et eksempel pa et bevis,
som han fravaelger at tidsmaessige hensyn. Det drejer sig om beviset for at
krydsproduktet af to vektorer med koordinaterne (ay,as,as) og (b, b2, bs) er

givet ved:
ax E = ( )

Han mener ikke, at elevernes udbytte st&r mal med den tid, han i givet fald vil
vzere ngdt til at investere.

az a3
by b3

as aj
bs b

a a2
by b,

3 y

Fravalg af beviser sker imidlertid ved, at man som leerer ggr eleverne opmeerk-
som pa, hvis beviser undlades eller erstattes af mere lgse argumenter (L1, L3
og L5).

4.4.3 Begrundelser for tilvalg af beviser

Man finder 4 typer begrundelser for tilvalg af beviser: (1) Beviser er et krav fra
"systemets” side (2) Beviser er et vaesentligt element i matematikundervisningen
i kraft af at veere centralt i "faget matematik” (3) Beviser er ganske vist “sveert
stof”, men ogsd udfordrende og noget, der pa forskellig vis kan gavne eleverne
(4) Andre begrundelser.

Beviser er et krav fra “systemets side”
En af grundene til at beviser indgar i matematikundervisningen er naturligvis,
at eleverne skal til eksamen i beviser (L3, L4). Lacrernes opfattelse er klart,
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at der stilles krav om forstelse af beviserne fra "systemets” side, da der er s&
mange beviser, at eleverne ikke kan na at lare dem udenad.

De danske larere begrunder dog kun i meget ringe grad beviserne i matema-
tikundervisningen med, at eleverne skal til eksamen i dem.

Beviser er centrale i "faget matematik” og derfor ogsa i matematik-
undervisningen

L1, L4 og L5 anser det for at vaere hovedforméalet med matematikundervisnin-
gen, at eleverne udvikler et billede af matematikfaget. Det kan man ikke sikre,
hvis beviserne udelades.

Eleverne skal have et si nuanceret billede af matematik som muligt. Det er
grunden til, at det anses for utankeligt at bortprioritere beviser til fordel for
opgaveregningen. Man skal ikke give eleverne indtryk af, at matematik drejer
sig om at regne opgaver.

L4 anser ligefrem opgaveregningen for at vere den lidt kedelige del af mate-
matikundervisningen og finder, at det er et problem, at den nuvarende ma-
tematikundervisning indirekte er “opgaveregnings-orienteret”, fordi den mest
indeholder beviser for regneregler. Han mener at "ren matematik” - som han
ser visse beviser som f.eks. v/2 - beviset som en eksponent for - er det, der er
den egentlige motivationsfaktor for eleverne. Eleverne er fascinerede af, at ma-
tematik er et “rent” fag, med (som jeg fortolker det) klare, entydige pastande,
som man i modsatning til pastande inden for andre fagomrader ikke sddan kan
zndre og diskutere. :

Man stgder ogsa pa det argument, at beviser i matematikundervisningen signa-

lerer til eleverne, at man skal argumentere for sine pastande i matematik sével

som i andre fag. Nogle finder, at det er et plot matematik har til feelles med

andre fag (L1, L2, L3) og L4 finder ligefrem, at det er et hovedargument for at

have beviser | matematikundervisningen og at matematik er et fag, hvor man
netop kan stille sarligt store krav til kvaliteten af elevernes argumentation og

hvor argumentation er seerligt i fokus.

Beviser er svaert stof - men stiller ogs& krav, som det er nyttigt at
eleverne prgver krafter med

Bortset fra L4, der mener, at de fleste elever mere eller mindre larer beviserne
udenad og at iseer beviserne i “ren matematik” er der for de dygtigste elevers
skyld, s& mener de danske lerere, at beviser er for alle elever, ikke blot de
dygtigste. Selvom ikke alle elever forstir alle beviser i alle detaljer - og det
gor de ikke - s er det vigtigt, at de forsgger at opnd en sidan forstéelse.
Anstrengelserne, at ggre forsgget er i sig selv vigtigt. L5 mener ganske enkelt,
at eleverne alligevel ikke lzerer pensum, men bliver bedre til stof, de tidligere
har forsggt at tilegne sig.

L2, L3 og L4 mener, at beviserne forbedrer elevernes evne til at forsta abstrakte
og generelle problemstillinger. I fglge L3 bidrager kravet om at eleverne skal
forstd beviser i hgjere grad end andre elementer i matematikundervisningen,
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f.eks. opgaveregningen til-at eleverne bliver bedre til at forstd abstrakte og
generelle problemstillinger. L4 anser dette for at have et studieforberedende
formal. Eleverne har generelt ogsd nar de skal tilegne sig stof indenfor andre
fagomrader, gleede af denne treening.

En forestilling om bevisers nyttevirkning er ogsa, at eleverne ved at arbejde med
beviser forbedrer deres problemlgsningskompetence. L3 fremhzever, at man kan
formode, at eleverne som konsekvens af at have arbejdet med beviser, bliver
mere uforfeerdede over for at give sig i kast med svare opgaver og at de kan
overskue selv at udvikle lzengere argumenter. L1 mener, at beviser i sig selv er
eksempler pé lgsninger af mere generelle problemer og pad den méade udggr et
eksempelmateriale for eleverne, nér de skal lgse opgaver.

Lige bortset fra L5 er der ingen, der mener, at elevernes evne til at anvende
en saztning i opgaveregnings-sammenhang har nogen direkte forbindelse med
et eventuelt kendskab til et bevis for sztningen. L2 nzvner som eksempel, at
der ikke er nogen sammenhzng mellem ens evne til at bruge lgsningsformlen
for 2.gradsligninger og ens kendskab til beviset for den.

Andre begrundelser

At beviser er eksempler pa forskellige logiske strukturer og kan indeholde ge-
niale ideer, er noget, iser L2 fremhaver som essentielt ved beviser. Hun ser
beviser som en mulighed for at give eleverne “gode oplevelser”. Beviser er er
eksempler pd "smuk matematik”, som eleverne ikke skal snydes for at opleve.
Det geelder iszr de elever, der ikke senere hen vezlger at beskaftige sig med
matematik. Hun ser desuden beviserne som eksempler pa forskellige typer af
logik, som det er vigtigt, at eleverne prasenteres for.

De andre lerere er mere beherskede; L5 mener at nogle elever godt kan se
det smukke og smarte i beviser, L1 mener, at man som leerer giver eleverne et
indtryk af, at det er sddan man selv oplever nogle beviser.

Spgrgsmalet om, hvorvidt beviser bgr indgé som et eksempel pé “bindeled” mel-
lem de enkelte sztninger i en aksiomatisk struktur er et, hvor de danske lzerere
erklzrer sig enige i, at det er en vigtig pointe, der er knyttet til beviser. Jeg tror
imidlertid ikke, at man skal fortolke det p4 den made, at det er et perspektiv,
der faktisk inddrages i undervisningen. Der er nok snarere tale om et, der kunne
inddrages, hvis hele eller dele af gymnasiematematikken blev fremstillet aksio-
matisk, hvad den pt. ikke ggr. Jeg vil derfor blot konstatere, at det anses for at
veare en mulig begrundelse for at inddrage beviser 1 matematikundervisningen.

Eleverne beskrives som ukritiske over for matematiske seetninger. Man kan altsé
ikke begrunde beviser i matematikundervisningen med, at man skal overbevise
eleverne om satningernes rigtighed. Nogle laerere konstaterer blot elevernes
manglende skepsis (L1, L3, L4), mens L5 bemarker, at det eleverne burde
vere kritiske over for, ikke er om sztningerne er rigtige, men om de antagelser
sztningerne hviler pd passer med de sammenhange satningerne bliver brugt
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i. L2 mener at det netop er et mal med matematikundervisningen, at eleverne
lerer at forholde sig kritisk til saetninger i matematikken.

4.4.4 Bevisfgrelse

Forekomst af bevisfgrelsesopgaver i matematikundervisningen

De danske matematikleerere finder ikke, at bevisfgrelsesopgaver optreeder i no-
get sarligt omfang i deres undervisning - hvis overhovedet. L1 inddrager ikke
bevisfgrelsesopgaver, fordi der ikke er krav om det fra “systemets” side. L2
mener, at nogle af opgaverne i 3.arsopgaverne i matematik kan have karakter
af at veere bevisfgrelsesopgaver, mens L4 navner, at mens han generelt ikke
inddrager bevisfgrelsesopgaver, si er der et enkelt undervisningsforlgb, der skal
illustrere matematikkens indre struktur, hvor han lader sine elever fremsatte
hypoteser og forsgge at bevise dem. L5 lader sidanne opgaver indga i sin dag-
lige undervisning, men mener til gengzld ikke, at det er noget, man kan stille
eleverne til regnskab for til eksamen.

Kommentarer til polygonopgaven

L4 og L1 finder, at polygonopgaven?? er for sveer, fordi det bade er ikke-trivielt
for eleverne at fremsztte en hypotese og efterfglgende godtggre den. Det bgr
vare sadan, at setningen enten er givet (L1) eller at eleverne forholdsvis let
kan fremseette hypotesen (L4) og som sidan ikke skal gennemfme bevisfgrel-
sesprocessen “fra bunden”.

Alle fremhaver, at eleverne har gavn af at forsgge sig med opgaven. Det er
ikke samtlige elever, der vil vaere i stand til selv at finde frem til lgsningen og
argumentere for den, men de vil efterfglgende vaere i stand til at forsta, hvordan
man kommer frem til lgsningen og argumenterer for den.

Formal bevisforelse potentielt kunne have

Der er forskellige forestillinger om, hvad bevisfgrelse kan og skal ggre godt for.
L1 fremhever procesindsigten: Hvis eleverne selv gor sig erfaringer med bevis-
farelse, far de forstéelse for, at der ligger mange fejlslagne forsgg pé at bevise
pastande til grund for de “feerdige” sztninger, de mgder i matematikunder-
visningen. Beviserne er ikke - heller ikke for en matematiker - selvfglgelige og
trivielle at finde frem til. L5 mener - som det ogsd ses af hans kommentar
til polygonopgaven - at bevisfgrelsesopgaver reprasenterer en type udfordring,
som eleverne har godt af at tage op - ogsa selvom de ikke ngdvendigvis far gen-
nemfgrt argumenterne selv. Dette tilslutter L2 og L3 sig. L4 mener, at eleverne
skal have en ide om, hvad det vil sige at bevise en satning og at det kan ggre
dem bedre til at vurdere, om de har argumenteret tilstraekkelig godt for svaret

105e gide 61 for forklaring og lgsning af opgaven



78 Beviser og bevisfgrelse set fra et matematikleerersynspunkt

pa en opgave og at det er nyttigt, hvis eleverne leerer selv at argumentere. L2
finder at bevisfgrelsesopgaver - i lighed med beviser - giver eleverne mulighed
for nogle “gode oplevelser” med matematik.

4.5 Kommentarer til det empiriske materiale

Selvom den made, jeg har foretaget indsamlingen af empirisk materiale p&, gor,
at de danske lzreres udtalelser naturligt kontrasterer de new zealandskes, er
der behov for, at der lidt mere systematisk gores rede for forskelle og lighe-
der og at de bliver sat i perspektiv. Endelig kommenterer jeg de mangler og
begraensninger, jeg mener mit materiale har og som man ma tage forbehold for.

4.5.1 Sammenligning af den danske og new zealandske del
af materialet

Jeg har i min fremstilling af det empiriske materiale sggt at redeggre for de
didaktiske og fagsynsbetonede overvejelser omkring beviser og bevisfgrelse i
matematikundervisningen, der ligger udover betragtninger omkring eksamen.
Undervisernes fortolkning af “system-kravene” har dog en vis relevans, fordi de
fortaller noget om, hvor selvstaendigt leererne forholder sig til dem.

Generelt fokuserer de new zealandske larere meget p at forberede deres ele-
ver pa eksamen. Alt hvad der ikke betragtes som en stgtte for opgaveregnin-
gen, som eleverne netop testes i til eksamen, anses for at vere irrelevant for
eleverne. De obligatoriske beviser opfattes desuden som et isoleret element i
matematikundervisningen og ggr reelt ikke gor eleverne klogere. Tilsvarende er
hovedbegrundelsen for at fravaelge bevisfgrelsesopgaver af eksamensteknisk art.
De nedprioriteres bevidst, fordi de giver s& f& point til eksamen, at de af denne
grund ikke er vaerd at bruge tid pa.

De danske lerere mener naturligvis at en af grundene til, at der er beviser
pa tapetet i matematikundervisningen er, at eleverne skal til eksamen i dem
- men det er ikke den eneste grund og ikke den dominerende begrundelse.
Overvejelserne omkring bevisfgrelse praeges ligeledes ikke af, at det er noget,
eleverne ikke skal til eksamen i.

Beviser

Set fra de danske lzreres synspunkt, si har beviserne har en plads i matema-
tikundervisningen, fordi de er en del af faget matematik og som sadan bidrager
til det billede af matematik eleverne danner sig. En sddan formulering og fo-
restilling - at eleverne skal danne sig et billede af matematik - finder man slet
ikke hos de new zealandske larere. Samtidig mener de danske larere ikke, at
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eleverne skal forstd beviserne i detaljer for at fi et udbytte. Det synes de new
zealandske lazrere at forudsatte.

De new zealandske laerere fokuserer langt mere p3 “anvendt matematik”, i reg-
len forstaet som at eleverne skal lzre at anvende saztningerne til at lgse (ek-
samensjopgaver. Dette fokus ggr, at de new zealandske lzreres bedgmmelse
af relevansen af alle andre elementer i matematikundervisningen afhaenger af,
om de understptter dette formal. Da de new zealandske laerere ikke mener, at
opgaveregningen og beviserne har noget med hinanden at ggre, anses beviser i
det store og hele for at vare irrelevante og de omtales da ogsd netop sddan. De
obligatoriske beviser ses som et isoleret element i pensum, der skal gennemgas,
fordi eleverne skal kunne dem til eksamen. Alt andet har karakter af at vaere
frivilligt og "for sjov” og uden egentligt formal. Her udggr beviser for "regnereg-
ler” dog en undtagelse, fordi beviser her kan virke som en forklaring pa, hvor
regnereglen “kommer fra”. Her understreges en pointe, som de danske og new
zealandske lerere er enige om: Matematik mé ikke fremst4 som et fag, hvor pa-
stande er ubegrundede. Jeg vil dog hevde, at det sker af to forskellige arsager.
De danske leerere ggr det for at udbygge elevernes billede af matematik, mens
de new zealandske larere i hgjere grad ggr det for at afmystificere "formlerne”.

De new zealandske lzrere begrunder det delvise fraveer af beviser didaktisk:
beviser er s& svere, at det ikke kan nytte at forlange af en gennemsnitlig elev,
at han/hun skal andet og mere end at lzere beviserne udenad. Nogle mener lige-
frem, at man jo ikke skal udsatte eleverne for ting, man pé forhand anser for at
vaere meget svaert for dem at kapere - s& gdelegger man deres selvtillid. Udover
- at de new zealandske laerere mener, at eleverne ikke helt kan gennemskue eller
forstd beviser og ikke mener eleverne far noget ud af at forsgge pa at forstd’
beviser, s& afspejler det for mig at se ogs3 en anderledes forestilling om, hvilke
krav man kan tillade sig at stille til eleverne generelt. De danske larere skelner
i hgjere grad mellem de krav eleverne mgder til eksamen og de krav man kan
stille til eleverne i den daglige undervisning og mener, at man kan stille hgjere
krav i den daglige undervisning, end man kan til eksamen - og at man ogsa skal
gore det.

Hos de danske larere finder man en mangfoldighed af begrundelser for at have
beviser i matematikundervisningen. Iszr ser de danske laerere ikke beviser som
en entydig stgrrelse og har p4 den méde et mere bredt bevisbegreb. Det er
nogle beviser, der egner sig til at vise at matematik er et “smukt fag”, nogle
beviser der kan vise sammenhangen mellem de antagelser, man har gjort sig
og stningen, nogle beviser, der kan tjene til at veere eksempler pa forskellige
former for logik osv.

Der er ikke den samme mangfoldighed blandt de new zealandske laerere. Beviser
anses forst og fremmest for at vaere relevante for de dygtigste elever i kraft af
at forklare "hvor formlen kommer fra”. Det ggr, som jeg ser det, at de new
zealandske larere har en forkerlighed en bestemt slags beviser: beviser for
diverse seetninger, der kan bruges i opgaveregningen.
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Endelig er der en klar modsatning i de danske og new zealandske lareres
holdning til det abstraktionsniveau hos eleverne, som forstdelsen af beviser
kraever. De new zealandske larere finder, at en af grundene til at fravelge
beviser, er det kraevede abstraktionsniveau. De danske lzrere anser det derimod
for at veere en kvalitet ved beviserne, at de indgar i en generel struktur og er
abstrakte af natur.

Een af de fa ting, som jeg finder, der er felles, er forestillingen om, at det en-
kelte bevis for en satning og anvendelsen af den, ikke har noget med hinanden
at ggre. Dog er L5 inde p4, at eleverne bgr forholde sig kritisk til grundla-
get/antagelserne for en satning, nar de bruger den. Herudover er alle - bortset
fra L5 og til dels L2 - enige om, at beviser gor eleverne bedre til at taenke logisk.
De danske lerere mener dog, at nar eleverne ggr sig erfaringer med at forsta
beviser, sa har det som sideeffekt, at de ogsa bliver bedre problemlgsere.

Bevisfgrelse

P4 New Zealand kan man i nogle skriftlige eksamenssaet finde eksempler pa
bevisfgrelsesopgaver, mens dette ikke optraeder i det danske system. I sa hen-
seende ser det ud til, at bevisfgrelse er lavere prioriteret i det danske system.
Interviewmaterialet viser imidlertid, at de new zealandske larere ignorerer de
fa bevisforelsesopgaver, der er, fordi de anses for at vaere for svaere for eleverne. .

For de danske leerere er bevisfgrelsesopgaver "frivillige” i og med, at det er
noget, eleverne ikke eksamineres i. De danske lerere, der faktisk angiver at
bruge bevisfgrelsesopgaver, bruger dem i den daglige undervisning, hvor man
kan tillade sig at stille langt stgrre krav end til eksamen. Lzreren er der som
hjelper og radgiver og kan skubbe p&, nar eleverne “kerer fast”. De danske
leerere skelner - som jeg ser det - ogsd her i hgjere grad mellem den daglige
undervisning og eksamen.

De danske lzrere er imidlertid enige med de new zealandske i, at polygonop-
gaven er for svaer for eleverne. Her hgrer enigheden dog ogsé op, da de danske
leerere finder, at opgaven ville veere mere tilgengelig, hvis setningen pd forhind
er formuleret, siledes at argumentationen for setningen er i fokus. De new zea-
landske leerere finder derimod, at man maéske nok kan forestille sig, at eleverne
er i stand til ved regning/tegning/eksperimenteren at gatte stningen, mens
det er urimeligt at forlange, at de argumenterer for den.

4.5.2 Perspektivering af sammenligningen

Det er pa sin plads at kommentere forskellene og lighederne, set i forhold til
nogle af de ydre forhold, der gor sig galdende. En af de helt oplagte, som jeg
allerede har kommenteret, er forskellene i evalueringskrav. Der kraves ganske
enkelt ikke s& meget fra “systemets side” mht til iseer beviser i New Zealand, som
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der ger i Danmark. Men de danske laerere opererer ogsa langt mere autonomt i
forhold til kravene og er langt mere insisterende pa, at matematikundervisnin-
gen - ogsa i forhold til beviser - bgr opfylde andre formal end at g¢re eleverne
i stand til at bestd eksamen.

En af grundene til dette skal formentlig findes i den forskel, der er pa danske
og new zealandske lzreres uddannelsesmassige baggrund. Danske lerere har
typisk et leengere uddannelsesforlgb bag sig end de new zealandske, da man i
Danmark normalt ikke kan blive gymnasielarer uden at have en kandidatgrad
mdeholdende to fag. En dansk matematiklerer har derfor mindst sidefagsni-
veau*! (dvs har leest matematik mindst 1 1/2 ar regnet som fuld tid) i matema-
tik. De new zealandske lerere har typisk en bachelorgrad som baggrund og sa
yderligere et ars “teacher training” (et praktisk og teoretisk psedagogikum) bag
sig. Man underviser som “secondary. school™lerer normalt kun i et fag, men
ofte bevirker mangel p4 matematikleerere, at leerere der har et andet under-
visningsfag ogsd underviser i matematik. Minimumskravet i den situation er,
at man har taget et forste- og et andetarskursus i et matematisk emne - f.eks.
analyse. De fleste af de lzrere, der underviser i matematik pa hgjere niveauer,
dvs i 6th og 7th form, har dog typisk fulgt flere matematikkurser og har en
BSc major” i matematik.

Det faktum at danske laerere samlet set har et leengere uddannelsesforigb bag

sig, mener jeg bidrager til en stgrre faglig selvtillid og til at de i hgjere grad nar

at blive kritiske og i hgjere grad selvstandigt tager stilling til - og selvstandigt

fortolker - faglige krav fra systemside. Der er ogsé fra systemets side lagt op til

en mere selvstandig stillingtagen, idet den new zealandske laeseplan (der fylder

det meste af en bog) er langt mere detaljeret end den danske, der fylder ganske

fa sider og essentielt set er en pensumliste. I det danske system er dette dog-
suppleret af en undervisningsvejledning. :

En af de andre observationer er forskellen i, hvad der anses for at vzere malet
med matematikundervisningen. De new zealandske laerere betoner det anven-
delsesmassige aspekt, mens de danske lzreres betoner, at eleverne skal udvikle
et billede af "faget matematik”.

Dette mener jeg kan skyldes, at de new zealandske lzrere betragter matematik
som et skolefag, dvs som et fag, hvis primere formal er at ruste eleverne til
livet udenfor skolen og i matematiksammenhang ggre dem bedre i stand til
at handtere situationer i dagligdagen og jobsituationer, hvor de har brug for
at anvende matematik. Et sidant syn p4 matematikundervisningens rolle vil
naturligt fore til, at det anvendelsesmassige aspekt af matematikken betones.

De danske laxrere ser i hgjere grad sig selv som representanter for faget -
L1 beskriver ligefrem sig selv som “kulturbazrende” - der har til opgave af at
give eleverne et billede af de centrale treek ved matematikken. De fortolker

11Dvs alle der har bestet deres kandidatkeksamen efter 1/9 1998 skal nu faglig supplere i
deres sidefag 1/2 Ar og far saledes et 2-Arigt sidefag
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“systemkravene” i forhold hertil. Jeg tror det skal ses som forklaringen pa, at
de danske lzrere ikke er s3 opgaveregnings-orienterede, som de new zealandske.
Opgaveregning eller méske rettere anvendelse af matematik er et traek ved
matematikken, som de danske larere vil sgge at tilgodese i undervisningen. Til
gengald har beviserne s& en mere naturlig plads og der undervises bestemt ikke
kun i dem, fordi eleverne skal til eksamen i dem, men snarere fordi de er en
vaesentlig del af "faget matematik”.

Seerlig hos L4, men ogsé til dels hos de andre, danske lerere, kan man se, at
et sddant syn pd matematikundervisningen kan bevirke - og det har maske i
tidligere tider bevirket - et noget eliteert syn pad matematikundervisningen. I
sin yderste konsekvens vil en undervisning med dette mal szette hensynet til at
formidle faget si “autentisk” som muligt hgjere end hensynet til at undervis-
ningen i indhold, metode og abstraktionsniveau er relevant og tilgaengeligt for
eleverne.

4.5.3 Mangler i materialet

Jeg ser det selv som den alvorligste mangel, at jeg ikke har gjort mere ud af at
spgrge til den mundtlige dimension af bevisfgrelse, dvs elevernes argumenta-
tion for matematiske pastande fremsat i undervisningen. Det har gjort, at mit
materiale er lidt tyndt pa dette punkt. Det kan godt vaere, at eleverne i stgrre
omfang, end det fremgér, faktisk deltager i at argumentere for matematiske
pastande i den matematikundervisningen.

Der er ogsi nogle af de anvendte termer, hvor jeg ikke har praeciseret nok
- og forlangt af mine interview-personer, at de gjorde det. Det gaelder iszer
“anvendt matematik”. Ved ”anvendt matematik” forstis lige fra “seet-tal-ind-i-
en-formel” til at eleverne er i stand til at bruge matematik i mere eller mindre
virkelighedsrelaterede situationer.

Herudover ma jeg papege, at jeg finder at min metode med interview-
sporgeskemaerne ikke har veret s3 velegnet. Mit emne er noget “tungt” og mere
velovervejede udtalelser kunne maske vaere opnaet ved at lave en undersggelse,
der var baseret pa skriftlige svar.

4.5.4 Bidraget fra det empiriske materiale til projektet

Til trods for at mit materiale kvantitativt er lille, s viser det markante forskelle
1 fagsyn og forestillinger om formilet med matematikundervisningen hos de
danske og new zealandske larere.

Jeg mangler nu at se pa, hvad det empiriske materiale leverer af svarmateriale
til min problemstilling samt at kommentere, hvor velegnet det er til formalet.
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Den del af problemformuleringen, der angik leererne indeholdt fglgende spgrgs-
mal: (1) Hvilke begrundelser er der givet for at undervise i beviser og be-
visfgrelse, ndr man ser pa lzreres opfattelse af hvilken betydning beviser og
bevisfgrelse har i matematikundervisningen? (2) Hvad kan man sige om mulig-
heden for at lade beviser og bevisfgrelse indgd i matematikundervisningen pa
gymnasieniveau pa baggrund af matematiklerernes holdninger til beviser og
bevisfgrelse 1 matematikundervisningen.

Begrundelser for at have beviser og bevisfgrelse 1 matematikunder-
visningen -

Hvis man ser pa det fgrste spgrgsmal, sa finder jeg, at leerernes begrundelser for
at have beviser i matematikundervisningen er lidt vage. Dette geelder bade be-
grundelser fremsat af de danske og new zealandske matematiklserere, men der
er forskellige grunde til det. De new zealandske lzreres begrundelser er pra-
get af, at de blander, hvad de anser for at vaere manglende muligheder for at
have beviser i matematikundervisningen sammen med spgrgsmalet om, hvad
beviser kunne tenkes at bidrage med. I det omfang at man finder egentlige
begrundelser, antages de kun at veere geeldende for de dygtigste elever.

De danske larere blander pa sin vis ogsd deres syn pd muligheder for at have
beviser i matematikundervisningen sammen med begrundelserne for at have
det. Bevisernes tilstedevaerelse i matematikundervisningen er si selviglgelig, at
der ikke er nogen grund til at give begrundelser for, at de skal indga i matema-
tikundervisningen. De danske lzrere fremhaver, at matematikundervisningen
skal vaere representativ, dvs afspejle centrale treek ved matematikfaget, men
folger det ikke op med begrundelser, der peger pa serlige indsigter, arbejdet
med beviser giver eleverne. Det er som om bevisets tilstedevaerelse i matema-
tikundervisningen - i princippet uden at eleverne forstar beviserne i detalje -
er tilstraekkelig. F.eks. fremhaves det, at man ved at praesentere eleverne for
beviser understreger, at man i matematik svel som i andre fag argumenterer
for sine pastande. Det forklarer for mig at se ikke, hvorfor det si er ngdvendigt
for eleverne at forsté beviserne. De indsigter, som arbejdet med beviser angives
at have, er ikke "faget matematik™indsigter, men derimod indsigter, der stgtter
udviklingen af andre matematiske kompetencer hos eleverne, f.eks. evnen til at
lgse matematiske problemer. Man kan sige, at de danske laerere giver to typer
begrundelser (1) Bevisers tilstedevzerelse i matematikundervisningen giver i sig
selv eleverne ny indsigter i matematikfaget. (2) Det at eleverne arbejder med
at forsta beviserne bidrager til at andre af elevernes matematiske kompetencer
udvikles.

I forhold til at diskutere begrundelser for at have beviser i matematikundervis-
ningen synes jeg materialet kan bruges til at give et overblik over, hvad man
kunne give af begrundelser. De kan ses som et udpluk af de begrundelser, der
bliver givet i den faktiske matematikundervisning. Selv anser jeg dem imid-
lertid for at vaere mangelfulde, fordi mit udgangspunkt er, at beviser har en
berettigelse i matematikundervisningen i kraft af at veere reprasentative for
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seerlige trek ved matema.tikfa.get. Som jeg har veeret inde pa, s& rummer mit
materiale ikke sidanne begrundelser.

Hvis man ser pd de begrundelser, som de danske og new zealandske lerere
giver for at have beuvisfprelse i matematikundervisningen, s kan man obser-
vere det samme mgnster. De new zealandske lzreres eventuelle begrundelser
overskygges af deres holdning til mulighedsproblemet i en sidan grad, at de
stort set ikke giver nogen begrundelser for at inddrage bevisfgrelsesaktiviteter i
matematikundervisningen. De danske leerere ser forst og fremmest bevisfgrelse
som et element, der pa den ene eller anden made kan stgtte forstaelsen af de
“feerdige” beviser og er dermed mere en stgttedisciplin end en aktivitet, der i
sig selv er veerd at inddrage i undervisningen.

Jeg er s3dan set ikke uenig i de f& begrundelser, der er givet her, men jeg synes
der er behov for at supplere dem. Som jeg ser det - og det vender jeg tilbage
til i konklusionen - skal man fgrst og fremmest begrunde bevisfgrelse med det
udbytte, man gnsker eleverne skal fi af at gennemfare en bevisfgrelsesproces
og med at bevisfgrelse er et ngdvendigt redskab, nir man skal argumentere for
pastande i matematik. Materialet bidrager, som jeg ser det, ikke afggrende her.

Muligheder for at have beviser og bevisfarelse 1 matematikundervis-
ningen

Forholder man materialet til det andet spgrgsmal i problemformuleringen, der
angar mulighederne for at have beviser og bevisfgrelse i matematikundervis-
ningen, s& bidrager det klart med et eksempel p3, at to forskellige fagsyn og
to forskellige opfattelser af, hvad de egentlige formal med matematikunder-
visningen er, er udslagsgivende for, hvad det anses for muligt at inddrage i
matematikundervisningen.

Der er pavist en kontrast mellem de danske og new zealandske lareres syn pa
muligheden for at have beviser i matematikundervisningen. De danske lzrere
mener, det er muligt og det er noget de narmest underforstar. De new zealand-
ske leerere anser det for umuligt og holder sig til ngdvendigheden af at prioritere
andre eksamensrelevante elementer i matematikundervisningen - iszr opgave-
regningen og til at fremhaeve, at beviser ma betragtes som irrelevante for den
gennemsnitlige elev.

Materialet er her brugbart til at konkludere, at undervisernes fagsyn kan vaere
udslagsgivende for, om det anses for muligt at have beviser og bevisfgrelse i
matematikundervisningen. Jeg kan dog ikke uden videre konkludere, at det er
sidan, at det forholder sig anderledes med mulighederne for at have beviser
og bevisfgrelse i matematikundervisningen, hvis undervisernes fagsyn zndres.
Materialet har den mangel, at det ikke uddybes hvilke vanskeligheder eleverne
mgder, nar de sgger at tilegne sig beviser og sgger at gennemfgre en bevisfgrel-
sesproces og hvad man kan ggre ved det. Herudover har materialet den mangel,
at bevisforelse og beviser betragtes som et isoleret element i matematikunder-
visningen. Muligheden for at arbejdet med beviser og bevisfgrelse kan stgtte
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udviklingen af andre matematiske kompetencer overvejes kun i begrenset om-
fang.



5 Diskussion og konklusion

Jeg er nu naet til at sammenholde de betragtninger omkring beviser og be-
visfgrelse, som jeg er stgdt pi i litteraturen og i mit empiriske materiale med
min problemformulering og mine egne betragtninger. Kapitlet er disponeret
saledes, at det fglger problemformuleringen. Dog deler jeg - som i resten af
projektet - hvert punkt op i beviser og bevisfgrelse. Jeg minder fgrst om min
problemformulering;:

1. Hvilke szerlige treek ved matematik som fag kan beviser og bevisforelse siges
at repraesentere?

2. Hvilke begrundelser er der givet for at undervise i beviser og bevisfgrelse set
i relation til generelle begrundelser for at undervise i matematik, nar man ser
péa:

o Begrundelser for at have beviser og bevisfgrelse i matematikundervisnin-
gen, som kommer til udtryk i litteraturen.

o Lacreres opfattelse af, hvilken betydning beviser og bevisfgrelse har i ma-

tematikundervisningen.

Hvilke begrundelser - om nogen - for at undervise i beviser og bevisfgrelse er
efter min vurdering rimelige at give?

3. Hvad kan man sige om muligheden for at lade beviser og bevisfgrelse indgd
i matematikundervisningen pa gymnasieniveau, nir man ser pa

o Arten af de vanskeligheder elever mgder, nir de sgger at forstd beviser
og gennemfgre en bevisfgrelsesproces.

e Om det - set fra matematiklecreres synspunkt - i princippet er muligt

at gennemfgre en matematikundervisning, hvori beviser og bevisfgrelse
indgar.

Hvordan er muligheden for at lade beviser og bevisfgrelse indgd i matematik-
undervisningen, som jeg ser det?

87
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5.1 Beviser og bevisfgrelse som repraesentative
for “faget matematik”

I denne del af besvarelsen af min problemformuleringen vil jeg diskutere hvilke
seerlige traek ved matematik som fag, beviser og bevisfgrelse kan siges at re-
preesentere.

Set fra et videnskabsteoretisk synspunkt er beviser og bevisfgrelse to taet knyt-
tede storrelser. Spargsmalet om bevisfarelse: hvilke metoder, man kan ggre brug
af for at godtgere pastande indenfor matematikken fglger naturligt af spgrgs-
malet om behovet beviser, dvs for at godtggre pastande og hvilke muligheder
man har for at ggre det sammenlignet med andre fagomrader. Jeg vil her holde
mig til at diskutere beviser.

Overvejelser omkring hvilke traek ved beviser, der er s®regne for matematik-
ken er ganske vist et rent videnskabsteoretisk spgrgsmal. Det er imidlertid af
undervisningsmaessig relevans, fordi sddanne overvejelser giver basis for nogle
bud pé, hvilke traek ved beviser og bevisfgrelse, man skal sgge at fremhaeve i
matematikundervisningen, hvis man mener, den skal veere representativ, dvs
give eleverne erfaringer med veesentlige track ved matematikfaget.

Hverken mit empiriske materiale eller - maske mest overraskende - mine littera-
turstudier har leveret noget afggrende materiale til besvarelsen af denne del af
problemformuleringen. I litteraturen bliver det i de fleste artikler blot konsta-
teret, at beviser er centrale i matematikfaget, men der bliver ikke gjort noget
ud af at pointere hvorfor og p3 hvilken méde og alts3 hvilke trak ved beviser,
der ggr dem repreesentative. Som jeg har vaeret inde pa, s& peger heller ikke
lererne pé sarlige trak ved beviser, der ggr dem centrale i matematikfaget.

Det er derfor fgrst og fremmest mine egne betragtninger, der er at finde i
det folgende. En grundig behandling af spgrgsmalet kunne udggre et projekt
i sig selv og bidraget her skal derfor ikke betragtes som andet end et kort og
ufuldsteendigt indleeg.

Som jeg ser det, er matematiske beviser af szrlig betydning, nr man (1) skal
godtggre umulighedssztninger og visse eksistens-satninger (2) sgger at validere
matematiske modeller, hvor empiriske data er et utilstrackkelige til alene at
danne basis for en vurdering af, om modellens konklusioner er gode nok.

Beviser for umuligheds- og eksistenssaetninger

Alle matematiske sztninger er i en eller anden forstand hvis-s&-satninger,
dvs satninger, der formulerer konsekvenser af allerede udviklede matematiske
begreber og definitioner pd basis af forudsatninger og antagelser. "Hvis-s&™
setninger er imidlertid ikke unikke for matematikken og kan ogsé findes inden
for andre fagomréader. Et eksempel fra fysikken: Hvis en potteplante falder ned




5.1 Beviser og bevisfgrelse som reprasentative for *faget matematik” 89

fra en vindueskarm, s& vil den falde ned og ramme gulvet med mindre noget
star i vejen.

Nar man opstiller hvis-s&-szetninger indenfor andre fagomrader, vil man imid-
lertid udelukkende kunne sandsynligggre satningerne ved brug af empirisk
verifikation, dvs pad basis af empiriske data. Ved at foranstalte undersggel-
ser/eksperimenter, kan man sandsynligggre, at sztningen er sand. I mit ek-
sempel vil man undersgge om genstande, der bliver bragt til at falde frit i
tyngdefeltet, nu ogsad bevager sig i tyngdekraftens retning. Har man en mere
samfundsvidenskabelig tese: Hvis bgrn ser fjernsyn i mere end fire timer om
dagen, s& klarer de sig darligt i skolen, bestar den empiriske verifikation i en
undersggelse, hvor man kortlaegger hvor lang tid om dagen en gruppe bgrn ser
fijernsyn og interviews med deres laerere om deres standpunkt i skolesammen-
hang - eller méaske blot deres karakterer i forskellige fag.

Beviser fremstér i den sammenhaeng som en mulighed for at godtggre pastande
uden at der foreligger empiriske data. Det giver mulighed for ikke blot at sand-
synligggre, men godtggre pastande. Samtidig s& har man mulighed for at frem-
sette og godtgere en art pastande, der ikke vil kunne fremszttes indenfor andre
fagomrader, fordi de vil kraeve inspektion af uendelig mange elementer. Jeg gi-
ver nu to eksempler pa siddanne pastande, der er henholdsvis en umuligheds-
og en eksistenssatning.

Satningen “vinkelsummen i en plan trekant er 180 grader” kan opfattes som
en umulighedssztning: Det er ikke muligt at konstruere en plan trekant med
vinkelsum forskellig fra 180 grader. Den kan - fordi man si ville skulle male
vinkelsummen i uendelig mange trekanter - ikke godtggres fuldt ud pa anden
méde end ved at gennemfgre et bevis for sztningen.

Der er ogsa visse eksistens-saetninger, der kun kan godtggres ved at gennemfgre
et bevis for dem. Et eksempel pa en sidan satning er "alle hgjderne i en trekant
skarer hinanden i et punkt”. Det kan man opfatte som en eksistens-satning:
For enhver given trekant eksisterer et og kun et punkt, hvor trekantens hgjder
skaerer hinanden. Ogsa her er der uendelig mange tilfzelde, man skal underspge.
Man kan alts3 ikke pavise eksistensen af sddan et punkt i alle tilfelde uden at
gennemfgre et bevis for det.

Det er ikke alle eksistens-seetninger, der er af den karakter. Nir man f.eks.
undersgger, om der eksisterer et primtal p, siledes at p? gar op i 2°~! — 1
(Wieferich’ske primtal) (se ogsé s. 44), s3 er satningen godtgjort i det gjeblik,
at man har fundet et sadant primtal og det er noget, man netop kan ggre
empirisk. ~

Umuligheds- og i visse tilfeelde ogsé eksistens-sztninger er altsd pastandstyper,
som man ikke kan godtggre uden brug af matematiske beviser.
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Bevisers rolle i anvendt matematik

2 7,

Nar man anvender matematik, s3 “arver” man i visse tilfeelde verifikationspro-
blematikken fra den rene matematik. Det sker i tilfeelde hvor empirisk verifika-
tion ikke er tilstraekkelige til at godtggre de konklusioner, man gnsker at drage
pa basis af modellen. Det kommer derfor til at spille en afggrende rolle om
modellens konklusioner er matematisk korrekte. Har man en ligningsmodel, si
vil éns tiltro til modellens konklusion - lgsningen til ligningerne - som f.eks. kan
veere fundet ved brug af linezr algebra - blandt andet afhenge af, om modellen
er matematisk korrekt, dvs at de matematiske sztninger, man har gjort brug
af, for at komme frem til at ligningens lgsninger - modellens konklusioner - er
sikre, dvs beviste.

Situationer hvor empirisk verifikation ikke udggr et tilstreekkeligt grundlag for
at man kan stole p4 modellens konklusioner, optrader blandt andet, nir man
med udgangspunkt i matematiske modeller designer, forudsiger og laver ind-
greb. Jeg vil i det fglgende give nogle eksempler, hvor matematiske modeller
bruges som udgangspunkt for at designe, forudsige og lave indgreb og dermed
ogsid give nogle konkrete eksempler pa, at empiriske data ikke alene giver et
tilstraekkeligt grundlag for at stole pd modellernes konklusioner.

Designmodeller:

Hvis man gnsker at designe bropiller med en brudstyrke, der er tilstrakkelig
hgj til at de kan modstd de belastninger, de forventes at blive udsat for, sa
skaber man en model, hvor man ikke pa forhand har mulighed for - ihvertfald
ikke i fuld skala - at indhente data for under hvilke forhold bropillerne knaekker.
En del af ens grundlag for at stole p4 modellens konklusioner (f.eks. hvor tykke
bropillerne skal vare og hvilken facon der er optimal i forhold til brudstyrke og
materialeforbrug) er derfor, at modellen udover at vaere fysisk korrekt, ogsé er
matematisk korrekt.

Na&r man laver designs, kan man ofte - og ihvertfald i dette tilfzelde - bygge ska-
lamodeller og derigennem f& en forestilling om hvorvidt designet har de gnskede
egenskaber. Men man har ikke mulighed for med fuldstandig sikkerbed for at
vide det - de empiriske data er ikke tilstrackkelige til at godtggre modellen. At
Yoversztte” hvad der sker fra en dimension til en anden indebzrer faktisk i sig
selv en modeldannelse. Fordi man ikke har denne mulighed har det betydning,
at konklusionerne er draget p& et matematisk korrekt grundlag. Hvis modellens
konklusioner ikke er matematisk korrekte, sa vil det fgre til at man forkaster
dem.

Forudsigelsesmodeller:

Verifikationsproblematikken bestar her i, at man har brug for modellens forud-
sigelser inden man har adgang til de data, der kan bruges til vurdere modellens
konklusioner. Hvis man vil lave en beregning af sandsynligheden for forskellige
typer uheld p3 et atomkraftveerk, s& har man (forh&bentlig da) ikke et forud-
glende tidsforlgb med diverse mindre og stgrre uheld til sin rédighed, n&r man
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skal vurdere, om modellens konklusioner er rimelige. Om man kan argumentere
godt for sit valg af parametre er naturligvis afggrende for ens tro p4 model-
lens konklusioner, men det er ogs3 afggrende, om modellens konklusioner bliver
draget pa et matematisk korrekt grundlag. Hvis de ikke ggr, s& vil man pa det
grundlag forkaste modellens konklusioner.

Mindre dramatisk kan man se p& produktion af tzendstikker, hvor man gnsker
at forudsige antallet af fusere i hver aske. Her kan man vanskeligt kontrollere
modellens forudsigelser, da man jo i det gjeblik man taender tzendstikken, har
brugt den. Man har mulighed for at tage en stikprgve, men man kan ikke tjekke
samtlige tzendstikker. Velvalgte parametre spiller ogsi en rolle her, men det
samme som fgr gor sig geldende. Hvis modellens konklusioner ikke er draget
p3 et matematisk korrekt grundlag, s& er der basis for at forkaste modellens
konklusioner.

Et eksempel pd en deterministisk forudsigelsesmodel er en befolkningsmodel,
hvor man p3 basis af estimater af indvandring, udvandring, fadsels- og dgdsra-
ter sgger at forudsige befolkningsstgrrelsen efter en given tid. En sddan model
bestar i princippet af en enkelt ligning: Den samme for hver tidsperiode:

bnp1 = bp—d-by—uti

d er dgdsraten og angiver, hvor stor en procentdel af befolkningen, der der i
Igbet af en tidsperiode, der f.eks. kan veere et ar, f er fodselsraten, der er sam-
mensat af to faktorer: en faktor, der angiver hvor stor en andel af befolkningen,
der udggres af fgdedygtige kvinder og en faktor, der angiver sandsynligheden
for at en kvinde fgder et barn (eller flere hvis perioden er lang nok) i lgbet
af tidsperioden. u angiver stgrrelsen af udvandringen i perioden og i angiver
stgrrelsen af indvandringen. Endelig angiver b, befolkningsstgrrelsen efter n
perioder og b,4+1 befolkningens stgrrelse efter n + 1 perioder. Vil man finde
stgrrelsen af befolkningen efter flere perioder ma man forst beregne b,41 og
indsaette dette i stedet for b, for at finde b,42 OsV.

Ogsa her spiller det en rolle, at modellens konklusioner kan siges at veere draget
pa et matematisk korrekt grundlag. Verifikationsproblematikken bestar her i,
at man hgjst har forudgiende udviklinger i befolkningstal at holde modellen
op imod og at man gnsker at beregne et fremtidigt befolkningstal.

Valideringen af modellen vil selvfglgelig dels besté i overvejelser omkring hvor-
_vidt modellens parametre er fornuftigt valgt og af om f, d, u og i kan siges
at vaere konstanter, der er uathengige af antallet af tidsskridt, n. Matematisk
set kan man ved hjelp af simuleringer sige noget om, hvor fglsom modellen er
overfor skift i de forskellige parametre og sndringer i stgrrelsen af tidsskridt.

Under alle omstandigheder er det sidan, at det vil vare afggrende for ens
grundlag for at stole pd modellens konklusioner, at de er draget pa et kor-
rekt matematisk grundlag. I dette - matematisk set - meget simple tilfeelde vil
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konklusionerne vare “matematisk korrekte”, hvis (1) antagelsen om at koeffi-
cienterne er konstante holder og (2) reekkefglgen af regneoperationerne plus,
minus og gange er korrekt ved fremskrivningen af befolkningstallet. Hvis der
er fejl i dette, s er det et grundlag for at forkaste modellens konklusioner.
Derimod er det faktum, at konklusionerne er draget pa et matematisk korrekt
grundlag ikke alene tilstraekkeligt til at verificere modellen.

Et andet eksempel pa en deterministisk forudsigelsesmodel er formlen for ka-
pitalfremskrivning fra rentesregningen K, = Ko(1 + r)?, hvor K, er start-
kapitalen, K, er slutkapitalen, » er rentefoden pr. termin og n er antallet af
terminer. Ogsa her stgder man pa det problem, at man gnsker at kunne drage
konklusioner, inden man har empiriske data til rddighed, der kan bruges til at
vurdere rimeligheden af modellens konklusioner. Konklusionerne vil ogsé her
vaere matematisk korrekte, hvis reekkefglgen af regneoperationerne +, gange og
oplgfte til n’te potens er korrekt.

Modeller brugt som basis for indgreb:

En variant af forudsigelsesmodeller er modeller, hvor modeldataene bruges som
argument for en eller anden for form indgreb og hvor det man forudsiger er
effekten af indgrebet. Ens tiltro til dette vil (udover at vaere baseret pa at an-
tagelserne i modellen er fornuftige) vere baseret pa, at modellens konklusioner
er draget pa et matematisk korrekt grundlag. Et eksempel er her gkonomiske
modeller, som man f.eks. bruger til at forudsige, hvilken effekt en devaluering af
et lands valuta vil have p4 landets betalingsbalance. Veelger man at devaluere
pé dette grundlag vil det ske i tillid til at modellens forudsigelser - og dermed
ogsd modellens matematiske grundlag - er korrekt.

Et par afsluttende bemeerkninger

Efter at jeg nu har givet en raxkke eksempler pd situationer, hvor jeg finder
at beviser spiller en rolle, nar matematik anvendes, synes jeg det passende at
fremhave, at der naturligvis ogsé er situationer, hvor man har god adgang til
empiriske data og hvor beviser ikke er af helt s& stor betydning.

Det g=lder blandt andet beskrivelsesmodeller, hvor man modellerer sammen-
hangen mellem to eller flere stgrrelser. Har man f.eks. en model for vaeksten af
en bestemt stamme bakterier, vil man sgge at validere modellens konklusioner -
her stgrrelsen af en bakteriepopulation til en given tid, det kunne vzre lgsning-
er til en differentialligning - med malinger af bakterievaeksten. Om modellen i
forste omgang anses for at vare "god nok” vil i hgj grad afhange af, om den
stemmer overens med dataene.

I forhold til resten af projektet og i forhold til min problemformulering synes
jeg det er vaerd at bemazerke, at beviser i nogle sammenhaenge har betydning
for anvendelsen af matematik og derfor ikke udelukkende er et anliggende,
der har at ggre med ren matematik. Nar matematik anvendes til at opstille
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forudsigelsesmodeller og andre modeller, hvor verifikation via empiriske data
ikke er tilstraekkeligt til at validere modellen, sé er det af vaesentlig betydning for
ens tiltro til modellens konklusioner, at de matematiske sztninger, der anvendes
til at drage konklusionerne er sikre, dvs beviste. :

- Jeg vil ogsd fremhaeve, at man 1 matematik er 1 stand til at udstede garantier
af en karakter, som man ikke har mulighed for at udstede indenfor andre fag.

5.2 Begrundelser for at undervise i beviser og
bevisfgrelse

I dette afsnit ser jeg pa de begrundelser for at have beviser og bevisferelse i
matematikundervisningen, der gives af lererne og i litteraturen. Herefter tager
jeg selv stilling til, hvilke begrundelser man med rimelighed kan give. Jeg deler
op i beviser og bevisforelse.

©5.2.1 Overblik over begrundelser, man kan give for at un-
dervise i beviser ‘ '

Jeg har for at strukturere de begrundelser, jeg er stgdt pi, valgt at forholde
sével leerernes overvejelser, som de begrundelser, man stgder pa i litteraturen
til generelle begrundelser for overhovedet at undervise i matematik. Min kilde
til at f3 et overblik over generelle begrundelser for at undervise i matematik er
[34]. Det er en projektrapport, der giver en fremstilling af de begrundelser, der
er gennem tiderne er givet for at undervise 1 matematik i det danske gymnasium
og er som sidan en pendant til den del af min rapport, der angar begrundelser
for at undervise i beviser. Det er blot en mere bred diskussion, hvor udgangs-
punktet ikke er relevansen af et enkelte element i matematikundervisningen,
men spgrgsmalet om, hvorfor man helt generelt skal undervise i matematik.

Som jeg ser det, falder begrundelserne jeg er stgdt pa i litteraturen - og iszr
hos lererne - for at have beviser i matematikundervisningen i fglgende kate-
gorier: (1) Formaldannende begrundelser, dvs begrundelser der er baseret pa
en forestilling om, at man kan overfgre feerdigheder og taenkemader indenfor
matematik til andre sammenhaenge. (2) Begrundelser, der er baseret pa en
forestilling om at eleverne ved at beskaftige sig med beviser styrker andre ma-
tematiske feerdigheder, navnlig kompetencen til at lgse matematiske problemer.
(3) ZEstetikbegrundelser - dvs at eleverne skal beskaftige sig med beviser, fordi
de er eksempler pa “smuk og smart” matematik. (4) Begrundelser, der er ba-
seret pa studieforberedende hensyn, dvs forestillinger om at beviser forbereder
eleverne pa studier, hvor der optreeder matematikkurser og krav om, at de skal
kunne forstd beviser. (5) Beviser som signal, dvs begrundelser baseret pa at
beviser i kraft af deres tilstedeverelse i matematikundervisningen - uanset om
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eleverne forstar detaljerne eller €j - kan give anledning til at understrege nogle
trek ved matematikfaget. (6) Repraesentativitetsbegrundelser, dvs begrundel-
ser, der er baseret pd at eleverne skal ggre sig erfaringer med at forsta beviser,
fordi de afspejler karakteristiske treek ved “faget matematik”. (7) Forstielses-
begrundelser: Begrundelser baseret pi, at det at forstid beviser giver eleverne
en dybere forstielse af den matematiske struktur, de beskaftiger sig med.

Formaldannende begrundelser

Hos nogle lzrere stgder man pa forestillingen om, at eleverne via at beskaeftige
sig med beviser (1) bliver bedre til at taenke logisk (2) bliver bedre til at tanke
abstrakt og satte sig ind i abstrakte problemstillinger - ogsd inden for andre
fagomrader end matematik. Herudover stgder man i en enkelt kilde i litteratu-
ren [22] p4 forestillingen om, at beviser virker formaldannende i kraft af at vaere
personlighedsudviklende. Eleverne bliver ideelt kritiske overfor argumenter af
savel matematisk som ikke-matematisk art og bliver derigennem bedre i stand
til at handtere situationer, hvor de har brug for sddanne feerdigheder. I kilden
undersgges det, om det er muligt at undervise i Euklidisk geometri pa en sadan
méade, at eleverne ikke blot lzrer satningerne udenad, men ogsd bliver mere
kritiske og bedre til at tanke logisk i bdde matematiske og ikke-matematiske
sammenheznge. Formaldannende argumenter er didaktisk set noget foraldede
og min kilde i litteraturen er da ogsa fra 1938.

Beviser understgtter elevernes matematiske problemlgsningskompe-
tence

Denne begrundelse er en “ren” lererbegrundelse. De danske lerere mener, at
eleverne via at beskzftige sig med beviser, forbedrer deres matematiske pro-
blemlgsningskompetence. Erfaringer med at forstd beviser ger eleverne til bedre
problemlgsere, fordi de her ggr sig erfaringer med at skulle sztte sig ind i ab-
strakte problemstillinger og argumenter. Nogle mener desuden, at beviser virker
selvtillidsskabende: Eleverne ggr sig erfaringer med at “svaert stof” med treening
og tilveenning kan vise sig at veere tilgeengeligt. Det er noget de har gavn af
i problemlgsnings-situationer, hvor problemets lgsning umiddelbart kan fore-
komme utilgengelig.

Begrundelser af sestetisk art

Man finder ogsi, at beviser begrundes med a@stetikargumentet, i [34], s. 91
defineret som: "Begrundelser, der er baseret pa fascination af matematikkens
indre skgnbed og harmoni samt de oplevelser af umiddelbar glaede/personlig
tilfredsstillelse, som lgsning af et bestemt matematisk problem giver”.

Dette har ligeledes karakter af at vare en "ren” lererbegrundelse. Beviser be-
skrives af nogle lrere som et element i matematikundervisningen, der er eksem-
pler pa "smuk og smart” matematik. Mere konkret fremheeves geniale/smarte
bevisideer og en elegant argumentation/logik og at matematik er et “rent” fag,
hvor de pastande, der frems=ttes er indiskutable og rigtige i kraft af, at der
findes beviser for dem. Man kan som lrer gnske sig, at ogsa eleverne oplever
beviser - og dermed ogsé matematik - som “smukt og smart”. Gennemgéaende
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mener lererne dog ikke, at man kan bruge astetikbegrundelser alene som argu-
ment for at have beviser i matematikundervisningen. Forst og fremmest, fordi
det kun er en begreenset gruppe af elever, man kan hdbe pd oplever beviser
som “smukke”.

Beviser som studieforberedende

Man kan forstd “studieforberedende” som at matematikundervisningen inde-
holder studieforberedende matematik. Det kan vzere at man gnsker at matema-
tikundervisningen skal indeholde bestemte discipliner. f.eks. differentialregning,
fordi eleverne herigennem udvikler bestemte matematiske kompetencer og far
matematisk viden, som de far brug for i et videre uddannelsesforlgb [34], s. 21.
Begrundelser af denne karakter er ligeledes noget, man kun finder hos lererne.

Nu er beviser ikke en bestemt matematisk disciplin, men noget der gar pa tvaers
af disciplinerne og argumentet er derfor mere generelt. Matematikundervisnin-
gen pa gymnasieniveauet skal indeholde beviser, fordi det er noget nogle elever
vil mgde p4 matematikkurser pd videregiende uddannelser og man sikrer ved
at inddrage beviser i matematikundervisningen, at eleverne har stiftet bekendt-
skab med fenomenet beviser. Nogle mener ligefrem, at man giver eleverne et
indtryk af, hvad hgjere matematik “gar ud pa”, dvs hvilke krav der stilles og
hvad man skal synes er spzndende. : :

Hverken de danske eller new zealandske larere anser begrundelsen for at vaere
central, hvilket nok mest hanger sammen med, at begge grupper - ganske vist
pa hgjst forskellig vis - spger at tilrettelaegge en undervisning, der retter sig
mod alle elever og ikke kun de dygtigste eller specielt interesserede.

Herudover finder man ogs& den mere snaevre begrundelse: Kommende professio-
nelle matematikere far brug for at kunne fore beviser og kendskab til *feerdige”
beviser er en forudsatning for at kunne lare at fgre beviser.

Beviset har sarlige signalvaerdier

Dette vil jeg gerne adskille fra reprasentativitetsbegrundelser, fordi
“signalveerdi-begrundelser” ikke forudszetter detalje-forstielse - eller maske ret-
tere: forstaelse af argumentet i beviset. Ogsa dette er en “ren” lzrerbegrundelse.

Der er f.eks. tale om signalvaerdi-begrundelser, nar beviser begrundes med,
at eleverne kan "se”, at der er en forbindelse mellem begreber, antagelser og
sztninger, men ikke ngdvendigvis hvori forbindelsen bestar. Det gor sig ogsd
geeldende, nir det fremhaeves, at beviser signalerer, at man i matematik savel
som i andre fag skal argumentere for sine pastande. Endelig kan man ogs4 anse
den meget generelle begrundelse med at beviser er en central del af matema-
tikken og at eleverne skal preasenteres for beviser uanset, om de forstar dem
eller ¢j, for at vare en signalvaerdi-begrundelse.
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Signalvaerdi-begrundelser giver rum for, at der ikke ngdvendigvis stilles krav
til eleverne om, at de skal forstd argumenterne i beviserne i matematikun-
dervisningen! og at beviser er vigtige i kraft af deres blotte tilstedeveerelse i
matematikundervisningen.

Repraesentativitetsbegrundelser

Beviser fremhaves af leererne som reprasentative i to henseender. Visse be-
viser anses for at vaere gode eksempler-pa forskellige former for logik, som er
karakteristiske for matematikfaget. Det- er ikke ngdvendigvis formaldannende,
dvs det er ikke sikkert, at eleverne larer selv at tzenke sddan, men de skal stifte
bekendtskab med eksempler pa ikke-dagligdags logikker, som f.eks. logikken i
et modstridsbevis. Et “sddan kan man ogsé tznke” illustration. Det fremhaeves
ogsd af nogle leerere, at beviser i nogle situationer - det er iszr produktreglen,
der fremhaeves - repraesenterer beviset i dets klassiske rolle, dvs som forbindel-
sesled mellem antagelser og den endelige satning.

I nogle artikler i litteraturen finder man en noget anden vinkel: Matematikun-
dervisningen skal afspejle "matematisk praksis” og derfor skal de centrale ak-
tiviteter og treek ved matematisk praksis sgges afspejlet i undervisningen. Her
er det iseer beviser som kommunikationsmiddel, dvs som en made at formidle
matematiske ideer og argumenter pa, der fremheves. Eleverne skal opleve, at
beviser faktisk kan spille den rolle.

Endelig finder man i [22] forestillingen om, at det at studere beviser kan udggre
eksempler pa slutproduktet af bevisfgrelsesprocessen. Eleverne kan via studiet
af “feerdige” beviser udvikle deres bevisbegreb og skaffe sig forudsaetninger for
selv at bevise sztninger.

Beviser giver indsigt i den matematiske struktur, de er en del af

De fleste af leererne mener, at nogle beviser kan forklare eleverne “hvor formlen
kommer fra” og som sidan kan virke som en forklaring. P4 den méde undgar
man at setningen setning fremstar ubegrundet. Samtidig giver man eleverne
en oplevelse af en lokal matematisk struktur, fordi eleven kan se sammenhangen
mellem antagelserne, egenskaberne ved de matematiske begreber og sztninger,
der er i anvendelse.

I litteraturen er det forst og fremmest beviset som forklaring, der laegges vasgt
pa. Men i modsatning til hos leererne udpeges der i nogle artikler bestemte
beviser, der anses for at vere forklarende og det forsgges analyseret, hvorfor
de er det. Der skelnes mellem “beviser-der-beviser” og "beviser-der-forklarer” i
blandt andet [29]. Beviser-der-beviser er formelt korrekte, men det argument,
der tages 1 brug i beviset, er ikke ngdvendigvis gennemskueligt og ggr det ikke
ngdvendigvis klart for laeseren, hvorfor stningen m3 veere sand. I "beviser-der-
forklarer” er argumentet derimod - udover at veere korrekt - gennemskueligt og

!Dette er ikke det samme som at de ikke skal forst4 beviser overhovedet. Som jeg vil
komme ind p4 lidt senere, s& er det at forstd argumentet i beviset kun en del af det at forsta
et bevis.
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oplysende. Jeg ser det som en erkendelse af, at formalet med beviser i matema-
tikundervisningen ikke er at overbevise eleven om sztningens rigtighed, men
derimod at overbevise eleven om argumentets rigtighed.

5.2.2 Hvorfor der - som jeg ser det - skal vare bev1ser i
matematikundervisningen

Som jeg har veeret inde pa, s finder jeg ikke, at de begrundelser, jeg er stgdt
pa, er fyldestggrende. Maske kan jeg bedst udtrykke det, som at jeg ikke anser
dem for at vare egentlige begrundelser, dvs mente begrundelser.

Selv mener jeg, at beviser er relevante og ngdvendige i matematikundervis-
ningen, da (1) Arbejdet med nogle beviser giver eleverne nogle erfaringer med
matematik, der giver dem indsigter i, hvad matematikfaget er og “kan” (2) Fordi
beviser ikke altid kan erstattes af plausibilitetsbetragtninger, hvis eleverne skal
have en tilstrazkkelig dyb forstielse af de matematiske saetninger, nar det drejer
sig om pastande, der angér uendelig mange elementer (3) Fordi en forstaelse af
eksempler pd anvendelser af matematik ikke er komplet uden en forstéelse for
beviserne for de anvendte satninger i de tilfeelde, hvor det er utilstrakkeligt at
basere modellens konklusioner pa empirisk evidens.

Nar jeg i det folgende omtaler plausibilitetsbetragtninger, s mener jeg betragt-
ninger, der giver anledning til at eleverne fgler sig overbevist om en sztnings
rigtighed. Det kan f.eks. vare tegninger, malinger af geometriske konstruktio-
ner og taleksempler. Et eksempel pi en plausibilitetsbetragtning er, at man pa
baggrund af en raeekke malinger pa vinklerne i forskellige trekanter, konkluderer
at vinkelsummen i en trekant er 180 grader.

Beviser er vigtige i en matematikundervisning, der har til formal at
give eleverne et billede af "faget matematik”

Mit syn p4 hvad formélet med beviser er i matematikundervisningen er preeget
af, at jeg mener, at matematikundervisningen skal give eleverne reprasentative
erfaringer med forskellige sider af matematikfaget og at beviser besidder trzk,
der er unikke.

Som jeg allerede har veret inde pi i fgrste del af konklusionen, s& er beviser
for eksistens- og umulighedssztninger gode eksempler pa, hvad matematikfa-
get “kan” til forskel fra andre fag og jeg mener alts at en af grundene til at
undervise i beviser er, at man giver eleverne adgang til at gore sig erfaringer
med, at man i beviser til forskel fra andre fag har mulighed for at godtgere
pastande p4 anden vis. ‘

Det er imidlertid ikke den eneste reprezsentative veerdi, jeg anser beviser for
at have. Der er en kategori af beviser, der har en berettigeise i kraft af at
vaere beviser for “neere” hvis-si-setninger, det vil sige setninger, der fglger
umiddelbart af de begreber og definitioner, man arbejder med. Her forbinder
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beviset begreber, definitioner og setninger. Beviser for “nzere” hvis-sé-sztninger
kan altsd bruges til at illustrere det lokalt-deduktive aspekt af matematikken
og til at illustrere et trin i opbygningen af en matematisk teoribygning. Denne
type beviser forklarer, hvorfor “formlen ser ud som den ggr” og giver eleven
indsigt i, hvorfor stningen rigtig. Beviset for produktreglen er et eksempel pa
sddan en sztning, da produktreglen jo fglger umiddelbart af definitionen p4 en
differentialkvotient med forholdsvis f&, simple regninger.

Beviser kan ikke altid erstattes af plausibilitetsbetragtninger
Plausibilitetsbetragtninger gives - eller udvikles af eleverne selv - med det for-
mal, at de overbeviser sig om rigtigheden af en matematisk sztning. For mig
at se, er det en del af at f3 en matematisk sztning til at give mening. Man har
forstaet den "intuitivt”.

Plausibilitetsbetragtninger kan - méaske undtaget de tilfaelde, hvor der er tale om
kontraintuitive satninger - vaere bedre til at overbevise eleverne om gyldigheden
af en setning, end beviset for setningen. Beviser supplerer derfor, som jeg ser
det, i nogle tilfeelde elevens forstaelse af en sztning. Det ggr de, fordi eleven i
nogle situationer far bedre mulighed for at forsta sztningens rakkevidde.

Det er - vil jeg haevde - forst ndr man ser et bevis for at vinkelsummen i en
plan trekant er 180 grader - og har overbevist sig om, at det kun traekker pa
egenskaber alle trekanter har - at man kan forsta rekkevidden af saetningen: At
det ikke er muligt at konstruere plane trekanter, der har en vinkelsum forskellig
fra 180 grader. Plausibilitetsbetragtninger - her i form af trekantsmalinger - kan
nok godtggre, at plane trekanter sandsynligvis har vinkelsummen 180 (og at
den matematiske trekantsmodel er en “god model” for fysiske trekanter), men
det er ikke helt sa indlysende, at det er umuligt at konstruere en trekant, der
har en vinkelsum forskellig fra 180 grader.

Beviser har betydning for elevens forstaelse af anvendelser af mate-
matik

Nar man taler om anvendt matematik i matematikundervisningen, kan man
dels tenke p4, at (1) eleverne preasenteres for eksempler p4 anvendt matema-
tik, dvs for matematiske modeller, (2) at eleverne selv anvender matematik i
(simple) modelbygnings-situationer.

I det forste tilfzelde mener jeg, at nar eleven far indsigt i det eller de beviser,
der er basis for modellens konklusioner, s kan det pa afggrende vis bidrage til
elevens forstielse af modellen og dens raekkevidde.

Lad mig vende tilbage til eksemplet med formlen for kapitalfremskrivning fra
rentesregningen K, = Ko(1 + r)*, hvor K er startkapitalen, K, er slutkapi-
talen, » er rentefoden pr. termin og n er antallet af terminer. Beviset kan ses
som et redskab til at kunne huske og fortolke sztningen: Hvordan er det nu
antallet af terminer skal talles - Skal man starte optellingen ved terminens
start eller slutning? Hvornér opggres kapitalen: i starten eller slutningen af en
termin? Seetningen og det tilhgrende bevis er for mig et ogsé et eksempel pé,
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at eleverne vil have glaede af at se et bevis for satningen for at kunne forsta,
hvordan modellen valideres. Her vurderer man netop ikke modellen eller dens
konklusioner pa basis af empiriske data - man satter sig ikke ned og venter et
antal ar og ser efter, hvad belgbet i banken er vokset til. Det er beviset for at
K efter n terminer er vokset til K = Ky(1+7)", der er det grundlag, modellen
valideres pa.

Hvis man velger blot at sandsynligggre formlen ved at foretage en generalise-
ring af observationerne: ved 1 termin vokser Ky til Ko(14r), ved 2 terminer til
Ko(1 +r)?, s3 far man ikke garanteret, at sztningen er sand for et hvilket som
helst n. Der mé et bevis - f.eks. et induktionsbevis - til. Mekanismen i generali-
seringen er dog her teet pa at veere selve beviset. En forstielse af beviset kraever
dels, at man forstar hvorfor man ganger med 1 + » for at fremskrive kapitalen
hver termin. Dels at man forstér, at man ved herefter at gange med 14 r et
passende antal gange kan opn at f& kapitalen efter n terminer. I modsaetning
til plausibilitetsbetragtninger, hvor man man f.eks. argumenterer udfra kon-
krete belgb og et konkret antal terminer, giver forstaelse af selve beviset eleven
adgang til den fulde indsigt i pa hvilket grundlag de konklusioner, man drager
pa basis af modellen, kan siges at vaere sande.

En anden situation opstar, nar eleverne selv anvender matematik. ’Anvender”
skal her forstas som at eleverne ggr brug af kendte matematiske sztninger og
begreber i (simple) modelbygningssituationer, hvor empiriske data ikke udggr
et tilstreekkeligt grundlag til at validere modellens konklusioner. At de anvendte
setninger vides at vare beviste - og at eleven forstir betydningen af det, er
afggrende for, at eleven forstar, om modellen er "god nok” matematisk set og
at det, nar der ikke er adgang til data, er den eneste mulighed, man har for at
sikre sig, at de konklusioner man drager pa grundlag af modellen er rimelige.

Et simpelt eksempel er, at man beder eleverne om at opstille en funktionsfor-
skrift, der beskriver omkostninger og omsztning som funktion af prisssetningen
P4 en vare og herefter optimere profitten. Man kan selviglgelig afprove dette i
praksis, men tilliden til at konklusionen mht til hvilken pris, der er den opti-
male vil - indtil andet er prgvet - afhzenge af, at det er rigtigt at det maksimum
man finder rent faktisk er et maksimum - og tilliden til modellens konklusioner
baseres alts3 p4, at modellens konklusioner er draget pa et matematisk korrekt
grundlag.

Afrunding

Jeg mener forst og fremmest man skal undervise i beviser badde fordi bevi-
ser besidder trak, der er karakteristiske for matematik som fag og er unikke,
men altsd ogsa fordi beviser kan bidrage til forstielsen af anvendt matematik
og have betydning, nar elever selv vurderer egen anvendelse af matematik i
modelbygnings-situationer. Heri adskiller mit eget bud sig meget fra de bud,
der er givet i litteraturen og af leererne, hvis begrundelser er af anden art.
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5.2.3 Overblik over begrundelser, man kan give for at un-
dervise i bevisfgrelse

Ogsa her vil jeg forholde de begrundelser, jeg er stgdt pa for at inddrage be-
visfgrelse i matematikundervisningen til begrundelser, der generelt er givet for
overhovedet at undervise i matematik.

De begrundelser man stgder-pa, falder som jeg ser det i fglgende kategorier: (1)
Begrundelser baseret pa, at bevisfgrelsesaktiviteter er studieforberedende. (2)
Signalveerdibegrundelser, dvs at bevisfgrelse i matematikundervisningen skal
give eleverne indsigt i bevisfgrelsesprocessen uden at det er et mal at eleverne
bliver i stand til selvstaendigt at gennemfgre en bevisfgrelsesproces. (3) Beviser
og bevisfgrelse er to sider af samme sag. (4) Begrundelser baseret p3, at be-
visfgrelse er sa tat knyttet til problemlssning, at bevisfgrelseskompetencen er
ulgseligt knyttet til evnen til at lose matematiske problemer.

Begrundelser baseret pa studieforberedende hensyn

Dette er en begrundelse, man kun ser fremsat af nogle leerere: Bevisfgrelse
i matematikundervisningen er forbeholdt de dygtigste elever, der senere skal
veere kommende professionelle matematikere.

Signalvaerdibegrundelser

Nogle laerere forestiller sig, at eleverne far en bedre forstéelse af "fzerdige” bevi-
ser ved selv at forsgge sig med at fgre beviser. Sadan en forstelse kan besta i,
at eleverne far en ide om, at beviser har en historie og at andres tankearbejde
og overvejelser omkring, hvordan man skal argumentere for sztningen ligger til
grund for det "faerdige” bevis. Dette er pa sin vis en “signalvaerdi-begrundelse”,
da det ikke ngdvendigvis implicerer andet end at eleverne forsgger sig med at
fore beviser. Vagten legges ikke pé, at det rent faktisk lykkes eleverne selv-
steendigt at gennemfgre processen.

Dette finder man ogsd i, at eleverne skal have en ide om, hvad vil det sige at fgre
et bevis og altsa har en ide om de enkelte elementer i bevisfgrelsesprocessen.

Beviser og bevisforelse er to sider af samme sag

At bevisfgrelse og beviser naturligt hgrer sammen og at man si at sige ikke
kan have beviser i matematikundervisningen uden ogsi at have bevisforelse
er en forestilling, man indirekte finder artikuleret i litteraturen. Det ser man
hos Daniel Alibert [1], hvis undervisningsmetode jo netop baserer sig pi, at
eleverne selv opstiller og beviser sztninger og altsa selv udvikler beviser. Be-
visfgrelse hgrer her naturligt hjernme i matematikundervisningen som led i at
argumentere for de sztninger, man opstiller.

Bevisfgrelse er en kompetence eleverne skal udvikle for at blive gode
problemlgsere

I de artikler, der behandler forholdet mellem problemlgsning og bevisfgrelse
argumenteres der for at bevisfgrelseskompetence er en ngdvendig evne at be-
sidde, hvis man skal vzre en god problemlgser. Bevisfgrelse er en ngdvendig
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kompetence, fordi en vaesentlig del af at lgse matematiske problemer er at ar-
gumentere for, at den lgsning, man er niet frem til nu ogsa er god nok og at
der ikke er flere lgsninger, end dem man har fundet frem til. Det sidste ggr
sig gacldende i polygonopgaven (se s. 61), hvor man skal argumentere for at en
trekant og en firkant, der er delt side-til-side er lgsninger, men ogs at de er de
eneste lgsninger.

5.2.4 Hvorfor der - som jeg ser det - skal veere bevisfgrelse
i matematikundervisningen

De begrundelser, der fremkommer her, har karakter af at vare supplerende.
Jeg er ikke specielt uenig med de begrundelser, man finder hos lererne eller
i litteraturen, men jeg finder dem ikke udtgmmende. Der er mere at sige om
sagen.

For mig at se er et hovedformal med at have bevisfgrelse i matematikundervis-
ningen, at man udvikler elevernes evne til at kommunikere indenfor det mate-

' matiske univers; forklare og forsvare deres ideer til sivel 1gsning af problemer,

s&vel som i en diskussion af om egne eller andres hypoteser er sande/falske.

Samtidig mener jeg, at de krav man i den sammenhang stiller til eleverne,
adskiller sig meget fra de krav, man ellers stiller til dem. Dermed giver de ogsé
adgang til, at eleverne erhverver sig nogle andre typer erfaringer med at arbejde
med matematik. En ting, der er helt unik ved bevisforelsesprocessen i forhold
til de andre elementer i matematikundervisningen er, at eleven bliver tvunget
til selv at udvikle en beviside der "virker” og en strategi for at gennemfsre den.
At eleven leerer at handtere sidan en situation tror jeg giver en selvtillid, der

er vigtig.

Samtidig er der tale om, at der typisk er mange forskellige méader hvorpa man
kan gennemfgre et bevis. Derfor vil eleverne ikke fi en oplevelse af at “opfinde
den dybe tallerken een gang til”, en oplevelse man maéske ellers godt kan be-
skylde megen matematikundervisning for at give. Jeg tror ogsé, at man tilfgrer
problemlgsningsprocessen en ekstra dimension. Eleverne vil ikke blot opn4 til-
fredsstillelsen ved at finde lgsningen, men ogsa tilfredsstillelsen ved at vide, at
Igsningen er rigtig og vide hvorfor den er det.

Herudover tror jeg ogsa, at eleverne kan opnd en bedre forstielse af, hvorfor
beviser er ngdvendige, hvis de bevisfgrelsesopgaver, de gor sig erfaringer med
gor, at de oplever verifikationsproblematikken pa egen krop og skal sgge at vise

- eller modbevise - saetninger, som de faktisk ikke ved om er sande eller falske.

Jeg mener ogsé, at eleverne tznker mere aktivt over de matematiske begreber,
nar de selv forsgger at fgre beviser og at bevisfgrelse pa den vis er et endnu
bedre redskab til at taenke over de matematiske begreber end opgaveregnmg,
hvor man "bare” skal finde frem til lgsningen.
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5.3 Muligheder for at undervise i beviser og be-
visfgrelse

5.3.1 Leerernes og litteraturens bidrag til diskussionen af
muligheden for at have beviser i matematikunder-
visningen '

Leerernes udtalelser bidrager, som jeg tidligere har vaeret inde pé ikke med
noget afggrende materiale til mulighedsdiskussionen.

Litteraturen bidrager fgrst og fremmest til diskussionen af muligheden for at
undervise i beviser med studier af de vanskeligheder eleverne mgder, nir de
sgger at forstd beviser.

I de artikler hvor der foreslds alternative mader at gribe beviser an pa i mate-
matikundervisningen og peges pa faktorer, der vanskeligggr elevernes forstielse
af beviser [37], [9] er grundantagelsen, at beviser godt kan give mening i ma-
tematikundervisningen, forudsat at man tilrettelaegger undervisningen, s man
forspger at imgdegé de vanskeligheder eleverne har med at forsti beviserne.

5.3.2 Muligheden for at have beviser i matematikunder-
visningen set fra mit synspunkt

Hvad vil det sige at forsta et bevis?

En ting, der vanskeligggr diskussionen, er manglen p3 overvejelser omkring,
hvad det egentlig indebeerer at forstd et bevis. Dermed er det ikke formuleret,
hvad det er man forestiller sig eleverne skal kunne. Der er et enkelt bud i lit-
teraturen pd, hvad man skal forstéd ved at forsta et bevis [22], men jeg finder
det utilstraekkeligt. Det bliver dermed min opgave at ggre forsgget, som jeg har
kunne hente en del inspiration til rundt omkring i litteraturen. Dels i beskri-
velser af forstielsesvanskeligheder beviser kan give anledning til og dels tiltag,
der skulle ggre det lettere for eleverne at tilegne sig beviser.

an

For at “forstd” et bevis skal man:

1. Have en forstaelse af, hvad det er for en type pastand, der sgges godtgjort
og altsd kunne gennemskue, om der f.eks. er tale om en eksistens- eller
umuligheds-saetning. Man skal ligeledes have forstiet, hvad satningen
bidrager med af ny information til det emneomréde, den ligger indenfor.

2. Kende til og forstd sztningens antagelser og forstd bevisideen, dvs den
eller de ideer, der ggr at beviset kan gennemfgres.
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3. Have en forstielse af bevisets logiske struktur.
4. Have en forstielse af samspillet mellem detaljerne i beviset og bevisideen.

5. Fgle sig overbevist om argumentets rigtighed og at yderligere tiltag ikke
er ngdvendige for at godtggre setningen.

Lad mig illustrere det med en af mine eksempel-seetninger: At v/2 ikke er et
rationalt tal.

Punkt 1:

Her skal man kunne gennemskue, at der er tale om et bevis for en umulig-
hedssaetning: Det er ikke muligt at skrive /2 som en brgk af to heltal. Det er
overraskende i og med, at man kunne tro, at man indenfor de uendelig mange
rationale tals univers kunne finde et tal, der beskriver laengden af diagonalen i
et kvadrat med sidelngderne 1.

Punkt 2 & 3:

- Man antager i beviset, at der findes to heltal m og n, sdledes at (2)? =2 og
at I er en uforkortelig brgk. Bevis-ideen bestar i, at man viser, at m og n
begge mé vare lige og at 7 altsa er forkortelig: en modstrid, som konsekvens
af at (2)? = 2. For at kunne se, hvorfor det fgrer til at man kan konkludere, at
man altsé ikke kan skrive v/2 som en brgk af to heltal, skal man have forstéet
logikken i et modstridsbevis. At hvis en pastand giver anledning til en modstrid

med noget kendt, s& ma den negerede pastand vaere galdende.

Punkt 4: )

Indsigt i samspillet mellem bevis-ideen og detaljerne i beviset? kan man f.eks.
fa ved at se pa beviset som en raekke niveauer, hvor der gradvist inddrages flere
detaljer.

P4 den gverste niveau (kasse 1) har man bevisideen formuleret. P4 det naeste
niveau (kasse 2) begynder man s& pd at gennemfgre bevisideen: En made at

vise, at 2 er forkortelig, er at vise at bidde m og = er lige tal, som konsekvens
af at (2 )2 =2.

P& niveau 3 (kasse 3) manipulerer man med ligningen, sdledes at man ved brug
- af definitionen p et lige tal kan se, at m? er et lige tal.

P4 niveau 4 viser man (kasse 4) at nar m? er lige, s3 medfgrer det at m er lige
og at nar m er lige kan m = 2k og man kan herefter vise ved brug af de samme
betragtning som i (a), at n ogsa er lige (kasse 5).

2 Jeg har her trukket pa Leron's ide [37] om et "struktureret bevis”, hvor man starter med
bevisideen og derefter gar i detaljer, netop for at man lettere kan se samspillet
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(1) Vis at 2y = 2 medfgrer at 2 kan forkortes og dermed medfgrer en modstrid)

{
[(2) Vis at m og n er ligel

{
[(3) Vis at m? = 2n%? — m er lige]

-
i(4) Vis at m? lige — m higel  [(5) m = 2k: 2n% = 4k? & n? = 2kZ > n ligd

Punkt 5:
Man vil efter at have forstaet beviset vide, at forsgg p4 at identificere v/2 med
en brgk, aldrig vil lykkes.

Mulighederne for at have beviser i matematikundervisningen, som
Jjeg ser det

Forudsaetningen for at det er muligt at have beviser i matematikundervisnin-
gen er naturligvis, at eleverne kan bringes til at forstd dem. Mine overvejelser
omkring, hvad det vil sige at forstd et bevis, synes jeg viser, at forstielsen af
de enkelte dele af beviset og dets logiske struktur ganske vist er ngdvendig,
men det vaesentligste er at forsta, hvorfor setningen er veerd at bevise og hvori
bevisideen bestar.

Spgrgsmalet er sa, om det kan lade sig gore, at fi elever til at forstd beviser i
min forstand. Jeg tror det, da hovedproblemet som jeg ser det, er at fa eleven
til at indse ngdvendigheden af beviset. Det er noget, man som lzrer kan ggre
en hel del for at fremme i sin tilretteleeggelse af undervisningen - se her f.eks
[44] - forudsat, at man selv som underviser kan se ngdvendigheden af beviset.
Hvis fgrst eleven er motiveret for at satte sig ind i beviset, s& vil han/hun i
mange tilflde ogsd vaere 1 stand til det. Samtidig tror jeg, det er vigtigt, at
eleverne oplever at beviser giver mening til trods for de barrierer - som regel et
“tungt” symbolsprog - der er.

Men at inddrage beviser i matematikundervisningen pa en made, der sikrer, at
eleverne opnér en egentlig forstaelse af dem, er urniddelbart meget tidkraevende.
Spgrgsmalet er, om man kan opnd en slags synergi-effekt, hvor eleverne efter
at have forstdet et antal beviser efterfglgende opnar samme forstaelsesgrad af
andre beviser i matematikundervisningen uden at det er helt s& tidkraevende.
Det er ikke et spgrgsmal, jeg umiddelbart finder mig i stand til at besvare og
som jeg derfor vil lade sta abent.

Set fra mit synspunkt er der to ekstreme modeller, som man kan bruge som
grundlag for at vaelge i hvilket omfang beviser bgr indgd i matematikundervis-
ningen. Et valg, der vil afhange af, i hvor hgj grad man tror pa det er muligt at
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inddrage beviser. Det er naturligvis ikke sidan, at alle beviser er tilgaengelige
for alle elever - heller ikke alle de beviser, der knytter sig til sztningerne i gym-
nasiepensummet. Nogle beviser treekker p4 matematiske begreber og satninger,
som eleverne (endnu) ikke har indsigt i.

I den ene ende af skalaen finder man ”alt skal bevises” modellen Der skal veere
egentlige beviser for samtlige satninger, der indgér i matematikundervisningen
og de sztninger, hvis beviser tydeligvis er for komplicerede, vil s3 optrade som
aksiomer.

I den anden ende af skalaen finder man “minimal-modellen”. Udgangspunktet

er her, at man skal have s& fa beviser som det er muligt, men gnsker at sikre at

~ beviser indgér i et sddant omfang, at undervisningen stadigvaek er repreesen-
- tativ. Set fra dette synspunkt kan man her ngjes med at presentere eleverne
for et eksempel pa et bevis for en umulighedssaetning, et bevis for en eksistens-

-sztning, der ikke kan verificeres empirisk, et bevis for en "neer’ hvis-si-setning.
Hertil kommer et eller flere beviser for satninger, der bruges som grundlag for
at drage konklusioner i en matematisk model, hvor empirisk verifikation er
utilstraekkelig til at man stole pa konklusionerne.

Som jeg ser det, s& har man i gymnasiematematikken i Danmark i dag valgt en
mellemvej, hvor man i nogle tilfalde helt undlader at bevise visse s=tninger,
som man tidligere har valgt at fgre egentlige beviser for. Mange af argumen-
terne er desuden semi-beviser, dvs at man argumenterer for en saetning i det
omfang, elevernes matematiske forudsaetninger tillader det. I [4] findes et bevis
for formlen for toppunktet af en parabel, som bygger pa den zndring, forskrif-
ten for en parabel med toppunkt i (0,0) undergér, nar den forskydes vilkarligt
-1 X~ og y-aksens retning. At en forskrift for en funktion af en variabel ved en
forskydning, s, af funktionens graf i x-aksens retning zndres til f(x-s) og ved en
forskydning t i y-aksens aendres til f(x)+t, argumenteres der for med plausibi-
litetsbetragtninger. Det burde man ud fra et "alt skal bevises™synspunkt ogsi
bevise, men eleverne har ikke pa dette niveau (HF tilvalgsfag) den matematiske
viden til at man kan ggre det.

Argumentet for at valge en "alt-skal-bevises model” er, at man dermed mar-
kerer - og eleverne ideelt set veenner sig til og fir forstaelse for - at man i
matematik argumenterer for de pastande, man fremsatter. At gennemfgre mo-
dellen i praksis kraever imidlertid, at man bruger s& meget tid p& hvert enkelt
bevis, at eleverne forstar dem og med béde lang tid til det enkelte bevis og
mange beviser kraever det, at man anser beviser for at vare et element i ma-
tematikundervisningen, som det er vard at bruge meget tid p&. Hvis man blot
valger ikke at gare s& meget ud af det enkelte bevis havner man i den situation,
at eleverne ikke oplever, beviserne giver mening.

Minimal-modellen giver anledning til overvejelser omkring, hvor mange eksem-
pler, der skal til, for at eleverne far et indtryk af bevisets rolle og funktion
i matematikken. Den rejser ogsid spgrgsmélet om, hvad man skal ggre ved
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de sztninger, man valger ikke at bevise. Set fra mit synspunkt er det un-
der alle omstendigheder npdvendigt at ggre brug af plausibilitetsbetragtninger
for at sandsynligggre satningerne. Omkostningen ved minimalmodellen er, at
eleverne ikke fir understreget, at det er ngdvendigt at bevise samtlige ssetnin-
ger 1 matematikken og méaske iszr at de f3 beviser, de faktisk mader, fremstar
som et isoleret element og ikke som et centralt element i matematikfaget.

Ingen af modellerne er i en ren form realistiske og jeg finder ikke, at kom-
promiset med at erstatte nogle egentlige beviser med semibeviser er gnskeligt.
Blandt andet fordi man s4 skal leere eleverne at skelne mellem egentlige bevi-
ser og semibeviser og man risikerer, at eleverne far deres opfattelse af, hvad
man skal forstid ved et bevis, forplumret. Selv helder jeg til til en variant af
“alt-skal-bevises”-modellen under forudsatning af, at man har et forholdsvis
lille pensum. Jeg mener det er vigtigt at valge de beviser fra, som eleverne
tydeligvis ikke har de matematiske forudsatninger for at forsta, men jeg mener
ikke, at der reelt er seerlig mange beviser, der er af den type, s& tror jeg det
er muligt - hvis man bruger tid nok p3 det - at hjzlpe eleverne til at forsta de
fleste beviser.

Der er selviglgelig omkostninger ved at have et lille pensum, men spgrgsmé-
let er, hvad man anser for mélet med matematikundervisningen. Hvis det er,
at eleverne skal have kendskab til en razkke matematiske discipliner, s3 skal
pensum vare af et vist omfang. Er malet - og det mener jeg, det bgr veere - at -
udvikle elevernes matematiske forstaelse, s de dels behersker det pensum, de
har vaeret igennem pa et hgjt niveau og dels at de far gode forudseetninger for
at tilegne sig anden matemaitik, s& er det ikke ngdvendigvis et stort pensum,
der er lgsenet. I forhold til at have beviser i matematikundervisningen betyder
det, at de beviser, man valger at inddrage skal veere nogle eleverne forstar og
at eleverne skal kunne satte sig ind i andre beviser efterfglgende. Nar man ikke
bare kan "ngjes” med ganske fa beviser til det formal, er det fordi eleverne sa
ikke nar at ggre sig den erfaring, at beviser er noget, det er muligt at fa til at
give mening og de ikke far tilstrakkelig trening i selv at forstad dem.

5.3.3 Leerernes og litteraturens bidrag til diskussionen af
muligheden for at have bevisfgrelse i matematikun-
dervisningen

Heller ikke her bidrager leererne i nogen serlig grad. Det konstateres blot af de
new zealandske lzrere, at det ikke er muligt at have bevisfgrelse i matematik-
undervisningen, hvis man undtager de dygtigste elever - men der argumenteres
ikke for det. De danske lzerere mener nok, at eleverne kan fgre beviser i sim-
ple situationer, men argumenterer heller ikke for det. For begge parter geelder,
at diskussionen har et noget hypotetisk praeg - bevisfgrelsesaktiviteter indgar
enten slet ikke eller 1 meget ringe omfang i matematikundervisningen.
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Hvis vi ser pa litteraturen - der ganske vist er noget sparsom pa dette punkt
- s& finder man undersggelser, der tyder p&, at det er muligt at f3 elever til at
fore beviser ogsd pé lavere niveauer end gymnasieniveauet, hvis man er villig
til at prioritere det i undervisningen.

I [12] finder man en bemarkning om, at det tilsyneladende er muligt at ind-
drage bevisfgrelse i matematikundervisningen p& en sddan made, at elever pa
selv folkeskole-niveauet er i stand til at fremsette og bevise matematiske saet-
ninger. Tesen synes her at vare, at motivations- og tidsfaktoren er afggrende
for elevernes evne for at vere i stand til at gennemfgre bevisfgrelsesprocessen.

5.3.4 Muligheder for at have bevisfgrelse i matematikun-
dervisningen som jeg ser det

Selv hefter jeg mig ved, at motivationsfaktoren tilsyneladende har stor betyd-
ning for elevernes evne til at gennemfgre et bevis og at det det tilsyneladende
ikke er s& afggrende, hvilket niveau man fgrer beviser pi, sd leenge man pa
“lave” niveauner accepterer argumenter, der er ikke er meget formelle. Jeg ma
pa basis af litteraturen konkludere, at de vanskeligheder, der er forbundet med
at gennemfgre en bevisfgrelsesproces, tilsyneladende er til at overkomme.

I den sammenhaeng mener jeg, at man ikke skal undervurdere mundtlig bevisfo-
relse, hvor eleverne gennemfgrer bevisfgrelsesprocessen i samspil med hinanden
og en lerer. Lzreren og de andre elever er hele tiden til stede og kan hjalpe
med at bedgmme de argumenter, der kommer frem. Derfor letter en “kollektiv”
bevisfgrelse processen. Det er maske en mulighed for at gennemfgre svarere
beviser og ferre problemer med at ggre brug af matematisk formalisme.

Omkostningerne ved at have bevisfgrelse i matematikundervisningen vil veere
tilstedevaerelsen af et element, der kraver tid og maéske reelt en reduktion i
pensum-mangden. Det gaelder f.eks. hvis man gnsker at ggre brug af Alibert’s
?videnskabelige debat™metode, for man nar selvfglgelig igennem mindre stof-
ihvertfald i begyndelsen - hvis eleverne selv skal udvikle nogle af beviserne og
selv fremsaette setninger som led i stofgennemgangen.

Jeg mener under alle omstzndigheder, at en pensumreduktion er en forudsaet-
ning, da det ikke er tilstrakkeligt, at eleverne i enkeltstdende tilfzelde forspger
sig med bevisfgrelse. Eleverne bliver mgdt med nogle nye krav og en af poin-
terne er, at de nir at opleve, at de godt kan opfylde dem. Man kan dog her
indvende, at hvis eleverne i en tidligere matematikundervisning havde gjort
sig erfaring med bevisfgrelse, s3 er bevisfgrelse p4 gymnasieniveauet mere et
spgrgsmal om at vanne eleverne til at argumentere mere formelt.
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5.4 Nogle betragtninger om mit udbytte af spe-
cialearbejdet

Man kan sige, at jeg i udgangspunktet havde nogle lidt naive forestillinger om
sével begrundelser for, sivel som mulighederne for at have beviser og bevisfa-
relse i matematikundervisningen. Her vil jeg sgge at formulere, hvilke sendringer
der er sket. Herefter vil jeg kort trzekke op, hvilke opgaver jeg har lgst i for-
bindelse med specialearbejde og pa hvilken m&de de har vaeret lette/sveere at
arbejde med.

Ny indsigter

Hvis vi starter med de indsigter, jeg har faet i forbindelse med beviser i matema-
tikundervisningen, s& var et af mine udgangspunkter en undren over, hvorfor
det didaktisk set ikke er tilstraekkeligt med plausibilitetsbetragtninger til at
sandsynligggre pastande i matematikundervisningen. Jeg har set - og selv givet
eksempler pa - at beviser videnskabsteoretisk set er plausibilitetsbetragtninger
overlegne i forhold til at godtggre pastande og arbejdet med projektet har givet
mig anledning til at indse, at matematik er et fag karakteriseret ved, at man
har mulighed for med fuldstandig sikkerhed at godtggre pastande og at dette
er fagets styrke i forhold til andre fag, hvor man netop kun har adgang til plau-
sibilitetsbetragtninger. Samtidig har jeg overvejet, at det faktisk har betydning
for elevernes evne til isazer at forstd eksempler pa anvendt matematik, at de er
i stand til at forstd beviser.

Samtidig har jeg faet en forstaelse af, hvorfor man i matematikundervisningen
umiddelbart kan fristes til at erstatte beviser med plausibilitetsbetragtninger:
En af de ting, man gnsker at opnd er at fi sztningerne i matematikunder-
visningen til at give mening for eleverne og altsd blandt andet at overbevise
dem om, at de er rimelige. Til dette formal er plausibilitetsbetragtninger i de
fleste tilfzlde tilstraekkelige. Jeg har ogsa faet en forstielse af, hvorfor plausibi-
litetsbetragtninger ikke er nok og at beviser og plausibilitetsbetragtninger er to
elementer i matematikundervisningen, der i de fleste tilfzelde har to forskellige
formal og derfor supplerer hinanden.

Jeg har ogsa faet klarhed over, at der er en forbindelse mellem beviser og
anvendt matematik. Beviser er ikke et rent teoretisk og “ren matematik™
anliggende i matematikundervisningen, men har i nogle situationer betydning,
nar man skal forstd eksempler pa anvendelse af matematik og selv skal anvende
matematik.

I forhold til bevisfgrelse har jeg andret opfattelse af, hvad det vil sige at have
bevisfgrelse i matematikundervisningen og er stgdt pa det synspunkt at bevis-
forelse ikke ngdvendigvis er en avanceret aktivitet forbeholdt de dygtigste og
mest interesserede elever. Dette galder bdde min opfattelse af, hvad man skal
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forstd ved bevisfgrelse - argumenter behgver ikke ngdvendigvis at vaere sym-
boltunge og formelle, men ogsd min opfattelse af, om det er rimeligt at kraeve
af eleverne, at de fgrer beviser selv. Det er nok fgrst og fremmest de - for mig -
lidt overraskende resultater i litteraturen, der viser at elever selv p4 folkeskole-
niveauet er i stand til fore uformelle beviser, der har gjort forskellen, men ogsi
den mere videnskabsteoretisk praegede indsigt: bevisfgrelse er en naturlig del af
at formidle matematik og argumentere for sine pastande.

Min zendrede opfattelse har haft betydning for mit syn pa forholdet mellem
beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen. Jeg opfattede som udgangs-
punkt et kendskab til beviser som en forudsztning for, at man senere blev i
stand til at gennemfgre beviser selv. Jeg opfatter nu de to ting som selvstaen-
" dige elementer i matematikundervisningen. Studiet af beviser som eksempler
pé bevisproduktet er ikke neer s& essentielle - og maske ikke engang en forud-
setning - for at lere at fore beviser selv. Der er det mere afggrende, at man
prever krzefter med selv at argumentere med passende radd og vejledning om,
hvornar et argument kan siges at vare godt nok.

Lette og sveere elementer i specialearbejdet

Jeg undervejs tumlet med fire stgrre opgaver 1) at indsamle, lase og analysere,
hvad jeg héber er et - omend ikke komplet, si dog reprasentativt - udvalg af
den nyere litteratur p4 feltet 2) at indsamle og analysere et empirisk materiale
med henblik pé at finde frem til underviseres syn pa beviser og bevisforelse
i matematikundervisningen og sammenheengen mellem dette og deres fagsyn.
3) at redeggre for bevisets videnskabsteoretiske status i forhold til at veere
repreesentativt for "faget matematik”. 4) Selvstaendigt at tage stilling til hvorfor
man skal have beviser og bevisfgrelse i matematikundervisningen og om det er
muligt at have det.

Den fgrste opgave har iszr vaeret lidt vanskelig, fordi klarheden i de fleste
artikler pa feltet lader noget tilbage at gnske. Det udbytte, jeg vil pege p4, er
da ogsa en forstaelse af, hvorfor de ikke er klare og dermed, hvorfor jeg selv
har fglt mig lidt skuffet under laesningen af dem. Maske kan mit forsgg pa at
forklare det bidrage til at andre ogsé fir en sidan forstielse.

Den anden opgave har egentlig - bortset fra at databehandlingen har udgjort et
omfattende arbejde - veeret en, hvor jeg har fglt, at jeg har fiet meget forzerende,
fordi kontrasterne mellem de danske og new zealandske leereres holdninger har
veeret si tydelige til trods for at materialet er s& forholdsvis lille. Jeg har med
al gnskelig tydelighed faet demonstreret - det kan man vel kalde en slags side-
udbytte - at undervisernes fagsyn i hgj grad kan influere pa, hvad de mener om
konkrete elementer i matematikundervisningen og at forskelligt fagsyn giver
anledning til forskellige holdninger og forskellig praksis.



110 Diskussion og konklusion

Det er maske iszr den tredie opgave: at ggre redé for pd hvilken méde beviser
og bevisfgrelse kan siges at veere repraesentative for sarlige trak ved faget ma-
tematik, der har veeret den sveereste at lgse. Som jeg har papeget har der ikke
vaeret meget at hente i litteraturen og heller ikke hos leererne og jeg har derfor
veeret henvist til eget tankearbejde. Muligvis er disse trak s& selvfglgelige, at
de er underforstiede i litteraturen - men jeg tror snarere, at der er tale om en
mangel, som man godt kunne ggre meget mere ud af at udbedre, end jeg har
faet gjort her. I forhold til iszr de danske lzreres syn pa formalet med ma-
tematikundervisningen: at eleverne skal erhverve sig indsigter i karakteristika
ved "faget matematik” leverer sddanne overvejelser materiale til begrundelser
for bevisers tilstedevaerelse i matematikundervisningen. At have begrundelser
og eksplicit kunne formulere dem er, som jeg ser det, fundamentet for at kunne
undervise i beviser p4 en god méde.

Den fjerde opgave: selvsteendigt at tage stilling til begrundelser og muligheder
for at have beviser i matematikundervisningen, har maske mest varet en van-
skelig opgave fordi jeg med en naturvidenskabelig baggrund ikke er s& vant til
selvstzendigt at skulle skabe egne synspunkter og argumentere for dem.
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Interview Questionnaire

The interview questionnaire is divided into three parts:

Part 1 In this section I will refer to some examples of proofs that could potentially be
taught at 6th and 7th form level. I have given more or less formal versions of
each of these and would like to discuss with you in which way they differ or are
similar to the way you verify theorems at this level.

Part 2 Here you will find some examples of proving activities. I would like to discuss
with you whether you think similar things can be found in mathematics teaching at
6th and 7th form level..

Part 3 Some questions of a more general nature.

Verifying theorems in the classroom

The questions in this section refer to proofs and arguments for 4 theorems. They are
placed in the appendix to the interview questionnaire. I have given 2-3 arguments for each
of the theorems. These range from being very informal arguments to arguments which in
their nature are more like a formal proof.

It might be that you do not teach all of the example proofs. Just comment on the ones you
actually do teach. The examples are

Ex 1 - P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANB) [Usually taught in the 7th form Statistics]
Ex 2 - Differentiation, the product rule [Usually taught in the 7th form Calculus]
Ex 3 - Series, sum of uneven numbers [Usually taught in the 7th form Calculus] -
Ex 4 - V2 is an irrational number [Usually taught in the 7th form Calculus]
2. Do you consider the theorem a mathematically important and interesting result?
Why\why not?
3. Do you consider the proof of this theorem interesting for the students in itself?
4 Which of the factors listed below would you mention as reasons for proving or
arguing for the theorem? If you have more than one - which is the more signifi-
cant?

a) The argument is in the textbook or a resource book

b) The argument convinces the student of the truth of the theorem
c) The argument explains to the student why the theorem is true
d) Other reasons

5. How would you introduce the theorem?
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Which one of the presented versions comes closest to the way you present the
theorem?

Ex1:Version 1 2 3 Ex2: Version 1 2 3

Ex 3:Version 1 2 3 Ex4: Version 1 2

(Please circle the preferred version)

In which way do you consider your argument for the theorem different? Is there:

a) More or less use of symbols and formal definitions
b) A longer or shorter argument

¢) More or less extensive use of drawings and figures
d) More or less extensive use of number examples

e) Differences in other ways, please indicate:

Would you describe the version you present as a préof? Why/why not?

Would it make the formal versions more acceptable for you to teach if the words
“theorem” and *“‘proof” were removed from them? Why/why not?

Version 1 of the arguments (except for ex 4) is the theorem argued for by referring

directly to a number example. If this version is the best one in your opinion: How
come that you find the number example sufficient?

What is the difference between the way the theorem is presented in the textbook
and the way you present it - if any? When you teach proofs or arguments for theo-
rems, which other sources of inspiration than the textbook do you use, if any?
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Proving activities

12.  Below I have given some examples of different types of proving activities. Please
indicate for each example if you make your students do similar activities in class
and supply me with examples of such activities if you do.

a) Type 1: An exercise where the students are explicitly asked to prove a theorem
and can do so by using definitions and rewriting the original expression.

« 1_ 2 .
Show that — ==, z=x+iy”
|27
(Delta Mathematics p. 95)

b) Type 2: An example where proof by induction is required
' 2 n(2n=1(n+1)

6

for all ne N”

“Prove this result by induction: 12+2%+...n
(Delta Mathematics p. 273)

c) Type 3: An example where the students refute a theorem by producing a coun
terexample or an argument that show the theorem cannot possibly be true.

“Prove or refute that n>-n+41 is prime forn=0, 1, 2....”
(Mathematics in the New Zealand Curriculum p 162)

d) Type 4: An example where the students are not explicitly asked to prove any
thing, but the students have to give a proof in order to solve the problem.

“Which n-polygons can be folded along a line as shown in the diagram so that

the resulting polygon are n-polygons as well?”
(Revised version of 2 problem in J. Mason’s “Thinking mathematically” p.196)

e) Type 5: An example where the students do a proof in order to understand the
reasoning involved in a textbook proof.

“Prove as for V2 thatV3 is irrational. Why does the proof break down if we try

to show that V4 is irrational?”
(Delta Mathematics p. 83)
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General questions

By “formal proof” I mean prdofs that are explicitly termed “proof” in the textbooks.

13.

14.

15.

16.

17.

Do you generally go over the formal proofs in the textbooks when you teach?
If you do is it among your main reasons that working with formal proofs:

a) The proofs is in the textbook and/or is part of the material you usually make use
of in your teaching.

b) Enhances the students ability to follow logical deductions

¢) Are necessary because proofs possesses features which are unique to mathe-
matics as a subject .

d) That the knowledge of proof and a feeling for what constitutes a correct
mathematical argument is a useful and necessary tool in problem solving

e) Other reasons, please indicate them:

If you do not is it among your main reasons that working with formal proofs:

a) Is not relevant for the average student learning mathematics at 6th and 7th form
level - only for the gifted students who might potentially study mathematics or re-
lated subjects.

b) Other activities (which?) are more rewarding for the student’s understanding of
mathematics.

¢) Understanding of formal proofs is not required in the 6th form certificate exam
and the bursary exam. '

d) Other reasons, please indicate them:

Do you spend less time going over formal proofs now that you did previously? If
so, what other activities have replaced this time?

Do you find that less emphasis is placed on proof, proving and rigor in the New
Zealand mathematics teaching at 6th and 7th form level compared to when you
started teaching? If so, do you find it a good or a bad thing?

‘Do you find that the new curriculum (the 1993 curriculum) places more or less

emphasis on proof and proving than the previous one?

Why should students be exposed to probf and proving at all in your opinion?
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Appendix

This appendix contains four proof examples each with theorems that could potentially be
proved at 6th and 7th form level.

Example 1: Probability theory
If A and B are not disjoint then

P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B)

An introductory number example

All the versions of arguments/proofs for this theorem are preceded by this number example.

A dice game '
Two dice are thrown. In order to get a point in this game you ought to have dice where you

get
e A total of 10 or more
e or: throw a double

" We would like to calculate the probability for getting a point throwing the dice once. Looking
at the outcomes set up in-a scheme it-can be seen that theréare 36 possible outcomes. We

1 2 3 4 5 6

[ T T—T- -
2 #
3 hd
*
4 3
r 1A
5 R s
: . R *
observe that there are: 6 #|.

e 6 outcomes where the total score is 10 or more (*)

¢ 6 outcomes which are doubles (#)

However, as can be seen from the figure some of the outcomes are identical. The two outcomes
(6,6), (5,5) are both doubles and with a score of 10 or more. As can be seen from the figure
there are 10 different outcomes, which will give a point. Hence the probability of getting a
point is: % = 1%.

The events: “the score is 10 or more” and “doubles” are not disjoint, that is, they have
common outcomes. In order to find the probability of the two events we will have to take
the common outcomes into account. Finding the probability of the two events individually:
5% + 5% we count the two common outcomes twice - there are only 10 different outcomes. In
order to calculate the correct probability we have to subtract the probability of the common

outcomes: . We can find the probability of getting a point as:

6.6 2 10
3673636 36
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Version 1

In the number example we have two events: “the score is 10 or more” and “doubles”. Terming
these two events A and B what we wanted to do in the number example was to calculate
P{A U B). We had to subtract the probability of the common outcomes - this is P(A N B)
from the probability of the events P(A) and P(B). Hence

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Version 2

As can be seen from the number example we can not get away with just adding the proba-
" bilities of two events to get the probability of the union of the two events, because they may
not be disjoint. Looking at two arbitrary non-disjoint events A and B we will prove that the
probability is given by: P(AU B) = P(A) + P(B) - P(ANB).

Proof! ‘

P(A) + P(B) is the sum of the probabxhty for all the events in A and B. However, the
probability of the events in A N B is counted twice. If the probability of these events is
subtracted from P(A) + P(B) we must get the sum of the probabxhtles in AU B. Hence
'P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(AN B).

Version 3

" In the number exa;mple we found the probability of the union of two events, which are not
disjoint. We will now prove that the probability of the union of two arbitrary events A and
B is given by P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B).

Proof?:
The event AU B can be partmoned into three events

AuB (AnB‘)u(AnB)u(A‘nB)

Additivity then gives

P(AUB) = P(ANB°)+P(ANB)+ P(A°NB)
[P(ANB°)+ P(ANB)]+[P(A°NB)+ P(ANB)] - P(AN B)
P(Ay+ P(B)- P(ANB):

!From Carstensen “matematik 2", p. 200
2From Fraser “Probability and statistics™ p. 30
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Example 2: Differentiation - the product rule

Theorem for differentiation of a product of two functions:
(f-9Y=Ff-gd+g-f

. An introductory number example
Applying the nile for differentiating z” to z° we get 5z%. However, z° can be seen as a product
of for instance z2-z3. How do we differentiate a product? Knowing the rule for differentiating
a sum, one could be tempted to think that what we had to do was to differentiate each term
in the product. But this yields: 2z - 3z% = 6z3. ,

5

Version 1 A
The rule for differentiating a product of two functions f(x) and g(x) is:

(f-9=rf-9'+f-g

where f and g are short for f(z) and g(z) and f' and ¢’ are short for f'(z) and ¢'(z). Looking
at the number example we term z° h(x). k(z) is the product of the two functions z* and z°.
Set f = z2 and g = 3. We will need the derivatives f/ = 2z, ¢’ = 3z%. Using the rule for
differentiating products we have

(f-9) = 2% 322 +2° - 2z = 3z% + 2z% = 52*

that is the rule yields the same result as the rule for differentiating z”.

Version 2
The rule for differentiating a product of two functions f(x) and g(x) is:

(f-9)=Ff-d+f-g
where f and g are short for f(z) and g(z) and f' and ¢’ are short for f' (z) and ¢'(z).

Proof: 3
Assuming that f(x) and g(x) are continuous functions and differentiating from first prmcxples

(F -g) = Jim flz+ h)g(z +hh) — f(z)g(=)

Adding and subtracting g(z) f(z+h) does not impose any changes on the expression. Writing
it up and rearranging:

(& + h)g(z + ) — F(z)g(z) + g(z)f(z + h) = g(z) f(z+ h)

(f-9) = lim .
tim [g(z)ﬁzigz;ﬂz_) ¢ fle g 2EER g(z)]

By definition of the derivative of f(x) and g(x) and the fact that f(x) is continuous.

flz+ h) f(=)

h—ro

lim

h-+0

= f’(z)
g(z + h) y(=) ¢'(2)

,}x_xg;,f(z+h) = f(z) -

3l"'rom Tom Apostol: Calculus vol 1, p. 165
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Applying the rules for the limits of sums and differences we can write the expression as:

-0 = iy [ote) ELRIED 4 gz 4 pyole2 M) =gte)] |

9(z) - f'(z) + ¢'(z) - f(z)
QED
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Example 3: /2 is an irrational number

The motivation is intended to proceed the versions of the arguments for that /2 is an
irrational number.

Motivation

The various subsets of numbers can be motivated by operations we want to perform. We
have got positive numbers in order to be able to add numbers, negative numbers in order to
be able to subtract numbers and rational numbers in order to be able to divide numbers.

We want to be able to perform yet another operation: Take the square root in order to
solve equations of the form z2 ='a, a > 0. If a is not a perfect square, this equation is not
solvable unless we permit the existence of irrational numbers.

Irrational numbers are numbers that cannot be written as fractions. Examples are =, e
and /2. They are characterized by being infinite non-periodic decimal numbers.

Imaginary numbers are yet another extension with respect to performing operations.
With imaginary numbers we are able to solve equations of the form z? = a when a < 0.

Version 1

$

0 V2

If we construct a right angled triangle with sides 1 and 1 on a number axis and irrational
numbers do not exist we face a paradox, since the length of the side lying on the number
axis is V2. If V2 do not exist we have a “hole” in the number axis which are presumably
continuous. We need some numbers to fill these holes - irrational numbers.

Irrational numbers are numbers which can not be written as fractions. Examples are
e and /2. They are characterized by being infinite non-periodic decimal numbers.

Version 2

Proof:4

We can prove that v/2 is an irrational number by proving the equivalent negation: V2 is not
a rational number. If /2 is not a rational number £, ¢ and a being positive integers, thén
there is no solution to:

\/§=§¢>202=c2 (1)
Assume that £ is a solution and that ¢ and a have no ccmmon divisor. ¢2 must be an even
number, since any number multiplied by 2 is an even riumber. c¢? being an even number
implies that ¢ is an even number. This can be seen from the fact that if ¢ is odd, say
¢ =2m+1, then ¢ = (4m? + 4m) + 1 is also odd; therefore if ¢? is even, ¢ must be even,
say ¢ = 2m.
Writing ¢ = 2m in equation (1)

2a? = 4m? & a® = 2m? (2)

This implies that a is also even. Since a and ¢ are both even numbers they have a common
divisor in contradiction with the statement that a and ¢ do not have a common divisor. Since
there is a contradiction it must be true that /2 is not a rational number. One could choose
to term it an irrational number.

* From Barton: ’Delta Mathematics™, p.82.
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Further questions

There are two things, I would like to discuss further. One is the extent to which proving is taught and valued in your
classroom. The other is if you think of and teach proof as being representative for features of a class of proofs.

Proving

The n-polygon problem: “Which polygons folded along a line of symmetry becomes n-polygons?” can be solved by
in this way:

Define a ’line of symmetry’’ to be a cut of a polygon so that each side of the cut holds the same numbers of lines and
corners. With respect to the resulting numbers of sides there are three kinds of cuts: Cut 1: Comer to corner, cut 2: side
to side and cut 3: corner to side.

cut 1: corner to cut 2: side to side cut 3: corner to
comer side

Cut 1 and 2 along a line of symmetry is only possible when the polygon has got an even number of sides and cut 3 is
only possible when the polygon has got an uneven number of sides.

The problem can be solved by setting up three equations. To the left side put the number of sides in the two new
polygons created by cut 1,2 or 3. Asking for a cut which creates an n-polygon this divided by 2 must equal n. Observe
that cut 1 contributes 2 sides to the new polygons since a cut-side constitutes a side in a new polygon. Cut 2 contributes
4 sides since in addition to the cut-sides there are two sides in the original polygon which are divided and contributes 2.
Cut 3 contributes 3 sides with one side divided. We are now in a position to set up the three equations.

(1) Cut 1 and a polygon with an even number of side. This cut contributes 2 sides to the two new n-polygons.

- 0= (n+2)/2 <> p=2 (not a polygon)

(2) Cut 2 and a polygon with an even number of sides. This cut contributes 4 sides to the two new n-polygons.

n=(n+4)/2 <> n=4 (a quadrilateral)

(3) Cut 3 and a polygon with an uneven number of sides. This cut contributes 3 sides to the original polygon.

n=(n+3)/2 < n=3 (atriangle)

From this it can be concluded that the only n-polygons folded along a line of symmetry giving n-polygons are a triangle
and a quadrilateral.
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This task is characterised by that

1) the student doesn’t know the answer

2) there is no obvious strategy for how to argue for the answer and it can be done in many ways

The student has to be able to set up a hypothesis and has to be able to argue for the correctness of it - for instance by
setting up the equations showing that only a triangle and a quadrilateral out of the infinitely many possible n-polygons
are subject to the criteria mentioned in the problem.

Question 1 '

Is the ability to produce such argument without having an idea of what the argument should look like beforehand
something you value in your classroom? Should your students be able to discern between “convince yourself”,
“convince a friend”, “convince an enemy’?

Question 2
Can you think of any examples?

Question 3
Is it something you consider important personally - is it something you consider important for the student?

Question 4
If the example is something you consider “too complicated” for the student: how do you prepare your students for
problems like these in the exam?

“prove that n(n-1)(n-2) is divisible by 3"
(proof by induction)

“Given that 2’=i explain without actually solving the equation why the none of the solutions can be real”
(In order for a real number to be a solution to the equation it should be possible to cube a real number and get a complex
number)

“For two numbers p and q, suppose that p is rational and that p+q is irrational. Is q rational or irrational, or could it
be either? Justify your answer.”

(If q is rational then p+q is rational since the sum of two rational numbers is a rational number. Since p+q is irrational q
must be irrational)

Question § .

Would you be teaching prescription proofs, other proofs or solving problems, emphasise in your class:

a) that number examples can not be used to prove a general statement, but they can disprove a false one.

b) that it is not enough to investigate a couple of cases (find the pattern) and draw the conclusion if one want to argue for
a statement/a solution to a problem.

Question 6
Which features about the proof do you emphasise, when you do the prescription proofs (e.g. trigrules, area of triangle) in
order to help your students being able to prove them at the exam?
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Proofs as “representatives”

Question 7
Which features about the proof do you emphasise, when you do the prescription proofs (e.g. trigrules, area of triangle)
in order to help your students to be able to do it at the exam?

Question 8 : »

One way of viewing proofs are to see them as representatives for a certain class of proofs . By proving something you
are able to tell that something is possible or impossible, that an object with certain desired features exists or do not exist,
that a “rule” has to be the way it is in order to maintain consistency:

¢ existence/non-existence proofs (that the squareroot of two can not possibly be a rational number is a’
non-existence proof. There does not exist a rational number equal to the squareroot of 2)
¢ possibility/impossibility theorems (it is not possibie to find an n-polygon with n dxfferent from 3 and 4 which folded
along a line of symmetry gives an n-polygon).
s rules that govern a “new” mathematical operation in order to be consistent with the already defined operations (the
~ product rule)
+ relations between “new” mathematical objects (tngonomemc functions) - as a consequence of the basic properties of
the tngonometnc functions.

Are such perspectives something you would include when teaching proofs?




B Interviews med de new
zealandske laerere

B.1 Interview med T1

B.1.1 Beviseksemplerne

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

T1 introducerer til teoremet med et eksempel pa to ikke-disjunkte haendelser;
fangst af en bestemt farve fisk i et tilfaelde, hvor der optreeder tofarvede og
ensfarvede fisk. '

I like to use concrete objects like, you know, colours of fish, fish in different
colours, that sort of thing and have one (set) with blue and red fish and in the
intersection I use blue fish with a red tail or something like that, so that they
can actually see exactly what that means rather than using numbers.

T1 giver teoremet en forholdsvis grundig behandling, idet hun bade argumen-
terer uformelt for det og - som den eneste - farer et formelt bevis!

I would actually do the formal part, but I wouldn’t introduce it as such with the
formal part straight away. .

T1 finder, at stningen er sardeles vigtig og begrunder det med dens relevans
for opgaveregningen:

..it is important for them to know (the theorem) so that they can actually solve
problems. ,

I think it is important for them to know that theorem because a lot of - especially
tn 7th form - a lot of the probability questions requires them to understand
ezactly what disjoint and..mutually exclusive sets means og it provides sort of
a focus for them. Once they understand the theorem they don’t actually have

1Beviset for P(4A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B) som det er fremstillet i version 3 i
spgrgeskemaet

125
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to memorize that. They can actually use it for all sorts of things..for solving
different probability questions.

Selv T1 mener, at man ogs3 bsr argumentere mere formelt for seetningen, si
finder hun, at -det er centralt, at eleverne forstar seetningen og de indgéende
begreber, dvs forstar forskellen pa ikke-disjunkte og disjunkte handelser. Dette
har en hgjere prioritet end at de kender til beviset for saetningen.

It is important for them to know (the theorem) so that they can actually solve
problems..it happens quite often in the exam that this comes up, that the appli-
cation of that theorem...not proving it..that’s why it is important for them to
know the concepts rather than just knowing the theorem. Or just a proof of the
theorem.

I det sidste kontrasterer hun efter min mening udenadsiere af sivel bevis som
sztning ("knowing the theorem”) med forstéelsen af begreberne. Det er méske

underforstaet, at eleverne ikke er 1 stand til andet og mere end at leere beviset
udenad.

Produktreglen

T1 forer ikke dette bevis og begrunder det med tidmangel.

Differentiation, the product rule I don’t actually teach. I don’t actually go over
the proof for the product rule with my students...at this level.... quite often I am
pushed for time to fit in what we need to finish before the exams and in calculus
I was just put in that position that I had to rush through to get it done.

Eleverne bliver praesenteret for produktreglen som en hurtig made at differenti-
ere et produkt, som ellers ville kraeve at man gangede parenteser ud og herefter
brugte reglerne for differentation af sum/differens.? T1 forsgger ikke at over-
bevise eleverne om, at reglen “virker”, ved at se pa et tilfzelde, hvor man bade
kan bruge reglerne for sum/differens og produktreglen. Skal man argumentere,
skal det vzre ved hjzlp af et formelt bevis.

MH:.. What are you doing, when you don’t do a proof ?

T1: Well, that’s simple. You give them the rule.

MH: How do you "give them the rule”? T1: I give the rule as..that’s just the
rule, the product rule, you know...I would ezplain to them for a start, at the
6th form they have actually done some differentiation and up until then, if they
were given a product they had to expand it out before they could differentiate.
Now we have the rule to use. So you just give them the rule and they apply it.
MH: OK, so it would be...perhaps a bit like my version 1, then? .. T1...I will
not, if I have to prove it I would not just use that...I will actually prove it with
the actual more formal proof

2Eleverne ma her dels have haft kendskab til reglen for differentation af z” og dels have
set pA meget specielle tilfzelde, hvor koeflicienten til x er 1 ogsi i produktet og f.eks. have
differentieret x(x+1)
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Udover tidmangel begrunder T1 fravalget af produktreglen med, at eleverne
ikke er motiverede for “beviser for bevisets skyld”. T1 finder personligt beviset
interessant, men mener ikke, at det ngdvendigvis er det for eleverne. Herudover
er det meget vanskeligt at motivere eleverne for beviser, hvis det ikke indgar i
eksamenspensum.

Yeah, to me it is. I have to admit that, even at that level interest does not come
in.....If it is @ proof and if it is in bursary I will get the whole class’ attention.
If it is a proof for interests’ sake: no.

Det er interessant, at T1 finder det ngdvendigt og relevant at inddrage beviset
for P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) i sin undervisning, da P(AU B) =
P{A)+ P(B)— P(ANB) heller ikke er et obligatorisk bevis. Jeg mener arsagen
til det er, at hun kan opn4 et gnsket udbytte - bedre begrebsforstaelse - ved at
argumentere uformelt og mener, at hvis man skal argumentere, s skal man ga
linen ud. Brugen af P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) i opgaveregningen
kreever at eleverne har forstaet, hvad sztningen handler om og de indgéende
begreber. Det finder T1 tilsyneladende ikke er tilfzzldet med produktreglen.

Beviset for at v/2 ikke er et rationalt tal

Dette bevis fgrer T1 ikke - og det geelder samtlige af mine new zealandske
interviewpersoner. T1 begrunder fravalget med, at beviset i sig selv er for svaert
for eleverne og de vil have svaert ved at se betydningen af det.

the majority of the students I teach would not be able to really understand how
to go about doing it. For what they see, the don’t see the need of having to do
it. And when (if) I do it, it is really over their top, probably the time would be
wasted, too, in that they would not be able to fully understand the significance
or (of) what I am trying to do, when I prove things like that with them.

Da T1 bliver spurgt, om man i forbindelse med at udvide talmeengden til irra-
tionale tal, da blot skal anfgre, at v/2 er rational "pr. definition” siger hun:

By definition - I mean they are 6th formers. I would introduce them to irratio-
nal numbers when we do, you know, sets of different numbers, that we sort of
talk about. All the different types of numbers. They will be familiar with count-
ing numbers, you know, natural, whole..talk about that and when it comes to
rational numbers, they very often don’t know what rational numbers are so you
say, you know, this is a number that can be written as a ratio. Then there is
_ a set of numbers which are irrational, you know. They would not have met the
word m before, but they would have come across /2. So you know, what is the
V2, you know and then they start.

Jeg tror det T1 her refererer til er, at eleverne kender til det irrationale tal
v2 og at ”and then they start” refererer til at netop dette tal bruges som
udgangspunkt for at eleverne “undersgger” et irrationalt tal og “opdager” at
det ikke kan lade sig ggre at skrive det som en brgk.
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T1 anser det vigtigste for at veere, at eleverne bliver si fortrolige med irrationale
tal, at de kan regne med dem. Det er som jeg ser det den egentlige arsag til, at
T1 finder beviset irrelevant.

What they need to know about irrational numbers? They have to be able to work
with surds...manipulate surds.

B.1.2 T1’s holdning til beviser i matematikundervisnin-
gen

Hvis T1 velger at gennemga et bevis, s er det imidlertid tilsyneladende sadan,
at hun valger enten at “ga hele vejen”, dvs argumenterer formelt for teoremerne
eller blot giver eleverne formlen” og leerer dem at anvende dem.

Beviser er relevante for eleverne, hvis de er relevante for opgavereg-
ningen

Jeg synes, det er ret tydeligt, at T1 mener, at beviser i undervisningen pa den
ene eller anden made skal veere relevante for udviklingen af ”skills” - elevernes
evne til at regne opgaver. Enten i form af at “formlen” kommer til at fremsta
mindre mystisk eller i form af at arbejdet med beviset tilfgrer eleverne en
forstaelse af de begreber, der er i spil og hvor begrebsforstielsen er nyttig i
forhold til at kunne anvende sesetningen.

Beviser kan virke overbevisende og forklarende

Adspurgt finder T1, at et generelt argument for at have beviser i matematik-
undervisningen er, at de bidrager til at at forklare eleven hvorfor s=tningen
gelder.

b) would be the one that sticks out "the argument convinces the students of the
truth of the theorem” and then second I would say that "the argument ezplains
why the theorem is true. Rather than accept theorems as being true I would like
them to actually see why it is true and that they can actually think of ways of
disproving it.”




B.1 Interview med T1 129

Eleverne bgr forholde sig kritisk til matematiske sztninger

Det ovenstdende citat afspejler ogsd, at T1 vaegter, at eleverne forholder sig
"kritisk” til matematik. Hun vil gerne undgd, at give eleverne et billede af
matematik som en rakke satninger, som eleverne kritiklgst kan - og skal -
acceptere. Ideelt set mgder eleverne matematiske satninger med skepsis - og
forsgger at selv at modbevise dem. Beviser har si en forklarende/overbevisende
funktion.

At eleverne far en forstielse for beviset for en given satning har
ingen sammenhang med deres evne til at anvende sztningen

En af arsagerne til at det er vanskeligt at motivere eleverne for beviser - og at
det som laerer er svart at forsvare bevisers tilstedeveerelse i undervisningen - er
at der ikke er nogen sammenhang mellem at eleverne forstar saetningerne og
begreberne og at de kender til beviserne for dem.

I mean, let us face it. After you have done the proof you don’t touch it again,
but you apply it (the theorem) to solve problems. So they don’t really see the
point in learning the proof, when there is no use for it, I mean, you know, well
there is a formula for it anyway. So they don’t actually see the importance of
the proof behind it.

Beviser kan opgve elevernes evne til at tanke logisk

T1 erklerer sig enig i, at beviser kan stgtte elevernes evne til at fglge logiske
udledninger. Det anses dog for perifert i forhold til elevernes evne til at lgse
matematiske problemer - det er siddan jeg fortolker “the way they approach
things”.

MH: It is perhaps the reason why you think that the students should have them
(proofs), that it "enhances the students ability to follow logical deductions”?
T1: I think the process is important, rather than the actual proof itself..it is
actually getting..the way they approach things is interesting..the way they ap-
proach things and do things is much more important than the proof itself.

Jeg tolker “things” som problemlgsnings-situationer og selvom det ikke er det
T1 bliver spurgt om, s& er det hun giver udtryk for, at det er vigtigere at
eleverne stgder pd problemlgsnings-situationer end at der er beviser i matema-
tikundervisningen.
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-Det kraeves ikke at eleverne er i stand til at forst& beviser

..for the prescriptions® they don’t really need to know the proofs. It has been
taken out. So, in previous years when you are really pushed for time we just
went over the things in the course, which are important, the revision of the 6th
Jorm work and they do ezercises, they do a type problem...

Det T1 giver udtryk for i det ovenstaende er, at det der bliver kontrolleret til den
skriftlige eksamen er elevernes evne til at regne opgaver, s& beviser er (udover
de beviser eleverne kan risikere at blive eksamineret i) ikke eksamensrelevante
og kun noget, der er plads til, hvis der af en eller anden grund er et overskud af
tid. Beviser i matematikundervisningen er som sddan et “overskudsfznomen”,
set fra T1’s synspunkt. Det er noget man valger at bruge tid pa, hvis der er et
overskud af tid eller sammen med serlig dygtige elever.

If I had time, definitely!..I would push them over proofs that we may not neces-
sarily be using, but if it is interesting and related to what we are doing, I would
do them.

...So this year, I will have some time before the test. That is when I would go
over the formal proof of it...

Beviser er i de fleste tilfzelde for svzere for eleverne

Udover at beviser anses for at vaere irrelevante i forhold til elevernes evne til at
anvende sztningerne, si argumenterer T1 for, at beviser ganske enkelt er (for)
sveere for flertallet af eleverne. Beviser er ganske enkelt spild af tid og kan veare
direkte skadelige, hvis de prasenteres for eleverne som noget man” bgr kunne
laere og forstd - i den forstand, at det giver eleverne nederlagsfglelse overfor
matematik.

..if I feel that the majority of the students - the majority could be the whole
class - they probably would not be able to follow it. And not only are they
very frustrated; they actually feel..it lowers their self-esteem when.. when they
feel this is the level that they should (be) learning at ...they get deflated and
get...discouraged very easily when that is the case.

Hun finder, at eleverne ganske enkelt ikke vil forst4, hvad det hele gir ud pa -
beviser er for abstrakte til at man kan forvente at de kan forstd og s=tte pris
pé beviser.

Det T1 opfatter som hovedproblemet er, at beviser er meget symboltunge og
det blokerer eleverne overfor. Som hun siger om beviset for P(AUB) = P(A)+
P(B)-P(ANB):

3The prescriptions er en pensumliste for de skriftlige eksaminer skolerne kan veelge at lade
eleverne i 6th og 7th form tage - 6th form kan dog ogsa laves som en intern eksamen
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I will always introduce them, you know from my experience, it’s just that.. the
students can be turned off and turned on. Turned on and turned off very quickly
and...anything to do with algebra and letters straight away, strazght on, I would
probably have lost them within the first five minutes .

og de fgler sig mere overbevist, hvis man bruger taleksempler

Most of them are less turned off by numbers. It is, you know, even at 4th and
6th form level, given the unique case they are more able to accept it, but when
you talk about general cases, that’s when you start loosing them .

Beviser er forbeholdt *szerligt dygtige elever”

Beviser er forbeholdt "szrligt dygtige elever” uden at det dog star klart, hvad
de ggr godt for, udover at de serlig dygtige elever ikke oplever et nederlag,
fordi de rent faktisk kan fglge beviset.

Well, I will do it, if it is definitely prescribed so...if it is definite. I will do it if I
have time and it is of interest to me and the students. I would do it if, say like
(with) 3rd form I would do some proofs with them that is not required at all,
because they are actually able to follow it and to actually get some...get some
satisfaction out of doing it.

Opsamling

T1 underviser i beviset for P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AN B) men ikke
i beviset for produktreglen og beviset for at v/2 ikke er et rationalt tal. Mens
problemet i forbindelse med produktreglen fgrst og fremmest er tidmangel, s3
finder T1, at beviset for at /2 ikke er et rationalt tal, ikke vil give mening for
eleverne. Det eleverne skal lzere omkring rationale/irrationale tal er at mani-
pulere med rodudtryk og i denne sammenhzng er det tilstraekkeligt at vide at
V2 er irrationalt.

T1 finder at hvis man valger at argumentere for en satning, s& skal man ogs3
bevise den med, hvad T1 opfatter som et formelt bevis. Hvis ikke man giver et
bevis, s skal man helt undlade at argumentere for sztningen - formentlig for
ikke at give eleverne et billede af, at man rent faktisk har argumenteret “or-
dentligt” for satningen. I det sidste tilfzelde bliver det tale om at “give eleverne
formlen”.

Gennemgéaende finder T1, at mens hun godt personligt kan finde beviser in-
teressante og meget kvikke elever kan finde beviser morsomme, si er det lidt
perifert. Matematik fgrst og fremmest er noget, man anvender og beviser har
ingen betydning for elevernes evne til at ggre det.

Nar T1 prioriterer at give beviser for s®tninger, er det sztninger, der er an-
vendelige, forstdet som anvendelige for at regne opgaver. Beviser har en plads
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1 matematikundervisningen i kraft ‘af, at man ved at arbejde med at forstd be-
viset ogsa styrker forstaelsen af de indgdende begreber i sztningen og i kraft
af at overbevise eleverne om rigtigheden af resultatet.

Mens det er rimeligt at forlange, at eleverne tilegner sig en forstielse af de
indgéende matematiske begreber - det er jo en forudsesetning for at kunne regne
opgaver - s er beviser generelt for abstrakte og for svaere til at man kan forvente
at gennemsnitlige elever forstar dem. Beviser er generelt noget, man kan ggre
med/presentere for den sarlige gruppe af elever, der synes at “ren” matematik
er sjovt.

B.1.3 Bevisfgrelse
Kommentarer til polygonopgaven

T1’s kommentarer til polygon-opgaven er interessant nok, at det er en problem-
stilling, hun vil prasentere for sin szerlig dygtige 3rd form klasse - ikke de zldre
elever!

..that sort, I would like to give it to the 8rd formers.

Dette begrunder hun med, at hun her har et overskud af tid her, fordi eleverne
her meget hurtigt er i stand til at tilegne sig “basispensum”.

I have a topstreamed® 3rd form, so all the skills and so on are learned very
quickly which gives me a lot of time to play around with other things

Det viser sig imidlertid, at det er problemstillingen hun finder interessant og
relevant for eleverne og at hun ikke vil forlange, at eleverne selv argumenterer
for svaret pa opgaven (det er kun en trekant og en firkant, der opfylder kravene).
Hun anser det for tilstraekkeligt at at eleverne fremsetter lgsningsforslag og
argumenterer for dem vha taleksempler (nok snarere tegninger i dette tilfalde).
Det er sedvaneligvis ikke eleverne selv, der argumenterer for sddanne opgavers
lgsning, men T1 selv.

I do let them prove in their own way. And at that level most of their proving is
done by showing lots of different numerical examples, rather than the general
one. And gquite often, when I do the show-up, the debriefing, that’s when I
show them one way of coming to a general proof of what they are doing, unless
someone has actually done it.

Herudover er der formentlig tale om en art “pensum-fiksering”. Polygon-opgaven
er - pd overfladen - en rent geometrisk problemstilling og geometri indgér i
pensum pi de lavere trin i det NZske skolesystem.

4Der er tradition for iseer p4 de lavere klassetrin og i visse fag at dele eleverne efter evner
ogsA pA folkeskoleniveau.
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Det er ikke i n=vnevaerdig grad et krav fra “systemets side”, at ele-
verne bliver i stand til at fgre beviser

Bevisfgrelse er - i lighed med inddragelse af beviser i undervisningen - noget
man ggr, hvis der er et overskud af tid, noget man ggr “for sjov”. Snarere end
at veere noget, der anses for at vare vigtigt for eleverne, er det “matematik for
matematikkens skyld”. Opgaver af en type, der kunne bruges til at motivere
eleverne for at fgre beviser forsvinder ganske enkelt i 6th og 7th form, hvor
eleverne bliver meget eksamensorienterede og ikke vil “kgbe” undervisning i
noget, der er “for sjov”.

....in 6th and 7th form there are certain proofs they have to learn and that is
where I spend time doing the proofs, but I have not got that eztra time...to do
proving and activity, proving for the sake of it, proving for the fun of it.

Foreholdt nogle bevisopgaverne fra eksamensszttet - og adspurgt, hvad hun ggr
for at forberede sine elever pa sddanne opgavetyper, siger T1, at disse opgaver
ikke giver ret mange point og at krafterne er bedre anvendt p& mere basale
ting, dvs lettere opgaver.

I do not spend (time on) the especially the first and the third one. I wouldn’t
have spent time and troubles going through that.

For the majority of the students to be able to do that sort of questions is a lot
less and the mark that you can get from any exam on those are.. I would say
that most teachers are happy to forgo those marks and make sure they get all
the simpler marks.

I det omfang, at bevisfgrelsesopgaver fra eksamensszttene overhovedet indgér i
undervisningen er det som et led i undervisningsdifferentiering - det er opgaver
sarlig dygtige elever bliver sat til at lgse.

I mean, with one or two students I would point those questions out to do.

Det kan kun lade sig ggre at lzere "almindelige” elever mere mekaniske
faerdigheder s& som at fgre induktionsbeviser

En interessant iagttagelse, der igen underbygger, at T1 i almindelighed finder
bevisfgrelse for svaert er, at hun beklager, at induktionsbeviser er taget ud af
pensum. Hun ser induktionsbeviser, som noget det er let at leere eleverne (dvs
man undgér at give dem nederlag) at fgre og “se”, hvornar kan bruges.

I thought, things like induction is a very good tool for the students

Det er i og for sig ikke s& meerkeligt, at T1 finder induktionsbeviser tiltrak-
kende, da de fzerdigheder eleverne skal tilegne sig i forbindelse med induktions-
beviser er meget lig den, de har i den “almindelige” opgaveregning, dvs de skal
kende og kunne indsatte i "formlen” og kunne se, hvornir man kan anvende den.
Her skal eleverne i stedet blive fortrolige med algoritmen for et induktionsbevis

Nag??

og laere at "se”, hvornar man kan bruge induktionsbeviser.
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it’s just some formal thing they can latch on to. I mean, it gives them a
tool...right now none of the 7th formers would have heard about induction. They
wouldn’t know how to apply it, they wouldn’t know when to use it. They haven’t
even tried to use it...I mean all the proofs that they have got now are formal
proofs that follow a certain method. And..just like that, they have another tool
to use, you know. It is not really hard to learn at this stage.

Induktionsbeviser anses for at vere en mulighed for at give eleverne en erfaring
i formel bevisfgrelse. Det er at vise dem at beviser ogsa er noget, hvor man ggr
brug af en bestemt fremgangsmade og at der ogsa i beviser ligger strukturer
og algoritmer, som det kan lade sig ggre at tilegne sig. P4 den méade bliver
induktionsbeviser i kraft at vare let tilgengelige forstaet som lette at lare at
fare, noget, der kan give eleverne erfaringer med ting med markaten "bevis” og
"bevisfgrelse”, som eleverne fgler, at de kender til og kan.

B.1.4 Opsamling

Polygonopgaven synes T1 er interessant, men den er det i kraft af problem-
stillingen og i kraft af at veere en "sjov” opgave. Man kan godt forlange - ogsd
af yngre elever - at de fremsatter en hypotese om opgavens lgsning, men man
kan ikke forvente, at de er i stand til at argumentere for det med andet end
taleksempler og tegninger.

Generelt anser T1 bevisforelsesopgaver for at veaere for svare for eleverne, men
forst og fremimest er det ikke noget, der er tid til. Bevisfgrelsesopgaverne er
ganske enkelt irrelevante - de giver alligevel s3 f& point til eksamen. T1 kunne
dog godt tenke sig, at eleverne - som det tidligere har varet - lerte at fgre
induktionsbeviser. Dette er efter T1’s opfattelse let at leere eleverne.

I forhold til andre aktiviteter i matematikundervisningen fremstér bevisfgrelse
1 nasten endnu hgjere grad end beviser, som noget T1 ikke anser for at give et
brugbart/maleligt/vigtigt udbytte og som noget, som det ikke er afggrende, at
eleverne kan eller kommer til at prgve kreefter med.
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B.2 Interview med T2
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

T2 introducerer eleverne til sztningen ved at lade dem regne pa et passende
valgt taleksempel, saledes at de kan “opdage” ssetningen.

T2: How I would introduce it? I would use number ezamples first and
do..introduce it that way and then go to a formal proof. I would like them
to try and discover the pattern first. To discover the proof.

MH: What do you mean by pattern? That they do a lot of ezamples? T2: For
example with dice, we will have a look at..finding the probability getting a 3 on
a red dice and the probability of getting a  on a blue dice, and then what is the
probability of getting a 3% And you can work out from all the possible outcomes
that it is 11 out of 3, which is %+ é- - 31—6 so, you discover the rule, discover
the theorem basically by looking at examples and then that moves to prove it
formally. :

T2 skelner knap nok mellem at opdage sztningen og opdage beviset for det.
Det er ikke s& maeerkeligt her, eftersom argumentet i beviset i min version 2
og det at generalisere observationen af, at fellesmangden af de to haendelser
bliver trukket fra hinanden ligger meget tzet op ad hinanden. Det er da ogsd
denne mere generelle argumentation T2 refererer til som “formal proof”, som
han dog supplerer med et Venn-diagram.

T2 skelner mellem at eleverne forstar problemet og at de fgler sig ovebevist

om sxtningens rigtighed. De skal have en forstaelse for, at man hvis man blot
- adderer sandsynlighederne, som man ville ggre med disjunkte haendelser, sa far

man talt sandsynligheden for fellesmaengden for de to handelser med to gange.
" Taleksempler egner sig til at overbevise eleverne om sztningens rigtighed, mens
problemet ved blot at addere sandsynligheder og ngdvendigheden af at traekke
feellesmengden fra bedst illustreres ved brug af et Venn-diagram.

T2: I would use a Venn diagram to explain that, the problem. And I would use
number examples sometimes like the dice, just to show them that it does work..]
would probably try and convince them about the area of the Venn diagram and
work from that
MH: You would simply be looking at the area and "see” that one of them are
counted twice?

T2: Yes.

Selvom T2 betegner argumentationen som “do it formally”, s3 mener han ikke,
at argumentet udggr et egentligt bevis:

MH: Would you describe it as a proof?

T2: No, I probably wouldn’t. For that one I would probably just say it is an
ezxplanation of how we get the formula. I would still go through that formal
process of showing it. . :
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I modsetning til T1 finder T2, at den mindre formelle argumentation er til-
straekkelig for eleverne. Som det fremgér af citaterne, si argumenterer T2 for
satningen, for at forklare eleverne, hvordan man nar frem til formlen. Talek-
semplet overbeviser dem til gengald bedre om, at szetningen “virker”.

Produktreglen

T2 introducerer til teoremet p& samme vis som det er foreslet i interviewspgr-
geskemaet, hvor det med et taleksempel modbevises, at et produkt differentieres
med hver faktor for sig.

Basically your version 1 is what I would use to introduce it as an example and
they can see that the derivative of z° is not the same as the derivative of 2 - 3

Men han beviser seetningen efterfglgende.

MH: So you would do the full formal proof?
T2: Yes

T2 foretraekker egentlig - selvom han ikke lige kan huske detaljerne - at ar-
gumentere ved brug af du/dx-notationen, fremfor funktionalnotationen. The
students seem to have more difficulties with functional notation. OK? So that
is why I would be using du/dz so that they would find it easier. It is not impor-
tant for the (proof)

Jeg minder lige om at gangen i denne version er felgende:

En funktion y(x) er produktet af funktionerne u(x) og v(x). Lad éz betegne
en lille tilvaekst i x-vaerdien. dy,0v og dv betegner de tilvakster funktionerne
tilsvarende far. Man har altsa

y+ 0y = (v+ év)(u + du)
Da uv=y er:
uv + 8y = uv + udv + véu + dudv

Dividerer man med éz pa begge sider og reducerer fas:

. Oy dv du  dudv
Pl R A P

Lader man dz — 0 fas produktreglen:

dy_ o du
dz_udz+vdz

Dette er en symbolsk set simplere made at argumentere for, at produktreglen
folger af definitionen pa en differentialkvotient. Jeg ikke er enig med T2 i, at
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det ikke har betydning for selve beviset - det er jo forskellige argumenter, der
er brugt - men denne kommentar skal nok snarere fortolkes som at han anser
to de forskellige beviserne for at vare "lige gode” til hans formal.

En forstaelse af at produktreglen fglger som konsekvens af overvejelser omkring
tilvaekster i funktionsvaerdier er imidlertid ikke noget, T2 mener er alle elever
forundt. Beviset er for "seerlig dygtige elever”. Malet for de mindre dygtige er,
at de bliver i stand til at "bruge reglen”. Her formentlig forstaet som at veere
i stand til at genkende de situationer, hvor de har brug for at differentiere et
produkt og vere i stand til at ggre det.

MH: Do you think the proof in itself is interesting for the students?

T2: Yeah..for some students, yes.

MH: Who are "some students”?

T?2: Top students. Less able students are blown away. They won’t understand...

I would say (the proof) is nice to know. That is the words I use "nice to know”
and "need to know”. It is nice to know, but they need to know how to use the
rule

Dette understgttes af at T2 finder produktreglen betydningsfuld i kraft af at
veere en formulering af en regneteknik.

MH: Is this an important result?

T2: Yes..It is an essential skill, differentiating, being able to dzﬁerentzate a
product.

_ Beviset for at /2 ikke er et rationalt tal

Dette bevis har T2 slet ikke i sin undervisning og det er tydeligt, at han spon-
tant slet ikke har overvejet, at beviset kunne have indgaet.

I didn’t use that. It is probably an oversight on my part. So we didn’t talk about
it. We just assumed that /2 is irrational, because it has come up in earlier
years, so I didn’t actually prove it this year in one way or another

Han synes da heller ikke, at satningen er videre interessant, den far kommen-
taren "pretty trivial” med pa vejen.

MH: Do you think it is an interesting result?

T?2: Pretty trivial.. I don’t think the students would find it that interesting. It
is perhaps not the result that is interesting. I think that it is the process that is
interesting. I think it is the process of the proof that is interesting for that one.

Jeg tolker “process” som bevisets logiske struktur, dvs det er beviset som mod-
bevis, der er interessant - ikke selve sztningen.
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B.2.1 T2s holdning til beviser

Beviser forklarer, hvorfor satningen er sand

T2 anser det for vigtigt, at man argumenterer for seetningerne i matematikun-
dervisningen, sa eleverne far mulighed for at indse hvorfor satningen er sand.
Derimod ser han ikke beviserne som en méade at overbevise eleverne om, at
setningen er sand.

"the argument ezplains to the students why the theorem is true”, that is why I
would do it...It is the main one and it is the main one I would use for all proofs.
That basically ezaplains my rationale for teaching proofs in the first place.

I would rather think of my job as explaining rather than convincing

Jeg mener dog, at man skal forstd forklarende pa en ganske bestemt méde
- som forklaring af “formlerne”, regnereglerne i matematikundervisningen. De
dygtigste elever skal have en forstielse af “hvor formlerne kommer fra”.

I prefer to at least for some of them to know where the formula comes from.

Dette kan vere en af forklaringerne pa, at T2 ikke anser beviset for at /2 ikke
er et rationalt tal for at veere interessant. Det falder udenfor hans formal med
at undervise i beviser.

Beviser som studieforberedende

Som jeg har veeret inde pa anser T2 beviser for at vare et anliggende, der kun
angar de dygtigste elever. Gruppen indsnzvres vel i virkeligheden yderligere,
nar han fremhaever, at beviser fgrst og fremmest fungerer som en art forbe-
redelse for de elever, der mgder matematik pa en videregéende uddannelse og
dermed ogsé beviser. I 6th og 7th form har disse elever ndet et niveau, hvor
man kan forvente, at eleverne kan forsta simple beviser.

I think they (the proofs) should be there, because it is a formal mathematical
process. If they are going to study mathematics further on they will meet proof
at some stage and now is probably a good tog to meet it

Sammenholdt med at T2 mener, at brugen af symboler er det, der volder de
fleste elever problemer, s& kan man nasten se hans form3l med at have beviser
som at vanne eleverne til symbolbrug. Det er ihvertfald sddan jeg fortolker
“formal mathematical process”.

T2 finder umiddelbart ikke at de elever, der ikke fremover skal beskzftige sig
med matematik, har nogen gleede af beviserne.

MH:What about the students who are not going further on to study mathematics
T2:Well, that is their problem.
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Beviser skal vaere i matematikundervisningen for at understrege, at
man i matematik sdvel som i andre fag skal argumentere for sine
pastande

Selvom T2 umiddelbart mener, at beviser kun er af relevans for de dygtigste
elever, finder han ved narmere eftertanke at beviser for mere gennemsnitlige
elever har en berettigelse i at vise eleverne at der - ogsa i matematik - argu-
menteres for fremsatte pastande. Dette er et signal han mener ikke bare er af
veerdi i matematikundervisningen, men er et alment aspekt, som ogsd andre
fag bgr betone.

It is still good in that it shows them a way of formally proving something and by
that I just don’t mean mathematically, that by following a logical process they
can...they realise that they just can’t make statements without having to justify
them. I think that is an important concept.

Beviser kan ikke bruges til at overbevise eleverne om rigtigheden af
en saztning

Beviser virker efter T2’s mening kun overbevisende, hvis eleverne mgder mate-
matiske udsagn med skepsis. Denne skepsis mener T2 ganske enkelt ikke findes
hos eleverne. De er - ihvertfald i matematikundervisningen - villige til at ac-
ceptere hvad som helst.

I don’t necessarily want to convince the students, because the students.. you tell
them anything and they are convinced, all-right? They believe anything you say

Man kan maske sige, at han ihvertfald ikke ser det som sin opgave at lare
eleverne at veere kritiske.

Det vigtigste er, at elever kan bruge satningerne i opgaveregningen
- ikke at de forstar beviserne

I forbindelse med at T2 formulerer, at beviser er noget man skal inddrage i
i matematikundervisningen for de dygtigste elevers skyld, beskriver han ogs3,
hvad jeg vil opfatte som minimumskravet. Eleverne skal veere i stand til at
“bruge reglen”, formentlig skal det forstds som at de kan bruge satningerne
til at regne (eksamens)opgaver, uanset om de forstar den dybere mening med
satningerne eller ¢).

I would say this is nice to know. That is the words I use "nice to know” and
"need to know”. It is nice to know the proofs, but they need to know how to use
the rule.
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Beviser, kun hvis der er tid

I lighed med T1 nedprioriterer T2 beviserne, hvis han er presset for tid:

If we have not got a lot of time left, then the number of proofs I do will be
reduced. I will tell them this is the result”, so I won’t tell them why is the
result.

Som et eksempel p4 et bevis, der i givet fald vil ryge ud, naevner T2 produk-
treglen.

B.2.2 Opsamling

T2 underviser ikke i beviset for at v/2 ikke er et rationalt tal. Setningen er ikke
interessant, omend beviset kan tankes at vare det i kraft af at veere et mod-
stridsbevis. Derimod underviser han i beviset for produktreglen, hvis der er tid
til det og han argumenterer altid for at sandsynligheden af foreningsmaengden
af to ikke-disjunkte hzndelser er P(AU B) = P(A) + P(B) - P(ANB) .

Nér man ser bort fra at beviser har betydning for alle elever i kraft af at
signalere til eleverne, at man skal argumentere for sine pastande i matematik
s&vel som i andre fag, s& er beviser primeart for de dygtigste elever. Det er
et element i matematikundervisningen af studieforberedende art, mgntet pa at
forberede de elever, der senere hen vil mgde beviser i anden sammenhang.

Beviser kan have betydning for de dygtige elever i kraft af at give eleverne en
forklaring pé, hvorfor sztningen er sand, siledes at matematik fremstar som et
fag, hvor s®tningerne kan forklares. Mere snzvert formuleret, si skal eleverne
have en forstéelse af, hvor “formlerne kommer fra”, underforstiet de formler,
som de bruger i opgaveregningen. En af grundene til at T2 ikke prioriterer v/2
- beviset er formentlig, at sztningen ikke er en “formel”, men reprasenterer en
mere intern-matematisk problemstilling.

Beviser egner sig ikke til at overbevise eleverne om rigtigheden af en setning.
Eleverne accepterer ukritisk matematiske satninger.

T2 finder, at man principielt bgr bevise sztningerne, inden man sactter eleverne
til at bruge dem. Det er dog ofte af tidsmaessige hensyn ngdvendigt at prioritere
helt at undlade bevise medmindre det er et af de obligatoriske beviser.
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B.2.3 T2’s holdning til bevisfgrelse
Kommentarer til polygonopgaven

T2 er i princippet positivt stemt og finder at (bevis)opgaver - i lighed med
polygonopgaven rummer elementer af noget, der har berettigelse i matematik-
undervisningen. Men det er (for) sveert for eleverne. Han kommenterer polygo-
nopgaven med:

that sort of thinking is certainly valid - and they are not particularly good at
st....I guess we are looking for a bit of that in everything

Eleverne kan lzre at gengive hele/dele af et “fardigt” bevis, men de
er ikke i stand til at udvikle dem selv

T2 tillegger ikke bevisfgrelse i matematikundervisningen nogen szrlig veaegt.
Den eneste form for bevisfgrelse, der forekommer er ifglge T2 (det er det ikke
i min forstand) er nar eleverne lgser opgaver, hvor man manipulerer med en
side af en ligning og viser den bliver lig den anden side af ligningen. Samtidig
skelner T2 ikke mellem at gengive et bevis og fgre et bevis - han formulerer det
som at eleverne skal lere at gengive de obligatoriske beviser, som at de skal
leere at fore dem.

In trig we have to, as one of the subjects, one of the topics, where they
have got to learn to prove things for themselves...I would probably do one
and let hem work through the rest. For example. If I did sin(a + b) =
sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b), then I might expect them to do the next one them-
selves, the sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b)... the first proof will
introduce the ideas that the will need to do the second. It just reinforces their
understanding of it....of going through a proof process. They have got to be able
to do a proof.

Bevisferelse er for sveert for eleverne - og er ikke et “systemkrav”

T2 finder ikke, at bevisfgrelse er et “systemkrav”, forstiet pa den made, at man
sagtens kan bestid eksamen uden.

Den gennemsnitlige elev er efter T2’s opfattelse ikke i stand til andet end at
lzre et passende antal algoritmer og at bruge dem i de rigtige situationer.
Opgaven “Given that z3 = i explain without actually solving the equation why
none of the solutions can be real” er derfor for sveaer. Den kreaever andet og mere
end brug af en algoritme. Han uddyber dette.

..a lot of our 7th form students are very mechanical. They remember the way
to do things and then they try to apply those ways to everything. When you
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ask a question like that you require higher level thinking, you require greater
understanding and a lot of our students don’t have that..they can survive in the
bursary exam at 7th form level without that level of thinking

At bevisfgrelsesopgaver rent faktisk optraeder i eksamensopgaverne og dermed
som “system-krav” ignorerer han i lighed med de andre new zealandske lerere.
Opgaverne er ganske enkelt for svaere for almindelige elever. Nogle af hans elever
har netop haft til opgave at vise at 3 gar op i (n+1)(n +2)(n+ 3) i en test og
langt de fleste har ikke kunnet finde ud af det p& trods af, at de tidligere har
haft en lignende opgave:

..they had that question and.....noone got it completely correct. And that is after
they have been asked a similar question at mid-year. We gave them (the task)
to show them that 2 is a factor of (n + 1)(n + 2)°, but they are still very weak
on that

Selvom han mener, at der principielt er er noget rigtigt i at stille sddanne
opgaver, s& finder han altsé ikke, at det er noget, det er rimeligt at forlange af
eleverne og at der er andre ting, det er vigtigere, at eleverne larer.

But if they can’t cope with it and they are struggling with something simpler
then I will spend the time on the simpler things

Hvad man skal forsta ved “simpler things” er et abent spgrgsmal, men en ting
som T2 naevner i forbindelse med, at han kun forventer at de dygtigste e elever
forstar beviserne er at det er et minimumskrav, at eleverne er i stand til at
“bruge reglen”, dvs bruge sztningerne de bliver praesenteret for i matematik-
undervisningen i opgaveregningen.

B.2.4 Opsamling

T2 finder at bevisfgrelse forstiet som at eleverne selvstaendigt skal udvikle
en strategi for lgsningen til et problem i princippet er en god ide. Men han
finder at det dels ikke er noget, der reelt er krav om fra “systemets” side.
Bevisfgrelsesopgaverne i de skriftlige szt taeller si lidt, at eleverne sagtens kan
besta eksamen uden og T2 ggr derfor ikke noget saerligt for at forberede eleverne
pa sidanne opgaver. De fleste elever er ikke i stand til andet og mere end at
leere et antal algoritmer og genkende de samnmenhaenge, de skal bruges i, og
derfor er tiden bedre anvendt pa andre ting end bevisfgrelse.

5Dette er et noget simplere spgrgsmal, da man her kan argumentere med at uanset om n
er lige eller ulige, s3 fAr man et produkt af et lige og et ulige tal, hvilket giver et lige tal. I
facitlisten til den anden opgave er imidlertid et lignende argument. (n+1){n+2)(n+3) er tre
pA hinanden folgende tal og der vil altid optrazde en faktor 3 i dette udtryk.
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B.3 Interview med T3

Beviset for P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)

T3 argumenterer uformelt for sztningen. Hun regner p& sandsynligheden for
en handelse i et overskueligt udfaldsrum, dvs et udfaldsrum hvor man har
mulighed for at telle sig frem til sandsynligheden af foreningsmeengden af to
ikke-disjunkte hzendelser. Eleverne skal finde sandsynligheden for at fa enten
et rgdt kort eller en konge, nar man trakker et kort. T3 argumenterer herefter
for det generelle tilfalde ved brug af et Venn-diagram.

I don’t tend to use a particular one of your things®, it seems to be more of
a combination, but I use - as an erxample of it - I use a pack of cards and a
red card and a king...I tend to do it by your Venn diagram and "you have got
the probability of A”, "you have got the probability of B”. "you put that version
twice. OK, so you gonna take it away”.

Min version 3 anser hun for at vare for svar, ihvertfald for de elever, hun
underviser * '

You know..I wouldn’t do this one. I found what you have got here is probably
too difficult for most of them to understand, because it has got numbers which
are too difficult..we don't put little Bc’s or anything like that, we just call them
A and B and the intersection .....this part I found would be far too complicated
_ for them to understand, so therefore you just do it by a simple diagram, or as |
said I just did with the card and worked through that. And you do two or three
ezamples and eventually get it through.

" Produktreglen

T3 beviser sztningen, hvis klassen er god nok.

For a couple of years I have done 6th form bursary calculus class and those you
can do it with. You wouldn’t do it with an ordinary class.

Der er dog tale om, at hun foretreekker at bruge differentialer fremfor at bruge
definitionen pi en differentialkvotient, som hun - formentlig fordi beviset er
mere symboltungt - finder er svarere for eleverne.

6T3 refererer her til de forskellige versioner af argumenter for satningen, man finder i
interview-spgrgeskemaet.

7Pa T3's skole er matematikundervisningen niveaudelt, selvom der sigtes p& den samme
eksamen. T3 refererer til en "scholarship-class”. Dette er en klasse, hvor man stiler efter
udover at forberede eleverne til den normale eksamen at forberede dem til en seerlig sveer
privat eksamen, hvor de elever, der klarer sig bedst far legater til videreuddannelse.
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Doing it by first principles, students find extremely difficult, especially in 6th
Jorm and by 7th form they are still not accepting it. So I tend to use dy/dr
more than the dash, because it makes it a little bit more sensible to them.

Hvis T3 har en klasse, hvor hun vzlger ikke at give et bevis, viser hun de
studerende at “reglen virker”.

You just ehm..differentiate that out. You multiply it out and differentiate it out
and then you would do it by the rule and say: "Ok, it works”.

Det kan kun lade sig ggre uden brug af den produktregel, som man jo skal vise,
hvis T3 har et eksempel som f.eks. z(z + 1), der kan differentieres bade ved
brug af produktreglen og ved brug af reglen for differentation af sum/differens
og ved brug af reglen for differentation af 2". :

Beviset for at /2 ikke er et rationalt tal

T3 mener ikke, at beviset er et der skal inddrages i en undervisning, der er
rettet mod den gennemsnitlige elev. Det er kun for de sarligt dygtige elever.
Hun har - fremgar det af citaterne - tidligere fort beviset, men fundet det for
vanskeligt for eleverne. Hun fravaelger nu ikke udelukkende beviset af hensyn
til eleverne, men ogs4 fordi hun ikke selv fgler sig fagligt sikker.

Irrational number..yes, we teach it to the top ones in calculus, but you wouldn’t
worry about the general students.

Again, that is, a scholarship (class) would perhaps do it, yes, but the ordinary
students won’t. And I usually don’t bother with it. It’s perhaps because I am not
too keen on irrational numbers.

T3 mener at man, nir man udelader beviset blot skal fortalle eleverne, at +/2
er irrational og give eleverne en ide om, at /2 er et irrationalt tal i lighed
med andre irrationale tal, eleverne tidligere er stgdt pa. Man definerer at /2 er
irrational. Eleverne kan "se” at v/2 er irrational, ved at se tallet reprasenteret
p4 lommeregneren som et decimaltal, hvor der ikke er et mgnster, der gentages
i decimalerne (!).

Yes, I do it in calculus, I have tried it, but..no again, we usually just tell them
what’s irrational. You say: "OK = is irrational, e is irrational..look put it on
your calculator. You can’t get \/2 with any repeating pattern, so therefore we
are defining an irrational (number) rather than proving it.
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B.3.1 T3’s holdning til beviser

Beviser er af meget lille betydning i matematikundervisningen

T3 understreger ved flere lejligheder, at hun anser beviser for at have en perifer
position i matematikundervisningen.

I was trying to say here before that proofs are not an important part of our
teaching in schools.

we do very few proofs, we really do.

Grunden til at der er beviser i undervisningen er dels, at nogle af
dem er obligatoriske og dels at de dygtigste elever skal lzre selv at
fare beviser

T3 finder at grunden til, at der er beviser i matematikundervisningen er, at det
bliver forlangt fra “systemets” side i form af de obligatoriske beviser, men hun
mener ogsi at der skal vare nogle beviser for de dygtigste elevers skyld. Det at
de ser nogle beviser er.en forudsetning for at de bliver i stand til selv at fore
beviser. Det kunne pege pa, at de "serligt dygtige elever” T3 har i tankerne er
kommende, professionelle matematikere.

..we do some proofs because they are in the syllabus, but generally they are only
for the best of the better kids who can learn to do proof for themselves.

At beviser er for de "szerligt dygtige elever” understgttes af, at T3 mener beviset
© for at v/2 ikke er et rationalt tal kun er noget, der hgrer hjemme i “scholarship™
klassen. :

Som erstatning for at bevise en s=ztning kan man vise eleverne at
*reglen virker” eller generalisere udfra taleksempler

T3 udtaler sig i det fglgende om, hvad hun ggr, nar hun vaelger ikke at bevise en
sztning. Hun viser enten at “reglen virker” eller - i hvert fald som jeg fortolker
det - generaliserer udfra taleksempler.

I don’t do them very often, because the students just don’t see any point in it.
So, it varies. Sometimes you state the theorem and then you go about showing
or proving it. Other times you ..just show how it works. You know, you just use
it and show that it actually works rather than proving it...And the other way is
to gradually work up to it by examples.

Med “show that it works” mener T3 formentlig, at man i et specialtilfzlde
kan argumentere for, at satningen er konsistent med de setninger, eleverne
tidligere er blevet praesenteret for eller p4 anden vis kan argumentere for resul-
tatets rigtighed. Med produktreglen kan man se p3 specialtilfzeldet hvor man
vil finde differentialkvotienten af z - (2 + 1), hvor man kan bruge produktreglen,
men man kan ogsd gange parantesen ud og bruge en kombination af reglen
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for differentation af sum og reglen for differentation af z". I tilfzeldet med
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) kan man vise, at man nir man bruger
sztningen fir samme resultat, som hvis man taller sig frem til sandsynligheden
for at fa en rad konge ved at traekke et kort i et spil kort.

I tilfeeldet med P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)sztningen argumenterer
hun blandt andet for den ved at generalisere udfra taleksempler.

...80 therefore you just do it by a simple (Venn)-diagram and you do two or
three number examples and eventually you get it through.

Netop denne setning er dog lidt anderledes og T3 finder, at det er ngdvendigt
ogsé at argumentere p3 anden vis. Det er ngdvendigt, at eleverne har en forsta-
else af, at man teeller sandsynligheden for heendelserne i feellesmaengden med
to gange, hvis man blot adderer sandsynlighederne. Til gengeld finder T3, at
det er fuldt tilstrakkeligt, at man argumenterer for at summen af de n fgrste
termer af de ulige tal (1 + 3 + ...) er n?

MH: And you have actually said that in the series and in the probability ezample
you would prefer number examples as a means of introducing it (the theorem).
How come you find it sufficient? T3: AR, sometimes you don’t. Definitely for
the series (ezample) it is sufficient. For the probability one you have got to go
over erplaining, that you have got an intersection here, so yeah, it (giving a
number ezample) is not completely sufficient.

En af grundene til at T3 finder, at det ikke er tilstrakkeligt at argumentere for
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) udfra generalisering af taleksempler er,
at fortolkningen af “overlappet” giver anledning til at formulere, hvad man skal
forstd ved ikke-disjunkte hzndelser. Selvom T3 ikke direkte formulerer det, er
det formentlig hendes erfaring, at eleverne ved at & denne forstielse, far lettere
ved at regne opgaverne, hvor man ggr brug af P(AUB) = P(A)+P(B)—P(AN
B).

Beviser kan vaere med til at give eleverne en bedre forstaelse af stoffet

T3 mener, at beviser muligvis kan bidrage til elevernes forstdelse af stoffet og
at de dermed har en berettigelse i matematikundervisningen. Hun uddyber
imidlertid ikke pa hvilken made.

if it helps some, you have got to know, you have got to try everything to help
their understanding, so you do some proofs, but it is not..the major part of it.

(The) argument convinces the students of the truth of the theorem” No it
doesn’t usually. "Ezplaining to the students why it is true”. That’s more likely.
Convinces them of the truth of it. No. But ezplaining to the students why the
theorem is true, yes sometimes it can do it.

T3 er dels ikke i stand til at formulere p4 hvilken méade beviser kan bidrage til
elevernes forstaelse af stoffet og dels s er hun i tvivl om, hvorvidt det forholder
sig sddan, hvilket hendes sprogbrug “that’s more likely”, "sometimes it can do
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it” understreger. Hun understreger da ogsa, at beviser hgjst kan fungere som
et supplement til de gvrige aktiviteter. At eleverne far en bedre forstéelse skal
muligvis forstis som at T3 oplever at elever efter at have arbejdet med beviset
for en satning er bedre i stand til at bruge den.

I matematikundervisningen skal man prioritere, at eleverne bliver i
stand til at regne (eksamens)opgaver

T3 anser hovedformalet med matematikundervisningen for at veere, at eleverne
bliver i stand til at lgse (eksamens)opgaver og at de forstar, hvad de ger. Hvad
hun mener med det sidste star ikke helt klart.

You know, the whole aim is to get them to understand what they are doing.
Failing that you get them to be able to do the problems. So..you know the first
aim is to get them to understand, but if they can’t understand you just opt for -
them to be able to do the problems.

Eleverne - med undtagelse af de dygtigste - er ikke motiverede for
beviser

Dette er noget T3 vender tilbage til mange gange i Igbet af interviewet og det
gor hun blandt andet, fordi det er hendes hovedbegrundelse for at fravelge
beviser. I starten af det fgrste interview siger hun

I don’t do them (proofs) very often, because...the students just don’t see any
point in it.

Eleverne er ikke motiverede for at sxtte sig ind i "hvor formlen kommer fra”,
dvs for at kende til grundlaget for sztningen.

Even bright 7th formers see no point whatsoever in learning where it comes
from. They are quite happy to use it, but they don’t really want to know where
it comes from.

En variant optraeder i forbindelse med P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
- beviset, hvor det netop navnes, at de dygtige elever vil interessere sig for
beviset.

It’s interesting, it’s probably important, but for the average student..they don’t
find it interesting. They don’t find it..important to know. All they do is use the
rule. For brighter pupils, yes, they will get into it and say "OK, it’s important,
it’s interesting”.

Eleverne er s3 lidt motiverede for at sztte sig ind i beviser, at eleverne reagerer
negativt blot man benytter et "bevissprogbrug”.

..usually if you say "proof” or "it’s a theorem” they are turned off.

Evnen til at regne opgaver er uden sammenhang med forstéelse
af/kendskab til beviser for de satninger, der anvendes
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T3 kan godt forsté, at eleverne ikke er motiverede for at leere beviserne, da det
der forlanges af eleverne er, at de er i stand til at regne (eksamens)opgaverne.
Dette er uden sammenhang med at de har en forstaelse af beviserne for de
sztninger, de bruger.

Usually when you are doing a proof of something you are still aiming at getting
to a practical end and the proof is not what they are aiming at as far as I am
concerned. They are aiming at getting to an answer that is going to get them
marks.

Beviser er ”hgjere matematik” og er kun nyttige for den lille gruppe
af elever, der senere skal beskeftige sig med matematik

T3 mener, at man i den new zealandske matematikundervisning laegger mindre
vaegt pa beviser nu end tidligere:

I think proofs have gone out, their days have run out and it is shown by our
syllabuses now.

Hun anser det for at veere positivt, eftersom det tilgodeser den gennemsnit-
lige elev, der ikke skal beskeaeftige sig med “teoretisk matematik”, hvor det er
ngdvendigt at kende til beviser. Som sidan anser hun beviser for at vare et
studieforberedende element i matematikundervisningen.

But the amount of proving which was done before was..it is only leading to
theoretical maths which, you know, in the general run the students aren’t going
into high-level theoretical maths..

So, yeah, they need to be exposed to proof a bit, especially as one or two will
use them, but...

MH: Do you find there is less emphasis on proof?

T3: Yes, I think it is probably good...I don’t think they need it. I don’t think
they need the amount of proof that they did do. We need to leave some. We
need to leave some of it in, but you didn’t need to do the amount of proofs we
were doing.

Det betyder dog ikke, at beviserne helt skal undlades. Som tidligere nzevnt, s&
mener T3 at beviser muligvis kan forbedre elevernes forstéielse af stoffet.

De dygtigste elever skal lzere lidt flere beviser - men forst og frem-
mest flere regneteknikker

Man kan undre sig lidt over, hvad der foregdr i matematikundervisningen i
scholarship-klassen. For mig ser fglgende beskrivelse ud til, at det mest drejer
sig om, at pensum udvides med krav om at eleverne fgrst og fremmest skal
tilegne sig flere regneteknikker, men ogsa se nogle af de svarere beviser.
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MH: And "all sort of extras” would usually include an extra amount of proof as
well?

T3:...you see, he will do integration by parts, he will seperate into partial fra-
ctions and such, he does lots of extras in the scholarship class, so it (the \/2-
proof) would be done at scholarship level.

Opsamling

Generelt anser T3 beviser for at vare irrelevante for den gennemsnitlige elev.
De dygtigste elever kan dog pa en ikke nezermere defineret made have glade af
beviserne, der kan forbedre deres forstaelse af stoffet - formentlig forstaet.som
at eleverne bliver bedre i stand til at regne opgaver.

T3 er meget eksamensorienteret, omend det i nogen grad er “gemt” bag hendes
udsagn om, hvad det er eleverne forventer af undervisningen. Hvis de ikke kan
se nogen forbindelse mellem det, der foregér i undervisningen og hvrodan det
kan hjazlpe dem med at na frem til at svare pd (eksamens)opgaver, ja si er
de ikke motiverede. De er kun interesserede i at “bruge reglen” - ikke i hvorfor
reglen er, som den er.

T3 forsgger ikke at formulere, hvad det er eleverne kan teenkes at forsta i
matematikundervisningen generelt, evt. med beviser som lgftestang. Formalet
med matematikundervisningen er tydeligvis at forberede eleven til eksamen og
- noget mere nedtonet - at forberede dem til en videregdende uddannelse, hvori
der indgér matematik.

B.3.2 T3’s holdning til bevisfgrelse
T3’s kommentar til polygonopgaven

T3 afviser i forste omgang blankt, at eleverne er i stand til at lgse polygo-
nopgaven. Generelt kan man ikke forestille sig, at elever er i stand til selv at
fgre beviser. Citatet viser ogsa, at T3 anser sivel beviser som bevisfgrelse som
noget, der er forbeholdt de allerdygtigste elever og at kendskab til beviser er
en forudsztning for, at eleverne kan lzre at fore beviser selv og at de primaert
er i matematikundervisningen af den grund.

OK, this is really going into something that I don’t do. I was trying to say here
before, that proofs are not an important part of our teaching in schools. That
we do some proofs, because they are in the syllabus, but generally they are only
for the best of the better kids who can learn to do proofs for themselves...so 1
am not sure what the relevance would be of this sort of thing.

Eleverne vil vzere 1 stand til at give bud pa lgsningen af ikke-trivielle
opgaver, men ikke i stand til at argumentere for lgsningen
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Dette finder jeg dels underbygges af T3’s kommentar til polygon-opgaven, dels
pé hendes kommentarer til en anden bevisfgrelsesopgave.

T3 synes polygonopgaven er sjov i sig selv, men hun finder at den ikke er
relevant for elever pa 6th og 7th form niveauet. Pensummaessigt hgrer pro-
blemstillingen hjemme p4 3rd og 4th form-niveau og T3 mener da ogsi godt,
at man her kunne forestille sig at eleverne kunne lgse opgaven - de vil bare ikke
veere i stand til at argumentere for lgsningen.

This sort of thing, the polygons is quile interesting for them. You could run it
with 8rd og 4th formers, even to, you know, be able to cut things up and do
something mecanically and perhaps discover something. But as far as going
to the formal math of it - no. We are not going to be doing it.

T3’s kommentar til (eksamens)opgaven "Vis uden at lgse ligningen 2% = i,

at ligningen ikke har nogen reelle lgsninger” er dels at den er for sver og
teoretisk og hun kun vil lade de de dygtigste elever forsgge sig med den, men
hun bemaerker ogsi at en gennemsnitselev vil vare i stand til at lgse ligningen,
men ikke til at svare spgrgsmalet.

So 28 = i ..You probably put z equal to a + ib and cube it and it is
still.. mmm..OK. That is quite intersting, no I wouldn’t have followed..I wo-
uldn’t have covered it through like that..again, it would probably have been left
for them to sort out, because it is the last part of the question...OK, they will be
able to get them complezx root of z3 = i, but explaining about it, they probably
wouldn’t be able to do no... we would have looked at where the roots of 23 = i go
to and they would probably have come across that thing. It is a fairly easy one
to have done, but no we wouldn’t have gone into that as a theoretical ezercise.

Det er ikke relevant for eleverne at arbejde med problemstillinger,
der er rent matematiske

Dette fremgar af det foregdende citat, at T3 mener at en opgaven "vis at 23 = i
ikke har nogen reelle lgsninger” er for teoretisk. Den angar en rent matematisk
problemstilling og opfattes derfor som irrelevant for eleverne at forsgge sig med.
T3 afviser i lige s hgj grad opgaven pa grund af problemstillingens manglende
relevans for eleverne som pa grund af dens sverhedsgrad.

Dette gar igen i T3’s kommentar til opgaven "Antag af tallet p er rational og at
p+q er irrational. Er ¢ rational, irrational eller kan ¢ vaere begge dele? Begrund
svaret”. Det er en opgave, som T3 opfatter som "matematik for matematikkens
skyld” og en problemstilling som hun tydeligvis opfatter som irrelevant. Ren
matematik bruges her naermest som et skeeldsord.

I agree in a way that formal proving has gone. That explanations of what is
going on, discovering what is going on is there and that is fine. We are building
on that. But..ehm..just math for maths sake which is these sorts of numbers,
you know, like proving that they are irrational. I have..I have got to say for a
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start "who cares now” whether they are rational or irrational. You know, what
is the consequence of it? That is pure maths..

Opgaven adskiller sig fra de andre ved at vare en som T3 opfatter som klart
for svaer. Hendes umiddelbare reaktion pa opgaven er, at hun generelt undgar
at komme ind pa rationale/irrationale tal i sin undervisning.

Oh, yeah, these irrational ones, I just do not like, so I have carefully stayed
clear of those. I really do not like them...so yeah, I would pass on that one.

Bevisfarelsesopgaver - ogs& de der optrader i eksamens-szttene er
irrelevante og inddrages ikke i den daglige undervisning med mindre,
der er tale om szrligt dygtige elever

Generelt undlades bevisfgrelsesopgaver - ogsd dem der er i eksamenssaettene
~ af strategiske hensyn. Det er ikke opgaver, der teller ret meget i det samlede
regnskab og eleverne kan klare sig igennem uden at kunne dem.

And that one, yeah, I have gone through it and I went through it with the
schol(arship) students and when they actually had that question and we thought.
"OK, what are they asking, how would you get there? and we would sort it out.
Again, with ordinary 7th formers we would just say most of those are one mark
and we wouldn’t worry about it.

Bevisfgrelse i form af at argumentere for lgsninger til opgaver er ikke
noget, der vaegtes, fra "systemets” side

T3 mener, at der laegges megen vaegt pa problemlgsning i den new zealandske
matematikundervisning, men at det man tester primert er eleverne evne til
at finde den matematiske problemstilling i tekstopgaver. Den tid der tidligere
blev brugt pa beviser bruges nu pa dette. '

And it has gone a lot more into word problems, which you have got to sort out
to get the math problems, before you can even do the maths! And so that has
taken over where the proofs have been left out.

Nar eleverne lgser ikke-trivielle opgaver anses det for tilstrzekkeligt,
at elever lgser opgaven ved at generalisere udfra taleksempler

T3 mener, at der laegges her mere vaegt p, at eleverne nar frem til et svar,
end pd elevernes argumentationen - det anses for tilstrekkeligt, at eleverne
kontrollerer resulatet med numeriske eksempler.

In NZ more and more problem solving are more guess and check. So the guess-
and-check method is becoming more common than using some sort of proof to
get there.

Som eksempel beskrives fglgende opgave, hvor eleverne kan “ngjes” med at
foretage en "investigation” og gette sig til formlen ved at generalisere. T3 finder,
at eleverne fgr de forsggte at lave en sddan opgave skulle kende til aritmetriske
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reekker og dermed havde et teoretisk bagland, der muliggjorde, at de kunne
lave opgaven ved at genkende strukturen og henvise til formlen for summen af
en aritmetrisk raekke.

You have got two teams in a competition. And so you have got one game. When
you add two teams to a competition you have got A and B and C, three games
and you know, you build up the pattern for that. &

ABC
AXXX
B XX
c X

"So that - although I would have probably just gone and used an arithmetic
sequence or something like that to find the answer, they were expected just to
Jollow the pattern through..you couldn’t actually give them an explanation either
(of ) how to get there. It’s just "Oh, yeah, this might work. Try that and plug it
i,

Det er dog ikke - som man kunne tro - at T3 er betenkelig ved sidanne opgaver,
fordi eleverne kunne forledes til at tro, at "guess and check™metoden er en gyldig
méde at argumentere pd. Hun foretraekker opgaver, som man kan lgse ved at
bruge allerede kendte formler, dvs problemstillinger som eleverne i realiteten
har set fgr og som de har en algoritme til at lgse. I denne type opgaver findes
der ikke en algoritme. Det er nyt hver gang og dermed meget svaert at lere
eleverne.

You say to a kid. Find a general formula and you sort of...”Oh, help”, you
know...we actually try and get them to do that, but we don’t have that much
success and it is a hard thing to teach, because you can teach them to look at
the pattern, you can try and teach them to sort of finding a formula, but you
know, each one ts different..

Der bar ikke laegges speciel vaegt pa at lzere eleverne om forskellen
p4 at lave "investigations” og fore et egenligt bevis

Man kunne tro at T3 s& en pointe i at gore det klart for eleverne, at man netop
ikke har lgst en opgave helt, nar man blot generaliserer udfra taleksempler. T3
opfatter det imidlertid ikke som et “systemkrav”. Der laegges ganske enkelt ikke
op til at man skelner.

emphasising the differences doesn’t actually help them in the exam, you know,
in 5th form..the large majority in 6th and 7th form..if any method goes. So

8Hvis man har en turnering, hvor alle skal spille mod alle, vil der veere 1 kamp i en
turnering med to hold, 3 (1+2) kampe med tre hold, 5 (1+2+3) kampe med 4 hold osv. En
aritmetrisk reekke er en reckke, hvor der er samme numeriske difference mellem hver term i
det her tilflde en. For n termer er summen S = Z (a + ), hvor a er raekkens fgrste term
og | er den sidste
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what is the point in emphasising that you have got a difference between finding
a pattern and doing a proof? There is no real point, OK. Because it (the point)
is to find an answer, in general you aim to find an answer. Whether it is by
proof or whether it is by a pattern doesn’t really matter.

Eleverne bgr kende forskel pa et taleksempel og et bevis

T3 er ikke helt konsistent, da hun péa den ene side ikke mener, at det er vigtigt,
at eleverne far indsigt i forskellen p& at generalisere udfra taleksempler og
bevise, men pa den anden side skal vide, at man ikke kan bruge taleksempler
til at argumentere for en sztning.

Eleverne far ifglge T3 ikke points, hvis de 1 en opgave, hvor de foreventes at
argumentere for en satning ved at gengive et obligatorisk bevis, forsgger at
argumentere med et taleksempel.

You would say: "All-right, you know, you just can’t prove it by just numbers. If
you can OK, say, it is not right by numbers, you just can’t do it by numbers, but
(and) you should definitely use some other method of proving it and we have
done some of those...we mark them wrong, if they didn’t..It was a trig-proof,
one of the trig-proofs where they just put numbers in both sides and we said
"oh, no you gonna prove it more than by showing that.."”.

Jeg synes det siger noget om, at T3 forst og fremmest tenker i, hvad “systemet”
forlanger fremfor en selvstaendig stillingtagen til, hvad eleverne bgr leere.

Opsamling

T3 mener i lighed med T1 at polygon-opgaven er sjov og interessant, men at
man skal kun forlange af eleverne, at de kommer frem til et svar - ikke at de
argumenterer for det.

T3 mener ikke, at bevisfgrelsesgvelser eller i det hele taget det at lere at fgre
beviser er relevant for hendes elever. Det bidrager ikke til deres “forstaelse” -
det formuleres igen ikke af hvad - det er for sveert og navnlig anser hun det
ikke for relevant at eleverne laerer at bevise. Det er jo kun noget kommende,
professionelle matematikere far brug for.

Bevisfgrelse i form af selvstzendigt at argumentere for lgsninger af problemer er
simpelthen ikke er p& dagsordenen i det NZske skolesystem ifplge T3. Det accep-
teres, at man laver “pattern recognition” og ikke underbygger med forklaringer
af hvordan og hvorfor mensteret fremkommer. Hun anser det for problematisk,
at det ikke er det, men det er nok narmere begrundet i, at matematikundervis-
ningen s ikke kun er et spgrgsmaél om at lzre eleverne at bruge formlen, end at
hun synes evnen til at evnen til at-fgre beviser er en egenskab, man bgr udvikle
hos eleverne. Bevisfgrelse er for T3 noget, der er knyttet til sikaldt “teoretiske
problemstillinger”, hvis anvendelighed og relevans er tvivlsom - uden at det dog
helt fremgar hvorfor.




154 Interviews med de new zealandske lserere

Bevisfgrelse er derfor lidt et sidespor, noget man ggr “for sjov” og de f& bevis-
forelsesopgaver, der er til eksamen kan man roligt ignorere. Dog mener T3, at
man skal spge at f3 eleverne til at kende forskel pa gyldigheden af et udsagn
underbygget ved hjalp af et taleksempel og et udsagn underbygget ved hjzlp
af bevis.
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B.4 Interview med T4

B.4.1 Eksempelbeviserne

T4 underviser ikke i statistik og mener derfor ikke noget om P(AU B) =
P(A)+ P(B)- P(ANB).

Produktreglen

Hvordan T4 valger at argumentere for produktreglen afthzenger meget af, hvor-
dan hun synes klassens niveau er. Om mine to versioner af at argumentere for
produktreglen siger hun:

I have done all of these at different times, depending on my..my group of kids.

Hun ville i tilfalde af hun rent faktisk fgrer det formelle bevis bruge differenta-
tion "by first principles”®. Efter hendes mening bygger det udmaerket oven pa,
at hun introducerer “differentation by first principles” i fgrste omgang.

I would be really happy with something like that..we would probably start off
looking at how to differentiate by first principles anyway, so it’s just an exten-
ston.

Beviset for at v/2 ikke er et rationalt tal

T4 underviser ikke i beviset. Det er hendes erfaring, at beviset er for svaert og
ikke giver mening for eleverne.

Some of the others..like when I have taught, looked at this one, before the irra-
tional numbers...they have got no idea..and you just loose them..I would nine
out of ten times leave it out...] would leave it out. :

Udover at T4 anser beviset for at veere for svert for eleverne, anser hun det
ogsd for irrelevant at bruge tid p&d avanceret stof, nar flertallet af eleverne
keemper med at tilegne sig basale (regne)feerdigheder. Beviset for at v/2 ikke er
et irrationalt tal beskrives som overfizdigt i denne sammenheng.

Particularly in calculus..they have got lots of, you, know, they need to know
their algebra before they can do differentiation, using the chain rule, the product
rule, whatever. They have got to be very sound on their algebraic skills...and
therefore something like this is superflous to them at this stage..

9Man differentierer produktet ved brug af definitionen pa en differentialkvotient
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Selv de dygtige elever vil ikke anse beviset for at vaere interessant, mest fordi
de er meget eksamens-fikserede - og v/2 - beviset er ikke et ”prescription proof”,
dvs et bevis eleverne skal kunne til eksamen.

and we have some very able students here and even some of those, you
know..they are riot really interested in the proof. All they are interested in is:
1s this going to be in the exam.

If I am looking at it from a time point of view and a prescription point of
view..it is not often required in an exam situation from the prescription point
of view.

T4 fravaelger altsi bade beviset fordi det er for svert for eleverne, fordi tiden
kan bruges bedre pa andre ting i matematikundervisningen og fordi det ikke
forlanges af eleverne, at de kan beviset til eksamen.

B.4.2 T4’s holdning til beviser

Beviser kan vise eleverne "hvor satningen kommer fra” Som jeg vil
underbygge videre frem, si er det en del af T4’s grundfilosofi, at undg3 at give
et billede af matematik som et fag hvor formlerne er ubegrundede. Beviser kan
i den sammenhaeng for nogle studerende og i visse tilfzelde vzere en hjzlp.

I think it (proof) is important, I think for some students, so that they can
understand where it is coming from.

If we look at that one..the compound-angle formula..they know..they have seen
it on their formula sheet all year, but it hasn’t meant anything to them..it is
very easy to take values and plug them in and therefore they can do that, but
they don’t know why or what it is showing.

Beviser og argumenter for en satning virker mere overbevisende
end taleksempler

Eleverne bliver bedre overbevist om en satning, nar man argumenterer for den
med andet end taleksempler og pastande om, at "formlen virker”.

I think it convinces them. Instead of saying you have these values and you can
put them in here.. and it always works...it shows them that I am not just making
it up, that it has been proved before.

Det er vigtigere for eleverne at se eksempler p& anvendelser af den
matematik, de laver, end at se beviserne for sztningerne

T4 finder, at det absolut vigtigste er at leere eleverne at anvende matematikken
og give indtryk af at matematik rent faktisk kan anvendes og bliver anvendt.
Man kan som lzrer godt ggre beviser interessante for eleverne, men det er ikke
her vagten skal leegges.




B.4 Interview med T4 157

I think you can make them (the proofs) interesting but I...for them it is more
intersting to find a practical use for whatever they are learning in the classroom.

En variant af dette er, at beviset skal vare sa let tilgeengeligt, at de studerende
kan fokusere pi det egentlige - anvendelsen af sztningen.

If I felt that they wouldn’t understand it, I wouldn’t do it...If I thought it was
just going to cloud the issue and they would focus on it and only that and would
not be able to apply it I couldn’t see the point of doing it...if they can focus in
on it and say "ah, yes, that is why that works”, then I would use that and then
apply it.

Hermed giver T4 udtryk for, at evnen til at anvende et teorem og forstéelsen
af et bevis for seetningen udelukkende har noget med hinanden at ggre, hvis
beviset er sa let tilgzngeligt, at det overbeviser eleverne om sztningen og
hjelper dem til at acceptere det.

Det er kun vigtigt at argumentere for formler” - ikke for mere
internt-matematiske egenskaber

T4 anser forst og fremmest en uformel argumentation som vigtig i forhold til at
begrunde udseendet af “formelerne”. Det bygger jeg blandt andet p3, at mens
T4 ‘vagter, at man inddrager eleverne i at argumentere for det rimelige i, at .
Trapezsummen!? giver et tilneermet areal under en graf (dette sker ved at lave
en slags semigenerel argumentation for arealstgrrelsen, hvor der ggres brug
af generelle termer, men f3 intervaller. Herefter generaliseres udsagnet). T4
anser det derimod ikke for interessant at diskutere og vise, at Trapezsummen
konvergerer mod vaerdien af et givent integrale og altsa er en brugbar numerisk
metode. Det er formlens udseende hun satter ud mod at forklare.

MH: You could perhaps discuss whether it is..discuss whether it is a proof or
not because what is really the problem is whether it (the Trapezium sum) really
converges to the area under the curve using that method. I mean that is really
what you want a guarantee of as a mathematician. And that is just something
where you said it is that way. '

T4: Oh, I think that investigating was all we did...I do agree that it is not
enough. I don’t know whether I actually emphasise that in class, because like I
say, I don’t spend that much time on proof.

Jeg synes dette meget fint illustrerer, at T4 som “anvendelsesorienteret” vaeg-
ter det "formelforklarende”, fremfor en mere internt-matematisk problemstiling.
For hende er en sidan problemstilling formentlig et eksempel p4 “matematik
for matematikkens skyld” og som sddan ikke interessant for hendes elever.

Beviser skal kun inddrages hvis de er umiddelbart forstaelige
T4 synes kun, at beviser skal inddrages, hvis de er umiddelbart forstaelige for
eleverne. Enten fordi eleverne er kvikke - eller fordi beviserne er lette,

10Trapezsummen er givet ved T = %(yo +2y1 +....2¢n—1+¥n), hvor yo..er funktionsveerdien
i startpunktet og yn er funktionsveerdien i slutpunktet og h er intervallengden.




158 ) Interviews med de new zealandske lserere

I prove the theorem because it is something that I think they can cope with.

I mean, I go over the proofs, if I think it is going to help the students, if they
are going to understand it. If I think they will get totally lost I won’t touch it.

Det er vigtigt at have en ide om, hvad et korrekt matematisk argu-
ment er

Dette er et aspekt, som T4 finder burde indgé, men dog kun for de gode elever.

I also think it is important that they have got an tdea of what is a correct
mathematical argument and I particularly find that, you know, in the 7th form,
so that is another reason for doing it, but again, you know if it is one out of
20 students who is going to cope with that...

Beviser er ikke relevante for de svageste elever

T4 opererer - i lighed med de andre larere - med en bevisfri basisdel af un-
dervisningen - "the skills part”, der gar ud p4 at introducere sztningerne uden
bevis og lzre eleverne at bruge dem.

That ts the skills part, that is saying "OK, this will always work for you”.

Kendskab til et bevis for en sztning er uden sammenhzng med
evnen til at kunne anvende s=tningen

En af grundene til at T4 betragter beviser som perifere er, at hun ikke mener,
at der er nogen sammenhzng mellem elevernes evne til at anvende en szetning
og at de kender til og forstar et bevis for de sztninger, de anvender.

..some people might think it is vitally important to do all the proofs, but being
able to do the proof doesn’t mean you can apply the knowledge.

De obligatoriske beviser kan bruges til at ggre eleverne fortrolige
med formen pa et formelt bevis

Hvis man ser pa T4’s beskrivelser af, hvordan hun underviser i de obligatoriske
beviser, star det klart, at hun bruger dem som en anledning til at ggre eleverne
fortrolige med den form et formelt bevis har.

here is the trig-identity..] have pointed out quite clearly to them that if they
don’t put this down at them bottom: QED, then it is not a..they haven’t actually
finished with the proof or they have to say "as required” or something along those
lines. They have got to do it in, you know, in a logical sequence. And I would
also say to them that they have got to have an ezplanation at the side..

Beviser bidrager ikke afggrende til elevernes forstéelse af stoffet

It is not a lot in the exam..it is not a lot that relies on proof. So I do what is
important for their understanding.
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Opsamling

T4 underviser ikke i statistik, hvorfor P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
er ude af betragtning. Beviset for produktreglen inddrager hun, hvis hun synes
Klassen er dygtig nok. Hun beviser ikke at /2 ikke er et rationalt tal. Det er
ganske enkelt for sveert for eleverne, eleverne bliver desuden ikke eksamineret
i beviset og de krav de i gvrigt mgder er det vigtigere at sgrge for at de kan
imgdekomme.

For T4 er hovedforméalet med matematikundervisningen, at eleverne forstar
sztningerne i matematikundervisningen og lzrer at anvende dem. I den sam-
menhang anser hun beviser for at spille en perifér rolle, fordi kendskab
til/forstaelse af beviset ikke har noget at ggre med elevernes evne til at an-
vende s&tningerne. '

For de dygtigste elever. kan beviser fungere som forklaring pd "hvor formlen
kommer fra”, men det kraever, at beviset er si let og gennemskueligt, at eleverne
fanger pointen og ikke bruger kreefterne pi at forstd argumentationen. Det ma
heller ikke veere siddan, at eleverne bliver forvirrede af beviset og ligefrem far
vanskeligere ved at anvende sztningen.

For den gennemsnitlige elev er det vigtige, at de forstar og lerer at gengive de
obligatoriske beviser korrekt. Der er ikke tid til - og T4 er ikke indstillet pa -
at prioritere beviser udover de obligatoriske. Det er vigtigere, at eleverne ser
eksempler p4 anvendt matematik, end at de f.eks. ser beviset for at 1/2 ikke er
et rationalt tal.

T4 tror gennemgaende pé sine elevers evne til at ggre andet og mere end blot at
tilegne sig regneteknikker og anser ikke beviser for at vaere "didaktisk umulige”
og hun finder ikke at det er tilstraekkeligt at przesentere formlerne for eleverne
og gennemgd et antal taleksempler. Hun arbejder med at eleverne selv “ser”
formlen og indser, hvorfor den er sand - man kunne kalde det en slags uformel
bevisfprelse. Det tjener for T4 til, at eleverne forstar setningerne. Hovedprio-
riteten er dog, at eleverne tilegner sig regne-teknikker af hensyn til, at de kan
overleve eksamen. '

B.43 T4’s holdning til bevisfgrelse

T4’s reaktion p4 polygonopgaven er, at den er s& sveer, at hun selv vil vare
ngdt til at teenke sig om for at lgse den og at det hgjst er noget hun vil ggre i
starten af &ret, hvor der er god tid.

I have to say, if I was going to do it I have to believe that.. I have to be able to
see it myself, if I can’t see it myself, then there is no point in..having this..unless
I am particularly brave and think, OK, I am going to have a a go this and we
will discover it together '
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T4 anser bevisforelse i form af at fore formelle beviser for at vaere en meget
avanceret aktivitet, der bestemt ikke har plads i matematikundervisningen pa
6th og 7th form niveau.

So I think if we gonna look at real, real proofs and people...proving something
for themselves...I think that might be for the intellectuals and not for every
ordinary Joe Bloggs from the street.

Men som det vil frem, s8 indgér uformel bevisfgrelse i T4’s undervisning.

Eleverne skal ideelt selv argumentere uformelt for de "formler” de
senere hen skal anvende

T4 leegger vaegt pa, at eleverne i hvertfald nogen gange selv forsgger pé uformelt
at argumentere for formlerne i matematikundervisningen.

T4: I try to get af fourth form class to tell me, to prove to me, why the area of
a Trapezium is 1/2(a+b)h.

MH: Could they do it?

T4: They..it wasn’t a formal proof, but they could convince me, that they knew
why, you know.

Det gor hun blandt andet for at eleverne ikke opfatter “formlerne” som smarte
konstruktioner nogen uden videre har fundet pa. Der ligger overvejelser om-
kring hvorvidt den fremsatte pastand nu ogsé er sand til grund for satningen.
Samtidig s& vil hun gerne have at eleverne opfatter formler som arbejdsbe-
sparende konstruktioner, forstiet pd den made, at de slipper for selv at skulle
argumentere for dem i detalje og at de kun kan tillade sig at bruge formlerne,
fordi andre har argumenteret for dem.

I think some of the stuff I have done over the last couple of years has been
so valueable for once I am not giving a kid something and saying "here, this
is the formula. Now, do it!” giving the exercises. They have actually got an
understanding that it isn’t just someone who has dreamed up some wonderful
tideas. They know that people have spent time and really, you know, argued the
point about it and therefore they can... the reason they have got the formula is
the result of someone’s hard work to make things quicker and easier...

Bevisfarelse af "teoretisk” karakter er for svzert for eleverne

At T4 primeert inddrager beviser og bevisfgrelse 1 det omfang, at det tjener til
at vaere “formelforklarende underbygges ogsa af T4’s overvejelser omkring de
tre bevisopgaver fra et eksamensszet. De er ganske enkelt for sveere for flertallet
af de studerende

I put them in what I have to say the "too complicated” basket, because the ma-
Jjority of the kids are struggling with the mathematics of the basic type anyway,
so I don’t want to confuse them any more.
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Hun opfatter ikke bevisfgrelse som et “systemkrav” forstiet pd den made, at
de ganske vist er der, men de giver meget f& point og det for alle andre end de
aller-dygtigste elever ganske enkelt ikke kan betale sig at bruge tid p4 “sveere”
point. Selv disse elever forventer hun ikke vil veere i stand til at komme frem
til tilstrekkelig gode lgsninger pa opgaverne.

I am selective...I look at it as part of the exam technique. Some of my those
students will never get some of those..those areas, so I don’t even bother.

....I would pick on certain students and I have got three or four in that class,
that I would say well, I want you to think about it and come back...and you
know. On that basis I would actually sit down with them and go through it in
detail. And probably with a model type of solution after they had given me their
tdeas. .

Jeg tror imidlertid ogsi det har betydning, at der er tale om internt-
matematiske problemstillinger, som T4 ikke anser for at vare vigtige og in-
teressante for eleverne.

B.4.4 Opsamling

T4 finder at polygonopgaven er meget tidkravende og si sveer, at hun selv skal
tanke sig godt om. Til gengzld forlanger hun af sine elever, at de sgger selv at
argumentere for sztningerne i matematikundervisningen, sd har hun faktisk et
element af bevisfgrelse i sin undervisning.

Som sadan er uformel bevisfgrelse et nyttigt redskab til at vise eleverne, at
.der er en grund til at formlerne er der og at det er muligt at argumentere for
dem. Formel bevisfgrelse eller méske rettere at gennemfgre bevisideer formelt
er imidlertid alt for svaert for eleverne. '

Bevisfgrelse som det f.eks. optrader i eksamensopgaverne anser hun for noget
hun ikke vil bruge tid og krefter p4. Maske fordi de problemstillinger, der
repraesenteres 1 mine eksempler er “rene” matematiske problemstillinger, som
T4 anser for at veere irrelevante for eleverne.
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B.5 Interview med T5

B.5.1 Beviseksemplerne

Satningen P(AU B) = P(A) + P(B) - P(AN B)

T5 introducerer til seetningen ved regne pa et eksempel med to ikke-diskjunkte
handelser. Formentlig for at ggre eleverne opmeerksom pa, at der er et problem:
man kan ikke blot addere sandsynlighederne for de to handelser for at finde
sandsynligheden af foreningsmangden af dem. Herefter illustrere hun situatio-
nen med et Venn-diagram og flere taleksempler og bruger det til at argumentere
for seetningen, dvs for at det m& vare fallesmaengden af de to heendelser man
far "for meget”.

..I throw two dice one red and one blue and we rule up our sample space..And
we work through examples like the probability of getting a 2, the probability of
getting a 4..the probability of getting a red 2 or a blue 4..And then I would move
on to Venn diagrams and they very soon see how it works with numbers and
from that I give the general rule..

T5’s betragtninger omkring satningens relevans bygger pa, at det er vigtigt i
opbygningen af elevernes forstéelse af uafheengige haendelser.

It 1s important for them to know the formula because..whenever one goes on
talking about mutual ezclusiveness and that sort of things the formula is very
important.

Herudover - men det har mere karakter af at vaere en generel betragtning - be-
tragter hun satningen som et vigtigt redskab for eleverne til at taenke systema-
tisk over problemstillinger i sandsynlighedsregningen - ogsa problemstillinger,
som ikke er sa overskuelige, som dem hun har regnet pa.

1t also helps them to get their thoughts in order, because there are lots of pro-
blems which really can’t be expressed diagrammatically and they have to get
their thoughts in order.

Hun synes derimod ikke, at det er vigtigt at argumentere mere formelt for
setningen. Det er for tidkravende og eleverne er ikke motiverede for det:

Personally I would consider it interesting, but I wouldn’t think it necessarily is
for the students. It is very much a time factor and often they tend to be turned

off by proofs.
Hun betegner da heller ikke sit argument som et bevis.

T5 veaegter ikke preecisionen af argumentet serlig hgjt. Det vigtigste nar man
argumenterer for setningen ved hjzlp af Venn-diagrammet er at overbevise
eleverne om, at “noget” lapper over.
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MH:.. You made some notes for me explaining how you argue for P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(AN B) using a Venn diagram.

T5: Yes, I remember that.

MH: And I just wonder what you actually use as your argument for that..you
have to do the subtraction... '

T5: Because it is counted twice..you can do it with numbers..it’s the numbers
that you are counting twice...it is the probability that you count twice... The
kids, you know, at that stage, they are..you are teaching them af visual way of
doing a quite difficult thing...And to get them to visualise the argument I don’t
worry about the finer points of probability of that area, of what that actually
represents, because it can represent a number. I mean they can use numbers
and work probabilities out from there. It is just to see that they have counted
something twice.

Produktregien

Her fgrer T5 et bevis, men hun ggr brug af differentialer fremfor funktional-
notationen. Hun ggr det forst og fremmest udfra en betragtning om, at der er en
notationsmassig gkonomi i det. Eleverne fir alligevel brug for differentialerne
1 intergralregningen, nar de skal arbejde med at beregne arealer og volumener.
Derfor kan man lige s& godt ngjes med kun at indfgre dem 1 stedet for ogsa at
indfgre "maerke™notationen.

And [ found that using that type of proof..I think that it gives students a much
better idea of calculus and I think it builds up the important concepts needed to
understand calculus at advanced level. It helps them see... in particular when
they are working on areas, volumes. The usage of delta z, delta y is better
able to be understood. I find using this notation - you use f’, g’, y’ and so
forth..suddenly there is a new notation and it throws them...

Jeg tror T5’ forestilling om, at eleverne “far en bedre ide om analyse” og bedre
tilegner sig de vigtige begreber bunder i, at eleverne i kraft af et simplere
bevis med de samme grundovervejelser lettere kan se forbindelsen mellem disse
og sxtningen. Beviset fir betydning som en forklaring pa noget, der ellers
fremtreeder som en mystisk formel, der kommer ud af det bla, hvilke fglgende
udtalelse underbygger.

Because..as a student once said to me: "Hey, this is a whole lot of jigger. You
Jjust do something and the answer comes out”. And he was right. I think they
need to see there is a reason for differentiating. They need to understand how
this is derived.

Beviset for at v/2 ikke er et rationalt tal

Dette er ikke en satning T5 inddrager i sin undervisning. Eleverne ved fra
tidligere, at v/2 er et irrationalt tal - og det er der ingen grund til at gi nzrmere
ind pa.
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They know it is an irrational number. I just leave it at that, that V2 is irra-
tional. I don’t prove it’s irrational, because I just feel that by definition it is
irrational.

Noget kunne tyde p4, at T5 selv finder satningen irrelevant. Hun begrunder dog
ogsd sit fravalg med, at problemstillingen er for abstrakt og sveer for eleverne
og at det skaber motivationsmaessige problemer, at man vil sgge at bevise et
resultat, eleverne finder er indlysende.

Many of them are not able to think in the abstract and they see the proving of
things which they have always taken for granted as being, I suppose, as being
a bit..irrelevant, I mean, to them a lot of concepts about numbers are obvi-
ous... They simply haven’t got the interest..or their cognitive development is not
advanced enough for them to actually be interested or aware of the..I don’t
know..the elegance or..they need to do this.

B.5.2 T35’s holdning til beviser

Beviser kan bidrage til at give eleverne et billede af matematik som
en sammenhzngende teoribygning

T5 finder, at der i den new zealandske matematikundervisning laegges meget
vaegt pa enkeltstdende begreber og for lidt veegt pé, at matematik fremstar som
sammenhangende teoribygninger.

Den aksiomatiske tilgang til matematikken, hvor man bygger en teori op pa
grundlag af aksiomer og hvor beviserne virker som bindeled mangler.

..at the moment I feel our mathematical learning is very bits and piecy. They
do a little bit of this and they do a little bit of that and they do a little bit of
something else. And I like most of my senior students to get a holistic view of
mathematics..And I feel that doing proofs might help in some small way..to see
the connections, to se the pattern, to see the beauty of mathematics

I want them to..get the idea that from one mathematical discovery we can move
on to another one to get the idea of the building blocks of mathematics, the
structure of the subject.

Beviser kan bruges til at udvide elevernes repetoire af regneteknikker

T5 finder at en af de ting, eleverne kan fa ud af at arbejde med beviser er at
se og lare de regnetekniske tricks, der optraeder i nogle af beviserne.

But also, there are useful techniques. Most proofs have techniques which are
perhaps peculiar to them, but are introducing students to a range of techniques
that they can perhaps apply in other work they are doing.

Hun giver et eksempel pa en s&dan regneteknik:
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It’s quite fascinating and once again it gives you the idea of..reversing somet-
hing and adding the two together..Students find it a little off- putting at first, but
once they get it they find..a technique which is useful. It adds to their repetoire
of dealing with series.

Hvad T5 helt mener med, at eleverne kan bruge de regnetekniske tricks i bevi-
serne til, star ikke helt klart.

For mig er det et tegn p3, at T5 isit forsgg pa at finde pa grunde til at beviserne
optrader i matematikundervisningen ogsa finder p4 et par pseudobegrundelser
og at dette er en af dem.

Beviser/argumenter skal bruges til at forklare "hvorfor formlen ser
ud som den ggr” ‘

Dette bygger jeg pa T5’ beskrivelse af, hvordan hun argumenterer for ek-
sempelsztningerne. I sit argument med Venn-diagrammet i P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(AnN B)fokuserer hun p3 at f4 argumenteret for, at der er
“noget”, der skal trakkes fra, men hvad det egentlig er, der skal trekkes fra
_anses for at veere mindre vasentligt.

I tilfeldet med produktreglen, hvor man vanskeligt kan argumentere si direkte
som i sandsynlighedsregnings-eksemplet foretrackker hun det symbolsk simple
argument, siledes at eleverne lettere kan se, hvordan “formlen” fremkommer.

Eleverne er ikke motiverede for at beskzeftige sig med beviser

Eleverne beskrives som meget lidt motiverede for at beskeftige sig med beviser.
De vil helst bare acceptere sztningerne og leere at bruge dem.

Students are quite happy to accept what you tell them. Very few actually want
to know how or why it works. They just plug in numbers and off they go..

Beviser er ikke relevante for den gennemsnitlige elev

Et af de kriterier T5 bruger for valg og fravalg af beviser i matematikunder-
visningen er klassens niveau og hvad elevernes fremtidsudsigter i “systemet” er.
Har hun en 6th form klasse, hvor eleverne ikke fortsatter til 7th form 11, vil der
blive fgrt feerre beviser. Her “giver hun eleverne formlen” og lader dem regne
.opgaver med dem.

I would say they are not relevant for the average student...l go on the level of
the class, the level of the students....a 6th form class of whom I knew they were
not going to go on to the 7th form. Then I would not bother about doing proofs

1 Hverken 6th form mathematics eller 7th form' mathematics er i princippet obligatorisk.
Hvor meget eleverne inddeles efter evner svinger fra skole til skole. I dette tilfeelde er der
altsa lavet klasser efter, om eleverne vil fortseette med 7th form mathematics eller ej.
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and so forth with them. I would just give them the formulae, really, and they
would pracitise with ezamples

De obligatoriske beviser er noget, den gennemsnitlige elev méa lere udenad og
T5 ser det som sin opgave at leere dem at gengive dem korrekt:

MH: What do you emphasise when doing proofs which are in the prescriptions®
... When you teach it, what do you emphasise in order to help them cope with
the ezam?

T5: Uh, that is a pretty difficult one..I just emphasise that things have to -be
set up in logical order. And for many students they simply have to learn it.

2

T5 mener at den nuvarende bevisfattige matematikundervisning retter sig mod
de gennemsnitlige elev og hun mener, at det er fornuftigt. Bevismanglen gar
kun ud over de dygtigste elever. Samtidig er anser hun det for at vaere et af
de generelle formal med matematikundervisningen, at eleverne skal lzre noget
matematik, som de far brug for i jobsituationer. Her har de ikke brug for at
kende beviserne.

I think we have a more vocational, at the moment we have got what I call
a vocational approach to mathematics. We are teaching them the mathematics
that they need to learn to be able to go into certain jobs. And that is good because
most students will do that, will benefit from that, but there are still a very few,
very able students who will be going on to do great things in mathematics, to
do..research and I think that they need a more rigorous approach

Beviser som studieforberedende element

T5 beskriver i det ovenstiende et lokalt” studieforberedende element - hun
inddrager beviser i undervisningen i 6th form, hvis eleverne gir videre med 7th
form-matematik. Dem der far et egentligt udbytte af beviserne og en under-
visning, hvor der leegges mere vaegt pa stringens er kommende, professionelle
matematikere. Hun formulerer det mere direkte her:

But I think the able should be doing it, the proofs, because they are the pe-
ople who need to, we are going to have more discoveries in mathematics, more
research in mathematics. We have to have the proofs.

Der er ingen sammenhzng mellem evnen til at ggre brug af ssetninger
1 matematik og kendskab til/ forstéelse af beviset for ssetningen

T5 mener ikke, at der er nogen forbindelse mellem elevernes even til at an-
vende matematik og og si beviser i matematikundervisningen. Dette ses blandt
andet i hendes begrundelse for, at beviser ikke er veesentlige for den gennem-
snitlige/svage elev, der blot skal anvende matematik. Hun udtaler sig dog ogséa
mere generelt:

12Indeholdt i pensum til skriftlig eksamen
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.. After all, when you go out into the world you use mathematics, you don’t have
to prove it

Elevernes har et svagt bevisbegreb .

T5 oplever at eleverne ikke skelner mellem at Igse en ligning og argumentere
for at en relation mé vare sand ved at omskrive et af siderne i et udtryk, i
forbindelse med, at hun forspger at lare eleverne at gengive de obligatoriske
beviser. T5 mener at dette skyldes, at eleverne ikke tidligere i deres skoleforlgb
er stgdt pa beviser.

They often make the assumption that they can start from the two seperate sides
assuming they are equal and continue working down both sides, which I have a
battle with the about trying to train them to start from one side and work to the
other...They see it as an equation, because they don’t do enough proof in their
early school years.

B.5.3 Opsamling

TS argumenterer for P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) i sin undervis-
ning, men ikke sarlig preecist. Venn-diagrammet samt taleksempler bruges til
at overbevise eleverne om ngdvendigheden af at trackke ”"noget” fra. Hun beviser
produktreglen ved brug af differential-notation. Saetningen: v/2 er ikke et ra-
tionalt tal bevises ikke. T5 synes problemstillingen er alt for abstrakt og mener
ikke, at eleverne vil kunne forsta den overhovedet. P4 dette niveau er det helt
fint at +/2 er irrational pr. definition. Herudover er det et motivationsproblem
- eleverne ved pa forhand at v/2 er et irrationalt tal.

T5 finder, at beviser er et element i matematikundervisningen, der primert
er der for de dygtigste elevers skyld, seerlig kommende professionelle matema-
tikere. For den gennemsnitlige elev, der senere hen far brug for at anvende
matematik i jobsammenheng, er beviser uden relevans. Der er ingen sammen-
hzng mellem evnen til at anvende en matematisk setning og kende til beviset
for den. Hun finder dog, at det, ndr man skal lzre eleverne at gennemfgre
de obligatoriske beviser, er et problem at eleverne i si ringe grad har stiftet
bekendtskab med beviser, at de ikke kan skelne mellem at lgse en ligning og
omskrive et udtryk med henblik p& at godtggre en sztning. Eleverne selv er
ikke serlig motiverede for at have beviser. For dem er det vaesentlige at bruge
sztningerne, ikke hvad baggrunden for dem er.

For T5 er det vigtigste traek ved beviser det formelforklarende - at eleverne far
indsigt i, hvordan man kommer frem til en given regneregel, men hun mener
ogsé, at beviser ideelt set er vigtige for at give eleverne et billede af matematik
som et sammenhazngende fag, der logisk bygges op fra aksiomer via beviser.
Men med de rammer der er for den nuvearende new zealandske matematikun-
dervisning, er det ikke det billede, man rent faktisk giver eleverne. Matematik
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fremstar tvaertimod som en samling spredte sztninger, der ikke har nogen ind-
byrdes forbindelse.

T5* holdning til bevisfgrelse

T5’s reaktion pd polygonopgaven:

T5’s kommentar til polygon-opgaven og spgrgsmalet om, hvorvidt hun godt
kunne tenke sig at lade lignende opgaver indgd i undervisningen er, at det
er urealistisk og hgjst noget, man kunne lade de dygtigste elever ggre. En
opgave som polygonopgaven er kun brugbar, hvis man ngjes med at forlange,
at eleverne ved at lave en “investigation”, finder frem til en lgsning, uden at
forlange, at de argumenterer yderligere for det.

No, it s not something I do, it is something I would like to be able to do
with...very able students, but the practicalities of the classroom situation don’t
really enable you to do this unless the students themselves are motivated to do
it. This sort of thing we would do numerically in what we call an "investigation
situation”.

Bevisfarelsesopgaver er ikke et "systemkrav”

T5 er naermest overrasket over, at der findes bevisfgrelsesopgaver i eksamens-
szttene. Opgaven med at argumentere for at n(n-1)(n-2) er deleligt med 3 ber
Igses ved induktion'® og er derfor ikke leengere relevant, fordi induktionsbeviser
ikke indgar i pensum. Herudover bemarker hun, at det ikke er bevisfgrelse i
min forstand, fordi induktionsbeviser ikke kraever, at eleverne selv skal udvikle
en strategi for at bevise s@tningen.

Om opgaven, hvor der skal argumenteres for at lgsningerne til z3 = i ikke
kan vare reelle, siger hun - til trods for at denne opgave faktisk optrader i et
eksamenssat:

I would not do that sort of thing with them. because it is ehm..it is not part of
the examination syllabus

T5 afviser ogs3 at denne helt specielle type eksamensopgaver skal have szrlig
meget vagt | matematikundervisningen. I forhold til andre lettere opgaver, kan
det ganske enkelt ikke betale sig at bruge tid p3 det.

The time spent on this would be out of all proportions with the results achieved
and furthermore it would simply bamboozle and discourage those students who
are going to perhaps get average marks, while those who are above average they

13Det er her interessant, at man i facitlisten til eksamensopgaverne har angivet, at den kan
Igses ved brug af fglgende, uformelle argument: NAr man har tre p4 hinanden fglgende tal vil
der altid veere et tal, der indeholder en faktor tre.
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are going to do all-rigth, but it would be better for them to spend time on more
basic stuff

Bevisfgrelse er for de szrlig dygtige elever Ovenstiende citat afspejler, at
T5 ikke anser bevisfgrelsesopgaver for at veere relevante for de mindre dygtige
elever. Serlig dygtige elever vil fa specialbehandling:

I think it is too complicated for most students. I would probably if I had very,
very able students spend a bit of time privately with them on this sort of thing

De dygtigste elevers evne til at lgse problemer kunne forbedres, hvis
Euklidisk geometri indgik i pensum

Mens T5 finder det rimeligt, at der bliver lagt mindre vaegt p& beviser og
bevisfgrelse end tidligere, s& synes hun det er en god ide, at det stadigvek
betones overfor de dygtigste elever. Her ser hun Euklidisk geometri som et
serligt velegnet emne.

(1) would rather like one class at each school doing a very traditional mathema-
tics course..l would actually like them doing the traditional courses in Euclidean
geometry, because I think that Euclidean geometry proofs, the odd proofs...I re-
ally think it helps their problem-solving abilities, because it trains them to think
in a particular way

Indsigt i Euklidisk geometri og navnlig at fgre beviser indenfor Euklidisk geome-
tri, gor eleverne til bedre problemlgsere. I den nuvzrende matematikundervis-
ning leerer eleverne kun at lgse en szrlig type opgaver, hvor de skal simplificere
en problemstilling - formentlig teenker T5 her ligesom T3 pa tekstopgaver, som
‘man skal oversaette til en matematisk problemstilling for man kan lgse opgaven.

I Euklidisk geometri bliver eleverne mgdt med krav, der adskiller sig fra kravet
om at kunne skere en problemstilling til. T5 taler om at eleverne bliver mgdt
med kravet om at ”do a construction” - i det konkrete tilfzelde hun giver: eleven
skal finde pa en geometrisk konstruktion, der kan bruges til at vise, at en ydre
vinkel er summen af to indre vinkler i en trekant. Mere generelt kan man opfatte
det som et krav om, at eleverne skal vare i stand til at fa bevisideer. Dette
mener TS er en hjelp, nar eleverne skal lgse matematiske problemer, fordi de
laerer, at man kan takle matematiske problemstillinger p& andre méder end ved
at simplificere og oversatte.

I really think it helps their problem-solving abilities because it trains them to
think in a particular way. I think that when one does proofs, one often has
to do a construction. And it trains the students to think "what do I need to
add to this problem” in order to..be able to prove the theorem...I think that our
current approach is to get kids to simplify something. It is always trying to
reduce them..to get them into a simpler form, but direct proofs in constructions
I think, trains the students to think of something eztra.



170 Interviews med de new zealandske lzrere

Even if you do simple things like-proving that the exterior angle of a triangle (is
equal to the sum of two interior angles). You draw your triangle and you have
your exterior angle and your construction for that proof is to draw a line that
is parallel to one of the sides of the triangle and..often you have to tell them,
when you first start teaching the students, you have to tell them what to do, but
after a while they start thinking in terms of having to do that and I think early
training in that is very good, indeed, for later mathematical understanding

T5 finder altsa, at bevisfgrelse og navnlig bevisfgrelse indenfor Euklidisk geo-
metri har noget at tilbyde, men det er underordnet det egentlige mal med ma-
tematikundervisningen. For det forste foreslar T5, at Euklidisk geometri burde
genindfgres for de dygtigste elever oveni det allerede eksisterende pensum, hvil-
ket viser, at T5 anser de andre elementer for at vaere vigtigere, end at der bliver
rum til bevisfgrelse i matematikundervisningen. T5 fremhzaever ogsa bevisfgrelse
som noget, der understgtter elevernes evne til at lgse problemer - ikke som et
element i matematikundervisningen, der i sig selv er af betydning.

Opsamling

T5 finder at polygonopgaven er for svar og at man hgjst kan forlange af ele-
verne, at de lgser den og argumenterer for lgsningen den ved brug af “investiga-
tions”. Bevisopgaverne i eksamenssattene ignorerer hun i sin undervisning. Det
ville vaere spild af tid og ikke noget flertallet af eleverne er i stand til at gebaerde
sig overfor. Serligt dygtige elever vil dog saerskilt blive sat til at arbejde med
problemstillinger af denne type.

Generelt prioriterer T5 bevisfgrelse lavt og mener udelukkende, at det kun
er relevant for de serlig dygtige elever. TS ser gerne, at Euklidisk geometri
bliver genindfert for de allerdygtigste elever som en udvidelse af det allerede
eksisterende pensum. Det vil give eleverne mulighed for at fgre beviser indenfor
et passende emneomrade. De vil forbedre deres evne til at lgse matematiske
problemer, fordi de oplever at opgaver i matematiksammenhzeng ikke blot er et
spgrgsmal om at simplificere (tekst)problemstillinger, men ogsa et spgrgsmal
om at f4 gode ideer.




C Spgrgeskema til de danske
lzerere ,

Interviewmateriale

Baggrund

Jeg har interviewet 5 new zealandske laerere om deres syn pa beviser og be-
visfgrelse i det, der svarer til gymnasiets matematikundervisning i 2. og 3.g,
dvs matematik pa obligatorisk niveau og hgjniveau. De to szt spgrgsmal, jeg
brugte i mine interviews, kan findes i det vedlagte bilag.!

Jeg har i interviewene skelnet mellem "bevis” og "bevisfgrelse”. Mens beviser
har karakter af at veere noget eleverne praesenteres for af leereren, s er bevis-
forelse - som jeg forstar det - nar eleverne selv fremfgrer matematisk korrekte
argumenter for en hypotese. Bevisfgrelsesopgaver er opgaver, hvor det kraeves af
eleverne, at de selv konstruerer argumenterne for opgavens lgsning. Et eksempel
er argumentation for svaret pa fglgende “polygon-opgave”

Hvilke n-polygoner giver - delt siledes at der er det samme an-
tal hjgrner og kanter pi hver side af delingslinien - to nye n-
polygoner?2.

I det new zealandske skolesystem er der ingen mundtlige eksaminer. I savel "2.g”
som ”3.g” er der nationale eksaminer, der udarbejdes af NZQA (New Zealand
Qualifications Authorities). Nogle f& beviser - f.eks. beviserne for additions-
formlerne i trigonometri er udpeget som beviser, eleverne kan blive bedt om at
gengive helt eller delvist til eksamen. Det har jeg betegnet som obligatoriske
beviser i materialet. Herudover optraeder der i nogle eksamenssaet bevisfgrelses-
opgaver.

1T det originale skemna er medtaget de spgrgeskemaer til de new zealandske leerere, der her
udger appendix A. De er af pladshensyn ikke medtaget her.
2Et Igsningsforslag kan ses p4 forste side af 2. set spgrgsmal i bilaget
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Om interviewene

Det jeg specielt har interesseret mig for i interviewene, er begrundelserne for
at der skal vaere - eller ikke skal vaere - undervisning i beviser og bevisfgrelse i
en almendannende matematikundervisning.

I diskussionen af beviser har mit udgangspunkt veeret tre “eksempelbeviser” og
jeg har interesseret mig for, om satningerne og beviserne for dem anses for
at vaere relevante og hvilke begrundelser, der gives for et fravalg/tilvalg af at
inddrage sdvel sztninger som beviser i undervisningen. Seetningerne er hen-
tet fra tre forskellige emneomrader: Fra sandsynlighedsregningen P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(A N B) for to vilkdrlige hendelser A og B, fra differenti-
alregningen reglen for differentiation af et produkt (f-g) = f -9+ f-¢
og endelig setningen /2 ikke er et rationalt tal”. Jeg har - som det er vist i
bilaget pa side 1-5 i forste saet spgrgsmal - valgt at praesentere forskellige méader
at argumentere for setningerne pa.

I diskussionen af bevisfgrelse har jeg bedt om kommentarer til den fgromtalte
polygonopgave og til tre andre opgaver, der optraeder i to skriftlige eksamens-
set. De tre "bevisfgrelsesopgaver” (som ogsd kan findes pa s. 2 i 2. szt inter-
viewspprgsmal i bilaget) er disse:

1. Antag at p er et rationalt tal og at p + ¢ er et irrational tal. Fglger det
heraf, at ¢ rational, irrational eller nogen gange det ene og nogen gange
det andet?

2. Forklar uden at lgse ligningen 22 = i, hvorfor den ikke har nogen reelle
lgsninger.3

3. Vis at 3 gér op i n(n-1)(n-2)

Din opgave

I det fglgende giver jeg dels en beskrivelse af de synspunkter, der er gennem-
géende hos alle de l=zrere, jeg har interviewet, dels tegner jeg de b laereres
“profiler”. Jeg m& ggre opmerksom pa, at synspunkterne i de enkelte "profi-
ler” ikke er fuldstandig konsistente, men altsi er hvad mit materiale viser. Din
opgave bliver at forholde dig til de fremsatte synspunkter. Er du enig/uenig i
dem? Hvorfor/hvorfor ikke? Ikke alle synspunkter er direkte relaterede til be-
viser og bevisfgrelse, men afspejler mere den enkelte laerers matematiksyn, der
naturligvis har konsekvenser for, hvad de mener om beviser og bevisfgrelse.

32 er et komplekst tal - komplekse tal indgar i det new zealandske "3.g"-pensum, der ikke
i gvrigt adskiller sig vaesentligt fra det danske
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Jeg vil herudover gerne bede dig overveje, hvad du selv forstar ved ”bevis”.
Hvis du umiddelbart synes det er for tungt, s& giv mig et eksempel pa en argu-
mentation for en sztning (indenfor gymnasiepensum), som du vil karakterisere
som et bevis og en som du ikke vil kalde for et bevis. Eventuelt kan du tage
udgangspunkt i beviseksemplerne i bilaget.

Fellestraek ved leerernes synspunkter pa beviser og bevisfgrelse

o Beviser er uden betydning for den gennemsnitlige elev da:

— Eleven kan klare sig til eksamen uden at vere i stand til at forsta
beviser. De obligatoriske beviser m& man gennemg3 s& grundigt, at
eleverne mere eller mindre kan dem udenad.

— Beviser er svart stof. Da den gennemsnitlige elev typisk slis med at
fa en forstielse af mere basale ting, er der - med den tid, der er til
radighed - ingen grund til at kraeve, at de forstar eller forholder sig
til beviser udover de obligatoriske beviser.

— Elevernes evne til at anvende s=®tningerne er uden sammenhaeng med
et kendskab til - og en forstaelse af - beviset for setningen. Beviser
er derfor blandt andet ikke til nogen hjaelp i opgaveregningen.

o Bortset fra de obligatoriske beviser kan man kun forsvare at inddrage
beviser i undervisningen, hvis der er et overskud af tid og/eller eleverne
er seerligt dygtige. .

o Beviser for sztninger, der vedrgrer internt-matematiske problemstillinger
- eksempelvis sztningen ”\/2 ikke er et rationalt tal” - bgr man ikke bruge
tid og krefter pa.

o Hvilken maengde af beviser, der gennemgés har tkke nogen sammenhzang
med, om de optrader i den anvendte laerebog.

o Bevisfgrelse er for sveert for den gennemsnitlige elev. Det er kun realistisk
at stille krav om at eleverne kan fremsastte hypoteser for en opgaves
lgsning - ikke til at de er i stand til at argumentere for den fremsatte
hypotese. Dette glder ogsi polygonopgaven, hvor det anses for realistisk,
at eleverne er i stand til at finde frem til svaret (en trekant og en firkant),
men man kan ikke forvente eller kreve, at de argumenterer for det.

o Eleverne bgr kende til forskellen pa at give et taleksempel og pa at give
et bevis for en sztning.

o Bevisfgrelsesopgaver som f.eks. de tre eksamensopgaver, kan man roligt
ignorere, fordi de ikke giver ret mange point til eksamen og det desuden
kun vil vaere en meget lille del af eleverne, der vil veere i stand til at lgse
dem.
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1. profil

Beviser

¢ En matematisk sztning er enten noget, man beviser eller helt undlader at
argumentere for i undervisningen. I s4 tilfalde vil man blot "give formlen”
til eleverne. Lgse, intuitive argumenter er kun pa sin plads, hvis man giver
et bevis for sztningen.

o Matematikundervisningen skal udvikle elevernes evne til at lgse opgaver.
Eleverne bliver bedre til det, hvis de forstar de matematiske begreber, der
indgar i setningerne. Beviset for en stning kan da i nogen sammenhange
stgtte begrebsdannelsen.

e Saetningen ”+/2 er ikke et rationalt tal” er irrelevant for eleverne af tre
grunde:

1. P& det tidspunkt, hvor man kunne veelge at fgre beviset ved eleverne
godt, at v/2 er et irrationalt tal. Beviset bliver derfor til et bevis for
noget eleverne godt ved i forvejen.

2. Eleverne har et tilstrekkeligt kendskab til irrationale tal, hvis de er
i stand til at bruge regnereglerne for rgdder.

3. Eksistensen af irrationale tal er en problemstilling, som er for svaer
og abstrakt for flertallet af eleverne.

o Beviser overbeviser ideelt set eleverne om rigtigheden af resultatet, sile-
des at de fgler sig trygge ved at bruge saetningen. Hvis beviserne er for
svare, skal man undlade dem for ikke at give eleverne et indtryk af, at
forstielsen af sddanne beviser er noget, der kraves af dem.

o Granskning af beviser kan give eleverne et billede af matematik som et
fag, hvor der - i lighed med andre fag - skal argumenteres for fremsatte
pastande.

o FEleverne burde forholde sig kritisk til rigtigheden af satninger de intro-
duceres for i matematikundervisningen - men de ggr det ikke og det er
meget vanskeligt at f& dem til det.

o Lzrebogen har ingen indflydelse pa, i hvilket omfang og hvordan, der
undervises i beviserne.

Bevisforelse

o Det er let at lare eleverne at fpre induktionsbeviser, da man kan give en
“opskrift” eleverne kan fglge hver gang forudsat at det trick, der skal til at
komme fra antagelsen om at sztningen gelder for n til at den gzlder for
n+1 er det samme hver gang. Induktionsbeviser kunne - hvis de stadigvaek
indgik i pensum - bruges som eksempel pd en bevismetode og eleverne
opleve en bevismetode, som de selv beherskede.
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e 1 forhold til andre aktiviteter i matematikundervisningen fremstar be-
visfgrelsesopgaver f.eks. 1 form af polygon-opgaven og eksamensopga-
verne som noget man kan ggre for sjov med de sarlig dygtige og mo-
tiverede elever underforstdet at sidanne aktiviteter giver ikke et brug-
bart/maéleligt/vigtigt udbytte og er ikke noget, det er afggrende, at en
gennemsnitlig elev kan eller kommer til at prgve kraefter med.

2. profil

Beviser

e Beviser spiller en perifer rolle, da hovedformalet med matematikunder-
visningen er, at eleverne lzrer at anvende matematikken og ser eksempler
pa anvendt matematik.

o Fordi der er fokus p&4 matematikken og dens anvendelser, er “teoretiske”
satninger og problemstillinger, der ikke er umiddelbart anvendelige noget,
man bgr undlade i matematikundervisningen.

o Beviset for at /2 ikke er et rationalt tal er s& svaert, at eleverne ikke vil
kunne forsta det.

o De szetninger eleverne laerer i matematikundervisningen m3 ikke fremsta
uforklarede. Beviser kan da i nogle tilfeelde kan tjene til at forklare ele-
verne, hvorfor en satning er sand. Bortset fra de obligatoriske beviser
udelades beviserne, hvis det vurderes, at eleverne ikke fir dette udbytte.

¢ Ideelt set burde eleverne gennem at arbejde med beviser f4 en forstielse
for, hvad der udggr et korrekt matematisk argument. Det kan man imid-
lertid ikke forvente pa dette niveau og de dygtigste elever méa f4 sddanne
indsigter senere i deres uddannelsesforlgb.

e Beviser burde veere i matematikundervisningen for at give eleverne en
oplevelse af "matematikkens skgnhed”.

e Nar man som lerer inddrager noget, man selv anser for at vere et bevis
i undervisningen, skal man ogsi bruge betegnelsen overfor eleverne. Man
kan dog med held vente med at sige til eleverne, at man har fgrt bevis
for en given sztning til efter beviset er fort.

e Lerebogen har ingen indflydelse pd om der underviées i et bevis, men har
stor betydning for, hvordan det konkrete bevis gennemgés.
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Bevisfarelse

e Opgaver hvor eleverne bliver sat til at overveje, hvordan man kan ar-
gumentere for en satning f.eks: "forklar hvorfor arealet af en trapez er
3(a+b)h”, anses for at vare et nyttigt redskab til at give eleverne indsigt
i, at det er muligt at argumentere for de satninger, de bliver sat til at
bruge og navnlig at andre har gjort det harde arbejde med at garantere
sztningernes rigtighed. Sddanne opgaver er specielt vigtige for at sikre,
at szetninger ikke fremstar som uforklarede stgrrelser for eleverne.

e Man kan ikke forlange, at eleverne eksempelvis udleder 1(a + b)h. De
er ganske enkelt ikke s& dygtige til algebra og til at formalisere deres
iagttagelser, at de er i stand til det. Dette gelder ogsé i polygonopgaven,
hvor eleverne ikke vil vaere i stand til at stille ligningerne op.

3. profil

Beviser

e Beviser er irrelevante for almindelige elever og i de tilfzelde, hvor man kan
give taleksempler er det langt mere effektivt at ggre dette fremfor at give
et bevis i forhold til at overbevise eleverne om, at en setning er sand.

o For de dygtigste elever kan beviserne supplere de gvrige aktiviteter i un-
dervisningen, ved at de fir en bedre ide om, hvad de ggr, nar de bruger
s@tningerne, For de mindre dygtige elevers vedkommende ma man satse
pa, at de lerer at "bruge reglen”.

e Man er bedst tjent med ikke at forsyne beviser eller bevislignende ar-
gumenter med merkaten "bevis”, da dette automatisk vil ggre eleverne
mindre motiverede, fordi de opfatter beviser som svere. Det er bedre at
bruge termen “forklaring” i de tilfalde, hvor beviserne virker forklarende.

e De dygtigste elever skal mgde beviser som forberedelse til at beskeeftige
sig med matematik videre frem.

¢ Eleverne kan muligvis via at beskaftige sig med beviser blive bedre til at
tenke logisk. Dette er noget, de kan bruge, nar de regner opgaver.

Bevisforelse

o Bevisfgrelsesopgaver er kun relevante for kommende, professionelle mate-
matikere, der skal gves i at lzre at fgre beviser.



177

e Man kan ikke forlange, at en gennemsnitlig elev er i stand til at lgse
opgaven "Forklar uden at lgse ligningen, z3 = i, hvorfor den ikke har
nogen reelle Igsninger™. Derimod er det rimeligt at forlange, at eleven er
i stand til at lgse ligningen.

o Bevisfgrelsesopgaver er i konflikt med den herskende “trend”i den New
Zealandske matematikundervisning, hvor eleverne tranes i pa basis af en
tekstopgave at finde frem til og formalisere mgnstre. Dette og evnen til
at oversatte tekstopgaver til en matematisk problemstilling veaegtes fra
“systemets” side, mens bevisfgrelsesopgaver ingen serlig rolle spiller. Op-
gaver, der kan lgses ved henvisning til - og manipulation af - en eller flere
formler, er mere tilfredsstillende, fordi det er klarere, hvilket grundlag
svaret pd opgaven hviler pa og det derfor er muligt at forklare eleverne,
hvordan man nér frem til svaret.

4. profil

Beviser

e For elever, der er i stand til at fglge beviserne, kan beviser tjene til at
forklare, hvorfor satningen er sand. P4 denne made kan beviser bruges
til at forhindre, at matematik fremstar som et fag hvor saetningerne er
ubegrundede.

¢ Beviser er uegnede til at overbevise eleverne om sandheden af en sztning.
I almindelighed godtager eleverne ukritisk matematiske sztninger.

o Ideelt set bestar forberedelsen til at eleverne ser beviset for en sztning
i at de selv "opdager” den og f.eks. selv finder ud af, at P(AU B) =
P(A) + P(B) — P(AN B) ma galde, efter at have set et par taleksempler,
hvor man regner pa sandsynligheden for foreningsmazengden af to ikke-
disjunkte haendelser.

e Beviser kan tjene til at vise, at man i matematik - i lighed med andre fag
- skal argumentere for sine pastande.

¢ Larebogen har ingen indflydelse pi, hvordan der undervises i et givent
bevis.

o De elever, der skal studere matematik fremover, skal pi et eller andet
tidspunkt mgde beviser som led i at forberede dem til deres studier. 2.g”
og ”3.g” er et passende tidspunkt.

4z er et komplekst tal
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Bevisfgrelse

¢ Evnen til selv at finde pa argumenter for en s®tning er noget, man burde
vaegte 1 matematikundervisningen. Den gennemsnitlige elev er imidlertid
ikke i stand til andet og mere end at lare et antal algoritmer og lare
at genkende de situationer, hvor de skal bruges. Bevisfgrelsesopgaver er
sdledes ikke i konflikt med, hvad der burde inddrages i matematikunder-
visningen - det er bare ikke realistisk at forspge pa at ggre det.

5. profil

Beviser

o Beviser i szrlig grad relevante for kommende professionelle matematikere,
der skal blive fortrolige med beviser for selv at lzre at bevise. Der er dog
ogsa tale om, at beviser giver et generelt "lgft” i abstraktionsniveau, der
er brugbart, hvis man senere hen skal beskeftige sig med matematik.

o Beviser kan bruges til at give eleverne et billede af matematik som et fag,
hvor satningerne indenfor for de enkelte discipliner er en del af et hie-
rarki, hvor man bygger ny sztninger pa grundlag af aksiomer og tidligere
udledte szetninger og hvor beviset tjener som “bindeled”. Det er en skam,
at Euklidisk geometri ikke lzengere indgér i pensum for netop Euklidisk
geometri egner sig til give eleverne et sddant billede. Matematik kommer
uden s&dan et eksempel til at fremstd som en samling lgsrevne szetninger
og begreber.

o Beviser kan bruges til at forklare eleverne, hvorfor satningen er sand.

e Det er svart at undervise i beviser, fordi de studerende er villige til uk-
ritisk at acceptere satningerne hvad som helst og er ikke interesserede i
at kende til beviserne for satningerne medmindre det er et obligatorisk
bevis.

o Beviset for at /2 ikke er et rationalt tal er ikke relevant for eleverne,
fordi eleverne fra tidligere ved at /2 er et irrationalt tal og der er ingen
grund til at bevise noget, der forekommer eleverne indlysende.

e Man bgr pa et eller andet tidspunkt bevise de satninger eleverne bruger
1 opgaveregningen, for at “sla formlen fast”, selvom man i fgrste omgang
veelger blot at “give eleverne formlen”.

e Laerebogen har ingen betydning for, hvordan der undervises i et givent
bevis. :
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e Man bgr i videst mulige omfang undlade ordene "bevis” og "teorem” i
undervisningen - dog ikke i "3.g”, da eleverne - fordi de ikke har haft
Euklidisk geometri - ikke er rustede til at forstd betydningen af sidan et
sprogbrug. : .

o Traening i at fglge udledningerne af beviser styrker elevernes evne til at
teenke logisk.

Bevisfgrelse

o Bevisforelsesopgaver er s3 svare, at de vil ggre mere skade end gavn, hvis
man lader gennemsnitlige elever forsgge sig med dem. Man skal ikke give
dem indtryk af, at det er noget, de forventes at kunne.

e Bevisfgrelsesopgaver indenfor Euklidisk geometri kan forbedre elevernes
evne til at lgse opgaver generelt. Opgaverne i den NZske matematikun-
dervisning lgses ofte ved at man simplificerer den oprindelige opgave. I
Euklidisk geometri oplever eleverne, at man somme tider har brug for
andre tilgange - eksempelvis i form af at skulle tilfgje noget til figuren -
for at kunne lave beviser. At eleverne oplever et behov for at tage andre
strategier i brug, kan give dem en bredere tilgang til at lgse opgaver.



D De danske interviews

D.1 Interview med L1

D.1.1 L1’s Bevisbegreb

L1 opfatter beviser som en argumentation for lgsninger til generelle matema-
tiske problemer. Med “generelle matematiske problemer”, mener L1 problemer,
der er af mere generel karakter end numeriske problemer. Som jeg fortolker
nedenstéende citat, s3 hentyder han til at et bevis jo ofte resulterer i en formel
som kan bruges til at lgse en klasse af numeriske problemer.

MH: Sé er der det der modargument mod beviser med at elevernes evne til at
anvende setningerne er uden sammenheng med, om de har forstdet beviserne
for setningerne

L1: Ja, der kan godt vere en stor afstand, tror jeg egentlig. Men jeg tror nu ogsé
at man, ndr man leser beviser og setter sig ind i matematisk tankegang...man .
ku’ jo egentlig i en vis forstand sige, at matematiske setninger er en lgsning pd,
hvad skal vi sige.. mere komplicerede matematiske opgaver. Og det vil sige, at
lese et bevis svarer til at man leser lpsningen af en opgave...Det er ofte opgaver
af en mere generel struktur og der synes jeg det er vigtigt for matematiklereren
at gore sig klart, at der er forskel pd regning og matematik og at matematik
er undersggelse af strukturer, of feelles strukturer i en lang rekke opgaver af
numerisk karakter,

L1 mener ogsé at beviser er en argumentationsform, der er karakteriseret ved,
at blive forudgéet af en pracisering af de indgdende begreber, mens man i selve
argumentationen ggr brug af logiske regler og problemlgsnings-metoder.

..Hvad jeg selv forstar ved et bevis?..Et bevis er jo i hgj grad en metode, synes
Jjeg som..er en vasentlig del af matematikken, af matematikkens metodik. Der
er en argumentationsform, der er en precisering af begreber, der er anvendelse
af nogle logiske regler, der - hvad skal vi sige - ligger i sddan et mgnster ne-
denunder...Det handler om strukturer, det handler om metode, det handler om
det der med logiske regler..og man kan godt sige, at der indgdr bevismetoder i
lgsningen af matematiske opgaver.
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D.1.2 L1’s holdning til beviser

Beviser er en vigtig del af "faget matematik” og alle elever - ikke kun
de dygtigste - skal danne sig et billede af det

L1 mener at beviser ikke udelukkende er et studieforberedende element, som
optraeder i matematikundervisningen for de dygtigste elevers skyld.

MH: Der er mange (of de new zealandske lerere) der synes, at det der med
beviser, det er forst og fremmest for de dygtigste elever. De skal mgde dem,
fordi de skal forberede sig til at beskeftige sig med matematik videre frem, hvad
enten de nu skal vere ingenigrer eller et eller andet andet.

L1: Det skal de jo...Jo, det synes jeg da absolut de skal, men det er ikke det
samme som at sige at de mindre dygtige heller ikke skal mode dem.

MH: ..der er sé nogle, der simpelthen mener, at det kan eleverne ikke finde ud
af, fordi den gennemsnitlige elev er simpelthen ikke i stand til andet og mere
end at lere et antal algoritmer og lere at genkende de situationer, hvor de her
algoritmer skal bruges...er det en beskrivelse, du ogsd vil give af nogle af dine
elever? ,

L1: Det er en gruppe elever der findes, jo,.. (men) sé handler det jo om at finde
en eller anden rimelig balance sdledes at.. de har et minimum af fornemmelse
af, hvad faget er. Jeg ma indromme, at de skal presenteres for faget, ogsd
selvom de ikke far fat i det.

L1 mener ikke, at man kan udelade beviserne i matematikundervisningen med
den begrundelse at ikke alle eleverne forstar beviserne i detaljer. Han opfatter
beviserne som “substansen i matematikken”. Beviser er en forudsetning for at
man kan give eleverne et billede af faget matematik.

..Jeg synes de skal vere - for at bruge det udtryk - kledt pé til at vide noget
om, hvad faget bestdr af. Det indeberer en kobling til beviser. S kan det godt
vere, at den gennemsnitlige elev ikke far s meget ud af detaljerne.

Nar L1 mener, at eleverne skal vide noget om "faget matematik” er det fordi
han anser matematik for at veere en den del af elevernes kulturarv.

Jeg er kulturberende i situationen...sd er der ogsd en anden partner og det er sé
faget matematik. Det er s ikke en person, men det er en kulturel sammenheng
en kulturel arv, som stiller nogle krav for, hvordan vi arbejder med faget. Det
er sddan i og for sig min grundholdning og det vil sige, der er grenser for,
hvor meget vi kan klippe forbindelsen over til selve faget i retning af at komme
i mgde..sd skrider ogsé det, der er substansen i matematik.

Man skal ikke bortprioritere beviser til fordel for opgaveregningen

L1 mener ikke, at man kan tillade sig at fravaelge beviserne - heller ikke for at
gore plads til mere opgaveregning. Hvis man primeert satser pd opgaveregningen
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og tillader eleverne at mangvrere efter dette, sa bliver konsekvensen at eleverne
far, hvad L1 betegner som et amputeret forhold” til faget.

Den elev; der udelukkende sigter pd anvendelsen og pd anvendelsen af form-
ler og som siger "vek med den tykke bog, jeg ngjes med formelsamlingen og
overskrifterne med rodt”..de far et lidt amputeret forhold til faget matematik.

Beviser og evnen til at anvende matematik har ikke direkte noget
med hinanden at ggre, men indsigt i beviser kan forbedre elevernes
generelle problemlgsningskompetence

L1 opfatter i lighed med de new zealandske lerere opgaveregningen og bevi-
serne som to stgrrelser, der ikke rigtig har noget med hinanden at ggre. Beviset
for en given setning har ikke betydning for elevens evne til at anvende den
" pagzldende sztning. Til gengzld forbedre elevernes generelle problemlgsnings-
kompetence. Beviserne er jo netop - som L1 ser det - eksempler pa lgsninger
af mere generelle problemstillinger. Min fortolkning er, at L1 finder at i lighed
med at eleverne kan have udbytte af at se eksempler p& opgavelgsninger, hvor
problemerne typisk er af numerisk karakter, s3 kan de lige s vel have glaede
af at se lgsninger pa opgaver, der er mere generelle. Jeg har tidligere haft fat i
nedenstéende citat, men gentager en del af det her:

L1:..Man ku’ jo egentlig 1 en vis forstand sige, at matematiske setninger er en
lpsning pa, hvad skal vi sige.. mere komplicerede matematiske opgaver. Og det
vil sige, at laese et bevis svarer til at man leser lasningen af en opgave...

Det er et vigtigt traek ved beviser, at de optrzder som bindeled
mellem sztningerne i en aksiomatisk struktur

Et trak ved beviser, som L1 finder er centralt og som det er vigtigt at un-
derstrege er bevisers rolle som bindeled i en teoribygning, hvor man bygger
sztninger op fra aksiomer - f.eks. Euklidisk geometri. L1 slar desuden endnu
en gang fast, at han nzrmest opfatter beviser som synonymt med "faget mate-
matik”,

MH: Der er si en, der er inde pd, at beviser jo ogsd kan bruges til at give
eleverne et billede at matematik som fag. Og det vedkommende specielt legger
vaegt pé det er..altsa det der med, at man kan se matematik blive bygget op (fra
aksiomer)

L1: Jamen det er jeg helt enig med vedkommende i..det er jo helt oplagt

MH: Er det et af hovedformdlene (med at undervise i beviser), er det en af de
vaesentligste roller..

L1: ..det er en vesentlig rolle, helt klart, det er faget, havde jeg neer sagt. Ikke
nodvendigvis faget i praksis, men det er i hgj grad faget.

Det er interessant, at L1 skelner mellem "faget i praksis” og "faget matematik”.
Jeg fortolker “faget i praksis” som anvendt matematik. L1 ser alts3 ingen for-
bindelse mellem det at sztninger bevises og indgér som led i en teoribygning
og det at de anvendes.
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Visse beviser kan brugés til at give eleverne et billede af matematik
som et "smukt fag”

2 9,

L1 mener at nogle - men ikke alle - beviser kan bruges som eksempler pa “smuk
matematik”. Mere end forvente, at ogs& eleverne synes, beviserne er smukke,
tror han at det er vigtigt at signalere, at det synes han er tilfaeldet.

MH: Sé er der den der med, at beviser burde vere i matematikundervisningen
for at give eleverne en oplevelse "matematikkens skonhed”. Det er sddan et eller
andet med beviser som estetisk element.

L1: Jeg vil hellere sige. ..Jeg vil ikke sige, det er alle beviser, der er pene eller
skonne eller hvad det er..nér det er der og det er et bevis, der er elegant, sé
synes jeg det er fint, at lereren signalerer, at det er det han mener og eleverne
synes det er meerkeligt at bruge de ord i den forbindelse..men eleverne har godt
af at man presenterer for dem, at det er de ord man ty’r til for at beskrive ens
oplevelse af det vi arbejder med.

Beviser kan forbedre elevernes evne til at tznke logisk

L1 er enig i, at man bliver bedre til at tanke logisk af at beskaeftige sig med i
hvert fald visse beviser.

MH: ..Bliver de (eleverne) bedre til at tenke logisk af at beskeftige sig med
beviser?

L1: Ja, det tror jeg da helt bestemt, fordi det er jo et eksempel pé strukturen,
der ligger under, sd det tror jeg da bestemt. Nogle mere oplagt end andre.

Beviser giver eleverne indtryk af at man argumenterer for sine p&-
stande i matematik sivel som i andre fag og understreger vigtigheden
af praecision i forudsaetninger og argumenter

L1 mener ogsd, at beviser kan vaere med til at give eleverne et indtryk af at
man i matematik savel som i andre fag skal argumentere for sine synspunkter.
Det er dog ikke en pointe, han laegger meget vagt pa. Det er mere vigtigt at det
fremgar, at det der foregar i et bevis er at de indgiende begreber praeciseres,
hvorefter man kan begynde at argumentere pa fornuftig vis.

MH: Sé er der den der med at granskning af beviser kan give, altsd nér eleverne
bliver sat til at granske beviser, sa giver det eleverne et billede af matematik
som et fag, hvor man er ngdt til at argumentere for sine pistande, ligesom man
er det i andre fag.

L1: Jamen, det er vel i og for sig rigtig nok.

MH: Det synes du ogsé er en rolle beviser kan spille?

L1: Ja, det synes jeg. Det synes jeg. Precisering af begreber iseer. Hvad ligger
der i det ord? Det er jo en af drsagerne til, at folk bliver uenige. Det er da
ofte, fordi de er uenige om, hvad det egentlig er de snakker om. og man ligger
forskellige ting i ordene og hvad der ligger i ordene, hvis man ikke rigtig har
gjort sig det klart, s& sidder man jo og snakker forbi hinanden.
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Beviser i lzerebogen fravzlges i nogle tilfzelde

L1 mener ikke, at man ukritisk skal medtage samtlige beviser i laerebogen. I
det folgende giver han et eksempel p4 et bevis, han vil valge at udelade, fordi
det er for tidkraevende i forhold til det udbytte L1 vil vurdere eleverne far.

Jo, jeg er da meget preget af hvordan tingene stir i bogen...om jeg sé tager
et bevis og gennemgdr det, det er sé en anden ting...ind i mellem springer jeg
da beviserne over, fordi..et eksempel er, hvor jeg har haft et vektorprodukt og
et krydsprodukt og hvor..i Carstensens og Frandsens bog i bind 3, der stér en
gennemgang af, at ndr man krydser de to vektorer, sé fér man en vektor, som
er vinkelret pa en plan, der udspendes af de to vektorer. Det bevis er dpdssygt at
sidde og lese og resultatet er jo rimelig enkelt. Sa det vil jeg da klart koncentrere
mig om. Og jeg tror i det eksempel, der ville de ikke lere noget, det ville tage
for lang tid i forhold til den tid, der er normeret og jeg ville kunne investere
den tid bedre.

Hvis beviser fravaelges og enten udelades eller erstattes med lgsere
argumenter, ggr man som lzrer opmerksom pa at argumentet ikke
er et bevis .

Man skal ggre opmarksom pé, nir man bruger et lgst, intuitivt argument.

..jeg bruger faktisk lgsere intuitive argumenter engang i mellem, det mé jeg
indrgmme. Ogsé som..hvad skal vi sige..miniudgaver af - eller erstatninger for
- s@tninger...Men..sd gor jeg selufalgelig opmerksom pa, at det ikke er noget
bevis, ikke.

Ligesom en satning, hvor beviset er udeladt altid vil blive kommenteret:

Jeg vil jo aldrig presentere en matematisk setning uden at kommentere den,
det ville jo vere underligt. Laver man sig et matematisk resultat ma man jo pé
en eller anden made uddybe indholdet.

Kommentarer til beviset for at /2 ikke er et rationalt tal

Beviset for at V2 ikke er et rationalt tal og den tilhgrende problem-
stilling er ikke for svzert for eleverne

L1 mener bestemt, at man skal inddrage beviset for at /2 ikke er et rationalt
tal i matematikundervisningen. Ligesom det generelt ikke er et argument for at
udelade beviser, at det er svaert for eleverne, s& finder han heller ikke at det er
et argument i dette tilfelde, hvis man ellers holder sig til at undervise i beviset
i3.g

Jeg synes ikke, man skal starte med det i 1.g. i de forste timer, det ville vere
fuldstendig vanvittigt, men hen ¢ 3.g. synes jeg det vil veere helt fint. Jeg har
selv gjort det i forbindelse med talteori..
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Han mener, at man ganske enkelt skal forvente og forlange, at eleverne forstar
problemstillingen.

MH: Sé er der ogsé et modargument med at det der med overhovedet at-sette
spprgsmdlstegn ved at noget, de har fdet at vide, det her er et irrationalt tal,
overhovedet at sette spgrgsmalstegn ved sddan et faktum. Altsé ogsé bare disku-
tere om noget eksisterer eller ej, at det er simpelthen er alt for svert eller for
abstrakt en problemstilling til at man overhovedet kan udsette gymnasieelever
for det. .

L1: Jamen det synes jeg ikke, det er. Iser ikke i en 3.g. Det skal de have fat i.

Man kan godt motivere nogle elever for at interessere sig for pro-
blemstillingen

Han peger ogsa p3, at der jo faktisk ogsd er en elevgruppe, der finder ogs3
"ubrugelige” resultater fascinerende. Og han ggr ogsi opmarksom pé, at man
som oftest ikke veelger at leese matematik pa universitetsniveau med den be-
grundelse, at matematik kan bruges til noget. Som matematiklarer str man i
en kunstig situation, hvis man skal give begrundelser for faget, der ligger meget
langt fra den motivation, man selv havde for at laese det.

S4 er der ogsd et modargument med at det der med overhovedet at satte
spgrgsmalstegn ved at noget, de har faet at vide: det her er et irrationalt tal,
overhovedet at satte spgrgsmalstegn ved sddan et "faktum”..at det er simpelt-
hen er alt for svert eller abstrakt problemstilling til at man overhovedet kan
udsatte gymnasieelever for det.

L1: Jamen det synes jeg ikke, det er. Iszr ikke i en 3.g. Det skal de have fat
i. For dem det er for sveert eller ikke kan lzre det og s& videre, jamen det er
der jo s& ikke noget at ggre ved. Sddan noget, s3 ma de blive darlige pa det
punkt der. Og...der er jo altsd det forunderlige, at jeg har har da folk, der har
skrevet 3.arsopgave i tallet = og det fascinerer dem, at man kan sige at deci-
mal nummer 1 milliard er et 7-tal og at det er komplet uanvendelig i funktion,
men der er noget fascinerende i det alligevel...Det er jo en af irsagerne til, at
der overhovedet er matematik. Der er nogen, der har gidet sidde og speku-
lere over nogen problemstillinger og de har ved gud i himlen ikke gjort det ud
fra anvendelsessynspunkter. Noget helt andet er, at jeg tror virkelig ikke, der
er ret mange lzrere her i landet..jeg tror ikke der er ret mange professionelle
matematikere herhjemme og gymnasielarere, folk der har taget en akademisk
matematikuddannelse, som er giet i gang med at lese matematik, fordi det
kan anvendes. Det tror jeg sgu ikke. S& bliver man ingenigr, til ngd... S& det
oven i kgbet at begrunde hele sin undervisning i matematik p4 anvendelsen..

Beviset er netop vigtigt i kraft af at vaere et bevis for en intern-
matematisk problemstilling

L1 mener netop at beviset for at /2 ikke er et rationalt tal er vigtigt at inddrage
fordi problemstillingen er teoretisk og abstrakt. Hvis man undlader sadanne
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teoretiske, abstrakte problemstillinger, s3 videreformidler man jo netop et for
sneevert billede af matematik som fag.

..jeg synes at..selve matematikken har en udadvendt, anvendt side og sd har
den ogsa en abstrakt/filosofisk/teoretisk side og der indgdr /2 og det der bevis
og hvis man kun tenker pd anvendelse, s mener jeg det kun er en side man
ser pad.

Beviset er et godt eksempel pa et modstridsbevis

L1 mener herudover, at beviset for at \/2 ikke er et rationalt tal har eksem-
plarisk veerdi, i kraft af at veere et eksempel pa et modbevis og i kraft af at
vare et eksempel pa bestemt en form for logik. Eleverne har godt af at blive
praesenteret for et eksempel pa at ”sddan kan man ogsa tanke”.

det er et godt eksempel pd en bevis-struktur..det er et indirekte bevis, det synes
Jjeg er et godt eksempel... Og det er faktisk en elegant made at argumentere pa,
som ikke er umiddelbart klar, synes jeg..det er jo ikke logik for smabgrn, der
bliver brugt der, det synes jeg ikke. Og det er del af..tror jeg af menneskers
udvikling, at lere at tenke pd forskellige mader og den made at tenke pa ér vi
sgu tkke fodt med. Det er en kulturarv pé en eller anden led. Og sé synes jeg i
purigt at netop /2 (beviset) er en vigtig kulturarv at forsts, som sadan er de
irrationale tal, de rationale tal kulturberende..

Eleverne ved ikke pa forhand, hvad et irrationalt tal er.

Endelig mener L1 bestemt ikke, at eleverne udmaerket godt ved, hvad et irra-
tionalt tal er i forvejen og at man pa det grundlag kan undlade beviset.

MH: Sa er der det med at..denne her lerer mener - nok lidt mere handfast - at
denne her setning med at kvadratrod 2 ikke er et rationalt tal og argumenterer
for at man ikke skal undervise i det. Det forste er, at pa det tidspunkt, hvor
man kunne veelge at at fore det her bevis, der ved eleverne udmerket godt, at
kvadratrod 2 er et irrationalt tal.

L1: Det ved de..ja, det kan du fandemig sette nogle spprgsmdélstegn til... Ele-
verne ved jo ogsd, at w det er %, det ved de jo godt. S& spgrger man dem pd
et tidspunkt, er det rigtigt eller ej? Jamen halvdelen af dem siger ja, det er
rigtigt...De har maske hgrt ordet for. ‘

D.1.3 L1’s holdning til bevisfgrelse

Man burde have bevisfgrelsesopgaver i matematikundervisningen -
men der er ikke krav om det fra "systemets” side

L1 bruger ikke bevisfgrelsesopgaver i sin egen undervisning, men han mener
at der burde veere bevisfgrelsesopgaver bade i den daglige undervisning og til
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eksamen, fordi der si ville komme en koblirig mellém opgaveregningen og be-
viser i undervisningen. Han anser det som sadan for muligt at have beviser i
matematikundervisningen.

Bevisfgrelsesopgaver...der er ikke den store tradition herhjemme. Det kunne
egentlig vere meget godt, hvis man mdske overvejede det lidt mere... sé fik
de (eleverne) da noget credit for pé den skriftlige side at kunne styre den der
tankegang og som det er i gjeblikket, da er det totalt klippet over..det er en
anden made at sette sig ind i matematisk tankegang, som er fuldt sé god som
den almindelige mundtlige, sé derfor synes jeg det er en oplagt mangelvare 1
det danske uddannelses-system, at vi ikke gor det her.

L1 afviser, at bevisfgrelsesopgaver optrader i hans undervisning og ggr det med
henvisning til, at der ikke er krav om det fra “systemets side”.

Det er ikke noget, jeg dyrker.. alene af den grund, at der figurerer ingen opgaver
i matematikheftet fra direktoratet i de sidste 10 ars eksamensspgrgsmal.

Opgaver som polygonopgaven er for svaer for eleverne, fordi problem-
stillingen er for lgst beskrevet

Polygonopgaven synes L1 er lidt barsk, fordi den sztning eleverne skal bevise
ikke er formuleret for eleverne pa forhdnd. Dette er hans reaktion efter at jeg
har beskrevet polygonopgaven:

L1:..jo lgsere en problemstilling, jo sverere er de at styre, for sé skal du til at
stille rammer op selv og det er svert. I det gjeblik at situationen pa en eller
anden mdde er strammet op, hvor du forestiller dig at vi beviser - lad os nu bare
tage den der med at meridianer i en trekant skerer hinanden ¢ samme punkt -
hvis de tkke kender den s@tning pd forhind. Jamen, det er en totalt afklaret og
ren problemstilling, sé ma du prove at etablere en argumentation.

Bevisfgrelse kan give eleverne indsigt i den proces, der ligger til grund
for de faerdige sztninger, de stgder p& i matematikundervisningen

L1 mener, at hovedformalet med at have bevisfgrelse i matematikundervisnin-
gen ville vaere at give eleverne et indblik i bevisprocessen og det kan vaere med
til at give eleverne en forstaelse af, at de sztninger de bliver preaesenteret for i
undervisningen i gvrigt er finpolerede resultater af en sddan proces.

..det de bliver presenteret for, nér de leser et bevis, det er den forkromede
lpsning af en opgave og den giver jo tkke noget indblik i processerne eller spro-
get...et godt eksempel det er sddan nogle geometriopgaver, hvor der tegnes al-
verdens hjelpelinier og de bliver guidet ind i det som den naturligste ting. At
den ide den fér man selvfolgelig gjeblikkeligt, efter de forste 5 sekunder sé teg-
ner man de der fine hjelpelinier og sd kan enhver idiot se i formelsamlingen
og gu kan man da ej. Det ma altsé tage endda mange timers overvejelser eller
mere. Og pé den mdde, ndr man sé& ser den der forkromede argumentation, sd
er selve metoden og vejen frem til det bevis man sidder og leser, den fortaber
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sig fuldstendigt i tdgerne, den er jo ikke-eksisterende. Tvertimod, man gor alt
for at skjule den.

Han uddyber yderligere

Det vil dog vere spgjst om man altid kommer i gang med den mest elegante
mdde at bevise noget pd hver eneste gang...Og sa krpller man det tunge bevis
sammen og sG presenterer man det fine forkromede bevis.. og sédan ma det
godt veere ¢ faglige kredse. Man skal bare vere klar over processen.
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D.2 Interview med KG

D.2.1 L2’s bevisbegreb

L2 fremhaever brugen af logiske slutningsregler til at slutte sig frem til en pa-
stand og bestrabelserne pi at ggre et minimum af antagelser, som de centrale
traek ved et matematisk bevis. Hun laegger med andre ord vaegt pé det lokalt-
deduktive element af beviserne.

Det er for mig en rekke af overvejelser, der forer til at man udfra et eller andet
givet slutter sig frem til nogle nye setninger og man sédan logisk folger slagets
gang..man har en eller anden pdstand, man gerne vil have eftervist..man siger
at et eller andet skal vere givet - men heller ikke mere end hgjst ngdvendigt og
sa prover vi udfra, hvad vi kender sé at bygge noget op, der forer frem til den
pdstand, vi synes er rimelig.

D.2.2 L2’s holdning til Beviser

Beviser er ogsa af betydning for den gennemsnitlige elev

L2 synes beviser er af betydning for den gennemsnitlige elev. Eleverne far et
udbytte af at beskaftige sig med beviser uanset om de forstdr dem i detaljer
eller ej. Udbyttet bestar i, at eleverne far en forstéelse af, at man ikke bare kan
tage satningerne i matematikken for givet, men er ngdt til at argumentere for
dem og de far en forstéelse for, at man i overensstemmelse med “god matematisk
skik” m& argumentere for setningernes rigtighed inden man kan tillade sig at
bruge dem.

MH: Den fgrste pastand jeg gerne vil bede dig om at forholde dig til er den der
med, at beviser er uden betydning for den gennemsnitlige elev

L2: Det er jeg tkke enig i... Selvom de maske ikke forstdr det hele, sa tror jeg
alligevel, at det der med at de ikke sddan far det hele foreret, at de bliver tvunget
til at prove dog at sidde og overveje, at den setning de nu om lidt skal bruge,
at den nu ogsé er rigtig..det har jeg en ide om er af en vis betydning....jeg tror
ogsa godt, at de kan forstd, hvad skal vi sige, selve argumentet: For at kunne
bruge denne her setning, der ma vi jo veere sikre pd, at den er rigtig

Eleverne skal have et billede af matematik som et fag, hvor det er
ngdvendigt at argumentere for fremsatte pastande

L2 mener da ogsa, at en af begrundelserne for at have beviser i matematikun-
dervisningen er, at man giver eleverne et billede af matematik som fag, hvor
der i lighed med andre fag skal argumenteres for fremsatte pastande. Beviser
har i den sammenheeng har en funktion, der gar pa tveers af fagene.

..jeg synes da det er vigtigt i matematik, at nar du pdstdr et eller andet, at du
kan underbygge det. Det er det jo ogsd i andre fag. Der er tkke meget grin ved
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at komme med en péastand, hvis man ikke er i stand til at- forsvare den.. ¢ alle
maulige henseender mener jeg, at det er vigtigt, at man lerer, at hvis man har
en mening om et eller andet, sé kan man ogsé argumentere for den

Eleverne skal lere at forholde sig kritisk til matematiske udsagn

Det er et mal med matematikundervisningen, at eleverne leerer at betragte ogsa
matematiske udsagn med skepsis.

MH: ..5é mener l@reren her, at eleverne burde forholde sig kritisk til rigtigheden
af de setninger, de bliver introduceret til i matematikundervisningen...men at
de ikke gor det og at det er utrolig svert at fé dem til det

L2: Det har du nok ret i det sidste der. Det henger vel lidt sammen med
leererens autoritet..Jeg tror ikke, de har en sund skepsis pa forhdnd...

Beviser kan méaske forbedre elevernes evne til at tznke logisk

L2 har tidligere ment - men er nu i tvivl, fordi hun har set nogle studier, der
heevder det modsatte - at beviser forbedrer elevernes evne til at taenke logisk:

MH: Denne her lerer mener ogsé, at de muligvis ved at beskaftige sig med
beviser kan blive bedre til at tenke logisk - og det s blandt andet er noget, de
kan bruge, ndr de regner opgaver

L2: Det er noget, der bliver diskuteret meget...jeg kan nemlig huske at der skulle
vere nogle, der har vist, at man ikke bliver bedre til at tenke logisk af at be-
skeftige sig med matematik...

MH: Ja, men derfor kan du jo godt have en anden holdning

L2: Ja, jeg har ihvertfald tenkt over det siden. Det slog mig hardt, fordi jeg nok
thvertfald havde bildt mig selv ind, at hvts mine elever kan forsta tankegangen
i et induktionsbeuis, for nu at tage det, sé vil jeg jo mene, at mine elever bliver
bedre til at tenke logisk. : '

Man bgr vise eleverne, at en aksiomatisk struktur skabes pa grundlag
af et minimum af antagelser

L2 erkleerer sig med noget fgrt hand enig i, at beviser ogsd kan bruges til at
give eleverne et billede af matematik som en aksiomatisk struktur og at bl.a.
beviserne i Euklidisk geometri har denne funktion i matematikundervisningen.
Hun mener dog fgrst og fremmest at pointen i at prasentere eleverne for Euk-
lidisk geometri er, at vise dem, hvordan en matematisk teorien opbygges pa
grundlag af et minimum af antagelser.

MH:..Denne her lerer mener sé, at beviser skal bruges til at give eleverne et
billede af matematik som fag, specielt pd den mdde, at setningerne inden for
de enkelte discipliner er et eller hierarki, hvor du starter med nogle aksiomer
og sé bygger man op og far setning pé s@tning, pd setning, pé setning...

L2: Det er jo hr. Euklid, ikke altsg

MH:Ja, det har ligesom for denne her lerer en eller anden konsekvens.

L2: Jeg kan da altid veldig godt lide, at man tager Euklids elementer med og
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sé snakker lidt med dem om at han har siddet der og tenkt "hvor lidt kan jeg
ngjes med”.

MH: Ja, det jeg ogsd gerne vil have dig til at forholde dig til det er det der med
at man..at man kan bruge beviser til at give eleverne et billede af matematik
som et fag, hvor man bygger op fra nogle aksiomer. Er du enig 1 det?

L2: Ja, det synes jeg da og..at vi altsd har haft et eller andet grundlag og hvor
vi s ogsd bruger lidt tid til at snakke med dem om, hvor lidt man sa& kan ngjes
med og der synes jeg nok geometrien er specielt god, fordi man ligesom kan
visualisere det. Og sé tenke over, hvor lekkert det er, at med de fa aksiomer
der, sd kan vi simpelthen bygge alle mulige store geometrisetninger..

Et kendskab til/forstéelse af et bevis for en szetning er uden betyd-
ning for elevens evne til at anvende en matematisk sztning

L2 memner ikke, at en forstaelse for/kendskab til beviset for en given satning har
betydning for elevernes evne til at anvende satningen, i hvert fald “anvendelse”
forstaet som regneteknikker. :

MH: Det jeg nok interesserer mig mest for i den forbindelse, det er den pdstand
(med)..at elevernes evne til at anvende s@tningerne er uden sammenhaeng med
kendskab til og en forstdelse for beviserne for setningerne..

L2: Det..tror jeg egentlig, for det kender vi andre vel ogsd, tkke, at man far et
eller andet redskab og fér lige at vide, hvordan det fungerer. Og det kan man
s8. Sa det tror jeg egentlig ogsd. Du kan godt lere at lgse 2. gradsligninger uden
at du mdske har forstdet beviset, ikke. Det tror jeg er meget rigtigt.

Jeg tror da ogsd, at hvis jeg fik en klasse og fik til opgave kun at lere dem kun
at lpse de og de opgaver og det er det eneste du skal, hvad 1 al verden skulle jeg
sd med beviser.

Det er vigtigt at eleverne forstar, at beviser er skabt pa grundlag af
geniale ideer og at der ligger et omfattende taenkearbejde til grund
for de beviser de mgder.

L2 vaegter det historiske aspekt hgjt i sin matematikundervisning. I bevissam-
menhaeng mener hun, at eleverne ved at se beviset i historisk perspektiv kan se
de “tricks” visse beviser indeholder som geniale ideer, en matematiker har faet
for at fa tingene til at g& op. Af den grund laegger hun ogs3 netop vagt pa de
tricks, der indgar i beviserne.

L2: Altsa det er jo igen, ndr man har sit eget bevis, hvis der netop skal et eller
andet trick til. Det er jo dedlekkert, at der er nogen, der har veret dgdgode til
matematik og har fundet ud af, at nér vi skal have fundet ud af, at hvis vi skal
have beviset det og det, s er det rigtig smart at ggre sddan her..det behgver
vi tkke selv at finde ud af. Det kunne jeg mdske heller ikke siger jeg da tit til
eleverne, men der er en, der har lert mig, at gor vi sédan, sé er det rigtig
smart og nu lerer I ogsé at gore sadan.



D.2 Interview med KG 193

Beviser har zstetiske kvaliteter og kan veere med til at give eleverne
“gode oplevelser” med matematik

L2 finder ogsi det @stetiske element: det at beviser kan vare sjove, smukke
og smarte er vigtigt i matematikundervisningen. Det udtrykker hun dels i sin
beskrivelse af, hvordan hun vaegter “tricks’ene”, nar hun underviser i beviser.
Hun formulerer det ogsa direkte:

MH: S6 vender vi tilbage til det her med estetikken. Og det her med at det
(beviser) burde vere i matematikundervisningen for at give eleverne en eller
anden oplevelse af matematik som et "smukt” fag
L2: Ja, helt afgjort. Det..jeg synes det er lekkert en gang imellem at kunne
komme ind i klassen og sige. "nu skal I bare se, I far et dgdlekkert bevis her”,
Og sG kunne marke, at der er en vis forventning.

Det gar ogsa igen 1 hendes beskrivelse af, at hun haber at ihvertfald de dygtige
elever far gode oplevelser ved at beskzftige sig med beviser og matematik i
det hele taget. For talentfulde elever, der senere hen valger f.cks. at laese jura,
mener L2, at det netop er oplevelsen, der er det afggrende. Man kan sige, at
L2 pa den vis er meget anti-studieforberedende-orienteret, fordi hun mener at
beviser méske ligefrem netop skal vaere der for dem, der ikke skal beskzftige
sig med matematik videre frem.

..Det der med at de skal vente med at f& sdédan nogle gode oplevelser til de
mdske leser matematik. Det synes jeg..det er da synd. tenk hvis de valgte at
lese jura. Det ville da vere synd, hvis ikke de havde féet sidan nogle gode
matematikoplevelser.

MH: Sa er der argumentet med, at beviser skal vere der, fordi de dygtigste elever
simpelthen skal mgde beviser som en forberedelse til, at de skal beskeftige sig
med matematik videre frem pé den ene eller den anden made

L2:..Jeg er tkke enig 1, at det er derfor. Men de dygtige elever skal mgde beviser,
og jeg mener ogsd, at det skal de alle sammen, men selvfalgelig far de dygtige
mere ud af det. Men det er ikke fordi de s¢ skal beskeftige sig med matematik
sidenhen, men forhabentlig fordi jeg kan give dem en god oplevelse.

Hovedsigtet med matematikundervisningen er ikke at l=re eleverné
at regne opgaver

L2 er uenig i, at hovedsigtet med matematikundervisningen er at lxre eleverne
at regne opgaver og at beviserne kun skal inddrages i det omfang, at de kan
teenkes at vaere en stotte i s& henseende. Hun mener snarere, at beviserne skal
medvirke til, at give eleverne et mere nuanceret billede af matematikken og de
skal opleve matematik som et zestetisk fag.

MH: Denne her lerer mener sd, at det primere formdél med matematikunder-
visningen, det er at udvikle elevernes evne til at lgse opgaver..den péstand er
relevant i den sammenhang at beviser..skal kunne ses som en stgtte til opga-
veregningen
- L2: Ja, det er sa tkke min opfattelse af matematik. Jeg haber da egentlig ogsd,
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at mine elever oplever matematik som et @stetisk fag. Jeg ville da vere meget
ked af det hvis tkke mine elever gik ud med en opfattelse af, at matematik det
er et dodlekkert fag og tkke kun er et redskabsfag.

De dygtigste elever skal have en ide om, hvad der udger et korrekt
matematisk argument

Ideen om, at eleverne som et af udbytterne af en matematikundervisning, der
indeholder beviser, skal have en fornemmelse for, hvad der udggr et korrekt
matematisk argument kan L2 godt tilslutte sig, men hun mener ikke, at det er
alle elever, der far et sddant udbytte, selvom undervisningen sigter mod det.

MH:..s4 mener vedkommende ogsé, at ihvertfald ideelt set, sé burde eleverne
fa en eller anden forstaelse af, hvad der udggr et korrekt matematisk argument
ved at arbejde med beviser

L2: Det kan man da ihverifald hdbe pé. At man arbejder sddan med samtlige
28 elever med det, at de fér det indtryk..Men sadan til at sige for alle 28 elever
og at de forstdr det, det er nok..

Lezerebogen har ikke nogen szerlig indflydelse pa tilvalg/fravalg af
beviser

L2 synes ikke lzrebogen har nogen serlig indflydelse pd, om hun velger at
tage et bevis med eller ¢j. Somme tider medtager hun beviser, der star i bogen,
andre gange velger hun at udelade beviser, der star i bogen.

MH: Sé er der lerebogens rolle. Det péstds her, det siger mine NZske lerere, at
hvilken mengde af beviser, der gennemgés, det har absolut ingen sammenheng
med om de optreder i den lerebog de anvender.

L2: Det mener jeg ogsa. Det er mig, der bestemmer hvilke beviser, de skal
have og tager stilling til udfra min erfaring, om det nu ogsd er verd at bruge
tid pa det og det. Og sé..helt konkret vil jeg sige, at i vore dage med beviser
har man jo egentlig ikke ret mange differentationssetninger..Jeg synes f.eks.
udmarket godt de kan lere at bevise, at en brok..at de kan gennemfore beviset
for differentialkvotienten. Det er noget, jeg som regel tager med.

Andre mader at argumentere pa end lige netop beviser indgar ogsa
i matematikundervisningen og erstatter i visse tilfzelde beviser

Af og til kan en mere lgs argumentation erstatte et bevis og vare med til at
overbevise eleverne om s®tningens rigtighed og dermed tjene til at understrege
sztningen, saledes at eleverne kan huske den. Dette er tilfeeldet, nar beviset er
kompliceret og bliver vurderet som for tidkraevende i forhold til det udbytte,
det kunne give eleverne.

MH: Den forste lerer her har en meget konsekvent holdning til, hvorndr man
underviser i bevise. Enten s beviser man hele vejen og fuldt formelt, eller ogsé
s& giver man bare eleverne formlen. Altsa det der med lgse intuitive argumenter
det gor man kun, hvis man ogsé laver beviser...
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L2: Der er jeg sé ikke enig, fordi det er jo et eller andet med at give eleverne
en mdde at huske tingene pd og hvis jeg skgnner at beviset mdske nok er for
sveert til at hele klassen skal have det, sé prover jeg da ihvertfald at tage nogle
situationer, der illustrerer s@tningen, sadan sd de ihvertfald kan huske og ogsd
far en fornemmelse af, at nér det ser rigtig nok ud det der...hvis nu man- har
en eller anden brok, det kunne vere meget svert at bestemme grenseverdi af,
s4.. synes jeg man kan have glede af, at eleverne pa deres lommeregner sidder
og s&tter nogle talverdier ind, der ligger tet pé zo ..sddan noget som sin(z)/z
(z gdende mod 0).

Eleverne skal kende forskel pa at give taleksempler og pa at fore et
bevis

L2 forventer at eleverne - i de tilfzelde hvor man kan bruge taleksempler som
til at overbevise sig om en sa&tnings rigtighed - i lgbet af gymnasietiden far en
forstaelse for forskellen pa et bevis og et taleksempel.

MH: Sé er der den der med at ..dog skal eleverne trods alt kende til forskellen
pad at give et taleksempel og pd at give et bevis pd for en setning. Er du enig ¢
det?..

"L2: Det skal det og det skal de ogsé vide for 8.g. Det er helt sikkert. Allerede
her i 1.g. Det synes jeg, er meget vigtigt.

Kommentarer til at beviset for at /2 ikke er et rationalt tal

Beviset for at v/2 ikke er et rationalt tal er for sveert for den gennem-
snitlige elev i 1.g, men eleverne kan godt fa en forstielse, at man er
npdt til at udvide talmzngden med de irrationale tal

..Men ndr vi sé tager fat pd selve beviset, si tror jeg nok, at nogen af dem
synes, at det er lidt underligt. Men man skal ogsé somme tider lave noget
for de gode i klassen. Sé nér du lige precis spprger om bevisets betydning for
gennemsnitseleven, sa er det nok et af eksemplerne pa et bevis, hvor ikke sd
mange er med. S

Mens L2 nok mener at beviser generelt er noget eleverne far et udbytte af, sa
er beviset for at v/2 ikke er et rationalt tal lige p4 kanten af, hvad eleverne
kan forstd, ihvertfald i 1.g. Selvom L2 mener, at det ihvertfald i 1.g ikke er
meningsfyldt at bruge beviset til at diskutere rationale/irrationale tal pa et
abstrakt plan, s& mener hun dog godt, at man kan motivere eleverne til at
sxtte sig ind i at man kommer til at mangle de irrationale tal, hvis ikke man
udvider talmengden. Men man skal ggre det konkret: Man mangler et tal, der
kan angive lengden af hypotenusen i en retvinklet trekant med to kateter af
leengden 1.

MH: Du kan ogsé godt mene noget om selve problemstillingen. Jeg mener, det
er en meget teoretisk problemstilling i forhold til sédan noget som produktreglen,
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hvor det sadan bare er en regneregel, man skal kunne. Og der kan man sd sige,
at der er det rart at se et bevis for, at det altsd tkke er noget en eller andet
syg person har fundet, der er altsé ogsé en grund til, at den ser ud, som den
gor, tkke? Og man kan sige, det kan man jo ikke rigtig bruge som begrundelse
t denne her sammenheng. )

L2: Det, der er lidt uheldigt lige praecis ved denne her s@tning det er, at den
nesten altid ligger 1 1.g stof og der er de ikke modne nok til det. De fleste
synes, at det er noget underligt noget og..det var- dog besverligt, men hvis man
gor et nummer ud af, at man prover at tegne et kvadrat med siden 1 og snakker
lidt med dem om at seluflgelig har en greker kunne sidde og sige at “jamen,
ndr jeg nu legger en snor fra det hjoprne til det hjgrne”, s mé jeg kunne finde
ud af, hvor lang den diagonal er. Men..de mé prove at sette sig ind i, hvilken
opdagelse, det har veret for sadan en graker, at han faktisk ikke havde et tal,
der kunne sige ham, hvor langt det stykke var, hvis han gerne ville have det
helt preecist. Dertil synes jeg, jeg kan f& de fleste med.

Beviset kan bruges som et eksempel pa et modstridsbevis

L2 leegger meget vaegt pa de forskellige former for logik, der anvendes i forskel-
lige beviser. Dette er ogsa tilfeeldet i v/2-beviset, der efter L2’s mening er en
glimrende illustration af den form for logik man finder i modstridsbeviser. Til
gengeld finder hun ikke, at diskussionen omkring rationale/irrationale tal er
s3 relevant for eleverne, navnlig ikke i 1.g. L2 prioriterer den logiske struktur
og nedprioriterer setningens indhold og konsekvenser. Det sidste har muligvis
at gore med at L2 tilsyneladende ikke ser, at det er en umulighedss=tning.

..det er - hvad skal man sige - ikke s& meget det at eleven far et bevis for at /2
er et irrationalt tal, eller rettere: At man lerer dem at det ikke er et rationalt
(tal), hvad et irrationalt tal er. Det tror jeg ikke rigtig, de har nogen som helst
ide om. Men det jeg synes, der er sd godt ved det bevis, det er, at her kan
virkelig komme til at snakke logik. Er det ikke det de lerer: Hvad er det, hvad
gér et indirekte bevis ud pd? Det..kan jeg faktisk godt lide.

At L2 i seerlig grad legger vaegt pa den logiske struktur i beviserne fremgar af
det folgende, der er en fortsattelse af citatet ovenfor.

MH:Og det mener du godt, de kan lere?

L2: Ikke dem alle sammen, men mange af dem kan godt se, det er smart. Og
s& plejer jeg somme tider at kaede det sammen med nogle af setningerne fra
Holbergs komedie. Det er jo lidt af det samme, der gér igen, ikke? Med morlille
der er en sten osv. tkke? At det er faktisk ret vigtigt, at man kan lere at tenke
logisk og at v ger os klart hele tiden skridt for skridt. Er det rigtigt, det vi slutter
nu? Eller begdr vi pé et eller andet tidspunkt en fejl sédan at den antagelse,
vi havde til at begynde med den har ikke veret rigtig. Og kommer vi frem til
en modstrid eller hvad? Jo, jeg synes, det har faktisk en betydning, sd er det
nesten lige ved at sige skidt med hvad det er vi beviser - men selve metoden 1
det bevis der, den synes jeg er vidunderlig.
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D.2.3 L2’ holdning til bevisfgrelse

3.g elever kan godt argumentere for svaret til polygonopgaven

L2 mener godt at 3.g-elever kan argumentere for svaret for polygonopgaven:
MH:..de NZske lerere mener, at man madske godt kan forestille sig i tilfelde af
J.eks. polygonopgaven, at de kan finde ud af at finde lgsningerne, men de kan
sé ikke ga hele vejen i kraft af at argumentere for dem. Hvad vil du sige om
dine elever?

L2: Det kan de heller ikke. ..altsé en 8.g.-elev kan, men lige nu sidder jeg
konkret og tenker pé min 1.g.

Alle ber forsgge sig med polygonopgaven

Hun mener dog, at alle elever vil have glaede af at forsgge sig med opgaven,
selvom de ikke ngdvendigvis er i stand til at lgse den helt.

MH:..nu sadan noget som polygonopgaven..du kan godt forestille dig, den ville
forekomme (i undervisningen) og du ville ogsé kreve af dine elever, at de maske
tkke ligefrem var i stand til at finde svaret, men de skulle ihvertfald forsgge sig
med det?

L2: Ja, det er afgjort.

Dette understgttes af, at L2 mener at alle elever kan have glede af bevisfgrel-
sesopgaver. Det er bare ikke realistisk, at alle far oplevelsen af selv at udvikle
argumentationen.

MH: Denne her lerer mener at de hersens bevisforelsesopgaver de er meget
sjove og kan sddan bruges som en eller anden form for intellektuel underhold-
ning - seerlig for de dygtigste elever. Men det er ikke nogle krav man stiller til
-eleverne, noget de skal opleve. Det er tkke noget, der sédan giver et brugbart
eller maéleligt udbytte for dem, at de bliver konfronteret med sddan nogle opga-
ver.

L2: Det er ikke dem alle sammen, der fir et stort udbytte af det, det er da
rigtigt.... Men der er da en glede ved at...selvom de s maske bliver hjulpet, sa
tror jeg at det der med, at sddan sidde og arbejde sig frem til en eller anden
pastand thvertfald, det tror jeg for de fleste er meget godt.

Bevisfgrelsesopgaver er relevante for alle elever

L2 mener - ligesom hun ggr med beviser - at bevisfgrelsesopgaver er relevante
for alle elever - ikke kun kommende professionelle matematikere. Igen mener
hun, at man iszr snyder andre dygtige elever, der ikke sidenhen vzlger at laese
uddannelser, hvori der indgdr matematik, for Den Gode Oplevelse.

MH: Det der med bevisforelse er egentlig noget, der kunne vere et verdifuldt
element i matematikundervisningen, men...denne her lerer mener: Den gen-
nemsnitlige elev er simpelthen ikke i stand til andet og mere end at lere et
antal algoritmer og lere at genkende de situationer, hvor de skal bruges. Og af
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den grund mener vedkommende, at derfor bor man ikke stille bevisforelsesopga-
ver. L2:..det synes jeg jo ikke er rigtigt, for altsé, man skal ogsé gore noget for
de gode elever og jeg tror man et eller andet sted giver eleverne en oplevelse,
selvom de ikke forstar det. Sa, nej, jeg ville bestemt ikke springe over beviser og
bevisforelsesopgaver. Sé& kunne det da godt vere, at jeg skulle hjelpe eleverne,
men..sé kan man da hdbe pd, at de sammen med mig sé far en god oplevelse...
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D.3 Referat af interview med L3

D.3.1 L3’s bevisbegreb

L3 betoner det logisk-deduktive aspekt og ngdvendigheden af at have klare
forudsztninger, nar hun beskriver, hvad et bevis er.

..det er jo det der med at..jeg har slet det op og formuleret det lidt om "en logisk
argumentation for en setning udfra aksiomer eller udfra udirykkelig udtalte
forudsetninger og tidligere beviste setninger”

I sin beskrivelse af, hvad beviser skal ggre godt for i matematikundervisningen
betoner hun ogsa at beviser er noget, der er af abstrakt og generel natur.

MH: Det forste jeg gerne vil vide, det er om du er enig i den der pistand med,
at beviser er noget, der er uden betydning for den gennemsnitlige elev.

L38: Nej, det er jeg uenig i. Det er jo sddan set... Nej, slet ikke.... altsé for
det forste er matematik jo ogsé en form for logik, som skal vere der og der
skal vere et vist generalisationsniveau og beviser bibringer jo ogsé en stgrre
forstaelse...for stoffet

D.3.2 L3’s holdning til beviser

Beviser er ikke for svaere for den gennemsnitlige elev

L3 mener ikke, at beviser i almindelighed er for svare for eleverne. Beviser er
noget man kan prasentere eleverne for og som er fremmed for dem til at starte
med, men de vaenner sig til at de er der og at der er krav om, at de skal forsta
dem. Beviser kraver altsd tilvenning og erfaring, men det er ikke en didaktisk
umulig opgave at f& eleverne til at forstd beviserne.

MH: Hvad sd med det argument med, at beviser er svere og mdske ogsd for
svere?

L3: Jo altsa, det kan da godt vere, at de synes det er svert. Altsg beviser er
sveere, men man kan jo sé sige ved at de sé ser nogle stykker, sd er det det er
jo ogsé mindre fremmed for dem.

Jeg tror..der er sédan noget med at skéne dem for en masse ting. Man maé jo
tkke bruge visse ord, for sa bliver de forskrekkede og der er visse setninger, som
man ikke kan komme ind pd, de undlader det.. fordi sé vil man tage selvtilliden
fra dem..Jeg mener ikke det er rigtigt, at man undergraver deres selvtillid. Jeg
synes lige sé godt at man kan sige, at man fir eleverne til at indse, jamen der
er nogen ting og det var jeg mdske ikke sd god til og det interesserer jeg mig
sa ikke sd@ meget for og det er sé et valg. Jeg kunne blive bedre til det, hvis jeg
ville, men det er besverligt og tager tid.
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Beviserne har méske netop en plads i matematikundervisningen for at sikre, at
der stilles passende store krav til eleverne. L3 opfatter det at “kunne” beviser,
som noget der stiller stgrre krav eleverne end opgaveregningen kan byde pa.

...det ligger vel i, at vi i en eller anden forstand synes det er finere at kunne
nogle beviser og nogle setninger. Det mé vere en stgrre forstdelse i det med at
bevise end bare det at regne opgaver.

Det star ikke klart, hvad L3 mener med, at man skal “kunne” beviser. Som det
fremgar af nedenstdende citater, s& er der i hvertfald ikke tale om at "kunne”
er ensbetydende med, at eleverne skal kunne dem udenad. Muligvis skal det
forstés som at eleverne er i stand til at gengive beviserne pa basis af at kunne
huske (og have forstaet) hovedideen i beviset.

det vil sa sige, at vi opgiver smd 200 sider, som selufglgelig ogsd har meget
andet end beviser 1 sig, men altsé hvor det jo er altsd er sddan, at for at fd en
ordentlig kdrakter, sé skal de altsd kunne de beviser der og der er for mange til
at de kan lere dem udenad.

..altsé vores elever skal jo kunne meget mere til en mundtlig eksamen..de skal
ogsa kunne drage paralleller fra den ene ide til den anden ide, ikke.

Beviser er eksempler pa en abstrakt og generel tznkeméade, som
eleverne skal tilegne sig

Beviser skal blandt andet skal indgé i matematikundervisningen, fordi de er
eksempler p3, at der argumenteres pd en generel méde. Det anser hun for
afggrende i forhold til at udvikle eleverne. Man forlanger af dem, at de leerer
at taenke i generelle strukturer.

..de skal vere generelle i deres tankegang, sa skal de selufglgelig kunne nogle
velvalgte eksempler, der belyser, at de sé har forstéet, hvad det er... det mener
Jjeg alle elever har brug for.

Beviserne skal vise elever, at man argumenterer for sine pastande i
matematik sdvel som i andre fag

Beviser skal ogsd indg& i matematikundervisningen for at eleverne lerer, at
man skal argumentere for sine pastande i matematik, svel som i andre fag.

...det med eksamenssystemet, det er selvfolgelig vigtigt nok, et af mine madl er
Jjo ogsé at eleverne klarer sig godt til eksamen..., men udover det sé synes jeg da
ogsd, som der ogsd stdr ¢ matertalet, at generelt skal elever lere at argumentere
for deres synspunkter, uanset om det er matematik eller historie, geografi eller
noget andet. Og det er jo det ambitionsniveau jeg synes vi har i gymnasiet..

Helt i overensstemmelse hermed erklarer L3 sig enig i, at beviser kan bruges
som redskab til at forhindre, at matematik fremstar som et fag, hvor sztnin-
gerne er ubegrundede.
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MH: Huis en elev er i stand til at folge beviset, sd kan sadan et ogsé bruges til
at forklare eleverne, hvorfor en seetning er sand. Og man pd den made sé kan
forhindre, at matematik fremstdr som et fag, hvor setningerne er ubegrundede.
LS: Det syntes jeg var rigtigt.

Beviser - iser beviser for kontraintuitive saetninger og beviser, der
er svaere - kan ggre det lettere for eleverne at huske ssetningerne

I tilfeelde af kontra-intuitive seetninger, der ellers er sveere at huske og i tilfeelde
hvor der er beviser, som elever opfatter som besvaerlige og underlige - f.eks.
reglen for differentation af et produkt - kan beviser fgre til at sztningerne
lettere huskes.

MH: S8 er der den der pistand med, at elevernes evne til at anvende en saztmng
er uden sammenheng med, om de har set beviset for det...

L3: ..Nu kan setninger vere mere eller mindre oplagte og de fleste er jo ret
oplagte f.eks., hvordan differentierer man en sum. Der kan de hurtigt ede, at
det ggr man nok bare hver for sig og sé legger man dem sammen. Men sé
er det jo, at ndr man kommer til produktet, at de fleste, hvis ikke man sadan
har beskaftiget sig med, at sadan gor man jo ikke bare, jamen sG er det da
klart at sa tager de bare hver enkelt (faktor) og differentierer og tager produktet
bagefter. Der mener jeg klart, at det at man har vist setningen og haft alt det
der besver med med at legge noget til og trekke noget fra bagefter, sidan som
de jo synes er dybt godnat, sé kan de jo huske, nd, det var jo maske alligevel nok
ikke sa nemt. Altsd, sa pd den mdde hvis setningerne ikke er meget oplagte og
beviserne mdske heller ikke er, sd tror jeg de bliver bedre til at huske, at der var
noget besveerligt der...jeg tror ikke pa, at den enkelte setning sddan generelt,
har den store betydning og det bevis der hgrer til den.

Generelt er der ikke nogen direkte forbindelse mellem at kende til
beviset for en satning og ens evne til at anvende den, men beviser
kan forbedre elevens generelle problemlgsningskompetence

L3 mener, at der er en sammenhzng mellem at eleverne udvikler en evne til at
forsta beviser og deres problemlgsningsevner. Eleverne forbedrer nogle konkrete
feerdigheder som symbolmanipulation, men ogs& far mere gé-pa-mod i forhold
til at gd i gang med opgaver, der - i lighed med beviserne - ser "fremmmede”
ud. De har ogsi glade af den evne til at teenke generelt/abstrakt og logisk
og overskue laengere argumenter, som de efter L3’s mening tilegner sig under
arbejde med beviser.

Noget andet er, at hvis man hopper ud fra det enkelte bevis og den enkelle
s@tning og siger: Bliver man bedre til at lose opgaver, hvis man har haft beviser?
sd tror jeg det, fordi man er bedre til at bygge sit niveau op og overskue nogle
konsekvenser, bruge det det matematiske sprog, symboler osv.

..det enkelte bevis tror jeg ikke gor dem bedre til at regne lige den type opgaver,
men som sédan det at de er vant til at tenke abstrakt og logisk, vant til at
kunne symboler, gor at de bliver bedre til at lgse opgaver bredt. Det kan godt
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vere denne her med at denne her med at differentiere..det her bevis, vi har
snakket om nogle gange gor at de bliver bedre til at lgse en trekantopgave. De
har ingenting med hinanden at gore, men alligevel en form for manipulation
og noget, der ser fremmed ud, som de bliver bedre til at gé til.

Hovedformélet med matematikundervisningen er ikke at lzre ele-
verne at anvende matematikken

Selvom L3 godt mener, at bevisers tilstedevaerelse i matematikundervisningen
kan begrundes med, at det ggr eleverne bedre til at regne opgaver, mener hun
ikke, at det er den eneste grund. Matematik er andet og mere end anvendelse-
saspektet.

MH: ..beviset spiller en perifer rolle, da hovedformdlet med matematikunder-
visningen er at eleverne lerer at anvende matematikken og ser eksempler pé
anvendt matematik.

L3: Jamen, det er jo sd ogsd det NZske system...Jeg synes ikke det er rigtigt,
at det kun handler om at anvende.

Eleverne er ukritiske overfor matematiske s®tninger

Beviser som midde] til at overbevise eleverne om, at stningerne er sande, tror
L3 ikke rigtig p&. Eleverne er ret autoritetstro overfor pistande i matematikfa-
get og tror med gleede pa, hvad leereren siger. Det er illusorisk at tro, at eleverne
finder pa at betvivle de sztninger, de bliver prasenteret for i matematikunder-
visningen. Hun nzvner blandt andet i forbindelse med sin kommentar til om
beviserne har nogen betydning for elevernes evne til at anvende sztningerne.
Eleverne vil f.eks. ikke afholde sig fra at anvende en satning, fordi de ikke har
set den bevist

..altsé jeg er nok enig med péstanden om beviserne i sig selv for den enkelte
oplagte seetning, altsa der tror jeg egentlig at eleverne er s autoritetstro, sd..de
tror jo pd, hvad der star i bogen. De tror pd hvad jeg siger.

Hun giver ogsa udtryk for det direkte adspurgt:

MH: Ja, men det har lidt.. med det andet at gore, altsé med at eleverne burde
forholde sig kritisk til rigtigheden af s@ininger, der introduceres ¢ matematik-
undervisningen. Men det er sddan et ideal og det er meget, meget sveert at fa
dem til det normalt.

L3: Ja, altsa det vil jeg sige, det er sd nogle fa elever, der gor det, ikke? Altsa,
der tror jeg ambitionsniveauet bliver for hgjt, de vil bare acceptere det. Ja, det
er jo rigtigt man kan jo lave nogle eksperimenter en gang imellem, ved at bevise
et eller andet fuldstendig gak og sé er det helt forkert. Du kender sikkert ogsd
den der med, at man viser at en myg og en elefant vejer det samme. Og de tror
Jjo pd den lige indtil de kan se at altsd..det kan jo ikke vere rigtigt. Og hvis det
nu var et eller andet, der for sdvidt godt kunne vere rigtigt, sé ville de slet ikke
opdage det, de ville bare acceptere det.
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Til geng®ld mener L3 godt, at beviser i nogle tilfzlde kan virke forklarende,
dvs forklare eleverne hvorfor en sztning er sand og hun nzvner beviset for
produktreglen som eksempel. L3 mener imidlertid ikke, at det kan bruges som
begrundelse for fra- eller tilvalg af bestemte beviser, fordi det egentlige formal
med beviserne er et andet.

Og s6 er der det der med, at beviserne kan i nogle tilfelde forklare eleverne
hvorfor en s&tning er sand. Jo det kan de...godt vil jeg sige. Altsd jeg synes
stadigveek ikke eleverne ngdvendiguis bliver bedre til at regne opgaver med det,
men altsé sa har man jo eksempelvis at altsd netop det der med f - g hvor
man differentierer det, altsé det kunne jo vere alle mulige andre..regler. Huis
du dividerer to funktioner med hinanden, og man differentierer sé er det jo en
helt..altsa besynderlig konstruktion..der kan man godt sige, at beviset forklarer
dem hvorfor. Om de sa er interesserede i det er sa et andet spgrgsmadl synes jeg.
Altsé vi har jo ikke det der med obligatoriske beviser At udelade beviser, fordi
man tkke tror eleven vil kunne fa udbytte.. jo altsé der er nogen, som enten
virker som gentagelser eller som har sidan nogen indbyggede hurdler.. og som
man tkke synes de far nok ud af, der vil jeg (undlade dem)..Jeg tror dem der
har kommet med udtalelsen mener noget andet, ikke? Jeg tror de mener sddan
bredt, at man udelader beviser, huis de ikke far noget udbytte af det. Der er jeg
nok lidt mere streng i det.

Man kan godt fravzlge beviser for satninger, men man skal ggre
eleverne opmezerksom p&, at man ikke beviser dem

L3 mener ikke ngdvendigvis man skal bevise hver eneste sztning i leerebo-
gen og at det i hendes undervisning kan forekomme, at sztninger blot bliver
presenteret -og ikke argumenteret for. Hun finder at det er i orden, at man
argumenterer intutivit for de satninger man ikke beviser - man skal bare ggre
eleverne opmerksom pé, at man netop ikke beviser sztningerne.

MH: Der er en, der mener, at nar vedkommende underviser i beviser sd er det
enten noget, hvor man laver hele beviset eller ogsd s undlader man simpelthen
at argumentere for det...sédan sd enten sd beviser man en setning hele vejen
eller ogsé sé siger man "her er en setning, brug den”, altsd noget med at mere
lpse, intuitive argumenter er kun i orden, hvis man ogsd supplerer det med et
bevis.

L3: Altsé jeg synes, hvis man er klar over forskellen pd, om det nu er et bevis
man star med eller det er de der intuitive argumenter, sa synes jeg det er helt
¢ orden at bruge de intuitive ikke. Det giver da ogsd en fornemmelse af, hvad
var tanken. Og det tager jo lang tid, hvis man skal bevise alt muligt fra basis,
der kan ogsé vere nogle ting, hvor det vil i sig selv kreve masser af tid, det
gider vi tkke. Nej, det er altsé ideen, der er det vesentlige der. Sa hedder det
bare ikke et bevis. Sé hedder det maske sddan..en lgs argumentation..

MH: Du synes det er i orden, s lenge man bare gor opmarksom pé det og hvis
man bare selv er klar over det?
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L3: Ja, jeg synes da det er da vasentligt. Der kan der ogsé vere s@tninger, der
bare bliver presenteret..sé er det sédan.

Eleverne skal kende til forskellen pa at give et taleksempel og fore et
bevis

L3 finder i denne forbindelse, at eleverne - i de tilfeelde hvor taleksempler kan
illustrere en saetning - skal kende til forskellen pa at bevise og pa at give et
eller flere taleksempler og det er noget som hun ggr noget ud af at understrege
forskellen pa.

MH: Sé er der den der med, at eleverne bpr kende til forskellen pa at give
taleksempel og give et bevis.

L3: Ja, det synes jeg er helt rigtigt...det skal de altid vide. Altsé, et taleksempel
viser noget om at et tal passer i en eller anden given pdstand, men det har itkke
noget med et bevis at gore.

MH: Ved de det ndr de kommer (i gymnasiet)?

L3: Nej, nej overhovedet ikke..tvertimod sé er det da en teknik. Altsé et tal det
kan de godt se, det kan vere tilfeldigt, men tre tal det er nok som regel godt
nok og fem det er ihvertfald godt nok, ikke og ndr man s& nar op pé ti, sé er
den helt sikker.

MH: Der er sa en, der mener at beviser er gennemgdende irrelevante, ndr man
har med almindelige elever at gore og thvertfald i det tilfelde med matematik,
hvor man kan give taleksempler, for sdé kan man vise, at setningen "virker”,
Det er meget mere effektivt..

L3: Jamen det..det kan godt vere det virker effektivt, men det er jo tkke rigtigt
for..det er jeg helt uenig i. Det kan godt vere, at man beslutter sig til det her
vil vi ikke vise. Vi tror pé det, vi prover lige med et par tal og ser vi..jamen det
virker jo. Men det er overhovedet pd ingen mdde rigtigt.

MH: Det vil du sd sige til det dine elever?

L3: Ja.

L3 finder pa ingen méde, at der er grund til at undlade overfor eleverne, at
kalde noget, hun selv synes er et bevis, for et bevis:

L8: Jeg synes man skal kalde tingene, hvad det er. Og netop hvis man skal fé
dem til at forstd en hvilken som helst lps argumentation er tkke et bevis, sd
synes jeg man skal bruge ordet bevis, nar det er i spil. Og det der med, at man
skal skdne dem for det, det synes jeg er en meget meerkelig ting.

Beviser ggr eleverne bedre til at tzenke logisk

L3 finder, at det er rigtigt, at et af de udbytter eleverne far af at beskeftige sig
med beviser er, at de larer at teenke logisk.

MH: Sé& er vedkommende ogsé inde pd at man kunne hébe pa at eleverne blev
bedre til at tenke logisk af at arbejde med beviser?
L3: Ja, det tror jeg ogsé er OK.
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Beviser kan bruges til at give eleverne et billede af matematik som
en aksiomatisk struktur

L3 erkleerer sig ligeledes enig i, at beviser i nogen sammenhznge kan bruges til
at give eleverne et billede af matematik som en struktur, hvor setninger via
beviser opbygges fra et antal aksiomer. Hun synes dog ikke ngdvendigvis, at
Euklidisk geometri er det mest velegnede eksempel.

MH: Vedkommende navner ogsd - sjovt nok som den eneste - at beviser er
verdifulde, fordi at det kan vere med til at man giver eleverne et billede af et
fag som..af matematik som et fag, der har en aksiomatisk struktur og altsd den
der ide med, at du har nogle aksiomer og bruger sd beviser som bindeled mellem
aksiomerne og sd de satninger og sé bygger du en struktur op pé den mdde.
Synes du ogsd det er en rolle beviser spiller eller bpr spille?

L3: Jo, det synes jeg, at det er. sé kan man diskutere om det er sa stor en skam
at Euklidisk geometri ikke er der mere eller om..det har jeg ikke nogen serlig
folelse for, men altsd, jeg synes det er rigtig nok at..det der med at opdage en
struktur og et hierark:..

. Beviser har - for "matematisk modne” elever ogsa astetiske kvaliteter

Det zstetiske element - blandt andet repraesenteret ved beviserne - er noget,
som spiller en stor rolle ogsa for eleverne og ger det i stadigt stgrre grad hen
igennem gymnasieforlgbet efterhdnden som eleverne modnes.

MH: Sé er der argumentet med, at beviser thvertfald ogsa skal vere i matema-
tikundervisningen, fordi det simpelthen er et godt eksempel pé, at matematik
kan vere smukt og smart.
L3 Nu ved jeg ikke hvor mange..jeg synes det er rigtig nok at de mé gerne se
'matematikkens skgnhed”. Jeg ved bare ikke...hvor mange der synes det er sd
skont, men altsa jeg tror da nok der..der er alligevel nogle stykker, der efter de
der 3 ar....i lgbet af 8.9, sa bliver de alligevel lidt fascinerede af det. Og synes,
jamen det er da en smart made...den der fascination af et eller andet, der ikke
umiddelbart gor at man bliver meget bedre til noget, lever sig ind i en ide, det
synes jeg de eder mere og mere.

Beviser i matematikundervisningen er der ogsa for kommende, pro-
fessionelle matematikere - men ikke udelukkende

L3 mener nok at beviser har relevans for kommende professionelle matemati-
kere. Hun ser det imidlertid ikke som et af hovedformalene med at have beviser
i matematikundervisningen. Tvaertimod mener hun, at matematikundervisnin-
gen og beviserne maske er endnu vigtigere fordi elever, der ikke senere kommer
til at beskeftige sig med matematik. Det er si at sige “sidste chance” for at
fa et indtryk af faget matematik. Beviser skal indg3 heri, fordi de er en del af
matematikken.

LS: .. det er i serlig grad relevant for de kommende professionelle (matema-
tikere), det synes jeg er rigtig nok. ... Det er dem, der skal bruge det senere



206 ) De danske interviews

hen. Méske er de i virkeligheden endnu mere relevante for dem, der tkke skal
bruge dem, fordi det er sidste gang t livet...de bliver presenteret for sidan no-
get. De andre fir det jo alligevel. De skal have den szde af matematikken, af
argumentationen, det er OK, sadan skal det jo vere.

Laerebogen er ret styrende for matematikundervisningen - ogsi un-
dervisningen i beviser

L3 mener, at lzrebogen - blandt andet fordi det er hvad eleverne har at holde
sig til til eksamen - er ret styrende for hendes undervisning i beviser. Hun synes
dog ikke, det burde forholde sig sdledes:

MH: 5¢ siger de ogsd..at hvor mange beviser der gennemgds og ogsd hvordan
de gennemgas, det har faktisk ikke rigtig nogen sammenhaeng med, hvad for en
lerebog de bruger eller hvad der egentlig star i lerebogen.

L38: Jeg synes det har en sammenheng blandt andet fordi de opgiver jo fra en
lerebog til eksamen og hvis man sddan konsekvent har valgt noget andet eller
valgt at gore det pd en anden mdde, sa tror jeg det bliver svert for dem at lese
til eksamen... Men jeg ved ikke..ideelt set, sé synes jeg egentlig ikke man skal
lade sig styre af bogen..

Kommentarer til at beviset for at /2 ikke er et rationalt tal

L3’s kommentarer til beviset for at /2 ikke er et rationalt tal, illustrerer ud-
maerket pa konkret vis nogle af de holdning, hun ogsé har formuleret generelt.

Det er muligt at motivere eleverne til at sztte sig ind i en “ren”
matematisk problemstilling

Det er muligt at f4 mange elever til at fascineres af - og dermed altsi ogsé
forstd en satning som denne, selvom den ikke har nogen umiddelbar kobling
til anvendelser. Man kan godt forvente, at de fleste elever godt kan forstd og
fascineres af rene matematiske problemstillinger.

MH: ..Det er simpelthen en problemstilling, som man pé det her niveau ikke
kan forvente at ihvertfald den gennemsnitlige elev er i stand til at forsta.

L3: Det synes jeg godt man kan. Det har ogsd noget med fantasi at gore, synes
jeg. Altsé udover ren matematik, det der med at forestille sig, at man har
nogle regler, som medfgrer et eller andet, jamen s@ md der eksistere det og
det... Ligesom den der klassiske med to linter, der tkke er lige lange. Hvilken linie
indeholder flest punkter. Altsé fascinationen af, at de indeholder lige mange
punkter er da ogsé enormt underlig.

Set i det lys er det ikke overraskende, at L3 anser det for utilstraekkeligt, at
eleverne er eller bliver i stand til at anvende regnereglerne for rgdder. Seetnin-
gen og beviset er derimod relevant, fordi man far mulighed for at diskutere
udvidelser af talmangder og at man kan drage paralleller til indfgrelsen af de
rationale tal.
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MH: Sé kan man ogsd mene, hvis man sadan er tilstrekkelig regneorienteret, at
eleverne Rar et tilstrekkeligt kendskab til irrationale tal, hvis bare de er i stand
til at regne med dem, bruge regnereglerne for rgdder, f.eks. sadan noget med at
Vab = /a\/b, bare de ved sédan noget, sé ved de egentlig ogsé nok.

L3: Nej, det mener jeg altsé ikke. Jeg mener det er godt at vide, at der er
forskellige typer af tal og det er naturligt ogsé at forestille sig at 22 = ~1, at
man sd finder pd noget nyt som man sd presenterer, det bliver s det neste.
Man opfinder hele tiden tal. Og vi plejer da ogsd at presentere de rationale
(tal), det er da ogsd nogle regneoperationer, der ikke kan lade sig ggre indenfor
den gruppe tal man nu har, sé md man udvide.

Eleverne ved ikke, hvad et irrationalt tal er

Hun mener bestemt ikke, at eleverne pa forhand ved, at +/2 er et irrationalt
tal. De har maske hgrt det, men de forstar ikke og ved ikke hvad forskellen pa
et rationalt og et irrationalt tal er. Hun mener heller ikke, at man kan sige,
eleverne ved at /2 ikke er et rationalt tal, for man har bevist det for dem. At
overbevise eleverne om dette er en del af at udvikle deres kritiske sans:

L3: Jo, men der synes jeg det er sjout, at de péstdr at eleverne ved godt, at /2
er et irrationalt tal. Altsé, hvor ved de det fra? Det kan de da ikke vide

MH: Jeg tror deres (de NZske lereres) argument er, at det har de hgrt for,
tkke? Og sd er det et faktum og..

L3: Jamen..den kan jeg tkke acceptere..der er jo masser - altsé nu har jeg
geografi som mit andet fag og der kan man jo ogsé komme med alle mulige
pdstande, som de har hgrt og endda set pé film, men som ikke bliver rigtige af
den grund.

MH:... Jeg ved ikke om du allerede har kommenteret den der med at eleverne
ved udmearket godt, at \/2 er et rationalt tal.

L38: Den kgber jeg jo ikke...der kan vi da vere enige om, at udtale sig om at
det er det, men det er ikke argumenteret, altsé de vil tro pd, at jeg siger, at det
er det og der er en eller anden pdstand om, at det (ikke) er rationalt, sd kan
vt godt ga videre derfra, men altsa de ved det ikke i forvejen.

Beviset er et godt eksempel p& et modstridsbevis

Herudover mener L3 ogsa, at beviset i sig selv er et godt eksempel pa et mod-
stridsbevis.

Jeg synes det er meget vesentligt at se sddan en seetning, hvor man.. bade sd
selve bevisets teknik med et indirekte bevis, men da ogsa det der med, hvordan
argumenterer man sig frem til, at der findes andre tal end dem vi sadan lige
sedvaneliguis bruger. '

Beviset kan bruges som selektionsmetode

Der er dog forskel p4, hvad L3 synes om sztningen og hvad hun ggr i praksis.
Hun beskriver, hvordan hun i 1.g prasenterer elever for beviset for setningen,
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for at de kan fa et grundlag for at afggre, om de skal have det lange hgjniveau i
matematik.! Hun bruger som sidan beviset som eksempel p& noget af den svasre
teoretiske matematik. De elever, der slet ikke overvejer h¢_]mveau 1 matematik
ser slet ikke beviset.

MH: Jeg tror ogsd lidt det de er inde pé det er sdédan noget med at det simpelthen
er en problemstiling, som det er meget, meget svert at fé eleverne til at fatte
interesse for. -

L3: Jo, altsa og det kan jeg da ogsd godt se. Og nu..det er s ogsa fordz, at jeg
haft.. i ér har haft en bog, hvor de har mange ting i nogle appendizer, blandt
andet det der med \/2 og der har jeg da ogsé gjort det - nu kan man jo veelge 2-
arigt hgjniveau og 1-arigt hgjniveau ¢ matematik og det skal man sa veelge i 1.g.
Og sé har jeg sé gjort det, at dem der overvejer om de vil have det der 2-drige
hgjniveau, har blandt andet beskeeftiget sig lige precis med den der. Jeg synes
at, at hvis de slet ikke kan se, jamen hvad skal vi med det for? Jamen, sa er det
maske tkke 2-drigt hgjniveau. Sa skal de veelge noget mere anvendelsespreget,
tkke? Og derfor har jeg altsd ogsd accepteret, at det er altsd ikke alle, der har
det...Men ideelt set synes jeg det er en smaddergod setning. Der er bare mange
andre ting man sddan ogsd skal..det er lidt mere et tidssporgsmal.

D.3.3 La3’s holdning til bevisfgrelse

Der er ikke ret mange bevisfgrelsesopgaver i matematikundervisnin-
gen - men der burde méaske vaere det

L3 mener ikke at bevisfgrelsesopgaver pt. spiller den store rolle i hendes un-
dervisning, udover at der efter hendes mening optraeder bevisfgrelsesopgaver 1
3.g.~opgaven i matematik.

L3: Men altsg sadan elementer af det..Men sé kan man sige, de skriver jo 3.g-
opgave, nogle af dem ihvertfald, hvor det i hgj grad drejer sig om at de finder
noget originalt og bevise pé deres egen méde. Og der viser man ogsd, at man
har trenet dem i det inden..Det er ikke noget, der fylder meget vil jeg sige.
Maske skulle det fylde mere. Det er sddan nogle tanker man begynder..kigge pd
sddan noget her..orv ja, det skulle jeg nok gore noget mere ud af...

MH: S& mener vedkommende ogsd, at man under bevisforelse kan bruge smd
bevisforelsesopgaver som sddan er..maske mere har karakter af tenkeopgaver i
retning af “forklar hvorfor arealet af en trapez er 2(a + b)h”. ..

L3: Det er udmerket.

MH: Er det noget, du gor s4?

L3: Ja, det..ikke meget vil jeg sé sige.

INy ordning i gymnasiets matematikundervisning. Eleverne kan nu vzlge at fortsatte
med matematik i 2.g, feerdiggore mellemniveauet og herefter evt. g& videre til hgjniveauet.
De kan ogsa valge at starte pa hgjniveauet med det samme i 2.g. P4 den sidste type hold
forestiller man sig, at der bliver lagt mere vaegt p4 en stringent tilgang til matematikken.
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Bevisfgrelsesopgaver er principielt en god ide

Som jeg har vzret inde pa synes L3 generelt, at bevisfgrelsesopgaver i stil med
polygonopgaven er en god ide.

Men generelt..ja sd synes jeg det er en god ting at lade dem ggre det der bevis-
forelse.

Polygonopgaven er lidt for sver for eleverne - i hvert fald pa obliga-
torisk niveau

L3 finder at polygonopgaven er lidt for sveer ihvertfald p& obligatorisk niveau.

MH:...Hvis du presenterer dine elever for en lignende opgave - maske ikke lige
denne her (polygonopgaven) - hvordan ville du sé have det med det?

L3: Altsa lige den der ville jeg ogsé - shvertfald pd obligatorisk niveau - fale var
sver. De har ikke noget at have det ¢, vel.

Det synes som om L3, i det - efter egen angivelse - beskedne antal bevisfgrel-
sesopgaver vagter elevernes evne til at finde pa et trick - f4 en god ide. Hun
beskriver en bevisfgrelsesopgave som at eleverne efter at have differentieret z3,
skal give et begrundet bud p3, hvad z* differentieret s& kan vaere og hvor den
"gode ide” kan vaere at bruge produktreglen, siledes at man kan udnytte kend-
skabet til den differentialkvotient, man allerede kender. Hun ser den som en
parallel til T4’s "forklar hvorfor arealet af en trapez er 1(a + b)h”.

MH: Kan du give et eksempel pd sddan en opgave?

L8: Jo, men altsd det kunne godt have veret den der..altsa lige direkte. De er
der jo altsé sddan ind imellem. Jo, men altsd sé kunne det altsd vere noget
med, at de bliver bedt om, ndr de differentierer =3, sd bliver det 3z2, hvad s
med z*...0g s kan de jo stille op ligesom i bogen, men det kan sd ogsa vere,
de sa ville bruge produktreglen og sige, jamen z* det skriver vi som z - 3.
Der er nogen, der gor det og hvad fik vi sé ud af det? Altsa, det er sidan lidt
det. Sddan nogle opgaver synes jeg jeg bruger ret flittigt...og du har sé ikke
ngdvendigvis ville sige til dem "progv nu med et produkt”. Altsé de har jo set,
hvordan differentierer vi sédan et eller andet line@rt og hvad med z2. .Og sd
gor de det med z* og sa har de et problem i forste omgang. Og hvad s4?

Bevisfarelsesopgaver kan give eleverne et indblik i processen der har
frembragt de “feerdige” beviser de prasenteres for

Bevisfgrelsesopgaver kan give anledning til at eleverne involveres i processen
fremfor produktet og dette mener L3 giver anledning til, at man bedre forstar
givne beviser. ‘

Udover det sa tror jeg da ogsa, at man forstér de givne beviser bedre, hvis man
selv har veret igennem sddan en proces.

Et eksempel hun mener illustrerer dette, er beviset for lgsningsformlen til
2.gradsligningen. Her beder hun eleverne lukke bogen, inspicere ligningen og
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overveje, hvordan man skal bare sig ad med at f& x isoleret. Det kan de ggre
pa grundlag af at kende til relationen z% + kz = (z + 1/2k)%2 — (1/2k)% - en
omskrivning de har erfaring med at bruge. Med “forstielse af processen” mener
L3 nok i denne sammenhzng, at eleverne fir en oplevelse af selv at have dedu-
ceret sig frem til Igsningsformlen og dermed en forstielse af gangen i beviset i
modsatning til at leere det udenad.

Vi havde f.eks. her ¢ 1.g 2.gradsligningen og hvad er det nu, man rykker rundt
pé nogle led og hvorfor far man den ide? ..og sé tvang jeg til dem at lukke bogen
og sagde sd "hvad er det sé ideen var?”. N&, men det kunne de jo godt se, det
var at fa det der z isoleret. Hvordan kunne man nu det? Jo, sd kunne de jo
godt huske, at der var en eller anden regel om, at man kunne putte det hele
ind i en parantes og sa trekke lidt fra.... altsd noget med 22 + kx kunne skrives
op som (z + 1/2k)% — (1/2k)2..den har de sé vist for og den bruger de tit, for
den har de ogsé brugt i nogle opgaveregningseksempler og sddan noget med at
finde toppunkt og sddan noget. Sd den kan de godt huske og kende. Sa de kan
godt..Pd den mdde kommer det til at fungere rimelig nemt med at f& z’erne
placeret et sted.

Endelig mener hun, at eleverne gennem gvelser, hvor de selvsteendigt tilegner
stgrrelser variabelnavne far en forstaelse for, at man kan kalde tingene hvad
som helst som udgangspunkt og at eleverne bliver mere “resistente” overfor
skift i variabelnavne. De kgrer f.eks. ikke sur i det, hvis de til den mundtlige
eksamen kommer til at navngive et eller andet pa en anden made end det er
gjort i bogen og resultatet fglgelig ikke kommer til at ligne bogens, fordi de er
treenet 1 selv at deducere sig frem til et resultat.

Det gor jo ogsa i det gjeblik at de f.eks. til mundtlig eksamen gér i std med
et eller andet, som f.cks at de er kommet til at kalde trekantens hjorne eller
sddan noget andet end bogen gjorde eller bytter rundt pa et eller andet. Deres
udregninger bliver bare ikke mage til det, de har stdende pd deres papir. Hvad
gor man sa?

Bevisfgrelsesopgaver er ikke kun for de dygtigste elever

L3 mener i lighed med beviser ikke at bevisfgrelsesopgaver - i det omfang de
bruges - kun er for de dygtigste elever. Hun fremhaver iszr, at alle har godt
af at opeleve selv at finde pa en strategi for at lgse en problemstilling.

MH: Sa er der sddan nogle bevisforelsesopgaver. Vedkommende siger, at det
er hgjst noget man kan ggre for sjov med de seerligt dygtige elever. Og det er
thvertfald ikke noget efter hendes opfattelse, der giver et brugbart eller maleligt
eller et vigtigt udbytte for sédan de almindelige elever.

L3: Det er jeg ikke helt enig i. Det er nok rigtig nok at de er dygtigste elever,
der far mest ud af det, men altsd..hvis man ikke veelger nogle der er alt for
svere, s mener jeg alle har en eller anden gavn af det.....Der er det jo sédan
set meget godt at have haft nogen gange, hvor man ud fra et eller andet, man
selv har fundet pd skal komme videre og der er ikke nogen der har svaret pé det
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Jor en selv... det tror jeg kan gavne hvem som helst, uanset hvor god man sa
er.
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D.4 Interview med L4

D.4.1 L4’s bevisbegreb

L4 beskriver et bevis som en logisk gvelse, hvor man udfra nogle rammmer
; g g
(antagelser) viser at “noget”, dvs en s#tning, er sand.

Jamen, jeg mener et taleksempel er ikke ét bevis, vel. Altsd..det jo sadan..det
er jo en logisk puelse..indenfor rammerne af det man har givet, der skal man
sd prove at pdvise at noget passer.

L4 anser imidlertid beviser som de fremstilles i gymnasie-matematikken - dvs
beviserne som de er fremstillet i leerebggerne - for at veare "lgse”?, fordi man
ikke gor serlig meget ud af at at overveje, hvad man ved i forvejen og hvad
man mé antage.

..Jeg tror nok, at mange af vores beviser er lidt lgse. Jeg tror da..der er nok
steder, hvor der bliver udeladt nogle sertilfelde og man kunne godt gore noget
mere systematisk for dem og gé mere ned i at sige: her bygger vi faktisk pé de
og de setninger...hvilke ting ved man i forvejen og hvilke ma man antage..det
gor vi tkke sé meget ud af.

Selvom L4 ikke anser beviserne i gymnasiematematikken for at vaere fuldstan-
dige, s& vil han alligevel vzlge at kalde dem beviser, fordi de er baseret pa nogle
generelle overvejelser og fordi der ikke argumenteres ud fra (tal)eksempler.

Og det vil jeg sa regne det for et bevis, ndr det er lykkedes mig at.. ved at bruge
de ting, jeg allerede ved, at nad til enden. Det er et bevis, mens sddan noget med,
at det passer i nogle eksempler og "der kan I jo se, det gik nogenlunde”, det er
ikke et bevis....Sa et bevis er..et bevis. Selvom der stkkert er noget i grundlaget,
som de faktisk snyder sig til og faktisk ikke har vist.

Hvem "de” er star ikke klart, men L4 mener formentlig eleverne selv eller lare-
bogsforfatterne.

D.4.2 L4’s holdning til beviser

Beviser er centrale i matematikundervisningen - eleverne bliver
bedre til at tzenke abstrakt ved at beskeftige sig med beviser

L4 anser beviser for at vare en meget vigtig del af en almendannende mate-
matikundervisning. Eleverne skal blive bedre til at teenke abstrakt som led i
matematikundervisningen. Her har beviserne en vigtig funktion, fordi det at
forspge at forstd beviserne efter L4’s mening trener dem i at tnke abstrakt.

2Som jeg vil vende tilbage til s& holder L4 sig meget teet op ad fremstillingen af beviserne
i leerebggerne
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MH: ....I forhold til, hvad du synes, de skal have ud af matematikundervisnin-
gen, synes du (sé) beviser har nogen betydning?

L4: Ja, og det er mdske det afgprende..jeg synes personligt...at (det er) selve
det helt abstrakte matematik, der er det relevante, det interessante, ikke? Det
er et almendannende fag..det er da det tetteste de kommer pé en eller anden
eksercits i abstrakt tenkning.

Med “almendannede” forstir L4 tilsyneladende, at eleverne udvikler sig og til-
egner sig mader at teenke pa, som er brugbar, nar de skal tilegne sig stof - ikke
bare matematik - pa et hgjere abstraktionsniveau end gymnasieniveauet. Som
saddan ser L4 beviser som noget, der virker generelt studieforberedende.

..som sagt det er jo et almendannende fag, s de bruger formentlig det de har
leert ¢ det her fag..hvis de laeser jura eller medicin eller et eller andet.

Det er den abstrakte side af matematikken eleverne synes er sjov

L4 synes ogsa beviserne er vigtige for eleverne i kraft af, at det er den side af
matematikken, han oplever interesserer eleverne mest. Eleverne kan godt lide
at matematik er abstrakt og ikke umiddelbart har kobling til andet, men udger
et eget univers.

Og det er ogsd det, som eleverne godt kan lide ved det. Det er det rent logiske
i det..Det, at de ikke skal vide noget om noget som helst andet..

Han udbygger dette argument i sin'argumentation for, at beviserne bgr veere i
matematikundervisningen som et astetisk element. Estetikken ligger netop i,
at (ren) matematik ikke har noget med noget andet at ggre og at matematik
fremstar som et fag, der er praeget af entydighed og preecision. Dette er noget
i modstrid med L4’s beskrivelse af at grundlaget for gymnasiematematikken
bliver fremstillet lemfzldigt for eleverne.

MH: 54 er der sédan noget med et estetik-argument: at man burde have beviser
i matematikundervisningen for at give eleverne en eller anden fornemmelse af,
at matematik ogsd er et "smukt fag”.

L4: Ja, det er afgorende. Jeg mener, det astetiske er den afgorende kvalitet
- ogsé for eleverne - ved faget matematik...i virkeligheden er det deres glede
ved noget., der er rent og enkelt og precist og uforanderligt, som lokker dem til
matematik. Det er det eneste fag, hvor verden virkelig opfarer sig entydigt. De
ved der er sandhed og de ved, der er noget, der er forkert. Alle de andre fag er
grumset til..1 fysik, jamen der passer det jo aldrig, forsogene passer jo aldrig
og de ved godt, at der er alle mulige ting, de ikke kan tage hensyn til..men i
matematik, der henger verden sammen og det har de enorm respekt for.

Det er det almendannende i faget matematik. Det er det perspektiv, at der er
tale om et sprogsystem, som er stabilt, altsé de ndr aldrig til spreekkerne i ma-
tematikken og for dem ser det fuldstendig sammenhengende og konsistent ud.
Og det er meget lererigt at bevage sig indenfor sddan et system...matematikken
er et idealsprog, som det er meget, meget sundt at beskeftige sig med.
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Beviser skal vise eleverne at man skal argumentere for sine pastande
i matematik savel som i andre fag

Beviser skal ogsé vare i matematikundervisningen, fordi det er vigtigt at ele-
verne forstar at man skal argumentere for sine pastande i matematik savel som
i andre fag. Samtidig er matematik et fag, hvor man kan stille szerlig store krav
til kvaliteten af elevernes argumentation.

MH: Sa er der "granskning af beviser kan give elever et billede af matematik
som et fag, hvor der i lighed med andre fag skal argumenteres for fremsatte
pdstande )

L4:Det er jo et hovedargument for at lave beviser, ikke?..det er jo argumenta-
tionsteori og logik og sédan nogel..der er jo derfor at matematik er et vigtigt
fag, et almendannende fag. Det synes jeg er meget vigtigt og kan bruges almen-
dannende.

.. Det med at argumentere, det med at tenke logisk....det er det eneste fag,
hvor det bliver systematiseret. "Du har ikke argumenteret for det”. Det er det
eneste fag, hvor man siger helt precist, jamen det der, det er ikke et godt nok
argument. I andre fag "jamen, altsé jeg synes nu og...jamen...gor han ikke og
kan man tkke”. Her der kan jeg helt sige "Nix, det er ikke nok, jeg vil have
mere”.

Beviser indgar som led i at vise eleverne et billede af matematik som
en aksiomatisk struktur

L4 mener, at det er vigtigt at eleverne bliver prasenteret for sztninger som
led i opbygningen af en matematisk teori fra nogle aksiomer for at vise dem,
at matematik er et fag, hvor tingene henger sammen.

MH: Der er s en, der mener at beviser er almendannende ved at det giver
eleverne et billede af matematik som et fag, der henger sammen, hvor set-
ningerne henger sammen og hvor beviserne virker som et bindeled mellem de
enkelte setninger og hvor man kan se, at der er nogle aksiomer og sd kan man
sé bygge satninger op fra det. Er det ogsd en rolle du mener beviser spiller?
Lj: Det er jeg enig i.

De anvendelser af matematik man viser eleverne er pseudoagtige og
man kan ikke begrunde matematikundervisningen med at matematik
kan anvendes

Anvendelse af matematik i gymnasiet - sezrlig “anvendt matematik” i eksa-
mensopgaverne - er pseudoagtigt og virker ikke motiverende pa eleverne. L4
anser det tydeligvis ikke for relevant, at eleverne er i stand til at gennemskue
hvilke matematiske problemstillinger, der gemmer sig i hvad han beskriver som
en "urskov” af virkelighedsreferencer, dvs at kunne oversette en “virkelig” pro-
blemstilling til matematik.
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Jeg synes regneopgaver er kedelige og uinteressante..opgaverne bliver jo mere og
mere praktisk rettede, ingenigragtige eller virkelige, socialrealistiske. Der er en

bro, tkke..og s har man indfort nogle konstanter, der er 0.07145..fordi haletud-

serne formerer sig med den hastighed..nedenunder gemmer sig den matematik,
som der altid har gemt sig, men sa _skal de kravle gennem sddan en eller anden
urskov af virkelighedsreferencer for at komme ned til den samme matematik,
som de kender 1 forvejen..

Jeg har sédan en diskussion med fysiklererne, for de mener jo matematik er et
redskabsfag, tkke?...Jeg mener ithvertfald ikke, at det er det. Det kan godt veere,
at de bruger det som redskab, men det er ikke det, det handler om.

Beviser kan forbedre elevernes problemlgsningskompetence

L4 fortolker elevernes evne til at anvende af matematik, som deres evne til at
regne (eksamens)opgaver og mener, at beviser kan ggre, at eleverne bliver bedre
i stand til at regne visse typer lidt svaerere, mere generelt formulerede opgaver.

MH: De NZske lerere de pastér, at elevernes evne til at anvende setningerne
er fuldstendig uden sammenheng med, om de har set beviset for dem.

L4: Jo, det kan godt for nogle elever vere sandt, men..jeg synes vores opgaver
er tilrettelagt sédan si de evner, man bruger pad at forsta beviser, kan man ogsd
bruge for at lgse den sidste, svere del af opgaverne..en eksponentialfunktion,
pludselig sa hedder det ikke mere 0.1714, sé hedder det ¢ og det andet hedder
K. 56 skal de lave det hele igen med c’er og k’er. Der kan man sige, at hvis de
er guet t at lave beviser, s vil de have lettere ved at forstd, hvad det egentlig
taget er, de skal lave der.

Med L4’s "lave beviser” skal ikke forstds bevisfgrelse 1 min forstand, men at
eleverne genglver/ arbejder med "feerdige” beviser. .. Det.vil sige at de selv..Det
foregar ved, at jeg gennemgar dem og sé bliver de pvet i dem og far dem for til
neste gang. .

Selvom L4 finder, at beviser bestemt spiller en rolle i en almendannende mate-
matikundervisning tror han ikke p4, at den menige elev fir noget serlig udbytte
af de enkelte beviser og forstar dem i detaljer. De fremstir som et ritual, noget
man "leerer” ved at efterligner lzreren.

...ndr man har denne her disciplin, der hedder mundtlig eksamen, sé ma man jo
af og til pve klassen - pve hele klassen - i at..hvordan beviser man..for flertallet
. foregdr det ved efterligning af lererens bevegelser.

Der er generelt for fa beviser i det nuvzerende pensum og der burde
vere flere “ren matematik” beviser og ferre beviser for regneregler

L4 finder, at der pt. er for f& beviser i matematikundervisningen med den
konsekvens, at matematikundervisningen bliver kedelig for de dygtigste elever,
specielt dem der sigter pa senere at beskeftige sig med matematik. Han finder,
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at alt for mange af de beviser, der er tilbage i pensum er er beviser for regnereg-
ler. Hvis man udelukkende satser pé at undervise i anvendelsen af regneregler
og beviserne for dem finder L4, at det bliver svart for eleverne at se, hvad det
i virkeligheden er matematik “gar ud p&”. Man giver et for sneevert billede af,
hvad matematik er.

L{: Vi har ikke mange af den slags beviser, altsé i vores pensum. De beviser,
der er tilbage, det er nogle, der sé ogsa kan bruges til noget. Det er sddan noget
med regler, regneregler, differentiationsregler og sddan noget, ikke?

MH: Men du mener, dem er der, de skal ogsd vere der?

L4: Jeg synes jo, der godt kunne vere mere. Jeg synes det er problematisk, at
der er for lidt (for f& beviser). Og det er problematisk for de dygtige elever,
at det man tit stifter bekendtskab med i gymnasiet, er sd lidt interessant. At
vt har sd lidt of det, som i virkeligheden er sjout for dem, der vil dyrke det
siden...siden Kristensen og Rindung®, der er det gdet nedad med antallet af
beviser og kontinuitet er gdet fra at vere noget epsilon-delta til at vere no-
get, der bare gér mod et eller andet...det bliver sverere og sverere at se, hvad
matematik i virkeligheden gar ud pé.

Der er vigtigt at pointere forskellen pa at give et bevis og et talek-
sempel - og det er en pointe eleverne fanger

At der er forskel pa status af at give et bevis og - i de tilfzelde hvor det kan lade
sig gore - give et taleksempel, finder L4, er meget vigtigt at pointere overfor
eleverne. De skal vaere klar over, at der er stor forskel pi de to ting og det er
ogsd en pointe, han mener eleverne forstér.

MH: Sé er der minimumskravet der. Eleverne bpr kende til forskellen pé et
taleksempel og pé at give et bevis for en setning

L4: Ja, det tror jeg ogsd, det prover vi da ihvertfald at lere dem... De fleste..de
har da en periode, hvor det morer at kunne lave den der firkant forneden..se
nu har jeg bevist det. Det tror jeg flertallet godt forstar. Hvad det vil sige at
bevise i forhold til bare at komme med et eksempel.

Beviser i undervisningen = beviser i lzerebogen

For L4 er det at fplge leerebogen rimelig teet en garanti for at han opfylder
bekendtgerelsens krav. Dette gor sig ogsi galdende med beviser. Han beskriver
naesten beviserne som en rituel remse her.

..jeg hviler mig meget op ad lerebogen.. Vi har simpelthen en kanon af beviser,
som sikkert er en den samme rundt om i landet..man stoler vel pé at bogen
laver et bevis, som censor vil kunne lide.

L4 lader sig saledes i nogen grad styre af i hvilket omfang bogen beviser seet-
ningerne og undlader beviserne.

3Sat af matematikbgger, hvor gymnasiematematikken bygges aksiomatisk op fra meeng-
delaren og hvor matematikken er fremstillet relativt stringent med brug af mange beviser.
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Ogs& mere lgse argumenter betegnes "bevis”

L4 velger at kalde argumenter, han ikke selv anser for at vare et bevis, for
beviser, fordi han mener at eleverne ikke kan se det og at det er vigtigt, at
eleverne oplever at matematik er noget med sztning-bevis, setning-bevis.

MH: Sé, det som nogen ogsé er inde pa er, hvorndr man egentlig skal bruge
ordet "bevis” og "teorem”. Vedkommende her mener sé, at nér man har noget,
man mener er et bevis, sd siger man ogsd til at eleverne, at det er et bevis,
hvordan har du det med det?

L4: Det gor jeg ogsd. Jeg skriver bare et bevis og sé, nogen gange er det jo
faktisk ikke et helt bevis, men det kan de i gvrigt tkke helt se og sddan. Sé
kalder vi det bare et bevis alligevel, fordi vi indfgrer den rytme, at hvis jeg har
en s@tning, sa prover jeg altsa ogsa at bevise den. Hver gang jeg skriver noget
er en setning - s nogen gange far de fri - men mange gange er man altsé
ngdt til at nedenunder at skrive bevis, kolon og sd prove at udlede, eller sige:
Hvordan var det nu vi kom frem til den: Na, ja det var fordi vi gjorde sddan og
sddan og det er det afgorende for dem, rytmen i den almindelige undervisning.
At man hele tiden siger s@tning-bevis-seining-bevis.

Beviser overbeviser ikke eleverne om sandheden af en sstning

L4 finder ikke, at beviser kan tjene til at overbevise eleverne om setningens
rigtighed, fordi flertallet af eleverne ikke i forvejen finder grund til at tvivle pa
det. .

MH: Men hvad sé med, det der med at de kan i nogle tilfelde tjene til at forklare
at en setning er sand. Oplever du nogen gange, at beviser spiller den rolle i
din undervisning?

L4: Altsa, jeg tror for de fleste... for de f& elever der er det, kan det vere et
problem. Hvordan kan det dog vere, det her. Og dem vil vi'godt gore noget for.
Men for flertallet af elever, der har de det sédan, ndr jeg siger at setningen er
sand, sd er de glade og de vil vere lykkelige, hvis de slap for at bevise den og
bare fik den..jeg tror ikke beviserne overbeviser dem om at det ma vere, som
det er. Jeg tror de skiller de to ting ad. Sddan her var det nu vi anvendte det
og hvad var det nu, vi skulle gore for at bevise det.

Kommentarer til beviset for at /2 ikke er et rationalt tal

I overensstemmelse med, at L4 vagter det abstrakte og logiske aspekt af mate-
matikken, finder han at beviset for at /2 ikke er et rationalt tal, er et veerdifuldt
bevis, som han bestemt vil veelge at medtage i undervisningen.

Beviset er netop interessant i kraft af at hdre til en teoretisk og
abstrakt problemstilling

Han er ikke enig i, at problemstillingen er for teoretisk og abstrakt. Den er netop
interessant for eleverne, fordi den er teoretisk og abstrakt og giver eleverne et



218 De danske interviews

indblik i den "hgjere matematik”. Samtidig finder L4, at han ikke lever op til de
formelle krav der stilles til matematikundervisningen, hvis han ikke medtager
beviset.

Der stdr jo i bekendtgorelsen, at de ogsd skal lere noget om matematikkens
metoder og om matematikkens indre struktur. Det er mdske ikke sd@ meget vi
lerer dem, men sddan noget som at \/2, at det ikke er et rationalt tal, det er
da netop et bevis, det er da netop noget, der bergrer, hvordan matematik er pad
et hgjere niveau, ikke.

Det er kun de dygtigste elever, der kan forsti problemstillingen

Mere konkret finder L4, at sztningen er interessant, fordi den spaender pro-
blemfeltet omkring forskellen p4 de rationale og irrationale tal ud. L4 forventer
dog kun, at det er noget, de dygtigste elever vil kunne forsta.

MH: ..den tredie pastand er sd et mere didaktisk preget argument med at det
er en problemstilling, der simpelthen er for sver og for abstrakt til at eleverne
kan forstd det.

L4: Det er den for de fleste, for mange af eleverne, men det er jo heller ikke
for de mange, at man laver matematik udelukkende...og det med de rationale
tal er et udmerket eksempel pé noget, som da for nogle elever da er spendende.
"Gud er det rigtigt, gud der er ogsé forskel”. "Inkommensurable stgrrelser, det
var dog sert”.

Eleverne ved ikke, at v/2 er et irrationalt tal - beviset kan netop fa
dem til at tzenke over forskellen p& rationale og irrationale tal

Som det fremgar synes L4 ikke, at det er tilstrakkeligt at undlade beviset med
den begrundelse, at eleverne ved, at V2 er irrationalt. Det ved eleverne netop
ikke og beviset kan tjene som redskab til at {2 eleverne til at tzenke over, hvad
forskellen pa de rationale og de irrationale tal er.

beviset skal jo netop vere der for at give dem en fornemmelse af, at der faktisk
ER forskel pé de rationale og de irrationale tal og for at understrege det der
med, at de tkke kan skrives som en brgk - det kan man bevise. Ellers sa bliver
det jo noget..de ved det jo thvertfald ikke i forvejen. Det er noget aeul.

..hvis man skal have dem til at tenke over talmaengder, sd skal man vel lave
et eller andet med det, som folk kan spekulere pa: Hvad vil det sige, hvad er
forskellen (pé de rationale og de irrationale tal) egentlig? Og det er det bevis
da en meget god indgang til.
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D.4.3 L4’s holdning til bevisfgrelse

L4 mener pa den ene side ikke, at bevisfgrelse i form af bevisfgrelsesopgaver er
noget, der optrader eller bgr optrade i den daglige undervisning ihvertfald ikke
som et krav fra "systemets” side og iszer er det en opgavetype, som er alt for sveer
for de svageste elever. P4 den anden side omtaler han et undervisningsforlgb,
hvor han mener det netop er relevant at lade eleverne fgre beviser selv. De
erfaringer eleverne ger sig her, finder han er meget verdifuldt for dem.

Bevisfarelsesopgaver er for svaere for de svageste elever og ber ikke
indga i den daglige matematikundervisning

L4 opfatter de bevisfgrelsesopgaver, jeg har prasenteret de new zealandske
lerere for, som for svaere og som nogen, der i hgjere grad hgrer hjemme i
matematik-konkurrencer som f.eks. Georg Mohr-konkurrencen, end i den dag-
lige undervisning. Matematikopgaverne i den daglige undervisning skal veere
struktureret, si de - i modsztning til bevisfgrelsesopgaverne - er til at gi til
for ogsé de svageste elever.

L4: Og sé er der det der med at..summen af et rationalt og et irrationalt tal..det
tror jeg ikke, de vil kunne finde ud af..Der er ikke tradition for . Det er den der
Georg Mohr konkurrence, der far de sddan nogle spsrgsmdl... Vores sporgsmal
de starter altid i noget anvendt matematik, noget de kan.

En ideel matematikopgave er bygget op, siledes at det i den fgrste del af op-
gaven er indlysende, hvad man skal ggre. Der skal efter L4’s mening veere en
indgang i en opgave - og det er der ikke i polygonopgaven:

Det er den type opgaver..hvor de svage elever ingen indgang har. Det er det,
der er problemet ved denne her. Det er, at de svage elever ingen jordisk chance
har. '

‘..Ieg vil umiddelbart sige, det ser for svert ud, fordi..sddan leger vi ikke hos
0s...Der skal veere en indgang, der skal vere en forholdsvis enkel indgang og sd
kan man komplicere opgaven til sidst.

Bevisforelse forekommer kun som at eleverne gatter naeste skridt i
et bevis :

- Det eneste element af bevisfgrelse han kan komme pé fra den daglige undervis-
ning er, nar han lader eleverne forsgge at gatte naste skridt i et bevis.

MH: Sa er der sadan nogle bevisforelsesopgaver der. Hende her synes sé at det
er noget som hvor det ikke er afgorende at de gennemsnitlige elever overhovedet
far lov at lave den slags opgaver.

.. L{: Ja, det er det nok heller ikke. Det vil jeg nok ogsd give dem ret i at..Det
er skridtet videre, som vi meget sjeldent gdr, som sagt. At de egentlig selv
konstruerer beviser, det vil flertallet ikke have nogen speciel..jo, det kan vel
lere dem noget og vi prover ogsi at gore det af og til. At lave det sddan, jeg
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prover ogsa tit at indrette min undervisning sddan at eleverne selv skal geette
sig til, hvad der kommer ud af det lige om lidt, ikke?

L4’s kommentarer til de new zealandske bevisfgrelsesopgaver skal ikke helt tages
for palydende, da han nok gennemgaende vil regne opgaver af den type, han
beskriver, med eleverne. De new zealandske bevisopgaver er for svare, fordi
eleverne ”pa bar bund” skal konstruere et bevis.

Eleverne skal prgve krafter med at fore beviser i et enkelt undervis-
ningsforlgb

Mens bevisfgrelsesopgaver ikke optraeder i den daglige undervisning finder L4
at en del af det undervisningsforlgb, hvor eleverne skal laere om matematikkens
indre struktur, indebzrer, at eleverne skal f& en ide om, hvad det vil sige at lave
beviser. De erfaringer mener han dog godt, man kan ggre sig uden at opgaverne
er s& svaere som de eksempler jeg har givet pd bevisforelsesopgaver er.

Der star bekendtggrelsen de skal forsté, hvordan man laver beviser.... Maske
tkke, at de selv skal kunne konstruere dem pd bar bund, men at de thvertfald
kan forsta, hvad det vil sige og det er sé meningen med det projekt.

I det omtalte projekt skal eleverne udforske geometriske konstruktioner og selv
opdage setninger vha af et computerprogram.

Jjeg har jo lige netop.. lavet det her ganske, ganske korte forlgb, det skulle have
veeret lengere, men det havde vi ikke tid til, med det program der, hvor de netop
skal opdage geometriske setninger selv og sé prove at bevise dem, ikke. Og det
vil jeg ideelt set godt bruge mere tid pd, fordi det er, det er sédan det tidsmessige
der gor at man ikke laver sé meget af den slags. Fordi der er ingen tvivl om,
at det er et nyttigt redskab, at kunne lave sédan nogle argumentationsting.

Eleverne skal s prgve at konstruere beviser, men ikke alle elever forventes at
vaere 1 stand til at gennemfgre konstruktionen uden hjzlp og setningerne kan
veere mere eller vanskelige at bevise. Eleverne skal her bevise et sztning de
pa forhand har formuleret, hvilket jo f.eks. ikke er tilfzeldet i polygonopgaven.
Det man kan forvente ved polygonopgaven er, at eleverne forstar lgsningen pa
opgaven og forstar argumentet.

Jeg kunne godt forklare mine elever, hvordan det hang sammen, men jeg ville
tkke kunne sette dem til selv at komme med et argument for det. Sd meget bevis
har vi heller ikke. Det er meget sjeldent, at der er opgaver, der gir ud pd at
resonnere s meget.

Bevisfgrelsesopgaver kan gore eleverne bedre til at vurdere, hvornar
de har svaret "godt nok” pi en opgave

L4 finder, at bevisfgrelsesopgaver kan give eleverne nogle nyttige erfaringer i
kraft at, at de bliver bedre til at vurdere, hvorndr de har argumenteret godt
nok for et svar pa en opgave, nar der kreves en argumentation for svaret, der
gar udover en henvisning til formlen/formlerne.
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MH: Ja, og bevisforelse pé den mdde har noget at bidrage med, sé de faktisk
bliver bedre til at regne opgaver?

L{: Ja, det gor de. Det gor de. Ofte vil en opgave kraeve et svar hos os, en
argumentation for svaret, ikke?..De skal jo have en fornemmelse af, hvorndr
har man argumenteret for, at noget er korrekt...det er jo noget som at noget er

et lokalt ekstremumspunkt. Hvor mange ting skal jeg nu have med for at vere
helt stkker? '
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D.5 Interview med L5

D.5.1 L5’s bevisbegreb

L5 mener, at der er tale om, at man har et bevis, ndr man pi et aftalt grundlag
via nogle logiske reesonnementer, viser en sztning.*

D.5.2 L5’s holdning til beviser

Beviser er centrale i matematikfaget og skal derfor ogs& veere der i
matematikundervisningen

L5’s begrundelse for at have beviser i matematikundervisningen er, at eleverne
skal 4 en forstaelse af, hvad matematik er og eftersom beviser er centrale i
matematikfaget har de en naturlig plads i matematikundervisningen. Han er
helt uenig med de new zealandske leerere i, at det vigtigste er opgaveregningen.
Hovedsigtet er at eleverne far et indtryk af “faget matematik”, ikke at de laerer
at lgse opgaver.

Den gennemsnitlige elev har gavn af at forsgge at forsta beviserne

Den gennemsnitlige elev forstar ikke beviserne i matematikundervisningen i
detaljer. Det er det kun de dygtigste elever, der ggr og som folgelig er i stand
til at gengive dem med stringente argumenter. Selvom den gennemsnitlige elev
ikke i detaljer forstar beviserne bidrager beviserne alligevel til elevernes viden
om matematik, fordi eleverne ser, at der er en sammenhang mellem de grund-
lzeggende begreber og antagelser og den udledte sztning.

Herudover skal man ggre sig klart, at det at beviserne er "for svaere” for ele-
verne ikke er et argument for at undlade dem, da det er vasentligt at eleverne
forsgger at forstd beviserne. Det giver i sig selv eleverne et udbytte. Under alle
omstendigheder skal man som underviser ggre sig klart, at eleverne ikke larer
pensum, men snarere far en bedre forstaelse af det stof, de tidligere har veeret
presenteret for.

Beviser er for alle elever - ikke kun de dygtigste

Beviser er noget alle elever skal stifte bekendtskab med og indgar ikke i mate-
matikundervisningen af hensyn til bestemte elevgrupper, som f.eks. kommende
professionelle matematikere.

Nogle elever opfatter beviser som smukke/smarte
Det er til en vis grad rigtigt, at man bgr have beviser i matematikundervis-
ningen, fordi det giver eleverne et billede af matematik som et "smukt fag”.

4Desveerre var der problemer med bandoptageren i dette interview, s det jeg har skrevet
er baseret p4 noter taget under interviewet
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Nogle elever kan rent faktisk se det smukke i smarte og elegante argumenter i
beviserne.

Der er en sammenhzng mellem elevernes evne til at anvende szt-
ninger og kende til beviserne for dem

L5 er ikke ubetinget enig i at elevernes evne til at anvende sztningerne er uden
sammenhang med et kendskab til - og en forstielse af - beviset for satnin-
gen. At eleven kender til beviset for satningen kan have betydning for hvilken
forstaelse, der ligger i elevens brug af setningen. Ideelt set ggr beviserne, at
eleverne forstar eleverne hvilket grundlag setningen hviler p3, nar de anvender
dem.

L5 mener ogsa, at beviser bidrager til elevernes generelle problemlgsningskom-
petence. De bliver eleverne bliver bedre til at tznke generelt og abstrakt og
maske derfor ogsa bedre til at tackle opgaverne.

Eleverne er ikke kritiske overfor setmngernes rigtighed i matema-
tikken

Man skal ikke forvente at eleverne forholder sig kritisk til setningens rigtighed
og bliver overbevist om dette via et bevis for den og det er heller ikke det, man
skal forvente. Det eleverne burde vaere kritiske overfor er, om den sammenhaeng
de bruger s®tningerne i nu ogs3 stemmer overens med grundlaget for beviserne.

Beviser lzrer ikke eleverne at tanke logisk

At beviserne udvikler elevernes evne til at teenke logisk er en illusion og hviler
pé en forzldet forestilling om, at det at beskaeftxge sig med matematik i det
hele taget laerer een at taenke logisk.

Man kan godt udelade beviser, hvis eleverne ggres opmaerksom pé

det _

Visse formler, der primaert bruges i omskrivninger - f.eks. additionsformlerne i

trigonometrien, der ikke leengere optraeder som selvstzndigt emne i bekendt-

gorelsen - er et eksempel pa en type satninger, som man sagtens kan forsvare
t “give” eleverne.

Beviser er af forskellige karakter og har derfor ogsé forskellig relevans. I nogle
beviser er det centralt for forstielsen, at eleverne far et overblik over gangen
1 beviset. Her kan man med held gennemga det kurisorisk, s eleverne kan se
sammenhangen mellem grundlaget for sztningen og den "ferdige” setning.
Andre beviser - eksempelvis reglen for differentation af et produkt - egner sig
til at gennemga i detaljer. I det nevnte bevis bruger man definitionen pé en dif-
ferentialkvotient - et centralt begreb i differentialregningen, som det er vigtigt
at eleverne stifter bekendtskab med og ser anvendt. Dette bevis kan gennemgas
i detaljer, fordi det er si relativt enkelt, at ssmmenhzngen mellem grundlaget
for setningen og den fardige saetning fremgér trods de mange detaljer.

Taleksempler kan vaere et godt supplement og en god hjelp, ndr man skal
introducere en satning og det er fint at gore brug af dem forudsat at eleverne
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kender til forskellen pa at give et taleksempel og give et bevis og er klare over,
at det ikke har samme status.

Ideelt har lzerebogen ingen betydning for hvilke beviser, der valges
og hvordan de gennemgas

Hvilken mangde af beviser der gennemgés og hvordan de gennemgas har ikke
direkte nogen forbindelse med lerebogen, men man bgr tage hensyn til, at
bogen er det eleverne har at holde sig til, nar de repeterer med henblik pé en
mundtlig eksamen. Det er dog oplagt at lave beviser, der er anderledes end
laerebogens, hvis man finder et bedre bevis eller argument for en setning, der
findes i lerebogen.

Internt-matematiske problemstillinger som at /2 ikke er et rationalt
tal er vigtige i matematikundervisningen

Internt-matematiske problemstillinger er vitale at inddrage i matematikunder-
visningen for at illustrere, hvad matematik (ogs3) er. Model- og anvendelse-
saspektet er ogsd vigtige, men de internt matematiske problemstillinger er af
lige s& stor betydning. L5 anser derfor satningen v/2 er ikke et rationalt tal og
det tilhgrende bevis for at veere relevant for eleverne. Det er ikke korrekt, at
eleverne i forvejen ved, at v/2 er et irrationalt tal. De har en formel viden, ikke
en reel, dvs de har hegrt ordet for, men kender ikke til begrebet irrationale tal.

D.5.3 L5’s holdning til bevisfgrelse

Det vil kun veare de dygtigste elever, der er i stand til at handtere bevisfg-
relsesopgaver - gennemsnitlige elever har typisk en mere mekanisk tilgang til
opgaveregningen. Eleverne har imidlertid godt af at forsgge sig med opgaver,
der egentlig er for svaere til, at det er realistisk, at de far lgst dem uden hjelp.

Man kan siledes ikke forvente, at en gennemsnitlig elev bliver i stand til at lgse
bevisfgrelsesopgaver. Som sadan er bevisfgrelsesopgaver en "for sjov’-aktivitet
- ikke en man laver med henblik p3, at eleverne skal lzre selv at fgre beviser og
udvikle bevisfgrelsesfeerdigheder. Bevisfgrelsesopgaver virker imidlertid meget
engagerende og det er en type udfordringer, der virker godt pé eleverne.

1 polygonopgaven vil L5 bestemt forlange af eleverne, at de forsgger at argu-
mentere for lgsningen. Eleverne fir meget ud af at forsgge at lgse opgaven og
selvom man maéske ikke kan forvente, at en gennemsnitlig elev lgser opgaven,
54 kan man forvente at eleven siger “ni, ja”, nir andre elever eller lzreren s
giver vedkommende lgsningen.

Mens man godt kan have bevisfgrelsesopgaver i den daglige undervisning og
opgaver, der er paralleller til "Forklar hvorfor arealet af en trapez er %(a +b)h”,
s4 skal man ikke satte elever til at lgse sddan en type opgaver til eksamen, fordi
sddan en type opgaver i for hgj grad kraver at eleven fir en god ide, hvilket
man ikke kan forlange i den situation.
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