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ABSTRACT

Dette er en revidering af en videnskabsfagsprojekt-rapport udarbejdet fra som-
meren 1997 til sommeren 1998 p4 matematikoverbygningen p4 RUC. Rapporten
er en undersggelse af om matematik er en naturvidenskab eller ej, men diskus-
sionen af dette sporgsmal forspges ikke afklaret én gang for alle. I stedet bliver
der givet et bud pa en udspeending af diskussionens centrale spgrgsmal, som be-
star af to hovedtyper. For det fgrste er der spgrgsmal om matematikkens natur:
Er naturen kilde til de matematiske begreber og kommer matematikken med
udsagn om den fysiske virkelighed, herunder hvorfor matematik er et effektivt
redskab indenfor naturvidenskaberne. For det andet er der spgrgsmalet om ma-
tematikkens udvikling er forskellig fra naturvidenskabernes, bade hvad angar
interne og eksterne faktorers betydning for udviklingen. Udover denne diskus-
sionsbeskrivelse indeholder rapporten en beskrivelse af nogle af de vasentligste
positioner indenfor matematikkens filosofi, og deres svar pa spgrgsmalene til
matematikkens natur. Endelige beskrives nogle af de indvendinger som er frem-
fgrt mod den traditionelle opfattelse af at matematikken og naturvidenskaberne
udvikler sig forskelligt.



Forord

Dette er i alt vaesentligt en 2. modul-projektrapport af videnskabsfagsvarian-
ten pd matematik-overbygningen pa Roskilde Universitetscenter. Projektet
blev udarbejdet fra sommeren 1997 til sommeren 1998. Jeg har valgt at lave
det til en IMFUFA-tekst af to grunde; dels fordi undersggelsen indeholder
nogle resultater som jeg tror kan vzere interessante for andre, men vigtigere
fordi projektet er en serlig variant af videnskabsfagsprojekttypen. Mit vi-
denskabsfagsprojekt er saerligt fordi malet i hgjere grad har veeret “alene”
at udrede hvad diskussion gar ud pa, end i mere snzever forstand at svare
endegyldigt pa et spgrgsmal (om matematik er en naturvidenskab).

En tak til Mogens Ngrgaard Olesen for vejledning i det fgrste af de to
semestre projektet har varet, til Cayley-gruppen for eminent midtvejsevalu-
ering, til Johnny Ottesen og min bror, Henning Niss, for at laese rapporten
igennem og komme med gode rdd og kommentarer, og til min far, Mogens
Niss, for vaesentlige rad undervejs i processen.

Martin Niss
IMFUFA, Roskilde Universitetscenter
Januar 1999
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Kapitel 1

Indledning

I nogle sammenhange gar matematik for at vaere en naturvidenskab, f.eks.
er matematik tilknyttet den Naturvidenskabelige Basisuddannelse pd RUC,
mens den i andre sammenhzaenge ikke gir for at veere det. Under opslaget Na-
turvidenskab star der i Politikens filosofileksikon “[Naturvidenskab] er p3 den
ene side afgraenset i forhold til matematik og andre formalvidenskaber...”
* (s. 309)

Hvis man vender sig mod matematikken selv, forstir man hvorfor to s3
forskellige opfattelser kan leve side om side. Her kan man genfinde traek som
fra en umiddelbar betragtning virker umiskendeligt naturvidenskabelige. Det
virker nzerliggende at pastd at det matematiske begreb en cirkel pa en eller
anden méde er skabt udfra cirkelformede objekter i virkeligheden, p4 samme
made som f.eks. begrebet krystal er abstraheret fra de forskellige typer af kry- -
staller man finder i naturen. Krystallografien beska=ftiger sig med krystaller,
dvs. kortlaegger de forskellige krystaltyper, beskriver deres egenskaber osv.
Desuden opstilles teorier for krystallers egenskaber som kan testes pa vir-
kelighedens krystaller. Dette er to veesentlige traek ved naturvidenskaberne:
deres begreber er p4 en eller anden made afledt af naturen og de kommer
med udsagn om den fysiske verden. Er euklidisk geometri pd samme méade
en naturvidenskab om de geometriske objekter som trekanter, cirkler osv.,
der eksisterer i den fysiske virkelighed, for den kommer jo med udsagn af
typen: vinkelsummen i en trekant er 180°? Den franske matematiker Charles
Hermite (1822-1901) har i et brev til Stieltjes (1856-1894), som ligeledes var
matematiker, udtrykt noget tilsvarende med hensyn til tal og funktioner:

I believe that the numbers and functions of analysis are not
the arbitrary product of our minds; I believe that they exist out-
side of us with the same character of necessity as the objects
of the objective reality; and we find or discover them and study
them as do the phycisists, chemist and zoologist. (Citeret i Kline
(1980), s. 322).

P4 den anden side virker det ikke som om positive definite matricer, for
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2 ] Indledning

‘nu at tage et eksempel, i sarlig hgj grad hverken er direkte afledt af eller
i sig selv kommer med udsagn om virkeligheden. At de indgar i fysiske te-
oriers beskrivelse af naturen mener jeg ikke sendrer ved at deres forhold til
naturen ikke er direkte. Nogle matematikere har givet-udtryk for at mate-
matikken har traek som er vaesenforskellig fra naturvidenskaberne. William
Rowan Hamilton (1805-65) skriver f.eks. :

Those purely mathematical sciences of algebra and geometry
are sciences of the pure reason, deriving no weight and assistance
from experiment, and isolated or at least isolable from all outward
and accidental phenomena. (Hamilton i Kline (1980), s. 321)

1.1 Problemformulering

Vi star altsa i en situation hvor der kan siges for og imod, dels at matema-
tikken har naturvidenskabelige trk og dels at nogle dele af matematikken
opferer sig som naturvidenskab, mens andre ikke ggr det. Det er dette pro-
blem jeg gerne ville undersgge med dette projekt, som derfor er centreret om
problemfeltet: i hvilke henseender og i hvilket omfang kan matematik kaldes
en naturvidenskab? Af tidsmzessige arsager har jeg overhovedet ikke forsggt
at kortlaegge matematikken i et omfang som ggr det muligt at besvare det
andet spgrgsmal, si jeg har koncentreret mig om det fprste spgrgsmal. Min
problemformulering er derfor

“I hvilke henseender kan matematik kaldes en naturvidenskab?”

1.1.1 Hvad er mit bidrag?

Diskussionen af matematikkens natur gér tilbage til tiden for Platon (ca.
428/427-348/347 f.v.t.), og den er langt fra afklaret endnu. Benacerraf og
Putnam (1983) skriver ligefrem, at det er denne uafklarethed som ggr mate-
matikkens filosofi s& spzendende. Dette betyder at jeg ville begd noget nzer
hybris hvis jeg forestillede mig, at jeg kunne afklare matematikkens filosofi,
eller dele af den, i et snuptag af to semestre, som mit projekt har varet. Jeg
har derfor ikke haft ambitioner om at afggre én gang for alle om matematik
er en naturvidenskab eller ej, men har sléet mig til tils med en udredning af
debatten. At der rent faktisk er et arbejde i denne udredning, vil jeg gerne
argumentere for.

Der er skrevet mange bgger om matematikkens filosofi, som redeggr for
de mange holdninger der findes til forskellige spgrgsmal indenfor det omrade,
s4 man skulle tro at der eksisterer bgger om dette problem. Det er muligt at
der gor dette, men jeg er ikke stpdt pa dem. Det tzetteste man kommer pa
en siddan bog er miske Ole Skovsmoses Ud over matematikken, som beskri-
ver en del af de filosofiske positioner. Den er dog ikke szrligt fokuseret pa
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at systematisere hvilke spgrgsmal debatten om matematikken i forhold til
naturvidenskaberne bestér af. Dette betyder at der er et behov for at udrede
debattens centrale spgrgsmal.

Der findes mange forskellige matematikfilosofiske positioner som undersg-
ger en hel vifte af spgrgsmal; spsrgsmal om matematisk sandhed, hvordan vi
opnar matematisk viden m.m. I fremstillinger af en stor del af disse positio-
ner, tages der sjzldent direkte stilling til om matematik er en naturvidenskab
eller ej. Jeg mener derfor at en udredning af disse positioners holdning til de
vaesentlige spgrgsmal i debatten er pakraevet.

Jeg ser saledes mit bidrag til debatten som todelt; for det farste giver
jeg mit bud pa en udspzending af hvilke spgrgsméal den bestar af og for det
andet undersgger jeg hvad der fornuftigvis kan siges og er blevet sagt om
disse spgrgsmal. Dette skal ikke vaere en total kortlaegning af hvad filosoffer
og matematikere har sagt fra de gamle grakere til nu, men et forsgg pd at
beskrive nogle af hovedstrgmningerne.

1.1.2 Debattens overordnede struktur

Der er to observationer som er centrale i en afvisning af at matematik er
en naturvidenskab. For det fgrste kan man fi det indtryk at store dele af
matematikken intet har at ggre med den fysiske virkelighed, fordi de er me-
get abstrakte, sd pastanden er at matematiske begreber ikke er opstaet ud
fra den fysiske verden. For det andet fremtrseder matematikken som en vi-
denskab hvis udvikling adskiller sig fra naturvidenskabernes, fordi det bade
virker som om naturen ikke spiller nogen rolle i denne udvikling og som om
matematisk viden hele tiden ophobes uden at der sker markante brud. Rig-
tigheden af den fgrste observation har vaeret draget i tvivl lenge, mens den
anden har haft status af kendsgerning. Denne status er der siden 1960’erne
sat spgrgsmalstegn ved. Dette ggr at jeg mener at to spgrgsmal er de centrale
i debatten om matematik er en naturvidenskab, nemlig:

e Er naturen pé en eller anden made kilde til de matematiske begreber
og studeres matematiske objekter pd samme made af matematikerne
som naturvidenskabsfolk studerer deres objekter?

e Udvikler matematikken sig p4 samme méade som naturvidenskaberne?

Disse to spgrgsmal har jeg valgt at bruge til en overordnet opdeling af de-
batten, men man kunne foretage andre opdelinger. _

Det fgrste spergsmal tror jeg alle vil mene er relevant for reflektioner over
matematikken. Det andet spgrgsmal vil derimod af mange, iszr for nogle ar
siden, blive forkastet som irrelevant, fordi refleksioner over matematikken
alene skal tage udgangspunkt i de matematiske teorier som faerdige formelle
produkter, og ikke i deres tilblivelsehistorie.
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1.2 Matematisk praksis

Det er altsd ngdvendigt at argumentere for relevansen af at inddrage udvik-
lingsmazessige spgrgsmal i tanker om matematikken, hvilket er en del af et
stgrre projekt som géir ud pé at f4 anerkendt relevansen af den sikaldte mate-
matisk praksis i matematikkens filosofi. Udover at argumentere for denne re-
levans, sztter dette afsnit diskussionen om matematik er en naturvidenskab
i relation til en mere generel diskussion om matematikkens natur. Desuden
tjener afsnittet til at introducere vigtige begreber.

1.2.1 Grundlagskrisen

Traditionelt har matematikkens filosofi beska=ftiget sig med at skabe et sik-
kert fundament for matematikken. Grunden til at dette har vaeret opfattet
som ngdvendigt, er den sikaldte grundlagskrise i matematikken. Det fgl-
gende er et sammenkog af beskrivelsen i Davis og Hersh (1981) om denne
krise.

I forrige drhundrede oplevede matematikken forskellige ‘katastrofer’. Ind-
til dette drhundrede var der kun én geometri, nemlig euklidisk geometri, og
den blev opfattet som en beskrivelse af rummets egenskaber. Men Janos
Bolyai (1802-1860) og Nikolai Ivanovich Lobatjevski (1793-1856) beskrev i
1829, uafheengigt af hinanden, geometrier hvor Euklids parallelpostulat ikke
er opfyldt, dvs. ikke-euklidiske geometrier. En veerre krise var analysens ‘over-
haling’ af geometrisk intuition ved at man fandt kurver som fylder rummet
(Peanos kurve er kontinuert og gar igennem ethvert punkt i enhedskvadratet)
og funktioner som er kontinuerte, men intetsteds differentiable (Weierstrass’
funktion). Disse bemaerkelsesvaerdige resultater viste sirbarheden af det so-
lide fundament som det mentes at matematikken byggede pa.

Fort af Weierstrass (1815-1897) og Dedekind (1831-1916) gik matema-
tikerne fra geometrien over til aritmetikken som grundlaget for matematik.
Dette betgd i realiteten at maengdel®ren kom til at udggre grundlaget for
matematikken, fordi det blev vist at aritmetikken kunne dannes ud fra mzng-
der. For at vise at aritmetikken kunne danne grundlag for matematikken, var
det ngdvendigt med en konstruktiv opbygning af det reelle talsystem udfra
de naturlige tal. Dette blev gjort pa forskellig made af Dedekind, Cantor
(1845-1918) og Weierstrass, men de brugte alle uendelige maengder af ratio-
nale tal (som kan opbygges fra de naturlige tal. For at reducere matematisk
analyse og geometri til aritmetik, introducerede man altsd maengder i mate-
matikkens grundlag og maengdelzeren blev det vigtigste omrade for studier i
matematikkens filosofi.

Men dette nye grundlag for matematikken oplevede paradokser. Man
mente at enhver fornuftig egenskab kunne bruges til at beskrive en mangde,
nemlig siledes at et element er med i maengden hvis og kun hvis elementet
har denne egenskab. Men si opstar ubehageligheder som Russells paradoks,
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hvor man bruger egenskaben ‘er ikke element i sig selv’ til at danne mangden
af elementer som har denne egenskab. Men er mzengden et element i sig
selv? Dette viste at det nye grundlag for matematikken, i stedet for vzere
mere sikker end grundlaget for klassisk matematik, snarere oplevede stgrre
problemer end geometri og aritmetik.

Traditionelt har matematikkens filosofi drejet sig om sidanne grundlags-
problemer for matematikken, og hvad man kunne kalde grundlagsisme (fra
engelsk foundationism), dvs. forspg pi at etablere en ubetvivlelig basis for

matematikken, har domineret matematikkens filosofi i det tyvende arhun-
* drede. ‘

1.2.2 Relevansen af matematisk praksis

I slutningen af vort drhundrede er grundlagsismens position som domine-
rende program indenfor matematikkens filosofi blevet udfordret. Thomas
Tymoczko skriver:

The last few decades have witnessed a growing dissatisfac-
tion with the foundations approaches to mathematics. There are
powerful limitations, often in the form of mathematical theorems,
that each foundationalist approach has come up against. We are
no nearer to the correct foundations today than we were a century
ago. The same basic arguments and objections can be repeated
at ever higher levels of abstraction. Moreover, close analysis has
revealed certain key assumptions behind foundationalism that
seemed obvious to its original proponents but seem much more
implausible to us today. (Tymozcko, 1985, s. xv)

Ovenstaende citat er hentet fra en bog Tymoczko er redaktgr af og som
bzerer den karakteristiske titel ‘New directions in the philosophy of math-
ematics’. Det er en samling artikler af filosoffer, matematikere, logikere og
dataloger, som udover at argumentere for at grundlagstilgangen til mate-
matikkens filosofi ikke er tilstraekkelig, argumentere for at matematikernes
faktiske praksis skal vaere udgangspunkt for refleksioner over matematikkens
filosofi. Tymoczko skriver:

It is the practice of mathematics that gives rise to any philo-
sophical perplexities we might have about mathematics and the
practice that holds the key to any solutions we might obtain.
(Tymoczko (1985), s. 125)

Det er vigtigt at understrege at selvom mange af citaterne er hentet
fra Tymoczko, er det ikke kun ham der mener at fokus i hgjere grad skal
rettes mod matematisk praksis. Lakatos og Putnam (Tymoczko (1985)) har
navngivet sidanne matematikfilosofier, som mener det er relevant at inddrage
matematisk praksis, for kvasi-empirisme.
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1.2.3° Hvad er matematisk praksis?

Tymoczko nzvner at fglgende traek ved matematikken i store traek hidtil
er blevet ignoreret i matematikkens filosofi: uformelle beviser, den histori-
ske udvikling, muligheden for matematiske fejl, matematiske forklaringer (i
modsztning til beviser), kommunikation mellem matematikere, brugen af
computere i matematik m.m. Ifglge Tymoczko vil folk som mener at mate-
matikkens filosofi er identisk med grundlagsunders¢gelser, ignorere sddanne
aspekter fordi de fortolker matematisk praksis i termer af grundlag. For
dem er matematisk aktivitet i alt vaesentligt afdeekningen af sandheder om
mangder, verificering af formelle beviser eller andre grundlagsafklaringer.
Tymoczko’s pointe er altsd at dette er forkert, for hvis en beskrivelse af
matematik skal vare en acceptable redeggrelse, ma den kunne redeggre for
faktisk matematisk praksis, dvs. aspekter som matematisk forklaringer, ud-
vikling, osv., ellers redeggr den simpelthen ikke for matematik.

Davis og Hersh er inde pd noget af det samme i deres skelnen mellem
virkelig og formel matematik. De taler om fejlen ved at identificere matema-
tik i sig selv (hvad virkelige matematikere ggr i det virkelige liv) med dens
model eller repraesentation i formel matematik. De fortsztter:

On the one side, we have real mathematics, with proof which
are established “by consensus of the qualified”. A real proof is
not checkable by a machine, or even by any mathematician not
privy to the gestalt, the mode of thought of the particular field of
mathematics in which the proof is located. Even to the “qualified
reader,” there are normally differences of opinion as to whether
a real proof (i.e., one that is actually spoken or written down) is
complete or correct. (Davis & Hersh (1981), s. 354)

P34 den anden side har vi den formelle teori, hvor et bevis kan tjekkes af en
computer. Et af de vigtigste begreber i matematisk praksis er sidanne ufor-
melle eller faktiske beviser. Tymoczko fgjer til Davis og Hersh’ beskrivelse af
faktiske beviser, en papegning af at faktiske beviser er del af en kontinuert
proces som starter med plausibilitetsargumenter for gisninger, forfiner disse
til uformelle beviser, for endelig at teste de sztninger som fremkommer pa
denne méade og til sidst assimilere dem i matematikken. Dette betyder at hvis
man vil forstd matematikken, m& man forstd hvordan matematikken vokser
og zndrer sig.

Dette synspunkt er i skarp kontrast til den position som kaldes forma-
lisme. Ifglge formalismen er der ingen matematiske objekter, og matematik
bestar alene af aksiomer, definitioner og s=tninger, kort sagt formler. Inden-
for denne opfattelse af matematik er den uformelle teori ikke matematik, s&
matematikken er endnu ikke kommet igang med den uformelle teori. Hvor
matematikken begynder for formalisterne, stopper den ifglge folk som Da-
vis, Hersh og Tymoczko. Desuden er det ifglge formalismen ikke relevant for
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forstéelsen af en matematisk teori at inddrage dens udvikling fra de fgrste
gisninger til den uformelle teori. Ifplge Davis og Hersh (1981) er de fleste ma-
tematikere platonister (dvs. mener at matematikkens objekter er abstrakte
og har en eksistens uafhaengig af vores erkendelse af den) til hverdag og for-
malister om sgndagen. De citerer matematikeren Dieudonné (f. 1906-) for at
matematikerne i deres arbejde taenker som platonister, men giver formalisti-
ske svar pi filosoffernes spgrgsméal om matematik.

Hvis man valgte alene at inddrage det formelle slutprodukt i en under-
spgelse af matematikken, ville man allerede have valgt side i debatten, fordi
dette ville skeere de dele vak som ikke-formalister argumenterer udfra. P3
den anden side har man tilsvarende valgt side hvis man inddrager dem. Jeg
har dog valgt at inddrage sddanne aspekter, fordi jeg gerne vil undersgge om
matematik som menneskelig aktivitet adskiller sig fra naturvidenskaberne,
ikke bare om det matematiske produkt adskiller sig.

1.3 Hvad er naturvidenskab?

Jeg vil betragte naturvidenskab som de traditionelle naturvidenskaber som
fysik, kemi, biologi, geologi og naturgeografi. Disse er ret forskellige disci-
pliner hvad angar genstandsomride, mal, metoder og struktur mm. Det vil
fore for vidt at beskrive alle forskellene, men udover de forskellige genstand-
somrader, er det mest igjenfaldende vel at nogle er meget deskriptive og
systematiserende, men kun i lille udstraekning er ude pa at bygge teorier,
mens det omvendte er tilfzeldet for andre. Desuden er der en forskel i hvor
formel teoriopbygningen er og i hvor hgj grad eksperimenter anvendes. Fzl-
les for dem alle er den styrende rolle naturen har, bidde som leverandgr af
beskrivelseobjekter og som hgjeste dommer i forhold til teoriernes accept.

Der er dele af nutidig teoretisk fysik, sisom superstrengsteorier, som er s3
langt fra naturen, at det er svaert at pasta at naturen i realiteten fungerer som
dommer og hvor graensen mellem fysik og matematik er temmelig udvisket.
Spergsmalet er her det omvendte af det jeg vil undersgge: Er teoretisk fysik i
virkeligheden matematik? Hvis disse dele af fysikken tages med i betragtning,
er diskussionen siledes narmest afgjort. Jeg vil derfor ikke tage de mest
teoretiske dele af fysikken med i min undersggelse, s& nar jeg i det fglgende
omtaler naturvidenskab, er de ikke medregnet.

Der hersker stor uenighed om videnskabsteoretiske spgrgsmal om natur-
videnskaberne; spgrgsmal om hvad deres natur er, hvordan de udvikler sig,
herunder sociologiske aspekter af deres udvikling. Som det fremgar af det
ovenstaende, er det netop i forbindelse med sidanne spgrgsmal, jeg gerne vil
undersgge om der er lighedspunkter mellem matematikken og naturviden-
skaberne. Denne uafklarethed indenfor naturvidenskabernes teori giver fra
starten en tilsvarende usikkerhed i forbindelse med mine konklusioner, fordi
en pistand om et lighedspunkt kraever at man mener at det er et trek ved
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en eller flere naturvidenskaber. Jeg har valgt at forholde mig pragmatisk til
dette faktum om uafklarethed, idet jeg blot gnsker at konkludere at man i
matematikken kan se traek, som man nok ogsé kan se indenfor naturviden-
skaberne.

1.4 Rapportens opbygning

I nazste kapitel udspaendes diskussionen, dvs. det beskrives hvilke spgrgsmal
der er relevante for den. Der er to forskellige spgrgsmélstyper, ontologiske og
erkendelsesteoretiske p4 den ene side og spgrgsmal til matematikkens udvik-
ling p& den anden side. De svar der er givet pa disse spgrgsmail er henvist til
kapitel fire, men kapitel to indeholder en kort beskrivelse af nogle af de besva-
relser pé spgrgsmal angiende eksterne aspekter af matematikkens udvikling.
Disse spgrgsmal er dem jeg har beskaftiget mig mindst med, si en opdeling
over to kapitler ville vaere overflgdig. Kapitel tre er en kort beskrivelse af de
positioner som jeg mener er de vigtigste og som har taget stilling til mate-
matikkens natur: formalisme, konstrukturalisme, konceptualisme, realisme,
empirisme og naturalisme. Dernast fplger et kapitel hvor de forskellige po-
sitioner svarer pd de spgrgsmal som er opstillet i kapitel to, enten som et
referat af deres svar eller en beskrivelse af hvad jeg tror de kunne svare. Ka-
pitel fem indeholder en beskrivelse af den kritik der er kommet af pastanden
om at matematikkens og naturvidenskaberns udvikling er vasensforskellig.
Kapitel seks indeholder en konklusion og en perspektivering.

Mit bidrag er ikke en afklaring af spgrgsmalet om matematik er en na-
turvidenskab eller ej, men dels en udredning af hvad dette spgrgsmal daekker
over, dels en beskrivelse af de vigtigste positioners svar, enten i form af hvad
de rent faktisk har svaret eller hvad de kunne svare.



Kapitel 2

Udspanding af diskussionen

Det fglgende er et forsgg pa at strukturere diskussionen af om matematik
er en naturvidenskab, ved en beskrivelse af de vigtigste spgrgsmal der kan
stilles.

2.1 Ontologiske og erkendelsesteoretiske spgrgsmal

Ontologi er studiet af hvad der er, dvs. hvilken virkelighed man kan tilskrive
objekter: hvor eksisterer de, eksisterer de med ngdvendighed osv. Erkendel-
sesteori (eller epistemologi som bruges i samme betydning) er studiet af hvad
vi kan vide om verden og hvordan vi kommer til at vide det.

Matematikken kan opfattes som bestiende af objekter eller entiteter,
f.eks. mangder, tal og funktioner, og matematikken gir ud pi at opstille
setninger som afdakker entiteternes egenskaber og indbyrdes relationer. Til
at bevise disse satninger benyttes en raekke rasonnementer, hvis karakter
diskuteres af matematikere og filosoffer. Disse tre komponenter, entiteter,
szetninger og beviser, altsd de matematiske teorier, vil jeg kalde produktet
matematik.

Det er fornuftigt at traekke en skillelinie mellem realister, som pastar at de
objekter som matematiske begreber er dannet udfra, eksisterer uafhangigt at
vores erkendelse af dem og ikke-realister som mener at matematiske objekter
ikke har anden eksistens end i vores matematiske begreber som er indeni vore
hoveder, dvs. det er overfladigt at skelne mellem matematiske objekter og
matematiske begreber. En anden made at beskrive forskellen mellem de to
positionstyper er at pipege at realisterne mener at matematikken er opdaget,
mens ikke-realisterne mener at matematikken er opfundet.

2.1.1 Naturen som kilde til matematiske begreber

Naturvidenskaberne beskeftiger sig som bekendt med naturen, og en stor
del af naturvidenskabens begreber er afspejlinger af objekter som findes i

9
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naturen! Det er objekter som gener, elektroner, krystaller, veesker, osv., dvs.
objekter vi har forskellig form for adgang til, men hvis fellestrak er at de
eksisterer i naturen. Andre naturvidenskabelige begreber afspejler ikke pa
samme made objekter som eksisterer i naturen, f.eks. entropi og energi, som
mere har status af teoretiske hj=lpestgrrelser. Jeg har tidligere navnt at det
er besnzrende at mene at de cirkler som forekommer i naturen er kilde til det
matematiske begreb en cirkel indenfor geometrien. Det er derfor naturligt at
stille fglgende spgrgsmal: P4 hvilke mader, hvis nogen, er naturen en kilde
til de matematiske begreber? og hvor mange af matematikkens begreber er
skabt p3 baggrund af naturen?

Euklidisk geometri indeholder dels nogle grundleggende aksiomer for
hvad man skal forsta ved begreber som punkter, linier osv., dels nogle defini-
tioner af begreber udfra disse aksiomer, f.eks. definitionen af cirkel. Naturen
kan vare kilde til begrebsdannelsen pa begge niveauer. Spgrgsmalene ovenfor
kan alts3 preeciseres: P3 hvilke mader, hvis nogen, er naturen kilde til aksio-
merne og definitionerne indenfor de matematiske teorier? og hvor mange af
aksiomerne og definitionerne er skabt pa baggrund af naturen?

Lad os starte med de positioner som mener at naturen ikke er kilde til
matematiske begreber. Nogle realister holder pa at matematiske objekter er
abstrakte objekter som eksisterer i en virkelighed som er vasensforskellig fra
den fysiske virkelighed. Dette synspunkt gir under navnet platonisme i de-
batten. Indenfor de positioner som mener at matematikken er en opfindelse,
er der nogle der mener at den matematiske virkelighed er en mental konstruk-
tion, konstruktivisterne, mens andre mener at begreberne er konventioner,
konventionalisterne. Men hvis matematikken er opfundet, hvordan dannes
begreberne si? Er det konventioner som vi har vedtaget eller er de ngdven-
dige betingelser for vores méade at anskue verdenen pa?

Vi gar nu over til positioner som mener at naturen er kilde til mate-
matiske begreber. Man kan veaere realist og mene at matematiske objekter
eksisterer i naturen, pd to méder. Man kan mene at matematiske objekter
har samme type eksistens som borde og hunde, dvs. middel-stgrrelse fysiske
objekter; en position som til tider kaldes common-sense realisme. Eller man
kan mene at uobservable teoretiske entiter som kvarker, elektroner og gener
i naturvidenskaberne eksisterer uafhzngigt at vores erkendelse af dem og at
matematiske objekter eksisterer p4 samme made. Denne position kaldes vi-
denskabelig realisme. Er matematiske begreber opfundet, kan man mene at
vi har dannet de matematiske begreber ved at trackke karakteristika ud ad
fysiske objekter. Er det s& alle matematiske begreber som dannes pa denne
méde eller kun nogle? Hvis det er kun er nogle som dannes sddan, hvordan

*Det debateres om objekter som elektroner, kvarker osv. rent faktisk findes i naturen
eller om de blot er entiteter, som ikke eksisterer andre steder end i vores bevidsthed, men
som benyttes til at sammenfatte mange observationer. Denne debat vil jeg ikke g& ind
i, men blot konstatere at nar jeg skriver findes, er det ikke fordi jeg postulerer at disse
entiteter eksisterer objektivt.
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opstar si de andre matematiske begreber?

De positioner som mener at matematiske aksiomer er empiriske baseret,
havder at sandheden af matematiske sztninger som udledes fra disse aksio-
mer ligeledes er empirisk baseret. De positioner som havder det modsatte,
altsd at aksiomerne er sande i kraft af noget andet end empiriske kendsger-
ninger, abner saledes for at matematisk sandhed er begrundet i noget andet.
Spgrgsmalet er hvad sandhedsbegrundelsen si er, hvilket vi skal se at der er
flere svar til.

2.1.2 Matematiske sstningers udsagn om verden

Udover at de naturvidenskabelige begreber afspejler objekter i naturen er et
andet karakteristika ved naturvidenskaberne, at de kommer med udsagn om
verden. Det er udsagn som udledes ud fra en teori og som ikke bare er defini-
tioner af begreber. Udfra elektrodynamikkens love kan man f.eks. udlede at
en elektron som kommer vinkelret ind i homogent magnetfelt, vil bevaege sig
en cirkelbevaegelse med en radius som kan beregnes. Dette udsagn siger i en
vis forstand mere end der er proppet ind, hvilket adskiller det fra rene defini-
tioner. De udsagn som naturvidenskaberne leverer er meget forskellige, men
jeg vil ikke ga ind i en naermere klassifikation, blot konstatere at de kommer
med sddanne udsagn. Man kan derfor spgrge om matematikken overhove-
det kommer med sddanne udsagn om verden som ikke bare er definitioner
eller aksiomer, og hvis dette er tilfzeldet, om alle matematiske sztninger er
sadanne udsagn om den fysiske virkelighed?

2.2 Matematikkens udvikling

Produktet matematik er forskelligt til forskellige tider, siledes at matematik-
ken udvikler sig med tiden. Filosoffen Philip Kitcher (1983) naevner f.eks. at
omkring 1400 mente matematikerne ikke at ethvert polynomium med ratio-
nale koeffecienter har rgdder, hvilket deres efterfglgere i det nittende arhun-
drede mente. Et andet eksempel Kitcher nzvner, er Leibniz’ (1646-1716) og
nogle af hans efterfglgeres overbevisningom at 1~14+1—1+...= 1, hvilket
Cauchy (1789-1857) og Abel (1802-29) senere hénende afviste. Mangden af
matematiske szetninger sendres siledes, argumenterer Kitcher, ved at sat-
ninger accepteres som tidligere blev opfattet som forkerte, men ligeledes den
anden vej. Kitcher navner fglgende andre mader matematikken udvikler sig

pa: -

Equally evident are alterations in mathematical language,
variations in style and standards of reasoning, changes of em-
phasis on kinds of problems, even modifications of views about
the scope of mathematics. (Kitcher (1983), s. 149)

Der er altsd alle mulige ting i spil, si en strukturering er pakraevet.
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Overordnet er der to positioner som optraeder i forsgget pa at beskrive
og forstd matematikkens udvikling. For det fgrste kan man undersgge den
indre matematiske udvikling. Skovsmose skriver: “[man kan] se pa hvorledes
spgrgsmal aflgses af nye; se ... pa hvorledes en forelgbig formulering og en
tentativ lgsning af en matematisk problemstilling affgder nye (matematiske)
problemstillinger. Dette er det internalistiske perspektiv.” (s. 93) Indfgrs-
len af ikke-euklidisk geometri skete f.eks. som svar pa det ‘rene’ matematik
spgrgsmal: ‘hvad sker der hvis vi ikke antager parallelaksiomet?’. Den anden
position er at disse indre faktorer ikke er nok til at beskrive matematikkens
udvikling, sa ydre faktorer skal inddrages. Sddanne eksternalistiske aspek-
ter (Skovsmose navner organisatoriske, sociale, ideologiske og gkonomiske
som eksempler), er siden 1960’erne blevet inddraget i forstéelsen af naturvi-
denskaberns udvikling. Hovedargumentet for at inddrage sddanne faktorer i
beskrivelser af matematikkens udvikling, er selvfglgelig at denne sker pa en
méde som er uforklarlig hvis der kun inddrages indre faktorer. Skovsmose
skriver:

Der findes eksempler pa at et matematisk forskningsomrade
ekspanderer voldsomt uden at den “indre logik” giver en tilstraek-
kelig forklaring herpé, hvor det altsi er “ydre” omstzendigheder
der er med til at kreere forskningsfeltet som interessant og vze-
sentligt. Eksempelvis kan man tzenke p& operationsanalysen som
ekspanderede voldsomt i Igbet af 40’erne. (Skovsmose (1990), s.
93)

Jeg har valgt at bruge denne generelle opdeling i interne og eksterne
aspekter til at strukturere diskusionen af matematikkens udvikling. Ikke fordi
jeg er interesseret i at underspge om det er den ene eller anden som er sty-
rende for udviklingen, men for at understrege at man kan mene at eksterne
faktorer spiller en rolle og fordi jeg har begraenset min beskrivelse af diskus-
sionen til hovedsageligt at dreje sig om de indre faktorer. Vi gir nu over til en
udspzendning af hvordan diskussionen af matematikkens udvikling ser ud i
forhold til den overordnede diskussion af matematik kontra naturvidenskab.

2.2.1 Interne aspekter i matematikkens udvikling

Kitcher nzevner to observationer som kan give anledning til en mistanke om
at matematikken og naturvidenskaberne ikke udvikler sig p4 samme méde.
Han skriver om den fgrste:

One apparent major difference between the growth of sci-
entific knowledge and the growth of mathematical knowledge
is that the natural sciences seem to evolve in response to ex-
perience. As observations and experiments accumulate, we find
ourselves forced to extend and modify our corpus of beliefs. In
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mathematics, however, the observation of previously unobserved
phenomena and the contrivance of experiments seem to play no
important role in stimulating change of belief. So we are easily
led to conclude that the springs of change are different in the two
cases. (Kitcher (1983), s. 150)

Den anden observation, at der er forskel pi den made matematikken og
naturvidenskaberne udvikler sig pa, er at matematik fremtraeder kumulativ
pé en méde som ikke umiddelbart kan genfindes i naturvidenskaberne. Men
mere om denne observation om lidt.

Et vigtigt spergsmal i debatten er altsd om matematikkens udvikling
sker som et svar pa erfaringen. Det er vigtigt at praecisere at erfaringen skal
forstas som sanseerfaring, for de fleste vil vel mene at matematikken udvikler
sig' pd baggrund af en eller anden erfaring, hvad enten det er erfaringer
om objekterne i et ikke-tidsligt eller rumligt rige (platonisme) eller det er
inspektion af objekter i bevidstheden (konstruktivisme) eller noget andet.
Et ligesd vigtigt spgrgsmal som ’udvikler matematikken sig som et svar p3
sanseerfaringen’ er om naturvidenskaberne udvikler sig sddan. Jeg har valgt
at se bort fra videnskabsteoretiske spgrgsmal til naturvidenskaberne, for det
fgrste for at indskrzenke debatten til at dreje sig om matematik, for det andet
fordi debatten om naturvidenskabernes teori meget langt fra er afklaret.?

Et af de vasentlige karakteristika ved naturvidenskaber er at deres pa-
stande skal sta til doms hos naturen, dvs. hvis de ikke er i overensstemmelse
med naturen bliver de forkastet. Hvis vi nu ser bort fra at det er naturen
som naturvidenskaberne skal afleegge rapport overfor, kan man spgrge om
den méide naturvidenskaberne afprgves i forhold til deres virkelighedsom-
rade er analog med matematikkens forhold til sit virkelighedsomrade. Hvis
vi f.eks. antager at en eller anden form af Poppers opfattelse af naturvi-
denskabernes udvikling som en proces med fremsaettelse af, helst dristige,
gisninger /hypoteser og efterfolgende forsgg pé falsifikation, er korrekt, kan
vi spgrge om matematikken udvikler sig p4 samme méade. Ikke s& det ngdven-
digvis er naturen som en eventuel falsifikation sker i forhold til, men i forhold
til matematikkens virkelighedsomrade. En sddan lighed mellem naturviden-
skaberne og matematikkens made at udvikle sig p3, kunne man kalde en
strukturel udviklingslighed, for at understrege at de udvikler sig pa samme
mdde, men i forhold til forskellige virkelighedsomrader.

Vi kan nu vende tilbage til den anden observation, Kitcher mener ligger
til grund for mistanken om at matematik ikke udvikler sig p4 samme méde
som naturvidenskaberne. Han skriver:

A second feature of the growth of mathemetical knowledge
is the appearance of cumulative development in mathematics

?Kitcher (1983) stiller i hgj grad spgrgsmal ved om observationer er den eneste kilde
til naturvidenskabelige udvikling.
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in ways which seem absent in natural sciences. Because con- =
temporary mathematics appears to preserve so much of what
was accepted by the mathematicians in the past, it is tempting

to suppose that the manner in which mathematical knowledge -
evolves must be fundamentally different from that in which sci-
entific knowledge grows. Mathematical methods must be more
sure-footed than those used by natural scientists. (Kitcher (1983},

s. 150)

2.2.2 Eksterne aspekter i matematikkens udvikling

Med udgivelsen af Thomas S. Kuhns bog The Structure of Scientific Revolu-
tions i 1962 er der kommet fokus pa den rolle kontekstuelle aspekter spiller
for naturvidenskabernes udvikling, en debat som stadig ikke er afsluttet.
Kragh og Pedersen (1981) skriver om Kuhns beskrivelse af naturvidenskabe-
lig udvikling:

Kuhn opdeler skematisk en videnskabs udvikling i to faser,
kaldet hhv. den normalvidenskabelige fase og den revolutionere
fase. Normalvidenskabelige aktiviteter er underlagt et s.k. para-
digme, idet revolutioner i videnskaben netop identificeres med
paradigmeskift. Som et fjerde centralt begreb i Kuhns teori star
det videnskabelige samfund, udgverne af en bestemt videnskabelig
disciplin.

Inspireret af videnskabshistorien fremhzever Kuhn, at viden-
skabelige discipliners udvikling er karakteriseret ved successive
perioder af normalvidenskab. I sidanne perioder er gruppen af
forskere enige om de standarder og modeller, der fastsztter den
pageldende tradition. Denne fzlles opfattelse af hvad videnska-
ben er, hvilke problemer den er rettet mod, og hvornar den er
succesfuld, er den normalvidenskabelige aktivitets grundlag, dens
paradigme. (Kragh & Pedersen (1991), s. 179)

Kuhns beskrivelse betyder at i de revolutionzere faser opstar der disputer
og uenigheder med tilhzngere pa hver side af en klgft. Tre eksempler pa
revolutioner bliver typisk fremhzaevet. Det er overgangen fra den Aristoteliske-
Ptolemaiske opfattelse af solsystemet til den Kopernikanske. I kemi gik man
fra en forstéelse af forbraending som tabet af flogiston til en hvor forbraending
blev opfattet som tilfgrsel af oxygen. Endelige blev Newtons opfattelse af tid
og rum som absolutte erstattet af Einsteins relativitetsteori.

Den traditionelle opfattelse af matematikkens filosofi er at sidanne kon-
tekstuelle aspekter ikke er relevante at inddrage i forstielsen af matematik-
ken. Dette kunne derfor vzre et punkt hvor man kunne pipege en forskel
pa matematik og naturvidenskaberne. Helt overordnet kan man spgrge om
Kuhns teorier eller nogle tilsvarende gzlder for matematik. I artiklen 7. S.
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Kuhn’s theories and mathematics: a discussion paper on the 'new histori-
ography’ of mathematics som er genoptrykt i Gillies (1992), stiller Herbert
Mehrtens dette spggsmal. Mehrtens nér frem til at Kuhns generelle mgnster
for naturvidenskabelige revolutioner ikke er anvendbar pd matematik, men
at mange af Kuhn’s begreber for sig selv er relevante for matematik.

Et af de vigtigste punkter i Kuhns teori er videnskabelige revolutioner,
et punkter hvor matematikken og naturvidenskaberne fra en umiddelbar be-
tragtning adskiller sig. Donald Gillies (1992) skriver i indledningen til en bog
om revolutioner i matematik, at efter hans opfattelse er Kuhn’s overordnede
billede af naturvidenskabernes vaekst accepteret af de fleste naturvidenskabs-
filosoffer og -historikere, selvom de er uenige i nogle af detaljerne. Gillies’ bog
er en samling af artikler hvor det diskuteres om siddanne revolutioner optree-
der i matematikkens historie, et spgrgsmal der dog ikke bliver afklaret.

Matematikhistorikeren Michael Crowe opstiller i artiklen Ten ‘laws’ con-
cerning patterns of change (ogsé genoptrykt i Gillies (1992) hvor sidetallene
refererer til) fra 1975, som titlen siger, ti sikaldte love for matematikkens
udvikling. I fglge Crowe er matematikkens udvikling ikke bare en rationel,
uproblematisk, jeevnt stigende akkumulation af viden, hvor det eneste der
tzeller i forbindelse med introduktionen af nye begreber er argumenter. Crowe
beskriver i stedet en situation hvor sociologiske faktorer spiller en vasentlig
rolle i udviklingen. Det er sociologiske faktorer som den enkelte matemati-
kers bergmmelse, forskernes modvilje mod at indfgre nye begreber og mod
at indse kriser, osv. Som eksempel pa hans love, vil jeg nevne den femte lov,
som angir matematikernes metafysik (hans kursivering):

The ‘knowledge’ possessed by mathematicians concerning
mathematics at any point in time is multilayered. A ‘metaphysics’
of mathematics, frequently invisible to the mathematician yet ez-
pressed in his writings and teaching in ways more subtle than
simple declarative sentences, has eristed and can be uncovered in
historical research or becomes apparent in mathematical contro-
versy. (Crowe (1975), s. 17)

Dette er alt hvad jeg vil sige om den sociologiske deldiskussion; det skal
ikke forstas som vzerende hverken udtgmmende for hvilken problemer dis-
kussionen angir eller hvilke argumenter der fremfgres for de positioner jeg
har navnt, men et forsgg pé at illustrere hvad diskussionen gir ud pa.

2.3 Hvilke krav kan man p& forhand stille til de-
batten?

Fysikeren Eugene P. Wigner (1902-1995) har udgivet en bergmt artikel med
titlen The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sci-
ences(optrykt forskellige steder, f.eks. i Mickens (1990), hvor sidetallene re-
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fererer til). Her spgrger han hvordan det kan veere at matematik er s3 brugbar
i naturvidenskaberne. Han skriver om matematikkens anvendelse:

It is difficult to avoid the impression that a miracle confronts
us here, quite comparable in its striking nature to the miracle
that the human mind can string a thousand arguments together
without getting itself into contradictions or to the miracles of the
existence of laws of nature and of the human mind’s capacity to
divine them.(Wigner (1960), s. 299))

Diskussionen af matematikkens “urimelige effektivitet” er en anden end
diskussionen af om matematik er en naturvidenskab. Grunden til jeg naevner
Wigners artikel er som eksponent for en fundamental antagelse, nemlig at
matematik er et yderst effektivt redskab til at beskrive verden, iszr indenfor
fysik, men ogsd andre naturvidenskaber og andre menneskelige aktiviteter,
sdsom gkonomi. Det kan vaere at matematikken har styret naturvidenska-
berne i en bestemt retning, men matematikkens effektivitet indenfor vore
dages naturvidenskaber, mener jeg ikke der kan sattes spgrgsmalstegn ved.

Denne antagelse har to konsekvenser for debatten. For det fgrste er der,
som vi skal se, positioner indenfor deldiskussionen om sammenhaengen mel-
lem naturen og matematiske objekters virkelighed som hzevder at matema-
tikkens og den fysiske virkeligheds objekter intet har med hinanden at ggre.
Disse mé& forklare hvordan resultaterne fra studiet af matematiske objekter
kan bruges i beskrivelsen af objekter i den fysiske virkelighed, nar disse to ty-
per objekter er vasensforskellige. Den anden konsekvens er om matematiske
rzsonnementer: hvordan kan det vaere at en naturvidenskabsmand, isoleret
fra omverden, kan sidde ved sit skrivebord og komme med forudsigelser om
verden som viser sig at holde stik, blot ved at deducere matematisk konse-
kvenser fra sine teorier? Eller sagt p4 en anden made: hvorfor er matematiske
rzesonnementer effektive indenfor andre felter? Dette er et krav som ikke kun
retter sig til positioner som mener at matematiske objekter og fysiske ob-
jekter eksisterer i forskellige typer virkelighed, men ogsa til dem som mener
at de har samme virkelighedsomride. For selvom matematikken har basis
i den fysiske virkelighed, hzevder de fleste positioner at det kun er en lille
del af matematikken som er opstaet direkte fra den fysiske virkelighed og at
resten er kommet pa baggrund af en udvikling af matematikken. Saunders
Mac Lane skriver f.eks.:

Thus group theory is the study of symmetry — wherever it
appears. The same axioms describe a group, whether it be a sym-
metry group of a crystal, of a Moorish ornament, or a physical
system... , a transformation group in geometry, or a group of
numbers under multiplication. Any theorem about groups is in-
tended to apply to all of these cases. (Mac Lane (1997), s. 150)
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Hvordan kan det vaere at en s®tning om grupper som ikke er direkte afledt
af de forskellige praktiske sammenhange hvor grupper “optraeder”, men som
er bevist matematisk, rent faktisk kan bruges i fysikken?

Umiddelbart er dette et krav til deldiskussionen om matematikken og vir-
keligheden, men svarene (der er ikke ret mange som tager stilling til spgrgs-
malet) vil typisk hentes fra matematikkens udvikling og vil vaere i retning af
at der sker en ‘falsifikation’ af matematiske rzesonementer hvis de viser sig
ikke at vaere brugbare i en virkelighedsbeskrivelse.

2.3.1 Hvor har jeg lagt vaegten?

I resten af rapporten har jeg valgt hovedsageligt at beskrive den del af debat-
ten om matematik er en naturvidenskab, som falder ind under de ontologiske
og erkendelsesteoretiske spgrgsmal, og i lidt mindre grad de interne aspekter
og overhovedet ikke de eksterne. I alle deldiskussionerne har jeg dog langt
fra taget alle positioner med, men jeg hiber at give et indtryk af debatten.



Kapitel 3
Positioner

I dette afsnit beskriver jeg de vigtigste positioner som har beskzftiget sig med
generelle ontologiske og erkendelsesteoretiske spgrgsmal om matematikkens
natur..

3.1 Formalisme

Ingen som observerer matematikere i aktion, kan undgé at bemarke at de
manipulerer symboler i overensstemmelse med visse regler. Det er derfor
naturligt at foresld at matematik simpelthen er regelstyrede eller formelle
manipulationer med symboler og intet andet. Observationer af denne type
har haft sa stor indflydelse, at formalismen ifglge Davis og Hersh (1981) var
. den dominerende filosofiske attitude i leerebgger og ‘officielle’ matematiske
skrifter i midten af det tyvende 4rhundrede. Dette har ogsa givet sig udslag
i det skrasikre citat fra Politikens filosofileksion pa side 1 om at matematik
er en formalvidenskab. '

David Hilbert forsggte pa baggrund af grundlagskrisen at give matema-
tikken et sikkert grundlag. Skovsmose skriver om hans program:

Nar der opstar modsigelser i matematikken, indikerer det at
man har tilladt sig for meget; draget konklusioner hvor det ikke
er legalt; benyttet aksiomer der giver anledning til inkonsistenser,
eller lignende. Hilbert vil give en beskrivelse og analyse af selve de
matematiske teorier og bevismader, og pa denne méade sikre sig
mod at de kan fgre til inkonsistenser... Hilbert gnsker at ggre
selve de matematiske teorier til objekter for formelle analyser.
Hilbert introducerer en metamatematik. (Skovsmose (1990), s.
40)

For at kunne anvende metamatematikken skal de matematiske teoriers aksio-
mer vaere eksplicit formulerede. Dette gjorde Hilbert selv indenfor euklidisk
geometri, hvor han gjorde de aksiomer eksplicitte som Euklid implicit havde

19
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antaget. I euklidisk geometri refererer definitionerne til den fysiske virkelig-
hed, f.eks. defineres et punkt som det der ikke kan deles. Hilbert lgsrev disse
definitioner fra en fysisk forstdelse, saledes at punkter ikke refererer til sma
prikker, men alene nawvngives ved aksiomerne. Skovsmose skriver:

Det principielle er at Hilbert ved at opregne alle aksiomerne
... er i stand til at bevise en raekke elementzere geometriske saet-
ninger uden p3 nogen méade at stgtte sig til en form for "ansku-
else”. Af hensyn til bevisfgrelsen er det ngdvendigt at indse noget
ved hjzlp af en illustration, som netop refererer til en bestemt
méde at fortolke begreberne pa. (Skovsmose (1990), s. 41)

Aksiomerne skal kun beskrive relationerne mellem definitionernes begreber,
ikke vaere selv-indlysende sandheder. I stedet for at spgrge om der eksisterer
punkter, linier, flader osv., skal man spgrge om de matematiske teorier er
konsistente. En hovedopgave bliver derfor at gennemfgre en fuldstendig ak-
siomatisering af matematikken si den lgsrives fra enhver form for intuivitiv
fundering.

Normalt forbinder man formalismen med noget andet end Hilberts po-
sition, men der er selvfglgelig visse lighedspunkter. Ifglge det jeg vil kalde
formalismen bestar matematik alene af aksiomer, definitioner og satninger,
kort sagt formler; mere kontroversiel er pastanden om at formler ikke drejer
sig om noget, idet de er tgmt for indhold og bare er strenge af symboler.
Dette ggr at matematikken, fra aritmetik og opad i det matematiske hieraki,
far karakter af et spil, og nogle formalister sammenligner da ogs3 matematik
med et spil skak. Formalisterne definerer ofte matematik som videnskaben
om rigoristiske beviser. Ethvert bevis ma starte et sted, s& matematikerne
ma starte med nogle udefinerede begreber og nogle ubeviste pastande om
dem, aksiomerne. Eksempelvis er i plan-geometri ‘punkter’ og ‘linier’ ude-
finerede begreber, mens péastanden ‘gennem to adskilte punkter gar netop
en ret linie’ er et aksiom. Formalisterne pointerer at de logiske konsekvenser
af dette aksiom ikke afhzenger af de mentale billeder vi danner af det, sa vi
kunne for den sags skyld lige s& godt tale om ‘bleeper’ og ‘neep’ og omformu-
lere aksiomet til ‘gennem to adskilte bleeper gar netop en neep’. Det vigtige
er ikke indholdet af en matematisk teori, men kun den logiske struktur.

Hvis vi giver punkter og linier en fortolkning udenfor matematik, ssom
punkter og linier i den fysiske verden, kan vi give aksiomet en sandhedsvzerdi
gennem en fortolkning. Antageligt vil formalisterne hzevde at kun aksiomer
hvor det er muligt at finde en siddan fortolkning i forhold til den virkelige
verden, hvor aksiomerne er sande, er interessante. Men nér man fgrst er
glet i gang med at lave matematik, er det kun de logiske deduktioner som
er vigtige og i denne forstand er fortolkningen af aksiomerne irrelevant for
formalisterne. Dette ggr at formalisterne skelner mellem geometri som en
deduktiv struktur og geometri som en deskriptiv videnskab. Kun geometri
i den forste forstant opfattes af formalisterne som matematik. Anvendelser
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og hvad der ggr at matematikerne giver przcis de definitioner og antager
ngjagtig de aksiomer som de ggr, bliver ifglge Davis og Hersh (1981) sjeldent
opfattet som relevant, og bliver derfor kun parentetisk og kort bergrt.

Nicolas D. Goodman (1979) skriver at hvis vi spgrger en formalist hvad
indholdet af aritmetikkens fundamentalszetning! er, vil han svare at den ikke
har noget indhold. Satningen er, nar alt kommer til alt, bare en streng af
symboler.

Logikeren Haskell B. Curry har i Qutlines of a Formalist Philosophy of
Mathematics? fra 1951 beskrevet en radikal form for formalisme. Han er ude
pa at undersgge hvad matematisk sandhed er. Ifglge ham giver det kun me-
ning at tale om sandhed i forhold til et formelt system. Et formelt system
er et system som er renset for alt andet indhold end symboler og relationer
mellem dem og hvor nye relationer udledes vha. logiske manipulationer. Hvis
et system skal kaldes formelt, skal det vaere gjort klart hvilke symboler der
er tilladelige, slutningsreglerne skal veere eksplicitte, og formlerne skal vaere
delt op i hhv. aksiomer, beviser og sztninger. Et bevis er en endelig falge
af formler, Fi, F3, ....F,,, hvor F; enten er et aksiom eller kan udledes af de
tidligere formler vha. de tilladte slutningsregler. Det afggrende for formali-
sterne er dels at systemet skal vaere helt formelt, dels at den sidste formel er
sand i matematisk forstand. Denne kaldes satningen. Matematisk sandhed
er derfor lig med bevisbarhed inden for et formelt system. Det kan vare at
negationen af en sztning som er sand i et formelt system, kan bevises i et
andet formelt system, s matematisk sandhed er relativ i forhold til valg af
formelt system.

Curry indfgrer begrebet acceptabilitet til at beskrive hvorfor vi accepte-
rer et formelt system frem for et andet. Acceptabilitet er et spgrgsmél om
fortolkning af det formelle system i relation til et eller andet emne, og in-
volverer overvejelser som inddrager argumenter udenfor matematikken selv,
typisk af empirisk karakter. Hvad angir anvendelsen af matematiske teorier
kommer Curry desveerre ikke ind pa hvorfor de virker i naturvidenskaberne.

Davis og Hersh (1981) og Hersh (1979) mener at formalismen ikke svarer
til matematikernes egne oplevelser af matematisk praksis. Goodman er inde
pé noget af det samme nar han siger:

Introspection shows that when I am actually doing mathe-
matics, when I am wrestling with a problem that I do not know
how to solve, then I am hardly dealing with symbols at all, but
rather with ideas and constructions. Some of the hardest work a
mathematician does occurs when he has an idea but is, for the
moment, unable to express that idea in a formal way. (Goodman

! Aritmetikkens fundamentals=tning siger at ethvert sammensat naturligt tal kan skri-
ves entydigt som et produkt af primtal.
*Min fremstilling bygger hovedsageligt pa Skovsmose (1990).
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(1979), s. 843)

Goodman pépeger at matematikerne taler om idéer, konstruktioner og bevi-
ser, pd en made som ggr det klart at de har noget andet i tankerne end de
symboler de bruger. Brouwer har introduceret begrebet ‘konstruktioner’ til
generisk at refererer til de entiteter som ligger bag de symboler som mate-
matikerne grifler ned og som giver disse symboler liv og indhold. Goodman
papeger at matematikere taler om dem hele tiden, at de er enige om deres ge-
nerelle egenskaber, og er enige om at det er dem som er vigtige i matematisk
skabelse. Enten navner formalisterne overhovedet ikke disse konstruktioner,
eller ogsa affzerdiger de dem som ’heuristik’ uden at forsgge at forklare deres
sammenhzng med det formelle system. Selvom formalismen fra en umid-
delbar betragtning virker som om den beskriver matematisk praksis, drages
dens dybere overensstemmelse med matematisk praksis altsd i tvivl.

3.2 Konstruktivisme

Konstruktivismen? er grundlagt af matematikeren Luitzen E. J. Brouwer
(1881-1966). Dens grundlaeggende pastand er at vi konstruerer vore mate-
matiske begreber i vores bevidsthed. Goodman beskriver kort intuitionisme
pa fplgende made:

It is characteristic of intuitionism that it denies the existence
of any mathematical reality external to the mathematician or
even of any mathematical truth beyond what the mathemati-
cian has actually proved or could actually prove. Mathematical
objects exists for me only insofar as they are the conclusions of
arguments I can make ... Statements which have so far been nei-
ther proved of refuted, like Fermat’s conjecture® have no definite
truth-value. (Goodman (1979), s. 85)

Konstruktivismen mener at det udelukkede tredies princip (enhver pastand
er enten sand eller falsk) ikke kan bruges til pistande om uendelige mangder.
Kragh og Pedersen (1991) navner Cantors mangde som eksempel. Betragt
et liniestykke med endepunkterne A og B som deles i tre lige store dele,
hvorefter det miderste stykke fjernes. De resterende to stykker tredeles og de
to midsterstykker i hver fjernes. Hvis vi forestiller os at processen fortsattes
i det uendelige fremkommer Cantors mangde. Lad nu a veere et vilkarligt
punkt p& det oprindelige liniestykke. At afggre om a ikke tilhgrer Cantors
mzengde, betyder at vi i hvert trin i processen skal undersgge om a er med
i den trediedel som fjernes. Men hvis a rent faktisk er med i maengden, kan

%Sidetallene referer til udgaven i Tymoczko (1985).

4 Jeg vil bruge intuitionisme og konstruktivisme som betegnelse for den samme position.
Det er muligt at der er en forskel, men jeg er ikke stgdt p4 nogle som skelner.

S Artiklen er fra 1979, altsA for Wiles og Taylor beviste Fermats sidste sztning.
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vi komme i den situation at vi aldrig far det at vide fordi det ville kraeve
uendelig mange undersggelser. Kragh og Pedersen skriver:

Hvilken glaede har man af at haevde, at enten det ene eller det
andet af de to udsagn er sandt, nir man principielt er afskiret
fra at afggre hvilket af dem, der er tale om? (Kragh & Pedersen
(1991), s. 147)

Konstruktivismen involverer altsi dels en ontologi, idet matematiske objekter
kun eksisterer i matematikerens bevidsthed, dels en erkendelsesteori, idet den
mener at det ikke er lovligt at anvende det udelukkede tredies princip i alle
situationer.

Hvad angér aritmetikkens fundamentalsztning, mener konstruktivisten,
i modsztning til formalisten, at denne ikke bare er en streng af symboler.
Sztningen har en mening, men det er ikke en sandhed om et domzne for
de naturlige tal som eksisterer udenfor os. I stedet udtrykker satningen en
bestemt evne vi har, nemlig evnen til at faktorisere et vilkarligt naturligt tal
i primtal, og dernzest underspgge om to sddanne faktoriseringer bestar af de
samme primtal med de samme multipliciteter.

Ifplge konstruktivisterne er det muligt at opnd matematisk erkendelse
vha. matematisk intuition. Deres intuitionsbegreb er inspireret af Kants re-
deggrelse for matematisk intuition. Ifglge denne redeggrelse konstruerer vi
figurer i tankerne og inspicerer dem med ‘sindets gje’, hvorved vi opnar a
priori viden om de aksiomer som vore beviser tager udgangspunkt i. Spargs-
mélet er nu hvordan sddan betragten af ‘mentale tegnefilm’, som Kitcher
kalder det, kan give os viden, med mindre det er en ret kedelig viden om
lige praecis de figurer som optraeder foran os? Hvis matematiske pastande
ikke bare er rapporter om vore private mentale entiteter, hvordan kan det
84 veere at vores intuition (den evne som afleeser og udleder egenskaber ved
disse entiteter), kan bruges til at opna viden? Hvis matematiske pastande
er sddanne rapporter, bliver de s3 ikke forskellige fra person til person og
varierer til forskellige tider?

Kant vaelger side i dette dilemma og mener at matematiske pastande ikke
bare er private, mentale entiteter. Ifglge Kant er vores erfaring formet i tid
og rum, som er sakaldte anskuelsesformer, dvs. grundstrukturer ved vores
erkendelse af verden. Vi kan kun sanse objekter som er givet i tid og rum.
Nar vi danner geometriske figurer, sdsom trekanter, i tankerne og inspicerer
dem, opnér vi erkendelse om hvad der ngdvendigvis ma gezlde om rummet,
som anskuelsesform, og dermed om alle vore erfaringer. Tilsvarende gzelder
om aritmetikken at den drejer sig om tidsfglger, og nar vi beskaftiger os med
den, opnér vi erkendelse om anskuelsesformen tiden. I fglge Kant patvinger
vores bevidsthed altsé en struktur pa al erfaring, og ved at konstruere figurer
i bevidstheden bliver vi opmarksomme pa de principper som ngdvendigvis
karakteriserer al vores erfaring. Konstruktionen af matematiske entiteter op-
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lyser denne struktur, sddan at vi ved at inspicere vore mentale konstruktioner
afdaekker traek som karakteriserer mulig erfaring.

Konstruktivisterne baserer deres argumentation for at sandheden af ma-
tematiske pastande afggres uafheengigt af erfaringen, pa denne redeggrelse for
matematisk intuition. Argumentationen bygger pa fslgende to hovedtanker:
1) matematiske pastande er sande i kraft af den struktur som vores psykolo-
giske indretning palagger al erfaring; 2) ved at fatte egenskaber ved mentalt
forelagte matematiske entiteter, kan vi afdakke de strukturelle egenskaber
ved bevidstheden i kraft af hvilke matematiske pastande er sande. Ved at
fatte disse egenskaber opnés a priori matematisk viden. Brouwers viderefgrer
Kants idé med sammenhangen mellem tid og aritmetik, idet intuitionen om
to adskilte heendelser i tiden fgrer til begrebet om tohed. Kline citerer ham
for at sige:

Mathematics arises when the subject of twoness, which re-
sults from the passage of time, is abstracted from all special oc-
curences. The remaining empty form of the common content of
all these twonesses becomes the original intuition of mathemat-
ics and repeated unlimitedly creates new mathematical subjects.
(Brouwer i Kline (1980), s. 234)

Ved ubegranset gentagelse mente Brouwer dannelsen af fglgen af naturlige
tal. Ifglge Kline (1980) indrgmmede Brouwer at matematikken er nytteslgs
til praktiske anvendelser. Ifglge Brouwer er matematikken ‘indstgbt’ i den
menneskelige hjerne forud for sprog, logik og erfaring.

3.3 Realisme

Der er rod i litteraturen hvad angir definitioner af begreberne matematisk
realisme og platonisme (i det fglgende bare hhv. realisme og platonisme).
Penelope Maddy betegner realisme pa fglgende méade:

Realism, then (at first approximation), is the view that math-
ematics is the science of numbers, sets, functions, etc., just as
physical science is the study of ordinary physical objects, astro-
nomical bodies, subatomic particles, and so on. That is, mathe-
matics is about these things, and the way these things are is what
makes mathematical statements true or false. (Maddy (1990),s.2)

Penelope Maddy opfatter platonisme som synonym med realisme anvendt
p& matematik og beskriver denne opfattelse p4 fglgende made

Mathematics is the scientific study of objectively existing
mathematical entities just as physics is the study of physical en-
tities. The statements of mathematics are true or false depending
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on the properties of those entities, independent of our ability, or
lack thereof, to determine which. (Maddy (1990), s. 21)

Synspunktet at de objektivt eksisterende matematiske entiteter derudover er
abstrakte objekter som ikke har tids-rumlig udstraekning og eksisterer med
ngdvendighed, kalder Maddy for traditionel platonisme.

Davis og Hersh skriver:

According to Platonism, mathematical objects are real. Their
existence is an objective fact, quite independently of our knowl-
edge of them. Infinite sets, uncountable infinite sets, infinite-
dimensional manifolds, space-filling curves — all the members
of the mathematical zoo are definite objects, with definite prop-
erties, some known, many unknown.

(Davis & Hersh (1981), s. 318)
S4 langt er Maddy og Davis og Hersh enige, men Davis og Hersh fort-
szetter: :

These objects are, of course, not physical-or material. They
exist outside the space and time of physical existence. They are
immutable — they were not created, and they will not change
or disappear. Any meaningful question about a mathematical
object has a definite answer, whether we are able to determine it
or not. According to Platonism, a mathematician is an empirical
scientist like a geologist; he cannot invent anything, because it
is all there already. All he can do is discover. (Davis & Hersh
(1981), s. 318)

Nér jeg i det fglgende skriver platonisme, hentyder jeg til Davis og Hersh’s
betydning, og nar jeg skriver realisme, benytter jeg Maddys beskrivelse af
matematiske realisme hvilket svarer til forste citat af Davis og Hersh. Dvs.
med (matematisk) realisme forstir jeg det synspunkt at matematikkens ob-
jekter har en objektiv eksistens og objektivt set har visse egenskaber, hvad
enten de er erkendt eller ¢j. Platonisme er s3 den variant hvor der derudover
tilfgjes at de skal vaere abstrakte, dvs. hverken fysiske eller materielle.

Denne distinktion mellem realisme og platonisme er vigtig for diskussio-
nen om kilderne til matematisk begreber, fordi jeg mener at en platonist ma
sige at naturen eller den fysiske virkelighed ikke er en kilde til matematiske
begreber, hvorimod en realist godt kan mene at naturen er en kilde til mate-
matiske begreber (en synspunkt Penelope Maddy advokerer for, som vi skal
se senere).

En anden skelnen man kan indfgre er mellem ontologiske og epistemolo-
giske realister. Ontologiske realister er dem beskrevet ovenfor, dvs. dem som
mener at matematiske objekter tilhgrer en objektiv verden uafthaengig af vo-
res erkendelse af den. En epistemisk (afledt af epistemologi) realist mener at
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viden om matematiske objekter til dels er opndet gennem direkte bekendt-
skab med dem, eventuelt vha. en “sans” forskellig fra de fem szdvanlige
sanser. Den position som indeholder bade ontologisk og epistemisk realisme
(hhv. platonisme), vil jeg slet og ret kalde realisme (hhv. platonisme).

3.3.1 Platonisme

Platonismen tager udgangspunkt i de fleste matematikeres oplevelse af at
de studerer en verden som eksisterer uathaengigt at vores erkendelse af den.
Denne verden er ikke som den fysiske virkelighed, fordi den p3 en svaert de-
finérbar made hverken er tidslig eller rumlig, den er abstrakt. Roger Penrose
udtrykker i The Emperor’s New Mind fra 1990 en sidan platonisme, hvor
han bl.a. beskriver Mandelbrot-mangden® pa fglgende made:

Benoit Mandelbrot himself, the Polish-American mathemati-
cian (and protagonist of fractal theory) who first studied the set,
had no real prior conception of the fantastic elaboration inherent
in it, although he knew that he was on the track of something
very interesting ... Moreover, the complete details of the compli-
cation of the structure of Mandelbrot’s set cannot really be fully
comprehended by any one of us, nor can it be fully revealed by
any computer. It would seem that this structure is not just part
of our minds, but has a reality of its own. Whichever mathemati-
cian or computer buff chooses to examine the set, approximations
to the same fundamental mathematical structure will be found
... The mandelbrot set is not an invention of the human mind: it
was a discovery. Like Mount Everest, the Mandelbrot set is just
there. (Penrose (1990), s. 124-5)

P34 tilsvarende mide mener Penrose at systemet af komplekse tal har
en dyb og tidslgs realitet. Til at lgse trediegradsligninger brugte Gerolamo
Cardano komplekse tal, siledes at det ved forste gjekast virker som om de
komplekse tal blot er et redskab — en matematisk opfindelse til et bestemt
formal. Penrose mener at dette er en forkert opfattelse, fordi man senere har
fundet at de har “magiske” egenskaber som man ikke pa forhand vidste de
havde.

Penrose mener saledes at strukturer som de komplekse tal og Mandelbrot-
mangden er opdaget og han mener at der kommer mere ud af disse strukturer
end der proppes ind. Sadan forholder det sig imidlertid ikke med alle mate-
matiske strukturer. Midt i et bevis kan en matematiker f.eks. blive ngdt til
at introducere en ‘kunstig’ og langt fra entydig konstruktion for at komme
til et specifikt resultat. Denne konstruktion har en helt anden status end de
platoniske objekter, idet den snarere er opfundet og det er ikke sandsynligt

®Det er gennem Kragh og Pedersen (1991) at jeg er blevet gjort opmarksom pa dette
eksempel pa platonisme.
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at der kommer mere ud end ind. Jeg synes ikke det er helt klart hvad Penrose
pracist mener.

Man kunne fa den tanke at platonisterne p4 en eller anden made forfegter
en platonisme hvad angar mengder, men ikke andre matematiske begreber.
Men der findes platonister, som René Thom, der forsvarer en platonisme
hvor idéerne i den verden som eksisterer uafhzengigt af os er geometriske.

Hvad angar forholdet mellem den fysiske virkelighed og platonismens
abstrakte ideverden, skriver Penrose:

By some miraculous insight Plato seems to have foreseen ...
that: on the one hand, mathematics must be studied and un-
derstood for its own sake, and one must not demand completely
accurate applicability to the objects of physical experience; on
the other hand, the workings of the actual external world can
ultimately be understood only in terms of precise mathematics
— which means in terms of Plato’s ideal world ’accessible via the
intellect’! (Penrose (1990), s. 205)

Penrose besvare, si vidt jeg kan se, desvaerre ikke det afggrende spgrgsmal,
nemlig hvordan det kan vare at studiet af denne ideelle verden giver indsigt
i den fysiske verden.

- Hvordan opnir vi viden om dette abstrakte rige, som ikke eksisterer i
den tids- og rumlige virkelighed, og som det derfor er svaert at forestille sig
pavirker os kausalt? Platonister appellerer typisk til matematisk intuition
og den klassiske eksponent for denne opfattelse er Kurt Gédel (1906-78)
som i artiklen What is Cantor’s continuum problem? (1963) beskriver denne
szrlige evne ved en analogi med empirisk sansning. Han skriver:

... the objects of transfinte set theory... clearly do not be-
long to the physical world and even their indirect connection with
physical experience is very loose. .. But, despite their remoteness
from sense experience, we do have something like a perception
also of the objects of set theory, as is seen from the fact that the
axioms force themselves upon us as being true. (Godel (1963), s.
483-4)

Matematisk intuition er altsd en sanseevne pa linie med sansning af fysiske
objekter, men den giver ikke ngdvendigvis direkte viden om objekterne:

It should be noted that mathematical intuition need not be
conceived of as a faculty giving an immediate knowledge of the
objects concerned. Rather it seems that, as in the case of physical
experience, we form our ideas also of those objects on the basis
of something else which is immediately given. (Gédel (1963), s.
484)
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Begrundelsen for at der er noget som er umiddelbart givet, flger af G6dels
holdning til sansning generelt og altsid uafhangigt af matematisk intuition.
For vores idéer om fysiske objekter indeholder bestanddele som er kvalita-
tivt forskellige fra sanseindtryk eller kombinationer af sanseindtryk, f.eks.
begrebet om et objekt i sig selv. Disse idéer kan pa den anden side heller
ikke stamme fra vores teenkning, fordi denne ikke kan skabe kvalitative nye
elementer, men kun reproducere og kombinere dem der allerede er givet. Det
er dette Godel kalder det umiddelbart ‘givne’ hvad angar empiriske ideer.
Gédel konkluderer at det er abenlyst at der er en tat relation mellem det
givne som ligger under matematikken og det givne hvad angar vore empiri-
ske idéer, dvs. de abstrakte elementer som er indeholdt i disse ideer. Selvom
data om dette givne ikke tillzegges pavirkningen af bestemte ting pa vores
sanseorganer, behgver disse ideer ikke at vaere subjektive. I stedet kan de
reprasentere et aspekt ved den objektive virkelighed, men deres tilstedevae-
relse i os skyldes en anden form for sammenhang mellem os og virkeligheden
end sansningerne. Dvs. ligesom at der er fakta om fysiske objekter som ikke
er sanselige, er der kendsgerninger om matematiske objekter som ikke er in-
tuitive. Maddy (1990) bringer fglgende citat fra en anden af Godels artikler:

... even disregarding the intrinsic neccesity of some new ax-
iom, and even in the case it has no intrinsic neccesity at all, a
probable decision about its truth is possible also in another way,
namely, inductively by studying its success. Success here means
fruitfulness in consequences, in particular in “verifiable” conse-
quences demonstrable without the new axiom, whose proof with
the help of the new axiom, however, are considerably simpler and
easier to discover, and make it possible to contract into one proof
many different proofs... There might exist axioms so abundant
in their verifiable consequences, shedding so much light upon a
whole field, and yielding such powerful methods for solving prob-
lems ... that, no matter whether or not they are intrinsically
necessary, they would have to be accepted at least in the same
sense as any well-established physical theory. (Gédel i Maddy
(1990), s. 32-3)

Gddels analogi med naturvidenskabelige teorier er altsé to-sidet: De simplere
aksiomer og begreber begrundes intuitivt p& samme made som simple begre-
ber og satninger begrundes ved sansning, mens mere teoretiske hypoteser
begrundes udfra deres konsekvenser, som i naturvidenskaberne.

Reuben Hersh (1979) fremkommer med fglgende kritik af det han kalder
platonismens myte:

It remains alive because it corresponds to something real in
the daily experience of the mathematician. Yet remains alive only
as a halfhearted, shamefaced Platonism, because it is incompati-
ble with the general philosophy or worldview of most scientists —
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including mathematicians . .. For those whose general world view
excludes mysticism, Platonism in the full sense is very difficult
to maintain once the full force of scientific sceptism is focused on
it. (Hersh (1979), s. 18)

Hersh citerer formalisten Abraham Robinson for at sige at han aldrig vil
vende tilbage til platonisternes rakker, som ser det uendelige spredt ud foran
sig og tror at de kan fatte det ufattelige.

3.3.2 Ikke-platonisk realisme

I bogen Realism in Mathematics, fra 1990, redeggr filosoffen Penelope Maddy
for en realistisk opfattelse af matematik, som ikke er platonistisk. Maddy’s
variant af maengdelzre-realisme gar, i modsatning til bl.a. Godels, ud pa
at nar vi f.eks. ser en bakke med tre zg, sanser vi en matematisk mengde
med tre elementer. Hun kommer med en beskrivelse af neurofysiologiske te-
orier for hvordan ordinzre fysiske objekter perceperes. For det fgrste tager
hun empirien p4 omradet til indtaegt for at begreber som ’trekant’ og ’uaf-
haengigt eksisterende fysisk objekt’, for det fprste ikke er medfgdt og for det
andet erhverves over en lengere tidsperiode. Til at beskrive hvordan denne
begrebserhvervelse foregar, inddrager hun en neurofysiologisk teori af Do-
nald Hebb, men hun mener ikke at de konklusioner hun drager, afhznger af
den specifikke teori. Jeg vil ikke komme nzermere ind pa hendes lidt indvik-
lede redeggrelse, men hun nar frem til at vi, ndr vi ser en samling af fysiske
objekter, danner en struktur i hjerne, en siakaldt mangde-detektor. Denne
mangde-detektor ggr os i stand til at sanse en mangde, pa samme méade som
vi sanser begrebet fysisk objekt’ nar vi sanser et trae. Hun opstiller nogle
krav til at man kan sige at vi sanser et objekt, hvad enten det er fysisk eller
det er matematisk. Dernzest argumenterer hun for at vi sanser en mzngde i
. denne forstand, nar vi f.eks. sanser en bakke med tre z=g.

Et individ som har dannet en objekt-detektor, f.eks. evnen til at gen-
kende trekanter, vil automatisk have forskellige generelle overbevisninger om
naturen af de objekter som stimulerer det. Maddy skriver:

... Crudely put, the very structure of one’s triangle-detector
guarantees that one will believe any triangle to be three-sided.
... These are primitive, very general beliefs about the nature of
whatever stimulates the appropriate higher-order assembly. I call
them ‘intuitive beliefs’. (Maddy (1990), s. 69-70)

Hgjere-ordens samling er den dannede struktur i hjernen. Pointen er nu at
det som gzelder for fysiske objekter ogsa skal gzlde for maengder: Strukturen
af mengde-detektoren er ansvarlig for forskellige intuitive overbevisninger
om mangder, f.eks. at de har tal-egenskaber, at disse tal-egenskaber ikke
@ndrer sig nir elementerne flyttes, at de har forskellige delmzngder, at de
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kan kombineres osv. Disse intuitioner ligger under de mest basale aksiomer
for vores videnskabelige teori for mangder. Maddy kan derfor tilslutte sig
Gadel nar han siger at mengdelarens aksiomer tvinger os til accepterer dem
som sande (se side 27).

Maddy nér frem til at sidanne intuitive overbevisninger kan teelle som
viden, men hun mener ikke at det meste af vores erkendelsesteoretiske stgtte
for mangdeleren-er intuitiv. Hun skriver:

In many cases, set theoretic methodology has more in com-
mon with the natural scientist’s hypothesis formation and test-
ing than with the caricature of the mathematician writing down
a few obvious truths and proceeding to draw logical conse-
quences. As the science/mathematics analogy would indicate,
our set theoretic hypotheses demand theoretical or extrinsic sup-
port, that is, support, as in natural science, in terms of verifiable
consequences, lack of disconfirmation, breadth and explanatory
power, intertheoretic connections, simplicity, elegance, and so on.
(Maddy (1990), s. 75)

Indtil videre har Maddy kun beskaftiget sig med maengdeleeren, s&
spergsmalet rejser sig i hvor hgj grad noget tilsvarende ggr sig geldende
for resten af matematikken. Maddy skriver ikke meget om dette punkt, men
hun tager psykologien til indtzegt for fglgende péstande: I forbindelse med
at barnet opnir begrebet 'fysisk objekt’, udvikler det ogsd et begreb om
rummet som omgiver det fysiske objekt, hvorved barnet udvikler en evne
til at percepere en granse eller form. Parallelt med at barnet udvikler de
ideer som fgrer til det diskrete maengdebegreb, udvikler det ogsa de grund-
leggende begreber indenfor geometri og analyse. Disse begreber begynder
ligesom deres modstykker i maengdelzeren i sansning og handling, og fgrer
til sidst til sansningen af linier, skeering af planer og kurver som kontinuerte
strukturer. Nar barnet er ti eller elleve, har det opnéet intuitive begreber om
geometriske figurer som afslgrer primitive ideer om kontinuitet. Disse intu-
itioner spiller en rolle i vores systematiske teenkning i geometri og analyse
som er analog til den rolle som intuitioner om diskrete samlinger spiller i
aritmetik og intuitioner om fysiske objekter i naturvidenskaberne. De fgrer
f.eks. til at densiteten af de reelle tal fremtraeder som indlysende.

3.4 Et eksempel som illustrerer forskellen mellem
disse tre positioner

Davis og Hersh (1981) beskriver et klassisk eksempel som illustrerer forskel-
len mellem formalisme, realisme og konstruktivisme, nemlig Cantor’s kon-
tinuumshypotese. Den udtaler sig om mangders kardinalitet hvilket er et
udtryk for antallet af elementer i en maengde; kardinaliteten af de naturlige
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tal betegnes Ry, mens de reelle tals kardinalitet er 2%°. Cantors hypotese siger
at der ikke er nogen mangde hvis kardinalitet er mellem Rg og 2%. Godel og
P. J. Cohen har vist at pa basis af aksiomerne for maengdeleren kan Cantors
hypotese hverken bevises eller modbevises. Realisterne vil haevde at vores ak-
siomer er ufuldstzndige i beskrivelsen af de reelle tal; de er simplethen ikke
steerke nok. Kontinuumshypotesen er enten sand eller falsk, men vi forstar
ikke de reelle tal godt nok til at afggre dens sandhedsvaerdi. For formalisterne
giver realisternes redeggrelse ingen mening, for der er ikke noget talsystem
udover det vi har beskrevet i vore aksiomer. Vi kan godt zndre disse aksio-
mer hvis vi vil, pa baggrund af bekvemmelighed, anvendelighed eller andre
kriterier, men vi kommer ikke tettere pa virkeligheden, for der er ikke nogen
virkelighed. Formalisterne og realisterne skandes om eksistens og virkelig-
hed, men de er enige om hvilke principper som skal benyttes i matematiske
rzsonnementer. Her udggr de en front mod konstruktivisterne som kun ac-
cepterer endelige raesonnementer. Maengden af reelle tal eller andre uendelige
mangder kan ikke opnas p4 denne méade, si Cantor’s kontinuumshypotese
er meningslgs snak. k

3.5 Konceptualisme

Konceptualister mener at matematiske pastande er sande i kraft af vores
matematiske begreber. Tag f.eks. pastanden: ‘alle grupper indeholder et en-
hedselement’. Det er naturligt at opfatte sandheden af denne pastand som pa
en eller anden méde bestemt af gruppebegrebet. Hvis en person var uenig i
pastanden ville vi haevde at hans brug af begrebet ‘gruppe’ afviger fra vores,
fordi vi ville mene at man ikke kan forsta ‘gruppe’ som os og samtidig vaere
uenig i pastanden. Tilsvarende ville vi, hvis vi blev spurgt om hvorfor vi me-
ner at pastanden er korrekt, svare ved at citere vores opfattelse af ‘gruppe’.
De fleste positioner vil tilslutte sig disse betragtninger, men konceptualismen
gnsker at opbygge en teori pa baggrund af dem.

3.5.1 Konventionalisme

En version af konceptualismen er konventionalismen, som havder at mate-
matik er sand alene i kraft af konventioner, bdde hvad angér logikken og
matematikkens love. Hvis man spgrger personer som forfaegter en sidan po-
sition om hvorfor Zermelo-Fraenkels aksiomer for maengdeleren er sande,
vil de svare: fordi de er del af det sprog vi tilslutter os ved at bruge ordet
mangde. Carl G. Hempel forfegter i artiklen On the nature of mathematical
truth fra 1945, en sddan konventionalistisk position hvad angdr matematik
(artiklen angar eksplicit aritmetik, algebra og analyse, men ikke geometri).
Om seztningen 3 + 2 = 5 skriver han:

. it merely states that any set of 3+2 objects may also be.
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said to consist of 5 objects. And this is so because the symbols
“34+2” and “5” denote the same number; they are synonymous
by virtue of the fact that the symbols “2,” “3,” “5,” and “+” are
defined (or tacitly understood) in such a way that the above
identity holds as a consequence of the meaning attached to the
concepts involved in it. (Hempel (1945), s. 379)

Szetningen 3 + 2 = 5 er sand af analoge grunde til at vi mener at ingen 60-
rige er 45 ar gamle. Begge er sande i kraft af definitioner eller tilsvarende
aftaler som bestemmer betydningen af ngglebegreber som indgéar. Sadanne
sztninger kaldes for analytiske. Hempel skriver at denne type sztninger de-
ler visse vaesentligt karakteristika: at deres gyldighed ikke kraever empirisk
underbygning og at de kan vises at vaere sande ved en analyse af den mening
som er tilknyttet begreberne som optreeder i dem. Dvs. ingen empirisk ba-
sis eller vidnesbyrd er pakreavet for at etablere sandheden af aritmetikkens
satninger. Det kan godt vare at visse erfaringer psykologisk er med i begrebs-
dannelsen, men det er irrelevant for Hempel som vil finde grundlaget for at
aritmetikkens stninger skal accepteres som sande. Ligesom formalisterne,
hevder Hempel at matematiske sztninger intet har at ggre med fakta:

The propositions of mathematics are devoid of all factual con-
tent; they convey no information whatever on any empirical sub-
ject matter. (Hempel (1945), s. 390).

Hempels konventionalisme er en logicisme, hvilket han definerer pa fslgende
made:

Mathematics is a branch of logic. It can be derived from logic
in the following sense:

a All the concepts of mathematics, i.e. of arithmetic, algebra,
and analysis, can be defined in terms of four concepts of
pure logic.

b All the theorems of mathematics can be deduced from those
definitions by means of the principles of logic.

(Hempel (1945), s. 389)

Denne position rejser to spgrgsmal. For det fgrste: hvordan kan det veere
at vi laver de aftaler vi ggr for aritmetikken, eller formuleret i Hempels
termer, hvorfor vaelger vi precis de basale eller primitive termer vi ggr? For
det andet, hvorfor er matematik et effektivt veerktgj i naturvidenskaberne?
Hempel svarer desvzerre ikke pa fgrste spgrgsmaél, hvilket vel kan forstés nar
artiklen drejer sig om grundlaget for matematisk sandhed. Hvad angér det
andet spprgsmal svarer han ved at tage udgangspunkt i et eksempel med en
gas som opfylder Boyles lov om at produktet af en gas volume og tryk er en
konstant (ved fastholdt temperatur). Denne konstant bestemmes f.eks. ved at
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gange vaerdierne p = 9atm og v = 4 fod®, hvorved fas at konstanten er 36atm.
fod3. Nar trykket derfor er 6atm er volumenet 6 fod®, hvilket kan testes p4
virkeligheden. Hempel mener at hele forudsigelseskraften ligger i Boyles lov
og i begyndelsesdata, ikke i aritmetikkens satninger. Om matematikkens
funktion, skriver Hempel, at:

... it renders explicit certain assumptions or assertions which
are included in the content of the premisses of the argument
(in our case, these consists of Boyle’s law plus additional data);
mathematical reasoning reveals that those premisses contain —
hidden in them, as it were, — an assertion about the case as yet
unobserved. In accepting our premisses — so arithmetic reveals
— we have — knowingly or unknowingly — already accepted the
implication that the p-value in question is 6. Mathematical as well
as logical reasoning is a conceptual technique of making explicit
what is implicitly contained in a set of premisses. (Hempel (1945),
s. 390)

Dette svar rejser det andet spgrgsmal om matematikkens effektivitet stillet
i indledningen, nemlig hvorfor er matematikkens resonnementer effektive
redskaber til at presse juicen ud af pramisserne, som Hempel beskriver det?
Dette forklarer Hempel desveerre ikke.

I bogen Science and Hypothesis (fransk udgave 1903, engelsk 1952) gi-
ver matematikeren Henri Poincaré (1854-1912) udtryk for den modsatte type
konventionalisme, nemlig hvad angir geometri, men ikke aritmetik. Her kom-
mer han ind pé hvorfor vi valger netop euklidisk geometri som den ‘grund-
leggende’ geometri. Jeg starter med at beskrive hvilken status aritmetik
har hos Poincaré. Han undersgger rekursion-raesonnementer, som danner ba-
sis for matematisk induktion, siledes at matematisk induktion er bevis ved
rekursion. Poincaré undersgger definitionen af addition. Han antager at ope-
rationerne z +1 og z + (a — 1) er definerede. Hvad der end kan siges om disse
definitioner, optraeder de ikke i det fglgende som andet end en definitioner.
Det naeste man ggr er at definere operationen z + a, dvs. additionen af tallet
a til et givet tal = udfra identiten: (I)z 4+ a = [z + (¢ — 1)] + 1. Vi ved hvad
z + a er, fordi vi har antaget at vi ved hvad z 4+ (¢ — 1) og £ + 1 er. Vi kan
efterfglgende definere operationerne z+2, z + 3, osv. rekursivt. Dette princip
adskiller sig fra en ren logisk definition; identiteten I indeholder et uendeligt
antal af adskilte definitioner som hver kun har mening nar vi kender dens
forgzengers mening.

Men hvordan kan dette princip legitimeres? Poincaré mener at det ikke
kan begrundes p4 basis af syllogismer, for syllogismer kan ikke fortzelles os
noget essentielt nyt og dette ggr rekursionsprincippet. Da princippet ikke kan
vises ud fra syllogismer, kan det ikke vaere analystisk, men pa den anden side
tilegner vi os det heller ikke vha. eksperimenter. Eksperimenter kan fortzelle
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os at reglen gzlder for de forste 10 eller hundrede tal, men det kan ikke
fortelle os at den galder for en uendelig raekke af tal. Poincaré skriver:

Why then is this view imposed upon us with such an irre-
sistible weight of evidence? It is because it is only the affirmation
of the power of the mind which knows it can conceive of the in-
definite repetition of the same act, when the act is once possible.
The mind has a direct intuition of this power, and experiment
can only be for it an opportunity of using it, and thereby of be-
coming conscious of it ... Mathematical induction — i.e., proof
by recurrence — is ... necessarily imposed on us, because it is
only the affirmation of a property of the mind itself.(Poincaré
(1952), s. 12-13)

Hvad angér aritmetikken er Poincarés position saledes en form for konstruk-
tivisme, idet han mener at studiet af denne del af matematikken giver indsigt
i de strukturelle egenskaber ved bevidstheden (se side 24).

Poincaré skelner mellem aksiomer i analyse og i geometri. Aksiomer i
analyse er f.eks. ‘to ting som hver er lig med den samme ting, er lig med hin-
anden’ og han hzevder at disse aksiomer er intuitivt indlysende alene ud fra
logik /semantik og uafhangigt af erfaringen. Poincaré kalder dem analytisk a
priori intuitioner. Geometriske aksiomer er f.eks. ‘der gar netop én linie gen-
nem to adskilte punkter’. Poincaré skriver om naturen af disse geometriske
aksiomer:

Are they synthetic @ priori intuitions, as Kant affirmed? They
would then be imposed upon us with such a force that we could
not conceive of the contrary proposition, nor could we build upon
it a theoretical edifice. There would be no non-Euclidean geom-
etry. (Poincaré (1952), s.48)

Hvorfor nu det? Betragt induktionsbeviset: hvis en sztning er sand for tallet
1, og hvis den kan vises at veere sand for n + 1 under forudsztning af at
den er sand for n, s& er den sand for alle tal. Poincaré har argumenteret
for at induktionsbeviset er et syntetisk a priori princip. Lad os prgve at
forkaste induktionsbeviset og samtidig konstruere en aritmetik hvis forhold
til den sedvanlige aritmetik er analogt til forholdet mellem euklidisk og ikke-
euklidisk geometri. I ikke-euklidisk geometri har vi fjernet et aksiom, nemlig
parallel-postulatet, fra euklidisk geometri. Jeg tror at det Poincaré sigter
til er en tilsvarende fjernelse af et af Peanos aksiomer. Poincaré mener at
vi ikke vil vezere i stand til at konstruere en sddan aritmetik, men angiver
ikke en naermere begrundelse. Vi kan altsd konstruere en geometri som er
forskellig fra euklidisk geometri, men ikke en aritmetik som p& analog vis
er forskellig fra den szdvanlige aritmetik, s& geometri og aritmetik ma vaere
vaesensforskellige. Aritmetik er syntetisk a priori, s geometri kan ikke vaere
syntetisk a priori.
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Men hvis geometriske aksiomer ikke er syntetisk a priori sandheder, er
de sa eksperimentelle sandheder? Definitionen af at to figurer er ens, er at
de kan overlejres, dvs. de kan flyttes si de daekker hinanden. Men hvordan
kan de flyttes? Svaret er at det skal ske uden at de deformeres og p& samme
méde som et fuldsteendigt stift legeme flyttes. Grunden til at det virker
indlysende hvordan et sddant legeme flyttes, er at vi lever i verden hvor vi er
vaennet til eksistensen af faste legemer og ikke i verden hvor der kun eksisterer
vaesker. Vi reesonnerer siledes hele tiden som om geometriske figurer opfgrer
sig som fuldsteendige faste legemer, men der eksisterer ikke sddanne legemer
i den virkelige verden. Hvis geometrien var eksperimentel funderet ville den
ikke veere en fuldstzndig eksakt videnskab, fordi dens seztninger ville vaere
underkastet forsat revision, ja den ville ligefrem blive bevist at veere fuld af
fejl. Poincaré mener at dette ikke er en korrekt beskrivelse af geometri, sa
den kan ikke veere en eksperimentel videnskab. Poincaré konkluderer:

The geometrical azioms are therefore neither synthetic a
priori intuitions or eksperimental facts. They are conventions.
(Poincaré (1952), s. 50, hans kursiv)

Hvis vi skal velge mellem alle mulige konventioner for aksiomerne og dermed
geometri, kan vi lade os guide af eksperimentelle fakta, men valget forbliver
frit og er kun begreenset af ngdvendigheden af at undgd modsigelser. Det
svarer til valget af sprog. Fordi aksiomerne bare er konventioner, kan de
forblive helt sande selvom de eksperimentelle love som har bestemt deres
~ valg kun er approksimationer. Med andre ord er geometriens aksiomer kun
definitioner i forkleedning. Vi kunne for den sags skyld lige si godt valge ikke-
euklidisk geometri, for en geometri kan ikke vaere mere sand end en anden.
Euklidisk geometri er den mest bekvemme geometri, for det fgrste fordi den
er den simpleste og for det andet fordi den i tilstraekkelig grad stemmer
overens med de egenskaber som de faste legemer i den fysiske virkelighed har
og som er de legemer som vi sammenligner og méiler vha. vore sanser.

3.6 Matematisk empirisme

Den filosofiske retning empirisme har to hovedteser angiende vores erken-
delse generelt (alts ikke kun matematiske erkendelse): Den fgrste gar ud pa
at alle begreber er afledt af sanseerfaringer, mens den anden tese siger at
ethvert udsagn som havder noget om faktiske forhold er begrundet i san-
seerfaringen. Empirismen er traditionelt en induktivisme, dvs. generelle lov-
maessigheder sluttes udfra enkeltobservationer. Hvis vi f.eks. ud fra en masse
observationer af hvide svaner slutter at alle svaner er hvide, har vi foretaget
en induktiv slutning. Traditionelt skelner empiristerne mellem naturviden-
skaberne og matematikken, hvor de to teser gelder for naturvidenskaberne,
men ikke for matematikken. Filosoffen John Stuart Mill (1806-73) har ud-
videt empirismen til ogsd at geelde for matematik og har i “A System of
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Logic”(1843)7 udviklet den klassiske form for matematisk empirisme, dvs.
det synspunkt at matematik er en empirisk videnskab pi linie med naturvi-
denskaberne. Mills overordnede mal er at vise at alle deduktive videnskaber,
og altsd ikke bare matematik, i virkeligheden er induktive og at deres grund-
lag i sidste instans er erfaringen. Dette mal stir i modszetning til en sdkaldt
hypotetisk-deduktiv opfattelse af naturvidenskaberne, hvor det er logiske
udledninger af nogle s=tninger som testes, men mere om det senere. Mill
forfaegter altsd en induktiv videnskabsopfattelse, hvor samtlige videnskaber
bygger pa empiriske generaliseringer.

Mill modsz=tter sig det synspunkt at matematik er rent sproglige konven-
tioner, idet han mener at i ethvert trin i en aritmetisk eller algebraisk bereg-
ning foregar en induktion, hvor fakta udledes fra fakta. Skovsmose skriver
at Mill hevder at matematikken har et genstandsomrade og at den som de
empiriske videnskaber handler om noget:

Ten must mean ten bodies, or ten sounds, or ten beatings of
the pulse. But though numbers must be numbers of something,
they may be numbers of anything. Propositions, therefore, con-
cerning numbers have the remarkable peculiarity that they are
propositions concerning all things whatever; all objects, all exis-
tences of every kind, known to our experience. (Mill i Skovsmose
(1990) s. 18)

Pastanden 1+ 2 = 3 udtrykker en identitet, og man kunne tro at 1+ 2
og 3 refererer til den samme stgrrelse, som en konventionalist ville haevde.
Men Mill skriver:

This, however, though it looks so plausible, will not bear ex-
amination. The expression ‘two pebbles and one pebbles’, and
the expression ‘tree pebbles’, stand indeed for the same physical
fact. They are names of the same objects, but those objects in
two different states: though they denote the same things, their
connotation is different. (Mill i Skovsmose (1990), s. 18)

Det er forskellige sanseindtryk vi modtager alt efter om de tre sten er samlet
eller de er delt i to bunker. Stningen 142 = 3 pastar at vi ved flytte rundt
pa stenene kan modtage det ene eller det andet sanseindtryk. Hvad angar en
grundleggende matematisk pastand som at 1 + 2 = 3, skriver Mill:

It is a truth known to us by early and constant experience —
an inductive truth: and such truths are the foundations of the
science of numbers. The fundamental truths of that science all
rest on the evidence of sense; they are proved by showing to our
eyes and our fingers that any number of objects, ten balls, for

"Min fremstilling bygger dog pa Skovsmose (1990).
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example, may by separation and rearrangement exhibit to our
senses all the different sets of numbers the sum of which is equal
to ten. (Mill i Skovsmose (1990), s. 19)

I dette citat haevder Mill altsi for det forste at en sidan basal matematisk
pastand er en empirisk pastand, hvis sandhed vi lzrer ved at foretage en
induktiv slutning direkte ud fra sanseindtryk. Dertil kommer at Mill haev-
der at matematiske raesonnementer bygger pa empiriske manipulationer med
fysiske objekter. Hempel (1945) skriver at ifglge Mill er grunden til at vi op-
fatter matematiske pastande som meget mere sikre end naturvidenskabelige
pastande, er at de fgrste i langt hgjere grad end de sidste er blevet testet.

Mill skriver at hele matematikken er induktiv, men hans eksempler er
hentet fra aritmetikken og algebraen og den matematik der var kendt pa
hans tid var helt anderledes end vore dages. Spgrgsmaélet rejser sig derfor om
man skal tolke hans filosofi som gzldende for hele matematikken. Jeg tror
det er sveert at finde personer som vil opretholde at hele matematikken er
induktiv baseret, og ikke kun dele af den.

Ifglge Skovsmose spurgte logikeren Gottlob Frege (1848-1925) retorisk
om hvilket observeret eller fysisk faktum tallet 777684 svarer til? Frege fo-
reslog selv at Mill kan pépege at store tal dannes udfra mindre tal, som sd
fundereres empirisk. Men hvis f.eks. 11 kan defineres udfra 10 og 1, kan 2 vel
defineres udfra 1 og 1, og det er svaert at pipege at tallet 1 er empirisk givet.
For har vi abstraheret det fra begrebet et fysisk objekt, er det vel snarere
givet uafhzengigt af erfaringen. Det er sddanne argumenter som ggr at der er
fremkommet mere sofistikerede versioner der ikke, som empirisme, baserer
matematiske satningers sandhed pa direkte sanseindtryk, men p4 manipu-
lationer med objekterne i den fysiske verden eller observationer af sddanne
manipulationer. Disse positioner gar under betegnelsen naturalisme.

3.7 Naturalisme

Philip Kitcher opstiller i bogen The Nature of Mathematical Knowledge fra
1983 en sadan naturalistisk® matematik-filosofi. Hans erklaerede mal er at
forstéd hvordan bade almindelige mennesker og professionelle matematikere
opnér matematisk viden. I Kitchers redeggrelse opnar individerne det meste
af deres matematiske viden ved en overfgrsel fra det samfund de tilhgrer.
Denne overfgrsel sker via lerere og laerebgger som Kitcher kalder for sam-
fundets autoriteter. Samfundsautoriteternes viden er pa sin side overfgrt fra
tidligere tiders samfund og autoriteterne i disse samfunds viden. P4 denne
méde kan et nutidig individs matematiske viden forklares via en kade tilbage
til starten af den matematiske viden. I det nyeste led i keden stir autorite-
terne i vore dages samfund, dvs. lererne og lerebggerne idag. Kitcher skal

8] bogen kalder han sin filosofi for matematisk empirisme, men i en senere artikel mener
han at den retteligt burde hedde naturalisme.
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redeggre for hvordan individerne idet forste led i keeden opniede matematisk
viden, hvilket han mente skete p& baggrund af sansning. For flere tusinde ar
siden lzerte vores forfadre, sandsynligvis helt tilbage i Mesopotamien, nogle
basale aritmetiske og geometriske sandheder pa baggrund af praktiske erfa-
ringer. Fra denne ydmyge start blomstrede matematikken op til det vi kender
i dag, ved en udvikling hvor problemer lgses, hvilket medfgrer nye problemer
og spgrgsmél. Graekerne udviklede teorier som systematiserede babylonernes
metoder og lgsninger pa praktiske problemer. Dvs. graekernes viden var ba-
seret pd babylonernes empiriske viden, mens graekernes viden dannede basis
for deres efterkommeres viden. Pappus og Diofantes var kilder til inspiration
for Fermat som p3 sin side inspirerede Gauss, Kummer og Kronecker. Euk-
lid og Descartes satte scenen for Newton og Leibniz, hvis metoder udvides
og modificeres af Euler, Lagrange, Cauchy og Weierstrass. Nye matematiske
emner har deres udspring i tidligere teorier. Kitcher beskriver kortfattet sin
teori saledes:

I propose that a very limited amount of our mathematical
knowledge can be obtained by observations and manipulations
of ordinary things. Upon this small basis we erect the powerful
general theories of modern mathematics. (Kitcher (1983), s. 92)

For at retfeerdigggre denne opfattelse af matematisk viden, mener Kitcher
at han for det farste ma redeggre for hvordan denne kade, som gar fra Me-
sopotamiens matematiske viden til vore dages matematik er startet, dvs.
han skal beskrive hvor fra den allerfgrste matematiske viden stammer. For
det andet ma han redeggre for at den matematiske udvikling er sket p3 en
made som er i overensstemmelse med ‘ksede-beskrivelsen’, altsi levere en
redeggrelse for hvordan zndringerne sker, som udover at stemme overens
med kzde-beskrivelsen, ikke er i modstrid med matematikkens faktiske ud-
vikling. Kitchers matematik-filosofi bestar af disse to dele. Jeg vil forsgge
nogenlunde kort at redeggre for hans hovedtanker om det fgrste punkt, som
er det vigtigste i min undersggelse.

Kitcher skriver at matematik handler om de strukturer som er til stede
i den fysiske virkelighed:

I shall attempt to work out an interpretation which will give
sense to the thesis that mathematics is about structure... By
taking mathematical structure to be reflected in the properties
of ordinary things, we can begin to dissolve epistemological per-
plexities. Perception can be viewed as a process in which our
causal interaction with ordinary objects lead us to discern the
structure which they exemplify. There is no suggestion of a gap
between these ordinary objects and other, more ethereal, entities
which lurk behind them. (Kitcher (1983), s. 107)
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Vi opnar matematiske viden, enten ved overfgrsel fra autoriteterne eller
ved erkendelse af disse strukturer. Den made vi opnar erkendelse om disse
strukturer er ved manipulationer med de fysiske objekter eller ved at obser-
vere andre foretage disse manipulationer.

Grundleggende matematisk viden vil for Kitcher sige de elementzere te-
orier for de naturlige tal og geometri (herunder nogle af de reelle tals egen-
skaber). Det fgrste han redeggr for er aritmetikken, en redeggrelse som jeg
vil beskrive lidt mere indgiende end de andre.

I stedet for at taenke sig til hvordan babylonerne (eller hvor den mate-
matiske viden nu havde sit udspring) opniede matematisk viden, vil Kitcher
beskrive hvordan et barns leg med klodser kan fgre til at det opnar rudimen-
teer matematisk viden. Det skal understreges at Kitcher ikke mener at han
har givet en beskrivelse af hvordan nulevende personers aritmetiske viden
er perceptionsbaseret, for han mener at det meste af den nuvarende mate-
matiske viden generelt og aritmetisk viden i szrdeleshed, er overfgrt fra det
nuvzerende samfund til det nuvzrende individ. Det er snarere et forsgg pa
en forklaring af hvordan vore fjerne forfaedre som startede den matematiske
tradition kunne have opndet aritmetisk viden ud fra sansning. Det skal dog
ogsa tjene som beskrivelse af hvordan de nulevende mennesker opnir noget
af deres matematiske viden.

I sin leg med klodser, udskiller og undersgger barnet nogle klodser, og
lzegger dem derefter sammen med tidligere undersggte klodser, en handling
Kitcher kalder at samle. I en anden situation satter barnet klodserne i for-
bindelse med hinanden ved at placerere dem ved siden af hinanden, ovenpi
hinanden eller lignende, hvilket kaldes at korrelere (efter det engelske ord
correlation). Nar barnet har udfgrt en del samle- og korrelerehandlinger, bli-
ver det i stand til at udfgre operationerne i tankerne uden fysisk at- flytte
dem rundt, hvorved dets samleoperationer bliver abstrakte. Ved at indfgre
symboler for disse handlinger, bliver barnet i stand til at danne hierakier af
samle- og korrelereoperationer.

Samle og korrelere er de elementare matematisk aktiviteter, fordi barnet,
ved selv at udfgre eller observere andre foretage disse operationer, leerer
betydningen af ‘meengde’, ‘tal’, ‘addition’ og basale aritmetiske sandheder.
Ifglge Kitcher skal vi ikke fortolke disse aktiviteter som vejen til viden om
abstrakte objekter som platonikerne ville haevde, men snarere sidan at de
basale aritmetiske sandheder er sande i kraft af selve operationerne. Ved at
foretage aktiviteter som at lege med klodser lzrer vi at bestemte typer af
samlingsaktiviteter har bestemte egenskaber. Vi lzrer f.eks. at foretager vi
fgrst samlingsoperationen som kan kaldes ‘at lave to’ p4 nogle objekter og
dernzst samlingsoperationen pa nogle andre objekter fra en anden gruppe
kaldet ‘at lave tre’ og til sidst foretager samlingsoperationen ‘at kombinere’,
svarer den totale operation til samlingsoperationen ‘at lave fem’.

De handlinger som barnet der leger med klodser benytter sig af, bruger
Kitcher nu til at opstillen en sakaldt M:ill’sk aritmetik som er et alterna-
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tiv til standard-aritmetik for de naturlige tal ved at introducere begrebet
udskzllelse-operationer, hvor fysiske objekter, f.eks. klodser, udskilles. Han
opstiller aksiomer svarende til Peanos aksiomer og additions-aksiomer for
standard aritmetik i termer af sidanne udskillelsesoperationer, nemlig en-
operation, efterfglger-operation, additions-operation og at to operationer er
tilsvarende. De tre fgrste kan forstas umiddelbart i forhold til eksemplet med
barnet som leger med klodser, mens to operationer kaldes tilsvarende hvis
de udskiller de samme objekter. Jeg vil ikke gd i detaljer med hvordan han
udformer aksiomerne, kun bemszrke at han stgder ind i problemer med at
der er uendelig mange naturlige tal, men at mennesker kun kan udfgre en-
deligt mange operationer. Men fordi man ofte har det indtryk at man kunne
fortsette med at foretage udskillelser sa lz=nge man lyster, er det pé sin vis
tilfzeldigt at man stopper efter et vist antal operationer. Kitcher mener derfor
at man kan indfgre en ideel agent som ikke har vores tilfzzldigheder i hvilke
operationer vi udfgrer og vores biologiske begrznsninger og som derfor kan
foretage uendelig mange operationer.

Kitcher mener at relationen mellem den faktiske og den ideelle agents
aritmetiske operationer er som relationen mellem ideelle og faktiske gasser i
fysikken. Vi kan opfatte idealgas-ligningen enten som del af en implicit speci-
fikation af hvad en idealgas skal opfylde eller vi kan opfatte idealgas defineret
pa et hgjere plan, ud fra kinetisk gasteori, og opfatte ligningen som udledt
udfra denne teori. Men vores viden er ikke udtgmt ved at sige at en idealgas
er defineret med ligningen eller at vi kan udlede den fra kinetisk gasteori. Vi
ma forklare hvad det er der gor den aftale fornuftig, som ligger bag at kalde
en gas som tilfredsstiller ligningen for en idealgas. Aftalen er fornuftig eller
rettere sagt den giver viden, dels fordi den er passende begrundet da faktiske
gasser tilnaermelsesvis opfgrer sig som idealgasser, dels fordi man ved hjzlp
af kinetisk gasteori kan na frem til udtrykket, under passende antagelser.
Denne opdagelse ggr at vi kan abstrahere fra visse treek ved den faktiske
situation til et begreb om idealgas, som viser hvordan faktiske gasser ville
opferer sig hvis komplicerende faktorer blev fjernet. P4 tilsvarende vis med
ideelle og reelle agenter, hvor de ideelle agenter er fornuftige fordi man har
fjernet komplicerende faktorer, men sddan at reelle agenter tilnzermelsesvist
opferer sig som ideelle.

Som konstruktivisterne mener Kitcher at aritmetiske saetninger er sande i
kraft af de operationer vi foretager os, men i modsatning til dem, mener han
at de relevante operationer ikke er private transaktioneri et eller andet indre
mentalt medium. Hans tese har et vist realistisk indhold, fordi strukturerne
eksisterer uafhaengigt af os i den fysiske verden:

. we might consider arithmetic to be true in virtue not of
what we can do to the world but rather what the world will
let us do to #t... arithmetic describes those structural features
of the world in virtue of which we are able to segregate and
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recombine objects: the operations of segregation and recombi-
nation bring about the manifestation of underlying dispostional
traits. .. I want to suggest both that arithmetic owes its truth to
the structure of the world and that arithmetic is true in virtue
of our constructive activity. (Kitcher (1983), s. 108-9)

Hans position adskiller sig fra platonisterne ved at det ikke er en abstrakt
verden matematikken eksisterer i. Men er det ikke inkonsistent eller udtryk
for en sammenblandingen at pastd at aritmetikkens sandhed bade skyldes
verdens struktur og vores konstruktive aktiviteter? Udfra fglgende analogi
argumenterer Kitcher for at det ikke er inkonsistent. En person som kun
kender fgr-Lobatjevskisk geometri og som kommer til vort drhundrede, vil
maske sige at pastanden ‘vinkelsummen i en trekant er 180 grader’ er sand i
kraft af bdde trekanters egenskaber og rummets struktur. Man kan fornuftigt
mene at den ontologiske tese at en geometrisk pédstands sandhed skyldes tre-
kanters egenskaber, simpelthen er en formulering af den ontologiske tese at
geometriske pastandes sandhed skyldes rummets struktur. Trekanters egen-
skaber skyldes rummets struktur, og omvendt vil et rums struktur sige at
trekanter har de og de egenskaber. P4 tilsvarende vis skal dobbeltheden i Ki-
tchers svar pa spgrgsmalet ‘hvorfor er aritmetiske sandheder sande?’, forstas
som to sider af samme svar. '

Kitchers mal er at give en redeggrelse for matematisk virkelighed siledes
at den viser at perception kan veere en basis for elementere matematiske
pastande. Han mener nu at have givet en sidan redeggrelse for aritmetiske
pastande. Udover aritmetikken regner han ogsi geometrien, inklusiv de dele
af egenskaberne for de reelle tal som de gamle graekere indlejrede i geometri,
som elementer matematisk viden.

Kitcher opsummerer sin holdning til geometri pa falgende vis:

Our geometrical statements can finally be understood as de-
scribing the performances of an ideal agent on ideal objects in an
ideal space. However, these performances are sufficiently similar
to what we do with actual objects in actual space to justify us
in the attempt to unfold the character of those performances, an
attempt which contitutes Euclidean geometry. (Kitcher (1983),
s. 124)

Kitchers opfattelse af geometri er altsd analog til hans beskrivelse af aritme-
tik.

Kitcher mener at de reelle tal har samme forhold til det at méle, som de
naturlige tal har til det at telle. I vore dage konstrueres de reelle tal som
mazngder af rationale tal, som igen konstruereres udfra de naturlige tal. v/2
kan f.eks. defineres som {r € Q|r? < 2}. Kitcher vil vise at det at acceptere
den mangde-teoretiske tilgang til de reelle tal, ikke ngdvendigvis medfgrer
at man m& acceptere platonikernes pdstand om at de reelle tal er abstrakte
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objekter. For at vise dette omformulerer han Zermelo-Fraenkels aksiomer
for mzengdelaeren i termer af operationer som vi udfgrer p3 fysiske objekter.
Dvs. han omformulerer dem fra samlinger til samleoperationer. Jeg vil ikke
beskrive detaljerne i hvordan han kommer frem til aksiomerne, blot konsta-
tere at han udvikler teorien for ordnede par og for relationer uathengigt af
mzengdelzeren, en skelnen som ikke indfgres 1 standard-mangdelare. Det gor
han for at kunne tilskrive det ideelle matematiske subjekt to fundamentale
evner: evnen til at udfgre samling og evnen til at udfgre parvis ordning.
Udover dette adskiller hans mangdelzre sig fra standard-mangdelzre i to
henseender. For det forste refererer han ikke til objekter men til operationer
og for det andet opfatter han den resulterende teori som sand i kraft af de
aftalte betingelser som det ideelle matematiske subjekt skal opfylde.

Kitcher mener nu at han har opstillet en méade hvor p4 man kan opfatte
matematik, ikke som beskrivende abstrakte objekter, men som en idealise-
rende videnskab om de to distinkte operationer, samling og ordning.

Det er interessant at matematikeren Saunders Mac Lane (Mac Lane
(1986, 1990, 1997)) og psykologen Jean Piaget er inde p4 nogle tanker som
meget minder om Philip Kitchers. De er alle tre strukturalister, idet de op-
fatter matematik som en beskrivelse af strukturer i den fysiske verden. Mac
Lane mener at elementare dele af matematikken har sin oprindelse i prakti-
ske anvendelser og at resten er opstaet udfra en udvikling i matematikken,
som dels er betinget af indre faktorer, dels af menneskelige aktiviteter i det
hele taget (han nzvner f.eks. gambling). De adskiller sig ved at Kitcher
medtager larernes overfgrsel af matematisk viden til eleverne, og det ene
samfunds overfgrsel af viden til det nzste. Desuden er Mac Lane ikke helt
klar hvad angar pracis hvordan vi opnar den elementzre viden, men det vir-
ker som om han er tat pa Mills opfattelse, som jo adskiller sig fra Kitchers
opfattelse. P4 dette punkt er Kitcher og Piaget enige, idet Piaget skriver:

The essential fact is that. .. logico-mathematical experience
has to do with the actions which the subject carries out on the
objects. (Beth & Piaget, i Skovsmose(1990), s. 99).

Dette er den made som barnet opnar matematisk erkendelse, og ikke ved en
overfgrsel fra andre subjekter. P4 dette punkt adskiller Kitcher og Piaget.
Desuden inddrager Piaget vist ikke matematikkens udvikling i sin redegg-
relse.

De adskiller sig alle tre ved den metode de har anvendt til at komme
frem til resultaterne. Filosoffen Kitcher er meget filosofisk stringent, han
bruge f.eks. ca. 20 sider pd at definere hvornir vi har a priori viden som
er begrundet, mens Mac Lane beskriver en meget stor del af matematikken
(ogsd langt mere advancerede emner end Kitcher har med), for s at drage
sine konklusioner, mens Piaget tager den eksperimentelle psykologi i brug.
De er altsa fra tre vidt forskellige udgangspunkter og metoder naet frem til
nogenlunde de samme resultater.
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3.8 Et eksempel

For at give et eksempel pé forskellen mellem konventionalisme, empirisme og
naturalisme, kan man spgrge hvordan de forholder sig til den matematiske
pastand at summen af vinklerne i en euklidisk trekant er 180°? I fzlge kon-
ventionalisterne (Poincarés variant) er euklidisk geometri en konvention, s3
trekantszetning er ligeledes en konvention. Kitcher mener at vi opnar erken-
delse om denne sztning ved manipulationer med fysiske objekter. Vi kunne
f.eks. klippe i en paptrekant og samle stumperne p4 en sidan made at vi
bliver overbevist om at vinkelsummen er lige med to rette vinkler. Mill vil
haevde at vi méler vinkelsummen i en hel masse trekanter og derfra slutter
at alle trekanter har vinkelsummen 180°.



Kapitel 4

Diskussion

Vi er nu klar til at beskrive hvad de forskellige positioner svarer pa spgrgs-
malene skitseret i udspzndingen af diskussionen i kapitel 2, enten hvad de
rent faktisk svarer eller hvad jeg tror de ville svare.

4.1 Er naturen kilde til matematiske begreber?

Det fgrste spgrgsmaél er: Er de matematiske aksiomer afledt af naturen i en
eller anden forstand?

I David Hilberts version af formalismen! er de formelle teorier formalise-
ringer af de uformelle matematiske teorier. Hilbert selv formaliserede f.eks.
den euklidiske geometri, ved at ggre Euklids implicitte aksiomer, eksplicitte.
Samtidig lgsrev han definitionerne fra deres tilknytning til den fysiske vir-
kelighed. Formalet med denne formalisering var at give matematikken et
sikkert grundlag ved at bevise konsistensen af de matematiske teorier, s&
de formaliserede teorier var ikke et mal i sig selv. P& dette punkt adskiller
Hilbert sig fra dem jeg har kaldt formalisterne, men disse overtager denne
opfattelse af aksiomerne som referencelgse i forhold til virkeligheden. Mate-
matik er bare et spil med symboler. Dette ggr at det er sveert at forestille
sig at formalisterne mener at naturen er kilde til de matematiske aksiomer,
selvom det er muligt at Hilbert mente dette.

Ifglge Poincarés konventionalistiske redeggrelse for geometrien er erfarin-
gen med til at lede vores valg af geometri, og grunden til at vi har valgt
euklidisk geometri er at den er mest bekvem: dels fordi det er den simpleste
geometri og dels fordi der er tilstraekkelig overensstemmelse mellem denne
geometri og de egenskaber som faste legemer i naturen har. Naturen har
altsd en vis indflydelse p4 vores geometriske begreber, men den spiller langt-
fra en altafggrende rolle. Situationen er analog til idealgas-loven i fysik som
virkelige gasser tilnarmelsesvist opfylder, og som medfgrer store simplifice-
ringer. P4 samme méde som euklidisk geometri er simpel, men samtidig er

'Hilberts version gar for at vare forskellig fra det jeg har kaldt formalismen.
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i rimelig overensstemmelse med virkeligheden; er idealgas-loven enkel, uden
at veere meget forkert (i et passende temperatur- og tryk-omrade). Et andet
eksempel er en cohmsk-modstand, som pa samme made er enkel og tilnzermel-
sesvis korrekt. P4 denne made svarer geometriens aksiomer til definitionerne
indenfor fysikken.

Hempel kommer ikke ind pa spgrgsmalet om naturen er kilde til mate-
matiske begreber, men skriver dog

It may very well be the case that certain experiences occassion
psychologically the formation of arithmetical ideas and in this
sense form an empirical “basis”. (Hempel (1945), fodnote s. 379)

Dette kan man forstd sddan at de matematiske begreber indenfor aritme-
tikken dannes i vores bevidsthed p& baggrund af naturen, idet den giver os
nogle sanseindtryk.

Konstruktivisterne mener at vore matematiske begreber alene eksisterer
i vores bevidsthed, idet vi selv har konstrueret dem. Man kunne forestille
sig konstruktivister som mener at vi konstruerer matematiske begreber pa
baggrund af naturen, men dette er blot en anden form for naturalisme, som
jeg beskriver om lidt. Nar vi undersgger matematiske entiteter med ‘sindets
gje’ bliver vi opmeerksomme pa de principper som ngdvendigvis ma gzlde
for al erfaring. Man kan derfor sige at i stedet for at matematiske begreber
er afledt af vores erfaring med naturen, er situationen snarere den modsatte,
saledes at nogle af vore matematiske begreber er en del af vores mentale erfa-
ringsstruktur. Dvs. disse matematiske begreber er ikke blot givet uafhaengigt
af erfaringen, men forud for den, jvf. Brouwers tanke om at matematiske be-
greber er ‘indstgbt’ i den menneskelige hjerne (se side 24).

Ifglge platonikerne eksisterer matematikken i en abstrakt verden, dvs. en
verden som hverken er tids- eller rumlig og som er uafhangig af vores erken-
delse af den. Da den eksisterer udenfor vores bevidsthed kan den ikke besta
af begreber vi har konstrueret mentalt ved at abstrahere trzk fra virkelig-
heden. Ifslge denne position er naturen derfor ikke kilde til de matematiske
begreber?.

I de empiriske og naturalistiske positioner, dvs. i Mills, Kitchers (ogsa
Mac Lanes og Piagets) og Maddys redeggrelser, er naturen kilde til i hvert
fald en del af de matematiske begreber. Mill mener at man abstraherer ma-
tematiske begreber som tallet 10 udfra sanseindtryk som ti legemer og ti
lyde osv. Alle tallene abstraheres p4 denne made udfra sanseindtryk, men
som Frege papeger, er det svart at finde et sanseindtryk som svarer til tallet
777684. En mere nutidig empirisme ville pastd at sanseindtryk giver viden
om aritmetiske satninger, og pa baggrund af disse sztninger opstilles Pea-

ZPlaton selv mente at fenomenerne som er objekterne vi observerer, er afspejlinger
af ideerne i idéverden hvor de matematiske objekter eksisterer. Denne fortolkning vil de
feerreste vist g4 med til idag.
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nos aksiomer for de naturlige tal og additionsaksiomerne ved en efterratio-
nalisering. Kitcher, Mac Lane og Piaget pastar at elementare matematiske
setninger abstraheres fra den fysiske virkelighed, hvorefter man opstiller
Peanos aksiomer og additionsaksiomer, som kan ‘forklare’ disse satninger.
Fremkomsten af aksiomerne sker, bade historisk og i forhold til individet,
efter erkendelsen af aritmetikkens principper. I Maddys redeggrelse sanser
vi en del af matematikken, nemlig mzengder, nar man betragter objekter i
virkeligheden.

Men hvor mange af matematikkens begreber mener naturalisterne og em-
piristerne at naturen er kilde til? I Kitchers redeggrelse opnar vi matematisk
viden om de strukturer som eksisterer i den fysiske verden, ved at manipulere
med fysiske objekter, hvorved vi far erkendelse om det ideelle matematiske
subjekts evner; dette subjekt eksisterer ikke, men er et billede pd et ‘su-
permenneske’ som ikke har vores tilfeldige begransninger. Det er dog kun
erkendelse af dele af matematikken vi opnar ved s&danne manipulationer
med fysiske objekter, resten er fremkommet ved en indviklet udviklingspro-
ces i matematikken, hvor ny matematik dels er fremkommet som svar pi
matematiske spgrgsmal, dels ud fra ikke-matematiske impulser, f.eks. fra na-
turvidenskaberne. ‘ '

Ifglge Mill er hele matematikken empirisk baseret, dvs. alle matematiske
satninger er generaliseringer af empiriske pastande. Hans teori er fra 1843 og
den ‘kendte’ matematik pd hans tid var meget mindre og meget anderledes
end vore dages matematik og han beskriver hovedsageligt aritmetik. Dette
gor det narliggende at stille spgrgsmalet om der er nogen idag som ville
forfaegte en sddan position hvor hele matematikken er direkte empirisk. Det
tror jeg ikke, dels p4d baggrund af Freges papegning af at det er sveert at
finde et fysisk faktum der svarer til tallet 777684, dels at der er store dele
af matematikken som det er meget svaert at forsvare er direkte empiriske. I
stedet kunne man mene at dele af matematikken er direkte empirisk, sisom
aritmetik, uden ngdvendigvis at ‘kgbe’ Kitchers naturalistiske redeggrelse,
hvor matematisk viden opstar pad baggrund af manipulationer med fysiske
objekter. Denne beskrivelse kunne suppleres med en redeggrelse for resten af
matematikken a la Kitcher og Mac Lane, siledes at man ville undgd begge
ovennzevnte indvendinger.

Maddy forfaegter i en vis forstand den mest klare form for opfattelse af
at naturen er kilde til matematiske begreber, fordi der ikke er noget ‘filter’
den matematiske erkendelse skal igennem, i form af manipulationer eller ge-
neraliseringer. Ifglge Maddy sanser vi direkte nogle elementzre matematiske
begreber, nemlig mangder, nir vi perceperer objekter i den fysiske virke-
lighed. Nar vi fgrst har veeret udsat for tilstrekkelig mange maengder, har
vi dannet langtidsvarende strukturer i vore hjerner og har pa denne made
skabt mzangde-detektorer. Dette ggr at vi opnar intuitive overbevisninger om
mangder, siledes at f.eks. Zermelo-Fraenkels aksiomer fremtrader intuitivt
indlysende. Naturen er pd denne méade kilde til de matematiske aksiomer
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hos Maddy. Hun redeggr for en mzngdel=re-realisme, og skriver ikke meget
om andre dele af matematikken end mangdelzren, men mener dog at vi-
den om andre elementzre matematiske begreber opnéas ps samme méade som
maengdelerens aksiomer. Det er sveert at forestille sig at hun forsvarer en
position hvor vi direkte sanser alle matematiske begreber pd samme made
som mangder, hvilket dels ville kraeve en detektor for hvert matematisk be-
greb i hjernen, dels at alle matematiske begreber bliver virkeliggjort i den
fysiske virkelighed. Det sidste krav er det, af de samme grunde som hos Mill,
temmeligt sveert at forestille sig. Jeg tror derfor at hendes redeggrelse, som
hos Mill, m& suppleres med en udviklingsteori for matematikken i stil med
Kitchers og Mac Lanes. Et siddant supplement tror jeg ikke ligger Maddy
fjernt fordi hun bruger en del krefter pa at argumentere for at matematiske
teorier kan retfaerdigggres som en del af vores bedste teori for verden, og ved
et sadant supplement kan man forklare de mere advancerede matematiske
teorier.

Opsummerende kan man sige at ifglge nogle positioner er naturen overho-
vedet ikke er kilde til de matematiske begreber, at andre mener at elementaere
dele af matematikkens begreber er opstdet udfra naturen, men at der vist

ikke er nogen i dag som mener at hele matematikken er opstiet pa denne
made.

4.2 Kommer matematikken med udsagn om den fy-
siske virkelighed?

I fglge Hempel kommer matematikken ikke med udsagn om verden, hvilket
han skriver klart i citatet pa side 32. Matematiske sztninger er blottet for
for alt faktuelt indhold og de overfgrer overhovedet ingen information om
noget empirisk emne. I Poincarés redeggrelse har de geometriske aksiomer
status af konventioner, s p4 samme méde som idealgas-loven ikke direkte
giver ny indsigt, giver de heller ikke ny indsigt.

Som jeg forstar formalisterne mener de at det er irrelevant om det for-
melle system er en formaliseret naturlig teori eller ej. Det er derfor sveert at
pasta at formalisterne havder at matematiske teorier kommer med udsagn
om den fysiske verden. Vi kan fortolke de matematiske teorier i forhold til et
eller andet virkelighedsomréide, men dette har pa sin vis intet med matema-
tikken at ggre. Hvad formalisterne i hvert fald haevder er at det kun er nogle
formelle teorier som er formaliseringer af ‘naturlige’ teorier, mens kriterierne
for hvilke ‘spilleregler’ som besluttes for andre formelle teorier ikke beskrives.
I formalisternes redeggrelse kan det siledes hgjst veere dele af matematik-
ken som udtaler sig om den fysiske virkelighed. Hvis man alligevel pastar at
formalisterne haevder at matematiske sztninger siger noget om den fysiske
virkelighed, opfatter formalisterne det for farste ikke som et vasentligt traek
ved de matematiske teorier, og for det andet er det kun dele af de formelle
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teorier som er formaliseringer af naturlige teorier.

Det er sveert at forestille sig hvordan platonisterne, som mener at mate-
matiske objekter eksisterer i en abstrakt verden uafhzengig af os, kan hzaevde
at matematikken udtaler sig om den fysiske virkelighed. Konstruktivisterne
vil haevde at matematiske szetninger udtaler sig om vores made at erfare
verden p3, og derfor om vilkarene for vores erkendelse.

Ifglge Kitcher er aritmetikken sand i kraft af verdens struktur, dvs. vi nir
frem til aritmetikkens aksiomer (Peanos aksiomer og aksiomer for addition)
pa baggrund af den fysiske virkelighed. Resten af aritmetikken udledes udfra
disse aksiomer, og den kommer derfor med pastande om verdens indretning.
Disse pastande er sande for ellers ville aritmetikken vaere falsificeret i tidens
lgb, fra de opstod hos babylonerne (eller hvornir det nu var) og til nu.
Noget tilsvarende ggr sig geeldende med euklidisk geometri, de reelle tal og
maengdelaeren, mens store dele af resten af matematikken er fremkommet pd
baggrund af en lang udvikling. Disse dele af matematikken behgver derfor
ikke at sige noget om verden, som f.eks. ikke-euklidiske geometrier, men ggr
det dog i nogle tilfeelde. Ifglge Mills version af matematisk empirisme udtaler
matematikken sig i hgj grad om den fysiske verden, aritmetikkens satninger
er f.eks. om alle de objekter vi kender via erfaringen. Som tidligere navnt er
det nok sveert i dag at finde fortalere for Mills totale empirisme hvad angar
hele matematikken. Jeg tror at det er lettere at forestille sig positioner som
hzvder at det kun er dele af matematikken som er empirisk baseret. Dvs.
begreberne indenfor disse dele af matematikken er opstiet pad baggrund af
den fysiske virkelighed og at de kommer med udsagn om denne virkelighed.
Resten af matematikken er udsprunget af disse empiriske dele, og noget
af den kommer med udsagn om verden. Altsd noget svarende til Kitchers
position.

Der er altsd positioner som havder at matematikken kommer med ud-
sagn om den fysiske virkelighed, dvs. vi kan udlede pastande om verden ud
fra de matematiske aksiomer. Disse aksiomer er leveringsdygtige i sidanne
korrekte udsagn, for hvis saetningerne var forkerte, ville man aldrig have ac-
cepteret aksiomerne. Der er ogsd positioner som forfaegter det synspunkt at
matematikken ikke siger noget om den fysiske verden, enten fordi matema-
tikken kun bestar af konventioner eller fordi den er tgmt for indhold og skal
fortolkes i forhold til et empriske omrade, fgr den kommer med udsagn.

4.3 Hvorfor er matematik et effektivt redskab?

De positioner som ikke er empiriske eller naturalistiske, er ikke meget for
at forklare om naturen er kilde til matematikken. Platonismen, formalismen
og konstruktivismen er svezere at fortolke som positioner der advokerer for
at naturen er kilde til matematiske begreber. Desveerre er de endnu mindre
interesserede i at forklare hvordan det kan veere at matematikken er s& suc-
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cesfuld som redskab i beskrivelsen af den fysiske verden, nir matematikkens
objekter intet har at ggre med objekterne i denne fysiske verden. I de vari-
anter af formalismen som mener at de formaliserede matematiske teorier er
formaliseringer af naturlige teorier, er det ikke s& underligt at matematikken
er et effektivt vaerktgj i naturvidenskaberne, for s har den sit udspring i
en eller anden ydre virkelighed. Problemet er at nutidens formalister mener
at det er-irrelevant hvad de formaliserede teorier er formaliseringer af. Kon-
struktivisterne mener at studiet af matematiske entiteter giver os erkendelse
af erfaringsstrukturen i vores bevidsthed. De matematiske entiteter er si-
ledes en del af vores erfaringsstruktur, hvorfor det ikke er s& mazerkeligt at
dette studie giver erfaringer om den fysiske verden, vores erfaringer er s3 at
sige skrevet i matematik. Matematikkens effektivitet kommer til at fremstd
som lidt af et mysterium, hvad angar platonismen, fordi den ikke forklarer
hvordan det kan vzere at studiet af en abstrakt verden giver indsigt i den
fysiske verden.

4.4 Hvorfor er matematiske raeesonnementer effek-
tive?

Ligegyldigt hvad sammenhangen er mellem de matematiske og de fysiske
objekter, er der et behov for en forklaring af hvorfor matematiske resonne-
menter er effektive indenfor ikke-matematiske omrader, som fysikken.

Ifglge Hempel har matematikken ingen forudsigelseskraft, men traekker
logiske konsekvenser ud af preemisserne. Men hvordan kan det veere at logiske
udledninger er sandhedsbevarende i forhold til virkeligheden? Jeg tror at der
er to mulige svar Hempel kan give. Enten en ontologisk tese om verden: sam-
menhzngen mellem objekterne i den virkelige verden adlyder logikkens love
(som logicist ma Hempel mene at de grundlzeggende slutninger alene bestar
af logik), dvs. virkeligheden er skrevet i matematik. Den anden mulighed er
at logikkens love pa en eller anden made er afledt af virkeligheden. Jeg tror
at begge dele er lige uacceptable for Hempel, den fgrste mulighed fordi han
som logisk positivist afviser metafysik som meningslgs, og den anden fordi
han mener at logik er analytiske sandheder, dvs. de eksisterer uafhangigt af
erfaringen.

Ifglge Davis og Hersh (1981) finder formalisterne det ikke szerlig relevant
at svare p3 spgrgsmal om matematikkens anvendbarhed. Men hvad kan de
svare p4 problemet om matematiske razesonnementers effektivitet? Hilbert
mener at de formaliserede teorier er formaliseringer af uformelle naturlige
teorier. Hilbert formaliserede f.eks. Euklids geometri, som 1i sig selv var en
rigorisering af tidligere teorier for rummet. Hilbert kan papege at matema-
tiske raesonnementer ’arver’ overfgrslen af sandhed fra de naturlige teorier
som de formaliserer. Maddy er inde p4 dette i beskrivelsen af den beslaegtede
position *hvis - s&’-ismen (if-thenism), hvis svar pa spgrgsmalet om anvend-
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barhed ofte er at en matematisk hvis-si pastand opfattes som en idealisering
af en fysisk pastand. Pastanden ‘hvis vi har et objekt og et objekt, s har
vi to objekter’, er en idealisering af ‘et a&ble og et =ble er lig med to zebler’.
Nar videnskabsmanden drager en fysisk slutning, foretager han s3 at sige
en slutning den anden vej, altsd en om-idealiseringen af den matematiske
pastand. Hvis dette skal vaere et svar, skal de basale fysiske pastande vare
fuldsteendig matematik-fri, for hvis de indeholder matematik skal vi jo stadig
redeggre for denne matematiks forhold til virkeligheden. Desvaerre virker det
som om mange af pastandene i fysik ikke kan formuleres uden matematik,
som f.eks. Newtons gravitationslov. Desuden gér teorien i virkeligheden hen
og bliver empirisk baseret, nar den er en idealisering af empiriske sztninger,
hvorved man ender i empirisme eller naturalisme.

Konstruktivisterne hzevder at matematiske sztninger er sande i kraft af
den struktur som vores psykologiske indretning palaegger al erfaring. Kon-
struktivisterne har derfor ikke et problem med at forklare matematiske rae-
sonnementers effektivitet i naturvidenskaberne, fordi disse netop angar erfa-
ringer og matematikken angiver betingelser for at vi kan opn4 erfaring.

Go6del, Thom og Penrose forklarer ikke (i hvertfald ikke i de artikler
jeg har last) hvordan det kan vare at studiet af abstrakte matematiske
objekter kan brugesi beskrivelsen af virkeligheden, eller hvorfor matematiske
raesonnementer er effektive. Penrose konstaterer bare i citatet pa side 27, at

~ det mé veere sddan. G&del &bner dog to muligheder for at platonisterne

kan forklare succesen af matematiske raesonnementer. Den fgrste mulighed
er at papege at i det abstrakte rige hvor matematiske objekter eksisterer,
er forholdet mellem objekterne analogt til forholdet mellem objekter i den
fysiske verden, sddan at raesonnementer om de abstrakte objekters relationer
er de samme som de razsonnementer som udfgres om de fysiske objekter. De
to “riger” skal strukturelt set have felles traek. Men det virker mirakulgst at
der skulle veere en sidan sammenhang. Den anden mulighed er at papege
at matematikken indgdr i det Maddy kalder vores bedste teori for verden
og argumentere med at nar fysiske teorier testes, bliver matematikken og
logikken ogsa testet. Filosoffen W.V.O. Quine (f. 1908) er inde pa dette:

...some...remote confrontation with experience may be
claimed even for ‘pure and elementary logic ... For a self-
contained theory which we can check with experience includes,
in point of fact, not only its various theoretical hypotheses of so-
called natural science but also portions of logic and mathematics
as it makes use of. (Quine (1954), s. 367)

Dette argument giver matematiske teorier eller rettere sagt de dele af mate-
matikken som anvendes i naturvidenskaberne, et falsifikationistisk trak, hvor
falsifikationen sker i forhold til den fysiske virkelighed. Naturen fungerer sile-
des som dommer for dele af matematikken, et traek som man jo nok mi kalde
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naturvidenskabeligt. De matematiske teorier som forkastes efter konfronta-
tion med den fysiske virkelighed, kan have veeret fejlagtige fra vores side i
forhold til den objektivt eksisterende matematiske virkelighed. S& konfronta-
tionssynspunktet er ikke ngdvendigvis i uoverensstemmelse med en realisme.
Hvis man opretholder en realisme hvor objekterne eksisterer abstrakt (altsi
platonisme) og samtidig bruger konfrontationsargumentet, er man tilbage i
at forklare sammenhzngen mellem de abstrakte og fysiske objekter. Nu skal
man oven i kgbet forklare hvordan det kan vare at konfrontation med den
fysiske verden kan ggre at vi forkaster nogle af vores teorier om en abstrakt
verden, si det er ikke en brugbar udvej for platonismen.

I de empiriske og naturalistiske positioner (som Mill, Kitcher, Mac Lane,
Piaget og Maddy tilhgrer) har dele af eller hele den matematiske viden sit
udspring i den virkelige verden, enten som direkte observationer eller indi-
rekte gennem manipulationer. De positioner som haevder at det kun er dele
af matematikken hvor naturen er kilde til matematisk viden, mener at resten
af matematikken er dannet udfra denne elementzre matematik. Spgrgsma-
let er s& om restens effektivitet er garanteret udfra den proto-matematiske
videns udspring? Mac Lane mener at dette er tilfzeldet, og n=vner at lang
tids erfaring med former og konstruktioner af bygninger fgrte til empiriske
observationer om formers egenskaber. Dette dannede grundlag for euklidisk
geometri, som angar trekanter og rette linier. Riemannsk geometri og den
relaterede tensoranalyse opstod fordi det viste sig at ikke alle former er rette
i den virkelige verden, men at nogle er kurvede. At Riemannsk geometri og
tensoranalyse kan bruges i en teori for verden, den generelle relativitetsteori,
er derfor ikke noget mirakel, men skyldes deres udspring i den fysiske verden.

Dette er maske til at forstd hvis bidde matematik og fysik har deres ud-
spring i den fysiske verden og udfra stort set samme erfaringsgrundlag, men
hvad med teorier hvor dette ikke ggr sig geldende, f.eks. komplekse tal og
kvantemekanik? Komplekse tal kan ses som opstéaet efter en indre udvik-
ling i matematikken hvor Cardano introducerede dem i et forség pa at lgse
tredie-gradsligninger i det 16’ende arhundreded. Ifglge Wigner (1960) er de
komplekse tal ngdvendige i formuleringen af kvantemekanikken i fysik (f.eks.
er Schrédingerligningen en kompleks differentialligning). Men kvantemekanik
er s3 forskellig fra klassisk fysik, for ikke at sige almindelige dagligdags erfa-
ringer, at det kraever en selvstendig argumentation at redeggre for hvordan
rasonnementer som opstod mere eller mindre pa baggrund af hverdagserfa-
ringer, kan bruges pa et omrade som er sa berygtet for sin kontraintuitivitet.

Kitcher kommer med noget som maske kan bruges som svar. Han skriver:

The great utility of mathematics will be explained by refer-

3 Johnny Ottesen har papeget at Caspar Wessel fremkom med en teori for de komplekse
tal i forbindelse med en praktisk anvendelse (landmaling) uden at kende til Cardanos
arbejde. Men dette rokke dog ikke ved at Cardanos arbejde fremkom pa baggrund af en
indre matematisk udvikling.
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ence to its delineation of a structure exemplified by all physical
objects. (Kitcher (1983), s. 107)

Mac Lane er inde pd det samme, idet han argumenterer med en onto-
logisk tese om verden, nemlig at den udviser visse regulere mgnstre som
gentager sig og som matematikken afd=kker, altsd en eller form for at natu-
ren er skrevet i matematikkens sprog. Aritmetikken blev skabt pa baggrund
af praktiske aktiviteter, sisom tzlning, og aritmetikken skabte grundlaget
for de komplekse tal. Men det er jo en ret bastant hypotese om verdens ind-
retning at de mgnstre som praktiske aktiviteter afdaekker, er de samme som
de mgnstre som atomfysikken afdekker. En anden mulighed er at matema-
tik s3 at sige er en anskuelsesform, og det derfor kun er muligt at erfare
naturen gennem matematikken, en hypotese der jo ogsa rimelig bastant. En
tredie mulighed som naturalisterne og empiristerne kan bruge til at forklare
effektiviteten af matematiske reesonnementer, er Quines idé p4 side 51 om
at matematikken og logikken testes sammen med naturvidenskaberne.

Grunden til at jeg ikke diskuterer Penelope Maddys position hvad angér
effektiviteten af matematiske rzesonnementer, er at hun ikke i serlig hgj grad
redeggr for andre dele af matematikken end maengdelzren. Dog skriver hun
lidt om vores indlering af elementzere sandheder indenfor analyse og geome-
tri. Hvad angar mere advancerede matematiske emner bergrer hun dem ikke,
sa det er ngdvendigt at supplere hendes redeggrelse for de elementzre dele
af matematikken. Dette kunne ggres ved at tilfgje en redeggrelse ligesom Ki-
tchers eller Mac Lanes, hvor de mere advancerede matematiske emner opstar
udfra de elementzere matematiske sandheder, efter en kompliceret udvikling
indenfor matematikken. Men disse positioner er jo diskuteret ovenfor.

Besvarelsen af spgrgsmélet om matematiske raesonnementers effektivitet
volder saledes nogen problemer for de forskellige positioner. Enten i form
af nogle kraftige ontologiske hypoteser om verdens indretning eller nogle
forklaringer som ikke helt er i overensstemmelse med positionernes gvrige
holdninger.

4.5 Matematiske sztningers sandhedsveaerdi

Formalisme, konceptualisme, konstruktivisme og platonisme forfzegter alle en
matematisk a priorisme, dvs. mener at vi kan have viden om matematiske
sandheder forud for og uafhangigt af erfaringen, men de har meget diver-
gerende meninger om hvad det er som ggr matematiske sztninger sande.
Ifglge Currys formalisme giver det kun mening at tale om at matematiske
satninger er sande, hvis det er specificeret i forhold til hvilket formelle sy-
stem, hvorved matematisk sandhed bliver relativ i forhold til valg af formelt
system. Den fundamentale klgft mellem de tre andre positioner er mellem
konceptualisterne, som mener at matematiske pastande er sande i kraft af
vore begreber, p den ene side, og p4 den anden, konstruktivisterne og reali-
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sterne som fastholder at disse pastande er sande pga. matematiske fakta. De
forste redeggr for at matematisk viden er a priori ved at pastd at denne viden
stammer fra vores forstielse af matematiske pastande. De to andre positio-
ner forsgger at beskrive en eller anden form for a priori made at f4 adgang til
matematisk virkelighed. Det ggr de p3 to mader: konstruktivisterne pastar
at matematisk virkelighed er en konstruktion i den menneskelige bevidsthed,
mens realisterne mener den er-uafhengigt af vores mentale erkendelse af den.

Hvad angér a posteriori positionerne er der en mere eller ‘mindre fin
skelnen mellem Mills empirisme ifglge hvilken matematiske stninger er in-
duktive sandheder pd den ene side, mens de andre (dvs. Kitcher, Maddy
og Piaget) mener at matematiske pastande er naturalistiske sandheder, dvs.
hvor vi opnér viden om verden, ikke som direkte empiriske sandheder, men
som generalisering udfra vores operationer med fysiske objekter i verden.
Mac Lane er ikke helt klar pa dette punkt, men jeg tror han haelder til Mills
position. Det er klart at i alle disse positioner er sandheden af i hvert fald
dele af matematikken empirisk baseret.

4.6 En kritik af empirisiske og naturalistiske mate-
matikfilosofier

Empirismen har vaeret udsat for kraftig kritik igennem tiden, f.eks. er Hempel
fremkommet med en kritik af Mill, som kan generaliseres til ogsé at gzelde for
de naturalistiske postioner: Hvis sztningen 3 4+ 2 = 5 rent faktisk er baseret
pa empiri, skal det vzere muligt at angive hvilke observationer der ville ggre
at vi indrgmmede at sztningen er forkert. Men hvis der optradte en sidan
situation hvor der var uoverensstemmelse mellem teorien og observationer,
ville vi bortforklare observationer, ikke afvise teorien. Lehman (1979) beskri-
ver fglgende mulige bortforklaringer: Vi ville sige at nogle af objekterne var
vokset sammen, at nogen havde fjernet et af objekter mens vi talte eller at
vi simpelthen havde talt forkert. Dette argument gir ikke kun p& Mills po-
sition, men pé positioner generelt som hzvder at matematikken er empirisk
baseret. Men Lehmann mener at kritikken rammer ved siden af, fordi det
kan testes om bortforklaringerne er korrekte, vi kan tjekke om objekterne er
vokset sammen, vi kan tzlle en gang til eller undersgge om nogen har fjernet
et objekt under optzelningen. Desuden er situationen analog til nogle af fy-
sikkens love, f.eks. energibevarelse, hvor man hellere vil opfinde nye partikler
end forkaste teorien. Sammenholdt med Mills pastand om at matematikken
i hgjere grad end naturvidenskaberne er testet, er det ikke sveert at forsvare
at vi ikke forkaster den ved uoverensstemmelser med den fysiske virkelighed,
men forsgger at bortforklare empirien.




Kapitel 5

Indre aspekter i
matematikkens udvikling

Den traditionelle opfattelse af matematikkens udvikling er at den er for-
skellige fra naturvidenskabernes, bl.a. hvad angér de indre aspekter. Dette
kapitel indeholder beskrivelser af nogle af de indvendinger der er kommet
mod denne opfattelse. Dette er ikke en kortlaegning af de vigtigste positio-
ner, men en beskrivelse af nogle af diskussionens fronter.

5.1 Bidrager observationer til matematikkens ud-
vikling?

I indledningen (side 13) blev Kitcher citeret for at det virker som om der
er en forskel mellem matematikkens og naturvidenskaberns vakst, idet ma-
tematikken ikke udvikler sig som svar pa nye observationer som i naturvi-
denskaberne. Kitcher papeger at det er en oversimplifikation at past3 at alle
relevante observationer er samlet i starten af en matematisk undersggelse og
at matematiske teorier udvikler sig alene som udfra disse observationer og at
alle efterfglgende problemer og modifikationer kun opstar p& baggrund af teo-
rien. Kitcher mener at nye observationer rent faktisk skaber nye matematiske
problemer som sgges lgst. Han skriver at borgerne i Kénigsbergs forsgg pa
krydse byens syv broer uden at ga i deres fodspor, farte til at Euler opstillede
et matematisk problem som han lgste og som senere blev inkorpereret i en ny
gren af matematikken, nemlig topologien. Tilsvarende kan kortfarvning, ka-
tastrofeteori og Pascals undersggelser inden for sandsynlighedsregning, alle
opfattes som matematiske svar pa observationer i hverdagen. Han skriver til
sidst:

Moreover, as with the natural sciences, the “new” observation
is often concerned with some familiar phenomenon whose sig-
nificance has not hitherto been appreciated. (Kitcher (1983), s.
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154)

Udover denne direkte problemskabende effekt som observationer har, spil-
ler de ogsé en indirekte rolle nir matematik bliver anvendt i naturviden-
skaberne, hvor problemer ved de matematiske begreber og principper forst
bliver opdaget nir matematikken bliver anvendes. I det 18’ende og 19’ende
arhundredes studie af funktioner, variationsproblemer og differentiallignin-
ger, gik modifikation af den fysiske teori og de matematiske forudsatninger
hand i hand.

5.2 Den matematiske metode

Hempel beskriver matematikkens struktur pa folgende made:

For the rigourous development of a mathematical theory pro-
ceeds not simply from a set of definitions but rather from a set
of non-definitional propositions which are not proved within the
theory; these are the postulates or axioms of the theory. They
are formulated in terms of certain basic or primitive concepts
for which no definitions are provided within the theory... Once
the primitive terms and the postulates have been laid down, the
entire theory is completely determined; it is derivable from its
postulational basis in the following sense: Every term of the the-
ory is logically deducible from the postulates. (Hempel, 1945, s.
380-1)

Crowe skriver i Afterword (1992) at de fleste nutidige videnskabsfilosoffer
mener at den hypotetisk-deduktive metode benyttes i naturvidenskaberne.

Ifglge den hypotetisk-deduktive opfattelse bestar videnskabelige teorier
af en mengde pistande som er hierakisk forbundet vha. deduktive slutnin-
ger. I ‘toppen’ af de videnskabelige teori er de mest generelle udsagn, mens
sztninger som testes befinder sig i ‘bunden’. Udfaldet af disse afprgvninger
har konsekvenser for pastande hgjere opppe i hierakiet, idet nogle positioner
vil mene at positive tests er med til at verificere de gvrige pastande, mens
andre mener at negative udfald falsificerer dem. Den hypotetisk-deduktive
metode gar sdledes kort fortalt ud p& at videnskabsmanden opstiller hypo-
teser, hvorefter der vha. logik deduceres forudsigelser, som dernzst testes.

Hvis Hempel beskrivelse af matematisk metodologi er korrekt, mener jeg
at man m& konkludere at der er forskel p4 denne metodologi og naturviden-
skabernes, s& dette punkt er en undersggelse veerd.

5.2.1 Euklidiske og kvasi-empiriske teorier

Filosoffen Imre Lakatos (1922-1974) argumenterer i artiklen A renaissance of
empiricism in the recent philosophy of mathematics? fra 1978 for at der ikke
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er kvalitativ forskel pd den metode som benyttes i matematik og den eller
de som benyttes i naturvidenskaberne. Han indfgrer en helt generel skelnen
mellem euklidiske og kvasi-empiriske teorier (som ikke direkte har noget at
gore med geometri). En euklidisk teori er modelleret over den traditionelle
opfattelse af euklidisk geometri. Lakatos skriver at en euklidisk teori er et
deduktivt system med en ubetvivlelig ‘sandheds-indsprgjtning’i toppen (som
bestar af en endelig samling af aksiomer) sdédan at sandhed ‘flyder’ fra toppen
ned gennem de sandheds-bevarende kanaler af gyldig udledninger til bunden,
og dermed ‘oversvgmmer’ hele systemet.

Videnskabelige teorier er derimod kvasi-empiriske, dvs. organiseret i de-
duktive systemer hvor den afggrende sandheds-indsprgjtning sker i bun-
den, men hvor sandhed ikke flyder opad. Sidanne teorier er karakterise-
ret ved at det vigtige logiske flow ikke er transmission af sandhed, men
opad-transmission af falsifitet til maengden af aksiomer i toppen. Dette be-
tyder at hvis afprgvninger af pastandene i bunden falder negativt ud, er
pastandene i toppen falske. En veesentlig forskel mellem euklidiske og kvasi-
empiriske teorier er siledes at euklidiske teorier kan pastis at vare sande
(forudsat at aksiomerne er det), mens kvasi-empiriske teorier i bedste fald er
vel-bestyrkede, men altid er gisninger. I euklidiske teorier beviser de sande
basale pastande (szdvanligvis kaldet aksiomer) i toppen af det deduktive
system resten af systemet; i kvasi-empiriske teorier er de (sande) basale pé-
stande i bunden forklaret af resten af systemet. En kvasi-empirisk teori er
séledes en hypotetisk-deduktiv teori, hvor pastandene i bunden kan falsifi-
cere pastandene i toppen, mens en euklidisk teori er en aksiomatisk teori,
hvor pastandene i bunden udledes fra dem i toppen.

Den made sandhedsvaerdien ‘flyder’ gennem systemet er uafhzngig af de
konventioner som regulerer ‘indsprgjtningen af sandhedsvaerdi’ i de basale
pastande. Dette betyder at en kvasi-empirisk teori ikke behgver at vaere en
empirisk teori i sadvanlig forstand, hvor de basale sztninger er rum- og
tidslig singulzere basale pastande (som ‘afleesningen af voltmetret var 3,2V"),
hvis sandshedsvzerdi er afgjort af den eksperimentelle videnskabsmand.

Hvad angér udviklingen af euklidiske teorier skriver Lakatos:

The development of Euclidean theory consists of three stages:
first the naive prescientific stage of trial and error which con-
stitues the prehistory of the subject; this is followed by the foun-
dational period which reorganizes the discipline, trims the ob-
scure borders, establishes the deductive struture of the safe ker-
nel; all that is then left is the solution of problems inside the
system, mainly constructing proofs or disproofs of interesting
conjectures. (Lakatos (1978), s. 34)

Udviklingen af kvasi-empiriske teorier er helt anderledes:

It starts with problems followed by daring solutions, then by
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severe tests, refutations. The vehicle of progress is bold specula-

* tion, criticism, controversy between rival theories, problemshifts.
Attention is always focussed on the obscure boders. The slogans
are growth and permanent revolution, not foundations and accu-
mulation of eternal truths. (Lakatos (1978), s. 35)

5.2.2° Matematik er kvasi-empirisk

Hglge Lakatos er matematikken ikke pa det endelige stadium for en eukli-
disk teori, s& det var en del af grundlagsstudiernes opgave at omorganiserer
matematikken til en faerdig euklidisk teori. Men disse studier fgrte uventet
til konklusionen at dette maske er umuligt og at i hvertfald de indholdsrige-
ste matematiske teorier, lige som videnskabelige teorier, er kvasi-empiriske.
De to stgrste forsgg pd at omorganisere matematikken til en euklidisk teori,
nemlig logicismen og formalismen, mislykkedes hvad angar dette projekt.
Lakatos’ argumenter for denne mangel pa succes er lidt tekniske og er kun
rettet mod disse to positioner og ikke generelt mod euklidiske teorier in-
denfor matematikken. Michael Crowe er i artiklen Ten Misconceptions about
Mathematics and Its History(1988) inde pa noget af det samme, men ngjes
med at papege at den hypotetisk-deduktive metode rent faktisk anvendes
nogle steder i matematikken. Han tager ikke stilling til om afprgvningerne
medfgrer falsifikationer eller verifikationer. Han skriver:

... Whereas the pretense is that mathematical axioms justify
the conclusions drawn from them, the reality is that to a large
extent mathematicians have accepted axiom systems on the basis
of the ability of those axioms to bring order and intelligibility to
a field and/or to generate interesting and fruitful conclusions.
(Crowe (1988), 5.271-2)

Crowe nzvner at det som for Leibniz og Newton legitimerede deres udgaver
af matematisk analyse var at de ved hjzlp af disse metoder opndede resul-
tater som blev opfattet som korrekte og meningsfulde. Crowe pastar ikke at
det kun er nytte-kriterier som bestemmer om matematiske systemer accep-
teres, men mener at resultaternes karakteristika, f.eks. deres forstaelighed,
har spillet en stor rolle.

To put it differently, calculus, complex numbers, non-
Euclidean geometries, etc., were in a sense hypotheses that math-
ematicans subjected to test in ways comparable in logical form
to those used by physicists. (Crowe (1988), s. 273)

Crowe citerer Putnam og Kitcher for lignende synspunkter, bl.a. skriver Ki-
tcher at ofte er vores viden om matematiske seetninger mere sikre end vores
viden om aksiomerne. Nogle gange er det ligefrem sidan at vores viden om
aksiomerne opnas ved ikke-deduktive slutninger ud fra de satninger de skal
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systematisere. Jeg tror at Kitchers pastand skal forstas sddan at situationen
i matematik til tider er analog til en aksiomatiseret kvantemekanik. Her er
det satningerne om kvantemekanikken man forstir, og de giver derfor en
forstielse af de aksiomer som satningerne kan udledes fra.

5.2.3 ‘Potentielle falsifikatorer’ 1 matematik

Ufuldstzendig argumentation eller ej, mener Lakatos nu at have godtgjort
at matematik er kvasi-empirisk. Men hvis bade matematikken og naturvi-
denskaberne er kvasi-empiriske, mi den afggrende forskel mellem dem veere
naturen af de basale pastande eller ‘potentielle falsifikatorer’ i Lakatos ter-
minologi. Ingen, mener Lakatos, vil haevde at matematik er empirisk i den
forstand at de potentielle falsifikatorer er singulere rum-tidslige pastande,
dvs. harde fakta. Men hvad spiller si rollen som potentielle falsifikatorer i
matematik? Der er i hvert fald logiske potentielle falsifikatorer, hvis man ek-
sempelvis kan vise at teorien indeholder pastande af formen pA—p, er teorien
inkonsistent. Naiv mangdelare blev f.eks. afvist pad baggrund af problemer
som Russells paradoks, der optradte som en logisk falsifikator. Er der andre
falsifikatorer end logiske? Lakatos skriver:

If we accept the view that a formal axiomatic theory implicitly
defines its subject-matter, then there would be no mathematical
falsifiers except the logical ones. But if we insist that a formal
theory should be the formalization of some informal theory, then
a formal theory may be said to be 'refuted’ if one of its theorems
is negated by the corresponding theorem of the informal theory.
One could call such an informal theorem a heuristic falsifier of
the formal theory. (Lakatos (1978), s. 36)

Det er dog ikke alle omrader af matematikken som kan afvises p4 baggrund af
uoverensstemmelse med den uformelle teori. I gruppeteori, skriver Lakatos,
er den oprindelige uformelle teori i si hgj grad erstattet af den aksiomati-
ske teori, at sddanne heurisiske gendrivelser ikke synes mulige. Situationen
er en anden hvad angir mangdelaren, for mangdelaeren spiller rollen som
den dominerende, forenende teori for matematik, i hvilken alle matematiske
fakta (d.v.s. ogsd uformelle sztninger) skal forklares. Dette betyder at der
er to méder maengdelaeren i givet fald kan kritiseres p4. For det fgrste kan
konsistensen af mangdelzrens aksiomer testes og for det andet kan dens
definitioner testes for deres ‘korrekthed’ i oversattelsen af matematiske di-
scipliner, sdsom aritmetik. Lakatos forklarer den sidste type ved at komme
med fglgende eksempel. Christian Goldbach (1690-1764) fremkom med en
formodning om at ethvert lige tal kan skrives som summen af to primtal,
en hypotese som endnu ikke er bevist eller modbevist. Antag at en maskine
kommer med et formelt bevis i en formel mangdelzre for at der eksisterer et
ikke-Goldbachsk lige tal. Et formelt bevis som vi accepterer som korrekt. P&
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samme tid beviser en tal-teoretiker uformelt at alle lige tal er Goldbachske.
Hvis dette result kan formaliseres indenfor vores formelle m®ngdel=resy-
stem, vil maengdelzren vare inkonsistent. Men hvis tal-teoretikerens bevis
ikke kan formaliseres, vil vores formelle mangdelare ikke vaere inkonsistent,
men kun vzere en falsk teori for aritmetik. Lakatos pointe er at dette vil
falsificere maengdelaeren:

Then we may call the informally proved Goldbach theorem a
heuristic falsifier, or more specifically, an arithmetical falsifier of
our formal set theory. The formal theory is false in respect of the
informal ezplanandum that it had set out to explain; we have to
replace it by a better one. (Lakatos (1978), s. 40)

Lakatos ma antage at vi hellere vil afvise mzngdeleeren, end representatio-
nen af aritmetikken i den.

En heuristisk falsifikator falsificerer ikke hypotesen, den foreslog kun en
falsifikation og foreslag kan ignoreres. Det er kun en hypotese-rival. Crowe
tager dette punkt op ved at papege at den sdkaldte Duhem-Quine tese inden-
for naturvidenskabsteori, ogsa gzlder indenfor matematik. Denne tese gar ud
pa at videnskabelige teorier skal opfattes som et netvaerk af pastande. Det er
ikke enkelte pastande eller hypoteser som afprgves, men kun stgrre dele af
eller hele netvaerket. Fordi teorier kun kan testes i klynger, kan videnskabs-
manden klare uoverensstemmelser med eksperimenter ved at modificere dele
af teorien i stedet for at forkaste den helt. Crowe mener at noget tilsvarende
gor sig geeldende indenfor matematik:

I suggest that in history of mathematics one frequently en-
counters cases in which a mathematical claim, faced with an ap-
parent. . . falsification, has been rescued by modifying some other
aspect of the system. In other words, mathematical assertions are
usually not tested in isolation but in conjunction with other ele-
ments in the system. (Crowe (1978), s. 273)

Som eksempel neevner Crowe de komplekse tal som i drhundreder var om-
givet af modsigelser: nogle mente at de blev modsagt fordi de ikke opfylder
regler om at tal skal vare stgrre end, mindre end eller lig med nul og at
kvadratet pa et tal skal veere ikke-negativt; andre fremfarte at en geometrisk
reprasentation af dem er umulig. De komplekse tal overlevede disse angreb,
mens de traditionelle regneregler for tal ikke gjorde det. Lakatos position er
en skepticistisk position, idet vi aldrig kan opn& fuldsteendig sikker viden,
men alene hypoteser som hidtil ikke er tilbagevist.

Selvom heuristiske falsifikatorer ikke falsificerer teorier, men kun foreslar
falsifikationer, mener Lakatos ikke at dette adskiller matematik og fysik s&
skarpt som man kunne tro. Ifglge Popper, som Lakatos er tilhanger af, er
de basale pastande i fysik kun hypoteser. Bdde i matematikken og naturvi-
denskaberne er heuristiske gendrivelsers vigtigste funktion at dreje forskning
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mod vigtigere problemer og at stimulere udviklingen af teorier med mere
indhold. Man kan vise at de fleste klassiske gendrivelser i naturvidenskaber-
nes og matematikkens historie er heuristiske falsifikationer. Slaget mellem
rivaliserende matematiske teorier bliver oftest afgjort af deres relative for-
klarelsesevner.

Historien om kvasi-empiriske teorier er historien om “vovelige spekula-
tioner og dramatiske afvisninger”, men sédanne gendrivelser er ikke hver-
dagskost, hverken i naturvidenskaberne eller indenfor matematikken. Der er
lange stagnationsperioder, hvor en enkelt teori dominerer scenen uden rivaler
eller accepterede afvisninger. Sidanne stagnationsperioder far mange til at
glemme at det er muligt at kritisere basale antagelser.

Lakatos vender sig nu mod spgrgsmélet om pa hvilket grundlag sands-
hedsveerdier sprgjtes ind i de potentielle falsifikatorer. Dette spgrgsmal kan
tildels reduceres til et spgrgsmal om de potentielle falsifikatorer for ufor-
melle teorier. Er disse falsifikatorer i virkeligheden empiriske teorier, saledes
at matematiske teorier viser sig at veere indirekte empiriske? Eller er det
mentale konstruktioner som er den eneste kilde til sandshedsindsprgjtningen
i de basale matematiske pastande? Eller platonistisk intuition eller konven-
tion? Lakatos svarer kun at svaret naeppe vil veere monolitisk og at historiske
studier sandsynligvis vil fare til et sofistikeret og sammensat svar. Lakatos
tager altsd ikke stilling til hvor matematikkens genstandsomrade befinder
sig, men beskriver alene matematikkens metodologi.

Davis og Hersh (1981) opsummerer Lakatos’ arbejde pa fglgende made:

Lakatos holds that informal mathematics is a science in the
sense of Popper, that it grows by a process of successive critism
and refinement of theories and the advancement of new and com-
peting theories (not by the deductive pattern of formalized math-
ematics). (Davis & Hersh (1983) s. 349)

De konkluderer at Lakatos viser at en poppersk filosofi for matematik er
mulig.

5.3 Er matematisk viden sikker?

Lakatos betvivler siledes kraftigt at matematisk viden ikke er underkastet
ndringer. Hempel giver udtryk for det stik modsatte synspunkt i artiklen
Geometry and Empirical Science fra 1945:

The most distinctive characteristic which differentiates math-
ematics from the various branches of empirical science... is no
doubt the peculiar certainty and necessity of its results... a
mathematical theorem, once proved, is established once and for
all. (Hempel, i Crowe (1988), s.261-2).
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Crowe skriver at Hempel hermed tilslutter sig et synspunkt-som dusiner
af forfattere har udtalt i drhundreder, forfattere som tit citerer fra Euklid.
Hempel nzaevner at der i nogle af Euklids beviser mangler postulater. Dvs. det
nok mest bergmte eksempel pd matematisk sikkerhed indeholder eksempler
pa forkerte argumenter. Hvad kan Hempel svare pa en sddan indvending?
Crowe svarer for ham:

Hempel’s claim may be construed as containing the implicit
assertion that a mathematical system embodies certainty only
after defects have been removed from it. What is problematic is
whether we can be certain that this is done. Surely the fact that
the inadequacy of some of Euclid’s arguments escaped detection
for over two millenia suggests that certainty is more elusive than
usually assumed. (Crowe (1988), s. 262)

Forskellige eksempler kan naevnes pd situationer hvor man har vaeret meget
sikre p4 at den matematiske viden var sikker. Cauchy mente at graensefunk-
tionen af konvergente fglger af kontinuerte funktioner er kontinuert, hvilket
blev afvist af Weierstrass. Crowe referer andre forfattere som har taget stil-
ling til spgrgsmalet om matematikkens sikkerhed. Kline har f.eks. i en bog
med den sigende titel Mathematics: The Loss of Certainty(1980) beskrevet
hvordan Ampére (1775-1836), Lacroix (1765-1843) og Bertrand (1822-1900)
alle gav beviser for at enhver funktion er differentiabel i ethvert punkt hvor
den er kontinuert, hvilket selvfglgelig blev afvist med Weierstrass’ patolo-
giske eksempel pa en funktion som er kontinuert i alle punkter, men ikke
differentiabel noget sted. Der er altsid eksempler pa at gisninger og begre-
ber, principper og beviser er blevet gendrevet. P4 den anden side skriver
René Thom at en vigtig fejl aldrig er sluppet ind i en konklusion, uden at
blive opdaget stort set umiddelbart efter. Matematikkens ufejlbarlighed kan
selvfglgelig reddes ved at pipege at det er matematikerne som har foretaget
fejlene.

Kleiner og Movshovitz-Hadar (1997) skriver i artiklen Proof: A Many-
Splendored Thing om den sakaldte Enorme Sztning om klassifikation af en-
delige simple grupper. Beviset for denne saztning er omkring 15000 sider
langt, er fordelt over 500 artikler, nzsten alle sammen publiceret mellem de
sene 1940’ere og de tidlige 1980’ere ved en fzlles indsats af over 100 matema-
tikere fra 6 lande. Der er andre eksempler pa lange beviser, f.eks. fire-farve
problemet og Fermat’s sidste satning og nogle mener at lange beviser bliver
reglen snarere end undtagelsen i fremtiden. Talteoretikeren Jean-Pierre Serre
har udtalt om siddanne lange beviser:

What shall one do with such theorems if one has to use them?
Accept them on faith? Probably. But this is not a very comfort-
able situation. (Kleiner og Movshovitz-Hadar (1997), s. 22)
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Hvis dette faktum, at sddanne lange beviser eksisterer og bruges, kom-
bineres med at en matematiker af Cauchys format kan beg3 fejl af en sddan
karakter som ikke at antage ligelig konvergens, er det et stzerkt argument
for at der i realiteten er usikkerhed om matematikkens sikkerhed. Den side
af debatten som mener at matematikken og naturvidenskaberne er forskel-
lige hvad sikkerhed angéar, kan papege at de matematikere som har pastaet
fejlagtige s=tninger, ikke har veeret begrundet i at antage sandheden af disse
sztninger, mens naturvidenskabsfolk i fortiden har vaeret begrundet i deres
fejlagtige opfattelser. Om denne indvending skriver Kitcher at hvis vi accep-
terer den, adskiller vi den méde sandhed begrundes i matematik fra andre
felter, men vaerre endnu kommer vi til at opfatte den fremadskridende afsig-
ring af subtile fejl som en rakke af svipsere som pa mirakulgs vis kulminerer
i forstéelse af sandheden.

5.4 Kumulativitet

Hvad angir matematikkens kumulativitet, undersgger Kitcher dels om ma-
tematikken er kumulativ, dels om der er forskel hvad angar kumulativiteten
af matematikken og naturvidenskaberne.

5.4.1 Er matematikken kumulativ?

Matematikeren Hermann Hankel (1839-1873) har sagt:

In most sciences one generation tears down what another has
built and what one has established another undoes. In Mathemat-
ics alone each generation builds a new story to the old structure.
(Crowe (1988), s. 263)

Kitcher skriver at opfattelsen af at matematik fremskrider strengt akku-
mulativt, dvs. at nye pastande fgjes til uden at gamle pastande forkastes,
er meget naiv og at selv det mest kursoriske blik p4 matematikkens historie
vil modbevise denne opfattelse. Analyse i det 18’ende arhundrede er fuld
af pastande vi ikke lngere accepterer, og primtallenes historie indeholder
mange begyndelser, som viste sig at veere blindgyder. Kitcher giver derfor
pastanden om at der en essentiel forskel pd hvor kumulative matematik og
naturvidenskaberne er, fglgende tre formuleringer:

1. Nar matematikere diskuterer er i hvert fald den ene altid irrationel, og
det er ham der er noget galt med, ikke matematikken. I naturviden-
skabelig diskussioner kan modstridende holdninger forfaegtes, uden at
der ngdvendigyvis er en side som er ufornuftig.

2. Mange matematiske sandheder fra oldtiden accepteres ogsa i vore dage,
hvilket ikke er situationen i naturvidenskaberne.
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3. Hvis matematiske pastande som pé et tidspunkt ansés for sande, men
som senere afvistes som forkerte, var personerne som antog dem for
sande ikke begrundet i denne tro. Indenfor naturvidenskaberne kan
man godt have god grund til at forfaegte et synspunkt som senere viste
sig at veere forkert. Det arbejde, som matematikeren der lider af vrang-
forestillinger har lavet, kan afvises under henvisning til at han var ube-
grundet i sin tro, uden at der er modstrid med kumulativitetstanken.
Naturvidenskabsmandens forkerte arbejde kan ikke pa bortforklares pa
samme made, og der sker et brud med tidligere tids tankegang nar hans
arbejde forkastes.

Disse pastande er svaerere at modbevise end den naive opfattelse af ma-
tematisk kumulativitet. Kitcher kommer med nogle eksempler pa episoder i
matematikkens historie hvor de tre pastande er forkerte. Hvad angar det for-
ste punkt kommer Kitcher med Newton og Leibniz som eksempel; de pastod
begge at deres metode var bedre end den andens. Leibniz’ tilhaengere var
stolte af deres metodes evne til at lgse problemer, hvor Newton fremfgrte at
hans teori var i stand til at bevare vigtige traek ved tidligere tids matematik.
Vi skal ikke, mener Kitcher, i hgjere grad tugte Newton og hans efterfglgere
for at klynge sig til en matematisk stil som analysen senere har transfor-
meret, end vi skal bebrejde kemikeren Priestley for hans forsgg pa at redde
flogiston-teorien! og benytte den til at redeggre for sine egne resultater.

Det taler for rigtigheden af den anden pastand, at det virker som om
man ikke accepterer nar s3 mange af oldtidens sandheder indenfor naturvi-
denskaben, som man ggr indenfor matematikken. Vi har f.eks. ikke opgivet
aritmetikkens sandheder, Euklids sztninger eller babylonernes lgsninger til
andengradsligninger. Kitcher mener ikke der er en modstrid mellem mate-
matikken og naturvidenskaberne pa dette punkt, for vi deler en mangde
overbevisninger om almindelige tings egenskaber med vores forfaedre. Disse
overbevisninger er af naturvidenskabelig karakter, men Kitcher kommer des-
veerre ikke nermere ind pd hvad det mere pracist er for overbevisninger.

Hvis vi accepterer den tredie pastand, medfgrer det at vi ikke yder ret-
feerdighed til matematikere som fremkommer med simplificerede og forkerte
pastande, men som brolagger vejen for korrektion af disse fejlagtige szetnin-
ger. Euler og Cauchy troede ikke at der kunne gives en reprasentation af en
vilkarlig funktion i form af trigonometriske raekker. Cauchy’s forsgg pa at ar-
tikulere sin begrundelse for denne opfattelse, fgrte til at man senere fandt ud
af hvad der var ukorrekt i pastanden. Hvis vi accepterer den tredie pastand,
mé vi ogsé acceptere at retferdigggrelsen af matematikeres overbevisninger
afviger fra retfeerdigggrelsen p& andre felter. P4 samme méade som beskrevet
i afsnittet om matematisk sikkerhed (5.3), bliver matematikkens udvikling
til en raekke svipsere som til sidst, p& mirakulgs vis, kulminerer i en korrekt

! Flogiston-teorien var en kemisk teori om forbranding som Priestley fremsatte, der
forklarer forbraending ved at der udsendes flogiston.
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opfattelse.

5.4.2 Er der forskel mellem matematik og naturvidenskab pa
dette punkt?

Kitcher mener dog at der er to punkter hvor matematik og naturvidenskaber
er forskellige hvad angar kumulativitet. For det fgrste har matematiske teo-
rier en hgjere overlevelsesrate end naturvidenskabelige teorier. For det andet
er der en kvalitativ forskel fordi der ikke er nogen analoger i matematikken
til naturvidenskabernes kasserede teorier; der optraeder ikke noget svarende
til Aristoteles bevaegelsesteori eller flogiston-teorien for forbraending, teorier
som begge er forkastet i vore dage. Kitcher sammenligner udviklingerne af
ikke-euklidisk geometri med den stort set samtidige oxygen-teori for forbraen-
dings. Efter at matematikere havde forsggt at bevise Euklids femte postulat
(parallel-postulatet) ud fra de foregdende fire postulater, i nasten to &rtu-
sinder, prgvede Lobatjevski, Bolyai og Gauss at undersgge konsekvensen af,
til de fgrste fire postulater, at tilfgje en pastand om eksistensen af mange
paralleller. Dette fgrte til den variant af ikke-euklidisk geometri vi kalder
‘Lobatjevskisk’. Efter at matematikerne var blevet overbeviste om at de nye
geometrier var konsistente, accepterede de dem som en del af matematikken
og fplte ikke noget behov for at kassere euklidisk geometri. Hvad der oprin-
deligt virkede som en konkurrence mellem to matematiske teorier endte i en
eksistens side om side, hvilket skyldes at ifglge matematikere er begge teorier
korrekte beskrivelser, men af forskellige ting.

Den historiske udvikling af det 19’te &rhundredes teorier for forbraending
var helt anderledes. Priestleys flogiston-teori konkurrerede med Lavoisiers
oxygen-teori, som siger at oxygen bliver absorberet ved forbraending. Om-
kring 1800 accepterede det videnskabelige samfund oxygen-teorien og kas-
serede flogiston-teorien, og efter Priestleys dgd i 1840 forskede ingen stgrre
videnskabsmand i konsekvenserne af flogiston-teorien.

5.5 Opsummering af spgrgsmal om matematikkens
udvikling

I dette kapitel og i kapitlet om udspzendingen af diskussionen, har vi set
nogle af de indvendinger der er fremfgrt mod at der skulle vzere en forskel
pa matematikken og naturvidenskabernes udvikling. Hvad angér spgrgsmé-
let om nye observationer bidrager til matematikkens udvikling, har Kitcher
papeget to ting. For det fgrste at det er forkert at naturvidenskaberne kun
udvikler sig som svar pa observationer, altsd at de ikke oplever en indre ud-
vikling. For det andet giver han eksempler pa at matematikken rent faktisk
har udviklet sig pa baggrund af nye observationer. Ifglge Hempel er der en
forskel mellem den matematiske metode, som er aksiomatisk, og den metode
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som benyttes i naturvidenskaberne, som er hypotetisk-deduktiv. Putnam,
Lakatos, Kitcher og Crowe har papeget at dette ikke er korrekt fordi den
hypotetisk-deduktive metode anvendes i det meste af eller dele af matema-
tikken. Lakatos har en hel teori hvor han argumenterer for at matematikken
udvikler sig p4 samme méide som naturvidenskaberne (som Lakatos mener
udvikler sig i overensstemmelse med Poppers teorier). I fglge den traditionelle
opfattelse adskiller matematisk viden sig fra andre typer viden ved at vare
sikker. Dette synspunkt er draget i tvivl af Crowe og'Kline, som kommer
med eksempler hvor store matematikere har draget forkerte konklusioner.
Kombineres dette med fremkomsten af store sztninger, som den Enorme
Satning, og som det forudsiges bliver normen i fremtiden, er det ikke sikkert
at situationen bliver bedre. Kitcher satter spgrgsmalstegn ved pastanden
om at matematikkens udvikling i modsztning til naturvidenskabernes fore-
gar kumulativt. Han mener dog at der er en forskel mellem matematik og
naturvidenskabelig kumulativitet, idet matematiske teorier ikke forkastes pa
samme made som naturvidenskabelige.

Hvad angir eksterne aspekter, har matematikhistorikere undersggt om
Kuhns teorier for naturvidenskaberne kan anvendes pd matematik. Herbert
Mehrtens konkluderer at Kuhns generelle mgnster for naturvidenskabelige
revolutioner ikke kan benyttes p4 matematik, men at nogle af Kuhns begre-
ber kan bruges. Der er udgivet en hel bog (Gillies (1992)) hvor det diskuteres
om der optraeder revolutioner i matematikken. Michael Crowe skriver at op-
fattelsen af matematikken som sociologisk forskellig fra naturvidenskaberne
ikke holder ved et narmere eftersyn. Jeg er ikke giet s& meget ind i denne
del af diskussionen, men at der i det hele taget er en diskussion viser at
matematikken og naturvidenskaberne ikke er si forskellige, at det er hul i
hovedet at diskutere om de eksterne aspekter er de samme for disse to typer
af menneskelige aktiviteter.



Kapitel 6

Konklusion og perspektivering

6.1 Konklusion

Jeg har givet mit bud p& hvilke spgrgsmal der er de centrale i diskussio-
nen om matematik er en naturvidenskab eller ej. Der er to hovedtyper af
spgrgsmal: For det forste ontologiske og erkendelseteoretiske spgrgsmal om
naturen er kilde til de matematiske begreber og om matematikken kommer
med udsagn om den fysiske virkelighed, herunder hvorfor matematik er et
effektivt redskab indenfor naturvidenskaberne. Den anden type spgrgsmal
er om matematikkens udvikling er forskellig fra naturvidenskabernes, hvad
angér indre faktorer og eksterne faktorer i udviklingen. Derudover har jeg
beskrevet nogle af de vasentligste positioner indenfor matematikkens filosofi,
og hvad de har svaret eller hvad de ville svare pa de ontologiske og erkendele-
steoretiske spgrgsmal i diskussionen. Jeg har ikke taget stilling til hvilke svar
som er bedst, blot fremsat nogle indvendinger mod de forskellige positioner.
Det sidste jeg har gjort er at beskrive indvendinger mod den traditionelle
opfattelse af at matematikken og naturvidenskaberne udvikler sig forskelligt,
dog uden at laegge mit lod i den ene eller anden positions vagtskal.

6.2 Perspektivering

Fra starten var det min plan at finde ud af hvor store dele af matematik-
ken, der kunne kaldes naturvidenskabelige. Denne undersggelse har det af
tidsmaessige drsager ikke veeret muligt at gennemfgre. Dertil kommer at der
er et problem med matematikkens enorme omfang som er fordelt pa adskil-
lige delomréader, sa en sddan undersggelse ville kraeve indsigt i langt mere
matematik end jeg besidder. Problemet er ikke i s& hgj grad om naturen op-
rindeligt har vaeret direkte kilde til de matematiske begreber, for der tror jeg
at sagen skal afggres ved at pege p3 elementzer aritmetik, euklidisk geometri
og nogle af de reelle tals egenskaber. Den indirekte rolle som naturen spiller
via naturvidenskaberne, er derimod langt mere kompleks. Desuden kraever
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undersggelsen af de matematiske teoriers udsagn om den fysiske verden en
nzrmere pracisering og analyse i forhold til naturvidenskaberne. Jeg har
koncentreret mig om de positioner jeg har fundet vigtigst, men der eksiste-
rer langt flere: fysikalisme, monisme, struktralisme, modalisme osv. som skal
placeres i det skema for diskussionen jeg har givet.

Hvad angir matematikkens udvikling, har jeg kun beskrevet nogle ind-
vendinger mod det traditionelle billede af matematikkens udvikling som vae-
sensforskellig fra naturvidenskabernes. Denne del af diskussionen kunne med
fordel udbygges ved tilfgjelsen af flere holdninger, iser indenfor de sociolo-
giske aspekter. Derudover kraver diskussionen langt flere historiske studier,
bade i forhold til de f4 jeg har naevnt, men ogsé i forhold til dem der i det
hele taget er foretaget.

Det var fra starten min mening at beskrive en case fra matematikkens
historie, dels for at illustrere diskussioen, dels for at afprgve positionernes
rigtighed. Et sddan eksempel ville dog ikke kunne afggre diskussion, og ikke
engang frasortere nogen positioner, dertil positionerne for fleksible. Jeg har i
stedet forsggt at komme med eksempler undervejs, men en samlet case ville
langt fra veere at foragte.
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