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Projektet indeholder en gennemgang af noget af den viden-
skabsteoretiske og ~historiske baggrund for 'den ny mate-
matik med szrlig vegt pd logicismens og formalismens pro-
grammer, resultater og begransninger. Til kontrast pre-
senteres den intuitionistiske matematikopfattelse og
Lakatos' matematikfilosofi. Et undervisningssystem base-
baseret p4d mzngdelzre prasenteres, dets underliggende
videnskabsteoretiske opfattelse afdakkes, og dets pada-
gogiske konsekvenser sgges vurderet kritisk. Forskellige
matematikdidaktiske principper fremstilles med vagt p&
deres videnskabsteoretiske begrundelse og vurderes i ly-
set at deres padagogiske kvaliteter og emne til at tegne
et billede af matematikken i samfundet. Til sidst s¢gges
begrundet, hvorfor vi mener, at ogsa tanker om matema-
tikundervisningen er ngdt til at forholde sig til den
friggrende padagogik.

Teksten er en let omarbejdet udgave af vores projekt-
rapport til modul 3 ved overbygningsuddannelsen i mate-
matik, sommereksamen 1980.
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FORORD

Matematikundervisningen i dag er starkt'pévirket af en bestémt

matematikopfattelse,som placerer mengdeleren med dens sterke

" tilknytning til logikken centralt,og som giver sig udtryk i ak-

' siomatisk-deduktivt opbygget'undervisning savel i skolen sdm

P& universitetet. Denne matematik kaldes ogs& 60'er eller
strukturmatematlkken.

Hos larere er denne opfattelse ofte uudtalt og endnu of-
tere ureflekteret.Vi méner; at vi selv og andre matematikstu-
derende vil std starkere i vores kritik af den matematikunder-

visning, vi prasenteres for og sattes til at videreformidle i

- skolen med et kepdskab til den videnskabsteoretiske og viden-

skabshistoriske baggrund.

Det er projektets formidl at give en sadan baggrund og at
vise,hvorledes videnskabsteoret;ske opfattelser af matematik-

ken kan vare bestemmende for udformningen af matematik-didak-

,_tlske systemer.

, Vi synes selv, at vi i kapltel 1 er ndet rlmellgt pent om-
'kfing de v1denskabshlstorlske og v1denskabsteoretlske aspek-
ter ved logicismen og formalismen. Vi har her gennemgdet de
vigtigste personers filosofiske og faglige standpunkter an-
gdende matematikkens erkendelsesteoretiske status.

Serligt interessant ma afsnittet 1.6 om formalismens be-
gransninder siges at vare, da.der her bédé fremhaves resulta-
tet af GAdels ufuldstendighedssatning: At sandhed indenfor
matematik  ikke kan identificeres med begrebet "at vare bevise-
1ig", og resultatet af Lévenheim—Skolem's.satning: At en axio-
matisering af ma@ngdelaren ikke er meget vard som grundlags-—
d1c1p11n. '

Disse satninger er serllgt 1nteressante, fordi de pa

formalismens egne pramisser viser hvilke begransede anven-

delsesmuligheder formalismen har. Da det er formalismen, der

. ligger til grund for 60'er matematikken, og dermed den mate-

matiske tradition vi er opdraget med, har vores indpodede
matematiksyn hermed fdet sig et knak. Vi er sikre pd det go-



~de i at f& rykket 1lidt ved den totale underdanighed, vi lige-

som har vaeret presset ud i over for matematikken.

Efter denne erkendelse fik vi mere mod og blod p3 tanden,
. 0og beskaftigede os med nogle grundlazggende anderledes matema-
tiksyn - det gik faktisk op for os, at der overhovedet eksi-

- stererede nogle sddanne. Dette har resulteret i képitel 2,
; hvor den intuitionistiske matematik og Lakatos' matematikfilo;
sofi gennemgis. o |

Ved samtale med Ole Skovsmose gik det op for ©s, at der
er en snaver séﬁménhang mellem ef §ivet matematikéyn, impli-
cit eller eksplicit, og en given matematikdidaktik.

Vores tidligere omtalte mod resulterede i, at vi turde
kaste os ud i en kritik af en réprasentant for den slags ma-
tematikundervisning, som vi selv har varet udsat for.

Skovsmose afgranser 4 hovedprincipper indenfor matematik-
didaktikken og giver baggrunden for dem. Det-fremgar.af vares
diskussion heraf, at vi ikke mener, at nogle af dem er tilstrazk-
kelige. Faktisk kritiserer vi dem alie for ikke at beskazftige
sig med matematikkens samfundsmessighed. ,

Det ville nu vare rimeligt at afkrave os et alternativ,
matematikdidaktikken (!).

Her m3 vi desvarre stort set melde pas, det er beklage-
ligvis ikke lykkedes os at finde eller udvikle en bedre mate-
matikdidaktik. Det er en stor opgave, som vi ikke kunne gi
ordentligt ind i pa den korte tid, vi havde til vores radig-
hed. Vi betragter selv dette som rapportens stgrste mangel.

Vi mé& ngjes med - efter at have skitseret nogle andre proble-
mer ved og omkring matematikundervisning - at flirte lidt med
den friggrende padagogik - réprasenteret ved Freire og Negt. .
Denne er hablgst ukonkretiseret i forhold til en matematikun-
dervisning, men den indeholder ikke desto mindre nogle af de
grundleggende ting, som vi mener, der er vasentlige for udvik-

lingen af en bedre matematikundervisning. Derfor kan vi i det

mindste konkludere, at en bedre matematikundervisning er ngdt

til at forholde sig til den frig¢grende padagogik, men nermere

ndr vi det altsd desvarre ikke.

Til slut i indledningen vil vi gerne rette en tak til
Ole Skovsmose, som har varet en stor hjzlp med gode rad og
udlédn af upublicerede skrifter.
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KAPITEL 1

OPFATTELSER AF MATEMATIKKENS ERKENDELSESTEORETISKE STATUS.
TREK AF MATEMATIKKENS NYERE HISTORIE

Matematik .eynes at rumme sandheder af en s®regen natur. Sat-
ningen x(x+2)+1= (x+l)2 kan ikke bade forstds og betvivles,
hvis der er enighed om tegnenes _betydning. Matematiske sand-=
heder syﬁes sdledes ikke- -blot tvingende, men ogsd enestéen--
de og uforanderlige. Den autoritet, hvormed matematiske kon-
sekvenser prasenterer‘sig for vores bevidsthed, er i slagt
med moralsk autoritet - som den bdev opfattet i mere absolu-
tistiske tider end vores.

Matematikken prasenterer sig for individet og 'historien'
som en helhed af sandheder, som m& mestres. Der er klart for-
skel pa sandt og forkert, og en vedhoidende anstrengelse be-
krefter, at der ligger sandheder langere fremme og venter pa
at blive opfattet og begrebet. Tilsvarende forhold synes
at galde for matematikkens historie, thi omend forskellige
kulturer har ydet forskellige bidrag, sd fremtrader disse
som facetter af en enkelt, voksende helhed af teoremer.

Der ma ligge en bestemt realitet til grund for denne be-
merkelsesverdige tingenes tilstand, omend det er uklart hvil-
ken. Tal fx. er nemme at arbejde med i praktiske beregninger,
men deres virkelige natur er vanskelig at beskrive. Pa en
méde synes tal at vere objekter, og det er fristende at spgr-
ge, om tallet tre eksisterer. Uheldigvis er de umiddelbare
svar modstridende. Tallet tre synes bade at vare en stgrrel-
se, hvis egenskaber beskrives af matematikere, og pa samme
tid noget, som er sé Varieret.oé ofte reproducerbart, som
dets mangfoldighed af fremtradelser og anvendelser kraver.

Her slar den umiddelbare sunde fornuft ikke til; en mere sy-

stematisk filosofisk tenkning ma til.

I dette kapitel vil vi beskaftige os med nogle vigtige op-
fattelser af matematik og forskellige forsg¢gg pa at retfar-
diggg¢re dem. Kapitlets omdrejningspunkt er den sdkaldt lo-

gicistiske tese, som kort fortalt siger, at matematik er lo-




gik. Den blev i lidt forskellige versioner formuleret af

'Gottlob Frege -og Bertrand Russell bmkring arhundredskiftet.

En begrundelse for at beskaftige sig med denne‘opfat—‘
telse er, at den udg¢r kernen i de opfattelser, der 14 bag
'den nye matematik' eiler '60'er matematikken', som den og-
s kaldes, for dens forstielse af, hvad matematikundervis-
ninger handler om, og for udformningen af undervisningspro-
grammef, Det vender vi tilbage til i Kapitel tre.

v




Kap. 1.1 Zldre matematikopfattelser. Kant

Den filosofiske diskussion om matematikkens natur gdr langt
tilbage, ihvert fald til 'de gémle grzkere'. For Platon ka-
rakteriseredes matematiske udsagn af pracision, tidlgshed og
uafh@&ngighed af iagttageren. Sdledes besad matematiske ud-
sagn pracis de karakteristika, der identificerede formerne
eller ideerne. Disse var virkelige i modsatning til tilsy-
neladende. Formerne eller ideerne sanses ikke, men erkendes
med fornuften. Platon ansd altsd ikke matematik for en idea-
lisering af den empiriske verden, men som eh beskrivelse af
(en del) af virkeligheden. Forholdet mellem et matematisk
begreb og dets praktiske tilsynekomst blev beskrevet med be-
grebet 'participation' (deltagelse). Et &ble participerer

i formen 'l'. 'Anvendt' matematik beskriver empiriske ob-
jekter og deres relationer for s3 vidt, som disse participe-
-rer i de rene matematiske former og deres relationer.

For Aristoteles handler matematik om idealiserende ab-

straktioner foretaget af matematikere; idealiserende fordi
han skelner skarpt mellem muligheden for abstraktion af ma=-
tematiske karakteristika og disses selvst@®ndige, uafhangige
eksistens. Aristoteles ville ikke snakke om sande og falske
idealiseringer, men om mere eller mindre fyldestggrende til
et givet formdl. Han havde blik for strukturen af hele viden-
skabelige teorier og skelnede klart mellem i) principper, der
er fazlles for alle videnskaber, dvs. den formelle logik, soﬁ
han ogsa arbejdede med af klassificere ii) de specielle prin-
cipper, som tages for givet af matematikeren, som er beskaf-=
tiget med at vise sa@tninger, dvs. axiomer iii) definitioner,
som ikke antager, at det, der defineres, eksisterer (fx. et
punkt er det, som ingen dele har) iv) eksistenshypoteser,

som antager , at det, der defineres, er uafhéngigt af vor

tanke og perception.
Leibniz introducerede nye ideer i matematikfilosofien,

som skulle blive vigtige temaer sidenhen, idet han bragte
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matematik og logik, som indtil da havde varet betragtet som
to seperate videnskaber, sammen. Han gjorde det p& to mader.
For det fg¢rste sagde han, at der er forskel pa fornuftsmaes-

sig sandhed og faktuel sandhed; de er gehsidigt eksklusive

og tilsammen udtgmmende. Fbrnuftsmassige sandheder er néd—
vendigvis sande, idet deres modsatte (dvs. hegation)-er,umu—
lige. Faktuelle sandheder er betingede og deres modsatte

er mulige'(fx. sanseerfaring). Fofnuftsmassig sandhed er

grundlagt pa principper om kontradiktion(modsigelse), som

 6mfatter principper for identitet og princippet om 'ter-

tium pon datur' ('et tredje gives ikke' - det udesluttende
trejdes princip: '~ enten galder et udsagn eller ogsé' gelder dets
negation). Matematiske axiomer, postulatef,»definitionér
og teoremer er fornuftsmassige Sandhedef.. De er identiske
i den forstahd, at de har samme sandhedsvérdi.:

For det andet introducerede Léibﬁié kalkulationen i lo-

gikken, idet han gjorde opmarksom pa symbolikkens betydning

. for h8ndteringen af komplekse dedﬁktioner. Selvom den .sym-

bolik, der bruges til anskueligggrelse og bevis, og indsig-
ten i de logiske strukturer er adsklllellge i tanken, er de

det sjzldent i prak51s. Mekanisk beregnlng 1ndf¢res her

‘som metodologisk ide som hjalp til deduktiv t@nkning. -

Med Kant er vi ndet til den sidste i den rakke af fllo—
soffer vi her trazkker frem. Kant levede fra 1724 til 1804

 knap hundrede &r senere end Lelbnlz, pad kanten sd at sige

af det 19. arhundrede, hvis t@nkning han ¢vede stor indfly-
delse pa, is@r naturligvis dén-tyske. Kant Skelner mellem
fornuftsbegréber’og forstandsbegreber; 'Forstandsbegreber
afgfanser vores érkéndelsesobjekter. Fornﬁftsbegreber har
ikke ngdvendigvis direkte reference til den empiriske vir-
kelighed, men har en reqgulativ funktion. Han overtager for
s& vidt opdelingen fra den rationalistiske filosofi (Leibniz)
0og den empiricistiske fiflosofi (Huﬁe).af alle satningef~i

to klasser: analytiske .(dvs. fornuftsmessige), hvis sand-
hedsverdi alene afhznger af den semantiske (sproglige) op-
bygning (tautologier og kontradiktioner), og syntetiske (dvs.

- faktuelle) setninger, hvis sandhedsvefdi kun kan bestemmes



ved at g& uden for sproget. Men Kant lzgger en yderligere
distinktion pa tvaers af den foregaende, idet han opdeler i
a priori-satninger, hvis gyldighed kan etableres uden. at
inddrage empirisk erfaring, og a posteriori-satninger, som
er empiriske erfaringssatninger. Den fgrste distinktion
er.en semantisk distinktion.- s®tningens sproglige opbygning,
afggr, hvorledes dens sandhedsverdi skal bestemmes. Den an-
" den er en erkendelsesteoretisk distinktion, som bestemmer
den empiriske erfarings status i forhold til s&tningens gyl-
dighed.‘ Kant bestemte matematiske s@tninger til at vare
syntetiske og a priori, dvs. deres gyldighed af§¢res uden
for sproget, men uden at inddrage empirisk erfaring. Disse

.syntetiské a priori satninger er ngdvendige i den betydning,

at hvis overhovedet nogle satninger om den fysiske verden skal

vaere sande, s& md de vare sande. Med andre ord, syntetiske
a priori-satninger er ngdvendige betingelser for muligheden
af at opnd objektiv erfaring.

Kant iﬁdf¢rte filere distinktioner, men vi skal ikke gé
dybere ind heri. Det vasentlige i denne sammenh&ng er, at
med Kant er den begrebsramme skabt, som meget at det 19.
arhundredes filoéofiske diskussion om matematik finder sted
i. For Frege fx.,som vi senere vender tilbage til, var geo-
metri syntetisk a priori, altsd& forudsatning for objektiv
erfaring, men aritmetikken (talteorien) ansd han for analy-
tisk a priori, dvs. talteoretiske satningers gyldighed kan
etableres uden at inddrage erfaring og afh&nger alene af de-
res semantiske opbygning. Han bestemmer hermed aritmetikken
til at vere logik, og hans program er at udvide klassen af
analytiske a priori-satninger, deraf navnet 'logicisme'.

Inden vi kommer til Frege og logicismen, skal vi en tur
omkring Mill, som formulerer en position, der péakalder sig
Freges skarpe kritik, og som derfor'er belysende for Freges

syn.




Kap. 1.2 John Stuart Mill (1806-1873)

’Mill udviklede sit syn pa videnakab,-herunder matematik i bo-
gen "A System of Logic" fra 1843. Hans centfale mdl var, at
.formulere "a perfect science of natural bodies" og dermed
reduce:e betingelserne for et videnskabeligt bevis "to
strict rules and.scientific tests" - altsd at angiQe hvor-
ledes en videnskab kan havde sandhed. "

_ Vor viden er afledt af sanseindtryk, havdede Mill og
gik imod enhver forestilling om, at viden skulle kunne va-
re medfgdt eller opnaet'ved rationel indsigt. I modstrid
med £x. Kant Mill var med andre ord empirlst.

- Mill konkluderer efter en lengere unders¢gelse, at alle
deduktive eller 'demonstrerende’ videnskaber i virkeligheden er
induktive. - Viden opnas induktivt ved akkumulatibh af erfa-
ringer af sarllge eller konkrete tllfelde. Mill havder, at.
vores "unlverselle" viden stammer fra det sarllge. ‘Det er
den videnskabelige metode, der satter 0s i stand til at for—

'.mulere den unlverselle eller generelle viden udfra de spe-

’ c1elle tilfelde. Han anerkender de deduktive v1denskabers1
‘udledningerj altsa at konklusionerne f¢lger af p:amlsserne
eller axiomerne, men det hj@lper ikke, for "axioms are but
a class, the most universal ciass, of inductions from ex-
periénces;Athé simplest and easiest cases of géneralization,
from the factS'furnished to us by our senses or by our in-
ternal consciousness." (Mill, 1843,II,VI,§1,P 252) Defini-

.tidner er generaliSeringer af erfaringer, og de er ikke ngd-

; : "vendlgv1s sande, ‘fordi de .altid v1l bortabstrahere egenska¥

bexr ved objektet. :

' Mill er en konsekvent empirist og m& som sadan havde,
at hvis matematik er viden, mad den stamme fra erfarlngen.
Han er selv klar over dette og siger, at hans pastand om,
at alle daddktive videnskaber er induktive, ikke kan anses
for at'vare bevidst, fg¢r han har konfronteret den med "the
most remarkable of all those (dvs-deduktive~.f a.) sciences;
that of Numbers; the theory of the Calculus, Arlthmetlc .and
Algebra." (Mill,1843,1II,VI,§1,p 253)

Matematiske udsagn er for Mlll empiriske erfarin-

ger af en meget generel karakter. Efter en langere pollmlk -




mod bl.a. nominalisterne, som er karakteriseret ved, at de
hevder, at 'to og en lig tre' ikke er en sandhed, ikke er -
havdelse af et reelt eksisterende faktum, men en definition

af ordet'tre', et udtryk for, at ménneskene har enedes om, at
bruge navnet tre somret tegn helt zkvivalent med to og en -
siger Mill, at udtrykkene 'to smdsten og en smasten' og 'tre
smisten' ganske vist betegner den samme samling objekter, ‘
men betyder noget forskelligt, fordi objekterne fysisk er -ar-
rangeret pa to forskellige mader; de er-i to forskellige
tilstande. Det giver anledningrtil to forskeliige sanséindtryk:

“"Three pebbles in two separate parcels, and three pebbles in one parcel,
do not make the same impression on our senses; and the assertion that the
very same pebbles may by an alteration of place and arrangement be made
to produce either the one set of sensations or the other ... 1is a truth
known to us by early and constant experience: an inductive truth:; and such
truths are the foundation of the science of Number. The fundamental truth
of that science all rest on the evidence of sense; they are proved by showing
to our eyes and our fingers that any given numbers of objects, ten balls
for example, may by separation and re—arrangement exhibit to our senses
all the different sets of numbers the sum of which is equal to ten. ...

We may, if we please, call the proposition, "Three is two and one,"
a definition of the number three, and assert that arithmetic,
...1s a science founded on definitions. But they are definitions in
the geometrical sense, not the logical; asserting not the meaning of
a term only, but along with it an observed matter of fact."

What then, is that which is connoted by a name of number? Of
course, some property belonging to the agglomeration of things which
we call by the name; and that property is, the characteristic manner
in which the agglomeration is made up of, and may be separated into,
parts." )
(Mill, 1843, 1I1,VI,§2, p 256-7 og III, XXIV,§5,p6ll)

Det er Mills grundlzggende ide, at vi, ndr vi laver
matematik, medbringer et sat erfaringer med materielle ob-
jekters egenskaber og opfgrsel. At mgnstre og grupperinger
i fysiske ting udggr en model for vores tankeprocesser.

N&r vi tenker matematisk trzkker vi stiltiende pa denne
viden. Matematiske resonnements-processer er blot svage
skygger af fysiske operationer med objekter. Den tvingende
karakter af trinnene og af konklusionerne hviler pa den
velkendte fysiske ngdvendighed af de fysiske operationer,
hvorover de er modelleret. Den brede anvendelighed af arit-
metisk resonneren skyldes, at vi med stgrre eller mindre van
skelighed kan tilpasse mange forskellige situationer til dis-

se modeller.
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Tal er for Mill mentale objekter; navnet pa et tal er
navnet pd en egenskab hgrende til en samling objekter. Egen-
skaben er den Karakteristiske mdde, hvorpd samlingen i‘f¢lge
vores erfaring er opdeit i dele. ,

Mills empirisme kén betegnes som psykologisme, ford; hans
apalySe af matematiske ideer tager udgangspunkt i at se mate-

'matik som en samling fardigheder, overbevisninger og tanke-

processer, som individet ma indvies i.

<

0



1.3. Gottlob Frege. Det logicistiske program

Gottlob Frege var en tysk matematiker, professor i faget i
Jena, og levede fra 1848 til 1925. Han har givet vigtige
bidrag til logikken og filosofien og skabt den matematiske'f
. grundlagsforskning. Hans hovedvarker er "Begriffsschrift"
fra 1879 med undertitlen "Eine der Sprache der Arithmetik -
nachgebildete formalisierte Sprache des reinen Denkens"

(Et formaliseret.sprog- for den rene tankning dannet efter
aritmetikkens sprog). Fem ar senere udkom "Die Grundlagen
der Arithmetik", som vi skal beskzftige os en del med i det-
te afsnit. "Die Grundgesetze der Arithmetik" udkom i to
dele i 1893 og 1903.

Samme 3r som anden del af 'Grundgesetze' udkom Bertrand
Russells "Principles of Mathematics", hvor Russell navner,
at den analyse af talbegrebet og det syn p& forholdet mellem
logik og matematik, som indgar i hans arbejde, blev foregre-
bet nitten ar tidligere i Freges 'Grundlagen'.

Frege var som antydet af titlerne pd hans bgger dybt op-
taget af matematikkens grundlag. Problemet herbm‘stillede
sig anderledes end -tidligere-efter nogle af det 19. &rhundre-
des store matematiske resultater. Man havde opdaget, at pa-
rallellitetsaxiomet i den euklidiske geometri ikke var et
axiom pa samme mdde som de andre axiomer i Euklids geome-
tri. Det kunne undvares eller erstattes med andre; man kun-
ne lave konsistente ikke-euklidiske geometrier. Geometri var
sdledes ikke l®ngere entydigt teorien om rummet, men hvad var
det sa? ‘

Gennem den sidste fjerdedel af det 19. arhundrede blev
matematikken aritmetiseret. Ved eksplicitte, sk¢gnt ofte kom-
plicerede definitioner blev de forskellige slags tal op til
de komplekse og videre og operationerne pa dem introduceret
p& basis af de naturlige tal og operationer herpd. Nasten
alle matematikere var tilfredse med dette resultat og betrag-
tede enhver dybere undersggelse vedrgrende reducerbarheden
af de naturlige tal til andre stgrrelser eller deducerbarhe-
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den af de aritmetiske teoremer fra andfeiteoremer med mis-
tenksomhed. ' ‘ ‘ : :
/ Frege var imidlertid ikke tilfreds ég stillede spgrgs-
mélet, om reduktionen kunne fortsattes? Fandtes der noget,
som '13 under’ aritmetikken - et funaament,hvorudfra man

kunné udlede tallene? Frege mente ja, og specielt ville han
vise,at den grund, som lzren om de hele tal og dermed indi-

rekte hele den hgjere matematik hvilede pad, er logikken.

Dette synspunkt, at alle matematiske begreber kan de-
fineres ved hjalp -af et fdtal af begreber fra logikken, og
o . at alle matematiske sandheder kan udledes af et fatal af
logiske grundsandheder, kaldes den logicistiske. tese. Og
Freges og Russells forsgg pa at vise, at matematikken kan re-
duceres til logik, kaldes det logicistiske program.

I 'Die Grundlagen der Arithmetik' fra 1884 satte Frege sig

for at vise, af samtidens fbrtolkninger af afitmetikken, af

i_tallenes‘natur,’var graverehde utilétrakkelige, og han for-
' sggte at angive en tilfredstillelse - og det vil for ham

sige: logisk - fundering af de naturlige_tal.

"7 Vi vil dvale 1idt ved indledningen til bogen. Her -for-
‘mulerer han sit program, begrunder det og udpeger de syns-
punkter, det er ham s@rligt om at nedlagge,

Indlednihgsvist geor han opmerksom p&, at det svar, man
oftest vil f& pa spgrgsmélet om, hvad tallet &n er, eller nvad
: tegnet l_bétyder,'er, at det er en tihg. G¢r man dernast -~
opmerksom pd, at s@tningen "tallet gﬂ'er en ting" ikke er
‘en defihition, fordi den kun siger, at tallet &n hgrer til
-tingene, men ikke hvilkeh ting, sd& bliver man opfordret til
at valge sig en ting og kalde den én. Dette er imidlertid
' for Frege helt utilfredsstillende, thi hvis alle havde ret
til at forstd, hvad de viile~dm den samme s@tning om én, s&.
ville den ikke have noget alment indhold. Matematikérne.
har altsa ikke tilfredsstillende svar p& spgrgsmilet om tal-
let én, og Frege spgrger, om det "dog ikke er_beékammende
for videnskaben at vare sé uklar omkring sin fgrste og til-
-.syneladendevsé enkle genstand?" (Frege, 1884,p II; detté

og-f¢lgende citater er i egen oversattelse) - og han fort- .
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setter: "N&r et begreb, som ligger til grund for en stor vi-
denskab, volder vanskeligheder, s& er det dog vel en uafvise-
lig opgave, at undersgge det n®rmere og overvinde disse van-
skeligheder, is@r da det ville vare svart at komme til klar-
hed over de negative, de rationelle og de komplekse tal, sa--
lenge indsigten i grundlaget for hele aritmetikkens struktur
er mangelfuldt." (ibid, p II) |

Frege er klar over, at mange ikke vil. finde hans arbej-
dé umagen-vard, - fordi de-ikke kan se, at der er noget at dls—
_kutere, og han fgler sig stillet overfor grove opfattelser )
" (Roheit der Auffassung), som kalder regning for 'aggregeret,
mekanisk tenkning' (ibid p III) Han betvivler, at der over-
hovedet findes en sédanAtankning,for "...t@&nkningen er over-
alt i det Vasentlige den samme ... Forskellenehbestér kun 1
den ste¢rre eller mindrerrenhed og uafhangighed af psykologisk
indflydelse og af tankningensrydre hj®lp sasom sprog, taltegn
0.lign., og i nogen grad i finheden af begrebernes struktur;
men netop i denne henseende overgds matematikken nappe, selv
ikke af filosofien." (ibid, p III-IV) Opfattelsen af reg-
ning som aggregeret, mekanisk t@nkning ma det vare i mate-
matikernes interesse at imgdegd, "fordi den er egnet til
at forklejne en hovedgenstand for deres videnskab og dermed
denne selv." (ibid p IV) Det er altsa i hg¢j grad matemati-
ken og dens udgveres prestige og selvfglelse, der er pd spil.
Matematikken skulle ngdig trues i sin 'renhed' eller vise
sig at vere under 'psykologisk indflydelse'.

Behovet for en n@gjere undersggelse af talbegrebet er,
hvad Frege ¢gnsker at vekke. En sddan md ngdvendigvds blive
ret filosofisk; samarbejdet mellem matematik og fdlosofi er
imidlertid ikke s& blomstrende, som.dwt kunne vere. Arsagen
hertil ser han i- *dewgqﬁknlogiake betragtningsmiéders over-
vagt indenfor filofofien, som endda er trangt ind i logik~
ken" (ibid, p V) Han henviser til opfattelser, som gar ud
pd, at tallene afh®znger motorisk af muskelsansninger', men
siger, at matematikeren ikke kan genkende tallene i séadanne
forstillinger, og fastslar: "Nej, med sansning har aritme-
tik intet at skaffe. Ligesdlidt med indre billeder,  -dannet
af sporene af tidligere sanseindtryk. Det ustadige og ube-

stemte, som alle disse gestalter har, stdr i skarp modsat-



ning til de matematiske begrebers Qg‘genStandes.endéliée og
faste karakter" (ibid, p V-=VI) Ved qrdet"hundredé' kah man
forestille sig tegnet '100" ellerhbogstavet 'C' eller noget
- andet. Sadanne forestillingder rammer ;kké sagens vasenskerne.
"Lad os ikke tage en beskrivelse af, hvorledes -en forestilsg, .
ling opstdr, for en definition, ogi:ikke angivélsen af de sja--
’lelige og legemlige betingelser for, at en s&tning kommer ﬁil
vores bevidsthed, for et bevis og fdrveksle tanken om en sat-
ning med dens sandhed!" (ibid, p VI) '
| ,'j Videre gor hén opmafksom.pa, at en satning jo ikke op-
¢ - hgrer med at vere sand, fordi jeg holder op med at_tanke pa |
den. Talforesﬁillinger har-deres histprie,'men den historiske
betragtningsméde ogsd sine begransninger. "Bestod .i alle tings
bestandige flyden intet fast, intet evigt, ville verdens. er-
kendelighed oph¢re og'alt styrte i forvirring." (ibid, p VII)
Det er urimeiigt'at forestille sig, at begreber.bpstér i de
enkelte sjale, som blade p& et tre, og at mene, at man. er-
kender deres vasen ved at efterforske deres opstaem eller for-
klare dem udfra menneskets psykologlske natur. Ofte lykkes det
fgrst efter et stort &ndeligt arbejde, der kan strakke sig o-
ver &rhundreder, at erkende et begreb 1 dets renhed, at af-
‘skrezlle de indhyldningef, der skjulte det for det &ndelige ¢-
Se. f
Og sa kommer turen til Mill: "Hvad skal man nu sige, nér
* nogen, i stedet for at fortsatte dette arbe]de (med at erkende
begreberne i deres renhed; f.a.), hvor det endnu ikke synes
fuldendt, ikke har nogen agtelse til overs for deﬁ,'gér i bgr-
nevarelset eller setter sig tilbage til menneskehedens eldst
taenkelige udviklingstrin,'for der som J.St.Mill. at opdage en

N éebern¢dde— eller kiselstens-aritmetik! (se afsnit l.2;-f.a.)*
e Der mangler blot at tilskrive ngddernes velsmag en s@erlig be-
| le det betydningsfelt, vi har trukket frem, og som Douglas
antyder en fortolkning af. Vi vil senere i rapporten vende
‘tilbage til temaet. | ' o
I stedet for at finde en sa@rlig renhed fo;-begreberne der, hvor

man tror'sig ner deres kilde,ser man alt udflydt og utydeligt som



ikke trazde i stedet. A ,

Nir vi opholder os si lange ved Freges forord, skyldes
det paifaldende’ trak-ved hans stil. .I hans argumentation er
indvavet en pdgaende og‘skérp opme&rksomhed omkring matema-
tikernes professionelleragtelse. Det er'beskazmmende’, at
matematikken er usikker i sit‘fundament, og en afviselig'
opgave at udbedre skaden; Han er stillet overfor 'grove'
og 'forklejnende' anderledes opfattelser. Matematikken er ‘
" af stgrre ‘renhed og dens begreber af 'finere' struktur end
Vhégen anden videnskab. 'Psykologi' og 'sansniﬂg' er det var-
ste han kan forestille sig i forbindelse med matematik.
'Psykologiske betragtningsmdder' er endda 'trengt ind i’
logikken. 7

Forestillinger om renhed og fare, invasion, indtrangen,
forklejnelse, foragt, og ruin gennemsyrer hans fremstilling.
Den understreger kontrasten mellem det ubestemte, det tagede
og forvirrede og flydende overfor det rene, fine, ordnede og
regulare. I sin diskussion af kontroversen mellem Mill og
Frege er Bloor ogsd opmerksom pd dette trak og henviser til
antropologiske studier:

JIn 'Natural Symbols' (1973) Mary Douglas has drawn attention to
what she calls the 'purity rule'. There is, she says, a natural

tendency in all cultures to symbolize high status and strong social
control by rigid bodily control. Physical eruptions and processes

are framed out of discourse. The attempt is made to portray inter-
actions as if they are between disembodied spirits. Style and
behaiviour are bent towards maximising the distance between an
activity and its physiological origin. In my terms, invoking the
purity rule would be a natural response to threat. Frege's style
is a beautiful example of the purity rule in action. Indeed, he
explicitly formulates it for himself. ..." (Bloor, 1976,p 83)

Det bemzrkelsesvardige ved Freges stil er ikke fremdra-
get for i sig selv at drage den rationelle kerne i hans ar-
gumentation i tvivl. Men hvor berettiget hnders¢gelsen af
matematikkens grundlag eller vasen end er, vakker det vores
eftertanke, at en dyb og pastaet 'ren' filosofisk-videnskabs-
teoretisk undersggelse kan g& s& ubesvaret hand i ha&nd med he-
le det betydningsfelt, vi har trukket frem, og som Douglas an-
tyder en fortolkning af. Vi vil vende tilbage til temaet sene-

re i rapporten.
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_ Mill behandlede matematik som et sat forestllllnger, def
er om den . fysiske verden og opstar af erfaring med denre ver-
den. De to centrale ingredienser er s&ledes:. i) forestillin-
ger og tankeprocesser opfattet som mentale begivenheder og
ij) de fysiske situationer , som forestillihgerneve: om,
Freges kritik retter sig mod begge m8l. Han kritiserer bade

synspunktet om, at tal er subjektive eller mentale ting og
synspunktet om, at tal er om eller er egenskaber ved fysis-

~ ke objekter.

Freges argument for at forkaste ideen om tal som sub-
jektive, mentale eller psykologiske bestdr i at pege pd for-
skellen mellem egenskaber ved psykolgiske st¢frelsér, som

ideer og erfaringer og egenskaber ved matematiske begreber.

HVores bev1dsthedstllstande erubestemmeog fluktuerende, mens

-tllstandenes indhold - den’ matematlske viden de indeholder -
er fast og bestemt Tal er ikke psykologlske stgrrelser 1.;
folks hoveder, men er uafhangige erkendelsesobjekter.ui '
Heroverfor kunne man forsvare Mlll med at sige, at hans
teori har en objektiv komoonent derved, at“aritmetik er. om ge*'
nerelle egenskaber ved objekter, fx. de. af Frege sé& foragtede
peberngdder. Svarere fdr han det overfor Freges problematlse—'
ring af, at tal er egenskaber‘ved ydre ting.. Her er Frege$ 
argument, at tal ikke kan vare en egenskab ved ting,vfordi tal-
let knyttet til en samling ting éfhangef af den made, vi ser

tingene p&. Tal ér ikke en egenskab ligesom. farve og form:

+ "Taler man ikke i en ganske anden forstand om 1000 blade- end

' om traets grgnne blade? Den grgnne farve tillagger vi nvert

blad, det ggr vi ikke med tallet 1000. Vi kunne sammenfatte
allle trzets blade under navnet 'dets 1gv'. Ogsi dette er
gr¢nt, men ikke 1000...... En genstand, som jeg med samme
ret kan tilskrive fofskeliige tal, er ikke den egentlige be&-
rer af et tal." (Frege, 1884, p 28-9)

Frege sammenfatter sin kritik af Mill's og andres tal-
opfattelser siledes: ' k ' '

. "Tal abstraheres ikke fra tlng pa samme :mdde som farve, vegt og:
hardhed, ef ikKe i den forstand egenskab ved ting.

Tal er intet fysisk, men heller intet subjektivt, ingen forestil-
ling. ‘
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Tal opstar ikke ved at fgje ting til ting. Navngivning efter
hver tilfgjelse @ndrer intet.

Afgrznsethed, udelelighed, uadskillelighed er ikke brugbare kri-

terier for det, som vi udtrykker med ordet ‘en’.
...En skelnen md ggres mellem én og enhed. Ordet 'en' kan som e-

gennavn for en g-ﬁ!-lxil!1forsknlngsgenstand ikke sattes i flertal. Det
er altsi meningslgst at lade tal opsta som sammenfgjninger af enere.
Plustegnet i 1+1=2 kan ikke betyde en sddan sammenfgjning." (ibid, §45,

58.9)
'P ~ Hvad er da l¢gsningen p& miséren om tallene? N&r de ik-
ke er fysiske eller mentale stgrrelser, hvad er de sa? Fre-
ge ser en tredje;mulighed: de er fornuftSObjekter eller be-
greber. Begreber har den vigtige egenskab at vare 'objek-
tive'. Med objektiv forstdr Frege det, der er uafhangigt af
vore sansninger og de mentale billeder bygget herpa, men ik-
ke uvafhangigt af vores fornuft. Han forsg¢gger at afgranse

det siledes:

"Jeg skelner det objektive fra det hindgribelige, det rumlige og det
virkelige. Jordens akse, solsystemets sassemidtpunkt er objektive, men
jeg ville ikke kunne kalde dem virkelige ligesom jorden selv. Man kal-
der zkvator for en tankt (gedacht) linie; men det ville vere forkert, at
kalde den en udtaenkt (erdacht); den er ikke opstéet ved tznkning, som et
resultat af en psykisk proces, men snarere kun erkendt, (be-) grebet ved

tenkning. Var erkendelsefwsproceswes) en i+ 5& kunne vi
ikke sige noget posxtlvt om #FKVAtST angéende den tld der la forud forritnE;

angivelige opstden." (ibid, §26, p 35)
Frege skelner skarpt mellem begreb og ting. En ting kan
'falde under' et begreb. De enkelte mennesker fx. er ting,

som falder under begrebet 'menneske'
Videre skelner Frege mellem begrebet selv og dets omfang

eller extension. Omfanget af begrebet menneske er klassen af
alle mennesker. De enkelte mennesker tilh¢rer eller er medlem-
mer af klassen mennesker. En ting - eller en genstand, som han
ogsd kalder den - kan altsd falde under et begreb og tilhgre
et begrebhs omfang.
Det kendetegner Frege, at han betragter begrebsomfang,

klasser som en slags ting eller genstand, der har objektiv ek-
sistens. Hans metafysik er 'realisme'; man siger, at han er

'begrebsrealist'. Det er Russell ikke; han er antirealist -

det vender vi tilbage til.
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Taihegrebet arbéjder Frege sig nu frem til saledes:

En talangivelse udsiger noget objektivt om et begreb.
Aritmetikkens tal ma begribes ikke som uselvstandig attribut,
men som-substantivisk - fbrskellen‘modsvarer_den mellem 'bléa’'
og 'himlens farve'. Et tal er tilstrakkeliét bestemt, hvis
i) wvi kan identificere'det, referere entydigt £il/det, og
ii) vi;kan afgpre dets identitet, adskille def fra andre
ting. Som definition pé‘lighéd brugei han Leibniz' substi-
tutionsprincip; to ting‘ef ens, hvis de kan erstatte hinanden,
- (ikhid, §65, p 76).

. Han sigef sd, at der findes en aft s&tﬁinger, som m& ha-
ve mening fdr alle genstande..Det_er identitets- sétﬁinger;
for tal kaldes de 'ligning'’ (Gleichung) . Problemet er der for
at fastsatte betydningen af tal-lighed udenvat ggre brué af
tal-ord eller ordet tal. Han finder, at en identitetsaom for
tal betyder, at der er en gensidigt entydig tilordnihg af de
genstande, der falder under et begreb F med de genstande,
'der faldéf under et begreb‘G - dvs. en en—til-en—korrespoh4
dance. Denhe mulighed er definitionen pd lighed mellem tal.
En sadan gensidigt entydig tilordning er en relation mellem
Qenstandene, dér faidéf under de to. begreber: Relationsbé-
grebet er et rent logiék'begreb,.kan Frege'vise. Hvad der er
logisk, er‘analytisk éahdt og~kendt a,pridri; (ibid, §70,
p83) |

‘ Med Iighed i hus gr”haQ parat til at definere tal'elQ
ler rettere-antal:

- - "Det antal, soﬁ tilhg¢rer begrébet F,er omfanget-af be-
grebet 'lige-talligt med begrebet F'" (ibid, § 68, p 79-80)
At begrebeth e:lligeftélligt med begrebet F'betyder,‘at der

er mulighed for fg¢rnavnte génsidigt entydige tilordning af
de genstande, der falder under de to begreber - altsa at
~der findes en en-entydig relation metlem omfangene af de to .
begreber. : ' ‘

Et tal er alts3d en klasse af klasser.(omfang af et om-
fang af et begreb) - nemlig klassen af klasser, der er'lige—
tallige med begrebet, der hgrer til tallet.  Da en klasse
(omfang)'for Frege er en genstand eller ting, er tal gens-
stande og ikke begreber. Frege har nu defineret - .ikke tal-
lene selv - men det almene bégreb 'et helt tal' ved hjazlp af

P
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de logiske begreber 'omfang' og 'lige-tallig'. De enkelte
hele tal har han endnu ikke defineret.

For ethvert tal n komstruerer Frege nu et eksempel pa
en klasse med n medlemmer og siger sa, at tallet n er klas-
sen af alle klasser, som har lige s8 mange medlemmer som den
konstruerede klasse. Derved m& han se til, at den konstrue-
rede klasse er omfanget af et logisk begreb. Han starter

med O:

"0 er det antal, som tilhgrer begrebet 'sig selv ulig'
(ibid, §74, p 87) R
Han t@®nker sig da, at'lighedsbegrebet er et logisk begreb,
og at det er et logisk grundlag, at alle ting er lig med sig
selv:

"Jeg kunne til definition af 0 have taget ethvert andet
begreb, hvorunder intet falder. Men for mig kom det an pa
at valge et sadant, hvoraf dette kunne vises rent logisk; og
dertil tilbyder sig mest bekvemt 'sig selv ulig', hvor jeg

for 'lig' lader den fe¢rhen anfgrte Leibniz'ske fortolkning,
sém.exr.rént logisk, galde." (ibid, §74, p 88)

Dernest definerer han, at

"Der findes et begreb F og en herunder faldende genstand
x saledes, at antallet, der tilhgrer F er n, og siledes, at
antallet, der tilhgrer begrebet 'falder under F, men er ikke
lig x', er m"

skal betyde

"n fglger umiddelbart efter m i den naturlige talrakke"
(ibid, § 76, p 89)

Nu kan han definere 1:
"l er det antal, som tilhgrer begrebet 'lig 0'"

og vise, at 1 er det antal, der f@¢lger umiddelbart efter 0.
iibid, §77, p 90) Han kan s& vise, at ethvert antal i den
naturlige talrazkke fglger eftiam et antal. (ibid, §79, p 92)
Hermed har han konstrueret de naturlige tal.

Hvis det nu er sandt, som Frege - og Russell - mente,
at al matematik til syvende og sidst handler om hele tal,
og at de hele tal er klasser, sa fg¢lger, at al matematik
i bund og grund handler om egenskaber ved.qg relationer mel-
lem klasser. Og hvis leren om klasser er en del af logikken,




ja s& er alle~ﬁatematiéke sandheder logiske sandheder. Men
det stod endnu tilbage at bevise.. Det blotte faktum, at 2,
3 og -5 kan defineres som klasser, siger ingent;ng om mulig-
heden for at bevise 2+3=5 'rent logisk'.

Frege var klar over, at ‘hans deflnltinn af tallene end-

nu ikke beviste den logicistiske tese.. Han opsumerer sine
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restltater saledes.

"Jeg haber i dette skrift at have sandsynllggjort, at de aritme-
tiske love er. analytlske domme og fglgelig a priori. Herefter er arit-
metikkén kun en' udvidet logik, enhver aritmetisk satnlng en lOngk lov, ’
omend -en afledet

Jeg g¢r ikke krav pd at have mere end sandsynliggjort, de arltme—
_ tiske setningers analytiske natur, idet man altid kan.tvivle pd, om ‘be-
- viset er fg¢rt ud fra rent logiske love, om der ikke et sted ubemerket
er 1ndsmuglet en bev1sgrund af anden art." (ibid, §§87 og 90, p 99 og
102) . : . .

For at kunne gennemf¢re den ‘anden fase ‘i ‘beviset. for '
den log;c;stlske tese blev Frege ngdt til at arbejde med at
systematisere det 1oglske bevis' regler. '

I en vis forstand kan man sxge, at Frege tog bolden op
1.fra Lelbnlz, der som navnt s& forblndelser mellem loglk og
' matematlk Lelbnlz gjorde 51g til talsmand for mekanlsk be-

regning som en i praksis uundvarllg hjalp i al deduktlv re- B
sonneren, og han fremsatta ‘tesen om, at’ bade lOngk og mate-.
matisk sandhed grunder sig p& princippet om mod51gelse og
.derfor i passende forstand skulle kunne reduceres til 'iden-
tlske sztninger. ' '

Frege udvidede den symbolske reprasentation af deduktiv
~résonne;en betydeligt. Udv1delsen bestod i at symbolisere ik-
ke bare den notation, der blev brugt i al deduktiv r@sonneren,
men ogsa i at formulere eksp11c1t de tllladte slutnlngsregler
Det bet¢d at ethvert trin i en slutning kunne i) reprasente-
res af en transformatlon af et eller flere symbolske udtryk
~til et andet, og ii) retfardlgg¢res med en henvisning tll klart
formulerede regler , 7

V Freges arbejde med logikken betegnes : 'revolutionen i
1ogikken Indtll da var der ingen, der havde sat Sp@prgs-—
malstegn ved den centrale pastand i den arlstotellske loglk at
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al logik er subjekt~pradikats logik.

Aristoteles havde undersggt, hvordan slutninger kunne
kombineres, sa der kom rigtige konklusioner ud af det. Fil
det formal klassificerede han slutninger i katagorierne:
bekraftende (alle me&nd er dgdelige), benaétende (ingen mend
er dgdelige); universelle (alle me&nd er dgdelige), partiku- -
lere (nogle mend er dgdelige) eller individuelle (Sokrates
er d¢delig). Han konkluderede, at alle slutninger er pra-
dikative, fordi vi, nar vi drager slutninger, altid foreta-
ger en af'f¢l§ende to handlinger: i) tilskriver et pradikat
til et subjekt ii) fornagter at subjektet har et bestemt pra-
dikat. Se&tninger, der ikke er pad subjekt-pradikat-form, hav-
dede han, kunne omskrives til det. Standardmaden at rzson-
nere pa bestod af tre dele, som hver for sig er en pradikats-
slutning: to pramisser og en konklusion. Den slags standar-
der kaldte han for 'syllogismer', og opstillede regler for,
hvorledes pramissernes indbyrdes relation skulle vare, for
at slutningen var gyldig.

Det. systematiseringsarbejde, .som Frege og efter ham
Russell m.fl. udfgrte, er blevet normgivende for det moder-
ne syn pad logikken som system. Et vigtigt trak ved syste-
met er, at Frege og Russell ville ordne logikkens love efter
det euklidiske forbillede i geometrien til et sYstem af grund-
s@tninger (axiomer) og f¢lgeslutninger'(teoremer). Frege
kaldte udtrykkeligt sin metode 'euklidisk'. Han genskabte
pa det nermeste den formelle lbgik, gav det fgrste fuldsten-
dige axiomsystem for udsagnslogikken og udviklede prazdikats-
logikken. Bl.a. benyttede han den slutningsregel, der gar un-
der navnet modus ponens (givet 'A' og 'A' medfgrer 'B', sa
gelder 'B'), som eneste udsagnslogiske slutningsregel. Han be-
handlede relationer, som der ikke var taget hgjde for i Aristo-
teles' logik, viste at konnektiverne 'og' og 'eller' kan udtryk-
kes ved hjalp af negation og implikation, og indfgrte eksis-
tens- og alkvantorerne,.

Leibniz' anden idé, at matematisk og logisk sandhed er
'identisk', blev hos Frege til det logicistiske program.
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1. 4 " Bertrand Russell S fllOSOfl

Under trykningen af 'Gruhdgeéetze' fik Frege at Qide af Russell,
at den logik, han benyttede i sine bevisfgrelser, indeholdt |
en selvmodsigelse. Det var noget'af et chok for Frege, som i
sit arbejde med matematikkens fundament ikke ans& den logiske

tenkning for et problem.

Russell s modsigelse kan konstrueres saledes-
Vi antager, at man kan tale om klasser som er og klasser

' som ikke er medlem af sig selv. Det lyder rimeligt; fx er

" klassen af mennesker ikke et-menneske og derfor ikke medlem

af sig, mens klassen af ikke-mennesker er et ikke-menneske

og derfor medlem af sig selv. Antag viéere fplgende to for-
udsatninger: 1) Enhver klassé er enten medlem i sig selv el-
ler- er ikke medlem af sig selv.2) Ingen klasse bdde er og er
ikke medlem i sig selv. Den fgrste fofudsatning er en anven-
delse af pr1nc1ppet om det udesluttede tredje (enten er en .
satnlng S sand eller ogsa er 1kke—S sand) . Den anden en anven—

delse af loven om den udesluttede mod51gelse (S og ikke-S er

.1kke begge sande) .

Vi kan danne begreberne ‘klasse, som 1kke er medlem i
sig selv' '(Bl) og 'klasse, som er medlem i sig selv (B ).

B 's,omfang (Ol).er klassen af klasser, som_ikke er‘medlemmer :

1 4
i sig selv. Bz's omfang (02) er klassén af klasser, som er med-

- lemmer i sig selv.’

I fgplge. vores f¢rste forudsatnlng er hver klasse enten -
medlem i sig selv eller ogsd er den det 1kke. M.a.o. falder

hver klasse enten under begrebet'B eller under begrebet B2‘
: \

1
I fgrste tilfel#e hgrer klassen til B

til 32's omfang O

l's omfang 0y i andet

2° 4

Spgrgsmilet er nu: Til hvilket omfang he¢rer Ol'

Antag at Ol hgrer til Ol' I s& fald er'O_1 en klasse, som
er medlem i sig selv. Men det betyder at 04 falder under bé—

.grebet,Bz i fplge dettes definition. Ol tilhgrer altsé‘Bz's om-

fang 02. Antagelsen, at O hgrer til Ol leder altsa til,at
Ol t11h¢rer O2 , :

' Antag nu, at Ol tilhgrer O2 I s& fald er Ol en klasse,A
som ikke er medlem i sig selv. Alts& falder Ol 1 felge défi-.
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nitionen under begrebet B, og tilhgrer dermed dettes omfang }
.01' _ ‘
Hvis vores fgrste forudsatning om, at en klasse enten

- er éller ikke ér medlem i Sig selv, er rigtig, s& m& det og- R

s& vare rigtigt, at klassen Ol badde er medlem i sig selv og .

ikke er medlem i sig selv. Men det strider mod vores anden for-
udsatning-om,at ingen klasse bade er og ikke er medlem i sig

selv. I denne modstrid ligger Russells paradox. . - : . _

. Hvis man nu var ligeglad med logik, kunne man affardige
dette som en leg med ord, men’Eggggg;gEnApa'logikken som ét
system af ufejlbarligt sande satninger, sd var det h¢js£ uro-
vakkende,at der kan konstrueres antinomier. (modsigelser) in-
denfor det. Russells paradox er jo konstrueret med Freges .
logiske byggeklodser, som han brugte i'Grundlagen der Arith-
metik'. ' |

Som navnt f¢r var Freges 'Grundsetze' ved at gd i tryk-
ken,.da han h¢rte om antinomien, og han skrev et tillag til
bogen. Det indledtes med ordene: "En st¢rre ulykke kan nap-
pe ramme en videnskabelig forfatter, end at f& en af grunde-
ne fotr sit verk raseret, nir varket selv er fuldbyrdet"

(Wwright, p 70; oversat fra svensk). Frege mener selv, at |
ondets rod skal sgges enten i, at loven om det udesluttede
tredje ikke har den almene:gy;dighed, som vi intuitivt til-
lagger den, eller i sammenh&ngen mellem begreb og begrebs-
omfang. Frege foreslog selv det sidste, men dette forslag
til udvej blev sat i skyggen af Russells mere opsigtsvakken-
de ide om, hvordan antinomierne skal lgses. Det vender vi
straks tilbage til, men fgrst skal vi en tur over en vigtig
nyudvikling indenfor matematikken.

Omtrent samtidig med at Frege dannede sin opfattelse af
tal som klasser of klasser, lagde den tyske matematiker,
Cantor, grunden til en ny gren indenfor matematikken, den sa-
~ kaldte mengdelare. Cantors lere havde starke l;ghedSPUnkter

med Freges arbejder. Cantor havde en grundsatninc, der saqgde,

som har denne egenskab. Det er parallelt til Frege, som

a£ for enhver egenskab, kan man danne mangden af objekter,
til et begreb dannede dets omfang. Cantors bergmte defini-
\
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tion af magtighed (Gleichﬁéchtigkeit)Aaflmangder,.minder«starkt
om Freges definition af ligetallighed, bortset fra at Cantor |
ogsa definerede dette beéreb;for uendelige mazngder. Det var
netop omkring uendelighedsbegrebet, at Cantors teori havde

epokeggrende konsekvenser; koﬁsekvenser, som gjorde,at hans

ideer var'uglesete i mange ar f¢r de vandt udbredelse; det

skete i det sidste &rti op til 'dette  &ztundrede.

Det interessante er nu, at Russells paradox ogsd lod sig’
formulere i Cantors ma&ngdelare. Mengden A af‘mangder,der
ikke er element-i sig selv, opfylder betingelserne for Russels

paradox, idet A, hvis A er element i sig selv, ikke er ele=.

‘ment i'sig:selv, og A, hvis A ikke er element i sig selv, er

element i sig selv. o
Cantor selv tog ikke dette sé tungt.: SSlange man brug-
te sin sunde fofnuft, kom man ikke'galt af sted med sine meng-
der. ' o ' L
For Russell derimod vaf det alt andet end ligegyldigt.
Hvis matematik-skullé reduceres til'logik; skulle'ikke bare
aritmetikken, men ogsi den generelle mengdelazre, eller i hvert

fald teorien for mengder af tal og formodentlig ogsd mengden

- af mengder af tal osv. kunne reduceres til logik. For Russell

stillede problemet sig som en usikkerhed'i logikkens funda-
ment,- og han_var derfor ne¢dsaget til at foretage en revision
heraf. ' '

Der var ogsé andre reaktioner, som istedet tog udgangs-

~ punkt i ma@ngdelarens grundlag. Det var nemt at se,at det,dér

gav anledning til antinomierne (for der var flere), var prin-
cippet om qbegrahset komprehensioh, altsd Cantors grundforud—
setning om, at for enhver egenskab kan dannes mangden af ob-
jekter med denne egenskab. Man, Von‘Neuman, Zermelo_m.fl. for-
spgte at opbygge et axiomsystem for mengdelaren, sidledes at
man bevarede de muligheder, som 1& i den, men samtidig4undgik'
de 'for store! mangder, som gav anlédhingftil antinomierne.
Russells reaktion i anledning af paradeérné‘blev udvik-
lingen af hans sikaldte typeteori.. Mens det for Frege var

indlysende, at enten faldt en gensténd under et begreb eller
ogsd gjorde. den det ikke, si s& Russell en tredje mulighed.
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Han sagde};at et begreb har et menings- eller signifikansom-
rdde. Falder en genstand indenfor et begrebs meningsomréide,
er det meningsfuldt at spgrge, om genstanden falder under be-
grebet. I modsat fald er det meningslgst. Fx. er det menings-
fuldt at spgrge om en blomst er bla, men ikke om den er et
primtal. Alle farﬁer hgrer til begrebet 'bld's meningsomra-
de, alle tal til begrebet 'primtal's meningsomrdde, selvom
alle farver ikke falder under begrebet 'blé"og alle tal ikke
under 'primtal'. o - N B B

Russell sagde hu, at alle genstande i eirbegrebs menings¥
omrdde er af samme logiske type, og at begreber med samme me-
ningsomrdde er af samme logiske type. Alle farvebegreber er
af samme logiske type.

Russells paradox kan nu undgés, fordi det er meningslgst
at spgrge om en klasse er medlem i sig selv. En klasse er om-
fanget af et begreb og af en anden logisk type, end de genstan-
de,der falder under begrebet og altsi tilhgrer klassen. Far-
vebegrebet tilhgrer ikke begrebet 'bld's meningsomrade; klas—
sen -af primtal tilhgrer ikke begrebet'primtal's meningsomrade.
Han opstillede 'den onde cirkels princip', som skulle sikre,
at antinomierne blev undgdet: Noget,som indeholder alle gen-
stande i en samiingtaf:qenstandé,;kan'ikke selv vere med i
samlingen. -

Russells typeteori giver anledning til et hieraki af
klasser. Enheder (dvs. 'ting', der ikke er klasser) er af
type 0. Klasser af enheder er af type 1. Klasser af klasser
af enheder er af type 2. Osv. En klasse af type n ma kun
have elementer af type n-1.

Omend typeteorien synes sund i sin grund, gav den anled-
ning til en razkke problemer, som Russell aldrig formdede at
lgse tilfredsstillende. For matematikkens vedkommende gav
det sig udtryk i et behov for axiomer af ikke-logisk karak-
ter. Fx var der brug for et reduktionsaxiom, som tillod
reduktion af tal af forskellig type til samme niveau.

Videre havde han brug for et uendelighedsaxiom,
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som‘fQStslog eksistensen af en uendelig‘méngde. N¢dvendigf
heden af disse axiomer,»scm dé:ligtvkan siges at vare logi-
ske, svakkede afggrende den logicistiske tese.

Frege og Ruséell_har det logicistiske program felles,
men der er ogsd en vigtig forskel mellem dem. Som tidligere
omtalt tilskre; Frege begreber dbjektivitet; begreber var
for ham fornuftsobjekter,'som havde reel eksistens. Begrebs-
omfang ligéledes; Tal var altsd objekter.. Frege var begrebs-
realist, og sdledes ikke empffist. Russell derimod var anti-
realist og hard empirist. Han antager fx. ikke at et bord .
‘eksisferer, kun at sanseindtrykkene af det g¢r det; herﬁdfra
kan bordet rekonstrueres. .At definefe er‘forﬂﬁrége.at af-‘
~graense et objekt, hvilket impllcerer at bevise dets ek51sten§,
For Russell derimoeder deflnltioner blot notationsskift.. N&r
'Russell gdr fra logik til matematik, skaber han ikke llgesom
Frege logiske objekter eller andet reelt eksistefende.'RuSF
sell er nominalist. -

‘Det lykkedes ikke for Frege og Russell at bevise den™logici-
stiske tese, at reducere matematik'til logik. Men retrospek-

" tivt kan man maske sige, at de skabte en. forbindelse mellem

to Qrenexaf mafematikken, nemlig aritmetikken og mangdelaren.
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1.5 :HilbertsTprogram._Formalismeipg metamatematik.

Indtil nu har vi omtalt to forsgg pd at genopbygge mengde~
delerens grundlag, som i Cantors oprindelige, 'naive' udgave

- var rystet af antinomierné. Russell og hans tilhangere men-
te, at vores naivitet bestod i, at vi tog for givet, at en-
hver grammatlsk korrekt indikativ s@tning udtrykker noget

som enten er eller ikke er tilfazldet. Russell mente desuden,
~at en vis type ondartet Cerel-begrebsdannelse pa grund af

' skgdeslgshed havde flet lov til at trenge ind i1 logisk-mate-
matisk tenkning. Ved at begranse sproget og forbyde de far-
lige typer af begrebsdannelser kunne de kendte antinomier
bringes til at forsvinde. Troen pd de resulterende, noget
skamferede systemers konsistens var ikke fuldkommen, efter-
som visse intuitivt ikke alt for godt funderede indretninger
mdtte bruges for at genskabe i hvert fald en del af den tabte
styrke og man¢vremulighed. Zermelo mente, at fejlen 13 i at
antage, at der til enhver betingelse svarede en vis stgrrelse,
nemlig mengden af objekter, der tilfredsstillede betingelsen.
Ved at lagge passende begransninger pd de axiomer, der styre-
de dannelsen af mengder, ville han skabe et axiomssystem, som
var fri for antinomierne, men starkt nok til at tillade kon-
struktionen af tilstrakkelige dele af den klassiske matematik.
Troen pd disse systemers konsistens hvilede udelukkende p8&,
at de kendte antinomier ikke kunne reproduceres heri.

Badde den type-teoretiske og den axiomatiske tilgang til
mengdel#rens grundlagsproblemer havde s&ledes behov for et
bevis for, at deres systemer var konsistente. Den klassiske
metode at lave s&danne konsistensbeviser pd. gik ud pd at
lave en model af det system, hvis konsistens skulle undersg-
ges, i en teori, hvis konsistens der ikke var tvivl om. S&-
ledes havde Beltrami i 1868 vist visse ikke-Euklidiske geo-
metriers konsistens ved at konstruere e%?ég% dem i Euklidisk
geometri, og Hilbert havde i 1899 lavet en model for Fukli-
disk geometri indenfor de reelle tal, og derved vist dens
konsistens relativt til de relle tals teori.

Men denne metode kunne ikke bruges p& de navnte syste-
mer. Endelige modeller kunne &benlyst ikke bruges, og ingen
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\

begrebsramme, hvori uendellge modeller kunne formuleres, kun-
ne betragtes som sikre i. lyset af antlnomlerne. Derfor var
der brug for en anden metode. Hilbert kom med den, vagt i
1904 og med stigende pracision fra 1917: det mitte Viées,
at de matematiske standard bevis-prbcedurerver sterke nok
til at 'hele den klassiske-matematik = herunder hele Cantors
mengdelare - kan afledes af passende axiomer, men ikke sa
sterke, at antinomierne kommer med. Hilbert var overbevist
om, at den klassiske matematik basalt Var'sund, og heri rok-
kede antinomierne ham ikke. | - -
Hilbert havde til hensigt at udfgre sit program i to
trin. I det fgrste skulle hele matematikken - faktisk tenk-
"te han iser pa arifmetik; analyse og mangdelare - formali-
seres, dvs. et formelt system eller formalisme matte konstru-
. eres, fra hvis'éxiomer i det. mindste den indledende matematik
kunne afledes ved hjalp af et nzrmere bestemt sat af sdut-
ningsregler. Systemet skulle vare forﬁelt i den betydhing,‘
at slutningsreglerne virkede pa sekvenser af symboler, og
der skulle kun tages hensyn til arten og rakkefglgen af sym-
bolerne, ikke fx. til deres mening'. Sadanne systemer ville
kunne behefskes.tiistrakkeligt ﬁed etiminimum at intuitién,
nemlig den sikaldte 'globale intuition', som kan afggre, hvor—
vidt to symbolforekomster er forekomster af det samme symbol
eller af forskellige symboler. Denne slags intuition kra-
ver ingen intellektuelle evner overhovedet og kan bygges ind
i en passende konsbfueret maskine. Hvorvidt en serie: af .
.symbol sekvenser er et bevis for dens 51dste sekvens eller
ej, kan i et sadant system. kontrolleres uden at bruge andet
end sammenligning, en rent mekanlsk.operatlon, Der er her
tale om en formalisering, som gé&r langt videre end en formei
axiométisering i naturligt, sprog, som bygger pd en 'forstdet'
logik og stiller sig tilfreds med at betydningen af teoriens
spec1f1kke ekstra—loglske termer 1kke indgar i .afledningerne,
mens91 Hilberts formallserlng ses bort fra den tilsigtede B
fortolknlng af alle symboler, de logiske 1nklu51ve. Hvis
man vil slutte at 'p er sand' fra 'p og g er snde', kan dette

ikke ggres ved implicit eller eksplicit brug af betydnihgen
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af 'og', men alene pa baggrund af paasende axiomer og slut-
ningsregler. I sit arbejde kunne Hilbert selvfglgelig bru-
ge eksisterende formaliseringer, sd&som Peanos af aritmetik-
ken (talteorien) og Zermelos af mangdelaren samt axiomati-
seringer af logikken hos Frege og Russell/Whitehead.

I andet trin af sit program, havde Hilbert planlagt at
vise, at anvendelsen af slutningsreglerne aldrig kunne fore
til modsigelse,‘eller,rettere til formel inkonsistens i den —
betydning, at der fx. ikke kunne eksistere et gyldigt bevis,

hvis slutsekvens var 'l1=2'. Argumentationen for umuligheden
af dette metateorem skulle vaere af en sd simpel karakter, at -

dets sundhed ikke pd nogen md&de kunne betvivles.

Den metateori, hvori matematikkens bevisprocedurer skul-
le undersgges, kaldte Hilbert 'metamatematik' eller 'bevis-
teori', og Hilbert insisterede p&, at kun sakaldte 'finitte'
argumenter var tilladte i bevisteori. Hilbert specificerede
aldrig komplet, hvilke procedurer han ansa for finitte, men

fplgende citat fra en af hans elever kommer tat pa:

"We understand by an intuitionistic (i.e. finitary) argument an argument
that fullfils the following conditions: one always deals with a finite
and determined number of objects and functions only; these are well de-
fined, their definition allowing the univocal calculation of their va-
lues; one never affirms the exixtence of an object without indicating
how to construct it; one never deals with the set of all the objects x
of an infinite totality; and when one says that an argument (or a theorem)
holds for all these x, this means that for every particular x it is pos-
sible to repeat the general argument in question which should then be
treated as only a prototype of these particular arguments." (Herbrand,
cit. fra Fraenkel et al. 1973, p 278)

Hilberts program lod sig ikke gennemfgre. Det kunne
indenfor metamatematikken bevises, at konsistens af til-
pas righoldige matematiske teorier ikke kan bevises. Ar-
bejdet med Hilberts program gav anledning til en rakke be-
tydningsfulde matematiske udviklinger, men det erkendelses- 4
teoretisk * mest interessante er, at det formalistiske pro-
gram har vist uigennemfgrligheden af sig selv. Vi vil kort
beskrive, hvordan det gdr til.
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1.6 ~Formalismens begr@nsninger

For at have et konkret udgéngspunkt at holde os. til,
vil vi angive en axiomatisering af den elementare talteori,
den s&kaldte Peano-axiomatiseriﬁg, Det er en fgrste-ordens
teori med lighed, dvs. at den undérliggende logik er en for-
steordens logik, og-den‘har fire ekstra-logiske symboler:
en indiViduel konstant 0, et s1ngulart operatlonssymbol (ef-.
terf¢lgerrelatlonen) S, to binare’ operationssymboler +-09 °,
samt syv axiomer: ‘
1) Sx # 0
2) .8x = Sy 3 x =y .
3) . h(0)A ¥x(h(x) = h(Sx)) = ¥xh(x), for alle formler h(x) i

_ sproget. (Dette er'induktions—axioms-skemaét.)
4) x + 0 = x - ' 5) x + Sy = S(x+y)
~6) x+ 0=0 7) x Sy =x -y +Xx

F¢rstéordenslogik har Vafiabelnavne, funktionssymboler,
pfadikatssymboler, individuelle konstanter, logiskekannek-
tivex;"safntkvéritdrerf ‘Det er den velkendte matematlske lo~
- gik. ‘ ' _
| | Andén?qrdens talteorien har de samme axiomer som fgrste-
ordens talteorien, bortset fra axiom 3, som her ser sdledes '
~ud: : | - ‘
3Y) Vp (p(O)AVx(p(x) => p(Sx)) > ¥x p(x)) hvor P er en pra-
dikatsvariabel. ' o
Anden-ordens'talteorienvhar en anden—ordehs logik som
underliggende logik. Forskellen pd denne og fgrste-ordens
logik er, at hvor variablene i fgrste-ordens logik lgber o-
ver indiViduellepkonstahter, s har'anden—brdens logik
endnu en type variable, der lgber over mengder af individu-
“elle konstanter; det er. pradikats-Variablé. Sagt pa en an-
den mdde kan man i f¢rste-ordens logik kun kvantorlsere over
objekter, mens man i anden- ordens logik kan kvantorisere over
' égenskabér ved objekter. ‘ |
. Dette har den konsekvens, at fgrste-ordens axiomatise-
ringen af de naturlige tal ikke givef et endeligt axioms-
system; axiom 3 er ikke et enkelt axiom, men et axiomsskema.

'Anden-ordens axiomatiseringen er derimod endelig; axiom 3'
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er kun ét axiom. Men hermed er der ikke vundet sd meget, for-
di nok kan anden-ordens logikken axiomatiseres, dvs. man kan
opstille et axiomssystem, som karakteriserer omrdadet, men
slutningsreglerne kan ikke formaliseres. Fgrste-ordens lo-
gikken kan ogsid axiomatiseres, men desuden formaliseres:
slutningsreglerne virker pad sekvenser af symboler, og der
tages kun hensyn til arten og rakkefglgen af symbolerne, ik~
ke fx. til deres tilsigtede mening.

' Anden-ordens talteorien kan ikke formaliseres, fordi
dens undérliggende logik, anden—ordens 1ogikken ikke kan.
Arsdgen hertil er, at anden-ordens logikken er semantisk u-
fuldstendig. Dvs. for alle s@tninger W og A galder ikke, at
WEA $;W  A. E er den logi;ke fglgerelation: enhver model, -
der g¢r W sand, g¢r ogsd A sand. Anderledes udtrykt: konklu-
sionen kan aldrig vare falsk, hvis pramisserne er sande; pra-
missernes sandhed garanterer konklusionens sandhed. + er
beviselighed indenfor systemet. Semantisk ufuldstandighed
betyder altsd, at sande satninger ikke ngdvendigvis kan bevi-
ses. Det modsatte skal altid gelde: beviselige satninger
skal ogsd vare sande; ellers er teorien ikke sund.

Fgrste-ordens logikken er semantisk fuldstandig. Lo-
gisk fg¢lge og beviselighed er identiske. Det viste G&del i
1930.

De resultater, som pa afggrende vis satte begransninger
for gennemfgrligheden af det formalistiske program, fremkom
fra begyndelsen af 1930'erne. Et af de kendteste og vigtigste
er Godels ufuldstandighedsetning fra 1931. I en popular for-
mulering siger den, at "i ethvert tilstrakkeligt righoldigt
system, kan der formuleres satninger, der indenfor systemet
hverken kan bevises eller modbevises medmindre systemet selv
er inkonsistent." Sagt mere matematisk 8iger s&tningen, at
ethvert logistisk system (dvs. et system formaliseret i la
Hilbert), som er tilstrakkeligt righoldigt til at indeholde
en formalisering af rekursiv aritmetik, er enten w-inkonsi=-
stent eller indeholder en uafge¢rlig, men sand, satning.

(W ~konsistenser en lidt starkere konsistensbetingelse end
formel konsistens. En fgrste-ordens teori T er konsistent,
hvis den ikke indeholder en satning S, hvor bade S og ikke-S
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er.beViSelig iT. T ercu—kénsistent, hvis T ikke indeholder
en formel h med den fri variabel X, sa h(0), h(l)} h{2),...
og norn (¥x)h er ‘teoremer, dvs. beviselige i T.)
{Teknikkeﬂ' i Gddels bevis er at konstruere en satning
i N (=de naturlige tals teori, formaliseret som fgrste-ordens
£alteori) som referer til sig selv.' Dette kan ladé sig ggre
fordi syntaxen kan udtrykkes aritmetisk. Syntaien er det
sprog, der:satter de talteoretiske termer i forhold til hin-
anden, s& der kommer udsagn ud af det; her er det fgrste-
ordens logikken med den;konnektiver,.slutningsregler osvV. -
Da f¢rSterordens logikken kan formaliseres, kan den udtryk-
kes i de naturlige tals tgori,'man kan bygge en aritmetisk -
mOdélﬂaf syntaxen. Syntaktisk sandhed bliver dermed’ @kvi-
valent med visse tal-teoretiske sandheder. P& denne mide
kan afitmetikkén sd at sige bringes.til at snakke om sig selv.
| Den sathing,'som G8del konstruerede, siger om sig
selv, at den ikke er beviséiig i N. 'Kalder~vi‘dennevsat€ :
'hing'G, siger G&dels ufuldstandighedssatning:
1) Hvis N er konsisteht, si er G ikke beviselig i N
2) Hvis N er w-konsistent, s& er ikke-G ikke beviselig i N.
Da de naturlige tals teori er velkendt og erfarings-
messigﬁ b&ide konsistent og w-konsistent (jvhf.-def;nitip—
nerne ovenfor) kan vi slutte, at G er en sand sa&tning i N
-G er en sand satning i den sadvanlige fortolkning af de
naturlige tals axiomatisering - som,ikke kan.afg¢fe5'i~N. ’
‘ Dette er en af logikk?ns:erkendelsesteoretisk vigtig-
§tevsatnihger, idet sandhed indenfor matematik ikke kan i-
dentificeres med begrebet 'at vere beviselig' indenfor et
_konsistent og éltomfattehde system. o ' |
Gddel viste ogsi, at man ikke pa formélistisk grund
kan Vise konsistensen af de naturlige tals teori, eller af
teorier, hvori denne kan udvikles. Mere precist: Ingen sat-
ning, som formelt udtrykker konsistensen af et Hilbert-for-
maliseret system, der indeholder talteorien, er'beviselig in-
denfor dette system, ndr systemetler konsistent. Man kan godt
- finde en $§dan s@tning, men den kan ikke bevises.
_ Denne satning'slér'ékspligit benene vak under Hilberts

prOgram,—sbm bestod i at bevise talteoriens formelle  konsi-

i
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stens ved hijalp af en delraf taltebriens procedurer, nemlig
den finitte. Hilbert og hans skole beviste med finitte midler
konsistensen af meget udstrakte subsystemer af atitmetikken;
det manglende gab bestod i, at dissetsgbsysteme:;kun indeholdt
induktionsprincippet i en afsvakket form, som ikke tillod
dets anvendelse til kvantificerede satninger.

I samme periode blev der vist en razkke andre satninger
af samme ﬁarakter,rhvoraf:vi blot vil navne Church-Rossers
uafggrlighedssatning, der siger, at N er essentielt afggrlig,
dvs. der findes ingen efféktiv procedure til at bestemme,
hvorvidt en vilka#*lig satning i N eller enhver konsistent
udvidelse af N er sand i N (eller i udvidelsen),

Alt dette fir ogsd betydning for mengdel@ren, men fgrst

endnu en s@tning. Lowenheim-Skolems satning kan udtrykkes
sdledes: Hvis et fgrste-ordens axiomssystem har en uendelig
model, s3 har det modeller af enhver kardinalitet stgrre eller
lig med Ao' (leses alepho) - de naturlige tals kardinalitet.
(Det er en forudsatning, at det har talleligt mange symboler.
den galder for hele dette afsnit, men udggr ikke nogen restrik-
tion.) ) )
Det betyder, at en axiomatisering af m@ngdelzren som fx.
Zermelo-Fraenkel (ZF) ikke er meget vard som grundlagsdisci-
plin. °ZF har en model som kan formuleres p& basis af de na-
turlige tal, og har da ifplge LOwenheim-Skolems satning mo-
deller af enhver hgjere kardinalitet. Cantor viste, at kar-
dinaliteten af alle delmengder af en m@ngde A er skarpt stegr-
re end kardinaliteten af A (A< P(A)< B(P(A)) ...), dvs. han
skabte et hieraki af transfinitte kardinaltal (Aé, Ai,
A}
teterne og beskriver sdledes kun 'kombinatoriske' trazk mellem

«+«). ZF kan ikke beskrive forskellen mellem kardinali-

transfinitte m®ngder. Ved at forsgge at indfange Cantors
mengdehieraki i en formalisering forsvinder det mellem fin-
grene pad os.

Foranstaende vil vi afsluttende opsumere i fglgende ske-
ma, som skulle hjzlpe til at holde styr pa de mange begreber.
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sund |semantisk |syntaktisk|afggrlig katagorisk

fuldsta&n~-|fuldsten- : .
dig dig

0'te ordens _

logik ' + + (=) +

l. ordens

logik + -+ - -

1. ordéns

aritmetik - + +

1. ordens

aritmetik :

for + kun K + + +

2. ordens + _ E _

logik ,

-2. ordens + _ _ _ N

aritmetik

Zermelo- Vo

Fraenkel - + + - - =

Forklaringer:

0'te ordens logik indeholder kun udsagnsvariable og ikke kvan-

torer.

1. ordens aritmetik for + kun - er Peanoarltmetlkken, hvor

mult1p11kat10nsax1omerne er pillet ud.

Zermelo-Fraenkel: En f¢rste ordens ax1omatlser1ng ‘af m&ngde—

laren

Sund betyder,

at beviselige satninger er sande.

Semantisk fuldstendlg betyder at logisk fgplge medfgrer bevise-

lighed.

Syntaktisk fuldst®ndig betyder, at for alle satninger A gal-

der, at enten kan A bevises eller ogs& kan ikke-A.

Afgprlig: En teori er afge¢rlig, hvis der findes en algoritme

som afggr satningers falskhed eller sandhed.

Katagorisk betyder, at aile_modeller af teorien er isomorfe,

dvs.

de er notationelle varianter af hinanden.



Godels fegrste ufuidstandighedssatning har inspireret

den tyske forfatter og marxist Enzenberger til fglgende digt,

som vi ikke skal undlade at aftrykke her, fordi det er sa

sjeldent, at der drages politiske konsekvenser af matematisk

grundlagsforskning.

Hans Magnus Enzenberger: "Hommage & G&del"

er besnzrende, men glem ikke:
Miinchhausen var en lggnhals.

Gddels teorem virker ved fgrste ¢jekast

noget uanseligt, men betank:
Godel har ret.

Mﬁnchhausens;teorem, hest, sump og hértop

"I ethvert tilstrakkeligt righoldigt system,

kan der formuleres satninger,
der indenfor systemet

hverken kan bevises eller modbevises

medmindre systemet selv
er inkonsistent."

Du kan beskrive dit eget sprog
i dit eget sprog:

men ikke helt.

pu kan udforske din egen hjerne
med din egen hjerne:

men ikke helt.

O.s.v.

For at retfardigg¢re sig

ma ethvert tenkeligt system
trancendere, d.v.s. gdelagge
sig selv.

"Tilstrakkeligt righoldigt" eller ej:
modsigelsesfrihed

er et mangelfanomen

eller en modsigelse.

(Vished = inkonsistens.)

Enhver tankelig rytter,

alts& ogsd Munchhausen,

altsd ogsd du er et subsystem

i en tilstrakkelig righoldig sump.

Og et subsystem til dette subsystem
er ens egen hartop,

dette hejsevark

for reformister og lggnhalse!l

I et ethvert tilstrakkeligt righoldigt system
altsd ogsd i denne sump her,

kan der formuleres satninger,

der indenfor systemet

hverken kan bevises eller modbevises.

Tag disse satninger i1 din hdnd og trazk til!

(Digtet blev fgrste gang offentliggjort pd dansk i Vindrosen 3/1972)



~ KAPITEL 2

ANDRE VIDENSKABSTEORETISKE OPFATTELSER AF MATEMATIK. FOR-
HOLDET MELLEM MATEMATIK OG LOGIK. '

I dette kapitel vil vi fortzlle om to matematikopfattelser,
som hver p& sin mdde er i kritisk opposition til de opfattel-
ser, den logicistiske oé den'formalistiske, som vi beskaf-
tigede os med i fgrste kapitel. Vi tilstraber ikke‘at give
fuldstendige beskrivelser, men nok sa fyldige, at man skulle
kunne danne sig et indtryk af dem. Hovedvagten ligger pé& punk-
ter, hvor de er i modsaztning til de foregdende opfattelser.

Begrundelsen for at skrive dette kapitel har varet, at
det har varet nyt for os at opdage, at der fandtes'andre'dp—.
fattelser end den, vi eriblevet.ddceret i vores skole- og
studietid, at der overhovedet var tale om en opfattelse; det
er nemlig-ikke fremgaet af undervisningen. Hvis vi til logi-
Cismen regher axiomatiseringen af‘mangdelaren; er det en sa-
dan matematikopfattelse vi uudtalt er ble§e£ prasenteret for,
og som de fleste skoleelever og:universitetsstuaerende uvi-
.dende undervises i idag. Kapitlets hensigt er sdledes i h¢-
jere grad et fors¢g‘pé at satte denne 1i relief, end at fer—
holde os kritisk til de opfattelser - den 1ntu1tlon1stlske
'og Lakatos'ske - 'vi prasenterer. '

Tt



Kap. 2.1 Det intuitionistiske matematik-begreb.

Axiomatiseringen af m@ngdelzren pitager sig at unaga de anti-
nomier, der fremkommer i den klassiske eller naive mangdeteo-
ri, hvor Cantors princip garanterer, at hvis vi kan benavne
en égenskab ved objekter,sd eksistefer mengden af alle ob-
jekter, der har denne egenskab. Antinomiérne undgas ved at
“l®gge begransninger pd mangdebegrebet eller den matematiske -
fbrug heraf i et sédant omfang, “at milet nis - paradoxerne '
kan ikke konstrueres - men uden at teoriens struktur grundlag-
gendé @ndres. Logicismen opfatter antinomierne som et fare-
signal, der ikke blot dréjer sig om mangdetéorien,'men viser,
at der er noget i de matematiske metoder i élmindelighed,der
er i uorden. Logicisterne tilskriver logikken og dens brug
i matématik defekten snarere end matematikken selv, og fore-
ﬁslér en gennemgribende reform af logikken, der, som en af
f%%ens tilfeldige konsekvenser, indbefatter eliminationen af
antinomierne.

Intuitionismen er langt mere radikal i sin ansats og i
sine konsekvenser. Den havder, at den traditionelle matema-
tik har misfortolket og forkludret begrebet om uendelighed,

hvilket er en alvorlig sag, eftersom uendelighed er mate-
matiks livskilde. H3nd i hand med kritikken af den tradio-
nelle behandling af uendelighed g3r gennemgribende revisio-
ner af begreber som eksistens, bevis og matematisk objekt.
Intuitionismen argumenterer, for, at analyse og geometri, som
de har udviklet sig siden det 17. og is@r det 19. &rhundrede,

fuldstendigt har ignoreret sarlige trzk ved uendelighed og
deres konsekvenser for matematik. De sdkaldt strenge metoder,

som indfgrtes i de reelle tals teori og differential og in-
tegralregning gennem det 19.4rhundrede fra Cauchy til Weier-
strass og Cantor, har ikke indfriet det ¢gnskede méi, men i
stedet udviklet den fejlagtige tendens til at behandle uen-
delighed med metoder skabt for endelige omrader til et kunst-
ferdigt system.

For intuitionisten er fremkomsten af antinomier omkring
drhundredeskiftet et 1idt tilfaldigt, sekundart tegn pa
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skrgbeligheden i selve matematikkens fundament, 'snarer end -
blot i logikkens?og mengdelarens. Tilsynekomsten af medsigel-

ser i mengdeteorien skyldes, at lngen anden gren af matematik-

ken har gjort en s& udstrakt og ubegranset brug af uendellg—

hed. Ikke desto. mindre er mods1gelserne fordrsaget af den tra—
dltlonelle omgang med uendelighed i almlndellghed og ikke an-

vendelsen i den grad det sker i mangdeteorlen. Der for kan

'antlnomlerne reelt kun imgdegés med en reform af matematik-

ken i sin helhed. ‘ , ‘
"Intuitionismen er is@r knyttet til Brouwers navn .-~ 0g

det er hans udgave det f¢lgende is@r knytte an til. Der fin-

' des en razkke 'halvintuitionister' ved siden af Brouwer. Det:

er ikke en sarlig heterogen gruppe, ej heller s®rlig stor,
men teller bemzrkelsesvardig mange prominente navne: .Kronec-.

ker, Pointcaré, Borel, Bebesque, Brouwer, Weyl og Skolem. o-

‘verbegrebet for gruppen er ‘'konstruktivisme'. 'Kroenecker var

den fgrste, der fremsatte intuitionistiske ideer i moderne

f'matematlk det var i 70'erne og 80'erne i forrlge arhundrede.

‘Dog fgrst med Zermelos bevis af velordnlngsteoremet i 1904

begyndte den 1ntu1tlonlstlske opp051tlon at danne sig. Zerme-
lO gjorde her opmarksom pa en ofte, men 1mp11c1t, brugt anta-
gelse, som ‘han matte ggre til ‘et axiom, det sakaldte udvalgs-

axiom, fordi det ikke fulgte af andre matematlske eller logls—

ke postulater.

Med sin dlsputats i 1907 markerede Brower det f¢rste
skridt i en tydeligt afgranset lntultlonlstlsk retriing; og

_1 ti- aret efter l9l8 "...Brouwer unfolded his banner to an

e'lmpetuous attack on traditional mathematlcs and to a tho—

roughly new foundation of_analysls and set theory, which for
some time deeply alarmed the mathematic world and provoked
no less vehement reactions, occasionally producing some-
thing like Homeric talks; nevertheless quite a few of his
opponents proved themselves considerably influenced by

the new ideas." (Dalen 1973, p 217) Brouwers intuitionisme
adskiller sig fra andre intuitionistiske retninger hoved-

sageligt i forestillingen om matematikkens natur og matematisk 3




éksistens, herunder holdningén til relationen mellem matema-
tik pd den ene side og logik og sprog pa den anden, samt i
teorien om kontinuum'et. ,

Brouwers filosofi er naiv og ufuldstandig, men har haft
betydning for hans matematik. Vi vil derfor gengive fglgende
omrids af hans synspunkter:

"The mind of an individual experiences sensations. The individual
- identifies certain sensations and starts to recognize iterative
sequences of -sensations with the property that /if one of these
sensations occur the others are expected to occur also, in a spe-
cific order. Such sequences are called causal sequences. The
individual will try to use his knowledge of causal sequences to
obtain certain desired sensations by producing a sensation that
precedes the desired sensation in a previously experienced, causal
sequence. This shift from end to means is called "cunning act"
by Brouwer. Certain complexes of sensations are independent of
the order in time, and their dependence on the individual is small
or nil. These complexes are calles things, e.g. external objects,
human beings. The whole of things is called the external world
of the individual. The relation of the individual with other
individuals (which are again sensation complexes, i.e. things) is
described by identification of causal sequences, observed by the
individual, of itself and of other individuals. This identification
Justifies the term "acts of other individuals". It is observed
by the individual that causal -acts (i.e. cunning acts based on
knowledge of causal sequences) of itself and other individuals are
highly dependent. Hence the need for cooperative causal acts
arises. This is where scientific thinking, as an economical way
to deal with large groups of these causal acts, is introduced.
Scientific thinking as such is based on mathematics. The genesis
of mathematics takes place at the creation of two-ities. Brouwer
construes the two-ity from a move of time,which is a concept defined
with respect to the individual. Namely: a move of time takes place
when one sensation gives way to another. Both sensations are
retained in their proper order and constitute a two-ity. The
individual abstracts all quality of this two-ity and uses it as
the basic ingredient for iterative processes. These iterative
procedures can create predeterminately or more or less freely
infinite proceeding sequences of mathematical entities previously
produced. (Dalen 1973, p 226)

Matematik fg¢des sdledes af den fundamentale opsplitning
af livets ¢jeblikke i et 'for' og et 'efter'. Den matemati-
ske konstruktion er en primitiv handling, der bestar i at
rippe denne opslitning for fglelsesmessigt indhold, indtil
den blotté anskuelse af to—ehighed (bi—unity) er tilbage.
Fplgelig bestar matematik i sin helhed af fgr-sproglige,

mentale processer, der kan opbygges som ubegransede fglger
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af trin,’def gentager sddanne primitive matematiske handlin-
_ ger i det uendelige. ' | L
' ‘Intuitionismens fundamentale antagelse'som deles af nes-
ten alle dens varinater, er, at matematisk eksistens er sam-
menfaldende med konstruerbarhed. Mange klassiske matematiske
procedurer har det trzk til fazlles, at visse matemaf;ske ob-=
jekter (tal, korrespondenéer,funktioner,mangder osv.) vises
at eksistere - ikke p& grund af at vare afledet af simplere
objektér ved trinvis konstruktion - men ved hj®lp af en ar-
gumentation; som appellerer til logisk ngdvendighed. For det
meste gg¢gres dette ved at opstille et alternativ mellem'mulig—
heder, som gen51dlgt udelukker hlnanden, i lyset af det ude-
sluttendes tredle‘prlnc1p, eller ved at v1se, at ikke- ekSlS-
tensen af objektet med den ¢nskede egennskab ville medf¢re
en modstrid, mens modstridens art ikke anglver en metode tll
konstruktion af et passende objekt.

. Intuitionismen benzgter, at s&danne procedurer har np-
gen b;ndende»kraft og accepterer ikke s8danne objekters ek-
- sistens, sélange'de ikke er sikret konstruktivt. Ikke kon-.
, struktlve ekSLStensudsagn er men1ngsl¢se setnlnger, der ln—
tet har med matematik at g¢re. ‘Brouwer har sammenllgnet si-
;tuatlonen med den, man ville sta i ved at fa fat i et doku—
ment, hvorpa der stod, at der var skjult en skat et eller an-
det (uangivet) sted. - 'S& kan man’ selvf¢lge11g skaendes om,
'hVad konstruerbarhed er,: eller undersgge hvilke dele af mate-
matlkken, der kan nis med denne eller hin kbnétruktionsmeto-
de .Brouwer lm¢deg1k heftigt s&danne synspunkter og fastholdt,
at der er et absolut begreb om konstruerbarhed, som afg¢r,
hvad der‘er matematik, og hvad,.der'er psudovidenskab, men
at enhver‘endelig ligte over konstruktivematematiske prin-
c1pper pr1nc1p1elt er ukomplet. | A

Opfattelsen af matematik som en mental, fpr- eller ikke-

sproglig aktivitet fir afggrende betydning for relationen
mellem matematik og sprog. Den sproglige kommunikation af en‘
matématisk pastand er en meddelelse om, at en ma tematisk kon-
struktion er tilendebragt, og beskrivelsen af denne mi& ikke
forveksles med den ﬁentale oplevelse. Det matematiske sprog
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er vagt og til fals for misforstdelse. Det galder ogsd sym-
bolsk sprog,Aeftersom matematiske og logiske symbolers tolk-
ning er afhangig af dagligsprbget. Den matematiske tanke, som
i sig selv er streng og ensartet, bliver genstand for uklar- B
hed og fejl, nadr den overfg¢res fra person til person ved

hj=lp af sprog eller skrift. Det ville derfor vare en funda-
mental fejltagelse at analysere matematikk sprog i stedet for
matematisk tankning. Her som andre.steder‘er Brouwer i kras _
modsatning til logicismen-oq formalismen, men ogsd til bety-
delige filosoffer f.ex. L. Wittgenstein, som hzvder, at ab-
strakt tenkning er afhangig af sproget.

Det intuitionistiske begreb om sproget betyder, at prd—
blemet med antinomierne forsvinder, idet antinomierne betrag-
tes som blotte kombinationer af ord tgmt for mening og uden
konstruktivt indhold. '

Intuitionismens matematikopfattelse far ogsa konsekvenser
for forstédelsen af logik. Logik er for intuitionisten en post
festum optegnelse og formulering af de rasonnementsprincipper,
der har varet anvendt i den matematiske konstruktionsaktivi-
tet, og er som sddanne af empirisk karakter.

Intuitibnostisk logik benagter gyldigheden af det udesluttedes
tredie princip, altsd reglen om, at enten er en satning S sand,
eller ogsd er benagtelsen af S sand. Videre skal al- og eksis-
tenskvantorerne forstdr konstuktivt; et udsagn om, at alle e-
lementerne i en mangde har en given egenskab, er kun sandt, hvis
det ledsages af en konstruktionsprocedure, der garanterer e-
genskabens eksistens for ethvert element.

Formelt er intuitionistisk logik et subsystem af klassisk
logik, og indskrankningerne i forhold hertil er alle klare kon-
sekvenser af kritikken af den klassiske omgang med uendelig-
hed og kravet om konstruerbarhed. Det interessante er imid-
lertid, at klassisk logik og intuitionistisk logik er lige
sterke m.h.t. konsistens, idet GSdel i 30'erne viste,at klas-
sisk logik kan indlejres i intuitionistisk logik. Heraf dra-
ger intuitionisterne den slutning, at logik er et overfladefe-
nomen i forhold til den matematiske aktivitet. Brouwer dra-
ger da ogsd den klare konklusion, at logik ikke gér forud for

matematik, men at matematik tvertimod gar forud for logik.
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‘Intuitionismen forkaster bade den kiassiske, naive meng-
delzre og den axicmatiske. Cantofs princip om, at mangden af_
.cbjekter med en given egenSkab eksisterer, er klart ikke kon-—
struktivt, og de axiomatiske udgaver er ikke bedre i denne
. henseende. Vi skal ikke her diskutere den intuitionistiske
me&ngdelare, men blot navne et par v1gtlge begreber: 'choice
sequence" spread' og spec1es

'~ Problemet er begrebet om kontinuum. Oprindeligt‘ansé'
:BrOuwer det for intuitivt givet ligesom de naturlige ‘tal, men
siden @®ndrede han mening. I trdd med sin konstruktivistiske
holdning opfattede han et'enkelt reelt (irrationalt eller.
transcendentalt) tal som den lov, aer definerer det, mens det
klassiske kontinuum ikke kan n&s ved aritmetiske operaticner.
"Nevertheless, he maintains that a veritable continuum which

is not denumerable can be obtained as a medlum of free develop—

ment; that is to say, be51des the p01nts Wthh exist (are ready)
on account of their definition by lawsg, such as e,BP ,etc. other
- points of the continuum are not ready but . develog as so- called

" choice sequences.» As it has been sald,the choice sequences
"free the 1nf1n1te from the‘concept of law." (Dalen, l973,

p 255) ' o | C

En choice sequence kan reprasenteres ved par (a,rRy ),

(al,R ). (a2,R )s... hvor R erne er betingelser pa f¢lger af
.naturllge tal, a! erne, betlngelserne kan snavre ind, dvs. hvis -

‘R ‘holder for en talf¢lge a, g¢r R det ogsa. Disse--choice

sequences kan 1kke opfattes som fa;élge, afsluttede objekter,
til ethevert tldspunkt kerides kun et begyndelsessegment.
"En spread-lov er en effektiv procedure S, som opererer.- pa
en eﬁdelig sekvens af naturlige tal:a; S siges at acceptere a
'hvis‘sa=l; ellers~galder Sa=0. S er'underlagt fgplgende betin-
gelser: ' o . | '
(i) S accepterer mindst en sekvens af langde 1.
' (ii) Hvis s(a+(k))=1, s er S(a)— - (a+(X) 'betyder talfsplgen
a forlanget med tailet k )

“

(iii) Hvis Sa=1 s3 findes der mindst et k, sdledes at-S(a+(k))=i;
"In plain words a spread-law determines a collection df finite
sequences with at least one member, closed under predecessor

and with at least one successor for each member. One can




conceive this collection as a tree. The infinite sequenceé
each initial segment of which is accepted by S constitute a
spread." (Dalen, 1973, p 257)

~ Spread-begrebet er intuitionismens konstruktive maengde-
begreb; selvom en spread er uendelig og ufuldendelig, har den

den vigtige karakteristikum at vaere en trin-for-trin tilnzrmel-
se. Pa grundlag af spread-begrebet er det muligt at konstrue-

re en intuitionistisk udgave af kontinuerte ma&ngder.- - =
Brouwer introducerede et andet begreb: species. En
species er'(omfanget af) en egenskab hos tidligere definerede
matematiske objekter. Man bemzrker ligheden med komprehen-.
sionsprincippet - forskellig er igen konstruktiviteten.
Species-begrebet afgraznser allerede konstruerede matematiske
objekter, men genererer ikke nye, saledes som man kan komme
ud for med det klassiéke komprehensionsprincip.
Det er karakteristisk for intuituinistisk matematik,
at mange klassiske begreber spaltes op i'flere intuitioni-
stiske delbegreber. Spread og species er et eksempel pad en
sddan opspaltning, her af det klassiske mangdebegreb.
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Kap. 2.2  Lakatos' matematikfilosofi.

Imre Lakatos drager i sin bog "Proofs and Refutations.
The Logic of Mathematical Discovery" i felten mod en skole
-indenfor matematisk filosofi, som han kalder deh"formali—[
.etiske'; Denne skole tenderer mod! at identificere matema-
tik med dens formale axiomatiske abstraktibn og matematik—
kens filosofi med'metamatematik Klarest finder han denne
formalistiske - -skoles p051t10n udtrykt hos Carnap med dennes
krav om, at a)filosofi skal udskiftes. med videnskabslogik
Clogierf science ') b) videnskabslogik er intet andet end
det videnskabelige sprogs logiske syntaks og c) metemateha—
tik er det metematieke sproge syntaks. (Lakatos 1976, p l)
' Metamatematlk er som beskrevet i kap. 1.5 i sin kerne en
abstraktlon af- matematlk hvorved matematiske teorler ud-
sklftes med formelle systemer, bev1ser med visse sekvenser
. af velformede formler, definitioner med Torkortelsesappara—'
ter' som er typograflsk bekvemmellge men teoretisk undvar-
lige.

- Metamatematikken blev udformet af Hilbert med henblik
pa at'andribe ViSSe'preblemer indenfor den matematiske me-
todologi; men andre problemer falder udenfor rakkevidden
.af de metamatematiske abstraktioner, heriblandt alle proble-
mer hgrende til uformel dvs. : ikke formaliseret matematik
og dens vakst og alle problemer knyttet til den matematiske-
probleml¢sn1ngs situationsbestemte (' situational’ ) logik. For
Lakatos at se kobler formalismen matematlkkens historie fra
dens filosofi, fordi formalismens begreb om matematik ikke
'glver plads for en egentllg matematik-historie. "Any fofma—
list would ba51cally agree with Russell's 'romantically' put
but seriously meant remark, according to which Boole's Laws
of Thought (1854)'was 'the first book ever wfitten‘on mathe~
matics’. Formalism denies, the status of mathematlcs to most
of what has been commenly understood -to be mathematlcs, and
can say nothing about 1ts growht. None of the '‘creative'
periods and hardly any of the ‘critical' periods of mathema--
'tical thedries'would be admitted into'the formalist;heaven,
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where mathematical theories dwell like the seraphim, pur-
ged of all the impurities of earthly uncertainty." (Lakatos
1976, p 2) Uden filosofiens vejledning bliver matematikkens
historie blind, mens matematikkens filosofi bliver tom ved
at vende ryggen til de hgjst interessante problemer i matema-
tikkens historie. Lakatos ser formalismen som et af den logi-
ske positivismes bolvarker, og eftersom meningsfulde s@tnin-
ger for den logiske positivisme enten er tautologiske eller
empiriske og eftersom ufofmei;matematik, som for Lakatos i
al vasehtlighed er matematikken, hverken er tautologisk eller
empirisk og derfor ma vare meningslgs for den logiske positi-
visme, er dennes doktriner ¢delaggende for matematikkens hi-
storie og filosofi. ‘

Lakatos satter altsid ud for at redde historien og filo-
sofien fra den & logiske positivisme og dens formalistiske
tjeners gdelaggende favntag. Han havder, at "an investigati-
on of informal mathematics will yeild a rich situational logic
for working mathematicians, but which cannot be recognized
and still less, stimulated, by the formalist philosophy."
(Lakatos 1976, p 4) Det mekaniske og irrationelle er hans
karakteristikker af de typer opdagelser, man kan gg¢re i for-
malismen: beslutningsprocedurerne er 'mekaniserede' (man kan
mekanisk afggre, om et givet bevis nu ogsd er et bevis) og
i lgsningen af problemer vejleder kun 'den udiciplinerede ind-
sigts og det gode held$ 'metode''. Hensigten med sin bog be-
skriver han sdledes: "Its modest aim is to elaborate the point
that informal, quasi-empical, mathematics does not grow through
a monotonous increase of the number of indubitably establis-
hed theorems but through the incessant improvement and guesses
by speculation and criticism, by the logic of proofs of re-
futations." (Lakatos 1976, p 5)

Dette kan std som en kort programmatisk formulering,
som rummer den centrale brod mod bade den Frege-Russell'ske
logicisme - matematik er quasi-empirisk - og den Hilbert'ske

formalisme - det vasentlige ved matematik er vakstprocessens

karakteristika, det Lakatos kalder 'the logic and proofs and
refutation'.
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Lakatos forsgger at udvikle en fbrskningsmetodelogi for
matematik; deraf undertitlen pa hans bog: 'The logic of,ma-v-
thematical discovery"'. I'dette projekt er han starkt inspire-
ret af K.Popper, som har s¢gt at udVikle en generel forsk-
nlngsmetodologl, bl.a. i sin bog . 'The loglc of sc1ent1f1c dis-
covery'. Denne titel antyder sammenholdt med undertltlen pa .
Lekatos bog, at forskningsmetodologien for matematlkken bgr
ses som eksempel pStanvendelsén af Poppers generelle forsk-
ningsmetodoiogi p& et bestemt omféde. Popper udviklede sin

‘ metodologl i en kritik af den k1a551ske emplrlsme, og Laka-

tos kritiserer et andet hovedpunkt i den klassiske emplrlsme,
nemlig forestllllngen om, at de formelle videnskaber som lo-.

gik‘og matematik er analytisk sande, og den deraf afledte me-

utodologl for disse v1denskaber, nemlig dedukt1v1smen. Til-
sammen skulle Popper og Lakatos udggre et. alternativ til den

sakaldte p051t1v1stlske p051tlon 1ndenfor v1denskabsflloso—

- fien. Denne er et sammenfattende - udtryk for forestllllngen

om 1) at der er et skarpt skel mellem analytiske og syntetlsf:
ke domme, dvs. mellem. logik'og'matematik p& den ene side og'-
alle’ erfar1ngv1denskaberne pa ‘den anden, 2) at alle generel¥
le teoretlske udsagn kan reduceres til singulzre udsagn,

f.x. udsagn om sanselndtryk altséa alle udsagn i erfarlngs-
videnskaberne kan reducerés til udsagn vedr¢rende observa-
tioner og‘sammenhahgende hermed 3) at der findes et sikkert

og ur¢rllgt fundament i erkendelsen, hvorom der ikke kan tviv- -
les.

P& grund af dette slagtsskab Popper og Lakatos imellem

v1l vi forst- karakterlsere Poppers pos1t10ner.-‘ s

Poppervender 51g mod forestllllngen om, at generelle
teoretiske udsagn kaﬁ reduceres til singulare iagtﬁaéelses-
udsagn, ganske enkelt ved at sige, at teoretiske udsagn er
generelle udsagn, der éalder for alle objekter af en giVen
slags. til dlle tider, og da menneske£ er et endeligt vasen,
vil vi kun have adgang til en endelig mengde af singulaie
iagttagelsesudsagn om en given klasse af objekter. Fglgelig
kan det ikke lade sig gg¢re at reducete generelle teoretiske

B et ¢ v e ue s



udsagn til observationsudsagn. Popper konkluderer derfor, i-

det videnskab forudsattes at bestd i strengtbuniverselle dom-
me, at dette fors¢g fra de klassiske empiristers side pa at '
begrunde al videnskab i erfaringen - det kaldes ogsd verifi-
kationisme - er forgaves.

Empirister er imidlertid ikke s&dan at sl af pinden.

Lad vare , at generelle pastande ikke kan vises at vare san-

de, men mdske kan de vises at vare falske. Der bestdr en asym-

metri mellem p3 den ene side at vise, at en generel pistand

ef sand, og pa den aﬁden side at vise, at den er falsk; thi

det sidste kraver blot &t modeksempel. Pastande, som endnu -
ikke er blevet falsificeretvaf et modeksempel, kan betrag-

tes som 'maske sande'. Videnskaben bestdr for den moderne em-
pirist af en rakke g®t, som hidtil ikke har vist sig at vare
falske. Al menneskelig viden er derfor fejlbarlig. Disse hold-
ninger kaldes falsifikationisme eller fallibilisme.

Omend Popper overtager disse holdninger fra den moderne
empirisme, sd kritiserer han dog ogsd denne opfattelse af er-
kendelsen for stadig at rumme forestillingen om, at den men-
neskelige erkendelse kan reduceres til singulare iagttagel-
sesudsagn, der er ubetvivlelige, fordi de refererer til u-
middelbare observationer. Denne gang er det oplevelsen af
modeksempler, der antages at vare ubetvivleligt sikre. Pop-
pers kritik retter sig mod et dunkelt punkt i alle psykolo-
giske opfattelser af enkendelsens fundament, bade verifikatio-
nistiske og falsifikationistiske, nemlig overgangen fra er-
kendelsens sproglige udtryk til dens ikke-sproglige fundament
i1 sanseerfaringen. Poppers argument er, at al begrundelse an-
gdr en relation mellem udsagn, et udsagn kan begrunde et an-
det udsagn, men begrundelse kan aldrig vere en relation mel
lem noget sprogligt og noget ikke-sprogligt. Al erfaring er
teoriladet.

Poppers kritik rzkker videre end til den klassiske og
moderne empirismes tro pd sanseerfaringen som erkendelsens
fundament. Han anfagter troen pd, at al erkendelse er be-
grundet viden. Reduktionisme og fundamentalisme som fx. hos
empirismen giver tilsammen begrebet om en justifikationis-
tisk erkendelsesteori; begge indgdende komponenter er for

[l
i
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Popper.forkerre - og heri fglger Lakatos ham. Enhver justifi-
kationisme, altséa opfartelse'af,at erkendelsen hviler p& be-
"grebet om bevis,‘er siledes utroveraig. Hermed er der sat
sp¢rgsmélstegh ved hele ideen om at give beviser, idet disse
enten er vilkarllge~stoppesteder i begrundelseskaden - dogma-
tisk fastsatte fornuftsprincipper, der tilsyneladende -ikke’
kan drages i tvivl (jvnf. Frege, der stopper ved loglkken)
eller overhovedet ikke. Vlrkellge beviser, fordi de hviler pé
en uholdbar forbindelse mellem en .sproglig pastand og en 1kke—
- sproglig sanseoplevelse.' Sav1dt Popper.
Lakatos afpr¢ver Poppers centrale kritikker af emplrls—
- mens grundforestllllnger pa forstllllngerne om matematlk Vi
vil derfor nu se pa Lakatos opfattelse af begrundelsesproble—
met indenfor matematlk og 1sar hans syn pd bevisets rolle.
Lakatos' 'Proofs and Refutatlons er en historisk under-
s¢gelse over Eulers polyedersatnlng, men har den usadvanllge
‘form af en dialog. Dlalogformen er valgt, fordi den 'should

reflect the dialectic of the story; it is meant to contain a

. sort of rationally reconstructed. or 'distilled"' histgry'
(Lakatos 1976, p 5) ‘Samtidig giVer den . Lakatos'lejlighed til |
at Spllle forskelllge v1denskabs- og erkendelsesteoretlske
'p031tloner ud mod hlnanden. -

' Fgrste kapltel - og matematlkken - starter med et problem

v

o9 et gat: -

The dialogue takes place in an imaginary .classroom. The class gets inter-
ested in a PROBLEM: is there a relation between the number of vertices V,
the number of edges E and the number of faces F of polyhedra - particu-
larly of regular polyhedra - analogous to the trivial relation between
the number of vertices and’ edges of polxgons, namely, that there are as,
many edges as vertices: V'= E ? This latter relation enables us to classi-
fy polygons according to the number of edges (or vertices): triangels,
quadrangels, pentagons, etc. An analogous relation would help to .classify.
polyhédra. ' : B ‘
After much trial and error they notice that for all regular pothe-
dra V - E + F = 2. (Eulers polyedersatnlng, 1758; £f£.a.) Somebody guesses
that this may apply for any polyhedron whatsoever. Others try to falsify
this conjecture, try to test it in many different ways - it holds good.
The results corroborate (bestyrker; f.a.) the conjecture and suggest that
it could be proVed. It is at this point - after the stages problem and
conjecture - that we enter the classroom. (Lakatos 1976, p 6-7) :

Lérere'ogveiever forsgger nu at bevise det naive gat med
et naivt.bevis, hvorved gattet oplgses i en razkke delg®t, ogs&

B
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kaldet lemmaer. Beviset kritiseres ved at finde modeksempler
til lemmaerne, som ikke er modeksemplerrtil hovedgattet - sa-
kaldt lokale modeksempler - udvikle nye lemmaer i stedet for
de gendrevne osv. En i princippet uendelig ka&de af lemmaer
udvikles i forsgget pd at bevise gattet. Det kaldes en uende-
lig regres. |
Eleverne finder ogsd p& modeksempler til 'selve hovedgat-

tet og diskuterer, om det medfgrer, at de.md forkaste gattet
overhovedet og begynde forfra, forkaste modeksemplet som et
'pétologiék' tilfelde, et misfoster, ved at sparre for det
med en definition - eller forsgge at forbedre gattet ved at
undersgge dets gyldighedsomrade gennem en omhyggelig bevis- \
analyse. Ved at indfgje lemmaer fis det bevisgenererende teorema.

"The real aim of a 'problem to prove' should be to improve

the original, 'naive' conjecture into a genuine 'theorem! ...

Proofs improve when the proof-idea discovers unexpected a-
spects of the naive conjecture which then appear in the theorem."
(Lakatos 1976, p 41-42) '

Imidlertid truer ogsd her en uendelig regres, fordi der
ikke er tale om, at bevisanalysen genererer et perfekt teo-
rem, men blot et forbedret teorem. Man kan finde skjulte lem-
maer med modeksempler, som er globale, men ikke lokale.

I alle tilf=zlde af modeksempler kan man forsgge at fin-
de dybere teoremer ved deduktiv gaetning, hvortil eksemplerne
ikke l&ngere er modeksempler, og derved forgge teoremets ind-
hold. Ogsid her optrader regressen, fordi begyndelsesstedet
for det deduktive gat ikke kan begrundés.

Lakatos sammenfatter den forskningsmetodologi, 'the logic
of discovery', der er indeholdt i det ovenstiende i fglgende
fem heuristiske regler:

1) Hvis du har et gat, sid pro¢v at bevise og at gendrive det.
Unders¢g beviset omhyggeligt for at lave en liste af ikke-tri-
vielle lemmaer (bevis=-analyse); find modeksempler til b&de

gattet og lemmaerne.
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, 2) Hvis du har et globalt modeksempél, s& kassér dit gat,

tilfgj til bevisanalysen et paSseﬁde lemma, som bliver
gendrevet af modeksemplet, og erstat det kasserede gzt
med et fdrbedret, som medtager lemmaet som betingelse..

Tillad ikke, at en gendrivelse forkastes  som miéfoster.

'Prgv at ggre alle 'skjulte lemmaer' eksplicitte.

3) Hvis du har et lokalt modeksempel, s pr¢v'at se*bm det
ikke samtidigt er globalt. Hvis det er tilfeldet kan du
nemt anvende regel 2. '

4) Hvis du har et modeksempel som . er lokalt_menfikke glo-
balt, sia pr¢§ at forbedre din beVis—anélyse ved ‘at erstatte
det géndrevne lemma med et ufalsificeret.

5) Hv1s du har modeksempler af en hv1lkensomhelst type,.

s& prov, ved deduktiv gatnlng, at flnde et dybere teorem,

hvortil de ikke langere er modeksempler.

. (Lakatos 1976, p 50,58,76)

. Beviser er for Lakatos fejlbarlige. Fors¢g paé at bevise

gat oplgser sig i en rakke af lemmaer eller stadig dybere .

- teoremer, rakker som 1kke ender noget sted med fast grund

undef fgdderne. - Lakatos opglver altsa den justlflkatlonl-
stiske bégrundelse51de ogsad for matematlkkens vedkommende,

og er klar over implikatlonerne, nemlig for det forste, at

" man md opgive ideen om, at al matematik kan reduceres til

ubetvivleligt sande trivialitetér, at der er udsagn, hvorom
vores sandhedsintuition umuligt kan tage fejl. Oglfor det
andet, at man m& opgive ideen om, at vores deduktive, .
rasorinerende intuition er ufejlbarlig. (Udgiverne mener ikke,
at Lakatoé ville have_opretholdt det andet‘punkt; dertil var

‘hans agtelse for den formelle deduktive logik blevet for

stor) (Lakatos 1976, p 138, ogsé‘note 4) Men Lakatos vil
ikke undvere 'beviser', thi de er uundvarlige i forklarin-

gen af teoremet. I forsgget pé at 'bevise{ et teorem, frem-

" kaldes dets dybere mening og 1ndhold og der genereres

nye matematlske begreber. Kun ved at opéive ideen om ufejl-
barlighed, kan vejen &hnes for "the .free deVelopmenf of the
method of proofs and refutations and its application to the
critical appraisal of deductive argument and to the problem
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of dealing with counterexamples."

Skal vi kort sammenfatte Lakatos' synspunkter, kan vi si-

'ge, at han mener, at den matematiske opdagelse besidder en

" rationalitet p3 linie med de sikaldte empiriske videnskaber.

~Der findes en 'logic of discovery'; vi er ikke henvist til

udiciplineret indsigt og held. Denne "opdagelseslogik" er dels
en forskningsmetodologi, en heuristik, dels ngglen sa at

sige til vidensk§béhistorien. Problemet, gattene og gendri-
- velserne rykker .1 forgrunden af interessefeltet., Videnskabs-

historien skal afdekke rationalitetetn i videnséékabelses—
processen, rekonstruere historien rationelt. Lakatos anerken-
der ikke det klassiske skarpe skel mellem analytiske og empi-
riske videnskaber, ingen af dem har fast grund under fgdder-
ne i streng forstand; matematik er quasi-empirisk. Beviset’
mister sin status af begrundelse og fidr i stedet en forklaren-
de og begrebsudviklende funktion. I Lakatos' ikke-justifika-
tionistiske position mister matematisk grundlagsforskning

sit - ja - grundlag. N

’ Poppers og Lakatos' standpunkt kaldes ogsi 'kritisk ra-

tionalisme'.

Vi har refereret Lakatos velvilligt i dette afsnit, og vi har
da'ogsé, som det tillige vil fremgd senere, en del sympati
for hans fors¢g p3d at opblgde de klassiske forestillinger om
matematikkens utilgengelige ufejlbarlighed og for hans in-
sisteren pd at fastholde videnskabshistorien som et indholds-
fyldt og interessant genstandsfelt og se 'problemet' som en

nggle til forstdelsen af wvidenskabsprocessen.

For en ordens skyld vil vi ggre opmzrksom pd, at vi pa
andre punkter ikke er enige i Lakatos' kritiske rationalisme.
Dens kriterier for videnskabelighed er ret ensidige og ude-
lukker f.ex. marxisme og psykoanalyse (det var ogsd meningen).
Rationaliteten i den videnskabelige udvikling ses snavert som
indre videnskabelig og levner nappe plads for samfundsmessi-
ge determinanter. Kritik forstar i forhold til videnskabeli-
ge diskussioner og omfatter ikke granseoverskridende sam-
fundsmessig kritik.
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2.3 Matematik: Logik elléer empiri eller matematik. Og hvad sé?

Lad os resumere de opfattelser af matématik, som vi har presen-
teret indtil nu. - ’ '

Mill: Matematik er en 1ndukt1v v1denskab ‘Matematiske ud-
sagn er om empiriske erfaringer af en meget generel‘karakter.
Tal er subjektive eller mentale ting, og tal er om - eller e-
,genskaber ved - fys1ske objekter.’ Matematik er modeldannel-
se over erfaringer. I Kants termlnologl er matematik for Mill
- syntetisk og a posteriori. Egentlig matematisk grundlagsforsk—

ning findes ikke. . ) : '
| Frege: Matematik er en deduktiv videnskab. Aritmetikken
og den hgjere mafematik er analytisk a priori, dvs. gyldig-
~ heden kan afggres udfra loglske, semantiéke kriterier og u-
den at.lnddrage erfarlng. Matematik (excl. geometrl) er (en
udvidét)_logik. Tal er begrebsobjekter og har som sddanne
reel ekSistegs.. Frege er grundlaggeren af matematisk. grund-
1agsf6rskning.~ : N . o
- Russell: Matemaﬁik er logik. Tal ér ikke objekter, men
_notationer._ Matematlsk grundlagsforsknlng er et delomrade
under . loglsk grundlagsforsknlng.3
Hilbert: Den klassiske matematlk (1ncl. mangdelaren) er
grundl&ggende sund,-men der er behov for finitte konsistens-
beViser, for bevisteoretiske analyser.’
' 'Brouwer. Matematlkver en mental, f¢r—sprogllg akt1v1tet.
' Den klassiske omgang med uendelighed m.m. er umatematisk.
Kun konstruerede matematiske objekter eksisterer. Logik er
et overfladefaznomen i forhold til den matematiske aktivitét,
‘ 56m ikke indfangér-vééenstrak. - Det vaséntlige_ved matema-
tik er den matematiske konstruktionsaktivitet. Matematisk
grundlagsfbrskning - hvad skulle det vaere? Matematikken .
‘har sin berettigelse i sig selv og behgver ikke den»slagé
afstivninger. A B

Lakatos: Matematik er 'quasi—éhpirisk% og principielt
fejlbarlig. Det er ikke de 'ferdige' matematiske produkter,
der er. det vasentllgste, men derimod de processer, der fore-
gar i arbejdet omkring et problem; nir man opstiller gat og.
fors¢ger at gendnlve dem. 'Beviser' beviser .ikke, mén er
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begrebsgenererende og uddyber forstdelsen af problemet. Ma-
tematik er ikke logik, og vores sandhedsintuition er nappe
ufejlbarlig. Matematisk grundlagsforskning er absurd, for
der findes‘ingén sikker grund, hvorp& viden kan funderes.

~ savidt s& godt. Vi har nu en rakke synspunkter p&, hvad
" matematik er, specielt p& forholdet mellem matematik og logik.
Er matematik generaliseret empi:isk erfaring (Mill), logik
(Frege/Russell), quasiempirisk viden .(Lakatos), eller er ma-

.~ tematik 'sig selv' (Brouwex)? Er de matematiske produkteri

og deres indbyrdes relationer, konsistens, fundament m.v.
detvcentrale ved matematik (Frege/Russell), eller er det forsk-
ninggprocessen (Lakatos), den matematiské konstruktionsakti-

vitet (Brouwer)? Kort sagt: Er matematik logik - og hvis ik-
ke, hvad s3? Og: Er matematik produkt eller proces?

Og hwvorfor er det et interessant spprgsmil?

'Probiemet har i hvert fald fire aspekter, som ogsa angi-
ver de problemfelter, hvor det har interesse. Det angar ma-
tematikkens hhv. logikkens i) erkendelsesteoretiske status
og ii) genstandsfelt iii) deres samfundsmassige status og
ideologiske funktion og iv) har padagogiske og didaktiske

konsekvenser for matematikundervisningen.

Ad i) Erkendelsesteoretisk status.

Dette aspekt angdr, hvilken karakter, den matematiske erken-
delse har. Hvordan fir vi matematisk erkendelse? Er den
objektiv - hvad vil det i givet fald sige? Er den empirisk -
hvilket forhold har den til empirisk erfaring? ‘Hvis den
ikke er empirisk, hvad er den da? Logik? Hvad er logik sa?
P& hvilken grund hviler matematikkens sandhed? Hvori bestar
dens gyldighed? '

. Her md man sige, at det ikke er lykkedes at bevise, at
matematik er logik. Dels kan matematik ikke reduceres til lo-
gik, idet f£fx. mangdelééggni sin naive udgave er inkonsistent,
og i sin axiomatiserede/indeholder ikke-logiske axiomer. Dels
ville det ikke hjzlpe, dersom matematik kunne reduceres til
logik & la Russell, thi ogsd her md der gg¢res brug af ikke-
logiske axiomer, nu for at kunne udvikle matematikken inden-

for type-teorien. Endvidere har forsggene pa at vise matema-
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.tikkens konsistens‘afsl¢ret'fundamentalé begransninger. Sand-
hed i matematik kan ikke identificeres med 'at vare beviselig'
indenfor et konsistent system. Satninger, der uatrykker et kon- .

‘sistent systems konsistens, kan ikke bevises indenfor'syétemet.

P4 den anden side er Mills empirisme nok heller ikke hold- %
bar. Omend hans synSpunkt_forekoﬁmer at indeholde megen sund 4 )
~empirismé, er det nappe riméligt, at se matematik som blot ge- 'f
neraliserede empiriske erfaringer; megen abstrakt matematik | :§
synes at vare sa langt fra erfarlng, at det v11 vare urlmellgt @
at’ opretholde synspunktet. _ W

Stllles spgrgsmdlet om matematlkkens erkendelsesteore-

s
T

tlske status s& snavert som Frege/Russell, sker der en vold-

som fokuserlng pa matematikkens produkter og dlsses eventuel-

'le]oglske fundament, 1ndbyrdes relatloner osv. Den historiske w
N
dimension tabes meget let af syne. Det synspunkt af Russell, L @

som‘Lakatés drager frem, at det ferste égentlige vark-om-matemaF
tik = er Boole's 'Laws of Thought' fra 1854 ér grotesk‘i sin . . Q
| perspektlvforvrangnlng, og den reduktlonlsme, der llgger i S
Carnaps krav om, at fIIosofl-skal udskiftes med v1denskabs?
loglk, at v1denskabslog1k ikke er andet end det v1denskabe11-

ge sprogs ‘syntaks, og at metamatematik er det matematiske sprogs

syntaks, er nasten uhyggelig i 51n reduktlonlstlske indskran-

kethed. Det er positivisme i sin varste sklkkelse. De mate-
matiske milﬂ¢ers udtalte‘mangel pa selvreflektion og historisk - 1N
(selv—)forstaelse hanger sammen med denne ensidige fokusering ‘
pa produkterne. - _ ' C ‘-' _%
' . I modsatning hertil er der noget befrlende Ved Lakatos
fremhzvelse af problem51tuat10nen, fordi det dels muliggg¢r
‘en centrering omkring forstielsen af, hvad de matematiske
teoridannelser handier‘om, déls udggr en brugbar indfalds-
vinkel til historien. Métematik er for potent en videnskab
.til, at det er forsVarligt, at dens udgvere ikke wved, hvii-
ken historisk tradition, de er en del af, men i stedet op-

fatter den som uproblematisefet, verdifri 'teknik'.

Brouwers forestillinger om matematlk som et i sidste -
ende abstrakt over tidens fundamentale to-enighed, ¢jeb11kkets
opsplltnlng i '"for' og ‘efter', ved vi ikke rigtig, hvad.V1
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skal merne om, men hans kraVv om konstruerbarhéd synes os sundt.
Indirekte eksistensbeviser er noget merkeligt noget.

Méd hensyn til om matematik er objektiv, s& mener Lakatos
ikke, at matématik principiert er mere sikker viden en anden
empirisk viden: Frege havder, at matematisk erkendelse er:
objektiv, i bétydningen stabil og bevidsthedsuafhangig. Bloor
tager Freges ‘definition af objektivitet -(se-side 18) p& or-
det og finder, ‘at Freges objektivitetsbegreb -reelt .dskker o-
ver samfundsm#ssigt ‘institutionaliseret’tro; thi det ‘socia—- -
le ‘er nétop det, der hverken er fysisk eller psykologisk.
(Bloor, 1976, p 85-87) Vi ‘skal ikke g& dybere-ind i -diskus-
sionen”om'objéktivitet'- denier onfattende - men:lade det bli-

)

ve ved disse ahtydﬁingeri (Pedersen, 1980)

|

ad ii) Genstandsfelt.
Dette aspekt drejer sig om, hvad matematik udtaler.sig om,
hvilke omrader af 'virkeligheden' dens gyldighedsomride ud-
gpres af, om matematik har et genstandsomrade, som er dens
egen = ligesom"fysikken har den livlgse natur'som sit gen-
standsomrdde. Vi vil navne to sat modstridende opfattelser,
som g¢r sig galdende.

Det ene ang&r en realistisk opfattelse overfor en nomi-
nalistisk. Frege var realist, begrebsrealist nzrmere beteg-
net. Matematik handler om reelle objekter: rum, tid, tal,
mengder osv. Geometri bestemmer han i Kants terminologi som
syntetisk a priori,-dvs. geometriens gyldighed:er en forud-
seztning for muligheden: for at opnad objektiv erkendelse af
rummet og dets egenskaber. Aritmetik er analytisk a priori,
dvs. logik. Russell derimod er nominalist; for ham har mate-
matikken ingen genstande, tal er notationer, matematik er ge-
nerelle logiske love, et stort sat tautologier, som er inter- -
essant alene af psykologiske grunde, fordi den menneskelige
hjerne ikke umiddelbart kan overskue alle konsekvenserne af
de logiske axiomer; matematikken g¢r det implicitte ekspli-
cit. Hans Hahn har formuleret dette synspunkt krystalklart:

"There has been prolonged opposition to the interpretation of
mathematical statements as tautologies; Kant contested the tautological

character of mathematics emphatically, and the greatmathematician Henri
Poincaré, to whom we are greatly indebted also for philosophical criti-
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- ' /
cism, went so far as to argue that since mathematics cannot possibly
be a huge tautology, it must somewhere contain an a priori principle.
Indeed, at first glance it is difficult to believe that the whole of .
_mathematlcs, with its theorems that it cost such labor to establlsh,
with its results that so often surprise us, should admit of belng
resolved into tautologies. But there is . just one little point which
this argument overlooks: it overlooks the fact that ‘we are not omni-
scient. An omniscient being, indeed, would at once kgow everything
that is implicitly contained in the -assertion of a few propositions.
It would know immediately that on the basis of the conventions concer-
ning the use of the numerals and the multiplication sign, "24x31" is.
synonymous with "744". An omniscient being has no need for logic and
mathematics. We ourselves, however, first have to make ourselves con-
sctous of this by successive tautological transformations, and hence
‘it._may prove quite surprising to us that in asserting a few proposi- :
tions we have implicitly also asserted a proposition which seemingly ’
is -entirely different from them, og that we do mean the same by two
complexes of symbols which are externally altogether dlfferent (Vor
fremhevelse, ) (Hahn i Ayer 1959, p 158- 9) C
Carnap havder i samme and, at matematik er v1denskabens sprog.

Lakatos er lidt uklar i denne sammenheng - han lagger .
selv op til betegnelsen qua51—emp1rlst. Han mener noget i
retning af,_at_matematik-i sidste ende er en beskrivélse af
- forhold i den reelle verden, en slags generaliseret fysik.

Den anden skillelinie i opfattelser, som vi vil navne,
angdr matematikkens status som videnskab. En opfattelse er,
at matematik er en videnskab, som har sine egne videnskabelige
'problemer, sit eget genstandsfelt, som er essentielt uafhen-
glg af andre videnskabers problemstllllnger. Frege, Russell
og mange . strukturmatematikere (se kap.. 3) har denne opfattel—
se. Heroverfor star en opfattelse, som siger, at matematlk
stdr i en afhanglg vekselv1rkn1ng med andre v1denskaber, ty-
pisk fy51k gkonomi osv. Denne havdes af Mlll Lakatos (del-
vist), von Neumann, som axiomatiserede me&ngdelaren og-udv1k—
lede spilteorien, bl.a., og Hermann Weyl, som afklarede mate-
matiske grﬁndlagsproblemer i den generelle kvantemekanik.

Som det fremgar af de navne, vi har haftet pd de forskellige
synspunkter, kan de to skillelinier ikke bringes. til at falde
sammen. Af en sammenstllllng vil man kunne uddrage, at en ,
nomlnalistlsk opfattelse koblet med en opfattelse af matematlk,,
- som uafhanglg af andre videnskaber, vil give en matematikfor-
stdelse, som ikke forpligter matematikken overfor virkelighe-
den i en eller anden forstand, mens alle andre kombinationer

af de to sat opfattelser vil forpligte matematikken overfor
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en virkelighed. (Brouwer falder udenfor disse opdelinger.)

iii) Status og ideologisk funktion. ,

Dette aspekt angdr, hwvilke interesser, der er knyttet til den
ene eller anden opfattelse af matematik. Hvilke konnotationer
(ubevidste, holdningsmassige, bi- betydninger) er knyttet til
den ene eller anden karakteristik. Er det *fint' at vare lo-
gisk? Er matematik finere end biologi, fordi matematik er lo-
gik, mens biologi 'blét' er systematisk erfaring, empiri?z Hvis
eksperter har 'bevist' noget matematisk, er det s& vagtigere
end synspunkter, der bygger pd sund fornuft eller fplelsesmes-
sige holdninger? Har matematik en hgjere status som logik end
som noget andet? Bliver den mere objektiv? Er det bedre at
vare objektiv end ikke—objektiv og hvorfor? Hvad har man im-
plicit sagt om resten af verden ved at sige, at matematik er
°logik?

Udfra Freges forord kan der ikke vare tvivl om, at prea-

ciseringen af matematikkens erkendelsesteoretiske status er

af stor fglelsesmessig betydning for ham. Det er matematik-
kens prestige og dermed matematikernes anseelse, det handler
om. Drivkraften til at opstarte matematikkens grundlagsdis-
kussion kom ikke blot fra det rene filosofiske problem, men
trzkker ogsid pd emotionelle kilder.

Ekskurs: Frege er pa godt og ondt en del af den tyske v1denskabs— og
universitetshistorie i det 19. arhundrede. Op til universitetsrefor-
men i begyndelsen af arhundredet, markeret ved etableringen af det Hum-
boldt'ske universitet i Berlin i 1810 var det filosofiske fakultet,
hvorunder naturvidenskaberne hgrte, en slags basisuddannelse til de
'hgjere' fakulteter: teologi, jura og medicin, som var erhvervsuddan-
nelser; de uddannede statens embedsmend, og heri bestod statens inter-
esse 1 at opretholde dem. I sammenhang med den tyske kulturs opblom-
string kort f¢r og omkring dette tidspunkt etableredes det sarlige ty-
ske videnskabsbegreb 'Wissenschaft'. Dette 'Wissenschaft'sbegreb for-
te til en styrkelse af det filosofiske fakultet, si det kom pa linie
med de tre andre andre. De a&gte 'Wissenschaft'er var iszr studierne
af det klassiske Grzkenlands sprog og kultur, som fx. i gymnasiet blev
tillagt en overordentlig almendannende og kulturbazrende funktion.

Da naturvidenskaberne og ogsid matematikken hgrte under det filo-
sofiske fakultet, blev konsekvensen at digse mdtte legitimere sig i
'Wissenschaft' . traditionen. Naturvidenskaberne var pa dette tidspunkt
ikke sarligt udviklede, og navnlig var den tyske (universitets)tradi-
tion svag. Det bevirkede, at behovet for at legitimere sig overfor
de rigtige, fine 'Wissenschaft'er blev ekstra stort og fgrte til en
betoning af naturvidenskabernes karakter af ren sandhedss¢gen og uaf-
hzngighed af materielle interesser. Mest i ord ganske vist, men med
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sporbare fplger for forskning og undervisning. Meget af vore dages
- bragesnak om naturvidenskabernes renhed har sin oprindelse i denne
serlige tyske 1800- tals tradition.

En del af baggrunden for den betydnlng, som Frege till®agger spgrgs-
milet om matematikkens grundlag skal uden tvivl sgges i disse histo-
riske omstendigheder, som udggres af behovet for at legitimere matema-

"~ tik som en fin og objektiv videnskab, ubesmittet af empiri (peberngd-

. der!) og psykologi. Hvordan den nzrmere sammenh#&ng er, ma afklares

af en narmere undersggelse. Frege var betydeligt mere filosofisk

orienteret end de fleste af hans samtidige kollegaer, som ikke regne-

de ham for noget.sarligt, hvilket méske kunne tolkes som at Frege ikke
sd meget reprasenterer en’ matematikerstrgmning, men snarere.en filoso-
- fisk. P& den anden side er en 'engelsk Frege' pad dette tldspunkt uten-~

- kelig. Ekskurs slut.

Kaster man et blik p& dagens samfundsmassige, politiske
debat er det ébentlyst,"at 'videnskabelige' argumenter spiller
.en betydellg rolle og netop henter deres vagt fra en - til-
tider bev1dst - ureflekteret opfattelse af naturv1denskaber'
som objektlve  S&danne illegitime, ideologiske’ anvendel—
ser af matematik og anden videnskab. kan bl.a. 1m¢degas gen-‘

nem videnskabsteoretiske argumentatloner.

iv) Padagogiske og didaktiske konsekvenser. ‘
Métematikkens erkendelsesteoretiske étafﬁs og genstandsfelt
har betydning for undervisningen i faget, fordi undervisning
‘altid m3 forholde sig'til,videnskabsfaget i en eller anaén

' forstand. Bgrn lazrer kemi og ikke alkymi, fordi kemi anses

~ for at give en rimeligere indsigt i stoffernes natur end al-
‘kymi,‘de larer Newton'sk dynamik og ikke Aristotelisk, geome-
‘AtriuhderviSningen\er nesten helt afskaffet og erstattes af
analytisk geométri‘og linier algebra (vektbrregning).

| 'Derfor'giver béstanden om, at-matematik er logik, hvis
den er begrundet, ogsd anledning til spgrgsmil- om underv1s—
‘ningen. Skal skolebgrn s& have en undervisning, som centre-
rer.omkring-matematikkéns logiske'opbygning, dens indre struk-
£ur.:-Den konklusion er draget i '60'er matematikken. . Andre
har draget andre konklusioner for underVisningen udffa andre
videnskabsteoretiske analyser af matematikken. Som vi skal

se 1 naste kapitel formulerer Lakatos pé& baggrund af sin op-
fattelse en ékarp kritik af den‘traditionelle métematikunder—
visning og er tet ved at drage eksplicitte didaktiske konklu-
skoner. Han gor det ikke, men andre kan'legitimere deres di-
daktiske ideer med Lakatos' analyser. 4 |
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P4 et videnskabsteoretisk plan har vi antydet, at vi
synes, at et proces-synspunkt & la Lakatos giver betydeligt
bedre muligheder for at forstd matematikkens historiske ud-
vikling og hvilke problemer, matematiske teorier handler om
end et produktsynspunkt,samtidig med at det ikke udelukker
dettes indsigter. Imidlertid lider processynspunktet i den
Lakatos'ke udformning af den svaghed, at det er snavert ret- v
tet mod den indre videnskabelige heuristik (udviklingslogik).
H;n kan ikke forklare, hvorledes - eller rettere han mener
ikke at - matematikkené ud&ikiing hanger sammen med den sam-
fundsmassige helhed, som den er en del af. Det er kun af-
vigelserne fra den rationelle udvikling, der kan have behov
for ekstra-heuristiske forklaringeﬁ - en underlig skavhed i
forklaringsstrukturen.
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. KAPITEL 3

PEDAGOGiSKE'KONSEKVENSER FOR MATEMATIKUNDERVISNINGEN AF EN NEO-
LOGICISTISK MATEMATIKOPFATTELSE - KRITIK AF AXIOMATISK*DEDUKTIVT
OPBYGGET UNDERVISNING

En matemat1kunderv1sn1ng ma ngdvendigvis bl.a. basere sig pa
"en opfattelse af, hvad matematik er. Bevidst eller ej, ekspli-
‘cit eller 1mp11c1t star undervisning i et fag i forhold.tlld
en videnskabsteoret;sk forstdelse af, hvad fagets Vésén er} og
formidler med stgrre eller mindre gennemslag denne fqrstaelse.
Heraf fglger ikke n¢dvendigvié, at fagundervisning er en 'mini--
udgave' af-videnskabsfaget. '

I kapltel 1 beskaftlgede vi os isar med Freges og Russells
-loglc1stlske program og dets historie. I dette kapitel skal
vi se pé et nyere underv1sn1ngscystem, der er bygget op om-
~kring en udtalt neolog1c1stlsk matematlkopfattelse. Syste- -

" met hedder *Sets: ‘and Numbers" og er skrevet af Patrlck Suppes,
en amerlkansk professor i StatlStlk og filosofl. -

Lakatos har som beskrevet i kapitel 2 en anderledes ma-
tematlkopfattelse end den logicistiske. Deri munder bl. a. ud
1 en kritik af ax1omatlsk deduktivt opbygget .matematikunder-
v1sn1ng,'en kritik som vi vil v1dereg1ve og diskutere.

Vi vil selv kritisere Suppes pad to ledder, dels dlskute—
re hans videnskabsteoretiske opfattelse, dels dennes konsekven-

ser for den pedagogiske.UdfOrmhing_af,matematikunderyisningen;
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3.1. _Sets and Numbers

Patrick Suppes var (er?) professor i filosofi og statistik
ved Stanforduniversitetet i USA. Han har lavet larebgger i ma-
tematik bade til universitetet og til underskolen. Af univer-
sitetsbggerne kan navnes *Axiomatic Set Theory' (1960) og 'In-
troduction to Logic' (1957); Til underskolen har han vaeret ho-
vedansvarlig- for 'Sets and Numbers' (1962), som er et system
beregnet . for hele underskolen og derfor ret omfattende. Vi har
valgt at kigge narmere pd bind 1A, nazrmere betegnet larervejF
ledningen hertil, da hele systemets grundlaggende begrebsap-
parat introduceres og begrundes her. '
Bindet er delt op i 4 hovedafsnit: 1) Mangdér. 2) Tal. 3)
Foreningsmengde. 4) Addition. Mengder er defineret som en sam-

ling af objekter og angives at vare noget simpelt og konkret:

"The term 'set' is simple and congrete, easy both to understand and to
explain. A set is simply any collection or family of objects. We may speak
of sets or collection' of all students now in the first grade, the set or
collection of dolls now owned by Mary Jones, the set of &ll books in this
room. (Suppes,1962,p iii)

Notationsmessigt gpres dette ved at elementerne afbildes
ved en tegning, f.ex. en tegning af en abe og en bj¢rn, Koko
og Sam. Rundt om elementerne sazttes s& et par klammer (de nor-
malt anvendte mengdeparanteser), og sa har man en mengde, som
i eksemplet er mengden af Koko og Sam. Den tomme mangde karak-
teriseres med mangdeklammer, hvori der ikke er noget.

Tallene indfgres som egenskaber ved mangder:

"In part 3, the child learns a precise characterigation of number as a
property of a set. In answer to the question, "What is a numbexr?", he can
give the answer, YA number is a property of a get". To insure that this
answer is not merely verbalized, but clearly understood, the teacher is
advised to initiate a discussion of the notion of 'a property'. The no-
tion can best be explained through many examples familiar to the children.
For instance, in reference to a green book we can say, "Green is a proper-
ty of this book, it is the colox.of the book". Similarly, "red is a pro-
perty of an apple; it describes the apple's color. An apple has other
properties as well. It is smooth. It is roundish. It is hard. Square is

a property of this book. It describes its shape,” etc." (ibid, p 34)
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_tlon is called the union of sets." (lbld, P W
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P
, “Tallene beskrives notationsmaessigt med et stort N foran
'mangdenotatiohen.{N'et og m@&ngden skal lases som antallet af
elementer i mangden; dette sattes sd lig det arabiske talsym-
bol der passer til dette tal .
P& dette: stadie 1ndf¢res sd ogsd begrebet lig med og
llghedstegnet, hvor b¢rnene bl.a. traznes. i at gennemskue, at

det er forskel pa', om to mazngder er ens, eller 'om antallet

‘af elementer i mzngderne er ens.

Foreningsmengde indfgres og indgves som ‘en fortrazning

til addition:

"Slmllarly, the arithmetical operatlons (addition in 1lA) are introduced
by building upon the analogous operations on sets of physical objects
(union of sets in 1A)" (Ibid, p iii)

Forenlngsmangde 1ndf¢res ved komblnatlon af ek51steren—
de mangder

. “The same levels of abstraction are appropriate ‘in introducing an opera-
" tion on numherq such as 23dition ., Once again we can begin with concrete

illustrationsand build step-by-step to the abstract operation of adding
numbers. At the most concrete level, we may display sets of physical ob-
jects and show that by combining the sets we form a new set. This opera-.

] Dette 1llustreres véd at vise to mangder med et stort U
1me11em -til venstre for et llghedstegn. Pa h¢jre 51de vi-
ses sd en mengde, der 1ndeholder alle de €lementer, som de
to udgangsmangder indeholdt. Fx. ‘en m&ngde bestiende Af.en'
tromme ‘og en mahgde bestdende af en bold og en blyant. Mel-
lem disse mangder et stort U og efter dem et lighedstegn.-
Pa den anden side af 11ghedstegnet er sd en mengde bestaen—
de af en tromme, en bold og en blyant. ' 's
Addition indfgres dernast ved at strlve et stort N for—

an alle tre mangder og sklfte U'et ud med et '+', og deref-

ter videre til de arabiske symboler.

-I’IarerGejledningen illustreres det sdledes:

(Blule/} = {Ba/}

When we abstract to a consideration of just the number of members, we have
the parallel operation of addition so that the plus symbolisused.

N{8}+Nfe/} = N{@@/}

F mally, we may repment this equahon, using the Arabic numerals, as -

|+2—'3 - (ibid;éx})-
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Rxkkefglgen: mengder, antal elementer i m&ngden og sé

‘det arabiske talsymbol har Suppes valgt for at begynde med

det konkrete og sd bevage sig til det abstrakte:

"There are several reasons for beginning with the concept of a set. The
focus of the pedagogical reasons in comparison numbers, is the great
concreteness of sets of physical objects. For example, the patting

* together of sets of physical objects (union of sets) is a more concrete

operation than the addition of numbers. The difference of sets of phy-
sical objects is more concrete than subtraction of numbers." (ibid,

- p iii) B - —

Suppes har en matematikopfattelse, der ligger den logi-
cistiske n®r. Man kan kalde den neéologicisme. Det afspej-
les i det talbegreb, som han vil lzre bgrnene. Det ligner
bortset fra mangdeterminologien til forveksling Freges. Fre-
ge opsumerede sin taldefinition pa denne méde:

"Jeg gentager: Det tal, som tilhgrer begrebet F, er omfanget af begrebet
'ligetallig med begrebet F' - og fgjer hertil: udtrykket 'n er et tal'
skal vere ensbetydende med udtrykket 'der findes et begreb sadledes at n
er det antal, som tilhgrer det'." (Frege, 1884,§72, p 85)

~ eller oversat til moderne matematisk udtryksmade: et tal
er en mangde af alle ma&ngder med den samme kardinalitet
(megtighed -'antal' elementer). 0 var den tomme mengde, 1
me&ngden af den tomme ma#ngde osv. 'Bgrneudgaven' heraf er
netop Suppes': 0 er mangden med ingen eleménter, 1 er alle
mengder med 1 element, osv. -

Indfgrelsen af de grundlaggende aritmetiske operationer
pd basis af de elementzre mengdeoperationer er en fglge af
denne talopfattelse, hvor relationer mellem tal er relatio-

ner mellem mazngder. Suppes havder eksplicit den neologici-

stiske tese i forordene til sine universitetsbgger. I

'Axiomatic Set Theory' skriver han (i vor oversattelse):

"Blandt moderne matematiks mange grene optager mangdelare en enestaende
plads: med fia undtagelser kan de stgrrelser, som studeres og analyseres

i matematik, betragtes som visse szrlige mzngder eller klasser af objek-
ter. Det betyder, at de forskellige grene af matematiks natur reduceres
til spprgsmal om mengdelare. Som en konsekvens heraf kan mange funda-

mentale spgrgsmdl om matematiks natur reduceres til spgrgsmal om mang-

delare. ... Adzkvate axiomer for mengdelzren giver et klart, konstruk-

tivt svar pid spgrgsmdlet: Prazcis hvilke antagelser, udover den elemen-
tere logiks, krzves som grundlag for moderne matematik?" (Suppes, 1960,
p 1-3)
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Al matematik (nasten) kan altsi reduceres. til mangdelare.

I 'Introduction to Loglc skriver . han.

"I en snaver forstand er logik teorien for gyldige argumenter eller teo-
rien for deduktiv slutning.. En 1idt bredere betydning omfatter defini-
tionsteorien. En lidt bredere betydning endnu omfatter den generelle
mengdelare. Desuden giver definitionsteorien sammen med mzngdelaren

‘et eksakt grundlag for den axiomatiske metode; studiet heraf betragtes.
uformelt som en del af logik af de fleste matematikere. (Suppes, 1957,

p xviii)

Mengdelzre er altsé en udvidet loglk.
Suppes har saledes den opfattelse, at grundlaget for

ematematlkken er mangdelare, som er en let udvidet logik, og
-at matematikken kan udledes axiomatisk-deduktivt fra logik-

- ken og mengdelaren. Det er begrundelsen for at betegne hans

opfattelse neologicisme.:. Dette er hans videnskabsteoretiske

opfattelse af matematik. 'Sets and Numbers' viser, at han

drager padagogiske konklusioner af sin videnskabéteori, nem-—
lig den, at underskoleb¢rnene skal lere det for ham at se es-
sentielle i matemat;kken, mangdelare. Allerf¢rst skal de le-

,re'den Videnskabeligt forsvarlige deflnltlon pa tal - et tal

er ep_egehskab'ved en mangde;“aritmetik ved me&ngdeoperatio-

. ner; sidenhen'flere mangdeteoretiske operationer, som’ leder

frem tll mere komplekse matematiske begreber. Hans. argument
er, at mangder er mere konkrete end tal og mangdeoperatloner

mere konkrete end taloperatloner. Bekvemt nok falder denne

,padagoglske argumentatlon sammen med hans v1denskabsteoret1—

ske syn. _ ‘ _
'Sets and Numbers' er karakteristisk for'60fer matema-
tlkkens underv1sn1ngsprogrammer. Disses. grundlaggende:ka—

rakterlstlka er netop den mangdeteoretlske ramme, dekompo-

'~ neringen af begreberne i delbegreber, som indlejres i en

spiral opbygning af undervisningen, hvor man vender tilba-

" ge til de samme omrider igen og igern, og hver .gang pd et lidt

‘mere kompleks og avanceret niveau. Det er ikke en 'rigtig’
'ax1omatlsk -deduktiv opbygning med axiom, deflnltlon, teorem,

lemma og formaliseret bev1sstruktur - det er neppe muligt

" pa underskolenlveau - men det er ‘en v1denskabsbaseret under-

visning i den forstand, at det er de matematlske strukturer,
der udfra denne videnskabsteoretiske forstaelse er de fag-

ligt“centrale,-sem gg¢res til genstand for undervisniqg,

Det er videnskabsfaget matematik i bgrneudgave. .
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3.2 Lakatos' kritik af axiomatisk-deduktiv undervisning

Lakatos har som beskrevet i kapitel 2 en ganske anden mate-
matikopfattelse end den logicistiske. For det fgrste tror
han ikke pa, at matematikken stdr pa et sikkert fundament,
der for tid og evighed sikrer mod fejltagelser. Matematik
er som al anden videnskab fejlbarlig. For det andet:
Hvor logicisten udover at mene, at matematik er logik og . __ _.
derfor sikker. viden, tendentielt vil hafte sig ved matema--
'tikkens produkter og unders¢gé og sikre deres indbyrdes '
logiske sammenh®ng, ser Lakatos matematik som en proces,
hvori der - med udgangspunkt i en problemstilling - sker
en udvikling og afklaring af matematiske begreber. Proces-
sen har en indre rationalitet, som kan rekonstrueres. Den-
ne rationelle rekonstruktion er vasentlig for at forstad pro-
blemsituationen, de matematiske begfebers indhold. Matema-
tik gar ud pa (bgr g& ud pad) med gaztningens og gendrivelsens
metode, udfra problemer at generere nye relevante matemati-
ske begreber og uddybe deres indhold.

I et appendix til 'Proofs and Refutations' har Lakatos
formuleret en kritik af axiomatisk-deduktiv undervisning.
Vi gengiver den her i nasten uforkortet form, fordi vi synes
den er s3 rammende, og fordi 60'er matematikken, som Suppes

er eksponent for, indskriver sig i denne tradition.

"Euklidisk metodolcgi har udviklet en bestemt obligatorisk prasen-
tationsstil. Jeg vil referere til denne som "deduktivistisk stil".
Denne stil starter med en samvittighedsfuldt fastsat liste af axiomer,
lemmaer og/eller definitioner. Axiomerhe og definitionerne ser ofte
kunstige og mystificerende komplicerede ud. Man bliver aldrig fortalt,
hvordan disse komplikationer opstod. Listen af axiomer og definitioner
fglges af de omhyggeligt affattede teoremer. Disse er spzkket med sveare
betingelser; det synes umuligt at nogen som helst skulle have gattet
dem. Teoremerne fglges af et bevis.

I henhold til det euklidiske ritual er matematikstudenten ngdt til
at overvare denne tryllekunst uden at stille spgrgsmal om baggrunden
eller om, hvordan denne behzndighedskunst udfgres. Hvis studenten
tilfeldigvis opdager, at nogle af disse usgmmelige definitioner er
bevis-genererede, hvis han simpelthen undrer sig over, hvordan disse
definitoner, lemmaer og teoremer overhovedet kan ga forud for beviset,
vil tryllekunstneren forvise (ostracize: egl. udstgde af samfundet;
brugtes i det gamle Grzkenland ved korruption; f.a.) for denne frem-
visning af matematisk umodenhed. (Note: Nogle lerebpger hevder, at de
ikke forventer, at leseren har nogen forudgdende viden, blot en vie
matematisk modenhed. Dette betyder ofte, at de forventer leseren af
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" naturen at vere betenkt med "evnen' til at godtage euklidiske argumetniter
uden nogen unaturlig interesse i problembaggrunden, i heuristikken bag
argumentet. ) ' - R
- I deduktivistisk stil er alle satninger sande og alle slutninger
gyldige. Matematik prasenteres som en evigt ggende mengde af evige,
uforanderlige sandheder. Modeksempler, gendrivelser, kritik kan umuligt
komme ind. - En autoritar atmosfzre omkring emnet sikres ved at begynde
- med forkladte misfoster-sparrende og bevis-genererede definitioner og
med det flyveferdige teorem, og at undertrykke den primitive gatning,
gendrivelserne og kritikken af beviset. Den deduktivistiske stil skju-
_ler anstrengelsen, skjuler eventyret. Hele fortazllingen forsvinder, de
sukcessive forsggsvise formuleringer af teoremet i lgbet af bevis- -
proceduren er dgmt til glemsel, mens slutresultatet ophgjes til hellig
ufejlbarlighed. (Note: Det.er endnu ikke blevet tilstrekkeligt erkendt,
at nutidig matematisk og videnskabelig uddannelse er et drivhus for
‘autoritere holdninger og er den verste fjende af uafhengig og kritisk
tenkning. Mens denmne autoritere atmosfere i matematikken folger det
deduktivistiske mgnster som netop beskrevet, opererer den i naturvi=
denskaberne gennem det induktivistiske menster. s
Der er en langvarig tradition for induktivistisk stil i naturvi-
denskab. En ideal-artikel skrevet i denne stil starter med den omhyg-
gelige beskrivelse af den experimentelle opstilling efterfulgt af be-

", skrivelsen af experimentet og dets resultater. Papiret kan konkludere 1

“en "generalisation"”. Problemsituationen, getningen, som experimentet
skulle afprove, er gemt vek. Forfatterenm praler med en tom, jomfruelig
. bevidsthed: Artiklen vil kun blive forstdet af de f&, som faktisk
kender problemsituationen. — Den induktivistiske stil afspejler et
foregivende om, at videnskabsmanden starter sine undersggelser med en
tom hjerme, mens han faktisk starter med et hoved fuldt af -ideer. Spillet
- kan kun spilles —ikke altid med held =for og af et udvalgt laug af :
‘eksperter. Induktivistisk stil forstrer, mens den hevder objektivitet,
ligesom sin deduktivistiske tvilling (ikke modstykke!) faktisk et privat
laug-sprog, atomiserer videnskab, kveler kritik, og ger naturvidenskab
autoriter. Modeksempler kan aldrig forekomme i en sddan presentation:
man starter med observationer (ikke en ‘teori), og. det er klart, at uden
forudgdende teori kan man ikke observere modeksempler.). »

Nogle forsvarere af deduktivistisk stil havder, at deduktion er det
heuristiske mgnster ‘i matematik, at opdagelsens logik er deduktion.
~ (Note: Disse folk hevder, at matematikere starter med et tomt hoved,
‘opstiller deres axiomer og definitioner efter behag i lobet af en legen—
de fri kreativ aktivitet, og det er forst pd et senere tidspunkt, at de
deducerer teoremerne fra disse axiomer og definitioner. Hvis axiomerne
er sande 1 én fortolkning, vil alle teoremerne vere sande. Det matema-
‘tiske sandhedstransportbind kan ikke fejle. Efter vores casé-study om
bevis-proceduren kan dette udelukkes som argument i forsvaret for den
deduktivistiske stil gemnerelt — hvis vi ikke accepterer restriktionen af
matematik til formelle systemer.

Mens Popper viste, at de,som hevder, at induktion er den videnska-
belige opdagelses logik, har uret, har disse essays til formdl at vise,
at de som hevder, at deduktion er den matematiske opdagelses logik, Har
uret. Mens Popper kritiserede den induktivistiske stil, pregver disse
essays at kritisere deduktivistisk stil.) Andre indser, at dette ikke
er sandt, men drager fra denne erkendelse den konklusion, at matematisk
opdagelse er en fuldstendig urationel affzre. Saledes vil de havde, at
skg¢nt matematisk opdagelse ikke skrider frem deduktivt, sd mid den hvis
. vi gnsker vores prasentation at matematiske opdagelser skal skride

\
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rationelt frem, fortsatte i deduktivistisk stil., (Note: ...Popper, som

.. adskilte opdagelsens aspekter mellem psykologi og logik p& en sddan
made, at ingen plads blev tilovers til heuristik som et selvstendigt
underspgelsesfelt, havde ¢jensynligt ikke dengang indset, at hans op-
dagelseslogik var mere end bare det 'strengt logiske mgnster 7 viden—
skabens fremskridt. Dette er kilden til paradoxiteten i titlen pd hans
bog (Logik der Forschung; f.a.),hvis tese synes at have to ansigter: (a)
der er ingen videnskabelig opdagelseslogik — Bacon og Descartes tog begge
fejl; (b) den videnskabelige opdagelses logik er getningens og gendri-
velsens logik. Lgsningen pd paradoxet ligger lige for: (a) der er
ingen ufejlbarlig logik for videnskabelig opdagelse, en som ufejlbarligt .
ville fere til  ~ -, b) der er-en fejlbar logik for opdagelse,”
som er videnskabelig fremskridts logik., Men Popper, som har lagt grun—
den for denne opdagelseslogik, var ikke interesseret i metaspergsmdilet
om, af hvilken natur hans undersggelse var, og han indsd ikke, at demne
hverken er psykologi eller logik, det er en uafhengig diseiplin, opda-
gelseslogik, heuristik.)

Sa vi har i.dag to argumenter for deduktivistisk stil. Det ene er
baseret pd ideen om, at heuristik er rationel og deduktivistisk. Det
andet argument er baseret pd ideen om, at heuristik ikke er deduktivi-
stisk, men heller ikke rationel.

Der er ogsd et tredje argument. Nogle arbejdende matematikere som
ikke kan lide, at logikere, filosoffer og andre tvarlinge (cranks)
blander sig i deres arbejde, siger sadvanligvis, at indfg¢relsen af
heuristisk stil ville krave, at lazrebgger blev omskrevet, og det ville
ggre dem sa lange, at ingen nogensinde kunne lese dem til ende. Artik-
ler ville ogs& blive meget langere. (Note: Det md dog indrgmmes, at de
ogsd ville blive meget ferre, eftersom redeggrelsen for problemsituatio
nen altfor dbentlyst ville udstille en hel dels meningsleshed.) Svaret
til det fodgzngerargument er: Lad os pre¢ve." (Lakatos, 1976, p 142-
144)

Den deduktivistiske stil karakteriseres af sine omhyg-
geligt affattede axiomer, definitioner osv., som ggr det
uigennemskueligt, hvilken problemsituation, de er udsprunget
af.

Undervisningen trakker store veksler pd studenternes
tdlmodighed og evne til at hg¢re p& noget, som de fgrst for-
star langt senere, hvis deellers tderes uddannelse kommer sé
langt. Den deduktivistiske stil bevirker, at axiomer, sat-
ninger osv. synes at komme dumpende fra himlen, og eleverne
md fortrenge deres nysgerrighed efter baggrunden og forhol-
des indsigt i den undervisningsproces, som de indgdr i.

Matematik prasenteres som et fardigt produkt af evige,
ophgjede, helligt ufejlbarlige sandheder (- ' det matemati-
ske sandhedstransportband kan ikke fejle'). Eventyret og
anstrengelsen bag matematikken skjules og kritik er umulig-

gjort og fjernet fra undervisningen.
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Alt i alt bevirker det, at matematikundervisningen fo-

‘. regdr i en autoritar‘atmosfare, bliver et 'drivhus for auto-

';itare holdninger', som er 'den varste fjende'af uafhengig
' og kritisk tankning'. Forholdet mellem l@rer og elever bli-
. ver et autoritetsforhold. Lareren kender begrundelsen for
"underv1sn1ngens indhold ( eller tager sig ud, som om han/hun
'g¢r det) , eleverne er pr1nc1p1elt forhlndret i at fa det be-

"‘grundet, fordi problemSLtuatlonen er fortrangt - og igvrigt

forventes de ikke at spgrge om begrundelser; deres kritiske

"ffmedleven'er.blokeret.- Lererens autoritet forstarkes af, at

'matematikken fremstir som ufejlbarligé sandheder. Elevernes
_ ‘vaSentligsté kvalifikation bliver evnen til ukritisk tileg-.
‘_nelse.-' ' L '
.F. Opfattelsen af " matematik som kumulatlv proces, hvor e-
-.}v1g sandhed stables pd evig sandhed lagger op til en konse-’

J:fkvent,hlstor;eforfalsknlng, som forestlller sig matematlkkens

.fhiétorie mere retllnet' end rlmellgt er og fortranger pro-

-‘;blemfelter og andre 1ndfaldsv1nkler. (Se ogsa Pedersen, 1977)

Vl mener, at Lakatos her har fat i nogle meget vasent-
jfllge karakterlstlka ved ax1omatlsk deduktlv underv1sn1ng,

-ﬂffog at kr;t;kken i v1dvudstrakn1ng ogsd rammer bgrneudgaven.

' Det skal vi begrunde narmere om lidt.

7 Det er. 1nteressant at sammenholde Lakatos' papegnlng
_ af den autoritaere atmosfare, der omgiver matematlkunderVLS-,

- ningen, med vores bem&#rkninger omkring stllen i Freges for—

" ord til 'Grundlagen' (se afsn. 1.3) _ e

_ 'Freges bestrzbelser pd at sikre sig, at matematikken
‘havde fast grund i logikken, og hans deraf fglgende axioma- o
“tlserlngsbestrabelser (ihukom at hen51gten var at ordne lo-
| glkken efter euklidlsk dvs axiomatisk-deduktivt mgnster)

- var klart forbundet med forestillinger om, at sikre matema-

tikkens renhed, fihhed,.ordnethed osv. - Karakteristika som
" han udenfor.diskﬁssion tilskriver logikken - mod trusler om
indtrangen af ubestemthed, tigethed, forVirring, flyaen og‘

- faren for forklejnelse, foragt’bg fuin. Vi henviste til et
~'studie af antropologen Mary Douglas, som‘Bloor hévde‘frem—

k‘draget Der eér, 81ger hun, en naturlig tendens i alle



kulturer til at symbolisere hgj status og stérk social
myndighed ved streng kropskontrol. Fysiske udladninger og
processer udstgdes. af det felt, der kan forstds og tales om.
- Vekselvirkninger, samkvem sgges fremstillet, som foregik de
mellem ander frigjort fra kroppen. Stil og adfard indrettes
sa afstanden mellem en aktivitet og dens fysiologiske op-
rindelse maximeres. ) -

| Som eksempel pa dette kan man tage kladedragttr Kongers,
,5officérers oé amtmaends uhiformef, engelske professorer prb—
rcessiénsdragter, lagers-kitler 6sv. hér udover deres prakti-
ske funktioner (!) ogsa stbolbarende betydning. Dragter-
nes barere fremtrader (tendentielt) ikke som kgdelige per-
soner, men som sociale institutioner. Man forbinder ikke
s& menneskelige forhold som svedlugt, fordgjelse o.lign.

med dem, men netop status, magt og indflydelse.

Under gennemgangen af Freges forord gjorde vi opmarksom
pd at matematikkens prestige tiltrak sig hans opmerksomhed.
Det er nu tydeligt, at den madde, hvorpd han sgger at sikre
matematikkens anseelse, er at rense den for alt, hvad der
har med fysiske processer at ggre, derved at forlene mate-
matik med de symboler, der karakteriserer hg¢j status og
samfundsmessig autoritet.

Godtager vi Douglas teori, har vi en anden forklaring
pa den autoritet, som matematik er behaftet med. ' Matematik
er fra matematikernes hand udstyret med de symboler, der
knytter sig til autoritet. (Bemerk, at i denne sammenhang
har ‘'symboler' ikke den matematiske betydning af 'tegn' men
den psykologiske betydning.) Frit sagt, s& 'oser' matematik
langt vak af hgj social status, sterk social myndighed og
streng kropskontrol. Det kan elever 'lugte' og knytter
derfor intuitivt, ubevidst dette betydningsunivers til
matematik. Deres sadvanlige erfaring med og reaktionsmgnstre
overfor sociale autoriteter aktiveres derfor af og medbe-
stemmer deres reaktion overfor matematik.

Det er altsd en dobbeltsidig proces. P& den ene side
fremtrader matematik som en autoritet, fordi den er behzftet
med alle autoritetens attributter. P& den anden side rea-

gerer eleverne (og andre) som de plejer overfor autoriteter.
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.Det er klart, at denne forklaring indtil v1dere er - spe-
kulatlv. " Den er ikke i modstrid med Lakatos + snarere ud-
dybende, idet den angiver en socialpsykologisk mekanisme
ltll, hvorledes den autoritare atmbsfare, som Lakatos sa
rigtig‘sef, at matematikundervisningen omgiver sig. med, =
kbnstitueres. Det md ogséa vare klart, at dlsse fors¢gsv1se
:forklarlnger 1ndt11 v1dere kun galder axiomatisk-deduktivt
‘opbygget matematlk
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3.3 Kritik af Suppes og 'Sets and Numbers'

3.3.1 Kritik af Suopes matematikopfattelse

N e ————— ——

Vi vil krltlsere Suppes for den mdde, hvorpa han fremstiller
logikken og mengdelzrens betydning og historie. Fx. skriver
han i introduktionen til "Introduction to Logic" fglgende:

"It is....somewhat surprising that a fully adequate formal theory of in-

ference has been~ developed only in the last three or four decades....”
(Suppes 1957,.p xv'}) L.

Suppes giver her udtryk for, at der findes en formel
slutningsteori, men som vi sd i kapitel 1 er det ikke korrekt.
Fgrste-ordens logik er nok formaliserbar, men den er hverken
syntaktisk fuldstandig eller afgg¢rlig. Hgjere ordens logik--
ker kan ikke formaliseres (jvnﬁﬁeafsnit 1.6). Suppes er u-
denfor enhver tvivl bekendt med/satninger, der viser og af-
klarer formalismens begransninger, men valger altsa her at
se bort fra dem eller undlader at drage konsekvensen af dem.

Fglgende citat bestyrker fornemmelsen af, at Suppes er

lidt ureflekteret overfor'historiske forhold.

" __. but the most important defect i this clasical tradition was the
failure to relate logic as the theory of inference to the kind of
deductive reasonings that are continually used in mathematics ...

(Suppes,1957,p XV)

L

Sammenholdes dette citat med det foregdende virker det
nermest som om, Suppes mener, at matematikerne har varet dum-
me, og at det er overraskende,sd lang tid de har varet om at
tznke sig om. Man kan undre sig over, at fortidens videnskabs-
mend ikke bragte det deduktive rasonnement, som anvendtes i
dele af matematikken i et narmere forhold til logikken - hvis
man vil. Man kan unders¢ge hvilke historiske omstandigheder,
der kunne tankes at forklare de to videnskabsgrenes indbyrdes
relation eller mangel herpé&. Men det virker lidt absurd
at spgrge, hvorfor de ikke har haft en bestemt relation til
hinanden, som man selv, i kraft af sine egne historiske for-
udsetninger, synes er indlysende.

Suppes udtrykker sig ogsd om logik og m®ngdelares be-

tydning for andre videnskaber.
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“The principles of logical inference are unlversally applied in every

-branch. of systematic knowledge. It is dEten said that the most- important

critical test of any scientific theory ‘i's its usefulness and accuracy in
‘predicting phenomena -before the phenomena are observed. Any such predic-

~ tion must involve application of the principles of logic inference.....

The axiomatization of a theory within set theory is an important

' initial step. in making its structure both exact and explicit....Indeed

famlllar philosophical problems like the reduction of one branch of
empirical science to another may be made precise in terms of such set-
theoretical notions as that of isomorphism. +--

The aim....is to present logic as part of mathematics and science
and to:show numerous detailled egamples how relevant logic is even to
.empirical science like psychology.." (Suppes 1957, p xv-xviii)

I ovenstiende giver Suppes udtryk for, at andre viden-

‘"Skaber kan formaliseres indenfor logik og mangdelare,_og'at

dé ville vinde derved. Videnskaberne ville pd den ma&de blive
mere eksakte 6g eksplicitte. Selv en empirisk videngkab st

péykologi ville have godt af en mangdéteOretiSk axiomatisering

En sadan umodificeret’ reduktlonlsme plejer at h¢re sammen _7
ﬁ med et pOSlthlStlSk Vldenskabssyn. Citatet v1ser 1kke antyd-

':nlng af, at en sadan reduktlonlsme skulle vaere problematlsk

-Eksemplet med at ax1omatlsere psykologl forekommer grotesk -

. i hvert fald, hvis man har intentioner om, at psykologl skal
. sige noget essentlelt om mennesker som mennesker og “ikke" som

'*';ﬂet tlngsllggjort konglomerat af fysisk- kemlske processer.

Han udtaler 31g ogsd om: mangdelaren som grundlagsdlsc1-'

. plln 1nden for matematlkken'

"I denne bog udvikles mengdelsren axiomatisk snarére end intuitivt.

| Flere overvejelser har styret valget af en axiomatisk tilgang. En er,’

at det er forfatterens synspunkt, at den axiomatiské udvikling af mEng- .
delzren er blandt den moderne matematiks mest sldende bedrifter. Be-

fgreber som var vage og ubehageligt ueksakte i artier og tll tidér en-

dog i arhundreder kan gives pracis betydning. ... Den mest patrangen— '

- de overvejelse er imidlertid opdagelsen af forskellige paradoxer i
- naiv, intuitiv mangdelare,_gjort omkring .1900, som tillader eksisten-

sen af objekter, som har en hvilkensomhelst egenskab. En sarlig be-

' granset axiomatisk tilgang er ngdvendig for at undgé disse paradoxer

...med fa undtagelser kan de stgrrelser, som studeres og analyseresA

'1 matematik betragtes som visse serlige mengder eller klasser af objek

ter. Det betyder, at de forskelllge grene af matematik kan defineres
formelt indenfor mengdelare.' Som en konsekvens heraf. kan mange funda-
mentale sporasmil. om.matematiks natur reduceres til sp¢rgsma1 om mzng-
delzre." (Suppes, l960,.p 1-3 )

Nér man laser ovenstéende, kan man let foranledlges tll
at tro, at mangdelaren er udv1klet for at matematlkken kunne

have et godt og SOlldt grundlag
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Det er en ofte gjort fejltagelse at tro, at mengdela-
ren begyndte som en grudﬁlagsdlsc1plln.

Som omtalt i afsnit 1.4. skabte Cantor mangdelaren, som
en matematisk teori pa linie med s& mange andre. Hans lare
blev mpdt med megen skepsis for ikke at sige afvisning i me-
get lang tid. Det var i forbindelse'med studier af rakkeud-
videlser og singulariteter i fourier-rakker, at han fik i-
deen til udv1k11ng af abstrakt mengdelare. -

Den elementzre mengdelare blev fgrst brugt i forbindel-
‘se med grundlagsproblemer af Dedekind i "Was sind und sollen
die Zahlen". Det var en af de forste axiomatiseringer af de
naturlige tal. Bogen indledtes med et mengdeteoretisk kapitel.
Mengdeleren blev fgrst grundlagsdisciplin i forbhindelse med
det logicistiske program, hvor tallene si ud til at vare lo-
giske st¢rrelsér.

Men det er netop som grundlagsdisciplin, at m®ngdelaren
har problemer. Man kan godt axiomatisere mengdelaren, sa at
man undgdr paradoxerne, men derved oplgses en af mengdelarens
vigtigste konstruktiéner, nemlig hierakiet af transfinitte
kardinaltal, som ikke kan indfanges af en formalisering.

(jvnf afsnit 1.6) '

Endvidere er det ganske vist rigtigt, at det meste mate-
matik kan formuleres mengdeteoretisk - og bliver det - men
der er en rzkke omrdder,hvor det kun er den elementzre meng-
del@re, der bruges, hvor den mezngdeteoretiske formulering
kun er en ramme, der ikke er egentlig befordrende for indsig-
ten og godt kunne undvares. (Klassiske matematiske discipli-
ner som differential-og integralregning fx.). Kun indenfor fa
omrader bruges avanceret mengdelare pd en substantielt ngd-
vendig mide. ' '

Man kan altsd kritisere Suppes for at fremstille logik-
‘ken som mere fuldstendig end den er, for at have et reduktio-
nistisk og historisk ureflekteret videnskabssyn, og for at
fremstille mengdel@aren, s& det lagger op til at misforstad den

faktiske udvikling af disciplinen og for at opfatte den mere
afklaret og potent end rimeligt er. Han g¢r heller ingen ste-
der opmerksom pa, at der findes matematiksyn, der adskiller
sig radikalt fra det, som han selv fremstiller.
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'3ﬁ3.2 vKonsekvenser for undervisningen

Vi vil i dette afsnit se narmere p&, hvilke konsekvenser et
uﬁdervisningssystem som 'Sets and Numbers' har for matema-
tikundervisningen. (Systemet er béskrevet i afsnit 3.1)

' 'Sets -and Numbers' skal 1llustrere 60'er matematlkken,

:og vores vurdering af systemet vil ikke bestd i at sammen-
llgne det med andet undervisningsmateriale indenfor samme

'tradltlon, men angd dets grundlaggende- opbygning. 'Sets and

' Numbers' er valgt - lidt tilfaldigt miske - fordi det i

- kraft af Suppes gviige arbejder er muligt ng¢je at se, hvor-.
 -1edes en'eksplicit udtrykt neologiéistisk‘ altsa videnskabs-
teoretlsk, matematlkopfattelse kan udm¢ntes i underv1sn1ngs—
programmer for bgrn.
' Systemet har endvidere den fordel for vores formé&l, at

. det er ret tldllgt - 1962, saledes at larervejlednlngen

J,hlmp11c1t tager h¢jde for,,at larerne i mange tilfalde nappe

'har et fortroligt forhold til mengdelare, og derfor er. ret
fyldig i sin argumentatlon. '
| 'Sets’ and Numbers' starter med mangder,vindf¢rer tal
bsom egenskaber ved mangder, aritmetiske operationer med- tal
,deflneres udfra manlpulatloner ved mengder, osv. Suppes
argumenterer med, -at me&ngder af fysiske objekter er mere
konkrete end tal. Det har han ndaturligvis lov at mene. For
os dt se forlanger han betydelige abstraktionsevner af
eleverne. For at forstd at .'et tal er en egénskab ved en
mangde' skal de fgrst fatte begrebet 'me&ngde ", forstdet

som en vilkarlig samling af objekter; dernast begrebet_,
‘-'egenskab ved en mengde', som i det konkrete tilfzlde er
- antallet af elementer i ma&ngden. Umiddelbart forekdﬁmgn det
os svart og abstrakt for et syVérs-bafn. Under alle om-
standigheder fa&oriserer det éiever med gode forudsatninger
for 'at udvikle intellektuélle'abstraktionsevne:. Disse‘
foru&satninger ved vi idag er klassespecifikt fordelte,
sdledes a£ undervisning, der i sarlig grad fordrer disse,
som tendens vil selektere eleverne efter'deres sociale
‘herkomst. ‘ ' | |
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'Sets and Numbers' har en spiralformet opbygning. P&
ethvert sted i systemet er de nye begreber en videreudvik-
ling af begreber, der er indfgrt tidligere. Det er en stiv
‘-opbygning forstdet pd den mdde, at det vil vare megeﬁ svart
at forestille sig nogle af afsnittene byttet om, s& man '
kunne tage et afsnit pd en andet tidspunkt end beregnet. P&
ethvert tidspunkt er det givet, hvad der skal gennemgds og
indleres. Det betyder bl.a., -at man ikke pad et givet .
tidspunkt kan inddrage et problem i undérviéningen, som
eleverne er stgdt pd i hverdagen ,og som pa én eller anden - -
mdde indeholder matematik. Le&rerens dispositionsfrihed er
sterkt beskdret. Eleverne er bundet til larebogens syste- R
matiske fremadskriden og kan ikke udvikle noget selvstandigt
" forhold til faget. De umyndiggg¢res, fordi de ikke har nogen
reel chance for at diskutere og padvirke undervisningens
‘indhold og opbyghing.

Matematikundervisning i den her diskuterede udformning
kan ikke begrundes med argumenter, der er forbundet til
bgrnenes erfaringer. Eleverne vil have svart ved at forst4,
hvorfor de skal lazre matematik udover at det skal de, fordi
de g&r i skole. Lareren vil som eneste begrundelse kunne
sige, at det, som eleverne larer nu, skal de lare, fordi de
skal bruge det senere. Og det er ikke nogen begrundelse i
den betydning, som vi her lagger i ordet.

Det er ikke kun bgrnenes erfaringsverden, der (maske)
er begraznset. Manglen pa begrundelse har sin rod i under-
visningsprogrammets karakter. I og med at det er matema-
tikkens begrebsstrukturer,~dens formallsmer - men netop ikke
den- betydningsstrukturer, ikke problemfeltet - der ggres til
genstand for undervisning, bliver det i sarlig grad vanske-
ligt at begrunde undervisningen. Pointen er jo ogsa, at
hensigten med undervisningen ikke er at give eleverne (an-
satser til en erkendelsesteoretisk) indsigt i matematik, men
at beherske dens formelle udtryk, dens begreber blottet for
betydning. Det er ihvert fald ikke - som i Lakatos' ideal -
en snak om et problem, hvori man fremsatter gat, forsgger at

bevise dem osv., og pd den made arbejder sig ind i proble-
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mets kompleksitet og udvikler begreber som 1ndfanger og

beskrlver den indvundne indsigt.

Man kan anfagte det berettigede i at ggre nmengdelare
til grundlaget i matematikundervisningen. Vi vil gg¢re det
p& tre mi&der. For det fgrste: Hvis det logicistiske program
lod sig gennemfgre, hvis ﬁatematik ﬁbetvivleligt var lOgik,
og tal egenskaber ved'ﬁ;ﬁgaégjmkunne man m&ske forsvare det'j
men det er 1kke.tllfaldet. For det: andet: Hvis mangdelaren
virkelig var et‘afkla;et grundlag for matematikken,lville.

-~ det vare et vasentligt argument. Men s& enkelt er det ikke.
 Cantors oprindelige mangdel®re er inkonsistent og-fofmali— ‘
serlnger kan ikke tilbunds lgse problemerne.f For det tred-
je: Hv1s mengdelzre spillede en betydelig 1ndholdsme551g
rolle i den matematik, som skolebgrn larer, kunne mengde-
ermalismen~méske have'sin'berettigeise: men igen er‘det‘;
ikke tilfaldet. Som fg¢r navnt er det kun indenfor ret
”avancerede'matematlske omrader, at mangdelaren virkelig har
.,betdeing; Den videnskabstéoretlske begrundelse for at. g¢re

] mangdelare til grundlaget i matemat1kunderv1sn1ngen kan

“7Qsaledes betvivles.

- Opbygningen af Sets and Numbers' med videreudvikling.

~pa basis af tidligere indfgrte begreber uden sidespring fra
'den rette vej , m& give eleverne det indtryk, at matematlk’
er en evig sikker sandhedstransformation. Der stilles ihgen
steder i systemet sp¢rgsmalstegn ved begrebernes rigtighed.
. Det navnes. heller ingen steder, at der faktisk kan have A
”veret matematikere, der havde en anden opfattelse, at, der‘
har vaeret diskussion frem og tllbage, at begreberne ofte ‘har
en lang. udv1k11ng bag sig. P& den m&de ma eleverne fa
‘}vlndtryk af matematik som et fardigt produkt, der af og tll
tilfpjes nye sandheder. Tendentielt far de et produkt—
- fikseret og historisk ureflekteret videnskabssyn.

Til sidst vil vi kritisere et underVLSnlngssystem som
'Sets and Numbers' fpr'at,omglve matematlkunderVLSnlngen
med den autoritere atmosfeare, som.Lékatos névner. Ganske
vist er 'Sets and Numbers' ikke rigtigt axiomatisk-deduktivt

opbygget, men det har alligevel de Vasentlige karékteriStika

tilfelles med den undervishing, som Lakatos kritisére:.
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Undervisning efter 'Sets and Numbers ' og lignende under-
visningssystemer fordrer som rigtig axiomatisk-deduktiv
undervisning af sine elever, at de lytter uden at stille
sp¢rgsmél. Lareren er ogsd her den, der ved besked. Pro-
blemet er fortrengt og samtalen udelukket. Det skaber et
polariseret, autoritert l®rer-elev forhold. Det har ikke
noget at gg¢re med, hvorvidt den enkelte larer er flink og
'demokratisk’ eller dum og autqrita;} Problemet grunder sig
i underv}snianindholdeté struktur.. : f

I afsnit 3.2 fremsaﬁte vi en férmodﬁing om, atraxiomé-
tisk-deduktiv matematik - eller det der ligner - sa at sige
er 'fgdt' med et autoritart vasen. Lakatos sd den autori-
tere atmosfares oprindelse i blokeringen af elevernes kri-
tiske medleven i undervisningen. Vores formodning giar pé,
at denne type matematik er barer af alle autoritetens sym-
boler, og derfor bade fremtrader autoritar og samtidig akti-
verer elevernes erfaringer med autoriteter, sa de reagerer
autoritert.

Alt i alt kan vi sige, at en undervisning, der er byg-
get op som 'Sets and Numbers' er behaftet med et alvorligt
begrundelsesproblem, forhindrer elevernes indflydelse pa
undervisningen og omgiver sig med en autoritar atmosfere.
Desuden kan man betvivle den padagogisk-psykologiske hen-
sigtsmassighed og den videnskabsteoretiske begrundelse for
en mengdel@re-baseret matematikundervisning. Endvidere har
vi argumenteret for, at en sddan undervisning giver et falsk
billede af matematik.
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3.4 Forskellige matematikdidaktiske principper

I afsnit 3.1 sd vi, at den bagvedliggende ide for opbygningen
af Suppeé' matematikundervisningsprogram var at formidle en
b¢rneudgave af VLdenskabsfaget matematik, som han selv sa det.
Suppes gav alts& et klart svar pa: sp¢rgsmalet Hvad skal der
undervises i i faget matematik? Dldaktlk,er betegnelsen for
overvejelser over dette 5p¢rgsmél.,I‘dette afsnit vil vi pre-
seﬁtere og diskutere nogle svar pd spgrgsmidlet. Vi bygger pa
arbejder af Ole Skovsmose, som afgranser fire fOrskéllige typer
af -svar, didaktiske principper kaldet. Suppes bud pa matema-
tikundervisningen var 'Sets and Numbers der som navnt var et

forsgg pad at lave en b¢rneudgave af den v1denskabelige matema-

tik. Han begrundede det pedagogisk med.at_henvise til'at mang;

der var mere konkrete end tal, men igvrigt kom den starkeste
begrundelse .fra hans videnskabsteoretiske opfattelse af méng-
delaren som matematikkens ﬁomt&istede_fundament; P& baggrund
,af.dehne var han ikke i tvivl om, at aet logisk fundamentéle
ogsa skulle vare'det‘padagogiék grundlaggende.

Suppes didaktiske ideer bygger snavert p& faglige syns=

punkter Mere generelt kan vi sige, at en didaktik kan begrun-

des med padagoglske, fagllge og kvallflkatlonsteo:etlske argu-
menter, som dog ikke altid kan holdes skarpt adskilte. De pa-
dagogiske overvejelser andgar udvalgelse af stof til undervis-

ningen, metoder i dens. praktiske - tllretteleggelse samt grund-

-leggende dannelsespr1nc1pper. De fagllge overvejelser drejer

sig om, hvorledes en faglig lgdighed sikres; det forudsatter
en identifikation og karakteristik af, hvad der udggr fagets

'centrale dele, altsd videnskabsteoretisk analyse og reflek51on.

Endellg handler de kvalifikationsteoretiske overvejelser om, -
hvilke kvalifikationer, bredt forstéet,iundervisningen - erkle-
ret eller ej - sigter imod. -

I vores pfasentation af de didaktfske principper vil vi

'lagge vagten pd deres begrundelse og dernast prgve at vurdére

dem udfra en padagogisk og en v1denskabsteoretlsk synsv1nkel.

Den padagogiske synsvinkel kom til udtryk i kritikken af Suppes
og vil iser dreje sig om, hv1lke begrundelser, det er muligt at
opstille for.undgrvisningen overfor eleverne, hvilke muligheder

de har for iﬂdflydelse pd undervisningen, forholdet til leréreh\
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og dennes dispositionsmuligheder. Den videnskabsteoretiske syns-
vinkel angdr isar en vurdering af, hvilket indtryk, uhdervisnin-
gen formidler af matematikken som l®rebygning, af drivkrafterne
for dens historiske udvikling, dens historiske og samfundsmaes-
sige placering og som middel til omverdensbeskrivelse;

' Til slut skal vi pointere, at det er didaktiske principper
for matematik og ikke selve matematikundervisningen, som vi dis-
kuterer. Didaktiske principper er vigtige at forholde sig til,
fordi de satter nogle muligheder og umuligheder‘for og mader

at tanker pa undervisningen, men de omsattes ikke mekanisk til
konkret undervisning. I denne proces spiller mange andre for-
hold ind: lzrerens person, de fysiske og materielle rammer, tra-
dition m.v. '

3.4.1 Et strukturelt princip

Det fgrste matematikdidaktiske princip, som Skovsmose gennem-
gar, kalder kan et strukturelt princip. Det kan siges at vare
det hovedprincip, som 60'er matematikken hgrer under. Princip-

pet fik en pracis formulering af amerikaneren Jerome S. Bruner

i bogen "Uddannelsesprocessen", hvis f@¢rste amerikanske udgave
kom i 1960. Det hedder heri, at "... et fags pensum bgr vere
bestemt at den mest indgdende forstielse, der kan opnds af de
fundamentale principper,som giver faget dets struktur" (Bruner,
Uddannelsesprocessen, 1970, p 40, her cit. fra Skovsmose 1979,
p 16). Bruner ser ingen grundlaggende vanskelighed forbundet
med at omsette videnskabsfaget til undervisningsfaget; derfor
kaldes en strukturel undervisning ogsd ofte for videnskabscen-
treret undervisning.

For matematikkens vedkommende bygger identifikationen af
de grundlaggende strukturer, der ¢nskes videreformidlet, pa
analyser af logicisterne og Bourbaki. Den logicistiske analyse
har vi beskrevet i kapitel 1l; dens program gik i korthed ud pa
at undersgge matematikkens logiske fundament. Den bourbakistiske
analyse er isar kommet til udtryk i udgivelser under psedony-
met Nicholas Bourbaki. Bag dette navn skulte sig fortrinsvis

franske matematikere.
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I Bourbaki's analyse undersgges og efterspores matemati-
ske teoriers indbyrdes logiske sammenhange og faelles struktur-
trazk. Matematikkens arkitektur afdzkkes. Det vasentlige er de
métematiéke.elementers (teoriers) indbyrdes relationer, ikke
defes‘specifikke egenskaber. Relationerne fastlazgges fuldstan-
digt af axiomer, der bliver den axiomatiske metode essentiel
i denne analyse. Granserne mellem disciplinerne udv1skes, i
stedet treder et net af strukturelle llgheder frem. Mangdela—

‘ren er det sprog, der tales 1i.

Bourbaki - 1dent1f1cerede matematikkens tre moderstruktu—
rer", nemlig 1) en m®&ngde med en komposition, 2) en mangde med
en‘ordningsrelatibn, 3) éen mangde med en omegnsstruktur.vDissev
to analyser.- den logicistiske og den bourbakistiske - er grund-

laget for den strukturalistiske matematikforspéelse.

Et strukturelf princip hevder altsd som didaktisk grund-

. synspunkt, at der skal undervises i fagets grundstrukturer.

Den strukturalistiske analyse 1dent1f1cerer for matematikkens

vedkommende disse grundstrukturer. Tll grund for en.underv1s-

'.ning;.baseret-pé mengdelare, ligger séiedes en strukturalistisk,

matematikforstielse. Mangdelaren-fér sin centrale plabering,”

fordi den er sproget, hvori der tales om det, som denne opfat-

‘telse udpeger som det centrale i matematikken: strukturerne.

Bag et strukturelt princip ligger en vasentlig padagogisk

'overvejelSe, eller i dette tilfzlde snarere en antagelse, nem-

lig: . _ . .

" logisk grundlzggende bade kan og skal ggres til det padagogisk
grundleggende. Nar fagets grundstrukturer er identificeret, kan de
danne udgangspunkt for en tilrettel®ggelse af undérvisningsindhol4
det. I en vis forstand kan man sige, at struktu;erne "projiceres"
ind i undervisningssfarer." : '
(Skovsmose, 1979, p. 17)

Strukturalismen har for matematikkens vedkommende hentet stgt-
te til dette punkt i nogle undersggelser foretaget af den

schweiziske psykolog Jéan1Piagét. Disse unders¢gelser blev ta-
get til indtagt for en pdstand om, at strukturalismens tre mo=
derstrukturer korresponderer til visse basale tra&k i barnets '

made at relatere sig til omverdenen Pa, og at matematik i en

strukturel opbygnlng derfor ville falde barnet sarllgt natur- .
ligt. Pastanden kan nappe holde for et nermere syn.
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Det strukturelle princip har vearet gennemgiende i den om-
legning af naturfagsundervisningen, der har fundet sted siden
1960, og som har varet sterkt inspireret og stgttet af OEEC/
OECD. "Kristensen og Rindung",'der’stadigvak er det mest benyt-
tede matematiklarebogssystem i de danske gymnasiers matematik-
undervisningssystem opbygget efter et strukturelt princip. Det
blev skabt i forbindelse med indfgrelsen af den ny matematik
i-Danmark. Begge forfattere, Erik Kristensen og Ole Rindung, R
var -aktive i det forarbejde, der fandt sted fOrudffor reformen s
i OEEC- og fallesnordisk regi. (Se Skovsmose, 1979, kap. I)

Vores kritik af Suppes (i afsnit 3.3.2) kan uden vanske-
lighed udstrzkkes til at omfatte det strikturelle princip som
didaktisk princip for matematikundervisningen. Vi skal ikke
gentage den her, men tilfgje et pér punkter.

En videnskabscentreret undervisning, som et strukturelt
princip udtrykker, forudsatter en logisk analyse og systemati-
sering af det pdgaldende vidensomrdde, og dermed at en sadan
afklaring kan finde sted, at faget er videnskabsteoretisk gen-
nemreflekteret. Det mener vi er langt fra at vere tilfazldet med
matematik, hvorfor en strukturel matematikundervisning vil vare
videnskabsteoretisk uhaderlig ved implicit at postulere en af-
klarethed, som vi anser for ubegrundet.

P34 baggrund af beskrivelsen af strukturalismen kan vi nu
bedre forklare hvorfor mangdelare-baseret matematikundervis-
ning er fg¢dt med et begrundelsesproblem: Indsigten i undervis-
ningens indhold beror pa indsigten i sammenhangen mellem de
stukturer, som udggr indholdet. Denne indsigt er forbeholdt de .
f& hgjtuddannede, professionelle matematikere, og sdledes umyn-
digggres ikke blot eleverne, men ogsd de menige larere, som vil
vare forholdt denne indsigt.

Vi kritiserede Suppes for at videregive et produktfixeret
og historisk ureflekteret matematikbillede. For det struktu-
relle princips vedkommende kan vi udvide denné kritik. Struk-
turalismen interesserer sig ikke for matematikkens opstden og
udvikling, slet ikke for drivkrazfterne heri eller forholdet

til virkelighed og samfund. Mogen Niss har kritiseret semina-
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riernes liniefagsundervisning i matematik, som er meget struk-
turmatematisk, for at fremstille matematikken som et spil, en
begrebseksercits, med vagten pé.Spillereglerné frémfor indhol—A
det. Om drivkrafterne for matematikkens udvikling formidles
intet indtryk. I stedet et statisk billede, hvor

r "... matematikken udvikler sig ved :.indadvendt selvbeskuen i én stor

abstraktions- og generallsatlonssplral.

... Matematikken, dens opgaver og placerlng (fremstar) som uafhangig
af historiske og samfundsmazssige omstazndigheder. Herved bliver faget .
ferdigt, udviklingslgst, uregrligt, lgsrevet fra tid og rum - et pla-
tonisk ideal, en krystal man kan dreje og beskue og beundre, men ikke
komme ind pd livet af.” ' -
(les, 1978, p. 9-10)

Matematikkens muligheder og begransnlnger som middel tll

omverdensbeskrivelse - det der tendentielt perspektlvforkorten-<
"de kaldes den anvendelser - 1nteresserer'1kke et strukturelt

pr1nc1p, og problemstllllngen kan nappe begrlbes udfra. dets

_‘p081t10n.

3.4.2  Et genetisk princip

Overfqr det strukturelle princip stéar et Qenefisk éfincip, der
er en reaktion mod den strukturalistiske matematikundervisning.
I et genetisk princip er det en anderledes faglighed, der set-
tes i h¢]sadet - her drejer det sig om en aktivitet g&endé ud
pa at udv1kle begreber i forbindelse med visse .problemstillin-
ger. Fremhavelsen af aktiviteten betyder, at det er udvik-
llngsbegrebet der kommer .til at st& i centrum. Skovsmose ud—
trykken det siledes: '

"I-stedet for at organisere stoffet, sdledes at grundlaggende
strukturer meddeles, skal det opbygges sd& indsigt og forstdelse gen-
skabes og gen-opbygges, Underviserens og didaktikerens opgave bliver
at finde et udgangspunkt, der naturligt fegrer til spgrgsmil og pro-
blemformuleringer, saledes at eleven, ved at forfglge disse, inddra-
ges i en egentlig: erkendelseéproces. Elevens vej gennem stoffet kom-
mer til at llgne en "f¢rste"'unders¢gelse og afdaknlng af problem-
omradet."

(Skovsmose, 1979, p 22)

uDét'SYn pa, hvad der er essentielt matemaﬁisk som her
udtrykkes, kan v1denskabsteoretlsk begrundes med Lakatos ma-
tematlkfllosofl, som vi har beskrevet i afsnit 2.2. ' '
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Det genetiske princip indeholder to forskellige udvik-
lingstanker, en heuristisk og en historisk.

"Kernen i de historie-genetiske synspunkter er, at et pensum kan op-
bygges naturligt, hvis der tages behgrig hensyn til det historiske
forlgb, der har givet vidensomradet dets form. Dette betyder ikke,
at man mad gentage alle de fejl, der er gjort undervejs. Der skal ikke
vere tale om en historisk genfort#lling. Men tanken er, at historien
er med til at udpege en vis form for "naturlighed" og dermed en pazda-
gogisk sekventering." :
(Skovsmose, 1979, p 23-24)

Det heuristisk-genetiske princip karakteriserer Skovsmose.
bl.a. med den hollandske matematiker Freudenthal:

... pa det metodiske plan (ligger) en ide om en sokratisk under-
visningsform. Laereren skal vare spgrgende, stgttende, vejledende,
1kke forklarende og docerende. Igvrigt er det nok vigtigt at bemerke
sig, at ndr Freudenthal taler om, at der skal gg¢res matematiske op-
dagelser, t=nker han pd det i en subjektiv form - den studerende op-
lever, at der gg¢res en opdagelse - ikke i en objektiv form."
(Skovsmose, 1979, p.26)

Dét historiske og det heuristiske genetiske princip kan
godt have lighedspunkter, men det behgver ikke at vare tilfal-
det. -

Nogle af de vigtigste personer for udviklingen af det gene-
tiske princip er tyskerne A.I. Wittenberg og Martin Wagenschein,
amerikaneren Morris Kline og hollanderen Hans Freudenthal.

Freudenthal var leder af det hollanske institut for udvik-
ling af matematikundervisning (IOWO) i fem &r, og har der varet
med til konkret at udarbejde undervisningsforlgb, der bygger pa
et heuristisk-genetisk princip.

" En central ting ved IOWO projekterne er, at matematikundervisningen tema-
tiseres. Man understreger, at det er vigtigt, at temaet har en helhed i sig
selv. Eleverne skal kunne orientere sig i emnet, inden et egentligt arbejde
begynder. Man skal kunne diskutere emnet; det skal have forskellige indgangs-
tersklex".

Flere af eksemplerne i "Five years IOWO" knytter sig til geometriundervis-
ningen. En pointe er, at hvis denne skal knytte an til barnets ikke-mate-
matiske forforstdelse, m& man betragte den tre-dimensionale geometri som
mere grundlaggende end plangeometrien. Vi lever netop i et tre-dimensionalt
rum.

Hvorledes en sadan geometriundervisning - hvor bl.a. rumorientering spil-
ler en vasentlig rolle - kan forme sig, redeggres der for gennem eksempler
pa temaer, der bzrer overskrifter som : "en geometri-g", "vores jord”, "byg-
ning af en bungalov" og "skib ohgj"." (Skovsmose,1979,p. 28)

Det sidste er et eksempel, hvor der indgdr to skibe. Det
ene skib er i havsngd og det andet skal prgve at finde dets
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position ud fra negle opgiQeieEf af placeringeh af nogle gen¥
stande p& land i forhold til hlnanden. Dernast er problemet,

hvordan skibene kan vere sikre pa at ramme 1nd i havnen ud fra

havnelysenes placerlng osV.

Vores vurdering af det genetiske princip - og.de fglgen-
de principper - m& blive mere forelgbig og spekulativ ehd vur- -
deringen af det. strukturelle'princip, fordi de ikke er sa&rligt
udbredte, og fordl vi ikke har egne erfaringer med dem, men
kun kender dem af omtale. ' _ - A

- Vores pmdagoglske vurdering af et genetisk. princip er,tat‘
det undgér mgget'af den kritik,bvi Qav af Suppes og det struk-
turelie princip. Det genetiske'princip har de padagogiéke‘for—

~dele, at eleverne mere direkte f¢ler, at de "er med" til at
udvikle nogle af begreberne, og dermed far eleverne et mere
personligt forhold til disse begreber. Dette bevirker, at ele-
verne er mere motiverede og dermed far lareren ikke s& stort
et begrundelsesproblem. Abstraktionerne er bundet til et kon- -
kret udgangspunkt,log har dermed en mindre "abstrakt" og lgs-
revet karakter end den type abstraktioner,'der~kréveé af struk-
turmatematlkken. Det Vll har vare mullgt i nogen udetrakning
at begrunde underv1sn1ngen, eleverne kan £& 1ndflydelse pa em-
nevalget og betragtes 1kke som nogle, der bare skal fodres med
fardlgtygget matematik. Larer —elev forholdet bliver et sokra-
tisk mester-larling 1deal med stort rum for elevernes sggende
aktivitet. Lzreren vil skulle yde et egentligt padagoglsk ar-
.bejde for at satte en udvikling i gang, og vil ikke: Qare umyn-—
diggjort og begranset til at tilrettelzgge en ferdlgpakket
stofmangde teknisk-metodisk. o :

Begransningen hidrgrer fra, at de problemstillinger eller
emnevalg, der skal begrundes overfor eleverne, er palagt et
krav om at skulle lede til rimeligt vasentlige métematiske be-
grebsdannelser, som kan ggre det Vanskeligt at give en begrdn-
delse, soﬁ er égte i forhold til bgrnenes udgangsposition.

Det problem, som Lakatos bruger i sin boé (se 2.2): forholdet
mellem hj¢rner, kanter og flader hos polyedre, f.eks. forud—.

satter beétemte, formentligt socialisations-satte former for,~
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intellektuel nysgerrighed, som nappe er naturligt til stede
hos alle elever.

' Et genetisk princip vil i vores ¢jne udmarke sig ved at

“ formidle indsigt i indholdet af ﬁatematiske teorier i modset-
ning til eksercits-lignende traning i deres formalismer. Der

. er nok den svaghed, at genetisk princip meget er bygget op om-
kring udviklingen aflenkeltemnef, og dermed lagger det ikke
~op til en sammenhangende forstéelge af matematikken - i fgrste
- omgang i hvert fald. ;

Sddan som det genetiske princip er prasenteret vil en un-
dervisning efter det formidle en opfattelse af dt.gdrivkrafterne
bag matematikkens udvikling udggres af en rationel, problem-

, l¢sningsadfard a la Lakatos' get og gendrivelses-logik - inden-
for faget alene - og det er ikke altid s8ledes, at tingene han-
ger sammen. Man skal vare opmarksom pd, at princippet kan ef-
terlade det indtryk af matematik, at det bestdr i at udvikle
begreber og se sammenhange i diverse eksotiske situationer.

Det heuristisk-genetiske princip giver sig ikke af med at
beskrive historiske og samfundsmessige forhold, og det histo-
risk-genetiske forstdr kun den historiske udvikling som en
en internt matematisk-rationel udviling, hvor man kan frygte
at historiske forhold reduceres til det anekdotiske. Dermed
formidles i realiteten, at historiske omst®ndigheder er uden
betydning for matematikken, hvor vi forstdr historie som en
beskrivelse af den samfundsmassige totaliﬁet, dens dynamik og
samspillet mellem samfund og natur. Dog md vi medgive, at i
det omfang arbejdet ind i matematikkens begreber tager sit ud-
gangspunkt i en rimeligt virkelig "virkelighed", formidles et
indtryk af matematik som rodfastet heri. Hvorvidt det ogsi le-
der til "konkret funderede ideer om matematikkens almindelige
betydningsfuldhed i kraft af anvendelser" (Niss, 1978, p 9)
er svart at vurdere. Det vil formentligt afhenge af, hvorvidt
matematisk modelbygning ggres til genstand for undervisning.
Noget sadant star ikke de genetiske princippers program, men
udelukkes vel heller ikke af dem.
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3.4.3 Et pragmatisk princip

Det genetiske princip opstod som en reaktion mod sﬁ:ukturmaﬁe-
matikkens tilsl¢ring af métématikkens proceskarakter - struk-
turmatehatikkens skjulen af matematikkens rationelle udvikling.
P& lignende vis er der kommet andre reaktioner_pé andre egen-
'skaber eller mangler ved strukturmatematikken. '

Et vigtigt argument mod strukturmatematikken er.bl.a.,
at den ikke givér eleverne  indtryk af, at matematik har noget
med modelbygning af virkeligheden at ggre. Det har netop varet
hoveddrivkraften bag udviklingen'af det pragmatiske princip.
Man har forsggt at finde alternativer til 60'er matematikken
'gennem en anvendelsesrelateret matematikundervisning;l

"Udgangspunktet skal vare en' livspraksis eller et konkret problem.
Derpd mé& man sgge at opbygge matematisk viden, der er af betydning
for problemets lgsning. Nar det er anvendelsen (modélbygningen), der -
gnskes gjort til det centrale i matemat1kunderv1sn1ngen, kan man ta—
le om et pragmatlsk princip.'

(Skovsmose, 1979, p 31)

Hvor et strukturelt prinéip vil starte med formélle'defi—

‘nitioner, som dernast anskueligggres med eksempler, vil et

pragmatlsk princip. g& induktivt til varks' Begynde med eksempler{

‘arbejde med intuitiv begrebsdannelse og endellg komme til den
.formelle begrebsdannelse.

Skovsmose omtaler to fors¢g pa at realisere -en anvendelses-
orienteret matematlkundervlsnlng pad det- gymna51elle niveau:-
Allan Tarp og Christoffer Ormell Allan Tarp udtrykker 1 " Ma-
tematiske vekstmodeller " sit syn pad matematik: '

"Matematlk er noget med at lgse problemer fra virkeligheden og. noget.
med at almindeligggre resultaterne, sd de kan benyttes til lignende .
problemer. Man kan sige, at matematik er et forsgg pa modelbygning
af virkeligheden og sadledes ofte resulterer i opbygningen af en mo-
del. De problemer, der giver anledning til modellen, behgver ikke
at komme direkte fra virkeligheden, men kan ogsd komme indirékte der-
fra ved at vare problemer i en allerede eksisterende model af virke-
ligheden. En matematisk model kaldes ogsd en matematisk teori, og den
bestar af en rxzkke matematiske objekter (begreber) samt en rakke .reg-
ler, der gzlder for disse objekter. Men objekterne og reglerne er ik-
ke opstdet pa vilkarlig made, de er opstdet fra virkelighedén. En ma-
tematiker er en modelbygger og kan da vaere beskaftiget enten med at
finde frem til en ny model eller med:at viderebygge en allerede eksi-
sterende model eller med at undersgge, hvor meget af virkeligheden
modellen dzkker, og om den evt. skal andres. Man beskaftiger sig med
faget, fordi der i samfundet er behov for modelbygnlng af virkelig-
heden. Ved virkeligheden forstas narmest det, man kan pege pa. F.eks.
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tilhgrer et markhegn virkeligheden; men en linie ggr ikke; thi den er
abstraheret fra virkeligheden.

Kort sagt: Matematik er modelbygning af virkeligheden."

(Allan Tarp: Matematiske vakstmodeller, 1974, citeret fra Skovsmose
1979, p 32-33)

Dele af matematikken kan temmelig direkte tolkes som op-

stdet som svar pd visse problemer i virkeligheden; men det er
dog ikke det hele; der er ogsi udviklet en del ren matematik.
Denne opfatter pragmatikerne som en modelbygningskapacitet,
‘der er udviklet for at forbedre de anvendte modelbygningsred-
skaber. : - 7 B '

Ormell kalder ogsa matematik for et problemlgsningsred-
skab - teorien om hypotetiske situationer.

Christoffer Ormell var leder af projektet: The Schools
Council Sixth Form Mathematics Curriculum Project", der varede
fra 1969 til 1976. Dette projekt resulterede bl.a. i serien
"Mathematics Applicable",- -der er beregnet for det gymnasiale
niveau, og et system, der lzgger meget vagt pa modelanvendel-~
sen - pa matematikken som middel til lgsning af praktiske pro-
blemer.

Ormell tilknmnytter sig amerikaneren C.S. Pierce's prag-
matiske filosofi og matematiksyn, han kalder sdgar sit eget
matematiksyn for "a Piercian view of matematics". Hvorvidt
Pierce ville bryde sig om denne sammenligning skal her vere
usagt.

_ Det pragmatiske princip tager udgangspunkt i modelbygnings-
situationen. Da man her direkte kan henvise til matematikkens
anvendelighed i virkeligheden, vil lareren ikke ngdvendigvis
f4 noget begrundelsesproblem overfor eleverne. Det vil dog of-
te vere et problem at finde anvendelser, der vedkommer elever-
nes hverdag, eksemplerne vil ofte virke konstruerede. Dette
sammenholdt med, at undervisningsforlgbet virker fardigt pa
forhand, og dermed begranser elevernes medindflydelse og med-
virken til udvikling af begreberne, kan alt i alt bevirke, at
det komme til at skorte pd& elevernes motivation og reelle ind-
flydelse.

Et pragmatisk princip lagger op til en diskussion af be-
greberne model og virkelighed. Det har den padagogiske fordel,
at det fremgdr, at matematikken kan bruges til noget, hvilket
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er en af forudsatningerne for at kunne forholde sig kritisk
til faget, men princippet viser ikke ud over det indhoidSmas-
sige og undervisningen kan udmarket foregd meget larerstyret.

Det pragmatiske'princip efterlader det indtryk, at mate-
matik, det er noget, der anvendes, og de dele, der ikke direk-
te g¢r det, er til eller skabes for at gg¢re anvendelserne nem-
mere. Matematikkens udvikling ses som en stadig forfinelse og
‘forbedring af et probelmlgsningsredskab, forstdet pa den mide
at hvis der er opstédet problemer i modelanvendelsen er de ble-
vet lgst. De egenskaber ved-matematikken,'som muligg¢£'dens
karakter af en sammenhéngehdé’teoribygning - det aspekt, som
strukturalismen fokuserer pa - vil det kunne vare svarf-at be-
lyse udfra dette‘princip,iLigeledes kraver det nok en meget
.bred definition af anvendelser, hvis alle matématikkenS«begrébsf
udviklinger skal rummes inden for den pragmatlske matematik-

- opfattelse. L ,

Det pragmatiske princip presenterer matematik som et pro-
bleml¢éningsredskab;-Dette‘giver mulighed for en diskussion af
matematiske modeller, deres muligheder og'begransniﬁger; Faren
‘er, at problemerne reduceres-til illustrationen af matematik-
ken, s& den fremtreder som et neutralt, teknisk probleml¢snings-
redskab, saledes at en dlSkuSSlon af de samfundsma351ge inter-
esser, der er knyttet til matematikken, negliceres. Man kan
-frygte, at pr1nc1ppet lagger op tll noget forkortede perspek- R

tiver pé matematlkkens hlstorle og dens samfundsmes51ge pla-
cerlng Pr1nc1ppet har den begransnlng, at det ikke indeholder
kriterier for, hvilken form for anvendelser, man skal pr;orl-'
tere. Det kan let résultere.i-dirkelse af spredte og tilfeal-
‘dige anvendelser og fgre til en ren nyttéfilosofi.

3.4.4 Et eksemplarisk princip

De tidligere navnte didaktiske principper kan siges at vare
temmelig direkte knyttet til en matematikopfattelse; Dette er
ikke tilfzldet med e£ eksemplarisk princip. Her er der narmere
tale om etlorganisafionsprincip, hvis hovedsigt er at sikre

undervisningens almendannelse, samtidig med at stofmengden
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er stadigt ekspanderende. Betragtningerne hgrer hjemme i en
tysk dannelsestradition. Vaksten i stofmengden ses som en va-
sentlig fare for almendannelsen, fordi den medfgrer én forrin-
gelse af undervisningen ved at grundigheden forflygtiges. Og
grundighed forudsatter begrensning. Skovsmose karakteriserer

et eksemplarisk princip pd fa@lgende mide:

"Ifglge et sddant er det muligt at nd til en viden om almene og ge-

-~ nerelle sammenhznge gennem en fordybelse i et specielt problem. Et
- sadant kan vare et spejlbillede af generelle problemstillinger. ...
~ Den erkendelsesteoretiske antagelse er, at det enkelte eksempel kan

formidle en forstaelse af generelle sammenhznge. ... En markant for-

skel til det pragmatiske princip er, at udvalgensen af en eksempla-

‘risk problemstilling forudsatter ngje analyser og diskussioner. Det

forudsztter, at problemer og relationer mellem problemer vurderes.

Ud fra et pragmatisk princip kunne man fristes til at arbejde ud

fra mange spredte og tilfzldige anvendelser."

(Skovsmose, 1979, p 37-38)

Et eksemplarisk princip bygger altsd p& den hovedantagel-

se, at det er muligt ud fra et sarligt udvalgt problem og gen-
nemarbejdelsen af dette at kunne generalisére sd& meget, at un-
dervisningen kan bygges op omkring sddanne problemer. Det er i
den sammenheng vasentligt at understrege, at det ikke er et
hvilket som helst problem, der vil vare velegnet. Problemet

skal derimod omhyggeligt udvalges, sd det egner sig i den kon-
krete situation.

Hoveddrivkraften for udviklingen af et eksemplarisk prin-
cip har varet tyskeren Martin Wagenschein. Han har isar arbej--
det med et eksemplarisk princip inden for matematik og natur-
videnskabelige fag, og dette arbejde har resulteret i talrige
artikler, som Skovsmose kommenterer sdledes:

"Wagenschein far vist, at en matematikundervisning kan forlgbe efter
andre veje end en (logisk) systematisk. Han viser, hvorledes et pro-
blem kan danne indgang til et stykke matematisk teori, hvorledes en
behandling af problemet kan fg¢re langere og langere ind i matematik-
ken, hvorledes nye problemstillinger dukker op, og hvorledes en egent-
lig "opdragelsesfzrd" kan tage form. Wagenschein far vist, hvad en
fordybelse i matematikken pa elementert niveau vil sige.

De eksempler Wagenschein fremviser, er i en vis henseende praget af
en stor traditionsbundethed. Han g¢r ikke noget videre forsgg pa at
komme ud over faggranserne. Og hans "indgangsproblemer" kan virke tra-
ditionelle. De er valgt, s& de peger ind i og ikke ud over matematik-
ken.”

{Skovsmose, 1979, p 39)
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iWagenschéin indser h¢dVendigheden af en andring af ram-.
merne for undervisningen, hvis en undervisning efter et eksém—<
plarisk princip skal kunne realiseres. Her tanker han selv pa
at samle de forskellige fag i t1dsmass1ge klumper.

Det eksemplarlske pr1n01p er et organisationsprincip,
‘der sgger at reducere den stadigt voksende stofmangde pd en
fdrsvarlig made. Det indeholder den padagogiske fordel, a£
' undervisningen skal tage udgangspunkt'i .en problemstilling,
der kan fange elevernes interesse. S&dan som systemet er for-
muleret er det ogsa meget fleksibelt, idet der vil vere ret -
stor valgfrlhed med hensyn til udgangspunkt Umlddelbart v1r-
ker det ogséa fornuftlgt at arbejde i dybden med enkelte tlng,
og s& ud fra det f4 en bredere forstaelse af nogle arbejds—
metoder og sammenhange. Vi synes med Skovsmose, at dets vasent-
llge begransnlng ligger i, at det peger ind i og ikke ud over
matematlkken, Dette g¢r, at vi tvivler p&, om det kan tage or-
" dentligt h¢jde for begrundelsesproblemet‘ogvindfange matematik;
kens historiske og samfuﬁdsﬁassige_placéring..Princippet inde- "
holdef oplagt nogle- interessahte mader at organisere underVis—
nlngen paf Tyskeren Oskar Negt, som vi svagt ber¢rer i neste

kapltel har arbejdet’ v1dere med pr1nc1ppets v1gtlge kerne.
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KAPITEL 4

FLERE PROBLEMER VED MATEMATIKUNDERVISNINGEN OG ET FORS@G PA
PERSPE}K'I}IVERING :

I dette kapitel vil vi ikke beskaftige os med matematik og mate-
matikundervisning udfra internt videnskabelige kriterier, séle-
des som vi hovedsageligt har gjort i det foregdende. I kapitel
1 gjorde vi rede for det logicistiske'og!det'formalistiske pro-
gram;?aé}es»baggrund og videnskabelige resultater. De danner
p& vasentlige mader grundstammen i den sﬁrukturalistiske mate-
matikopfattelse, som afggrende har pra#get undervisningen i den
'ny matematik'. I kapitel 2 prasenterede vi to hver p& sin ma-
de alternative matematikforstdelser, dels for deres egen skyld,
dels for at sztte de fgrst omtalte i relief. I kapitel 3 kri-
tiserede vi den undervisning, der kan komme ud af logicistisk/
formalistiske opfattelser, og prasenterede et vue over udbud-
det af didaktiske principper.

Felles for de matematikopfattelser og didaktiske ide-
er, som vi har omtalt hidtil, er, at ingen af dem i navnevar-
dig grad g¢r de samfundsmessige forhold, hvorunder mateﬁatik-
ken fostres og udvikles og indlares, til genstand for reflek-
tion. Matematik synes som videnékab at unddrage sig en for-
stdelse i samfundsmessige kategorier og som undervisningsfag
at unddrage sig alle andre end faglige formdlsformuleringer;
de kgnne ord i formdlsparagrafferne bliver aldrig andet end
draperier om en allefede etableret underviéhingspraksis,
hvis m2l i realiteten ikke rakker ud over snavert faglige.

Ved denne lejlighed skal vi ikke beskaftige os med ma-
tematikkens samfundsmassighed, men nok med matematikunder-
visningens forhold til den samfundsmessige helhed, som den
er en del af. Vi vil uddybe forrige kapitels kritik af ma-
tematikundervisningen ved at se pd dens samspil med samfun-
det og runde af med at holde matematikundervisningens umu-
lighed, som den tegner sig i lyset af kritisk p=adagogik,
op mod dens ngdvendighed, som den kan havdes ud fra befolk-
ningens behov for kompetance overfor samfundets udvikling.
Kapitlet s¢ger ikke sin styrke i detaljens nuancering, men

prgver snarere i skitseagtig form at indfange grundlaggende
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problemer Ved matematikundérviéniﬁgen i l?set af projektéts
jforudgéende dele. '
T kapltel 3 gjorde vi rede for en rakke forhold, SOm

vi ansa for problematiske ved den 'nye' matematlk Vl brug- 
te konkret Suppes 'Sets and Numbers' som afsat for kri- .
vtikken,,men mener nok den har gyldighed for hele genren.
Suppes neologicistiske matematikopfattelse stemmef nappe -
helt overens med strukturalismens, men de er sé& meget i
,famllle med hinanden, og har spec1elt den splrale opbyg—7
nlng til felles, at udstrzkningen af krltlkken skulle vare
gyldig. '
- Vi kritiserédé'matematikundérvisningen for at vare au-
"torlter, for 1kke at kunne begrundes, for at blokere elever=-
"nes aktive medv1rken ‘i diskussionen af underv1sn1ngens ind~-
..ihold - man kan' ogsa 51ge at deltager styr;ng er umullggjort,
- og’ for forskelllge andre forhold. Man kan sé sp¢rge, om
matematlkunderv1sn1ng n¢dvend1gv1s er sadan, eller om dlssei
trak hanger sammen med en bestemt made at organlsere under—ﬁ
v1sn1ngen pa. "Inden vi svarer ‘ved ikke' til sp¢rgsmalet

5v11 vi komme med en par uddybende problematiserlnger af ma-

“w-tematlkunderv1sn1ngen

) Matematlkreformen i 60 erne som Suppes er en del af
~1har 50'ernes naive teknologloptlmisme som baggrund. Udfra
_”nogle teorler om kllderne til gkonomisk vakst ¢nskede man

.':fra pOlltlSk hold at pumpe' de teknisk naturv1denskabellge

' uddannelser op og i denne sammenheng skulle naturfagsunder—\

"v1sn1ngen herunder matematlkunderV1sningen reformeres og mo-

i derniseres. De @ndrede kvallflkatlonskrav til arbejdskraften.-

'Wsom teorlerne om gkonomisk vakst 1ndeholdt, var generelle i

deres indhold og udm¢ntedes ikke i serligt spec1f1kke krav til

de kvalifikationer, som matematlkunderv1sningen (og de andre
naturfag) skulle glve. Naturvidgnskaben var en produkt1v—
_kraft,log en generel'h¢jnelse af Videnéniveauet‘og de tek-
nisk-naturvidenskabelige uddannelsers volumen mitte fgre til
intensiveret teknologisk udvikling og dermed give den}¢nSke—
‘de gkonomiske Vakste ,Fofmentlig£ udfra noglé forestillin-
‘ . ger om, at det skulle vere videnskabeligt qusvarligt{_det




94

som man foretog sig, blev det i fgrste rakke universitets-
matematikere,der udformede principperne for matematikrefor-
men. P& denne made satte den strukturalistiske matematik-
opfattelse sit starke prag p& den ny matematik. Det er imid-
lertid et &bent spgrgsmdl, om matematikreformen skal betrag-
tes som et spgrgsmal om, at universitetsmatematikerne udnyt-
tede en opbrudssituation i uddannelsessystemet til at promo-
vere en matematikundervisning, som _de opfattede som eh bgrne---
udgave af den rigtige videnskabelige, som: mdske padagogisk
set ikke var s& heldig, men som i kraft af de kommende mate-
matikstuderendes bedre forberedelse kunne stimulere den vi-
denskabelige udvikling af faget, eller om matematikreformen
faktisk udfyldte sin tilsigtede funktion: at virke accelle-
rerende p& den gkonomiske udvikling via en accellererende
virkning p& teknologiudviklingen i kraft af en mere adakvat
kvalificering af arbejdskraften. Fagchauvinisme eller ar-
bejdskraftkvalifikation?

Dette har med vores diskussion af matematikundervisningen
at ggre pd den led, at begrundelsesproblemet her f3r en udvidet

dimension. Det er nemlig uklart, om de kvalifikationer, som
matematikundervisningen formidler, faktisk er funktionelle

i forhold til den teknologiske udvikling, om matematikunder-
visningen faktisk er spandt for den teknologiske udviklings
vogn. Hermed er det umuligt for larere og elever at gennem-
skue, hvilke politiske og samfundsmessige positioner de ind-
tager gennem undervisningen, og en diskussion om disse for-
hold findes narmest ikke.

Det bliver ikke bedre af, at teknologioptimismen gennem
de to sidste &rtier er blevet en stadig mere tvivlsom affare.
I samme periode har produktionsmassige og administrative

teknikker, som baserer sig pa hgjt udviklet matematik, ud-
viklet sig kraftigt, og dbnet op for perspektiver om arbejds-

(indholds-) lgshed og personregistrering og - overvdgning af
hidtil usete dimensioner.

Ej heller bliver diskussionen“éf, hvilke kvalifikationer
matematikundervisningen giver, mindre vasentligt af, at mate-
matik er et af de kraftigst sorterende fag i skolen. Hvordan
kommer dette forhold i stand? Har man arbitrart fastsat, at

nu er det matematik, der taller, ligesom det i gamle dage var
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»latin? Hvilke kriterier sorterer matematikundervisningen reelt
pé? Har matematikken egenskaber, der g¢r den egnet til at

| -afggre hvilke‘individer, der skal have adgang til samfundets.
{ ' h : solside? Hvilket rationale anlagges-implicit? .Sker den fag-
1 ‘;ige sortering i matematikunderVisningeﬁ.pé kriterier af en
sddan bredde og kompleksitet, at den kan retferdigggres 'som
den sociale sortering, den de facto udggr? Hvad betyder det
for matematikken, at faget skal lagge ryg filﬂen social sor-’
utering pa angiveligt rene faglige pramisser?'

Det er givet, at der foregar andre tlng i matematlktl—
merne end det, der stér i b¢gerne og pa tavlen. Der indla-
rés holdninger, normer osv. Fanomenet er beskrevet som

.- 'skjult leseplan'. Ole Skovsmose beskriver det sledes:’

" "Det er min opfattelse, at mange af de folkeskoleelever, der ar efter
.&r ledes ad uransagelige veje forbi mengdeprodukter, relationer, transi-
tive love, lgsningsmengder og lignende, og som ikke forstar hvorfor, i
hej grad far lart noget. Ikke matematik, ganske vist. Men de larer, o
at der er noget, de ikke forstdr. Og dog er det vigtigt, fordi nogle
‘ved, at det er v1gt1gt. - De larer llgyldlghed over for underv1sn1ngs—
1ndholdet

Matemat1kunderv1sn1ngen bliver for mange en fortrazning og tilpas-
ning til adskillige af samfundets arbejdsforhold. Hvis kvalifikatioc-
. .nen, at kunne indordne sig under autoriteter, ikke var til stede hos en
.stor del af arbejdsstyrken, ville det vere fatalt for erhvervsstruktu-
ren. Dele af arbejdskraften ma have kvalifikationer, sa de kan- Stll—
le spergsmdl, formulere problemer, planlagge samarbejde m.v. Men en
lige s& afggrende kvalifikation hos en anden del af arbejdskraften
er at kunne finde sig i isoleret, trivielt rutinearbeijde. varvidt
matematikundervisningen faktisk bidrager hertil mi afdazkkes gennem
.en form for kvalifikations—analyse ..." (Skovsmose, 1979, p 52) ‘

"For s& vidt matem&tikundervisningen har den af Skovs-
mose beskrevné ftnktion, er den klart undertrykkende over-
for den del af arbejdskraften, ‘som den'gar ud over. En ano-
‘nym magt, ‘der slet ;kke fremtrader som magt, presser dem og
deres fordringer til livet pa plads i samfundshierakiet,
uden at de levhes chancé for at gennemskue, endsige reage-
re bevidst imod, hvad der ggres med<dem, Sorteringen og
tilpasningen sker i objektivitetens og de gode'hensigters
navn. ' - |

Det er imidlertid ikke blot denne del af arbejdskraf— '
ten, som socialiseres p& ekstra-faglige omréider. Ogsé'den.
del, der "godkendes", f&r andet end de faglige kundskaber
med s}g.. For det férste lerer de;-at‘der er forskel .pad folk.
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Der er de, der kan, og de, der ikke kan matematik. Det gal-
der selvfglgelig ogsé andre af skolens fag, men det har en
searlig betydning at f3& stemplet "god nok" i matematiktimerne,
fordi denne vurdering i mindre grad end i andre fag er lare-
rens subjektive og anfagtelige vurdering. Matematiklareren
er sit fags reprasentant og uddeler sine domme snarere pa
fagets end p& egne vegne., Og eftersom vejen opad den socia-
le rangstige for de allerfleste gdr over en h¢jere uddannel-
se, og matematik for de fleste af disse spiller en s&rlig
stor rolle for adgangen hertil, vil matematikkens tilsyne-
ladende objektive dgmmekraft f£& det sociale hierarki til at
fremstd som en naturlig fordeling efter evner.

' Dette skal naturligvis ikke forstds siledes, at mate-
matik er &rsagen til at samfundets klasse- og lagdelinger
fremtraeder som naturskabte. Det vil de herskendes ideologi
altid havde. Pointen er, at sorteringen sker i et formelt
demokratisk uddannelsessystem med matematik som et af de
vigtigste fag, ikke mindst 1 sorteringsmassig henseende,

og at denne sociale sortering ved matematikkens mellemkomst
fremtrader som en objektiv faglig inddeling af folk p& ni-

veauer, som derudover kan virke retfardiggjort af, at mate-
matik synes at vare mindre klassespecifikt virkende end de
humanistiske fag. ‘

For det andet tranes de "gode" elever i skolens mate-
matik og naturvidenskabsundervisning ikke blot i at opfatte
0og genkende teknisk-naturvidenskabelige delproblemer af
stgrre problemstillinger, men samtidig ogsd til at se og
strukturere problemer som teknisk-naturvidenskabelige. Dette
fremmes eller lades uproblematiseret af undervisningens
manglende reflektion over fagenes meta-spgrgsmidl, f.ex.
deres erkendelsers begransede rakkevidde. Som socialisering
har det den betydning, at mange af de interessekonflikter,
som den veluddannede del af befolkningen administrerer, ikke
opfattes som sddan, men i stedet ses som teknisk-videnskabe-
lige problemer.

For det tredje tror vi, at matematik - og anden na-
turvidenskab - med sin tilsyneladende overmenneskelige
objektivitet kan organisere nogle af de samme psykiske

krafter, som religigse gudsforestillinger tidligere gjorde
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0g give politisk.dgdsensfarlige pérsonlighédsstrukturef. Som
illustration heraf kan man tenke p& officielle eképer;ers

. reaktion, nir deres sagligt og fagligt begrundede anbefalin-
ger - som atomkraft - udfordres. Naturvidenkabelig kompetan-
ce kan her afstive-en igvrigt svagt funderet personlig

. autoritet. Ligegyldighed overfor 'indholdet afvundervisningen
behgver ikké blot vare et‘resultatlaf at det er uforstaellgt,
men kan ogs& vere det reelle i forholdet til underv1sn1ngen,.
hvis dette tilegnes som moment i dannelsen af en uautentisk
.‘pefsonlig autoritet. Dette skal ikke vare en psykologlsk
begrundelse for den tekniske ekspertlces samfundsma551ge
ageren, men blot vare en antydnlng af hvorledes et‘aspekt

- af den samfundsmassige materialitet f&r psykiske ben @t ga
'pa, hvorledes den tekniske lntelllgens soc1allseres psyklsk
ftll sin samfundsma551ge funktion.

Alt i alt synes matematlkundefvisningen os at.vérevbehaff

tet med meget belastende forhold. De fofskellige didaktiske
principper, som vi omtalte i sidste kapitel, synes os ikke at
vare til nogen sarlig hjalp. Det’strukturalistiske vil vi for-
kaste, fordi ﬁi ikke kan se; hvordan det kan reddesifra den
k:itik, som vi har-givet af det. De tre andre vil hgjst i .

begrznset omfang vere virksomme overfor problemfeltet om

. hatematikkens sociale funktion, fordi de alle har den begrans-'

ﬁning, at de ikke péger ud over matematikken'selv, men er
funderede enten i internt videnskabsteoretiske opfattelser
eller pa et fagligt organ1sat10nspr1n01p. ' o

Sp¢rgsmalet er for os, hvad vi stiller op med mate—i
matikunderv1sn1ngen? Skal vi afskaffe faget i skolen? .
Ville'b¢rnene og de‘unge ikke have mere glade af kreativ og
musisk udfoldelse? Eller studier udi klassesamfundets
konstitution og v1rkemade7 Spgrgsmdlene synes mdske noget
utopiske i den aktuelle situation, men dog ikke mere end
f.ex., at fagets status i gymnasiet diskuteres serigst, og
at man godt kah forestillé sig, at gymnasiets flagskib - den
matematisk-fysiske. gren med de hgje fagllge ambitloner -
'forsv1nder.

\
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I en kronik i Information fra fordret 1980 diskuterer
Mogens Niss og Jens Hg¢jgaard Jensen, larere i matematik hhv.
fysik pa Roskilde Universitetscenter dette udviklingsper-
spekfiv, hvor matematik og fysik nedtones som teoretiske fag,
i takt med at gymnasiets funktion bestemmes som almendannede
snarere end studieforberedende. Forfatterne er modstandere

af en sddan nedtoning og argumenterer for, at en overbliks-

sggende undervisning i fagene er ngdvendig: -

. "Samfundet befinder sig i en udvikling, hvor ulighederne

mellem forskellige befolkningsgrupper narmere er voksende end

aftagende, hvor knapheden pa ressourcer fgrer til styring og ’
kontrol, med stadig mere brutale midler, af udnyttelsen og for-
‘delingen af dem, med politisk disciplinering og apati som én af
konsekvenserne, fremmedggrelse af den enkelte under et politi-
serende ekspertvzlde som en anden. Jo mere styringskravende
samfundet bliver, jo mere uigennemsigtig for den enkelte bliver
forholdene. Erkendelsen af granserne mellem det tekniske, det
gkonomiske, det ideologiske og det politiske bliver stadig van-
skeligere, og tilbgjeligheden til at give sig udviklingen i vold,
uden at forsgge at forstd den og blande sig griber om sig. ...

For tiden er det fg¢rst og fremmest problemerne med at give
eleverne tilstrazkkelige begrundelser og motivation for arbejdet med
fagene - evt. ®ndrede fag - der diskuteres. Hvis bestrabelserne pa
at ggre noget ved gymnasiets samlede situation ensidigt koncen-
treres om disse problemer, lgber man imidlertid en risiko for at
finde svar, der kun kan blive symptombehandlende. Motivation til
hvad? Det er selviglgelig nemmere at tilrettelagge en undervis-
ning, der tilfredsstiller elevernes umiddelbare behov ..., hvis
hverken deres langsigtede behov eller behov knyttet til en demo-
kratisk/progressiv samfundsudvikling samtidig skal tilgodeses.

En fokusering pa motivationsproblemerne uden samtidig over-
vejelse af gymnasiets samlede funktion fgrer nemt til et af fgl-
gende to fejltrin:

1) Yderligere opsplitning af gymnasiet, i form af yderli-

gere opsplitning i moduler og lignende, som et super-
marked til efterkommelse af elevernes (erhvervslivets?)

efterspgrgsel.

2) En mindskelse eller fjernelse af det teoretiske islaet i
undervisningen.

Det fgrste fejltrin er farligt, fordi det bidrager til at -

forsterke de uheldige virkninger af specialiseringen i samfundet,
fgrst og fremmest manglen hos den enkelte pd samfundsmessigt o-
verblik, og den dermed forbundne sociale lagdeling, hvor kun nogle
fa i kraft af deres position har adgang til at tage samlet stilling
til hvad der foregdr, mens langt de fleste far horizonten begrenset
af deres specialiserede funktion og dens krav. ...

Det andet fejltrin er ogsd farligt, fordi ogsd det forsterker
(omend p& en anden made) de uheldige virkninger af specialiseringen
i samfundet, og fordi det svekker elevernes muligheder for at ga

" bagom faznomenerne og forholde sig til andet deres umiddelbare
fremtraden.
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... (Gymnasiet) er 1kke Vlrkellghedsfjernt, fordi det er
teoretisk og abstrakt, men fordi den teori og den abstraktion, der
bydes pa, ikke er tilrettelagt i overensstemmelse med elevernes
forudsatninger, og fordi de ikke fgrst og fremmest tager sigte pa
at skabe et overblik over forhold, der er vigtige i det samfund,
eleverne lever i, og for elevernes fremtid. ..: Jo mere kompleks
den omgivende virkelighed er, jo mere neg¢dvendige er teori.og ab-'

< straktion som midler til at komme ind pa livet af den, at fa over-
blik over den. At f& overblik indebazrer jo netbp at se bort fra
det uvasentlige, at abstrahere, og sdvel afggrelsen af hvad der

- er uvasentligt som bedgmmelsen af, hvordan det vasentlige er’indv'
rettet og virker, forudsztter teori.

' ... Endnu vasentligere for samfundsudVLkllngen i de indu-
strialiserede lande i slutningen af dette arhundrede end proble-
merne med A-kraft, er den indmarch pd den samfundsmassige arena af
matematiske planlazgnings- og styringsmodeller, af edb og mikroelek-

. tronik, som gennem de seneste ar har taget fart. '

‘ Hvis gymnasieundervisningen skal give sit bidrag til at mod-

L ; virke, at befolkningen umyndigggres af denne udvikling (og det er

: ogséd umyndigggrelse, hvis det eneste vaben man besidder over for
dén,-er blind skepsis), er der behov for en opprioritering, ogsd
omfangsmessigt, af matematik og fysik snarere end en nedtoning. Det
forhold, at matematik og fysik er svare fag, gg¢r det serligt pdkra-
vet at satte tilstrakkeligt tid af til at ogsa elever som har
vanskeligheder med fagene, kan f& noget ud af dem i det overbllks-
perspektiv, som her efterlyses.

‘'Det er vigtigt, at netop matematik og fysik som fag 1nddrages
i en undervisning, der tager sigte p& at udvide stasteder for
eleverne;vedt¢rende forholdet mellem formodning og viden. Hvilken
slags viden kan man stole pd? Hvorndr kan man stole pa eksperter-
‘ne? 0g det er vigtigt at netop'matemétik og fysik inddrages i en
underv1sn1ng om forholdet mellem udv1k11ngen af. henholdsvis natur-

‘_vldenskab,'teknologl og samfund. - ... Undervisningen skal sigte. pa '
at give eleverne indblik 1 arten af eksperternes ekspertise og en
forstielse af samfundsmzssige sammenhznge.

e Elevernes almindelige fremmedgjorthed over for den samlede

samfundsudvikling (vil) ggre det vanskeligt at motivere dem for at

arbejde med de navnte problemstillinger. De er -for komplicerede;
for teoretiske, for abstrakte - og for fjerne fra elevernes umid-

. delbare dagligdag. Selv.om de er virkelige. ' S

° - Men ngdvendigheden fjernes ikke af de grunde, der -er til at

o vere pessimistisk. ..."

Niss og Hgjgaard Jensen opstiller en modsatning

mellem kortsigtede og langsigtede behov. P& kort sidt har
- eleverne behov for tilstrékkelige begrundelser og motivation
til at arbejde med faget. P& langt sigt spalter behovene

op i elevernes behov som individer og deres behov som
befolkning, som samfund. P& langt sigt har eléverne'som\'

" enkeltpersoner behov for alment overbllk for kompetance

til samlet stllllngtagen tll samfundssp¢rgsmal for at

kunne ga bagom fznomenerne. Som befolkning harAeleverne.

Nt oot Attt oo 3 s 7 s A tos s W
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langsigtede behov for at modvirke umyndigggrelsen overfor
samfundsudviklingen og en demoiratisk/prOgressiv samfunds-
udvikling. '

De argumenterer nu for at kompetancé overfor samfunds-
udviklingen omfatter indsigt i eksperternes ekspertice, at
matematik og fysik kan gi&e nogle vigtige pointer i forhold
- hertil - omend ikke i fagenes nuvarende form -og at
omfanget _af undervisningen snarere bg¢gr udvides end- svakkes.

~ Vi er enige i det grundleggende udgangspunkt: at
det er vigtigt at udvikle strategier til modvirkelse af
befolkningens umyndigggrelse overfor samfundsudviklingen,
men usikre p&8 om en styrkelse af matematik- og fysikundervis-
ningen er det mest n®rliggende middel. En ¢get undervis-
ning kunne godt t®nkes at forstarke mystikken omkring
matematik, fordi den indsigt og det overblik, der vil
kunne opnds, under alle omstandigheder vil vare begranset
i forhold til den forstielse, der ligger til grund for
eksperternes brug af matematik. Er det den vej, man skal
g&? Ville det s3 ikke vere ligesa godt eller bedre at
give folk en filosofisk skoling, sa de kunne gennemskue
eksperternes ideologiske udgangspunkter og manipulationer?
Ville en velfunderet skepsis til eksperter ikke vare et
mere slagkraftigt udgangspunkt for modstand mod deres
valde? Vi ved det heller ikke, men tror ikke rigtig p4&,
at det er fra matematik- og fysikundervisningen, at befolk-
ningen skal hente kraft til at sejle op mod umyndiggg¢relsen.

Forfatterne siger endvidere, at tager man kun udgangs-
punkt i eller hensyn til elevernes umiddelbare behov for
begrundelse og motivation risikerer man at havne i en
symptombehandling, som ikke forholder sig til ngdvendigheden
af de langsigtede, og ligesd virkelige behov.

Dette kan vi ikke vare uenige i, men den anden side
at sagen, begrundelsesproblematikken er ligesd vigtig.

Thi tilgodeses denne problematik ikke, risikerer man, at

en undervisning, der tilsyneladende indholdsmassigt tilgode-
ser de langsigtede behov, forlgber pad en mdde og i nogle
former, som gdelagger eller underminerer intentionerne.

Undervisningen vil kun kunne finde sted under en form for
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autoritetsud¢velse,vsom:tendentielt er personlighedsinvali-
derende. Hvad vil det hjzlpe, at undervisningen giver.
eleverne "indblik i arten af ekspérternes eképertise'og én
forstéelse af Samfundsmessigé,sammenhange", hvis de i {
indléringsproceSSen bliver si autdritetstré, at de underka-~

. ster sig samfundsudviklingeh eller ikke formdr at give

deres opr¢r en konstruktlv form? - For nu at satte det pa
spldsen. '

Sklsmaet forekommer reelt. Eleverne oplever'- af
mange grunde, v1gt1gst vel nok deres samfundsmassige

.placering pa et ventespor - en modsztning mellem deres

umiddelbare behov for motivation og begrundelse og deres

- langsigtede behov for som enkeltpersoner og befolknlng at

have kompetance til at tage stllllng til samfundsudviklingen

" og ‘modvirke umyndlgg¢relsen. Modsatningen er reel og kani
1kke fjernes ved besvargelser. '

Vi vil uddybe dette skisma ved at omtale en padagogik,

som ganske vist er hablgst ukonkretiseret i forhold til ma=-"

tematikundervisningen, men som til gengald indfanger og fOr?

holder sig til de problemer, som- v1 i rapporten har trukket

frem og anset for Vesentllge.

. Oprindeligt var det vores hensigt, at lave en h¢jere

- diskussion af matematikken i forhold til denne padagoglk,

men det md vi, det fremskredne tidspunkt taget i betragt-

ning, renoncere pa.. I stedet. bllver det ved prasentatio-

hen, som vi alts& bringer, fordi vi méner, der er perspek-
tiver at Hente. o o

Den padagogik, som vi har i tankerne er Paulo Freires

friggrende padagogik og Oskar Negt's eksemplariskezindlaring:

den falles kerne heri omtales.ogsé som 'kritisk pedagogik'.
Begge. dlsse teorier udmerker sig ved at have et snavert for-

u.hold til en konkret praksis.  De er sa at sige afpr¢vet' i

virkeligheden og samtidigt selvfglgelig produkter af denne
virkelighed. De relaterer sig til vids forskellige padago—

"giske felter. Freire har arbejdet med det brasilianske land-

proletariat, somli stor udstrakning bestdr af analfabeter,

mens Negt's referenceramme er tyske arbejdere, som gennem
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deres fagforening fir videre uddannelse. ~Pa trods af disse
meget forskellige erfaringsbaggrunde mener vi at de to teo—
rier er identiske og 1 stand til at supplere hinan-:.

den.

Freire lazgger ud med en kritik af den sadvanlige under-
visning. Omdrejningspunktet for forstaelsen af dennes vasens-
trezk er forholdet mellem larer og elever. Det er et starkt
‘polariseret forhold. Lareren er det foredragende, vidende
subjekt som fylder de tédlmodigt lyttende, uvidende objekter
- eleverne.

"Undervisning bliver sdledes opmagasinering, hvor eleverne er magasiner
og lareren lagerforvalter. I stedet for at kommunikere laver larerne
kommunikéer og gg¢r 'indskud' i eleverne, som talmodigt tager imod, me-
morerer og gentager. Dette er begrebet sparekasseundervisning, hvor
de handlemuligheder, der tillades eleverne kun udstrazkkes til at mod-
tage, sortere og opmagasinere indskuddene. (Freire, 1973, p 45)

I sparekasseundervisningen ligger en opfattelse af men-

nesket - ikke som et bevidst vasen - men som udstyret
med en bevidsthed, et tomt sind, som er &bent for indskud fra
virkeligheden udenfor. Larerens rolle bliver herefter at re-
gulere den madde, hvorpd verden 'kommer ind' i eleverne. Under-
visning er en tilpasning til verden.
"Det uddannede menneske er et tilpasset menneske, fordi han nu 'passer'
bedre til verden. I praksis er dette begreb skrazddersyet til formalet
hos undertrykkerne, hvis indre ro hviler pd hvor godt mennesket passer
til den verden undertrykkerne har skabt samt pd, hvor sjzldent den dra-
ges i tvivl. (Freire, 1973, p 49)

Nér eleverne arbejder med at opmagasinere de indskud, der
er gjort i dem, udvikler de ingen kritisk bevidsthed. Den pas-
sive rolle, som de er tvunget ind i g¢r dem tilbgjelige til
at tilpasse sig verden, som den er og acceptere det fragmen-
tariske syn pd virkeligheden, som deponeres i dem.

Der er klare forbindelser mellem den kritik, vi har gi-
vet af matematikundervisning, og sd Freires sparekasseunder-
visning. Matematik er et sardeles godt eksempel pd en sadan.

Et af Freires n¢giebegreber er dialogen:

"Gennem dialogen ophgrer forholdet elevernes-lzrer og larerens-elever med
at eksistere, og et nyt begreb dukker op: larer-elev sammen med elever-
larere. Lareren er ikke langere bare den-der-larer-fra-sig, men en som

selv larer i dialog med eleverne, der omvendt larer, mens de larer fra
sig. De bliver sammen ansvarlige for en proces i hvilken alle vokser.
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.. .Her lerer én ikke én anden noget, ligesom heller ingen ér selvlart.
Mennesker lzrer hinanden noget med verden som blndeled, gennem érkende-
llge objekter, som i sparekasse-padagoglkken ejes' af lareren." (Freire,
1973, p 53-54) -

Et andet af Freires ngglebegreber er 'det problemformu-
lerende princip'. I en konkret padagogisk praksis er. det
n¢dvendigt at tage udgangspunkt i de konkrete erfaringer el-
ler ae konkrete livsomstahdigheder, som de erkendende er i
besiddeise af eller lever under. . Udfra konkrete fenomener
forsgger padagogen i sammenhang med de erkendende at udbrede -
';disse'fenomener til generelle problemstillinger, siledes at
den enkelte bliver i’stand til at forstd de betingelser og
. de. &rsager, der midtte forklare netop-héndes situation. Prin-
.cippet er séledes at opstille 'rigtige' problemer, som med
“en bearbejdnlngsfase kan anskuellgg¢re ‘menneskets situation,
betingelserne for den og dermed give menneskene redskaber til’
at friggre sig gennem handling ‘Med en bade humanistisk og
SOClallStlSk forstdelse af og 1ndst1111ng til s1ne medmenne—
-hsker bliver den fornemste opgave. for Freire at afstlkke veje
-for menneskets fr1g¢relse, hvilket netop kan opnas gennem
- menneskets forstaelse af sig selv i relation til sin omverden
i et historisk perspektlv. , .

Negt S ngglebegreber er 'det eksemplariske princip' og

'den sociologiske fantasi'. At ét fenomen er éksemplafisk
betyder, at det generelle kan genfindes i det kdnkrete, mens
den sociologiske fantasi er en‘evne eller egenskab, som de
'erkendende ma vere i besiddelse af for'at kunne se denne sam-

menh&ng. Negt's p01nte er’ saledes, at man i en padagoglsk

- proces skal tage udgangspunkt i de Xonflikter og de daglig-

dags situationer, de enkeﬂtﬁsmennesker har kendskab til, og
som kan udbredes til forstlelse af samfundsmaessige konflikter.
Denne forbindelse (som ogsd er en forklaring) skal udbredes
~gennem et formidlingsarbejde, som padagogen er ansvarlig for.
Betingelser fof at et sédént uddannelsesforl¢b_kan finde sted
'er blla..en fbrstéelse af de .erkendendes baggrund, deres'SOCia—
lisering, deres sprog og de normer og roller, de som Qdksne
lever under og i. Negt's &rinde er altsd at give arbejderne
en forstaelse af deres llVSSltuatlon, gennem forklaringer,

der hentes i samfundets struktur. Disse forklaringer har
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en afdakkkende funktion og intentionen med uddannelsesarbej-
det er da ogsd at afslgre klassesamfundets modsatninger.

Vi skal ikke her gd ind i en narmere sammenligning af
Freire og Negt. Prasentationen m& tale for sig selv. Blot
vil vi fremhave, at de to teoriers vigtigste principper: det
problemformulerende og det eksemplariske princip ligger tat
op ad hinanden.

~Man kan nu sp¢rge, hvad problemformulerende padagogik
og eksemplarisg indlering har med matematikundervisning at
gpre. Brasilianske analfabeter og tyske arbejdere synes
jo umiddelbart at ligge et stykke herfra.

Sammenhangen kommer f3& vidt vi kan se i stand derved,
at specielt Freire bevager sig rundt pd et plan, der gdr for-
ud fdr undervisningssituationen, ndr han diskuterer menne-
skets relation til omverdenen, undertrykkelse og friggrelse.
Hvis han i denne diskussion ndr 'gyldige' resultater ma de
efterfgplgende konsekvenser - altsd8 herunder ogsa undervis-
ning - respektere disse i en passende forstand. Det er evi-
dent, at matematikundervisning er sparekasseundervisning om
noget, og derfor rammer kritikken ogsd matematikundervisnin-
gen. Specielt det underliggende menneskesyn, som Freire frem-
drager, er en barsk anklage. Undertrykkelsessammenh&ngene,
de samfundsmassige konflikter bgr heller ikke matematikunder-
visningen unddrage sig. Som minimum mé& vi krave, at matematik-
undervisningen undersgges udfra en kritisk padagogisk syns-
vinkel. Det kan godt vare, at man udfra en sa&dan undersggel-
se md konkludere, at en matematikundervisning bliver umulig-
gjort af sd&danne krav. I sd fald mid man opstille helt speci-
elle begrundelser for undervisningen i faget og disse begrun-
delser ma ggres til genstand for behandling i undervisningen.
Derudover er det i hgj grad muligt, at undertrykkelsesbegre-
bet forstaet som en del af skolens virkelighed kunne kaste’
lys p& et mere grundlaggende plan over elevernes oplevelse
af og reaktion p& undervisningen.

Arsagen til,at vi inddrager Freire og Negt, er, at det

logisk fundamentale ikke er det erkendelsespsykologisk funda-
mentale. Vi erkender ikke i overensstemmelse med det logisk

grundleggende. Matematikfilosofien er ufuldstandig pd dette
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punkt. Den er utilstrakkelig med hensyn til de didaktiske og
padagogiske aspekter,og den omfatter ikke en filosofisk bear-

-bejdelse af matematikkens'samfuhdémassigé konsekvenser. \(En

sddan findes dog i frankfurterskolen, men den er lettere vulgeaer
og utilstrakkelig.) ' '

De alvorlige problemer som vi ser forbundet med matema-
tikundervisningen, indfanges sdledes ikke af matematlkfllo—
sofiske skoler. Derfor er vi henvist til at ty til teorier,
som. faktisk forholder siq til de problemer, som vi anser

for centrale, selvom disse teorier er udviklet i sammenh&nge,

'som umlddelbart ligger langt fra en matemat1kunderv1sn1ng.

Den fr1g¢rende padagoglk setter focus pa motlvatlonen

'-og begrundelsen, pa undertrykkelses og tllpasnlngs aspekter—

ne ved undervisningen; der er ingen tvivl om, ‘at undervisning

der forléber efter dens principper vil vare gunstig i en mas-

se. henseender. Der Vll vaere taget h¢3de for begrun- .

delsesproblematlkken og motlvatlonen, erkendelsespsykologlsk

ma det anses for at vere en optimal 51tuat10n, der er  taget

- h¢jd¢ for undertrykkelsesproblemat;kken, idet der ikke er

tale om, at-et fag stiller sig som en fremmed klods over det

enkelte individ, men omvendt subjektet-der bearbejder proble- |
mer forbundet medlegen situation og'é¢ger en forstielse af

det i_en'st¢:re sémmenheng. LoYaiiteten overfor det subjek-
tive udgangspunkt skal sikre, at den-autéritetéud¢velse,'der

- finder sted, er udtryk for personers respekt for hinanden, og

ikke udtryk for magtrelatloner, hvis reelle 1ndhold er slgret

af et polarlseret lerer-elev forhold hvor lereren l&ner au— ‘

toritet af fagets ureflekterede, ulgennem51gt1ge status.
Problemet med den kritiske padagogik er om der bliver

nogen matemat1kunderv1sn1ng tilbage, nar den stilles over-
for den kritiske padagogiks fordringer. Hvad med fardigheds-.

aspektet, som matematik har tilfzlles med fx. sprogundervis-

ningen. M4 der ikke ngdvendigvis vaere et vist mal af 'slave-

arbejde' forbundet med at tilegne sig det matematiske vark-
ty¢j?  Hvad med de &ndelige landvindinger som den matematiske
videnskab reprasenterer. Skal de ikke formidles vide:e’til
fremtidige generationer? Temmelig store dele af det’'matema-

tiske teoriapparat vil neppe simpelt komme ud af at arbejde
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@ed problemer, -udsprunget af folks mere umiddelbare behov og
situation. Man kaniforestille sig prbblemer, som er vigtige,
'ngdvendige’', men som ikke rummes i problemformuleringer, dér
tager udgangspunkt i oplevede, bevidste konflikter eller for-
hold. -

Man kan vare frak og sige, at hvad angar den eksisterende
matematikyndervisning i skdlen (regning undtaget) s& ville ta-
bet vare til at bare, hvis den rg¢g af i svinget. Det syﬁsj '
punkt vil kunne forsvares, at det hgjst er de elever i gym;
nasiets matematiske linie, og her specielt den matematisk-fysi-

ske gren, der bruger matematikundervisningen som egentlig studie-
forberedende, som virkelig har glade af den - og man vil endda

kunne diskutere hvilken glade de s& har - mens alle de andre,
hvoraf en meget stor del overvejende har nederlag ud af mate-
matikundervisningen, formentlig fgrst og fremmest vil vere lam-
mede eller utidigt respektfulde og autoritetstro overfor mate-
matik, dens anvendelser, ogsad de, der er pseudo. - et autori-
tart forhold til faget og dets anvendelser, som vil overfgres
til andre (natur)videnskaber og fra disse.

Alt er naturligvis ikke sagt med dette - det ville vare
lidt for flot. Man kan nappe forestille sig at matematikun-
dervisningen forsvandt ud af skolen, og specielt ikke af den
grund, at den er for problematisk af de arsager, som vi har
nevnt. Desuden ma vi medgive Niss og Hgjgaard Jensen, at mate-
matik (og fysik) er involveret i samfundsmassigt sa betydningé~
fulde problemstillinger, som befolkningen som helhed m& have en
form for konpeténce overfor, at det vil vere uholdbart ikke at

undervise i disse fag under en eller anden form. Det'er dog
langt fra indlysende, hvorledes det skal ggres. °

Den almene padagogiske fordring, som vi kan uddrage af
kritisk padagogik, er at det padagogiske arbejde mid sigte
mod at overskride subjekternes umiddelbare motivation og be-
hov og lede til sammenh@&ngssggning. Denne overskriden skal
vare solidarisk overfor de umiddelbare motivationer og behov,
som md fastholdes som reelle men ogsi begransede udgangspunk-

ter.
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