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FORORD.

Denne rapport er resultatet af et projekt lavet i efterdret 1979 og begyndel-
sen af forédret 1980. Den er skrevet af tre matematikstuderendé, der alle har
dﬁéalogi som deres andet fag. Formilet med projef%et har veret at udarbejde
et undervleningématerigle til brug ved et kursusforlgb om differentiallig-
ningsmodeller. I forbindelse hermed ville vi udvikle og implementere et pro-
gramneringssprog, der skal ggre det lettere at opnd numeriske 1¢§h1nger til
differentialligningssystemer. ] R

Da dette projekt kun er tenkt som et hatematikprojekt, har vi valgt ikke at
medtage 1mplementerinésdokumentat1on 1 rapporten, iigesom vi p& et tidspunkt
valgte ikke At fardigimplementere sproget, da vi vurderede, at vores tid 1
matematikprojekt-henscende var bedre anvendt p& fmrdiggerelse af kursusmate-
rialet. :
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1 INDLEDNING.

Anvendelsen af modeller tll brug ved 1¢sn1ng af forskellige problemer i vores
hverdag er dezseneste Artier ¢get voldsomt. Som felge heraf har man p4d mange
undervisningsinstitutioner lagt stgrre og st¢rré vagt pd, At elever og Stu=-
denter bliver bekendt med de muligheder, anvendelsen af modeller giver.

Pu HUC er. der s&ledes i en Arrmkke tilbudt de studerende pA basisuddannelsen
et kursus i d1rferent1a111gn1ngamodeller.

Denne rapports forfattere har haft lejlighed til at deltage sdvel som studen-
ter som undervisere (njelpelaerere) pd dette kursus og har bl.a. pd denne
baggrund fdet inspiratibn til dette projekt, som omhandler udarbe Jdelse af et

nyt]haceriale til dele af nsvnte kursus.
. \
Dirferentiallignlnger skal normalt ikke vere smriig komplicerede, for det
er uoverkommeligt at flnde en algebralsk lgsning. Det.er derfor ogsd 1 al-
mindelighed ngdvendlgt at anvende datamaskiner, nér der skal foretages si-
muleringer med differentialligningsmodeller. Imidlertid medfgrer dette et
krav til modellgren om en datalogisk indsigt 1 form af kendskab til et pro-
grammeringssprog og dettes anvendelse pa en datamaskine.
Detfer imidlertid vdbés opfattelse, at de programmeringssprog, som er til ra-
dighed til dettevrormﬁl,er for vanskelige at lzre at énVende for en program-
meringsukyndig. .

I denne forbindelse kan “det nmvnes, at det netop er vores erfaring fra

: kurset, at anstrengelserne med at udfgre de datalogiske simuleringer 1 hegjere

) brad koncentrerede sig om programmeringsmmssige problemer end om selve model-

arbeJdet. Med andre ord, aktivitetens form&l fik karakter af blot at f& et
prosram til at kgre, 1 stedet for at f& udviklet en korrekt model og fé denne
afprwvet.

P& Aenne baggrund formuleredes dette projekts mAlswtnihbz at udvikle et pro-
grammeringasprog, der ger numerisk simulering af differentialligninbsmodeller
cilgmngellg for programmeringsukyndige. Da sproget altsd skal vere let at l=-
re, méd de udtryksmulligheder, man har 1 sproget, have en vis lighed med de ud-
trykuformer, man er vant til at anvende i arbejdet med differentiallignings-
modeller. ' ' ‘ ‘

for at kunne udnytte dette modelvmrktpJ henaigtsmmssigt i det omtalte kur-
sus, vil vi endvidere udarbe jde e£ nyt materiale t1l den del af kurset, der
hunhler om simulering af d1rreEentialligningsmodeller pd datamaskine. ‘



, Denne rapport er produktet af dette projektarbejde og indeholder derfor en
beskrivelse af programmeringssproget ODIN®*, som er en videreudvikling af
et sprog, der .er introduceret i1 en tidligere RUC-rapport (1l4).

Selve rapporten er udformet..sifledes, at den kan udleveres med et kapitel
ar gangen og derved fungere som_studiemateriale til dele af et kursus 1 qa1f-
‘ferentialligningamggeller. Af samme gruﬁé kan vi anbefale evE. lmaere,réom
fkke skal anvende rapporten som studiemateriale, éﬁ lmse Appendix 2 fmr'den
egentlige gennemlasning. 7 '

Vi akal ligeledes gg¢re opmazrksom pA, at rapporten hovedsagelligt er bygget
op omkring en rakke»eksempler,.som er udvalgt for at vise nogle karakteris-
tiske modeltyper. Det skal ligeledes nmvnes, at vl i modeller Qg programmer
har tilstrzbt at vise strukturen.i problemet og har lagt mindre vagt pid esti-
mering af parametre og konstanter. Derfor md flere af simuiéringsresultaterne
(tabeller og kurver) tages med et vist forbehold.

* Ordinzre DIfferentialligningers Numeriske l¢sning. .
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2 MODELBEGREBET.

2.1 Introduktion af modelbegrebet.

All¢erede Tlere hundredelﬁr tilﬁage 1 tiden kan man finde eksempler pi& anven=-
delse af modeller. F.eks. kan det nmvhes, at man, efter at Newton havde op-
stillet sine love for'massetiltéwkning, kunne formulere en "model" af solsy-
stemet og ved hJjelp af denne forudsige planeten-Neptqns ekslstens.

Igennem de seneste artier er kendskabet til og aﬁ&endeléen af modeller ogét

' voldsomt. Dette skyldes utvivlsomt, at en stigende del af de problemer, som

findes { vor hverdag, har en karakter, som lettest og mest effektivt kan
overskues ved hjmlp af nodeller. I dag er det f.eks. en selvfglgelighed, at

‘man 1 skibsindustrién laver mddeller af nye skibstyper for at kunne afpr¢vg

dem 1 bassiner og derved kunne forudasige skilbets sgdygtighed og stabilitet 1
forskellige vind og veJrforhold.: -

Man kan naturlig&is.nevne en rekke andre eksehpler pd problemer, hvor model-
ler anvendes for at ggre lgsningen mere-overskuellg. F.eks. indenfor foruren-
1ng;‘transport og prdduktion. Fglles fqr sidanne problemer er, at ﬁah pnsker
at kende konsekvenserne af et pAtmnkt indgreb eller’én foﬁudset hendeise, in-
den de kan konstateres. i virkeligheden. Et nzrliggende ekserpel er ¢nsket om
at kende konsekvenserne af et uheld pd et atomkraftverk. Man kan néturligvis
ikke fremprovgkere alle tenkelige uheld for at studere konsekvenserne, men mé
konstruere en model; som man 8& kan eksperimentere med. '

Som det vil fﬁemgé, ér modeller et Vigtigt vmrktéj ved l¢sning af mange af
vore dages'problemer. Imidlertid er det at lave modeller ikke altid en lige
simpel opgave. Vi vil 1 dette og de efterfglgende afsnit ggre rede for, hvor-
dan man opstiller bg anvender mddelleb, Iiéeaom vi vil pr=zcisere de begreber,
som indgdr 1 dette arbejde. ' ’

2.2 Hvad er en _model ?. N
) . F
Vi vil forsgge at anskueliggore KV o
begrebet med et eksempel og ser
derfor pd et mekanlisk system, // 7L I

som vi kender fra fysikkens
verden, se fig.2.1.

figur 2.1



Vi kan som bekendt opskrive kraftpévirkningen pa kasseﬁ i fig.2:1 som:
MV = F =4-k§ + mg

som svarer til diffeéentihlligningen:
af“(t) = -bf(t) + ¢, hvor £(t)=V(t), a=M, bek, cang -

Lad os nu tenke os, at vi af en eller anden grund ikke kan opscilielsystemet,

vi mangler nogle dele, eller massen af kassen er sd stor, at den ikke kan

vere 1 laboratoriet. Hvis vl ¢gnsker at unders¢ge ecksperimentelt, hvorledes
kassens hastighed mndres med tiden, m& vl derfor lave en model af systemet og

foretage eventuelle eksperimenter med den 1 stedet.:

.

Modellen kan vi f.exs. lave af nogle elektriske komponenter, se fig.2.2
figur 2.2
l. en spole p& L Henry.

2. en modstand p4d R Ohm.
3. et element pd E volt. L

Vi ved (eller tro blot pd det) at :

E =RI # LI” => LI = -RI + E

Vi kan altsd8 ved at velge L=M, R=sk, E»mg opnd, at det elektriske system bli-
ver en model af det mekanliske. Ved et fors¢gg med modellen vil amperemetret
A vise en stromstyrke I, der svarer til hastigheden V, hvis vl havde lavet
forsgget med vores mekaniske system.

Vi har altsd fdet opbygget en elektrisk model af det mekaniske system og
kan nu foretage eksperimenter uden at opstille det virkellge system. Men
da vi jo beskrev systemet fuldstendigt med en differentialligning:

af“(t) = -bf(t) + ¢ , hvor a=M, b=k, c=mg ,

er denne ligning Jjo ogs& en model af systemet. Denne form for matematisk

model kalder man en differentialligningsmodel.

Lad os nu prascisere, hvad man skal forstd ved begrebet "en model", llvis man
ser 1 GCyldendals fremmedordbog, finder man, at en model er en "kopl af eksi-
sterende ting 1 1ille mdlestok".

Denne tolkning af begrebet er da ogsd brugbar 1 mange af daglipgdagens situa-
tioner, tznk f.eks. pd modelflyvere og model jernbaner. Men til vores brug er
den ilkke pracils nok. F.eks. vil en model af et molekyle Jo vere 1 "stor" mi-
lestok. Vi m& derfor opstille en mere pramcls definltion.
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- kn model er en til et ganske heséemt form&l beskrevet simpliricerét
sammenhiengabeskrivelse af en del af et virkeligt system.
e
-~ Med et system ﬁenes her den del af den virkelige verdep, som er gen-
" stand for vores interesse. '

‘lvordan opstilles ‘en model? N ;

Ky *
3 .ot y l ¥ ‘
H 1 ¢ K :

i B ;
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Vi vil her beskrive den proces, hvor' man opstiller en model til hjelp ved
losning af et glvet problem. V1 vil i det fglgende kalde denne proces for
modelleringsprocessen. :

Lad: os beskrive modelleringsprocessen ved fgrst at opstille et diagram over

Aden:og ud fra dette diskutere de begreber og handlinger, som indgar.

Den'fwkste del af modelleringsprocessen kan skitseres son fglger:

Den virkelige verden

a systemafgransning

|

modellering

Den virkelige verden med problemer:

Deh?Vlrkelige verden er selvfylgelip den verden, som omgiver os. bet er her
de'ﬁroblemer, som har vores interesse, findes. De kan vmre af videnskabelig
ari; - hvordan er et DNA-molekyle opbygget ? -, af miljomessig art, - hvordan
undgﬁr vl en forurening 1 en given 8¢ ? -, eller det kan Qare et produktions-
préblem, - hvordan bygger vi et skib, som brugér mindst mulig Srendstof for
at transporterc en given last ? -, '

|

.

J-'.




Der findes selvfglgelig en rmikke problemer, hvor det ikke ngdvendigvis er en
hjzlp at anvende modeller. Behandlingen af disse har vi.fundet ulnteressant.i
denne sammenhang. At vi 1 det fglgende udelukkende beskzftiger os med pro-
blemer, hvor modeller er en oplagt hjmlp, skal sdledes lkke tages som udtryk
for, at alle problemer kan lgses med brug af modeller.

Systemafgrensning. - . Lo ey t Lt

Denne del :af. modelleringsprocessen har natﬁrligvis:soQOﬁl at beskrive et
system, som kan vszre udgangspunkt for vores model. Det‘ér imidlertid yderst
vanskelligt at give generelle retningslinier for denne afgransning, fordi det
ofte ikke er en smrlig veldefinefet proces, og fordi det ofte blot er cn
proces, som foregdr 1 modellgrens hoved. Vi har derfor valgt at beskrive sys-
temafgransningen ved at prmcisere dens formil.

Formilet er at "indse", hvilke sammenhasnge vores problem findes 1. Sagt pA

en anden mide, vores system skal afgrmnses :sidan, at det bestdr af alle de -

ting og faktorer, som har indflydelse pd vores problem. Systemafgransningen
er altsd den proces, hvor man indser ﬁvilke dele af den virkelige verden,
der bgr indgd 1 vores system.

System.
Vi har tidligere defineret begrebet "system"; men 1lad os forsgge at uddybhe
det en smule. ‘

Vores system er, som det er fremglet, den del af den virkellge verden, som
har indflydelse pd vores probleﬁ. Saﬁdsynligvis kender vi 1lkke den fuldstan-
dige sammenhang i1 systemet; men vi har indset, at de ting og faktorer, som

gystemet bestdr af, har indflydelse pd vores problem oy dets lgsning.

Modelleringﬁgg model.
Lad os begynde med at definere nogle begreber:

- Modellering er den proces, hvor vi skaber vores model. Det kan f.eks. vere
at opstille nogle differentialligninger, eller det kan vare at snitte et
skib 1 et stykke tra til senere afpr¢gvning i et vandbassin.

- Model er den genstand, vi har frembragt ved modelleringen, og som vi senere
skal godre eksperimenter med. (Vi har tidligere givet en przcis definition
slde 7 gverst.)

- Struktur og adferd.
Hir vi taler om mcdellens eller systemets struktur, mener vl de sammenhan-
e, som findes mellem de enkelte faktorer. Adferden er den mlde, systcemet
eller modellen opf¢rer sig pd, det man kan se og mdle. (en forurening, ski-
bet gynger etc.).

Vi er nu kommet s& vidt 1 modelleringsprocessen, at vi skal t1l at opstlille
(modellere) en model af vores system.
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Det er oplagt, at udformningen af vores model afhaznger af deg problem, som vi
gnsker at lgse. Skal vi finde frem til en form pd et skibsskrog, som er sta-
bilt 1 s¢gang, kan vi f.eks. konstruere et modelskib, hvor vi kan zndre skro-
gets form fra cksperiment til eksperiment. Man kan sAledes normalt ikke for-
vente, at en model konstrueret ti1l et formdl med held kan anvendes 1 -andre
problemlgsningssituationer.

livad vi m& gere er at analysere vores system, siledes at: vl kan opstille en
model, som i videst muligt omfang'opfylder felgende 3 krav:

Modellen afépejler?den strhktur, so% findes 1 s&stemegé

Modellen hér tilnermelsesvis samme adferd som systemet:

Modbllen er udformet siledes, at mah kan drage nogle konklusioner
fra den, der kan bruges til 1¢snipg af problemet. ’

Det er imidlertid ogsd klart, at modellen skal Qere en simplifikation al sys-
temet, hvorfor uvesentlige detaljer mid sgges udeladt (modelskibet behgver f.
eks. ikke at vzre malet eller have sm& vinduer).

.

Vores analyse af systemet m& derfor munde ud 1 en opdeling af systemets fak-
torer 1 tre grupper:

le= ting,'hvis effekt modellgren finder er ubetydelige, og som kan udelades 1
modellen.. ] . ) .
Vi har tidligére givet eksempler pi.s&danne faktorer,'r;eks..vinduer 1
_modelskibet. ’

o= t;ng, som har 1interesse, og som modellen er designet til at studere.
Denne type faktorer kaldes- endogene variable (endogen = indre), output-
variable eller afhangige variable. Karakteristika for sidanne variable
er, at de vaesentlig pavirker vores préblem, men at mennesket af den-ene
eller anden grund ilkke kan régulere pd den, selv om det mdske ville lgse
vores problem. . ’ '
Som eksempel pA sddanne cndogene yariable kan fra vores skiBséksempel
navnes sklbets rulning, som viinetop ¢gnsker mindskét. '

3.- ting, som padvirker systemet, og som skal med 1 modellen, men hvis adferd
modellen 1lkke er designet ti1l at studere. ’
Denne type faktorer kaldes 1 reglen exogene variable (exogen = ydre),
" uafhengige variable eller parametre. Karakteristika for denne type vari-
able er, at vl kan regulere dem og derved finde en lgsning pd vores pro-
blem. ] ' ‘ ' .
vis vores problem f.eks. 1gen er at finde frem til et skib, der er sta-
bilt, kan eksempler p8 exogene variable vamre skibets hgjde, vegt, form
0.8.V., alle faktorer vi kan andre pa. Ideen er jo netop at blive ved med
at regulere modellens exogene variable og observere de endogene variable,
indtil vi har fundet en tilfredsstillende lg¢sning pid vores problem.
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Hir denne bpdeling har fundet sted, skal sammenhzngen mellem de forskellige
variable klarlsgges. (hvordan gynger et skib med en given sejlretning, som
funktion af vindretningen). Man skal vare opmerksom pa, at problemet, man ¢n-
aker at lgse, netop kan vere at rindevfrem t1l en sammenhng mellem nogle va=-
riable. i

Selve.valget af hvilken type model, man anéker at arSeJde hed (tremodél, o=
lektrisk kredsl¢5, differentialliéningémode1), md man traffe sidelgbende nmed;”
at man afgrznser systemet og finder ud af hvilke typer fakt&rer. der er ves-
entlige i modellen.

2.4 Hvordan anvendes en model ?.

Vi vil p& lignende méde som i foreglende afénit skitsere et dlagram of udfra
dette forsgge at beskrive den del af modelleringsprocessen og de bhegreber,
sonm optreder ved arbejdet med modeller. .

simulering

| RESULTAT/INFORMATION ]

/ totkning \
modifikation KONKLUSION/
af model L@SNING AF PROBLEM

Simulering og resultat.

Hensigten med at opstille en model er naturligvis at kunne udfgre cksperi-
menter med den. Disse eksperimenter kan opfattes som simuleringer af handel-
ser 1 det virkelige system, hvorfor vi fremover vil kalde et eksperiment med

en model for en simulering.

En simulering har naturligvis kun interesse, hvis man fdr et resultat ud af
den. Et resultat ksn formidles pd mange m&der. Det kan f.eks. i vores skihs-
gksempel blot vzre en lagttagelse af, om modelskibet valter eller e, ndr vi
smtter det ned 1 et vandbassin med bglger, eller resultatet kan vare i form
af udslag pd nogle mileinstrumenter. Det er klart, at den form, resultatet
skal fremtrade 1, skal vzlges allerede ved opscilliﬁgen af modellen. I det
indledende eksempel, hvor vi opstillede et elektrisk kredslgb, hvor strgmen
1 skulle reprzsentere hastigheden V 1 det mekaniske system, vidste vi, alle-
rede inden vi opstillede modellen, at vi skulle benytte et amperemeter t1l1 at




{m-

'"se" resultatet af simuleringen. Til simulering af differentialligninger an-

vendes ofte datamaskiner, hvorfor det er naturligt at f4 resultatet af en
simu}éﬁing udskrevet p4 et stykke papir, f.eks. 1 form af kurver eller tabel-
ler. Vi vil 1 de fplgende kapitler komme narmere ind pd dette.

Det er imidlertid i1kke nok at beslutte, pd hvilken form resultatet skal frem=-
trmdé-lMan md naturligvis ogsd tage stilling til, hvad det er for informati-
on,f&aﬁ gnsker at 4 ud af en simulering. Det, vi ¢nsker, er selviglgellg
iﬁféﬁmation, som‘gap os 1 stgnd til at l¢se vores oprindelige problem. Lidt

mgré}brccist kan vi sige, at den sggte information 1 reglen deler slg 1 to

i

kategorier: ' ; i I i

1.~ A&fmrdainformation.
Information, som kan benyttes til at forudsige systemets
Udvikling frem 1 tiden.

2.~ Strukturinformation. v
Informatlon, som kan benyttes til at forsti noglevsammenhmnge
1 systemet.

Vi kan af de to kategoriler se, at resultateéne af en simulering 1kke altid
skaiagive information om modelléhs adferd, men ogsfi om modellens struktur
(dc‘kausale sammenhmngeji Vi md derfor, ailerede ndr vi opstiller vores mo-
del,fdesigne resultaternes form siledes, at vi far denAnodveqdige information
ti1l:1psning af vores problem. ' o

Tolkﬂing af resultat.

Ndrivi har udfgrt en simulering 65 fiet et resultat, mi vi overveJe,déts
bruéﬁaéhed ogldets troverdighed. Med andre oré, hvordan kan vi vere sikre p4,
at det'resultat, vi har fdet ved simuleringen, faktisk kan hrugeé til lgsning
ar'erés problem. Var modelleh en naJaétig kopi af systemet, ville resultatet
nntd;ligvis vare rigtigt, séfremt simuleringen var pracis; men mpdelleh er Jjo
en éﬁmplirikation af systemet. S& hvordan kan vi, pd trods af denne simpliri—
'katién, tro pd resultatet? . v

Hvadévi kan ggre er, at vurdere modellens evne til at producere brugbare res-
ulcaéei, eller sagt pA en anden mide, vurdere hvor god en efterligning model-
‘len er. Finder vi, at modellen har~en rimellg god validitet, vil vi tro pé
resul;atec. Ellers mid vi andre pd modellen. (modelmodifikatlon).

Denne modelmodifikation vil bestd 1 en.mere eller mindre gennemgribende end-
riné:af nogle af de prezmisser, der ligger til grund for den aktuelle simule-
ring. Der kan vare tale om tildeling af ndg;é andre startvaerdier for de exo-
gene variable, altsd om andre parameterverdier, eller der kan vzre tale om en
sndring af selve modellen, f.eks. at gere en simplifikation mindre grel. En-
delip kan der vere Brug for at tage systemafgransningen op til revision, 1idet
man madske har udelukket en faktor med signifikant betydning.
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En vurdering af en models validitet kan foretages ved at rubricere den 1
folgende validitetskategorier:

1.~ Forventningsvaliditet.

Modeliens adferd er 1 rimelig overensstemmelse med, hvad der cr

forventet (af modellen eller af systemet).

2.- Reproduktionsvaliditet. ' Ty C - .
Modellen kan reproducere data, som er kendt fra systenet (data } ’
er kendt ved opstilling af modellen):

3.- Porudsigelsesvaliditet.
Modellen opfy.der 1. og 2. og kan forudsige data, som kan findes
1 systemet. (Modellen er opbygget uden kendskab eller uden wdnyt-
telse af kendskabet til disse data). -

4.~ Strukturvaliditet.’
Udover at opfylde 1.,2. og 3. er modellens struktur en afspejling
af systemets struktur. ;
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Vi kan nu opstille det fuldstendige dlagram over modelleringsprocessen:

DEN VIRKELIGE VERDEN

S

systemafgrgnsning

SYSTEM

Systemmodirikation'
4

modellering

MODEL

PARAMETRE | -

parametefmodifikation
4

simulering

modelmodifikation [RESULTAT/INFORMATIOQJ?

1} ) " - I,

télknigg .

KONKLUSION /
L@SNING AF PROBLEM.




.-).ur

3 DIFFERENTIALLIGNINGSMODELLER.

331 Differenp;all{gningggt

Vi har set,-at man- kan beskrive dele af virkeligheden ved hjaelp af forskel-
lige typer model;gr, hvor det specielt er matematiske modeller, @er har in-

teresse, nér kvantitative egenskaber ved den modellerede del af virkeligheden
skal undersgges, I det fglgende vil v1 udelukkende beskaftige os med efi be-
stemt type matematiske modéller, nemlipg differentialligningsmodeller, der
kaldes sdledes, fordi de s¢ger at beskrive nople egenskaber ved en afgraznset
del af virkeligheded ved hjelp af et system af differentialligninger.

Lad os kort repetere, hvad vi yed om differentlallipninger:

Man kan udtrykke det forhold, at mengden af et radioaktivt stof, X, altapger
(henfalder) med en hastighed, ‘der er proportional med den resterende mmnye
af stoffet, ved en l. ordens differentialligning:

~

X" = <K X

hvor K er en konstant, den sAkaldte henfaldskonstant.

Man kan pd tilsvarende mAde beskrive et system bestdcende af en masse, M, der
bevager s8lg retliniet frem og tilbagé under pavirkning af en fJjeder og en
demper, se fig., 3.1, ved en 2. ordens differentlalligning:

-k

MX

"=-9_'

X w

der udtrykker, at kraftpdvirkningen fra demperen, -CX°, er modsat rettet og

proportional med hastigheden, og at kraftpdvirkningen fra fjedecren er modsat
rettet og proportional med afstanden, =KX.

K
X(0) = 1.0
ad X'(0) = 0.0
- M =1.5
¢ = 4,0
K - 150

Figur 3.1.
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Vi har tidligcere set, bvorledes vi kan 1¢sé ligninger af disse typer, idet vi
ved en l¢gsning til f. eks. ligningén X f/-K X forstir en funktion X, der op-
fylder A1gningen. I dette tilfelde X = Ce “kt « Vi vil ikke 1 det fglgende be-
skmrtige os nmed denne slags lg¢sninger, s&kaldte analytiske lgsninger. Vi vil
derimod vise, hvordan man kan opnd en sdkaldt numerisk lgsning til en diffe-
rentialligning eller et system af differentialligninger. En sidan lgsning vil
besté af en tabel eller en kurve, der viser den sggte funktions vzrdier t1l
tilsvarende verdler for den uafhsnglge variabel, eller mere generelt en kurve
viaende sammenhzngen mellem to vilkarlige funktioner, der’kan beregnes udfra
syotemets pJeblikkellige tilstand. En sidan numerisk 1¢sn1nv krmver bl.a., at
man . knnder systemnets tilstand fuldstzndigt til en. bestemt verdi af den uaf-
hwng;ge variabel, starttilstanden, hvorefter man kan beregne systemets til-

-stand til enhver anden vardl af den uafhsngige variabel.

3.2 Differentialligningssystemer.

Vi vil nu.vise. hvad vi forstidr ved et systen af differentialligninger. Hvis
‘et radioaktivt stof henfalder til et andet radioaktivt stof med henfaldskon-

stanten A, og'dette andet stof henfalder til et stahilt stof med henfalds—
kongtanten v, kan vi, hvis mengden af det fﬁréte stof til tiden p kaldes
r(t);og mengden af det andet g(t), beskrive'gdviklihgen 1 henfaldet med et
system af to koblede-l. ordens dirrerentiallignihger:

£1(t) = -A£(t)

g"'(t) = AE(t) - ug(t)

Vi vil tillige vise, at en 2. ordens differentialltgning kan omskrives til et
aystem af to koblede 1. ordens differentiallibninger. Formdlet hermed er, at
man’ sé kun behgver at beskwttige 8ig med l¢sninger til systemer af 1. ordens
dllfe?entialligninger{

L

e

Hvis vi har en vilkﬁrlis 2. ordens dlfferenciallignlng pé reduceret form:

x% = F(T,X,X"), hvor F er en funktion af T, X og X°,

kdn‘leindfwre en ny funktion Y = X°, og altsd Y = X", hvorved vi fdr det
kohlede 1. ordens differentialligningssystem:

X" =Y

Y* = F(T,X,Y) .
Idet det tilsvarende kan vises for ligninger af vilkdrlig hgJ orden, kan vi
altsi nojes med at udvikle metoder til behandling af systemer af koblede
1. ordens differentialligninger.
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I de differentialligninger,'vi 1{ndtil nu har set, har kun indghet reclle
funktioner. Hvis vi 1 stedet lader de indgdende funktioner veré vektorfunkti-
oner, kan vi skrive et l. ordens differentialligningssystem som:

:

= (Y .

'

V1 kan her se den fgromtalte 2. ordens ligning som et specialtilfzlde, nenliy

ved at satte - : .
X = (X,Y) og
G(T,X) = (Y,F(T,X,Y)) ,

hvor den reelle funktion P er den fra 2. ordensligningen.

3.3 Numeriske lgsningsmetoder.

Vi vil kort forsgge at vise, hvorledes det er muligt udfra kendskab t1l en
starttilstand at beregne systemets tilstand til andre verdlier af den uafhang-
ige variabel, ndr vektorfunktionen G i ligningen X” = G(T,X) opfylder visse
betingelser. Disse betingelser kan kort udtrykkes som:

Hvis G(T,X) er kontinuert 1 det interessante vardiomrdde, V, for

(T,X), og hvis G(T,X) har kontinuerte partielle afledede (m.h.t. X)

1 V, 88 findes der en og kun en lgsning £, for hvilken £(Ty) = X,.

(Har (Ty,Xy) ligger 1 V).
Denne formulering af eksistens-og entydighedssatningen giver os altsd mulig-
hed for at vurdere, hvorndr vi kan vere sikre pd, at den ldsaing, vi finder
udfra en starttilstand (Ty,X,), er den eneste mulige (og eksisterer).

Den fgrste metode, vi vil vise, kaldes EULER-integration, og gir i al sin
enkelhed ud p&, at man opfatter l¢sningskurvens forlegb som sammensat af li-
niestykker, der har samme haldning som den integrercde funktion 1 liniestyk-~
kets enc endepunkt.

Altsd: figur 3.2
F(to+ 8t) = F(tp) + F'(tp)at

.

F(t)

"rigtigt® F(tgp+at)

"beregnet" F(tg+At)

. } ™~
F(tg)} F1 (ty) ot

to it t



Vi kan altsd sé, at metoden lkke giver en cksakt lgsning til ligningen, idet
der er forskel pd den beregnede og den rigtige verdl af F(to+at), og vi kan
samtidig se, at smid vardler for At vil go¢re denne fejl lille. '

Ved at foretage en Taylorudvikling, med restled, udfra Tg fés:
F(To+AT) = F(Tg) + F'(Tp)AT + P"(To+6AT)AT2 , hvor 8 € [0,1]

Pejlen ved vores metode bliver altsi som restledet 1 Taylorrakken:
F” (To+0AT)AT2 . Den begdede rejl’gr altsd proportional med ‘AT2.

Denne metode kan rorbedres, forstdet p3d den méde,:at man fér en miﬁdre fejl
' for samme valg af At, ved ogsd at beregne hazldningen 1((to+At), Fj(to+it)),
altsd n=r det punkt mah gerne skulle ende 1, hvor F, er beregnet kun ved brug
af hmldningén 1 startpunktet. Man foretager 8& den endellge beregning af
F(tg+At) ved at tase‘et nyt skridt udfra (tgo,F(to)); men med gennemsnittet
af de_to beregnede heldningerYSOm ny hgldning.

Givet differentialligningen F°= G(F,t), foretager man altsd fglgende bereg-

ninger:
F'(tg) = G(F,to)
F) (to+at) = F(to) + F'(to)st
F! (to+at) = G(F)(to+at), to+at)
Flto+dt) = F(eg) + E(E0) * FllEguag)) e \
= F(to) + (G(F(to),to) + G(F(tg) + G(F (tg) . to)at, t0)) %%
.
P (t)
‘2 ,
/4 "rigtigt® F(to+at)
“beregnet" F(tp+At)
.1 1: F'(tg)
F(to) A ‘ 2t F! (tg+at)
) At t

“beregnet” : F(t,) + AE'{to) + E(tq+at)) ,,

1 dgnne metode, der kaldes FORBEDRET EULER, kan den beg8ede fejl ved betragt-
ninger som for EULER-metoden ses at vazre proportional med (AT)3.-
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Man kan forbedre disse metoder yderligere,og den metode, der blliver anvendt
. senere 1 dette materliale, er en metode, som udover at medtage flerfe led i
beregningen af haldningen for det enkelte skridt, samtidigt giver mullghed
for at vurdere, hvor store fejl, der er begdet i det enkelte skridt. Metoden
er sidan udformet, at der automatisk tages mindre skridt, hvis fejlen bliver
for stor, mens skridtlangden pges, hvis den begdede fejl bliver betydelig
mindre, ehd man kan ngjes med; :

Metoden gér frem 1 fire skridt af langden DT/4 = H/2, idet den foretager 9
beregninger af G(F(T),T). Til beregning af F(Ty+DT) foretages folgende ud-
regninger:

apy = HG(F(Ty),To),
a; = HG(F(Tgy) + 0.5a;,Tp + 0.5H)
a3 = HG(F(Tg) + 0.25(a, + aj,),To + 0.5H)

ay o« WG (1)) -ay+ 2ag}Ty+ H)
F(To+ H) = F(Ty) + (ar+ 4az+ a,)/6
as = HG(F(To+ H),Tg+ H)

ag = HG(F(To+ H) + 0.5as,Tg+ 1.5H)

a; = HG(F(To+ H) + 0.25(as+ ag),Tp+ 1.5H) .

P& dette punkt kan den 1 dette skridt maksimalt begfede fejl heregnes som:
E = (-a;+ 4as+ 1l7a4- 23as+ 4ay= b)/90 + 0(HS),

hvor b beregnes som:

b = HG(F(Ty) + (~a;- 96a+ 92a3- 1l2la,+ ld4as+ 6ag- 12a,)/6, Ty+ DT).

Hvis E <= (maksimalabsolutfejl) + (maksimalrelativfejl)®#|F(To+H)|, for alle
elementer 1 vektoren, er lgsningen sket med den gnskede ngJjagtighed. T sd
fald beregnes:

F(Tg+ DT) = F(To+ H) + (ag+ 4a;+ HG(F(To+ H) -agt+ 2a;,Tg+ DT))/6.

I modsat fald halveres DT, og skridtet tages forfra. Sfremt E er mindre end
% af den tilladte fejl, fordsébles skridtlangden DT.

Denne ‘metode, som kaldes RUNGE-KUTTA-ENGLAND, betragtes 1 almindelighed som
en god standard metode. Den beglede fejl kan ved denne metode vises at vare
proportional med (DT)J
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!

-4 PROGRAMMERINGSSPROGET ODIN.

Ndr man har opstillet en d1fferent1alligningsmodel (1 den fglgende tekst
oqult som model(len)), indset at en analytisk lgsning enten er utilstrzkke-
ligjéller for krzvende/umulig at opnd, og at en numerisk lgsning vil ve-
rehdf vmfdi si er man ndet til et stadium, hvo}'det vil vere rimeligt at
overveJe, om en datanaskine kan vere cn hjelp ved xilveJebrtnﬁelqen af denne

1¢sninb. Det kraver 1m1dlert1d for det f¢rste, at: opbaveq har et omfang, der

1 det hele taget berettiger til andet og mere end en manuel udregning, o8,

for det andet, -at man har mulighed for at fA adgang t1l en datamaskine, der
rdder over et programmeringssprog, som er si Hensigtsmmssigt udformet, at
arbeJdet med at beskrive modellen 1 dette sprog ikke antager propprtioner{
som er urimelige 1 forhold til arbejdet med oﬁstili;ng af modellen og vardlen
af at opnd den numeriske lgsning. Hvad der er et hensigtsmzssigt sprog 1 si
henseende afhmnger naturligvis, til en vis grad, af programﬁ¢rens erfaring og
pgvrige kvalif;kationer, men enhver med blot den mindste erfaring 1 anvendelse
af mere generelle programmeringssprog (BASIC, FORTRAN og ALGOL etc.) vil
utvivlsomt medgive, at disse sprog ikke er et velegnet verktgj ved lgsning af
denne type problemer. ’ ’ :

Derfor har mange simuleringssprog set dagens lys inden for de sidste 10-15
Ar.‘Dg fleste on 1kkefa11e,-er imidlertid ikke béregnet for programmerings-
ukyndige. De 'er enten baserede pd et af de generelle programmeringssprog, el-
lergogsd er de opbygget, sd de ligner de generelle; men da de.problemer, man
ensker lgst, er af en ganske bestemt, velafgrenset type, er dlsse ligheds-
punKter med de mere generelle programmeringssprog ganske.overfladige,lda de
kunihwr sproget vanskeligere at lsre og anvende.

Detfei bl.a. derfor, at vi har §¢g€ at lave et sprog, ODIN, som ge¢r det mu-
libg at opnd ndmeriske lgsninger til differentialligninger, qg som er desig-

~net med serligt henblik pi, at det skal vare lét at forstd og anvende for,

ogsa, progranmerinbaukyndige.

'For.ht gyvre sproget let at lmre og anvende, er det blevet udformet, sd de ud-

tryﬁsmuligheder, som man har i sproget, har en lighed med de udtryksformer,
som;han er vant .t1l at benytte i forvejen 1 forbindelse med aenne type ar-
beJde. I dette tilfmlde den smdvanlige matematiske terminologl som man benyt-
tcr, ndr man skriver en differentialligning. Sproget er desuden opdelt 1 de
afantt eller sektlioner, som man under alle omstandigheder. mere eller mindre
underforst&et, altid deler en simulering op 1. Det er dele som de indgéende
ligninger, tildeling af startverdier, rent praktiske simuleringsdetal jer som
simuleringsperiode oé tidsskridtenes langde ctc. samt angivelse af, hvad man

vil have skrevet ud.
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Lad os 1 et par eksempler se p&, hvordan man benytter programmeringssproget
ODIN ti1l at beskrive en given model, 83 den kan simuleres af en datamaskine.
For en mere omfattende og fyldig beskrivelse henvises til brugervejledningen,
appendix 1.

4.2 FEks.l: Logistisk vmkst (y“=ay(1-by)).

Veksten af en population, 1 dette tilfmlde kaniner, kan, hvils visse lkke her
nermere omtalte betingelser er opfyldt, beskrives ved flg. l.ordens differcen-
tialligning: ’

kanin” = vazkstrate * kanin #*( 1 - kanin/K ) ,hvor
vakstraten er fgdselsrate minus dgdsrate, og K er et hamningsled, der er
udtryk for, at fertiliteten gé4r ned. K kaldes bzrekapaciteten, og det er den
¢vre grense for populationens stgrrelse (se fig. 4.1). ' '

figur 4.1
y y’=ay1-by)
K b = e - - - - —- - - - o
logistisk vakstkurve,
rf.eks. for en popula-
tion kaniner.
:
s
a " " Dt A3
-]

Systemet beskrives altsd af fgromtalte differentialligning, og 1 ODIN skrives
denne ligning 1 en EQUATIONS -sektion (se program 4.1).

Fag vl kan starte en simulering (finde en numerisk l¢sning), md vi have be-
stemt nogle startvardier, f.eks. hvor stor en population af kaniner vi YN~
sker at starte medv, og givet nogle konstanter verdl, f.eks. vazkstraten og K.
Disse oplysninger angives 1 en { eller flere ) sektioner med overskriften
INITIAL. I program 4.1 bliver startpopulationen (kanin) sat til 10 og vakst~
rate til 1.5 og XK til 100.




EQUATIONS
KANIN® = VEKSTRATE # KANIN # ( 1 - KANIN/K )

INITIAL ’
KANIN = 10 VEKSETRATE = 1.5 K = 100 ©

SIMULATION
SIMTIME = 20 OTMIN = 0.001 DTMAX = 1
STOPCONDITION = KANIN <= 1
OUTPUT
PRINT(1) T KANINs KANIN®
PLOT(T+1) KANIN AB K
RUN

8TOP

Progran 4.1

_Hvis man gerne vil se et resultat al sine anstrengelser, kan man i. en OUTPUT-

sektion éngive,‘hvad man vil have'skrevet ud og pa hvilken form (tabeller
(PRINT) og/eller kurver(PLOT)).

I en'SIMULATION-sektlon anglves det, der har med selve simuleringen at ge¢re.

‘Der kan f.eks. angives simuleringstiden (SIMTIME), grenéer for tidsskridtenes

storrelse (DTMIN og DTMAX) og den numeriske lgsnings n¢Jagpighéd'(MAXABSERR

og MAXRELERR) samt en eller flere'betingelser,_som, hvis de bliver opfylat.

bevirker, ‘at brogramudrarelsen’stoppes, inden simuleringstiden udlgber (STOP=-

CONbiTION). RUN er den kommando, der fordrsager, at simuléringen udfgres (een

gangl), og STOP markerer, at der ikke skal ggres mere, og afslutter'derfbr‘
programmet. ‘ ' '
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4,3 Eks.2: En tretrinsraket,

Vi vil nu se p& endnu en anvendelse af sproget, hvor der udnyttes 1lldt flere
af sprogets faclliteter, og hvor systemet er l1dt mere kompliceret.

Ved mange simuleringer kan det ikke lade sig ggre at beskrive en genstands
bevegelse 1 rummet ved den samme differentlalligning under hele simulerings-
perloden. Tank f.eks. blot péd:

- en Jjetjager med eller uden fungerende efterbrander,
- et automobil med registerkarburator (eller turbo),
- en faldskzrmsudspringer, ndr sksrmen folder sig ud,

eller en tretrins raket, som vi 1 det fglgende vil opskrive hévmgelsesltg-
ningen for, Og ndr vi har gjort det, Qil vi gkrive et ODIN-program, som kan
give os en numerisk le¢sning.

Palles ved alle disse fsnomener er altsd, at der sker en diskret handelse
1 forbindelse med, at bevagelsesligningen bl;ver erstattet af en anden.

Hvis "alt" (kort for altitude, der betyder hgjde) er rakettens hgjde over
Jorden, kan dens bevsgelse, ifglge Newtons 2.lov, beskrives ved fylgende
differentialligning:

mealt'' = £-Vq - m-g - %p-CdA-(alt:'.)2 eller

£4Vg - %p-C4A+(alt')?

alt'' = -g
m
, hvor
m = rakettens vazgt i MASS
alt”” = rakettens accelleration ALT" "
alt” = rakettens hastighed ALT”
f = brendstofforbrug/sek. (letter raketten for vagt) ' FLOW
Vg = udstgdningsgassens hastighed vouT
g = tyngdeaccelerationen, som fés af G
2
r
e
g = 32, 171f\———| . , hvor *
r_  + alt
e
r, = jordens radius RADERH
p = lufttztheden, som f&as af RO
p = 0.00238e~31t/24000

CdA = rakettens tvarsnitsareal * luftmodstandskoefficlent DRAG
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Hvls vi betragter den fgrste ligning, kan vl se, at den kraft, der pAvirker
raketten bort fra _jorden,. er rakettens udstedningsgas, f*Vy og den kraft,
der.virker 1 den modsatte retning, bestér af dels tyngdekraften, m*g, og
modstanden, kpCgqAlalt’)? , (yderligere klarifikation kan muligvis opnés
ved at betragte tegningen af Saturn-raketten). .
Konstanterne MASS, FLOW, VOUT og DRAG er afhaengige af, hvilket trin af raket-
ten,;’sorﬁ er ved at blive brendt af. Derfor skriver vi MASSl for rakettens 1.
triné vegt, FLOW1 for forbruget ved afbranding afl trin 1, e.t.c. Og hvis
BURNT1 og, BURNT2 pd samme méde angiver brazndetiden for tr:in l og 2, kan fer-
omtalte differentialligning nu skrives sdledes, 1de§;’1‘ er tiden:

;

: FLOW1-VOUT1 - 0.5+DRAGL-R0-ALT'?2
3 MASSI + MASSZ + MASS3 - FLOWL-T

- G for T.& BURNT1

.+ . J FLOW2-VOUT2 = 0.5-DRAG2-RO:ALT'2 _
ALT"® = < MASSZ + MASSY - FLOW2. (T-BURNTI} ~ ¢ for BURNTL < T <

BURNT1 + BURNT2

~ G for T > BURNT1+BURNT2

FLOW3-VOUT3 - 0.5DRAG3+RO+ALT' 2
MASS3 - FLOW3: (T- BURNTI-BURNTZ)

[}

» og . med de fglgende begyndelsesverdler:

! CSMP
{ Symbots Third stage
b MASS3 Initial mass = 8137 slugs . P
VOUT3 - Ourflow velocity = 15250 ft/sec
FLOW3 Mass flow rate = 14.75 slugs/sec Drag= {pCyAV?
BURNT3 . Burn time = 479 sec .
. - DRAG3 Drag coefficient times cross-
) sectional arca = 360 sq ft
Gravity = mg )
Second stage
MASS2 Initial mass = 32205 slugs
" YOuT2 Outflow velocity = | 3805 ft/sec
! . FLOW2 Mass flow rate = 81.49 slugs/:
i BURNT2 ‘Burn time = 359 sec
P DRAG2 Drag coefficient times cross-
; sectional area = 460 sq 1
. ih 1 Thrust = it v,
o f :
i
o First stage
L MASSI Initial mass = 148820 slugs
VOUTI Outflow velocity = 8060 It/sec
" FLOW! Mass llow rate = 930 slugs/sec
- RURNT1 Burn tithe = 150 see A
DRACGH Drag coelficient times cross- il

sectional urea = §10'sq ft
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Udover de allerede omtalte sektloner EQUATIONS, INITIAL, SIMULATION og OUTPUT
omfatter ODIN>endnu en, nemlig DEFINITIONS. I DEFINITIONS kan man defilnern
sine egne funktioner. Hvis vl vender tilbage til vores raket, kan vi se, at
telleren 1 udtrykket for ALT”” er den samme 1 de 3 ligninger herover, og da
det bl.a. vil'félprogramﬁef‘tilvat'rremscé enklere og mere overskueligt, har
vi valgt, 1 .en DEFINITIONS-sektion, at defineye en funktion, ¥, som en funk-
tion af FLOW, VOUT og DRAG for det pigzldende rakettrin ( se program_4.2 her-
under). Det betyder, at hver gang P forekommér, beregnes dens verdl udfra
udtrykket i1 definitionen.

Funktionerne hehgver ikke at have parametre (her FLOW, VOUT og DRAG), o man
kan ogsd definere funktlioner, som kun kendes 1 nogle punkter (tabellagte),
men alt dette beskrives mere indgdende 1 brugerveJledningen for ODIN.

Det ferdige raketsimuleringsprogram kan evt. se a&ddn ud:

Progran 4.2

EQUATIONS
G = 32.17#((RADERH/ (RADERH+ALT)) ##2)
RO = 0.002384EXP(-ALT/24000.0) -
ALT"= IF T<=BURNTH
THEN (F(FLOW1:VOUT1,DRAG1)/(MASS1+MASS2+MASSI-FLOW12*T)-G)
ELSE (IF T < BURNT1+BURNT2
THEN (F(FLOW2,VOUT2,DRAG2)/(MASS2+MASS3-FLOW2#(T-BURNT1))-G)
ELSE (F(FLOW3 VOUT3+DRAG3)/ (MASSI-FLOWI#(T-BURNT1-BURNT2))-G))

DEFINITIONS
FUNCTION ! F(FLOW:VOUT+DRAG) = FLOWHVOUT-0.5%DRAGX*ROXALT #%2
INITIAL
MABS1 = 148820.0 MAS82 = 32205.0 MASS3 = 8137.0
FLOW1 = 930.0 FLOW2 = 81.49 FLOWI = 14.75
VOoUTY = 8060.0 VouT2 = 13805.0 VOUT3 = 15230.0 ‘
DRAG1 = 510.0 DRAG2 = 440.0 DRAGI = 360.0
BURNT1 = 150.0 BURNT2 = 359.0
ALT = @0 ALT* = @
RADERH = 3960.045280.0
SIMULATION
DTMAX = 4 DTMIN = 0.00001
SIMTIME = 988
QUTPUT
HEAD 8 LAUNCH OF THREE-STAGE ROCKET ¢
FIRST ¢ T$: 8 ALT/5280% $ ALT #60/88%,

] G$r ¢ ROS
PRINT(15) T+ ALT/5280.0y ALT*#40.0/88.0s ALT"s Gs RO

PLOT (T,SIMTIME/S0) ALT*#40.0/88.0 AS Vi ALT/3280 AS A
LAST ALT/5280+ $ SLUTS
RUN

STOP
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LAUNCH OF THREE-STAGE ROCKET

T

0.0000&+00
1.50004+014
3.00004+01
4.50004+01
6.00008+01
7.30008+04
9.00008+01
1.05008+02
1.20008+02

1.35008+02

1.%000&+02
1.5000&+02
1.63004+02

1.80008+02

1.93008+02
2.10008+02
2.250048+02
2.4000&+02
2.35004+02
2.70008+02
2.85008+02
3.00008+02
3.15008+02
3.30004+02
3.43008+02
3.460008+02
3.750048+02
3.90004+02
4.03008+02
4.20008+02
4.33008+02
4.500048+02
4.635008+02
4.80008+02
4.95008+02

5.09008+02

3.09004+02
5.10004+02
- 5.,25008+02
3.40004+02
5.53004+02
9.70004+02
9.8%008+02
6.00004+02
6.13004+02
6.30008+02
6.43008+02
6.60008+02
6.73008+02
6.90008+02
. 7.05008+02
7.20008+02
'7.35008+02
7.5000&+02
7.63008+02
7.8000&+02
7.95008+02
8.10008+02
8.25008+02
8.40008+02
8.53004+02
8.70008+02
8.8%5008+02
. 9.00008+02
9.13008+02
9.30008+02
| 9.45008+02
9.560008+02
9.750048+02
9.88008+02

2.31234+03

ALT/3280

0.0000&+00
1.80254-01
8.11483-01
2.04122+00

4.03804+00

7.00828+00
1.12234+01
1.70528+01
2.498748+01
3.56944+01

5.01148+01
5.01148+01.
6.67488+01

8.32818+01
9.974652+01
1.16258+02
1.32808+02
1.49468+402
1.66308+02

©1.83398+02

2.00808+02
2.18598+02
2.36878+02
2.55708+02
2.75198+02
2.95458+02
3.14588+02
3.38728+02
3.62008+02
- 3.86594+02
4.12658+02
4.40393+02
4,70048+02
5.01864+02

.

5.36184+02

5.70784+02
5.70784+02
5,73338+02
6.11968+02
6.50778+02
6.89818+02
7.29144+02
7.48828+02
8.08908+02
8.494548+02
8.90524+02
9.32208+02
9.745448+02
1.01764+03
1.06138+03
1.10638+03
1.13218+03
1.19908+03
1.24708+03
1.29448+03
1.34728+03
1.39958+03
1.43334+03
1.50944+03
1.36744+403
1.62768+403
1.69028+03
1.75548+03

1.82408+403 °

1.89998+03
1.97164+03
2.03164+03
2.13674+03
2.227748+03

2.31234+03 -

SLUT
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VEL#60/88

0.0000&+00
9.180148+01
2.17078+02
3.79878+02
5.86744402
8.49708+02
1.18824+03
1.62908+03
2.206248+03

2.96994+03
4.,00808+03 -

4.00808+03
3.97818+03

3.96004+03

3.95434+03
3.961648+03
3.982648+03
4.01818+03
4.06904+03
4.13634+03

%,22128+03

4.32504+03
4.44918+03
4,59538+03
4.76558+03
4.96194+03
5.18728+03
9. 44444403
5.73724+03
6.06994+03
6.44768+03
6.87684+03
7.36534+03
7.92304+03
8.56264+03
9,24814+03
9.24814+03
9.25024+03
9,28848+03
9.33904+03
9.40234+03
9.47884+03
9.56894+03
9.67338+03
9,79254+03
9.92744+03
1.00794+04
1.02474+04
1.04344+04
1.06404+04
1.08664+04
1.11154+04

1.138848+04

1.16868+04
1.20128+04
1.23698+04
1.27584+04
1.31858+04
1.36528+04
1.41658+04
1.47308+04
1.53544+04
1.60468+04
1.68188+04
1.76838+04
1.86678+04
1.97908+04
2.40934+04
2.26344+04
2.42304+04

ALT**

7.43644+00
1.03342+01
1.40064+01
1.79314&+01
2.27164+01

2.90274+01.

3.76088+01
4.91278+01
6.453948+01

8.61688+01.

1.19564+02
-3.49288+00
-2.35544+00
-1.1737&+00
6.37238-02
1.37044&+00
2.74858+400
4.20938+00
3.76334+00
7.42274+00
9.20158+00
1.11168+01
1.31858+01
1.54322+401
1.78838+01

. 2.05718+01

2.35364+01
2.68268+01
3.05014+01
3.46398+01
3.93368+01
4.47228+01
5.096464+01
5.82994+01
6.70458401
7.68918+01
3.068568+00
3.14678+00
4.33518+00
3,55988+00
6.82558+00
8.13724+00
9.50084+00
1.09228+01
1.24098+01
1.39698+01
1.546108+01
1.73448+01
1.91828+04
2.11368+01
.2.32244+01
2.54628+01

2.78734+01

3.04834+01
3.33218+01
J3.64258+01
3.98414+01
4.36258+01
4.78484+01
3.25984+01
3.79934+01
6.41838+01
7.13728+01
7.98418+01
8.99848+01

- 1.02388+02

1.17898+02
1.37938+02
1.648534+02
1.97068+02

6

3.21708+01
J.21678+401
3.21578+01

3.21378+01
. 3.21048+01,

3.20568+01
3.19888+01
3.18958+01
3.17688+01
3.15982+01
3.13718+01
3.13712+01
3.11128+01
3.08588+01
3.06088+01
3.03618+01
3.01168+01
2.98738+01
2.96298+01

. 2.93858+01

2.91408+01

2.88924+01

2.86418+01
2.83864+01

T 2.81258+01

2.78588+01
2.75838+01
2.73008+01
2.700748+01
2,67028+01
2.63858+01
2.560538+01
2.57064+01
2.53408+01
2,.49358+01
2.45754+014
2.45758+01

-2.45478+01

2.41348+01
2.37308+01
2.33338+01
2.29438+01
2.25608+01
2.21828+01
2.18108+01
2.16428+01
2.10788+01
2.07188+01
2.03514+401
2.00078+01
1.965644+01
1.93044+01
1.89558+01
1.86068+01
1.82598+01
1.79114+01
1.79634+01
4.72148+01
1.68444+01
1.65128+01
1.61388+01
1.98028+01
1.54434+01
1.50794+01
1.647118+01
1.43382+01
1.39598+01
1.35728+01
1.31764+01
1.28234+01

RO

0.000048+00
4.14688+01
2.01808+02
4.71508+02
7.26968+02
7.91008+02
6.11924+02
3.19044+02
1.021348+02
1.75538+01
1.33974+00
1.33974+00
3.39808-02
8.86264-04
2.35164-05
6.27694-07
1.66534-08
4,33678-10
1.09374-11
2.63284-13
5.95774-13
1.24658-16
2.36848-18
4.00858-20
3.91738~-22
7.44508-24
7.78478-26 -
6.57894-28
4.35694-30
2.18434-32
0.00008+00
0.00004+00
0.0000&+00

.0.0000&+00

0.00004+0C0
0.0000&+00
0.00004+00
0.00008+00

' 0.00004+00

0.00004+00
0.0000&+00
0.00008+00
0.00008+00
0.00008+00
0.0000&+00
0.00002+00

0.00008+00
0:00004+00
0.00008+00
0.00008+00

0.00008+00
0.00008+00
0.0000&+00
0.00008+00
0.00004+00
0.00008+00
0.0000&+00
0.0000&+00
0.00008+00
0.00004+00
0.00004+00
0.00008+00
0.0000&+00
0.00004+00
0.00008+00
0.00004+00
0.00008+00

+ 0.0000&+00

0.00008+00
0.00004+00
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5 MODELLERING OG MODELMODIFIKATION.

5.1 Eka.3: Veksten af en enkelt fisks blomasse.

.

I forbindelse med undersggelser af fiskebestandes udvikling med henblik pi en
sanlet'model for fiskerlets indflydelse pA fiskebestandene, kan man fd brug
for en model af udviklingen 1 en enkelt fisks biomasse, W({(t). Det er rimeligt
at antage, at sndringen 1 fiskens biomasse, W (t), er forskellen mellem den.
biomnsse, fisken optager, og den blomasse som den afgiver. Da en fisk udeluk-
kende optager biomasse gennem tarmoverfladen, kan: man torsoge at antage, at
den optagne biomasse er proportional med tarmoverrladens storrelqe, som vi

vil benavne S(t), og den optagne biomasse altsé HS(t), hvor H > 0 .

Den: biomasse, fisken afgiver, afgives spm f¢lge af en nedbrydning af fiskens
vmv,vo& da denne nedbrydning sker dels som et led 1 en konstant fornyelse af

_vmvet, oy, dels ved almindeligt muakelarbejde, antages nedbrydningen at vzre

proportional med mengden af vav, altsid med den samlede vagt. Parallelt med
biomaaéeopbysningen beskrives biomassenedbrydningen altsd som -KW(t), K > 0.
Som hodel for gridringen 1 fiskens biomasse fds altsd:

b . . .

'wf(é)‘= HS(t) - KW(t) .

Hvisévi antager, at en fisk altid vokser isometrisk (lige hurtigtlp& alle . le-
der), kan fiskens vegt opfattes som et rumfang, og tarmoverfladen som et
areal. Da en terning med siden L jo har rﬁnranget v==L3, os'sidearealett
A =fL2:, er sammenhangen mellem arealet og rumfanget: A = v2/3 , vl kan altsé
erstatte S(t) med (w(t))2/3, hvorefter differentialligningen kan skrives som:

&r(;) = wi(e)?/3 - Ka(e) .

[
N

Denne itgning kaldes Bertalanffys ligning efter systemteoretikeren Ludwig von
Bebpkiantty, der har udviklet denne grundform for en model af ®ndringen i en
fisks blomasse. ,

Forlﬁt:skarfe o8 et overblik over l¢gsningens (w(T)’»a) forlgb, kan vi opsti}-
le rofgende ODIN-program:

o EQUATIONS
: W' = HeWee(2/3)-Kel
INITIAL
W = 0.001 He1 K = 0.29
SIMULATION
SIMTIME = 30
OUTPUT-
PLOT(T+SIMTIME/S0) W AS W '
HEAD SBERTALANFFYS nonsL FOR EN FISKS VEGTS
RUN
: g8ToP
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Ved sammenligning med eksperimentelle miledata finder man, at lgsningskurven
passer darligt med virkeligheden, og man har derfor forsggt at forbedre mo-
dellen, s4 den stemmer bedre overens med miledata. Man er pA denne mide ( se
URSIN,E (8)) ndet frem til fglgende model: -

W (t) = BW(E)® - Rkw(t)® , hvor O<a<ge=l’

For de‘fleste fisk -fédr man god overensstemmelse med virkeligheden, med a=2/3
o B =5/6, mens man for nogle laksearter fAr bedst overensstemmelse med mile-
data med axBer 0.8, altsd W' (t) = (H-K)-W(£)°'§ . Laksenes vekst bliver
altsd noget, der lignér eksponénciel vekat. At laksene aliigevel ikke bliver
gigantstore'forklares med, at deres gydning ﬁedfarér et s& stort. vegttab, at

de kun overlever noglé f4 gydninger. -

Vi v1l nu vise, at modellen har samme kvalitative egenskaber ved forskellige

‘'valg af o og B , og at vi derror'kanAtilpasse nodellen til forskellige szt

miledata ved at msndre pd a og 8.
livis vi unders¢gger ligningen
WO(E) = HW(E)® - KW(t)®

nzrmere, ser vi at lgsningskurvens tangent er vandret for

wo(t) =0 . <a>

.o 8
HW(t) = KW(t) . ) {=>
wit) =0 vV WP e H/Kk <>

W(t) =0 v W(t) = (H/K) 8@

For W(t) > 0 fis

W' (t)

WeR = W/K - w(e) B
1 .
Bra - B-a
N&r W(t) < (H/K) er W(t) < H/K ; altsd
L 5 for Wit < (H k)ié;
wit) °K or W(t) < (H/ . »
Da W(t)® XK > 0, er ogsd W' (t) > 0 for W(t) < (H/K) 7% . 1

D.v.3. at et givet szt o, 8, H, K fastlagger et niveau W, (t) = (H/K)B:; .
for hvilket W = 0, mens W’ > 0 under niveauet. Da W” kun er afhsnglg af W,
mens t 1kke indgdr i udtrykket, (systemet er autonomt) kan W ikke passere W,
da det ville kramve, af W° skulle blive stgrre end 0 for W > W, , men for
W>W, er W < 0. ' .
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Den samme slags betragtninger kan g¢res for nivcauet W = 0, og resultatet
bliver, at lgsningskurven for ligningen

W= HW® - xwf-

altid vil se ud som skitseret (se 8.28), idet forskelligé valg af o, 8, H op
K blot vil flytte kurven og sndre dens stejlhed. For at bestemme konstanterne
a, 8, H og k kan man udfgre visse akvarieforsgg med fisk, som det vil fare
for vidt at beskrive her, da problemerne cr af mere bliologisk end matematisk
karakter. En beskrivelse kan ses 1 URSIN,E (8)1

5.2 Eks.d: En rovdyr-byttedyr-model.

Vi opstlllede 1 sidste afsnit en model for vzksten af ecen art, der lever uden
vekselvirkning med andre arter. Vi vil 1 dette afsnit vise et cksempel pA en
bestemt type to-artsmodeller; nemlig LOTKA-VOLTERRA-modellen. Der er tale om
en model af et system, hvor to arter vekselvirker med hinanden p& den mbde,

at den ene er fgde for den anden.

Lad os som eksempel pd et sddant system tznke os en lsoleret biotop, f.cks.
en ¢, hvor der kun lever razve og harer, og hvor der er f¢de nok tll harerne.
Hvls der kun var harer pd ¢én, kunne vi beskrive udviklingen af harebestanden
ved

I. HARER” = A HARER , hvor A > 0,

idet HARER betegner antallet af harer.
Hvis vi betegner antallet af rzve med REVE, kan vi pd tilsvarende mide beteg-
ne udviklingen 1 en bestand af reve, hvis der ingen harer var pd gen:

II. REVE® = -B REVE , hvor B > 0.

Hvis der bide er rave og harer pA ¢en, sdledes at ravene begrmnser vaksten 1
harebestanden, kunne det betyde, at harernes vakstrate, A, skulle vare cn
funktion af antallet af rave. A skulle sd vzre en aftagende funktion af REVE,
da mange r=zve Jo zder flere harer end f4 rzve, hvor den simpleste funktion

ville vare:

A = Cl - C2 REVE , Cl, C2>0 .
Vi kunne pd tilsvarende mide sige, at rzvenes vakstrate, -B, skal vere cn
voksende funktion af antallet af harer, da mange harer gliver fode tll mange

rzve, hvor éet simpleste udtryk er:

-B = -C3 + Ch HARER , C3, Ch>0 .
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Ligningerne I og I1 kan nu omskrives til:

Y{ {HARER® = C1 HARER - C2 REVE HARER
III. -
REVE” = -C3 RAVE + C4 HARER REVE

Deﬁﬁé system af to koblede 1. ordens differentlalligninger kan ikke lgses pd
traéiﬁionel vis, hvorfor vi vil s¢ge at skaffe os et indtryk af lgsningskur-
vgrnés forlgb v.hj.a. et ODIN-program. Ved numerisk lgsning af to-artsmodel-
A‘1ér,éngiver man tit 1¢Sn1ngskurverne ved gt,gfbild? den ene lg¢sningsfunktion
‘som Qunktion»ar den anﬁen, a;ésa-arsmtte aammenhﬁreéde verdier af de to funk-
tionér‘i et koordinats&stem,méd de to funktioner som,akseri Fasebllledet, som
denne afbildning kaldes, giver nemlig et godt indtryk af, om den matematiske
model, og den numeriake lgsning, er stabil. Dette er interessant; da man ofte
vil; kreve af modeller af biologiske systemer, at de er stabile. Man har.nen-
lig en Iintuitiv fornemmelse af, at naturen udviser stabllitet over kortere
tlds;um, nir den ikke udsattes for ydre padvirkninger.

Hvié?systemet.svihger stabilt, vil fasebilledet bestd af lukkede kurver, een
for hver startsituation, mens et system med dampéde'svingninser vil give et

' faééﬁillede bestdende af konvergerende spiraler. Hvis svingningerne 1 sysieh-

et Aé;;mod bliver kraftigere og kraftigere, vil fasebilledet vare en spirai,

derhﬁeymger sig udad 1 stadig sterre Bher,;og derfor far'qller-siden'vil ske-

re en akse (dvs. den ene-art uddgr). Se fiﬁur 5.1 nzste side.

Et'ODIN-program til beskrivelse af vores 6pstillede4ligningssystem, med angl-
volée af lgsningen som et fasebillede, kan se ud som fglger:

EQUATIONS
HARER® = C1#MARER - C2#REVESHARER'
REVE® © -CI®REVE + CA®REVESHARER
INITIAL .
REVE = 100
HARER = 1000
¢i- = 0.104
€2 = 0.00009
€3 = 0.1
¢+ = 0.00008
SINULATION
. DTMAX = 1

DTMIN = 0.0001
STOPCONDITION = HARER < 3 OR REVE < 1
SINTINE ~ 300

oUTPUY S
PLOT(HARER+1+100) REVE A8 R
HEAD $LOTKA-VOLTERRA MODELS

RUN ’

8ToP




STABILE
SVINGNINGER

B

REVE [

HARER'

DEMPEDE
SVINGNINGER

oy

REVE

\

HARFR

FORSTRRKEDE ' .
SVINGNINGER

I

\

HARER
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Det ses, at fasebilledet bliver en lukket kurve, hvorfor modellen ibenbart
beskriver blotopens udvikling som et system udvisende stablle svingningee.
Dette resultat falder meget godt 1 trdd med en intuitiv fornemmelse af, at
naturen arbeJder 1 en fast rytme, ndr den ikke udswttes for ydre pivirknin-
ger. '

Ved enjmatematiék analyse af ligningssystemet kan man igvrigt visq,‘ac det
vil udvise stabiie svingninger for alle valg af €1,C2,C3 op Cl. En neruerc
gennengang af denne analyse vil krave flere forudsstninger, end der krazves
til dette kursus, hvorfor eventuelle interesserede henvises til [.eks. MAY,
s. 188-189 (4).

Vi har 1 de foregdende overvejelser over modellens opbygning hele tiden valpt
de simplest tenkelige udtryk for vekselvirkningen mellem harer og reve. bks-
perimenter med f.eks. bakterier og bakteriofager har da ogsd vist, at model-
len ikke reproducerer opniede mileresultater serligt przcist. Vi vil derfor
nu forse¢ge at forbedre modellen ved at benytte 1decrne om loglstlsk vakst
t11 en udvidelse af modellen.

Hvis vi i systemet III erstatter den positive vazkstrate for harer, Cl, med
det logistiske led:

Cl - (1-1/D1 - HARER),

far vi introdﬁceret en bzrekapacitet for harehestanden, Dl. 1 den negative
vakstrate, C2 REVE, kan man indf¢re en endring, der er udtryk for, at hver
rev vil spise en mindre brgkdel af harerne, nér der er mange harer. Leddet
kan f.eks. =ndres til:

REVE

C2: HARER + D3 '

siledes at den fgrste ligning 1 systemet III nu kan skrives somn:

C2 - REVE - IIARER

HARER' = C1(1~1/D1-HARER) -HARER ~ HARER + D2

Det sldste led er sidledes udtryk for, at revenes indhug 1 harebestanden vil
vokse asymptotisk mod at vzre proportional med antallet af reve (C2 RFVE),
ndr harebestanden hliver stor.

Man kan indfgre et tllsvarende logistisk led for revenes vakst, hvor det er
oplagt, at bzrekapaciteten for rzvene under passende omstendigheder cr pro-
portional med antallet af harer. Det logistiske led kan derfor se ud som (gl
ger:

) _ REVE
c3 a p3 -HARER)

Da vi her har indregnet harebestandens indflydelse pd ravebestandens vakst,

kan vi omskrive ligningen for ravenes vakst til:

C3-REVE

L . -
REVE C3-REVE D3 HARER

- REVE
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Vi har nu modiriceret'LQTKA-VOLTERRA-modellen til ligningssystemet:

o R o (1 . . _ C2-RRVE-HARER

3§ l’.fARhR Cl- (1-HARER/D1) + HARER —H—A—iz—n—;-—o—r—
v, :
C3-REVE

D3 -HARER = AVE

REVE' = C3-REVE -

Ved at #ndre programmet fra fgr til:

N

1 eevations ’ " ?
HARER® = C48(1-HARER/D1)HARER - C26REVESHARER/ (HARER + 02)

REVE® = CSORIVE - CSCRIVEOizl(DSONARER);

: INLTIAL : j
: REVE = 153 :
HARER = 4000
c1 = 0.101
€2 - 0.5
€3 » 0.1
01- = 4000
02 = 2000
] = 0.0%
SINULATION
OTHAX = 4

OTHIN = 0.0001
BTOPCONDITION = HARER € 3 OR REVE € 1 -

. GINTINE = 100

ouTAUT
PLOT(REVE10.1+0.5) HARER AS M
PLOT(T+SINTINE/SO) HARER AS Hs REVE AS R
MEAD SMODIFICEREYT LOTKA-VOLTERRA MODELS

RUN , : ,
. 8T0P '

Akan'ﬁi.ré det pa nmste side Visté fasebil;ede.

'h ’ '
Det ses af kurverne, at systemet svinger ind mod en atabil tilstand hvor ha-
rerne ob revene er 1 ligevmgt, altsd HARER® = 0 og RﬁVE ‘= 0. Systemet udvi=-
ser altsd dempede svingninger.
Man kan vise (MAY (4) s. 189-193), at en nadvendig og tilstrzkkelig betingel-

" ge ror stabilltet er:

I ©,.c2 n3 C2 D3 :
.; - c3 2(-—-1 (1 - T - )2 + 4—T )
I 1*9—5 T*U‘l'—ar'm’““sr

Skwnt May“s analyse kun viser, at systemet er lokalt stabilt, kan en grundig-
ere’ analyae (MAY, ch.4. (4)) vise, at betingelsen medfgrer global stabilitet.
altsﬁ at systemet uafhenglgt af startvardler (>0 ) vil svinge ind mod lige-
vmgtspunktet. Modellen udviser altsd en opfgrsel, der 1 hgJ grad stemmer
overens med, hvad vi vil forvente af et biologisk system,

}

Wy
5

T
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5.3 Eks.5: En konkurrencemodel.

Vi har tidligere haft forng jelsen af at se, hvordan veksten for en population
kunne tznkes at forlgbe, under visse idealiserede forhold, hvor der bl.a. 1k-
ke var taget hpjde for en evt. gensidig pdvirkning ﬁellem biotopeﬁs (forskel-
lige) populationer (logistisk vazkst, kap.h, 8.20). Denne géns@@}ge pAvirk-
ning mellepﬁpopulationeﬁrkan og bliver ofte opdelt iifalgende firé kategorier
" 1) Konkurrénce (om fgde) ~ -

2) Rovdyr versus byttedyr (incl. parasitter) -

3) Adsler og forrddnelse

4) Symblose
I dette eksempel vil v1 se nzrmere pd den fgrste kategori. Vi vil ved hjelp
af en simpel model, hvor det system, vi kigger péd, er et begrznset mllje,
hvor andre effekter udelades, beskrive vmksten af for overskuelighedens skyld
kun 2 konkurrerende populationer (x; og iz)-

Den eneste begrznsning af en populations vzkst i modellen for loglutlisk vekst
x' = vex:(l-x/K);

var begransningen i miljget, bmrekapaciteten K, som er et udtryk for popu-
lationstetheden eller for hvor mange individer blotopen maksimalt "kan hazre".
Onsker vi at udbygge denne model, sd der tages hgjde for den pensidipge kon-
kurrence om fgden mellem x; og xz2, md vi altsd sg¢gge at finde ct begrensende
led, sowm arhanger af den konkurrerende populations stgrrelse. Velger vi det-
te led som en eller anden faktor (fi>= 0) gange populatlonens stgrrelse

(xj, hvor 1i<>j) , f&r vi nedenstldende system:

L]
n

vixi{l - x,/K;) - f1x,

»
N
1

= vaxa(l = X3/Kp) = f£ux,

Nir man har opstillet en model, vil det, som tidligere omtalt, varec rimellgt
ngJere at undersgge, om den er 1 overensstemmelse med, hvad vl ved og forven-
ter om siddanne systemers opfersel.

lModellen vil have et ligevegtspunkt (x3i” = 0, X" = 0), nér

viexy (1 - x1/Ky) = £1-x%, og vaeXy (1 = x3/K3) = £3-x;,
d.v.s. konkurrenceleddet (fi1x;' respektivt £,x;) og "den logistiske vakst",

1 hver af ligningerae, samtidigt er af modsat stgrrelse. Dette er bl.a. op-
fyldt for x; = O og %2 = 0.
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Ved nogle beregninger, som det vil vare for omfattende at komme ind pd 1 den-
ne forbindelse, kan man desuden vise, at modellen har et llgevmgtspuhkti for

L
.

£1£; < viva,

] nar man antager, at x;<>0og x;<>K; samt, at x,<>0 og x,<>K,. Det kan desuden
vlseé, at betingelsen (£1£2<v1Vv2) ogsd er tilstrm.kkel'ig til at sikre
0<x1<l(1 og 0 < x2 < Kp.

Vores model m& der(‘or siges at udvise cn matematisk set "passende opfgrsel”,
-m'm blot produktet ar konkurrencefaktorerne, flfz, er mindre end produktet af

vaxkatraterne, vivz. ; : Lo
. : ' i i

I det ‘f¢lgende vil v1 1kke desto mindre modificei{e denne nodel, da vzkstbe-
grmﬁéningen ved konkurrencen kun af‘hé,nger, af "den anden" populations stgrrel-
sé.der—at gore modellen mere reallstisk mener vi, at begransningen ved kone
kurrence skal vare afhanglg af begge populationers stygrrelse, da det er nar-
turligt at antage, at populationerne ogsid konkurrerer indbyrdes. I stedet’
for at pdklistre "den logistiske vekst" et begraznsende led indsetter vi der-
for, pé tilsvarende mdde som baerekapaciteten, leddene flxz henholdsvis fle,
s&ledes at den modiricerede model f4r falgende udseende:

x] = visxX1s (1 - %1 /K] - £1°%5)

Xi'= vaexpe(l - x/K; = fz'xl)

I dériné m;adel er populationernes vakst deri‘or"afhmngitg, t‘or.uden af populatio-
nerﬁés" indbyrdes konkurrence, af konkurrencen mellem de enkelte 1lndivider i
hver:af populationerne', da . konkurrenceledene bliver henholdsvis f,+<x;+x, og
fz'xl'xz. Faktorerne, £, og f£,, udtrykker, 1 hvor h¢j grad de. to populationer
konkurrerer om den fmlles fpde, sfdan at forstd, at det samtidigt ogsd er et
udtryk for, hvor dirlige de er til at komplettere manglende f¢de fra "den
f‘mlle's;pul.je" med anden fgde, son der ikke er konkurrence om.

Denﬁé .sidste model;haé et ligevagtspunkt(x\; = 0, x3 = 0)ndr x; of leer lig
med"huﬁl men nok s& 'intéressant er det, at populationerne vil ni en lige-
.r;_,t (ifglge N.Keyfitz (3)), ndr’ 1/K1K; > £1f2, hvilket med andre ord be-
Lyder, at begrensningen 1 miljget skal vere stgrre end den ved konkurrencen
on téden. Hvls konkurrencen er stgrre end begrsnsningen 1 miljget, vil ud-
vikl‘ingeﬁ lede 1 en retning, hvor en af populationerne t1l sidst er udryd-
det.:‘ Denne, mdske 11dt overraskende, udvikling er faktisk 1 overensstemmelse
med"éksperiment‘elle resultater (af f.eks. Thomas Park, 1964 (5)). Det betyder
alpa‘xﬁ, at "udstrakt konkurrence" (£,£, »>o 1/K;K,) giver ustabllitet i et
beg,r}:miaet miljd. Men ndr denne form for konkurrgrice alligevel forekommer 1
naturen, uden at den ene af populationerne bliver udryddet, skyldes det (3);
at de kun delvist lever 1 'den samme niche i biotopen. Men at et resultat
forekommer "uventet” kan ﬁaturligvis ogsd skyldes, at det er modellen, som er
uttlstrekkelig. : .



Vi kan nu pd grundlag af de to sidst opstillede ligninger skrive felgende

ODIN;program:

- 40 -

EQUATIONS ‘

X1®' = VieXq1e(4 - X1/K1 - F1ax2) 7
%X2' = V2#X2#(1 - X2/K2 - F2#X1)

< INITIAL ~= = = -
X1= S0 %2= 50

vi= 0,3 V2= 0.8

K1= 100 .K2= 300 .

F1= 0.001 F2= 0,005

SIMULATION
SIMTIME= 40
MAXABSERR= 0.0001 MAXRELERR=.0.00014
DTMAX= 0.5 OTMIN= Q.0001

OUTPUT
HEAD ¢ KONKURRENCE-MODELLEN ¢
PRINT(1) X1y X2, T
PLOT(T+SIMTIME/S0) X4 AS 1y X2 AS 2

RUN
STOP
KONKURRENCE -~ MODELLEN

X1 X2 T
5.00008+04 3.00004+01 0.00008+00
5.65154+01 6.803748+01 1.0000&+00
6.23328+01 8.937648+014 2,00008+00
6.71948+01 1.13234+02 3.00008+00
7.09748+01 1.38498+02 4 ,00008+00
7.36798+01 1.63798+02 5.00008+00
7.54188+01 1.87938+02 6.00008+00
7.63608+01 2.09984+02 7.00004+00
7.66908+01 2.29448+02 8.00008+00
7.65828+01 2.456164+02 9.00004&+00
7.61838+01 2.60234+02 1.0000&+01
7.56078+01 2.71938+02 1.10008+01
7.493684+01 2.815848+02 1.20008+01
7.42318+01 2.89548+02 1.30008+01
7.35284+01 2.96098+02 1.40004+01
7.28538+01 3.01518+02 1.30008+01
7.22188+01 3.06024+02 1.60008+01
7.16324+01 3.09798+02 1.70004+01
7.10978+01 3.12968+02 1.80008+01
7.06118+401 3.134648+02 1.90008+01
7.01743+01 3.17938+02 2.00004+01
6.97828+01 3.19888+02 2.10008+01
6.94328+01 3.21578+02 2.200048+01
6.91198+01 3.23028+02 2.30004&+01
6.88418+01 3.26288+02 2.40008+01%
6.85948+01 3.23374+02 2.50004+01
6.83748+01 3.26338+402 2.60008+01%
6.44808+01 3.27164+02 2.70008+01
6.80074+01 3.27908+02 2.80008+01
&.78344+01 3.28548+02 2.90008&+01
6,77184+01 3.29108+02 3.00008+01
6.73984+01 3.29608+02 3.10008+01
6.74918+01 3.30038+02 3.20008+01
4.739748+01 3.30624+402 3.30004+01
6.73144+01 3.30738+02 3.400048+01
&6.724038+01 3.31038+02 3.50008+01
6.71748+01 3.31328+02 3.60004&+01
&6.71164+01 3.31554+02 3.70008+01
6.706384+01 3.31768+02 3.80008+01
6.70195+01 3.31948+02 3.90004+01
6.69798+01 3.32108+02 4.00008+01



) ST 0T SF. OF 6. O
! L Ve a..o:..l....luloo..nlloo uw.w,wlnr l.,l..o l.c:u,
: ) S . , - .
+ . “: . M .4- - - ..
o - . : te - A .
) . g “ T . .
' £ - . R .
“ . ” . ..o. . °’
« 3 TR . R
‘ ! . . d ‘m > e e’scsensee . .‘-‘ g . » . - ) .
. 2t ‘. - . L 8 . ce - : .
. IR . ‘g L . ’ . ¢
‘e o -, - ° [ I B .
. - . ” . ” e - e " .
: . S . : g . . - .
. ' . Toe - g - 3 . - o .
. . N ° A.. [ s’ “ - ., w0 “
: \ - . .
’ - L) ® o = PR - oo - ®
. g e c. R . . ..
. N e . . .
: . N . . - .
i e o .
o ; - . . : . .
R e . - ) .
. . s
e de e . .
.. P -t - *®
. o.. ! .o. . .
. . . ..
) . . R ) .
. ‘.. K] N .
. . e ) ‘e,
: e I i . . - ‘.
b . . Y ° RTINS .
. . . - . .
. . e .
E e, . ‘. s e
.. e ‘o . N T e
.. . . .
. o I T 'y
- ‘o .- . N : e, N
R . . . ) $ F . N .
. s . S M . s * T ot
: . e e e e se et ca .ﬁt-oututut-t.nwu.r.l.lnll.‘O|lo.¢.

.08 €y 0y 6C K- 8 §b OF. § . .0 3
2 zoevoo00°y | Z 00+90000°0 - ZTX.= LT
3 10+90000°9 - - .} 10+30000°S . 3% =8 S T

T ou:a..:.s 2: b

'z zdegooo0'y. _, 2 Z0+30000°F: - - - .z Z0+90000°Z
3 10490000°6 -~ . 30e90000°9 - 'S 104900002 -
. S T .,.. 110730 au#o-,




- ’ -2 -

5.4 Eks.6: En minl-Nordsg-model.

I dette cksempel vil vi rorsage at kombinere nogle af de modelstrukturer, son
vi har omtalt i1 de tidligere eksempler.

En del af vores inspiration-til dette eksempel er hentet fra Nordsgmodel-
len (9); hvorfor vi har valgt at opstille :en model af et maritimt trearts-
system, nenlig et system bestdende af plankton, sild og torsk.

Lad os fastlmgpge vores opgave tll: Ved hjzlp af en model at heregne torske-
og sildebestandene 1 et havomrdde igennem en Arrskke, nir der t11 ethvert

tidspunkt filskes en given procent af bestandcne.

Pgr vi begynder det egentlige modelarbejde, vil vi henlede opmerksomheden nd,
at vl af illustrative grunde har tilstrabt at gdre vores antagelser om syste-
mets struktur og adferd sd slmple og gennemskuelige som muligt, hvorfor de
i en biologisk synsvinkel kan fremstd noget grove.

Vi har tidligere fra Eks.l og Eks.5 set, hvordan to arter kan vekselvirke med
hinanden. I dette tilfzlde udvider vi modellen til at omhandle tre arter.
Samtidigt vil vi opdele den enkelte art 1 forskKellige grupper efter deres
styrrelse, da vi her vil antage, at store og smd individer af samme art har
forskellig adfzrd. De spiser f.eks. ikke det samme, de smid liskes 1lkke, etc.
Lad os nu kort og godt opskrive de antagelser, vi har gjort om systemect.

Opdeling af grupper:
l.- 5114 opdeles i to grupper, store sild (S2) og smd sild (S31).
2.- Torsk opdeles 1 tre grupper, store torsk (T3),

mellemstore torsk (T2) og smid torsk (Tl).

3.- Plankton (Pl) er summen af zooplankton og phytoplankton. Plankton-
biomassen beskrives som et antal enheder med en konstant gennem-
snitsvmgt.

Fgde:

l.- Plankton har en ubegrenset {¢demzngde.
2.- Sm3 torsk og smi s1ld ader kun plankton.
3¢~ Mellemstore torsk mder kun smi sild.

4.~ Store si1ld mder kun smi torsk.

5.- Store torsk adce kun store sild.
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Pisknirng; o naturlig dedsrate:
" le=~ Kun store sild, mellemstore og store torsk flskes, og de ftskes

«;med en fast procent af hver af bestandene.

T
2.~ Torsk og sild dgr af sult, hvis der er utilstrekkelig med rade:
3.~ Alle grupper har en konstant dg¢dsrate, som ikke skyldes hunger.-

Regroduktion

lo~. SmA 84ld fvdes 1 et .antal proportionalt med antallet af

: -Eistore 81ld. . :

é.-:;Smu torsk fedes pa 1ignende mide med et antal, der er

:fproportionalt med antallet af store og nellemstore torsk.

3.~ Plankton fades kontinuerligt med en vmkatrate, der giver
"logistisk vekst. A

'Den"ido, som vl vil opbygge vores model ertef. er at.opsfille to differenti-
allirninber for hver gruppe. En, der skal beskrive et individs vegtendring
'(w ), op en, der skal beskrive zndringer 1 gruppens antal (N°). PA denne made
kan den samlede biomasse for en gruppe .beskrives som produktet af gruppens
anbai or et individs vagt (som er den samme for alle 1 gruppen).

- o ; ’ i
Inden vi begynder opstillingen ar differentialligningerne. vil vi indfgre en
notatlon for de enkelte grupper, variable og konstanter. .
Vi vil beh:vne plankton-gruppen Pl, smd sild Sl store sild S2, smd torsk TI,
nellemetore torsk T2, og store torsk T3. '
Ud fra dette kan vi sé navngive de enkelte gruppers tilknyttede variable
o8 konstanter. F.eks vil NT1 og PFS2 vere antallet af sm& torsk henholdsvis
Fiskeraten for store sild.
Denne notation vil herefter blive benyttet 1 teksten s&vel som 1 det ef-
cerfalgende ODIN~program.

-
C -

Fré'kksempel 3 kender vi den modificerede Bertalanffy ligning:

dW/dt = HeW88(2/3) ~ KOWH#(5/6)

aom’detop udtrykker en .fisks vaskst. Vi kan altsd lade ligningen heskrive
vwkscen af fisk 1 de enkelte grupper ved at angive en ligning for hver grup=
pe.,WSl =, .., WS2"°=,.., oBV.
It,

Imidlertid bliver f.eks sm& torsk , der vokser som en funktion af tiden, pA
et tidspunkt sA store, at de skal flyttes til nsste gruppe, dvs til mellem-
utore torak (fra T1 t1l T2).

. VL har i denne model valgt at lade sddanne "gruppeakift" ske hvert Ar efter
falgende menster:

S1 overfgres til S2
T1 overfgres til T2
T2 overfgres til T3
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Ved samme leJlighed antager vi, at de smd sild fodes afhangipt af antallet af
store sild, udtrykt ved konstanten (352, mens de smd toesk fades afhengigt af

antallet af mellemstore og store torsk, udtrykt ved konstanterne GT2 op 073,

De n=ste differentlalligninger, som vi vil opstille, skal heskrive wndringen
-'af -antallet- 1 en bestemt gruppes Lad os -eksempllificere dettesved at "se" -
ngrmere pd gruppen med store sild (s82).

Tilvaeksten sker, son tidligere nasvnt, ved en diskret handelse cn jang om
dret. Nemlig néir de smé sild er bhlevet si store, at de flytter over 1 gruppen
med store sild (; hvor der muli&vis er nogle 1 forveJen) Frafaldet 1 heutdn—

den sker derimod kontinuert og cr bcstcmt ar’ falbende raktorer:

- det antal der flskés,

det antal der =des .

- det antal der d¢r af sult -

- det antal der d¢r af andre grunde.

Det antal, der fiskes, vil vi beskrive som:
FS2 #% NS2 ( riskerate #* antal store sild );
hvor 0 <= F82 <= 1.

Det antal store sild, som =des af store torsk, antages at vere ﬁroportionalt
med det fgrste led 1 Bertalanffy“s vakstligning for store torsk, som Jo er
et udtryk for, hvormeget en enkelt torsk optager af den indfangede fode, pan-
ge antallet af store torsk. Altsd HT3#WT3##(2/3)#NT3. Lad os videre antape,
at proportionalitetsfaktoren ES2 ( ogsd kaldet aderate ) er 5 pange HT3, alt-
sd at en torsk spiser 5 gange mere, end den optager.

Dette medfgrer, at torskenes indflydelse pd bestanden af store sild vil vare:
Torskenes fgdeforbrug divideret med den totale biomasse af store sild gange
antallet af store sild, altséa:

(ES2#WT3%%(2/3)#NT3/(WS2#N32) ) #NS2 hvor ES2 = 5%HT3®

Ndr den totale biomasse af fgde (NT1#WT1) er for 1ille til at oppebzre den
aktuelle population af store sild (NS2), vil et antal af store sild d¢ af
sult. Lad os antage, at der for et hvert forhold imellenm fgdebehovet o5 doen
faktiske tilstedevzcende fodemengde vil dg en glven procent af bestanden af
sult. Vi kan f.eks sige, at vi via cksperimenter har kunne fastlegge denne
samnenh#ng sdledes:

Niar forholdet imellem fgdebehovet og den tilstedevrrende fgde, milt 1
blomasse, er:

171000 deor 0.0001% af sult om dagen
1/100 d¢r 0.001% af sult om dagen
1/10 de¢r 10% af sult om dapen
1/1 d¢r 1007 al sult om dagen
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Dette viser Jo tydeligt, at bestanden meget hurtigt vil blive reduceret pga.
sult, hvis forholdet nmrmer aig 1/10.

Hvad vi kan gg¢re er; at indlzgge disse data i en tabel (SULT), sldledes at
vl for ethvert forhold kan f4 beregnet.den rate, hvormed f.eks store sild dq_sr
af sult. Altsd: '

SULT((5*HS2%US2##(2/3) SNS2)/(WT1ENT1));

Endelig vil vi antage, at antallet af store sild, som d¢r af andre grunde:
sygdom, alderdom, etec., er pfi-oportionalt med bestandens stgrrelsce, altsd:

DS2#NS2 ; hvor 0 <= DS2 <=1 .

Vi kan nu opstille en differentialligning for =zndringen af antallet afl: store
sild: )

| éNS27dt s -(PFS2 + ((ES2#WT3%##2/3#NT3)/(WS2%¥NS2))
+ SULT( (S#HS24WS2%# (2/3)¥NS2)/(WTI#NT1)) + DS2)#NS2;

For planktoﬁ vil vi imidlertid valge en iidt anden beskrivelsesform. For‘det
forste vil vl sztte vegten af en planktonenhed til at vere konstant, altsi
‘WP1”= 0. PFor det andet vil vi (1 modsmtning til i de andre grupper) 1aée til-
veksten 1 antallet af plankton 'ske kontinuerligt. Nemllg 1 form af en lo-
»gistisl'( vekst, 1éennem hele simuleringsperioden. ‘

PP1%NP1#(1~NP1/BKP);
hvor PPl er en koefficlent for produktionen og BKP er bmrekapaclteten.
Da:vi antager, at plankton hverken d¢r eller fiskes, kan vi nu beskrive den
totale @ndring af planktonmazngden (NP17), som den producerede planktonmengde

minus den planktonmazngde, der =des.

dNPl/dt = PPI'NPI'(I-(NPI/BKP))-((EPI’(WSI"(2/3))'NSI
+CP1# (WT1##(2/3))#NT1)/(WP1#NP1) ) #NP1

hvor de to led med EPl og CPl er udtryk for, hvor meget plankton smi sild
henholdsvis smi torsk =der. ) ‘

Den hiologiske argumentation for valg og estimering af konstanter of para-
metre vil vi spare lsseren for og blot henvise til de vsrdier, som vi opere-
rer med 1 programmet. ’
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EQUATIONS

WPi'= 0

NP1°= +PP{#NP1#(1-(NP1/BKP)) : .
: -(( EP1#(WS1#%(2/3))#NS1 + CP1%(WT1#2(2/3))#NT1) /(WP1#NP1) ) aNP1

WS1°'= HS1#WS1*

#(2/3) ~ KS1#WS1%%(5/6)

NS1'= ~( ES1#WT2#2(2/3)#NT2/(WS12NS1) + DS1 + FS1
+ SULT(S#HS1#WS1#%(2/3)#NS41/(WP1#NP1) ) ) «NSH4

WS2°= HS2#WS2##(2/3) - KS2#WE2x%(5/68)
NS2'= —( ES2#WT3%2(2/3)#NT3/(WS2#NS2) + DS2 + FS2
+ SULT(S*HS2#WS2##(2/3)aN82/ (WT1#NT1) ) I aNS2

WT1"= HT1+#UT1#

#(2/3) - KT1#UT1#%(5/6)

NT1°= -( ET1#WS2##(2/3)#NS2/(WT1aNT1) + DT1 + FT1
+ SULT(S#HTI#WT1#%(2/3)#NT1/ (WP1%NP1) ) )#NT1

WT2'= HT28UT2#4(2/3) - KT2#WT2%2(5/6)

NT2'= -( DT2 +

FT2 + SULT(S5#HT2» WT2##(2/3)%#NT2/(WS1%NS1) ) ) aNT2

WT3'= HTJ#WTI#%(2/3) - KTI#UTI#%(5/6)

NT3*= -( DT3 +

INITIAL

WP1=5813 Ws
NP1=14-6 NS
PP1=0.0015 HS
BKP=1814 L&

pP1=0 DS
FP1=0 FS§
EP1=3#HS1 ES
CP1=S#HT1

SIMULATION
SIMTIME = 340
MAXABSERR = 18
DTMAX = S

OUTPUT

HEAD $ MINI NO
PRINT(15) NP1
PRINT¢15) WP1
PLOT(T 1 3#SIMT]
NP1 AS A
PLOT(T,3#SIMTI
WP1 AS G

DEFINITIONS
TABLEX: SULT =
RUN

FT3 + SULT(S#HT3I* WT3#2(2/3)#NT3/(WS2¥NS2) ) )#NTJ

1=14-2 WS2=0.2 WT1=18-2 WY2=0.23% WT3=1.0
1=147 N§2=545 NT1=148 NT2=543 NT3=143
1=0.0075 HS2=0.0075 HT1=0.0055 HT2=0.0055 HT3I=0.0033
1=0.00675 KS2=0.00675 KT1=0.003 KT72=0.003 KT3=0.003

1=0.002 Ds2=0 DT1=0.003 DT2=0.004 D73=0
1=0 FS2=0.003 FT1=0 FT2=0.001 FT3=0,003
1=5#HT2 ES2=5#HT3 ET1=5#HS52
G82=144 GT2=145 GT3=145
~20 MAXRELERR = 0.001
DTMIN = 0.001

ROSE-MODEL ¢
» NS4, NS2s NT1+ NT2y NT3
s WG1s WB2Zy WT1s WT2Zy WT3

ME/100)
M31 AS By NS2 AS Cy NT1 AS Dy NT2 AS Ey NT3 AS F
HE/Z10D)
W81 AS Hs W82 AS 1s WT1 AS Ks HWT2Z AS L+ WT3 AS M

(0,0} (1/1000+14-6) (1/100+18-3) (1/10,18-1) (1.1)




INITIA
Ws2
W81
WT3
WT2
WT1

_ NSO
NS2
_NS1

" NTO
© - NT3
NT2
NT1
S1IMULA
SIM
OUTPUT
" PRI

© PRI
;. PLO
T oPLO

RUN

INITIA
.. W82
T WB1
WT3

)
ClouTH
! NSO

' NS2
‘NSt

S5 ONTO
. ONT3
NT2
NT1
SIMULA
SIM
ouﬂPUT
. PRI
PRI
PLO

PLO

RUN
8T0P

- 47 -

L

> (WS2%NB2 + WE1#NS1)/ (NS2+NE1)
= 0.001

= (WT3#NT3 + WT2#NT2)/ (NT3+NT2)
= Wi

= 0.001

= GS2#NS2

= N82 + NS1

= NSO

= GT2#NT2 + GTIANT3I -

= NT3 + NT2 :

= NT1

= NTO .
TION

START = T

NT(15) NP1+ NS1s NS2y NT1s NT2»
NT(19) WP1s WB1: WS2, WT1s WT2,
T(T+3*SIMTIME/100) .
NP1 AS Ay NB81 AS By NS2 AS C»’
T(T 3*SINTIME/100) :
WP1 AS G1 WS1 AS Hy WS2 AS I,
L

= (WS2#NS2 + WE1#NS1)/(NS2+NS1)
= 0.001

= (WT3#NT3 + WT2#NT2)/(NTI+NT2)
= WT1 )

= 0.001

= GS2#NS2

= NS2 + NS§1

= NSO :

a GT24NT2 + GTI#NT3

= NTI + NT2 -

= NT1

= NTO

TION

START = T

NT(15) NP1s NS1s NB2y NT1s NT2,
NT(15)  WP4r WS1:1 WE2+ WT1y. WT2)
T(Ty3#SIMTIMNE/100) ‘

NP1 A8 Ar NE1 AS Br NS2 AS C»
TC(T,3#SIMTIME/100)

WP1 AS G+ W81 AS H) WB2 AS I,

NT3
WT3
NT1 AS D» NT2 AS Ev NT3 AS F

WT1 AS K» WT2 AS Ly WI3 AS M

NT3
WT3
NT4 AE Dy NT2 A8 E» NT3I AS F
WT1 AS Ky WT2 AS L» WT3 AB M




MINI NORDS@-MODEL

T

0.00004+00
1.50008+01
3.00008+01
4.,50008+01
6.00008+01
7.50008+01=
9.00008+01
1.0500&+02".
1.20008+02 .
1.35008+02
1.50008+02
1.65008+402
1.80008+02
1.95008+02
2.10008+02
2.25008+02
2.40008+02
2.5500&+02
2.70008+02
2.85008+02
3.00008+02
3.15008+02
3.30008+02
3.45008+02
3.460008+02
3.560008+02
J3.75008+02
3.90008+02
4.05008+02
4.20008+02
4.35008+02
4.50008+02
4.63008+02
4.80008+02
4.95004+02
5.10008+02
3.250068+02
5.4000&+02

5.55008+02

5.70008+02
3.85008+02
6.00008+02
6.13008+02
6.30008+02
6.45008+02
&.60008+02

6.75008+02

6.90008+02
7.05008+02
7.20008+02
7.20008+02
7.35008+02
7.50008+02
7.65008+02
7.80008+02
7.95008+02
8.10008+02
8,25008+02
8.40008+02
8.55008+02
8.70004+02
8,85008+02
9.0000&+02
?.15004+02
9.30008+02
2.45008+02
?.460008+02
?.7500&+02
?.90008+02
1.00508+03
1.02008+03
1.03504+03
1.05008+03
1.,06508+03
1.08008+03

NP1

3.00008+13
4,90654+143
4.86228+13
4.83288+13
4.81044+13
4.79218+13
4,77688+13
4.,76408+13
4.79348+13
4.74478+13
4,73798+13
4,73274+13
4.72924+13

4£,72718+43

4.72648+13
h.72698+13
4.72868+13
4.73148+13
4,.73528+13
4.73998+13
4.74358+13
4.75208+13
4.759348+13
4.76758+13
4.77658+13
4.77654+13
4.77538+13
4.76778+13
4.75374+13
4,.73494+13
4.713348+13
4.69068+13

- 4,66828+13

4.64708+13
4,62768+413
4,61058+132
4.39378&+13
4.58328+13
4,57298+13
4.56488+13
4.55868+13
4.55438+12
4.55168+13
4.55058+13
4,.55098+13
4.55258+13
4.53534+13
4.559248+13
4.56414+13
4.57008+13
4.37008+13
4.60228+13
4.62818+13
4.64658+13
4.63838+13
4.66448+13
4.66578+13
4.66314+13
4.565798+13
4.65118+13
4.646364+13
4.63613+13
4.62908+13
4.62288+13
4.61764+13
4,61358+13
4.61068+13
4.60908+13
4.608358+13
4.60918+13
4.61098+13
4.61368+13
4.61734+13
4.62208+13
4,.62758413

NB1
1.00008+07
8.77398+06
8.27854+06
7.71768+06
7.11008+06

6.49378+06

5.89928+06
3.34354+06
4.84228+406
4.39178+06
3.99238+06
3.64068+06
3.33124+06
3.05938+06
2.82024+06
2.6094&+06
2.42328+06
2.25832+06
2.11174+06
1.9809&+06
1.86408+406
1.79908+06
1.66458+06
1.57928+06
1.50198+06
3.03348+07
1.82428+07
1.74618407
1.67848+407
1.57008+07
1.42398+07
1.26378+07
1.10698+07
9.63778+06
8.38294+04
7.30914+06
6.40144+06
5.63828+06
4.99688+06
4.45658+06
3.99978+06
3.61168+06
3.27994+06
2.99508+406
2.74894+06
2.53508+06
2.34828+06
2.18428+06
2.03954+06
1,91138+06
2.246078+07
9.95814+406
9.51344+06
9.16394+06
8.85124+06
8.58038+056
8.28058+06
7.88844+06
7.37828+06
#.80788+06
£.22418+06
5.65984+06
5.13398+06
4.65578+06
4.22768+06
3.84758+06
3.91228+06
3.21718+06
2.93754+056
2.72882+06
2.92708+04
2.34868+056
2.19034+05
2.04948+06
1.92378+406
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NS2

3.0000&+09
9.68394+04
4.34738+404

2.52228+04

1.8349&404
1.40248+04
1.13578+04
9.57488+03
8.31458+03
7.38368+03
6.67228+03
6.11378+03
3.66544+03
5.29908+03
4.99488+03
4.73878+03
4.50744+03
4.28828+03
4.08024+03
3.88284+03
3.49538+03
3.51718+03
3.34778+03
3.18668+03
3.03344+03
1.50498+06
2.1801&+04
1.20714+04
8.9927&4+03
7.45894+03
6.52518+03
5.88784+03
3.41954+03
3.05748+03
4,76668+03
4.524564+03

4.3018&+03

4.09124+03
3.89184+03
3.70288+03
3.52344+03
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6 KONKLUSION.

Det er lykkedes at udvikle et programmeringssprog, som g¢r numerisk simule-
ring af differentialligningssystemer rimeligt tilgengeligt for programne-
ringsukyndige. -

Sproget er efter vores menlng klart og overskueligt, iet lzrt og rimelist pge-
nerelt, hvilket bl.a. kan ses af den lethed,- hvormed det i vores eksemplér
har kunnet anvendes pd8 en rakke forskellige typer modeller. Det bgr kunne

imgdekomme de flestes behov, og speclelt anvendt ved kurser cr det en stor
fordel, at flere ODIN-brugere kan anvende sproget samtldigt.

Grunden til, at vi anser det for vigtigt med et sprog som ODIN, er, at det

efter vores mening er essentielt, at man ved denne type kurser beskxftipger

sig med numeriske l¢gsninger og 1 denne forbindelse med anvendelsen af datama-
skiner. Denne kombination er nemlig si vigtist et varktp) ved arbejdet med
matematiske modeller, at det for kommende brugere af disse mi vare nyttigt at

blive pjort bekendt med de muligheder, der ligger 1 anvendelsen af vaerktejet.

Desverre har vi ikke ndet at fi afsluttet implementeringen af overs:itteren.

Dette skyldes, dels at det er et ret omfattende stykke arbejde, oy dels, men

ikke mindst, at det resterende arbejde nesten udelukkende bestdr al programe

mering, en aktivitet vi ikke kan forvente at f4 konteret nogen steder, da vi

alle har afsluttet vores andet fag, datalogi.

I undervisnings-planer og -materialer indtager sproget en central rolle; men'
om det vil kunne std sin pr¢gve, eller om det skal "Justeres 11dt" hist og
her, kan der naturligvis fg¢rst siges noget afggrende, efter at det har ve-
ret prgvet 1 praksis. Noget lignende kan siges om undervisnings-planer og

-materlaler.
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Indledning:
Donné bruberveJledninb tJener som beskrivelse af et pbogrannerin;ssprog, der
har det muligt pd en let méde at opnd riumeriske lasninger t1l differential~
11gn1nbssystemer.

Spréget er primzrt tankt som en hjelp til programmerings-ukyndige, som ellers
ofto.enten bruger lang tid pd at lzre ét-nere generelt pbogramneringssbrog,
eller ‘helt opgiver at arbejde med modeller, som krever numerlske lgsninger.
Dct er forfatternes hidb, at sproget vil vise sig sd let at arbeJde med, at
kommendc deltagere 1 undervisningsforlﬁb om matematiske modeller (p& RUC),
vil‘finde det tiltalende at anvende datamaskinen som verktgj i upderyisning-

en.
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Nogle npdvendige udtryksformer 1 sproget.

Lad os gennenm et eksempel se pd, Rvilke udtryksformer vl 1 hvert fald er ngdt

til at kende.

Vi vil opstille et program, der -kan give en numerisk l¢gsning til bevezpelses-

— _ ligningen for en masse, som bevager sig:linemét under pAvirkning af ca [jeder

og en .demper.

X(0) = 1.0
M X'(0) = 0.0

M=1.5

¢ = 4.0

K = 150

Ved anvendelse af Newton”s 2.lov kan dette system beskrives ved.en 2. ordens

differentialligning:

2
X, CdX K

X = 0.

dt2 M dt M -

Vi ¢gnsker lgsningen af ligningen udskrevet som kurver visende x, x~ op X

som funktioner af T.

Programmet kommer til at se ud som f¢1ger:'

EQUATLONS
INITIAL
C = 4.0 M= 1.3 K = 130

OUTPUT
PLOT(Ts2) X A8 Xy X' A8 V,

SIMULATION
SIMTIME = SO

RUN
8TOP

X°* + C/M & X" + K/M e X =0

X = 1.0 X* = 0.0

X** AS A

Det ses, at programmet er opdelt 1 4 sektioner med hver deres overskrift.
I sektionen med overskriften EQUATIONS stdr den differentialligning, vi ¢no-
ker lgst. Ligningen behgver ikke at vzre ordnet med alle led pi venstre slde
af lighedstegnet, n:ir blot den hgjeste afledede af X stir f¢rst pd venstre
side af lighedstegnet med koefficlenten 1. Man mA altsd gerne skrive:

X7 + C/H % X7 = -K/M # X eller
X
C/ # X7 = K/M % X - Y77,

H)

={(C * X" + K * X)3/M umen ikke

Vi sd her, at man gerne mi smtte parenteser 1 regneudtryk, sant at nan benyt-
ter tegnene +, -, #, / for henholdsvis addition, subtraktion, multliplikation




- 57 -

o div_islon. Ti1l po;ensoploftning benytter man ##, .altsi X i anden skrives

~ som X##2,

1 sektionen med overskriften INITIAL gives konstanterne C, M og K vaardier,
og de lavere afledede af X, nemlig X og X“, glves startvardier. Bemzrk, at

“der alle steder 1 programmet skal benyttes punktum 1 stedet for decimalkomma.

I sektlonen med overskt‘if‘fen OUTPUT angives det, hvilken type udskrift man
ensker fra programmet. Den viste P,LOT-smt:niAng vil bevirke, at der pd linie-
skriveren bliver udskrevet et': koordinatsystem rﬁed T som abscisse og X, X og
X7° som ordlnater, mairkeret med henholdsvis et X; eﬁA v og et A for hver T-
verdl. Afstanden mel;eni de enkelte T-vzrdler vil vazre 2 enheder 1 T.

Sektionen med overskriften SIMULATION indeholder oplysninger, som har noget
at gore med selve lgsningen af ligningssystemet. I dette eksempel meddeles
blot, at simuleringen skal vare 50 enheder i T. Da der ikke er meddelt andet,

‘startes med T = 0. ‘Man kunne ellers starte med en vilkdrlig T-vérdi, f.eks.

17, ved at skrive SIMSTART = 17.

S

.Nfir alle sektloner er skrevet, ligegyldigt 1 hvilken rakkef¢plge; skrives der

RUN for at f& programmet til at kore. Endelig sluttes der af med STO‘P, for at
meddele at man ikke gnsker at zndre 1 programmet og ke¢re det igen.

En 1ille udvidelse af udtryksmulighederne.

Vi vil se pd et andet cecksempel, nemlig et prdgram som lgser bevmgelseslig-‘

ningen for et matematisk penduls svingning. Det matematiske penduls sving-
ning kan beskrives ved en 2.ordens ditferentialiigning:

42y + dsin y =0, - y(0) = 0 y’.(O) = 5 g = 9.81 m=1
dt2 m C '
EQUAT10NS '
Y'* + 6/M # BINCY) = O
INITIAL .
Yo0 ‘Y55 629,80 MHs=1
OUTPUT :
PLOT(T+4) Y.AB Ys Y* AB V
SINULATION '
SINTINE = 100 ,
DTMAX a s DTMIN ° = 0,0004
MAXABSERR = 0.0001 MAXRELERR = 0.0001
RUN ’

8TOP
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Vi ser her, at regneudtryk ogsi kan 1indeholde brug af funktloner sow sinus
(SIN). S31dst 1 denne vejledning findes en liste over de funktioner, sidkaldte
standardfunktioner, som det er muligt at benytte. Det gelder for alle dlsse
funktioner, at deres parametre, d.v.s. de vzrdier, funktionen skal beregnes
udfra,rskal angives 1 parentes efter funktionens-navn. .

Vi ser endvidere, at SIMULATION-scktionen har fiet tilfgjet noyle nye sict-
ninger.:Den fgrste nye satning,fDTMAx = 4, éngiver, at der hg Jst mad €ages
T-skridt af lzngden 4 under simuleringen, mens DTMIN = 0.0001 bestemmer ster-
relsen af de'mindste T-skridt, der m& tapes. De to stgrrelser, MAXABSERR og
MAXRELERR, har med ngjagtigheden af den numeriske lésning at gere. MAXABSERR
angiver den st¢rste absolutte fejl, der md accepteres 1 et enkelt T-skridt,
mens MAXRELERR angiver den maksimale relative fejl, et enkelt T-skridt md
give anledning til. Den numeriske netode, der anvendes tll lgsningen af dif-
ferentialligningerne, sgrger for at @ndre stgrrelsen af T-skrldtenec mellem
DTMAX og DTMIN pA en sddan mdde, at skridtene bliver si lange som mulipgt,
samtidigt med at kravene til de maksimale absolutte og relative fejl bliver
overholdt. Metoden, kaldet Runge~Kutta—England’s 4.ordens nmetode, er nzrmere
beskrevet 1 COMBINEDSIMULATION BRUGERHANDBOG (13).

Hvis DTHIN valges for stor, kan man risikere, at programmet stopper, nir ngj-
agtiphedskravene ikke kan opfyldes, mens for lille DTHIN sammen med for smi
MAXABSERR og MAXRELERR kan bevirke en ungdigt lang kg¢retid for programnet.
Det er svzrt at angive generelle retningslinier for valget af DTMAX, DIMIN,
MAXABSERR og MAXRELERR, hvorfor det md anbefales, at man eksperimenterer sip
frem 1 det enkelte tilfalde.

_Hvis man intet specificerer, velges DTMAX = 1, DTMIN = 0.00001, MAXABSERR =
C.00001 og MAXRELERR = 0.00001.

Et system med to koblede l.ordens differentialligninger.

Som eksempel pd et system af differentlalligninger vil vi skrive ct program,
sorr skal beskrive en isoleret population bestdende af rmve op harer. Vi gns-
ker lg¢gsningen vist som en kurve visende sammenhsngen mellem antallet af reve

og harer.

Systemet bestdende af rmzve og harer kan 1 en forenklet model beskrives ved de
to koblede l.ordens fifferentialligninger:

AdREVE

35 = CO+REVE+HARER - Cl+REVE

93%%§5= C2-HARER - C3.REVE-HARER
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V1 vil 1¢se ligningssystemet med fglgende valg af begyndelsesvérdier og kon-

stanter:
!?"? .
REVE(D) = 100 - HARER(0) = 1000
co -= 0.00008 ' €l = 0.1
c2, = =-0.101 ¢3 = 0.00009

Vi wnsker l¢gsningen bcskrevet over 200 tidsenheder, 1det vi’ dog vil stoppe,
hvis revebestanden kommer under 1, eller harebestanden kommer under 5.

i

Probpammet kan se ud som felger: : :

EQUATIONS R 1 B ;
REVE' = CO®REVE#HARER - C1#REVE
HARER®' = C2#HARER - CI®#REVE#HARER , . 4

v INITIAL
. REVE = 100
HARER = 1000
¢0 = 0.00008
' €1 = 0.4 -
€2 = 0,101
b €3 = 0.00009
e SIMULATION

. OTMAX = 1 .
; DTMIN = 06,0001 -
i STOPCONDITION = HARER < 5 OR REVE < 14
SIMTIME = 200 .
OUTPUT
PLOT(HARER+115) REVE ‘A8 R
RUN
8TOP - e

. -

Det‘hje i dette program er, at der 1-SIMULATION-;ektionen er indfert en ny
sctning, nemlig: '

: ., STOPCONDITION .= HARER < 5-OR RAVE < 1 °

SN .
Den;é3swtning bevirker, at'programmer.stopper, nir betingelsen pa haJre side
. af lighedstegnet er opfyldt. Det vil altsd 1 dette tilfzlde sige, ndr antal-
let'af harer kommer under 5, eller antallet af rave kommer under 1l.
in betinbelse kan sammenswsttes af vilkdrlige regneudtryk sanmenlignet med re-
lntggnerne €, €=, =, Ddam, >; =/, svarende til de s®zdvanlige matematiske sam-
men%;ghinger <, & =, 3, > og #. : : i
FIéb?Zbettngelser kan sammensettes til en betingelse med de lociske 6perat9-
rer }ND 65 OR, 'svarende tilaogv, eller med EQV og IMP, svarende til biim-.
plffation (<=>j og implikation (=>). Der md ogsd benyﬁtes parenteser 1 be-
tlngéiucaudtryk.

Det skal bemaerkes, at den nurieriske l¢sning af differentialligningerne ger,
at det er meget sjeldent at et test pd cksakt lighed bliver opryldt. Beting-

elsop ned "e" alene by¢r derfor bruges med forsigtighed.

Deﬁfcr oyxsd indfert en ny type PLOT-smtning i OUTPUT-sektionen. Vi onsker Jo

at:QﬁAplottet den ene afhzngige variabel, REVE, i forhold til den anden af-
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hangige variabel, HARER. Dette gg¢res med s=tningen:
PLOT(HARER,1,5) REVE AS R ,

hvor den fg¢rste parameter til PLOT, HARER, angiver hvilken variabel, der f"s"'
kes som abscisse, mens den anden paranmeter, 1y specificerer med hvilke nel-
lemrum 1 den uafhengige- variabel, T, der skal opsamles information til plot-
tet. Den tredie parameter, 5, angi&er hvor ma%ge enheder, der dkalrvwre mel-
lem hver linie p& absclsseaksen, altsd hvor sammenpresset plottet skal vere 1
lzngden.

Et system med en punktvis diskontinuert afledet.

Vi vi1l lgse bevagelsesligningen for affyringen af en tretrinsraket, hvor ac-
celerationen ®ndres diskontinuert, hver pgang et afbrendt trin afkastes, o
et nyt tages 1 brug. Rakettens bevagelse kan beskrives ved folgende differen-
tialligning (se (7) s.35ff for en mere dybtgiende forklaring), idet ALT er
rakettens hgJde over Jjorden:

{ FLOW1-VOUT1 - 0.5:DRAGL-RO-ALT'? <
MASSI + MASSZ + MASS3 - Frowi.r ~ ¢ for T = BURNTL

—_— FLOW2+VOUT2 - 0.5:DRAG2-RO-ALT'2 _
ALT'' = < MASSZ + MASS3 - FLOW2: (T-BURNTI) ~ ¢ for BURNTL < T g

BURNT1 + BURNT2

FLOW3:VOUT3 - 0.5-DRAG3-R0O-ALT'2
| MASS3 - FLOW3- (T-BURNTI-BURNTZ)  ~ © for T > BURNTI+BURNT2

hvor tyngdeaccelerationen G til enhver tid er glvet ved

- ; RADERH 2 . :
G = 32.17 RADER ALQ , hvor RADERH er jordens radlus,

og luftens massefylde, RO, er givet tilnzrmelsesvist ved

RO = 0.00238-e ALT/24000

Konstanterne MA3SS1, MASS2 ogy MASS3 beskriver de tre trins startmasse, mens
FLOW1l, FLOW2 og FLOW3 er den hastighed, hvormed hvert trin forbruger masse,
i form af brendstef, VOUT1, VOUT2 og VOUT3 er udstgdningsgaussens hastlpghed
for hvert trin, og BURNT1 og BURNTZ2 e¢r brendetiden for henholdsvis det fyrste
og det andet trin. DRAG1, DRAG2 og DRAG3 er luftmodstandskoefficienter, af-
hengige af hvert trins tvarsnit.

/4 gnsker den nuneriske lgsning af bevagelseslipningen udskrevet som delsa en
kurve visende hastigsheden som funktion af tiden, dels som en tabel over san-
menhengen mellem tid, hdJjde, hastipghed, acceleriatlion, tynpdeaceeleration op
lufttethed.
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' EOUATIONS - o L
: 6 = 32. 110((IAOIINI(RADEINOALT)’oot)i' SRS S
R0 = 0,002380EXP(~ALT/24000.0) Ce L
| ALT*=-IF TCSBURNTY :
L THEN" F(FLOU!-V0071-DRAC!)I(ﬂaliiOnAlOQOHOOOJ-lLOUSO')-C
Y. ELSE IF T.C GURNTH6BURNTZ -
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L rtrLous-vout:.ouaca»l(uaasanruouao(t-oolntt-oualr:»)-c

HEAD § Lauucu oF 1ua¢t-stac¢ ROCKET ¢ o,
rxast t o I:' s ALTl52===o L3 ALY'OGOIOCOo - S
. . ,
PRI.Y(!S) To. ALT/5280. o. ALT*#460.0/88.0 ALY'- 6 0O - c
. BLoT (r.sxutxns/so) ALt'oco o:oo.o a. Ve aLtlszoo al A

| covarions 7
RO = 0O . .
-'xuxtxAL

" ALT = ALT.

- ALT'= ALT* ‘ : A o o

SINULATION . . e IR
SINSTART @ T - o o

svorconottxou . NASS3 - ruouuo«t-lunltt-luulra» ¢ 1800

' --00"07 '

PRINT(13): T+ ALY/5280.0 . 7'0“.0/“.00 “7' ‘ :
.PLOT (T+SINTINE/30) AL?'O“-DI“.O “ Ve N.l'l!ﬂ.o 0. Q .
" LAST aulsm- O .LUYO :

" RUN

ocr:uzrxous :
ruuctxou 1 r«r;ou.vour.onac» - ruou-vout-o.s-onnc~ao-a;v0ooz
lllTXAL . e
" MASS1 = 148820.0 .. nassz . :zzos.o s“nasszu-~ot:1;o .
-~ FLOWY ® 930.0. ..~ FLON2 = 81,49 PLONS ® 14,79
©.VOUT1 ' 8060.0.°. VOUTZ = 13803.0. - VOUT3 e 198!0.0
'DRAGY = 310.0 . - ORAGZ = 440.0 . DIA.J ' 340.0
ounutt = 130.0 U BURNT2 e :so.o Lo “
ALY = . ! ALT® = - 0.. . . P -
_ 'nao:au - 3900 ooszco.o ’ ol N
SINULATION - .
. OTHAR = & . oTHiN = o.ooooa :
sropcouoxrxou = A0 € 146-38 e
,ou TPUT

. koauaur m: p& nul. og dcrotter starte en ny Xoreel, md RO = -0, men md dcn e
atdate konels ulutmdler aon lnrtvudior. ' : :

. Programmet vn endvldere mdeholde ot okuupol pﬁ. hvorledol m Iun doﬂmn’ SRR
A en. hyppigt rorekommende udnsn:ng son. on mnkuon. ldot Gdlem 1 do tn ud-_
‘tryk for ALT®” kan skiives som en runxzzon at. rtnu. vnuw og nnao for det pa-

B mnldendo rakettrin, . : : ‘ : . :




LAUNCH OF THREE-STAGE ROCKET

T

0.00008+00
1.5000&+01
3.00008+01
4.50008+01
6.00008+01
7.30008+01
9.000048+01
1.05004+02
1.20004+02
1.35004+02
1.50008+02
1.50008+02
1.650048+02
1.8000&+02
1.95008+02
2.10008+02
2.25004+02
2.400084+02
2.55008+02
2.70008+02
2.85008+02
3.000048+02
1.15008+02
3.30008+02
3.45008+02
J3.460004+02
3.75008+02
3.90008+02
4,05004+02
4.20008+02
4.27918+02

4.27918+402
4.35008+02
4.50008+02
4.65008+02
4.80008+02
4.95008+02
5.09008+02
5.09008+02
3.10008+02
5.25008+02
3.40004+02
5.55008+02
5.70008+02
5.85004+02
6-.00004+02
6.15008+02
6.30008+02
6.45004+02
6.460008+02
6.75008+02
&6£.90008+02
7.05008+02
7.200084+02
7.35008+02
7.50008+02
7.65008+02
7.80008+402
7.95008+02
8.10004+02
8.25004+02
8.40008+02
8.55008+02
8.70008+02
8.85004+02
9.00008+02
9.15008+02
9.30008+02
?.45008+02
9.40008+402
9.75004+02
9.88008+02

2.31234+03

ALT/5280

0.00008+00
1.80258-01
8.11488-01
2.04128+00
4.03808+00
7.00824+00
1.12238+04
1.70528+01
2.49878+01
3.56948+01
5.01148+01
5.01148+01
6.67484+01
8.32818+01
9.97658+01
1.16258+02
1.32808+02
1.49468+02
1.66308+02
1.83398+02
2.00808+02
2.18594+02
2.36878+02
2.55708+02
2.75198+02
2.95458+02
3.14588+02
3.38728+02
3.62008+02
3.86598+02
4.00138+02

4.00138+02
4.12658+02
4.40394+02
4.70048+02
5.01864+02
5.36188+02
5.70784+02
5.70788+02
3.73354+02
6£.11968+402
6.50774+02
6.89818+02
7.291448+02
7.68828+02
8.08%04+02
8.49454+02
8.90528+02
9.32208+02
9.74568+02
1.01768+03
1.06158+403
1.10638+03
1.15214+03
1.19908+03
1.24704+03
1.295644+03
1.34728+403
1.39958+03
1.43754+03
1.50944+03
1.56748+03
1.62754+03
1.69024+03
1.755464+03
1.82404+03
1.89594+03
1.97168+03
2,05164+03
2.138674+03
2.22774+03
2.31238+03

SLUT
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VEL®60/88

0.00008+00
9.18014+01
2,17074+02
3.79874+02
3.86744+02
8.49708+02
1.183824+03
1.62904+03
2.20628+03
2.96994+03
4.00808+03
4.00808+03
3.978184+03
3.9600&+03
3.95438+03
3.961468+03
3.98264+03
4.01818+03
4.069048+03
4.135638+03
4.22128+03
4.32504+03
4.44918+03
4.59538+03
4.76558+03
4.96198+03
5.18728+03
5.44448403
5.73728+03
6.06994+03
6.26308+03

6.,26308+03
6.44764+03
6.87688+03
7.36538402
7.92308+03
8.56268+03
9.24818+03
9.24818403
9.25024+03
9.28844+03
9.33908+03
92.40238+03
9.47888+03
9.56898+03
9.467334+03
9.79254+03
9.92744+03
1.00798+04
1.02478+04
1.04344+04
1.06408+04
1.08668+04
1.11158+04
1.13888+04
1.168468+04
1.20128404
1.23694+04
1.27588+04
1.31854+04
1.36524+04
1.414658+04
1.47308+04
1.93544+04
1.60468404
1.68184+04
1.76854+04
1.86678+404
1.97904+04
2.10938+04
2.,26344+04
2.42308+04

Al

ALT"’

7.45644+00
1.05548+01
1.40068+01
1.79344+01
2.27164+01
2.90278+01
3.76088+01
4.91278+01
6.45398+01
8.561684+01
1.195648+02
-3.49288+00
-2.35544+00
-1,17378+00
6.57238-02
1.37044+00
2.74858+00
4.20934+00
5.76338+00
7.42274+00
9.20154+00
1.11164+01
1.31854+01
1.54328+01
1.78838+01
2.05718+01
2.35368+01
2.682464+01
3.05018+01
3.46394+01
3.70388+01

3.70388+01
3.93364+01
4.47228+01
5.09664+01
5.82994+01
6.70458+01
7.68918+01
3.048564+00
3.144678+400
4.33518+00
5.55984+00
6.82558+00
8.13728+00
9.50088+00
1.09228+01
1.24098+01
1.39698+01
1.56108+01
1.73444+01
1.91824+01
2.11364+01
'2.322444+01
2.54628+01
2.78734+01
3.04833+01
3.33218+014
3.64254+01
3.98413+01
4.36254+01
4.784B3+01
5.259848+01
5.79938+04
6.41834+01
7.137248+01
7.98414+01
8.99844+01
1.02384+02
1.17894+02
1.37938+402
1.64853+02
1.970648+02

G

3.21704+01
3.21678+01
3.21574+01
3.21378+01
3.210448+01
3.20564+01
3.198828+01
3.18958+01
3.17688+01
3.15988+01
3.13718+01
3.13718+01
3.11128+01
3.08588+01
3.06088+01
3.034618+01
3.01168+01
2.98738&+01
2.96294+01
2.93858+01
2.91408+01
2.88924+01
2,86418+01
2.83868+01
2.81258+01
2.78583+01
2.75834+01
2.73004+01
2.700748+01
2.467028+01
2.65368+01

2.65368+01
2.63858+01
2.460538+01
2.57064+01
2.53408+01
2.49558+01
2.45758+01
2.45754+01
2.45478+01
2.41348+01
2.37308+01
2,33334+01
2.29434+01
2.23608+01
2.21828+01
2,18108+01
2.14428+01
2.10784+01
2,07184+01
2.03618+01
2.00074+01
1.96544+01
1.93044+01
1.89558+01
1.86064+01
1.82394+01
1.79118+01
1.75634+01
1.72144+01
1.68644+01
1.65128+01
1.61588+01
1.58028+01
1.54434+01
1.50794+01
1.47114+01
1.43388+01
1.39594+01
1.35724+01
1.31764401
1.28234+01

RO

0.00008+00
4.14688+01
2.01808+02
4.71308+02
7.24968+02
7.91008+02
6.11928+02
3.19048+02
1.02138+02
1.73538+01
1.33978+00
1.339748+00
3.39808-02
8.86268-04
2.35164-03
6.27698-07
1.66534-08
4.33674-10
1.09378-11
2.63288-13
5.95778-13
1.24658-16
2.36848-18
4.00858-20
5.91738-22
7.44508-24
7.78478-26
6.57898-28
4.35694-30
2.18438-32
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EQUATIONS-sektlonen er her udvidet med to ligninger, som ikke er differen-
tialligninger, nemlig udtrykkene for beregning af RO og G. Det kan ses af
udtrykket for ALT"", at G og RO til enhver tid skal vare beregnet, f¢r ALT""
kdn beregnes. Dette forhold er det ikke ngdvendigt at tage hensyn til ved
skrivningen af ODIN-programmet, da systemet selv sgrger for at anbringe lig-
ningerne 1 den rigtige rekkefglgei~Safremt en sidan rzkkefglpe ikke kan op- .
nds, vil systemet give meddelelse heron. '

I programmet optrader et nyt sektionsnavn, newmliy sektionen DEFINITIONS. I
denne sektion kan man definere sine egne funktioner, 1 dette tilfmlde funk-

) tionen F. Definltionen af F betyder, at hver gang F forekommer 1 programmet,

Berégnes dens verdl udfra udtrykket i1 definitionen, 1ldet vardlen af de para-
metre, der optramder i kaldet, indssttes 1 stedet for de tilsvarende parametre
1 definitionen. En funktion behgver ikke at have parametre, men kan definercs

udelukkende udfra andre variable i progranmet eller ved kald af funktloner.

OUTPUT-sektionen er udvidet med den swtning, der skal bruges for at 4 ud-
skrevet en tabel, nemlig PRINT-setningen. Den viste PRINT-swetning vil bevirke
udskrift af en tabel, som for hver 4 tidsenheder indeholder T, hgjden over
jorden (i miles), hastigheden (i1 MPH), accelerationen, tyngdeicceleratlonen
og lufttztheden.

Ved den fgrste RUN-kommando vil programmet blive kg¢rt, men betingelsen

STOPCONDITION = RO < 1%-38
vil bevirke, at k¢rslen stoppes, ndr RO bliver mindre end 1“].0_38 . I de tid-
ligere eksempler har RUN varet efterfulgt af STOP, men 1 dette tilfzlde ¢gns-
ker vl at kg¢re viderc med RO = 0. Det kan g¢res ved for hver sektion at skri-
ve de linier om, der gnskes andret. I EQUATIONS-sektionen vil vi mndre berep-
ningen af RO, til RO = 0, mens vi i INITIAL~sektionen ¢nsker at lade ALT og
ALT” starte med de vardler, de sluttede med 1 sidste kgrsel. Dette gpres med
linierne ALT = ALT og ALT” = ALT”, hvor stgrrelsen pA vensatre side af lig-
hedstegnet opfattes som startverdi for den nye kgrsel, mcna udtrykkene pa
hgjre side af lighedstegnet opfattes som resultater fra den sidste kgrsel.

I SIMULATION-sektionen angiver vi, at det nye starttidspunkt skal vere sidste
kgrsels stoptidspunkt, nemlig med linien SIMSTART = ¢. Vi anpiver samtidig
en ny stopbetingelse, som er udtryk for, at vi vil stoppe hvis tredie trins

masse kommer under :7J0.

Mens de gvrige sektioner i hver ny kgrsel kun mndres med de linter, der enten
tilfgjes eller andrer en beregning, skal der i OQUTPUT-sektlonen anglves samt-
lige de udskriftsfunktioner, nman gnsker udfgrt. Det cer i dette tilfmlde gjort

ved At andre den udskrevne tabcl til ikke at indeholde RO, samt ved at anglve
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I nedenstiende ODIN-programs DEFINITIONS-scktion kan man se, hvordan det ud-
over mulighederne for at definere funktioner udfra heregningsudtbyk, som 1
det forudgdende eksempel, er mulligt at definere funktioner, som press, der
kun kendes 1 nogle punktef, altsd er tabellagte. Disse funktioners verdi 1 et
ikke-tabellagt punkt beregnes ved linemr interpolation mellem dé to kendte

“=habopunkter. = = = =

DEFINITIONS ) .
TABLE( Oy 0.05y 146)1 PRESS = 8, 12+ 21y 80y 140y 1744 177
! 179, 169y 138y 861 19y 32 4.2y b6y 7+ 8

TABLEX 3 PRESSBURE = (0+3) (0.05,8) (D.1,18) (0.15:63) (0.2,100)
(0.23+120) (0.3:+124) (0.44+120) (0.3 63)
(0.54s &) (0.569 &) (0.38y 2) (0.59y )
(0.6112.2) (0.65+2.9) (0.7 3) (0.8 3

INITIAL
SHVOLUME = O SHVOLUME' = 0
AHVOLUME = 0 AHVOLUME® = 0

EQUATIONS
SHVOLUME® = PRESS(T)/575
AHVOLUME® = PRESSURE(T)/373

SIMULATION
SIMTIME = 0.8
MAXABSERR(SHVOLUME * yAHVOLUME®) = 0.0001
MAXRELERR(SHVOLUME*) = 0.0001
MAXRELERRC(AHVOLUME®) = 0.00001

OUTPUT
HEAD $ BLOOD FLOW FOR PRESSURE-PULSE ¢
HEAD 8 $
FIRST 8 $

$STRONGE HEART . L 1)

$ AVERAGE HEART 8
PRINT(0.04) Ty PRESS(T)» SBHVOLUME, PRESSURE(T)s AHVOLUME
PLOT(T» SIMTIME/S0) SHVOLUME AS Vs SHVOLUME® AS F,
AHVOLUME AS v, SHVOLUME® AS f
LAST ¢ THE FINAL VOLUME WAS:$
LAST ¢ ¢
LASY ¢ STRONG HEART VOLUME = ¢, SHVOLUME, ¢ LITRES
LAST $ AVERAGE HEART VOLUME =%, AHVOLUME, $ LITRES

RUN

gToP

Som det fremgir af Lrogrammet, er der mulighed for at definerc to typer ta-
hellagte funktioner, nemlipg funktioner med wkvidistante indgangspunkter,
PRESS, det stzrke hjerte, og med lkke-mkvidistante indgangspunkter, PRESSURE,
det mere gennemsnitlige hjerte.
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., En tabel med mkvidlstahée 1ndgangspunktef defineres pd fg¢lgende mide:
TAHLE(<rbg:EEGCryk>,<regneud§ryk>,<regneudtryk>): H = tal, tal,...,tal.

De tre parametré. <regneudtryk>, angiver startpunktet for tabellens indgangs-
verdier, 0 1 programeksemplet, lmngdéﬁ af intervallerne mellem indgangsvardi-
erne, i eksemplet 0.05, samt antallet af intervaller, 1 eksemplet 16. Navnet
efter ;", her “H” og i programekaemplet “PRESS’, angiver tabellens navn.
Rmkken af tal efter lighedstegnet skal vere tabelvardierne svarende til.de
mkvidlstante 1ndganbavmrd1er. Der skal altsi vere et tal nere end antallet af
intervaller, dvs. 17 tal 1 programeksemplet. erdien af preas(o 025) for det
stmrke hjerte bliver’ 10 da de ."omgivende™ tabellagte nabopunkter er PRESS(0)
. QL PRth(O 05), som er henholdsvis 8 og 12. Udenfor det -interval, som man
‘har defineret funktionen for; for PRESS er det (0, 16%0.05= 0.8), vil den an-
tage‘ﬁmrdien for det nermeste endepunkt. : ' )

En tabel med ikke-zkvidistante indgangsverdier defineres sdledes:

_TABLEX : TAB = (tal,tal) (tal,tal) (tal,tal)... ...(tal,tal)
hvor ‘TAB- bliver tabellens navn, og talparrene (tal,tal) er en indgangsverdl
henholdsvis tabelverdi for hvert punkt. PRESSURE(0.025) for det mere gennen-
snltlige hJerte bliver sdledes 6.5. Udenfor intervallet (0,0.8) vil verdien
hltveiden 1 det nermeste endepunkt, ligesom ovenfor.

-TABL&X kan naturllgvis altid anvendes ,uanset om punkterne er mkvidistante
‘men hvis de er talrige og wkvidlstante, si kan der spares en del skrivear~
beJde{ved at anvende TABLE.
I SIMULATION-sektlonen er det vist, hvordan man kan specificore den n¢jagtipg~
hed; som skal vere opfyldt ved den nuneriske beregning af de to voluniner. I
“det viste ekaempel er kravet til den maksimalt tilladelige absolutte fejl for .
bHVOLUMLN og AHVOLUMEN altsd den samme, . nemlig 0.0001, mens den maksimalt
ttlladeli&e relative fejl ved den nuneriske berebning er henholdsvis 0 0001
og 0 'oo001.

Det ér, som far nevnt, nzsten umuligt at sige noget generelt om valgeﬁ af deﬁ
absdiutte‘og relative fejl, men det kan vmre en fordel at specificere en ek~
strd 11lle absolut fejl for en variabel, der beveger sig 1 nmﬁheden af nul,
og det kan vere en fordel med en lille relativ fejl for variable med (nume=-
risk) haJe verdier.



T

0.00008+00
4.00008-02
8.00008-02
1.2000&-01
1.60008-01
2.00004-01
2.40008-01
2.80008-01
3.20008-01
3.60008-01
4.0000&-01
4.40008-01
4.80008-01
3.20004-01
5.60008-01
6.00008-01
6.40008-01
6.80008-01
7.20008-01
7.60008-01
&.00004-01
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~'BLOOD FLOW FOR PRESSURE-PULSE
S8TRONG HEART

PRESS

8.00008+00
1.12008+D14
1.74008+01
4,.46008+01
9.20004+01
1.40008+02
1.67208+02
1.78004+02
1.76008+02
1.73008+02
1.46300&+02
1.43408+02
1.06804+02
5.92004&+01
1.38008+01
3.00008+00
4.00004+00
5.33338+00
6.40004+00
7.20008+00
8.00008+00

THE FINAL VOLUME WAS:

STRONG HEART VOLUME =
" AVERAGE HEART VOLUME =

SHVOLUME

0.00004+00
&.36168~04
1.61034-03
3.34778~03
8.04154~02
1.61174~02
2,467734~-02
3.89324~-02
3.12584~02
6.34074-02
7.51574-02
8.,60288~02
?.48584-02
1.00634-01
1.03358-01
1.03938-01

1.04058-01

1.04388-01
1.04798-01
1.05274&-01
1.05794-01

AVERAGE HEART

PRESSURE
$.00004+00

7.4000&+00°

1.40008+01
3.60008+01
7.040048+01
1.00008+02
1.16008+02
1.22408+402
1.24008+02

1.23208402

1.20008+02
9.80008+01
7.60008+01
3.550048+01
4.00008+00
2.10004&+00
2.42308+00
2.80004+00
3.40008+00
4.200048+00
5.00008+00

1.05794-041 LITRE
7.38238-02 LI1TRE

AHVOLUME

0.000048+00
4,09348-04
1.12544-03
2.57458-03
65.29534-03
1.22314-02
1.97278-02
2.81198-02
3.67098-02
4.33198-02
3.37408-02
6.146488-02°
6.74998-02
7.12964-02
7.28494-02
7.28844-02
7.28434-02
7.30258-02
7.32388-02
7.33018~-02
7.38234-02
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4 00+20000°0
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$0-90099°4L
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10-92009E°L
10-90002°¢
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10-%0098°9
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10-90096°9
$0-%000%°9
10-90042°9
10-%0090°9
10-90026° S
$0-90094°¢6
10-90009°S
10-3004%°S
10-90092° €
10-90023°S
10-900956° %
10-%000%8°Y
10-920099° Y
10-9008%"Y
10-9002€°Y
10-9009%°Y
10-90000°%
10-90099°€ .
10-90099°C
10-90026°€ .
10-9009€°€
10-90002°¢t
10-900%0°¢C

.10-%0088°7

10-90022°2
10-2009%°T
10-9000%°2
$10-900%2°T
10-90080°2
10-90026°%
10-%0094°%
10-90009°%
10-900%%°%
10-70082°¢
10-%0021°}
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Z0-9000Z°€
¢0-90009°%
00+%0000°0

1
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3HNTOAHS=A
«3HNTOAHS=4
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Anvendelsen og funktionen af HEAD, FIRST og LAST er forsggt eksemplificeret
af udskriften herover. I den forbindelse bgr det fremheves at HEAD giver en
overskrift (kun tekster) ¢gverst pd hver side af det output, der 1lkke e¢r plot,
mens FIRST kun giver anledning til "en udskrift", startende pd ferste side af
output ‘et. PRINT—smtningen resulterer 1, at der bliver udskrevet cn tabel med
verdlen af T; PRESS(Q), SHVOLUME, PRESSURE(T) og AHVOLUM@, for hver 0.04
tidsenheder. o 7 ' 7
PLOT(T,SIMTIME/SO) SHVOLUME AS V, SHVOLUME® AS F,
AHVOLUME AS v, AIIVOLUME™ AS f
bevirker ,at der bliver udskrevet et plot (graf/kurve) med T som absclsse oy
SHVOLUHE, SHVOLUME'; AHVOLUME og AHVOLUME® som ordinat. Af plottet kan man
se, at der for hvert tidsspring - tiderne stir 1 kolonnen till venstrc langs
abscisseaksen - bliver printet punkter, markerct med et “V7, ¢t "I, ot “v”7
or; et "7, pd graferne. Jivis man 1 stedet (ecller opsd) havde gnsket at 4 ot
plot over SHVOLUME 1 forhold til en anden uafhangly variabel end 0, for ck-
sempel SHVOLUME” eller PRESS(T), si er det ngdvendigt, at PLOT-s:tningen har
3 parametre, da tiden 1 dette tillfa=:lde 1ikke er absciése/ordinat, oy, derfor
skal der éngives, hvor tit (1 tidsenheder) d.vss nmed hvilken frekvens, der
skal opsamles information tll plottet (Jevnlf¢r hare-rezve cksemplet pi s.58).

Det betyder altsi, at nedenstiende PLOT-s@tning:
PLOT(SHVOLUME”, 0.005, 0.2) SIVOLUME AS V

ville resultere i, at der blev udskrevet et plot wmed SHVOLUMEN® som absclsse,
SHVOLUME som ordilnat, og for hver 0.005 tidsenheder ville der blive opsamlet
information til en markering pd plottet, som ville have 0.2 cnheder mellem
hver linie pA4 abscisse-aksen. Inddelingen af ordinat-aksen foretages automa-
tisk, sd linleskriverens papirbredde, med 100 printpositioner for sclve plot-
tet, udnyttes bedst muligt.

Yderligere muligheder i sproget.

I DEFINITIONS-sektionen er der ogsd mulighed for at specificere en funktlon
son varende en extern procedure, hvorved det er muligt at benytte programmer,
skrevet i andre programmeringssprog, til nogle af beregningerne. Dette vil
kun vzre ngdvendigt 1 helt specielle tilfzlde, og for den intceresscrede brug-
er vil frengangsmiden fremgi af syntaksgraferne sidst 1 denne brugervejled-
ning.

Fellmeddelelser fra systemet.

Der skelnes mellem tre principielt forskellige slags fejl. Den cne type fejl
er brud pd reglerne for, hvorledes man skal udtrykke sig 1 spropet, sikaldte
syntaksfejl. Den anden type fejl opstir, hvis systemet lkke er 1 stand t1l at
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anbringe ligningerne 1 en sidan rakkefglge, at alle stgrrelser er beregn.et,
inden de indgir i1 en beregning. Disse feJl kaldes algebraiske lgkker, Den
tr'e'd"l_'e.f_typ'c feJl, der kaldes runtime=-fejl, kan opstd under selve kd¢rslen af

programaet. Der-kan f.eks.. vere tale om, at navneren 1 en beregning efter- .

h‘\ridén bliver ‘83 l1lle, at der til sidst sker division med nul. Da overszt-
teren knapt'ei' ferdip, er det endelige udscende af disse fejlmeddelelser end-
nu tkke fuldstazndigt fastlagt.



Liste over st

andardfunktioner.

+

Aritmetiske [

unktioner.

CRBS(X)
ARCCOS(X)
ARCSIN(X)
ARCTAN(X)
ARCTAN (X, Y)
CBRT(X)
COS(X)

~ COSH(X)

ENTIER(X)
EXP(X)
LN (X)
LOG (X)
MOD (X, Y)
SIGN(X)
SIN(X)
SIHH(X)
SQRT(X)
TAN(X)

TANH(X)

Tilfxldig-tal

den numeriske verdl af X. ST o -

cos "YX), resultat 1 radianer i intervallet (0,pi).
sin~1(X), resultat 1 radianer i intervallet (-pi/2, pi/2).
tan=}(X), resultat 1 radianer 1 intcrvallet (-p1/2, pi/2).
tan"(X/Y), resultatet 1 radianer i intervallet (0,2pi).
kublkroden af X.

X 1 radianer.

hyperbolsk cosinus, X 1 radianer.

det stgyrste heltal, som ikke er styrre end X.
exponentialfunktionen.

den naturlige logaritme.

titalslogaritmen.

X ogg Y heltal, X mod Y nér Xog ¥ er positive.

1 for X >0, O for X = 0, -1 for X < O.

X 1 radian.

hyperbolsk sinus, X i radianer.

kvadratroden af X.

X 1 radlaner.

hyperbolsk tangens, X 1 radianer.

S_generatorer.

De tilfazldlg
punktet’ 1 se
hver gang for
DRAW(A,U)
ERLANG(A,B,U)
WEGEXP(A,U)

HORMAL(A,B,U)

POISSON(A,U)

e tal fra hver funktlon udg¢r en sekvens af tal, hvor start-
kvensen beregnes udfra paranetren U. Man f§r altsid samme sckvens

samme U. U skal have ullge startverdl.

returnerer TRUE med sandsynligheden A, FALSE med sand-
synligheden l-A. )

trekker et tal fra ERLANG-fordelingen med middel-

verdi 1/A og med standardafvigelse 1/(A®SQRT(B)).
trzkker et tal fra en negatlv exponentialfordeling ned
middelverdl 1/A.

trzkker et tal fra en normal-fordeling med middelverdl A
og s“radardafvigelse B.

trzkker et tal fra Polsson-fordelingen med parametren A.

RANDINT(A,B,U) trzkker et heltal 1 intervallet (A,B) med ligestor sand-

synlighed. A o B skal vzre heltal.

UNIFORM(A,l,U) trzkker et tal ligelipgt fordelt i intervallet (A,B).

5S¢ evt. SIMU
forlaget, 0sl

LA, PROGRAMMER’S REFERENCE MANUAL, UNIVAC EXKFC 8, Universitets-
o 1972, for yderlipere forklaring af standardfunktioncrne.
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Syntaksgrafer,

~

Ved hjelp af syntaksgraferne "PROGRAM" sant de tilhgrende undergrafer heruhf
der kan man undersg¢ge, om-de syn-taktiske regler, geldende for ODIN—progran-'
mer, er overholdt. Graferne kan altsd ikke bruges til at afppre, om de seman-
tiske regler cr overholdt. a

Nir man v1l undersg¢ge, om et program overholder de syntaktliske regler, si
starter man med grafen "PROGRANI" og undersg¢ger, idet man gennemiaber grafer-
. ne, om det er muligt at danne en tekst svarende til .den undersggte, ved at
gennemlebe graferne pd passende méae. Hvis det er muli_ét, har man et si-
kaldt syntaksfejlfrit ODIN-program. Nir man gennémlaber 'L;r'afeme,' skal man
vvserc opmerksom pd felpgende: Alle (firkantede) kassér erstattes med undergra-
f'en‘, som h'ar det' navn, der stir 1 kaésen_, og efter gennemlgbet af en under-
graf fortsattes pd det oprindelige sted 1 gx‘afen, men lige efter "kassen".
Alle "ovale kasser" eller cirkler skal , helt bogstavelligt, lzses/opfattes
som de(t) tegn, der stdr 1 den. Dog skal det med smd typer skrevne, som "let-
ter", "digit" og "character", opfatﬁes som et vilkdrligt element af den be-
skrevne type. ) ' ‘ . )
For en ngjJere beskrivelse af tydningen og konstruktionen af syntaksgrafer
henvises t1l Niklaus Wirth (12).




SYNTAKSGRAFER s

IDENTIFIER

$

D

UNSIGNED INTEGER | . '

UNSIGNED NUMBER

UNSIGNED
INTEGER

(UNSIGNED
INTEGER

INTEGER

'UNSIGNED, Ny >

v

EXPRESSION .-
—{sDPLE msszo»}é @ @ @ @Q
y ;]rsmPI.E EXPRESSION
AS_CHAR —
)@7 ¥ character }
EQUATTON
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FACTOR
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SIMPLE EXPRESSION

B C A N

IF_EXPRESSION

v

) EXPRESSION FACTOR

ELSE

v

FACTOR

—>
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APPENDIX 2.: KURSUSBESKRIVELSE,

Denne rapport er tmnkt som delmateriale til et kursus 1 dlfferentialligniﬁga-
modeller, som afholdes p8 RUC-NAT-Basis. Imidlertid er matertalet kun udar=
vejdet t11 brug ved den afsluttende del af kurset, hvor opstilling af model---
léflog581mu1ering af samme indfgres. Anvendelsen af dette kursusmaterinle
forudsztter sdledes, at kursusdeltagerne har et clementmet kendskab til dif=
ferentialligninger og deres algebraiske lgsninger, pd ét niveau som nmindat
svarer til speclalelmsning af differentlalligninger 1 3.g-Mat/Fys. Det for-
udszttes ligeledes, at kursusdeltagerne er bekendt med begrebet kausaldia-

grammer.

Dette kursus har som form3l at give deltagerne en indsigt i differential-
ligningasmodellers anvendelse og samtidigt s=tte dem 1 stand til at kunne
drage konklusioner udfra simple modeller, de selv har opstillet.

Dette delkursus er opdelt i 4 perioder A, B, C o D, som igen er opdelt 1t
henholdsvis 1, 2, 3 og 4 lektioner af ca. 2.5 time. Deltajgerne tmnkes opdelt
i grupper pd 3-4 personer. Endvidere pdtznkes en vejleder at cirkulere lmel-
lem grupperne og styre evt. afsporede diskussioner i en konstruktlv retning.

PERIODE A, har som formAl at give deltagerne en fornemmelse af hvorfor of
hvor, modeller anvendes. Speclelt at differentialligningsmodeller 1 visse
sltuationer kan vare et kraftfuldt varktoj.

PERIODE B, har som formAl at glve deltagerne en forstielse for, hvordan man
anvender differentialligningsmodeller. Her, speclelt, at det oftest er ngd-
vendigt at anvende numeriske lgsningsmetoder for at kunne foretage simule-
ringer. Desuden vil der i denne periode blive introduceret differential-
ligningssystemer.

PERICDE C. Programmeringssproget ODIN introduceres, og der opstilles en nmodel
pd baggrund af et simpelt differentialligningssystem. Modellen afpreves og
k¢res pd en datamaskine. '

PERIODE D. P& baggrund af ét givet problem - eks.3 bytte~/rovdyr - ckal del-

tagerne selv opstille system og model og udfra aimuleringer med modellen
drage konklusioner angdende systemet.

De fg¢lgende "lektioner" uddeles ved de enkelte lektioners begyndelse.
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- Perliode A, lektion 1.

Forudgdende litteratur: ingen.

1. Hivor og hvorfor anvendes modeller?

Diskuter hvor modeller kan anvendes, og prav at begrunde hvorfor. Hvordan kan
man C.cks. tenke sig, at DSB kunne anvende modeljernbaner med fordel, eller
Lindg-varftet skwsmddene%?

2. Hvad er en matematisk model og herunder specielt en differentiallignings-
jmodel? PA hvilken mdde indgér r eks. tiden 1 dlsse beskrivelser’
(Hvad beakriver de meget omtalte riskerimodeller° og hvad bruges 'de til?).

Udlcvcring a?'iitteratur: Kapitgl 2.

B
0 - '

Periode B, lektion 2.

Forudgiende litteratur: Kapitel 2.

1. Opstil en‘d;fférentialligningshodel over rygtespredning (sladder) 1 en po-
pulation p& N individer. . . '
I systemafklaringen mad I bl.a. tage stilling til:
' - hvordan spredeé rygtet? ]
..= hvenm spreder rygter (er det alle,
eller er de lige gode til det)?

Problemet er at finde antallet af individer, der kender rygtet til tiden 7,
altsd som funktion af tiden (s(T)). Vilg selv verdlier for Hl op de konstanter,
som evt. indgir. (givet: eet individ kender rygtet til tiden 0; s(0)= 1).

2. HNir differentialligninge-(n/rne) er opstillet, vil I sikkert kunne konsta-
tere, at de(n) 1kke (umiddelbart) kan lg¢gses alyebraisk. Vi md derfor anvende
en anden metode, en s3kaldt numerisk metode.

Derfor skal I nu udvikle en s&dan metode og ved hjelp af den lg¢se ovenstéende
problem. ‘

3. Det, I skal gere, er at skitsere kurven s(T)°s forledb grafisk udfra de .

ting, som I ved om funktionen. .
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Fig.1 ’ . Fig.2
F(x)“ ] F(x)‘
F7(0)
~
1 3 F(0) a/
x x
Fig.3 Fig.l
F(x)‘ F(x)‘
F7(1)
F7(0)#*DT
1 1
F(0)
DT x

1) s(0) =1

2) Udfra den differentialligning, som I har opstillet, kan s8”(0) beregnes.

3) Ved at tage et "tidsskridt" (DT) f.eks. pd 1 tidsenhed oy antage at funk~
tionsverdien (s(1)) ligger pa tangenten (s7(0)) kan vi beregne s(1l) som
s{(0) + s”(0)*DT, hvor DT her er 1. Er antagelsen rimellg?

4) Mar vi nu kender s(l1), kan vi beregne s”(1) og derved finde s(2)...ete.

4. I har sikkert iagttaget, at metoden 1lkke er sarlig ngjagtig. Men hvad sker
der, hvis I g¢r skridtlengden st¢rre henholdsvis nindre?

Udlevering af litteratur: Kapitel 3.



Periode B, lektion 3.
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Forudgﬂénde litteratur: Kapitel 2 og 3.

1.
2.
3.

Udlevering af litteratur: Kapitel 4.

Diskuter evt. problemer 1 de udleverede kapitler.

Ferdigger Jdet 1 den foregiende lektion stillede rygte-problem.
Diskuter om resultatet af rygte-problenmet

- ser rimelipgt ud og

- om modellen virker_trovardig.

Periode C, lektion 4.

Forudgiende litteratur: Kapitel 2,3 og 4.

1.
2.
3.
4.

Diskuter evt. problemer 1‘kapitel 4.

Opstil eﬁ differehtiall1gningsmodé1 for dobbelt radioaktivt henfald
(find selv et eksempel). . . -
Los ligningssystemet algebraisk.

Skriv et program 1 ODIN, som.kan simulere sltdationen, d.ves. find

’

en numerlsk lgsning.

Udlevering af litteratur: Appendix 1 (brugervejledning).

Periode C, lektion 5+6.

f'orudgiende litteratur: Kapitel 2, 3, 4 og appendix 1.

Sl

2.
3.

Diskuter evt. problemer ved lmsningen af Lrugervejlednlingen.

Ferdigger henfaldsprogranmet og k¢r det. .

Kontroller om det simulerede resultat stemmer overens med det algebralske.
fllers find fejlenl ’

Udlevering af litteratur: ingen.
1]

Periode D, lektion 7.

Forudgiende litteratur: Kapitel 2, 3, 4 og appendix 1.

l.

P4 cn ellers ¢de ¢ eksisterer der 3 levende organismer, gras, geder og

hJjorte. Bade géderne og hjortene lever af gresset, de konkurrerer altsi om
fgden. :
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Simuler dette gkologiske system og afger, om der kan opstd en ligevagtssitua-
tion, hvor ingen af organismerne er uddgde. Skriv et ODIN-program.

Udlevering af lltteratur: Kapitel 5.

Periode D, lektion 8+9+10.

Forudgdende litteratur: Kapitel 2, 3, 4, 5 og appendlx 1.

1. Diskuter hvordan de 1 kap. 5 anvendte teknilkker kan hjelpe Jer videre.
2. Hvilke lighedspunkter er der mellem jeres system og de 1 kap.5 omtalte?
3.

Prgv 1 lyset af ovenstdende diskussion at diskutere om det kan hruges 1
jeres fortsatte arbejde med modellen.

Ingen yderligere udlevering af litteratur.

Foresldet evalueringskriterium: aflevering af en rapport over rygte-proble-
met og det gkologiske problem.
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