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Abstract

Med udgangspunkt i traditionelle sekventielle algoritmer, som kan
finde en grafs transitive afslutning, har vi konstrueret parallelle
algoritmer. Disse algoritmer er velegnet til at blive implementeret
pa paralleldatamaten CM-200 (eller lignende paralleldatamater).

Vi har lagt veegt pa at analysere algoritmernes kompleksitet, samt
at opstille kriterier for, hvilke af algoritmerne der kan anvendes i
en given situation.



Forord

Denne projektrapport er blevet til pa 3. modul pa overbygnihgsudda‘n-
nelsen i datalogi ved Roskilde Universitetscenter.

Formalet ved projektarbejdet er at konstruere; implementere og vur-
dere parallelle algoritmer. Udgangspunktet for de parallelle algoritmer
er traditionelle sekventielle algoritmer — ud fra disse sekventielle algo-
ritmer udledes parallelle algoritmer.

Algoritmerne er blevet implementeret og afprgvet pa paralleldatamaten
CM-200. Vi er taknemlige over at kunne lane denne af UNIeC. Vi vil
i denne forbindelse takke folkene pa UNIeC, som har veret os til stor
hjelp. Specielt vil vi takke Malcolm Brown, Per Christian Hansen og
Bjarne Stig Andersen.

Ligeledes vil vi takke Jesper Larsen (IMFUFA, Roskilde Universitets-
center) for at have kommenteret denne projektrapport.
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Indledning

“Mange beekke sma ggr en stor 3.” Dette gamle ordsprog er tankegan-
gen bag parallelprogrammering — hvorfor lgse ét problem ad gangen,
hvis flere kan lgses pa én gang.

Vi skal i denne projektrapport beskaftige os med paralleldatamater og
parallelprogrammering. Men — lad os indlede med en advarsel! Le-
seren ma ikke forvente, at alle svar vedrgrende paralleldatamater og
parallelprogrammering kan findes i denne projektrapport. I traditionel ‘
sekventiel programmering er udgangspunktet en overordnet algoritme,
som i princippet kan implementeres pa vilkarlige sekventielle datamater
— i parallelprogrammering eksisterer denne frihed ikke. Algoritmerne
skal konstrueres til en bestemt type paralleldatamat. Laeseren vil derfor
opleve, at vi i denne projektrapport er meget specifikke, og tilsynela-
dende knap si generelle. Vore algoritmer og programmer er tilpasset
paralleldatamaten CM-200. Denne er placeret pa UNIeC i Lyngby og
skulle pa nuvarende tidspunkt vare den hurtigste datamat i Danmark.
Der er saledes tale om en “rigtig” paralleldatamat — ikke blot en sam-
ling sekventielle datamater, som til lejligheden er blevet sammenkoblet!
Problemerne, som sgges lgst pa CM-200, skal veere formuleret i matrix-
"lignende strukturer. Vi har derfor valgt at implementere et traditionelt
grafproblem, som kan lgses ved hjzlp af manipulationer p& matricer:
At finde en grafs transitive afslutning.

Problemformulering og mal

Med udgangspunkt i traditionelle sekventielle algoritmer, som kan finde
en grafs transitive afslutning, vil vi konstruere parallelle algoritmer.
Disse algoritmer skal vere velegnet til at blive implementeret pa paral-
leldatamaten CM-200 (eller lignende paralleldatamater).
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8 - Indledning

Vi vil legge veegt pa at analysere algoritmernes kompleksitet, samt at
opstille kriterier for, hvilke af algoritmerne der skal anvendes i en given
situation.

Vi vil implementere de parallelle algoritmer i programmeringssproget
C* og verificere algoritmernes kompleksitet empirisk.

Projektrapportens indhold

Projektrapporten indeholder fglgende:

I kapitel 1 giver vi et overblik over paralleldatamater, samt en dybere
prasentation paralleldatamaten CM-200. Specielt vil vi i dette kapitel
finde frem til, hvorledes vi skal formulere vore problemer, saledes, at vi
kan konstruere effektive algoritmer til CM-200.

I kapitel 2 opstiller vi en raekke algoritmer, som kan finde en grafs
transitive afslutning. Ud fra traditionelle sekventielle algoritmer kon-
strueres parallelle algoritmer. For alle algoritmerne opstiller vi deres
kompleksitet. Endvidere viser vi de konstruerede algoritmers egenska-
ber — specielt giver vi retningslinier for valget af algoritmer, nar grafens
stgrrelse n kendes.

I kapitel 3 verificerer vi algoritmernes kompleksitet, som blev fundet i
kapitel 2.

I appendiks A beskriver vi den notation, som anvendes i denne fremstil-
ling. Afsnit A.1 omhandler den grafteoretiske notation og definitionen
pa “en grafs transitive afslutning”. Afsnit A.2 omhandler vor “pseudo-
kode”, som anvendes i forbindelse med algoritmerne.

I appendiks B bergrer vi kort nogle smaproblemer, som ikke direkte
indgar i vor problemformulering.

I appendiks C viser vi vore programmer i C*.

I forbindelse med hvert kapitel (og i et enkelt appendiks) har vi en
reekke henvisninger til og vurdering af andet litteratur.



Kapitel 1
Paralleldatamater

Behovet for regnekraft er altid stgrre end den til en given tid stgrste da-
tamats kapacitet, saledes vil der altid vaere en efterspgrgsel efter hurti-
gere datamater. For at efterkomme disse krav om hurtigere datamater,
er der igennem de sidste ar blevet satset stadig mere pa udviklingen af
paralleldatamater.

Vi vil fremover, nar vi taler om paralleldatamater, anvende Aki’s defi-
nition:

A parallel computer is one that consists of a collection of
processing units, or processors, that cooperate to solve a

problem by working simultaneously on different parts of
that problem (Aki (1989) side xii). '

Formalet med dette kapitel er at finde frem til, hvorledes problemer
skal formuleres for at opna effektive algoritmer til de forskellige typer
paralleldatamater.

Vi vil i afsnit 1.1 og afsnit 1.2 give et kort overblik over forskellige typer
paralleldatamater. I afsnit 1.3 vil vi diskutere nogle kriterier for valg
af algoritmer til de forskellige typer datamater.

I afsnit 1.4 vil vi beskrive CM-200 datamaten pa UNIeC, hvorefter vi i
afsnit 1.5 vil prgve at opstille nogle kriterier for udvalgelse af algoritmer
til lgsning af det problem, som vi har opstillet i indledningen.

9




10 i : Paralleldatamater

1.1 Flynn’s taksionomi

Flynn opstillede i 1966 en klassificering af datamater!. Taksionomien
er opbygget med udgangspunkt i sammenhengen mellem datamatens
behandling af instruktioner og data?. Figur 1.1 viser Flynn’s taksio-
nomi.

Single Data Multi Data

Single Instruction SISD SIMD

Multi Instruction MISD MIMD

Figur 1.1: Flynn’s taksionomi.

Lidt mere detaljeret kan vi beskrive Flynn’s taksionomi saledes:

e SISD datamater udfgrer en instruktionsstrgm pa en datastrgm.

SISD

Single Instruction Single Data

I N I

P

Figur 1.2: Single Instruction Single Data.

SISD datamater er saledes de almindelige sekventielle datamater
som pc’er, arbejdsstationer etc. Det er vigtigt at forstd, at der

!Flynn’s taksionomi opstilles i Hansen (1993), hvor han refererer til “M. Flynn,
Very high speed computing systems, Proc. IEEE 54 (1966), 1901-1909”. Det har
ikke veeret os muligt at fremskaffe denne artikel, men ogsa Tanenbaum (1990) be-
skriver taksionomien.

2Parallelitet i CPU’en tzlles normalt ikke med.
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til tiden T eksekveres én instruktion pa ét dataelement® pa en
enkelt processor. Betingede s®tninger kan nedsatte antallet af
instruktioner pa SISD datamater.

e SIMD datamater eksekverer én instruktions strgm, men udfgrer
den pa flere stromme af dataelementer samtidigt. De kan siges at
arbejde synkront.

. . SIMD ,
Single Iustruction Multiple Data

I | F“““ij
= A
o

Figur 1.3: Single Instruction Multiple Data.

Af SIMD datamater kan nazvnes CM-200 og MasPar MP-1.
Denne type datamater eksekverer i princippet instruktions strgm-
men pa samme made som de sekventielle datamater, men her
foregar instruktions strgminen pa p processorer samtidigt, altsa
udfgres instruktionen pé p stremme af dataelementer.

Dataelementerne skal vare af samme type. Pa SIMD datama-
ter kan det i visse tilfeelde godt svare sig at undlade betingede
sztninger. SIMD datamater er egnet til regulzere problemer.

¢ MISD datamater udfgrer samtidigt flere instruktioner pa et da-
taelement.

Vi kender ingen eksempler pa datamater af denne type, men de
kunne eventuelt anvendes som kontrol-datamater i forbindelse
med rumfart eller atomkraft. Kontrollen kunne forega, ved at
flere forskellige datamater regnede pa samme data, hvis der sa
var overensstemmelse mellem resultaterne, kunne beregningerne
siges at veere “riglige”. '

e MIMD datanater udfgrer samtidigt flere instruktioner pa flere
forskellige dataelementer. De kan siges at arbejde asynkront.

3Der anvendes i mange tilfelde mere end ét dataelement, eksempelvis additioner
ma ngdvendigvis have mnere end et dataelement for at kunne udfgres. Det veasentlige
er dog at dataelemeuterne laeses sekventielt: I én strgm.
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MISD :
Single Data

T IR

Multiple Instruction

P

Figur 1.4: Multiple Instruction Single Data.

MIMD
Multiple Instruction Multiple Data
HIlllllllllllllillllll I llJlllII.llllllllLllll I .
P

Figur 1.5: Multiple Instruction Multiple Data.

Eksempler pa sadanne datamater er CRAY Y-MP og Allient FX.
Der er blevet introduceret et nyt system — PVM (Parallel Virtual
Machine), hvilket er en software pakke, der ggr det muligt at
sammenkoble flere arbejdsstationer, sa de arbejder som en MIMD
datamat.

MIMD datamater kan i princippet simulere de andre typer af
datamater, men der distribueres oftest en stgrre blok af instruk-
tioner og en blok data til en processor. Det er saledes vaesentligt,
at programmgren tager hgjde for, at problemet skal opsplittes og
bearbejdes pa flere forskellige processorer, og at disse alle skal
arbejde samtidigt og ikke vente pa hinanden.

Hver enkelt processor kan betragtes som en SISD datamat, og
tankegangen bag udviklingen af de enkelte dele af programmet
svarer til tankegangen bag SISD datamater, men distribution af
data og instruktioner skal varetages ud fra gnsket om, at alle
processorer skal arbejde samtidigt.
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Som det ses af Flynn’s taksionomi findes der to grundlaeggende forskel- -
lige typer paralleldatamater, nemlig SIMD og MIMD datamater.

SIMD datamater har ofte mange simple processorer, saledes skal data
have samme struktur og det skal give mening at udfgre samme instruk-
tion pa alle data. SIMD datamater beskrives ofte som “dataparallelle”
datamater, eller datamater der er velegnet til finkornet parallelitet.
SIMD datamater kan siges at veere parallelle pa instruktionsniveau, og
de egner sig derfor bedst til regulere problemer.

MIMD datamater har ofte feerre kraftige processorer. Derfor skal op-
gaverne opsplittes i stgrre dele og distribueres til processorerne. Denne
type af datamater er velegnet til grovkornet parallelitet. MIMD da-
tamater kan siges at veere parallelle pa proces niveau og egner sig til
et stgrre spekter af problemer, nar bare problemet kan splittes op i
delprocesser.

Et konkret problem kan egne sig til bade MIMD og SIMD datamater alt
efter, hvordan det er muligt at opsplitte problemet. Nogle problemer
kan lgses lige effektivt pa begge datamattyper, mens andre opgaver kun
egner sig til en type datamat.

1.2 Paralleldatamater klassificeret pa la-
ger

Sekventielle datamater arbejder med en instruktion pa et dataelement
fra et lager, og da ingen andre end denne ene processor arbejder, sa
opstar der ingen problemer omkring lageranvendelse. Pa paralleldata-
mater er netop lagerstrukturen af afggrende betydning for, hvilke typer
algoritmer der egner sig til at blive implementeret pa datamaten.

Bandbredden pa paralleldatamater er forholdsvis stgrre end bindbred-
den pa sekventielle datamater, da hver processor har mulighed for at
kommunikere med lageret.

Hvis vi antager, at processorerne uafhangigt af hinanden kan lase fra
og skrive til lageret og den overfgrte mangde data pr. tidsenhed mellem
lageret og en enkelt processor betegnes med B, sa vil' bandbredden pa
paralleldatamaten vare p x B.
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Processorerne kan enten dele et felles lager eller de kan have deres eget
lokale lager.

1.2.1 Feelles lager

Paralleldatamater med fzlles lager kan i princippet lzese fra eller skrive
til en vilkarlig celle i lageret. Da vi arbejder med paralleldatamater kan
der opsta situationer, hvor flere processorer samtidigt gnsker at arbejde
i den samme lagercelle. Denne konflikt kan lgses pa fire mader?, nemlig:

Exclusive Read Concurrent Read

Exclusive
Write EREW CREW
Concurrent
Write - ERCW CRCW

Figur 1.6: Fire kombinationer af lageradministration p3 parallelle data-
mater.

e EREW en processor rader over datacellen bade nar den skriver,
og nar den laeser.

¢ ERCW en processor kan laese datacellen, mens flere kan skrive i
den.

e CREW flere processorer kan lase datacellen, men kun én har lov
til at skrive.

e CRCW flere processorer kan leese datacellen, og flere kan skrive
til den. '

De fire forskellige mader at administrere feelles lager pa giver hver iseer
sine problemer.

At flere processorer kan laese i den samme datacelle samtidigt, er i
mange tilfzlde hensigtsmaessigt, og det skaber ingen teoretiske pro-
blemer. Hvis kun en enkelt processor kan lase datacellen vil der opsta

4Aki (1989) opstiller denne specificering af problemet pa side 14 i sin bog,.
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flaskehalse omkring distribution af det samme dataelement til flere pro-
cessorer.

Skal flere processorer derimod skrive til en celle kan der opsta store pro-
blemer. Hvem skal skrive hvis data ikke er ens? Der er flere strategier
alt afthengigt af hvordan datamaten skal virke:

— Den processor, der returnerer den stgrste veerdi, kan skrive i cellen.
— Den processor, der returnerer den mindste veerdi, kan skrive i cellen.
— En sum af alle processorernes vaerdier kan skrives i cellen.

— Den processor med det laveste nummer...

— En tilfaeldig processor... ‘

— etc. ‘

Som det ses er der nasten ubegrznsede muligheder, men det er ngd-
vendigt at valge en strategi. Afhangigt af hvilken strategi der velges,
s& vil datamaten veere velegnet til nogle opgaver, mens andre ikke lgses
sarligt effektivt. : '

Datamater med felles lager egner sig til opgaver hvor de enkelte proces-
sorer skal udveksle data, men som det ses er der en del komplikationer
ved brug af fzlles lager.

1.2.2 Lokalt lager

En anden mulighed er at lade hver processor rader over sit eget lager.
Pa den made opstar der ikke spgrgsmal om, hvem der skriver hvad i
hvilke dataceller, da det kun er en processor, der kan skrive i cellen.
Processorerne skal dog stadig kunne udveksle data. Det ggres ved at
sztte processorerne sammen i netvark.

1.2.2.1 Stjernenetverk

Det vil vaere optimalt at sztte processorerne sammen, som vist pa figur

. 1.7, saledes, at der er en forbindelse fra en processor til alle andre. Det
er dog kun muligt med meget sma netveerk, fordi der for stgrre netvark
opstar store tekniske problemer, da antallet af forbindelser f(p) stiger
efter formlen:
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_pP-p :
fp) = =——. (1.1)

Af formel 1.1 ses det at 8 processorer skal bruges 28 forbindelser, mens
128 processorer kreever 8128 forbindelser.

Figur 1.7: Et stjernenetvaerk kraever mange forbindelser og er derfor kun
egnet til sma netvaerk.

Det er altsa ngdvendigt for stgrre netveerk at forbinde processorerne
pa en anden méde. Der findes mange andre mader at forbinde netveerk

pa; en af de mere hensigtsmaessige er af forbinde processorerne som en
sakaldt hyperkube.

1.2.2.2 Hyperkube

Som det ses af figur 1.8 anvender en hyperkube langt faerre forbindelser
end et stjernenetvaerk. En hyperkube af dimension d = log,(p) med d
forbindelser fra hver processor har p processorer og antallet af forbin-

1
delser f(p) er givet ved f(p) = p—o-%g—(ﬂ), og stien fra en processor til

en anden vil hgjest besta af d kanter.

En hyperkube af dimension 3 har 8 processorer og 12 forbindelser, mens
en hyperkube af dimension 7 har 128 processorer og 448 forbindelser.

Denne konstruktion ger altsa at kommunikationstiden mellem proces-
sorerne forgges med hgjest en faktor d i forhold til et stjernenetveerk,
men antallet af forbindelser falder markant.

Der er mange andre mader at forbinde processorer i et netvark. Det
er dog givet, at uanset hvordan processorerne forbindes, kan der opsta
flaskehalse i forbindelse med kommunikationen. Hyperkube datamater
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Figur 1.8: En hyperkube med 16 processorer har 32 forbindelser og den
lngste sti bliver en afstand p3 4 kanter.

arbejder altsa bedst med problemer hvor kommunikationen mellem de
enkelte processorer er minimal eller meget ensartet. Eksempelvis koster
kommunikation mellem processorer, der er direkte forbundet, ikke mere
i en hyperkube end i et stjernenetveerk. '

Det ses, at der er mange mader at administrere lageret pa parallelda-
tamater. Hvordan det ggres er afhangigt af hvilken datamat vi gnsker
at have, og det er svart at sige hvilke metoder der er bedst, da alle
metoder har deres fordele og ulemper; valget ma altsa falde pa hvad
datamaten skal vaere god til.

1.3 Hvad kommer fgrst: Paralleldatamat
eller algoritme

Valget af algoritmer er direkte afhaengigt af den datamat der gnskes
anvendt. Problemet skal vare af homogen karakter for at egne sig til
SIMD datamater, hvorimod MIMD datamater kan lgse flere slags opga-
ver, blot problemet kan fordeles nogenlunde ligeligt pa alle processorer.

Nar der valges en paralleldatamat, er det ngdvendigt at undersgge
hvilke datastrukturer det er muligt at opstille for problemet — det skal
undersgges hvilken type kommunikation problemet kraever, om det kan
opstilles som matricer og sa videre.
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Det er for de fleste problemer muligt at opstille en algoritme, der kan
implementeres pa en given paralleldatamat. Derfor valges ofte fgrst,
hvilken paralleldatamat der skal bruges, og derefter undersgges sa hvilke
algoritmer der egner sig til denne type paralleldatamat.

Da udbredelsen af paralleldatamater er meget lille sker det i praksis
ofte, at der kun er adgang til en bestemt paralleldatamat, sa problemet
bliver oftest at finde algoritmer der egner sig til at blive implementeret
pa denne datamat.

1.4 Paralleldatamaten CM-200

CM-200 var den eneste paralleldatamat vi kunne fa adgang til, sa vi
bar valgt og udviklet algoritmer der egner sig til at blive implementeret
pa denne. Vi fandt det vasentligt, at algoritmerne blev testet pa en
“rigtig” paralleldatamat fremfor pa en simulator eller PVM, da simula-
torer mangler zgte samtidighed, og derfor ikke afspejler virkeligheden,
og pa PVM vil datakommunikation tage uforholdsmeessig lang tid, da
den foregar pa det eksisterende lokalnet.

CM-200 er en sdkaldt “dataparallel datamat”, det vil sige at det er en
SIMD datamat med lokalt lager.

CM-200 indeholder folgende dele:

e En eller flere front-end datamater.
e Et I/O system.
o Et grafisk display system.

e En CM enhed.
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1.4.1 Front-end’en

En CM-200 kan have op til 4 front-end’er. Front-end’en er en sekven-
tiel datamat®, hvorpa programmer administreres. Front-end’en har til
formal at stille et udviklingsmiljg og en kommunikations forbindelse til
CM enheden til radighed for brugeren. Instruktioner, der kan udfgres
sekventielt, vil blive udfgrt pa front-end’en, mens instruktioner, der kan
udfgres parallelt, vil blive videresendt og udfgrt pa CM-200. Kommu-
nikationen til CM-200 foregar via et kort, et sakaldt FEBI (Front End
Bus Interface); en front-end kan have op til fire FEBI kort.

Fra front-end’en bliver data via FEBI sendt til nexusen, der distribuerer
data/instruktioner med den rigtige clockfrekvens til sequenserne. En
sequensers opgaver er at fortolke kommandoer og distribuere dem til
processorerne indenfor en processorblok (se afsnit 1.4.4).

1.4.2 I/0 systemet

For hver blok af processorer findes to output kanaler, en CM 1/O Con-
troller (CMIOC) og en framebuffer (FB). CMIOC’en har forbindelse til
datavaulten, der er CM-200 datamatens parallelt adresserbare fastdisk-
lager, via CM I/O bussen. Overfgrselshastigheden er ca. 50 Mbyte/s.

Datavaulten er opbygget af 42 disks pa 256 Mbyte. Heraf kan de 32
kan adresseres parallelt, saledes at der gemmes en bit af et word pa den
samme adresse pa hver sin disk. 7 disks anvendes til fejlkorrektion, og

de sidste tre anvendes som sikkerhed ved nedbrud eller udskiftning af
disks. '

1.4.3 Det grafiske display system

Der findes et system bestaende af framebufferen og en hgjoplgsnings-
skeerm, der ger det muligt at visualisere data med op til 40 Mbyte/s,
saledes, at det er muligt at gengive databehandlingen, lige sa hurtigt
som den bliver beregnet. Systemet anvendes til at visualisere data, men
ogsa til debugging.

5P& en CM-200 kan en front-end vzre en af flere VAX mikrodatamater eller en
SUN-4 arbejdsstation.
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1.4.4 CM enheden

Processorenheden En processorenhed bestar af 32 1-bit processorer
med hver 128 kbyte lager, 1 transposer og 1 flydende tal processor. CM-
200 pa UNIeC har 256 processorenheder, og dermed 256 flydende tal
processorer, 8192 1-bit processorer og 1 Gbyte lager.

Hvis processorenheden skal behandle 1-bit data, sa behandler 1-bit pro-
cessorerne disse data hver for sig, sdledes, at der for hver instruktion
udfgres 32 beregninger parallelt for hver processorenhed.

Skal processorenheden derimod arbejde med flydende tal gemmes data
saledes at den n’te 1-bit processors lager indeholder den n’te bit i et
32 bit word, og transposeren omformer data saledes at flydende tal
processoren kan modtage dem som word, se figur 1.9.

Instruktions Bus

Adresse
Bus
: 8 Flydend
ydende
Lager @ N tal
128 kbyte — Trans- processor
pr. proc. - AN poser

0
[P}

[T T T T T [
[T T~ TT T [F]

BREESCSSIEER

Figur 1.9: Processorerne pd en processorenhed er fordelt siledes, at der
for hver 32 1-bit processorer er en transposer og en flydende tal processor.
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Processorblok Et fuldt udbygget CM-200 system vil besta af 4 pro-
cessorblokke af hver 16384° 1-bit processorer, siledes at der i det fuldt
udbyggede system vil vaere 65536 1-bit processorer, 2048 flydende tal
processorer og i alt 8 Gbyte lager.

I figure 1.10 er skitseret et CM system med 4 processorblokke. Denne
konstruktion medfgrer dog ikke pget tidsforbrug ved kommunikation
mellem processorerne, da processorblokkene er forbundet som en hyper-
kube. De enkelte processorblokke er ogsa forbundet som hyperkuber,
saledes at datamaten kan kgrer som 4 “uafhangige” datamater’.

Front-end’er

FEBI FEBI

nexus

/
%

Sequencer Sequencer

Processor Processor

blok - _ " blok

| Seguencer! ! Se§ uencer |

Processor Processor

blok blok

Figur 1.10: En CM-200 med 4 processorblokke har en nexus og 4 sequ-
ensere.

6CM-200 datamater med henholdsvis 8192, 16384, og 32768 processorer har 8192
processorer pr. processorblok, mens datamater med 65535 processorer har 16384
processorer pr. processorblok. '

"De deler stadig Datavaulten, 10-systemet etc.
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CM-200 pa UNIeC har 8192 fysiske processorer. Ménge problemer
kreever flere end 8192 processorer. Imidlertid kan hver fysisk processor
udfgre rollen for mange (virtuelle) processorer.

For eksempel hvis problemet kraever 16384 processorer, sa skal hver fy-
sisk processor udfgre arbejdet for to processorer. Dette sker selviplgelig
i to omgange. Hvis nu problemet kraver P processorer, hvor P ikke er
et multiplum af 8192, s& skal hver processor arbejde for [P/8192] pro-
cessorer ([P/8192] er det mindste heltal, som er stgrre end eller lig med
P/8192). I dette tilfeelde bliver nogle af processorerne ngdt til at ud-
fare “dummy-operationer”, da CM-200 er SIMD datamat, hvor samme
instruktion skal udfgres pa alle processorer samtidigt. For eksempel
hvis problemet kraver 10000 processorer, sa bliver problemet lgst i
[10000/8192] = 2 omgange. I fgrste omgang er der ingen processorer
som skal udfgre “dummy-operationer”, mens 2 x 8192 — 10000 = 6384
processorer skal udfgre “dummy-operationer” i anden omgang.

1.4.5 Hvordan programqusren: af CM-200 skal
taenke

Vi vil give et kort eksempel pa, hvordan programmgren skal teenke, nar
der skal udvikles programmer til paralleldatamaten CM-200. Eksem-
plet er matrixaddition (lzseren kan eventuelt supplere leesningen med
afsnit A.2, hvor vi har et lignende eksempel).

Vi vil addere to n x n-matricer A og B. Resultatet af additionen er
matricen C. Vi skal nu opfatte problemet pa fglgende made: Matri-
cerne A og B indeholder hver n? elementer. Derfor skal der udfgres n?
skalaradditioner. Disse skalaradditioner kan udfgres uafhengigt af hin-
anden. Ved at anvende n? processorer, kan vi udfgre n? skalaradditioner
parallelt.

Vi skal nu antage, at der netop er n? processorer til radighed pa CM-
200 (hvis n? er stgrre end antallet af fysiske processorer, sa anvendes
n? virtuelle processorer). De n? processorer kan nummereres entydigt
ved taltuplen (z,7), hvor ¢, € {1,2,...,n} — processor nummer (%, j)
vil vi kalde p(i, 7).

Processorerne i CM-200 har hver sit lokale lager. Hver af de n? pro-
cessor skal have netop ét element fra hver af matricerne A og B i sit
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lokale lager, saledes, at p(z, ) kontrollerer elementerne a;j.og bi;. Efter
additionen skal p(z, ) endvidere kontrollere elementet c;.

Matrixadditionen foregar saledes:

1. I p(¢,7) er oprettet tre variable i det lokale lager: A(z,7), B(,7)
og C(z,7). Elementet a,; og elementet b;; opbevares henholdsvis

1 A(¢,5) og B(1, ).

2. p(z,7) adderer de to variable A(i,5) og B(t,j), og tildeler resul-
tatet til variablen C(t,j).

Vi ser, at i fgrste punkt er alle elementerne i matricerne A og B fordelt
pa de n? processorer, og i det andet punkt bliver alle de n? skalar-

additioner udfgrt. Efter additionen besidder p(i,j) elementet c;; fra

matricen C i variablen C(7,j). Vi bemerker, at de n? processorer ud-
fgrer preecis de samme operationer i den samme reekkefglge, men vi har
3n? dataelementer. Dette er karakteristisk for SIMD datamater.

p(1,1) p(1,2) p(1,3) p(1,4)
A

T iglagalagalag.e| "
B 22PN
—_— . : i y /r‘y 4) p(3,4)
B ,‘1) B( ,2) B( ,3) B( ,4) s
C P 4 ,V/ - — /'A( ) r(4,4)
‘ 3,4
c(1,1)|c(1,2)lc(1,3)|C(1,4) %“) '/
vl A(4,4)
C(2,1)|c(2,2){C(2,3)|C(2,4) %,4? |
c(3,1)|c(3,2){C(3,3)|C(3,4) B(4,4)

c(4,1)|c(,2){c(,3)|c(4,4)

Figur 1.11: Eksempel pad hvordan hver processor arbejder pa hver sin del
af problemet, ndr CM-200 adderer to 4 x 4 matricer.

CM-200 er som skabt til “brute-force” matrixaddition, det vil sige ad-
dition af tykke matricer. Dette er ogsa karakteristisk for SIMD data-
mater, som jo egner sig til meget regulzre problemer. Det kan ikke
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betale sig at lave “smarte” algoritmer, som udnytter, at de pageldende
matricer er tynde. Problemer, som sgges lgst pd CM-200, skal derfor
veere formuleret som manipulationer pa tykke matricer eller lignende
strukturer. Hvis problemet ikke egner sig til at blive formuleret i disse
strukturer, sa er CM-200 ikke den rette paralleldatamat at anvende pa
dette problem.

I figur 1.11 er en matrixaddition af to 4 x 4-matricer skitseret.

1.5 Sammenfatning

CM-200 er en SIMD datamat med lokalt lager. I afsnit 1.1 og 1.2 sa vi,
at denne type datamat er bedst egnet til store regulere regneopgaver,
hvor data er af samme struktur.

Vi har ogsa set, at irreguleer datakommunikation skal begraenses, da
det er den type operationer der kan skabe flaskehalse. I afsnit 1.2 sa
vi derimod, at CM-200 er velegnet til ensartet kommunikation mellem
processorerne.

Da vi fik adgang til at udvikle algoritmer pa CM-200 pa UNIeC, og
da vi ud fra gennemgangen i dette kapitel ma forvente, at de matrix-
baserede algoritmer er de mest effektive algoritmer pa CM-200, har
vi derfor i gennemgangen af algoritmer i kapitel 2 koncentreret os om
matrixbaserede algoritmer.

Det skal bemarkes at CM-200 kgrer med tidsdeling, det vil sige at
flere processer kan kegrer samtidig. Hvis der kgrer mange processer
stiger den tid CM-200 anvender til at administrere tidsdelingen. Hvis
der gnskes meget hurtig eksekvering af de implementerede algoritmer,
skal de altsa afvikles uden tidsdeling, men nar man som vi blot skal
teste de implementerede algoritmers effektivitet, har tidsdelingen ingen
betydning, se afsnit B.3.
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REFERENCER

1 afsnit 1.1 og 1.2 har vi brugt det upublicerede materiale fra et pa-
rallelprogrammerings kursus pa UNIeC af Hansen (1993), herfra har
vi ogsa beskrivelsen af Flynn’s taksionomi. Aki (1989) har i afsnit 1.2
af sin bog en udmarket gennemgang af forskellige typer paralleldata-
mater og lageranvendelsen pa disse. McBryan introducerer i kapitel
2 i Carey’s (1989) bog kort de forskellige arkitekturer, og hvilke da-
tamater der findes eller er under konstruktion. Specielt vil vi henlede
opmeerksomheden pa afsnit 2.3.3 i Carey’s (1989) bog, hvor McBryan
kort beskriver en CM-1 — en forgenger for CM-200. Hvis leeseren.
gnsker en kort oversigt over paralleldatamater (og andre superdata-
mater), og ikke har nogen forhandskendskab til omradet, vil vi henvise
til Tanenbaum (1990) afsnit 8.2.1 side 488 - 530.

Afsnit 1.4 bygger forst og fremmest pa telefonsamtaler med Malcolm
Brown, der er application engineer pA CM-200 pa UNIeC og udsendt
af Thinking Machines Corporation. Brown har holdt et opleg pa
parallel programmeringskurset pd2 UNIeC, hvor han gennemgik CM-
200. Materialet til denne gennemgang indgar ogsa som en vaesentlig
del af denne fremstilling. Dernest CM-200 usersguide, udgivet af
Thinking Machines Corporation (1991a) og sidst en artikel af McBryan
(1988/89), der er lidt mere uddybende end hans beskrivelse i Carey’s
bog. '

Det skal bemaerkes at CM-200 usersguide er en generel beskrivelse af .

CM-2 og CM-200 datamater; derfor er de fysiske karakteristika ikke i
overensstemmelse med de faktiske forhold pA CM-200 datamaten pa
UNIeC, da denne ikke er fuldt udbygget.

Hvis leesere af denne projektrapport gnsker at fglge med i udviklingen

indenfor paralleldatamater i Danmark, kan vi anbefale publikationen
“Algoritmer, Beregninger og Computere” fra UNIeC. Publikationen er

gratis, og kan rekvireres ved henvendelse til UNIeC. Ogsa tidsskriftet
KOMM, UNIeC JATION fra UNIeC kan anbefales.
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Kapitel 2 |
Algoritmer

Udgangspunktet for dette kapitel har veeret tre traditionelle sekventielle
algoritmer, som kan finde en grafs transitive afslutning. Disse algorit-
mer har vi forsggt at parallelisere. Imidlertid har vi matte forkaste en
af disse sekventielle algoritmer — den egner sig ikke til at blive formu-
- leret som operationer pa matrix-lignende strukturer. Den kan derfor
ikke implementeres effektivt pa CM-200.}

De to sekventielle algoritmer, som vi har kunnet parallelisere, bliver
beskrevet detaljeret i dette kapitel. '

Afsnit 2.1 omhandler matrixmetoden og afsnit 2.2 omhandler Floyds
algoritme. I begge afsnit gennemgas den sekventielle algoritme, samt
parallelle udgaver. For matrixmetoden har vi fire forskellige parallelle
udgaver, mens vi har en for Floyds algoritme. De parallelle udgaver er
effektive til tykke grafer (se afsnit 1.4.5). Hvis den pagzldende graf er
tynd, sa skal der anvendes en anden type paralleldatamat end CM-200,
samt en anden type algoritmer.

1Det er tale om Dijkstras algoritme — se Sedgewick (1988) side 457. Denne
algoritme finder den transitive afslutning for en graf med n knuder ved at opdele
problemet i n delproblemer, som kan lgse uafhengigt af hinanden — algoritmen
kunne udmaerket paralleliseres til en MIMD paralleldatamat med n processorer.
Dijkstras algoritme egner sig til tynde grafer.

27
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For bade de sekventielle algoritmer og for de parallelle algoritmer op-
stilles kompleksiteten. Kompleksiteten er dog ikke hele sandheden om
de parallelle algoritmer — i afsnit 2.3 fortszetter vi analysen. I dette af-
snit opstilles retningslinier for valget af algoritmer, nar grafens stgrrelse
n og antallet processorer p pa paralleldatamaten er kendt.

Angaende notation sa bgr laseren lese appendiks A for dette kapi-
tel. I afsnit A.1 gennemgas den ngdvendige grafteori, og i afsnit A.2
gennemgas den pseudokode, som vore algoritmer bliver angivet i.

I kompleksitetsberegningerne for de parallelle algoritmer ser vi kun pa
den parallelle kode — vi ser ikke pa den sekventielle kode. Der vil al-
tid vare sekventiel kode i parallelle algoritmer. Den sekventielle kode
kontrollerer antallet af iterationer i den paralielle kode. Imidlertid er
kompleksiteten af den sekventielle kode i vore algoritmer mindre end
eller lig med kompleksiteten af den parallelle kode — derfor kan leeseren
ikke finde narmere beskrivelser af den sekventielle kode i vor fremstil-
ling.

Det skal endvidere nevnes, at vi i kompleksitetsberegningerne for de
forskellige algoritmer ikke medregner initialiseringer. Vi ser kun pa de
operationer, som indgar i beregningen af den transitive afslutning.

2.1 Matrixmetoden

I afsnit 2.1.1 beskrives en sekventiel algoritme for udregning af den
transitive afslutning. Det er tale om den sdkaldte matrixmetode.

I afsnit 2.1.2 paralleliseres den sekventielle udgave af matrixmetoden.
Vi benytter fire forskellige parallelle algoritmer.

Vi vil indledningsvis ggre opmeerksom pa, at i denne fremstilling skal
betegnelsen “matrixmultiplikation” opfattes anderledes end normalt —
dette bliver praciseret i afsnit 2.1.1.

2.1.1 Den sekventielle matrixmetode

I afsnit A.1 er det omtalt, at relationen R er transitiv. Der gaelder
trivielt, at hvis de to kanter (v;, vx) og (vk,v;) tilhgrer E, sa gelder, at
(v.-,v,-) €R.
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I dette simple tilfzelde er styrken af den starkeste sti af typen v;, v; eller
vi, Vg, v; fra.v; til v; givet ved:

§.'J'= max 38;kSk;. : (2.1)

=1,2,...,n

Vi ser saledes pa alle stier fra v; til v;, hvor hgjest tre knuder indgar.
Udregnes §;; = (JDaX _SikSk; for alle knuder v; og v;, sa fas n x n-

=1,2,...,n

matricen S. Denne matrix har folgende egenskaber: Elementet 3;; er
lig 0, hvis der ikke eksisterer en sti pa hgjest tre knuder fra v; til v;.
Ellers er §;; styrken af den staerkeste sti fra v; til v;, idet hgjest tre
knuder indgar.

Formel 2.1 ligner den traditionelle formel for matrixmultiplikation. For-
skellen er blot, at maksimumoperatoren anvendes fremfor addition.
Matricen S vil vi tillade os skrive som $2, og vi vil anvende navnet
“matrixmultiplikation” om den pagaldende multiplikation.

Vi kan nu fortsztte med at betragte stier bestaende af hgjest 4 knuder,
5 knuder, 6 knuder — og sa videre. Vi vil generalisere pa fglgende
made: Det ij’te element i matricen S™ er styrken af den steerkeste sti
fra v; til v;, der bestar af hgjest m + 1 knuder. Da der er n knuder,
- sa kan vi finde den sterkeste sti fra v; til v; ved at betragte stier, hvor
alle n knuder indgar. $"~! er med andre ord den transitive afslutning,
det vil sige S*~! = §*. Matricen ™! er invariant overfor yderligere
potensoplgftninger:

§l=6"= 85" = ... = lim S"

I praksis forekommer det ofte, at S™ = S™* hvor m+1 < n - 1.

I dette tilfzlde gelder ngdvendigvis, at S™ = S*. Vi behgver derfor

ikke altid at udfgre n — 1 matrixmultiplikationer for at udregne den

transitive afslutning ved matrixmetoden. Endvidere kan det udnyttes?,

at S2" = (...(8%)%...)? sdledes, at hejest m = [log,(n —1)] (m er det
m gange

mindste heltal > log,(n — 1)) matrixmultiplikationer behgves.

2Tilsvarende den almindelige matrixmultiplikation, sa er denne matrixmultipli-
kation associativ: Hvis A,B og C er matricer, s gelder: ABC = (AB)C =
A(BC). Eksempelvis kan vi skrive produktet SSSSSSSS pa fglgende made:
((SS)(SSHN(SS)(SS)).
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Idet € kun er lidt stgrre end den stgrste a.frundinﬁgsfejl, som kan opsta
ved regning pa flydende tal, sa far vi felgende algoritme:

Algoritme 2.1: Den sekventielle matrixmetode

1. /* Initialisering. %/
Vi,j € {1,2,...,n}: A(3,j) « si;.
m « (.

2. [* (§2")? = §?™* udregnes. Matrixmetodens /
/% centrale punkt: Matrixmultiplikationen. x/
mee—m+1.
Vi,j €{1,2,...,n}: B(i,j) < ,nax "A(z',k) x A(k,j).

3. [+ Stopbetingelsen: =/
/% Hvis §2" = §2™  s3 er §2" = S*. «/
Hvis der for alle 7,5 € {1,2,...,n} gelder,
at | A(i,j) — B(i,j) | <e, sé fortszet med punkt 5.

4. [+ Den transitive afslutning er endnu ikke fundet. */
Vi, j € {1,2,...,n}: A(4,j) « B(i,j).
Fortszt med punkt 2.

5. /% Den transitive afslutning er fundet. %/
Elementerne s; i den transitive afslutning er givet ved A(z, j).

For matrixmultiplikationen i punkt 2 skal n® skalarmultiplikationer ud-
feres, og vi skal anvende maksimumoperatoren (n — 1)n? gange. Dette
giver en samlet kompleksitet pd (O(n3) + O((n — 1)n?)). I punkt 3
_ benytter vi, at hvis der geelder $?" = §2™*', s3 er §*" den transitive
afslutning. Da der er n? elementer i hver af matricerne, si kan vi i n?
tidsenheder afggre om $?” = $?™*'. Tildelingen i punkt 4 kreever ogsa
n? tidsenheder. Den samlede kompleksitet af punkt 3 og 4 bliver da
O(n?). Idet vi hgjest skal udfgre [log,(n — 1)] matrixmultiplikationer,
sa bliver kompleksiteten af den sekventielle matrixmetode:

(0(n®) 4+ O((n — 1)n?) + 0(n?)) x O(log(n)) = O(n®log(n)).

2.1.2 De parallelle matrixmetoder

De parallelle matrixmetoder er baseret pa, at formlen
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;i = max a;ibi; 2.2
G k=1,2,....,n ik k"', ( )

for alle 1,57 € {1,2,...,n} bliver paralleliseret. Dette svarer til, at
matrixmultiplikationen i punkt 2 i algoritme 2.1 bliver paralleliseret.

Vi vil opstille.forskellige parallelle algoritmer for matrixmultiplikation.
I afsnit 2.1.2.1 beskrives kube matrixmultiplikation. Med kube matrix-
multiplikation som grundlag opfinder vi i afsnit 2.1.2.2 en ny algoritme
— denne kalder vi plan matrixmultiplikation. I afsnit 2.1.2.3 beskrives
Cannons matrixmultiplikation. I afsnit 2.1.2.4 er permutation matrix-
multiplikation — en algoritme, som vi selv har opfundet. De forskellige
matrixmetoder bliver navngivet efter hvilken matrixmultiplikation der
anvendes.” Matrixmetoden, som er baseret pa kube matrixmultiplika-
tion, bliver derfor kaldt kube matrixmetoden. Og sa videre.

Det skal neevnes, at i denne fremstilling beskriver vi kun multiplika-
tion af n x n-matricer, da det grafteoretiske problem kraver dette. De
forskellige parallelle algoritmer for matrixmultiplikation, somn bliver be-
skrevet i de efterfglgende afsnit, kan middelbart generaliseres.

2.1.2.1 Kube matrixmetoden

Vi vil i dette afsnit parallelisere den sekventielle algoritme 2.1. Fgrst
vil vi opstille en parallel algoritme for multiplikation af n x n-matricer,
idet formel 2.2 bliver paralleliseret. Det er kube matrixmultiplikation.

En matrixmultiplikation af to n x n-matricer kan opnas ved at anvende
n3 processorer. De n® processorer nummereres ved taltuplen (3, j, k),
hvor 7,5,k € {1,2,...,n}.
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Lad os nu udregne matrixproduktet C' = AB. Elementernei n x n-
matricerne A og B fordeles ud pa de n® processorer. Den parallelle
variabel A(%, 7, k) skal szttes lig vaerdien af a,;, og den parallelle variabel
B(z, 7, k) skal szttes lig vaerdien af bj;x. Imidlertid er matricerne A og B
i vort tilfzlde identiske. Dette kan udnyttes. Antag, at vi har foretaget
folgende initialisering:

Vi,j, k€ {1a2a s 1"'}: A(",],k) — aij.

Ved hjzlp at et koordinatskifte kan vi “transponere” matricen B:
Vi, i, k€ {1,2,...,n}: B(i,j,k) — A(J, k,1).

Koordinatskiftet tager hgjest [log,(n®)] = [3 x log,(n)] tidsenhe-
der pa en hyperkube paralleldatamat, da kommunikationen mellem to
vilkarlige processorer hgjest tager [log,(n®)] tidsenheder. Kompleksi-
teten af koordinatskiftet er derfor O(log(n)).

Efter denne tildeling geelder:

A(t,3,k) = a;; for alle k € {1,2,...,n}
B(i,j,k) = b for allei € {1,2,...,n},

hvor matricerne A og B er identiske.

Matrixmultiplikationen udfgres pa fslgende made: Processor nummer
(2,7, k) udfgrer skalarmultiplikationen A(i,j,k) x B(t,5,k) og gem-
mer resultatet i variablen C(i,j,k). Efter denne tildeling geelder:
C(i,j, k) = a,-jb,-k for alle ¢, 5,k € {1,2, ce ,n}.

Da vi er i besiddelse af n3 processorer, sa kan de n® skalarmultiplika-
tioner udfgres samtidigt, det vil sige pa konstant tid. Kompleksiteten
af de n® skalarmultiplikationer er derfor O(1).

Vi mangler nu at udregne elementerne
& = max a;;bir= max C(i,3,k
Cik i i A L e i g (i,5, k)

i den resulterende matrix C.
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At finde det stgrste af n tal kan udfgres pa [log,(n)] tidsenheder, hvis
n processorer anvendes. Fglgende algoritme finder det stgrste af de n
tal a;, der er placeret i de parallelle variable A(¢), hvor i € {1,2,...,n}:

Algoritme 2.2: Maksimumoperator

1. /« Initialisering. */
Vi€ {1,2,...,n}: A(i) « a,.
J+«0.

2. Vie{i|2+1<i<n}: A(%) «'—vrnax(A(z'),A(z' - 2’))

3. je—j+1.
Hvis j < [logy(n)], sa fortszt med punkt 2.

4. max a; er givet ved variablen A(n).
J=1,4y..4M

I vort tilfzlde skal maksimumoperatoren anvendes i alt n? gange, da
der er n? elementer i den resulterende matrix. Imidlertid kan'disse n
operationer udfgres samtidigt, da vi netop har n3 processorer.

’

Da koordinatskiftet hgjest tager [3 x log,(n)] tidsenheder, de n®
skalarmultiplikationer tager konstant tid, og anvendelsen af maksi-
mumoperatoren tager [log,(n)] tidsenheder, er kompleksiteten saledes
O(1) + O(log(n)) for en kube matrixmultiplikation. "Vi far fglgende
algoritme:

2
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Algoﬁtme 2.3: Kube matrixrriultiplikation
1. / Initialisering. %/
Vi, i,k € {1,2,...,n}: A(4,],k) « a;;.

2. [+ Matricerne A og B er i vort tilfzlde identiske. x/
Vi, j k€ {1,2,...,n}: B(i,j, k) — A(j, k, ).

3. /* De n® multiplikationer udfgres. */
Vi, i,k €{1,2,...,n}: C(s,4,k) — A(s,4,k) x B(z, 3, k).

4. [* Maksimum findes, idet algoritme 2.2 anvendes. x/
Vi,j k€ {1,2,...,n}: C(i,k,j) «~ Jnax C(i,t, k).

ke

5. Elementerne i den resulterende matrix C er givet saledes:
Vi€ {1,2,...,n}:¢;j = C(4,5, k).

Vi har nu beskrevet en aigoritme for parallel matrixmultiplikation. Vi

mangler nu at parallelisere punkterne 3 og 4 i den sekventielle algoritme
2.1 pa side 30.

Paralleliseringen af stopbetingelsen i punkt 3 i algoritme 2.1 har kom-
pleksitet O(1) + O(log(n)). At udfgre subtraktionen og tage den nume-
riske vaerdi af de n® tal i et tre-dimensionalt array kan geres pa konstant
tid, da der er n® processorer. Disse n? tal kan pa paralleldatamaten re-
prasenteres i et en-dimensionalt array — vi behgver ikke at kopiere
tallene over i et en-dimensionalt array. Ved hjzlp af algoritme 2.2 kan
vi finde det stgrste af de n3 tal i et en-dimensionalt array. At finde det
stgrst blandt de n® tal tager [log,(n®)] = [3 x logy(n)] tidsenheder.
Stopbetingelsen er nu reduceret til at afggre, hvorvidt det stgrste af de
n® tal er stgrre end ¢.

Tildelingen i punkt 4 i algoritme 2.1 svarer i kube matrixmetoden til
at kopiere et tre-dimensionalt array. Da vi har n® processorer, s kan
dette forega i konstant tid. Kompleksiteten af denne tildeling er derfor
0O(1).

Den samlede kompleksitet af paralleliseringen af punkt 3 og 4 bliver
O(1) + O(log(n)). Den samlede kompleksitet af kube matrixmultipli-
kation og paralleliseringerne af punkt 3 og 4 i algoritme 2.1 er derfor
O(1) + O(log(n)).
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Kompleksiteten af kube matrixmetoden bliver
(O(1) + O(log(n))) x O(log(n)) = O(log(n)?),

da der hgjest skal udfgre [log;(n — 1)] matrixmultiplikationer. Proces-
sor- og lagerforbruget er O(n®).

2.1.2.2 Plan matrixmetoden

Vi vil igen parallelisere algoritme 2.1, idet vi konstruerer en parallel
algoritme for multiplikation af n x n matricer. Algoritmen har vi kaldt
for plan matrixmultiplikation, da inspirationen er kube matrixmultipli-
kation (algoritme 2.3). Plan matrixmultiplikationen anvender n? pro-
cessorer. ' '

Betragt igen formlen 2.2 for matrixmultiplikation. Vi kan umiddelbart
indfgre sekvensen af matricer C*¥), k = 1,...,n, idet elementernei C‘*)
er givet ved

k
Csj) = a,-kbk]-. (23)
Analogt til den traditionelle matrixaddition, vil vi indfgre maksimum-
operatoren pa matricer: Lad eksempelvis D og E veere n X n-matricer.
Vi vil anvende maksimumoperatoren pa matricerne D og E og resulta-
tet vil vi kalde F. F er en n x n-matrix. Elementernei F = max(D, E)

er givet ved f;; = max(d;j, ei;).

Ved at anvende maksimumoperatoren pa matricer, sa kan formel 2.2
umiddelbart omskrives til

C= max CW, (2.4)

k=1,2,...,n

idet vi anvender formel 2.3.

Plan matrixmultiplikation anvender n? processorer. De parallelle vari-
able A(4,j), B(1,7) og C(2, ) skal anvendes. Fgrst konstrueres de n ma-
tricer fra formel 2.3 — den k’te matrix C(¥) konstrueres siledes: Tildel
de parallelle variable A(<,j) vardierne a;; for alle 7,5 € {1,2,...,n},
og tildel B(i, j) veerdierne b; for allei,j € {1,2,...,n} — det vil sige,
at
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Vi,j € {1,2,...,n}: A(%,j) « ai (2.5)
Vi, g € {1,2,...,71}: B(i,j) — bkj. (26)

De parallelle variable A(z, j) indeholder saledes n kopier af den k’te sgjle
fra matricen A, og de parallelle variable B(i, j) indeholder n kopier af
den k’te rakke fra matricen B.

Elementerne c,(-;‘) i matricen C®) er givet ved produktet A(z, ) x B(3, 7).
Det er siledes klart, at de n matricer C*) kan konstrueres i n iteratio-

ner. Hvis vi i hver iteration anvender tildelingen

C(i,j) « max(C(s,5), A(Z,5) X B(3,)), . (2.7)

sa vil elementerne ¢;; i den resulterende matrix C vare givet ved C(z, 7)
i den n’te iteration — forudsat, at alle C(z, j) er initialiseret til 0.

Fglgende algoritme for plan matrixmultiplikation kan opstilles:

Algoritme 2.4: Plan matrixmultiplikation

1. /x Initialisering. «/
[* A'(,7) indeholder matricen A. */
Vi,j €{1,2,...,n}: C(z,j) < 0, A'(3,]) « ai;.
k1.

2. [* Matricerne A og B er identiske. B'(z,j) indeholder x/
[* efter tildelingen matricen A. %/
Vi,j €{1,2,...,n}: B'(i,j) — A'(3, ).

3. /= Tildelingen 2.5 — kopier den k'te sgjle fra matricen A. */
Vie {1,2,...,n}: A(s,1) « A'(, k).
t—0.

4. Vie {1,2,...,n},Vs€ {s |1 £s< 2! As+2! <n}:
A(i, 8+ 2') « A(, ).

5 te—t+1.
Hvis t < [log,(n)], s fortset med punkt 4.
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6. /x Tildelingen 2.6 — kopier den k'te raekke fra matricen B. x/
Vj € {1,2,...,n}: B(1,5) « B'(k,)).
t—0. v

7.V5€{1,2,...,n},Vs€ {s |1 <s<2As+ 2" <n}:
B(s+2',7) « B(s,j). '

8. t—t+1.
Hvis t < [log,(n)], sé fortszt med punkt 7.

9. [ Tildelingen 2.7. */ _
Vi,j € {1,2,...,n}: C(i,j) — max(C(i, ), A, §) x B(i,3)).

10. k—k+1. _
Hvis k < n, sa fortst med punkt 3.

11. Elementerne c;; i den resulterende matrix er givet ved C(z,5).

Tildelingen i punkt 2 tager konstant tid — vi udnytter at matricerne
A og B er identiske. Tildelingen 2.5 (punkt 3 - 5 i algoritme 2.4) og
tildelingen 2.6 (punkt 6 — 8) tager hver [log,(n)] tidsenheder. Da vi
skal konstruere de n matriceri 2.3, resulterer tildelingerne 2.5 og 2.6 i en
kompleksitet pa O(nlog(n)) — og realiseringen af tildeling 2.7 betyder
en kompleksitet pa O(n). Vi har derfor, at den samlede kompleksitet
af matrixproduktet 2.4 er O(1) 4+ O(nlog(n)) + O(n).

Det er nu igen meget nemt at konstruere en parallel algoritme, som kan
finde den transitive afslutning. Plan matrixmetoden fremkommer ved
at anvende plan matrixmultiplikation, samt at parallelisere punkt 3 og
4 i algoritme 2.1. Vi vil parallelisere disse to punkter pa tilsvarende
made som pa side 34. Vi kan udfgre subtraktionen og tage den numeri-
ske vaerdi af de n? tal i punkt 3 pa konstant tid. Vi kan finde det stgrste
af disse n? tal (ved hjelp af algoritme 2.2) i [log,(n?)] = [2 x log,(n)]
tidsenheder. Paralleliseringen af tildelingen i punkt 4 har kompleksitet
O(1), da vi har n? processorer. Den samlede kompleksitet af paralleli-
seringen af punkt 3 og 4 bliver O(1) + O(log(n)).

Vi far den samlede kompleksitet af plan matrixmultiplikation 6g paral-
leliseringerne af punkt 3 og 4 i algoritme 2.1 til

O(nlog(n)) + O(rn) + O(1) + O(log(n)). |

Kompleksiteten af plan matrixmetoden bliver
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(O(nlog(n)) + O(n) + O(1) + O(log(n))) x O(log(n))
= O(nlog(n)*),

da hgjest [log,(n — 1)] matrixmultiplikationer skal udfgres. Processor-
og lagerforbruget er O(n?).

2.1.2.3 Cannons matrixmetode

Vi vil igen parallelisere algoritme 2.1. Udgangspunktet er en paral-
lel algoritme for multiplikation af n X n matricer — det er Cannons
matrixmultiplikation. Denne algoritme anvender n? processorer.

Formlen for matrixmultiplikation 2.2 kan meget enkelt omskrives til
fglgende formel

Gj = k=or,11'l,i),(n-1 @ikbij, (2.8)

idet vi blot anvender en anden indeksering af elementerne i matricerne
A, B og C. I Cannons matrixmultiplikation anvendes, at k i formel
2.8 ma gennemlgbe veerdierne i sekvensen 0,1,...,n—1 pa en vilkarlig
made — en vilkarlig permutation af sekvensen 0,1,...,n — 1 kan an-
vendes. Derfor kan formel 2.8 omskrives til

Cij = ,_JD0aX _ Gi((((i+j)mod ny+kymod m) B((((#+3)mod m+K)mod n)j-  (2.9)

Formel 2.9 kan vi omskrive til

Gj = k=0nl’l§‘.xn—1 ai((j+k)mod n)z((i+k)mod n)i» (2 10)
idet
Gj = @j((i+§)mod n) (2.11)

og
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b,'j = b((i+j)mod.n)j- (212)

Vi har nu omskrevet formel 2.8 til formel 2.10, 2.11 og 2.12. Ud fra
disse formler kan vi konstruere en effektiv parallel algoritme for ma-
trixmultiplikation. : '

Cannons matrixmultiplikation anvender n? processorer, og hver pro-
cessor (i, j) kontrollerer de parallelle variable A(3, 5), B(i,j) og C(i, ).
Fgrst initialiseres de parallelle variable A(z, j) og B(i,j) med henholds- -
vis vaerdierne @;; = ai((i+j)modn) O8 bij = b((itj)modn);- Her har vi
anvendt formel 2.11 og formel 2.12. Det ses, at elementerne i den i’te
reekke i matricen A bliver roteret netop : gange mod venstre, og ele-
menterne i den j’te sgjle i matricen B bliver roteret opad netop j gange,
idet 2,7 € {0,1,...,n —1}. ¢ og j kan skrives ud fra deres binzre re-
prasentation pa fglgende made, idet den farste bit er yderst til hgjre i
den binzre reprasentation: .

PRI 9 hvis k4 Dtebitider ] 2.13)
- o 0 hvisk+1tebitizer0 B

( Mosl1 ok hyis k4 te bitijer 1 2.14)

J= 0 hvis k + 1’te bit i j er 0. '

k=0

Idet k i formel 2.13 og 2.14 gennemlgber sekvensen 0,1, ..., [log,(n)] —
1, nér vi frem til flgende algoritme, som kan “vride”® matricerne A og

B:

Algoritme 2.5: “Vridning”

1. /x De parallelle variable A(z,7) og B(i,7) er initialiseret. */
k « 0.

3Vi har oversat ordet “preskewing” til “vridning”, se Bjgrstad (1992).
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2. [* Roter 2% pladser mod venstre i i'te rakke i matricen A, x/
/[* hvis k 4 1'te bit i den binaere reprasentation af i er 1. */
Vi,5€{0,1,...,n—1): Hvis k+ I'te bit i er 1, sa:
A(i,j) < A(, (G + 2%) mod n).

3. /* Roter 2* pladser opad i j'te sgjle i matricen B, */
[* hvis k 4+ 1'te bit i den binare reprasentation af j er 1. %/
Vi,j € {0,1,...,n—1}: Hvis k+ 1'te biti j er 1, sa:
B(i,j) < B((i + 2*) mod n,j).

4. k—~k+1.
Hvis 2% < n, sa fortszt med punkt 2.

5. Matricerne A og B er blevet “vredet”.

Algoritmen “vrider” matricerne A og B i netop [log,(n)] iterationer,
og algoritmen har derfor kompleksitet O(log(n)).

Vi kan nu ferdigggre resten af Cannons algoritme for matrixmultipli-
kation: Vi mangler nu blot at parallelisere formel 2.10. Af formlen 2.10
ses det, at k angiver hvor mange gange sgjlerne i A skal roteres mod
venstre, og hvor mange gange rakkerne i B skal roteres opad. Hvis
k gennemlgber sekvensen 0,1,...,n — 1 1 n iterationer, og der i hver
iteration pa ner den fgrste roteres én gang i sgjlerne i A og én gang i
rekkerne i B, sa vil sgjlerne i A og rakkerne i B veere roteret k gange
i k + 1'te iteration. I hver iteration skal hver enkelt processor (z,j)
multiplicere de parallelle variable A(z, 5) og B(t, j), og variablen C(z, 5)
skal tildeles dette produkt, dersom vardien af C(i,j) er mindre end
dette produkt. De n iterationer har kompleksitet O(n).

Vi har saledes, at realiseringen af formel 2.11 og 2.12 resulterer en
kompleksitet pa O(log(n)) og realiseringen af formel 2.10 resulterer en
kompleksitet pa O(n). Idet vi udnytter, at matricerne A og B i vort
tilfeelde er identiske, sa tager kopieringen konstant tid. Den samlede
kompleksitet af den parallelle algoritme er derfor O(log(n)) + O(n) +
O(1). Vi har fglgende algoritme:
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Algoritme 2.6: Cannons matrixmultiplikation

1. /* Initialisering. %/
Vi,j € {0,1,...,n—1}: A(¢,)) < a;.

2. [* Matricerne A og B er identiske. »/
Vi,j € {0,1,...,n —1}: B(i,5) — Ai,j)-

3. “Vrid” matricerne A og B med algoritme 2.5. .

4. [+ Ingen rotation i fgrste iteration. %/ .
Vi,j € {0,1,...,n—1}: C(i,j) « A(¢,j) x B(3,7).
k0.

5. /* Rakkerne i A roteres mod venstre og sgjlerne i B %/
[* roteres opad k gange i k + 1'te iteration. %/
ke—k+1.
Vi, j € {0,1,...,n—1}: A(4,j) « A({,(j + 1) mod n).
Vi,j € {0,1,...,n—1}: B(:,j) «— B((: + 1) mod n,j).
Vij € {0,1,...,n —1}: C(5,) — max(C(i,3), AGrj) ¥ Blisj))

6. Hvis k < n — 1, s3 fortseet med punkt 5.

7. Elementerne c;; i den resulterende matrix er givet ved C(, 7).

Tilsvarende de to foregaende afsnit er det nu nemt at opstille en parallel
algoritme for matrixmetoden. Vi skal blot anvende Cannons matrix-
multiplikation og paralleliseringerne af punkt 3 og 4 i den sekventielle
" algoritme 2.1 — disse paralleliseringer er beskrevet pa side 37.

Den samlede kompleksitet af Cannons matrixmultiplikation og pa-
ralleliseringerne af punkt 3 og 4 i1 den sekventielle algoritme 2.1 er

O(log(n)) + O(n) + O(1).
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Cannons matrixmetode har kompleksitet
(O(log(n)) + O(n) + O(1)) x O(log(n)) = O(nlog(r)),

da der hgjest skal udfgre [log,(n — 1)] matrixmultiplikationer. Proces-
sor- og lagerforbruget er O(n?).

2.1.2.4 Permutation matrixmetoden

Vi vil endnu en gang prasentere en parallel algoritme for matrixme-
toden. Vi anvender en algoritme for matrixmultiplikation, som vi selv
har opfundet — vi har kaldt den permutation matrixmultiplikation.

Ideen i permutation matrixmultiplikation er den samme som i Can-
nons matrixmultiplikation. Formel 2.8 for matrixmultiplikation fra
side 38 omskrives, idet k i denne formel m& gennemlgbe sekvensen
0,1,...,n — 1 pa en vilkarlig made — en vilkarlig permutation af se-
kvensen 0,1,...,n—1 kan anvendes. Permutation matrixmultiplikation
anvender en “fornuftig” permutation.

Formel 2.8 kan omskrives til

¢ij = di((j4n—i)mod n) (2.15)

hvor matricen D er givet ved

dij = k=0!'111,§_>_(n_1 @ik bk((i+j)mod n)- (2.16)

Analogt til Cannons matrixmultiplikation, skal permutation multipli-
kation anvende n? processorer. De parallelle variable A(i, ), B(%,5) og
D(z, 5) skal anvendes.

Fgrst initialiseres de parallelle variable A(z, j), bvor ¢, € {0,1,...,n—
1}, med vardierne a;;. De parallelle variable B(i,j) skal have ver-
dierne b;;. Bemerk, at matricen B skal transponeres. Da matri-
"cerne A og B er identiske i vort tilfaelde, sa kan vi anvende fgl-
gende tildeling efter at have initialiseret de parallelle variable A(z, j):
vi,j € {0,1,...,n —1}: B(i,j) « A(j,?). At transponere matricen
B pa denne made tager [log,(n?)] = [2 x log,(n)] tidsenheder pé en
hyperkube paralleldatamat.
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Formel 2.16 kan realiseres i n iterationer, idet den j’te sgjle i matri-
cen D konstrueres i den j + 1’te iteration. j gennemlgber sekvensen
0,1,...,n — 1. Da vi er i besiddelse af n? processorer, s kan de n
elementer i den j’te sgjle i matricen D findes p& [log,(n)] tidsenheder,
hvis vi benytter algoritme 2.2 til at finde det stgrste af n tal.

Den j’te sgjle i D kan konstrueres ved fglgende to tildelinger:

Vi€ {0,1,...,n=1): D(G,j) = _max A(i,k) x B(i,k) (2.17)

=0,1,

B(i,k) — B((i +1) mod n, k). (2.18)

Tildelingen 2.18 betyder, at rakkerne i den transponerede matrix af
B bliver roteret opad netop j gange i den j + 1'te iteration, som
formel 2.16 foreskriver. Tildelingen 2.18 har kompleksitet O(1) —
og da den skal anvendes n gange, resulterer dette i en kompleksi-
tet pa O(n). Tilsvarende vil tildeling 2.17 resultere i en kompleksi-
tet pa n x O(log(n)) = O(nlog(n)). Den samlede kompleksitet er da
O(nlog(n)) + O(n). ’ ‘

Efter at have realiseret formel 2.16 mangler vi blot at realisere for-
mel 2.15. ' Det ses af formel 2.15, at elementerne ¢;; er givet ved
di((j+n~i)mod n). Dette betyder, at elementerne i den i’te raekke i matri-
cen D skal roteres n — ¢ gange til venstre — eller 7 gange til hgjre. Vi
benytter den sidste opfattelse.

Ideen at rotere elementerne i den 7’te rekke ¢ gange til hgjre i matricen
D, ligner meget ideen i algoritme 2.5 (sammenlign punkt 2 i algoritme
2.5 med punkt 6 i algoritme 2.7). Kompleksiteten af de to operationer
er den samme, nemlig O(log(n)). :

Transponeringen og paralleliseringerne af tildelingerne 2.15, 2.17 og
2.18 bliver saledes O(nlog(n)) + O(n) + O(log(n)).

Vi kan opstille fglgende algoritme til permutation matrixmultiplikation:
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Algoritme 2.7: Permutation matrixmultiplikation

1. /+ Initialisering. »/
Vi,ke {0,1,...,11 - 1}: A(Z,k) — Q.
]+ 0.

2. [* Matricen B transponeres — A og B er jo identiske. */
Vi,k € {0,1,...,n —1}: B(i, k) — A(k,1).

3. /x j'te sgjle i D findes, idet maksimum «/
[* findes ved hjalp af algoritme 2.2. %/

Vi€ {0,1,...,n = 1}: D(i,j) « ,_max lA(i, k) x B(i, k).

/* Rakkerne i den transponerede matrix af B «/
[* roteres j gange opad. «/
Vi,k € {0,1,...,n—1}: B(:,k) — B((¢ + 1) mod n,k).

4. je—3+1.
Hvis j < n — 1, sa fortszt med punkt 3.

5.t~ 0.

6. /% Roter 2! pladser til hgjre i i'te reekke i D, hvis */
[* t + 1'te bit i den binere reprasentation af i er 1. x/
Vi,k€ {0,1,...,n—1}: Hvist+1tebitiierl,sa:
D(i,(k +2') mod n) « D(,k).

7. t—t+1.
Hvis 2! < n, sa fortszt med punkt 6.

8. Elementerne c;; i den resulterende matrix er givet ved D(z, k).
Vi kan nu igen parallelisere matrixmetoden, idet permutation matrix-

multiplikation og paralleliseringerne fra side 37 af punk 3 og 4 i algo-
ritme 2.1 anvendes.

Den samlede kompleksitet af permutation matrixmultiplikation og pa-
ralleliseringerne af punkt 3 og 4 i algoritme 2.1 er O(nlog(n)) +O(n) +
0O(1) + O(log(n)).

Permutation matrixmetoden har kompleksitet
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(O(nlog(r)) + O(n) + O(log(n)) + O(1)) x O(IOg(n)>
= O(nlog(n)?).

Processor- og lagerforbruget er O(n?).

2.2 Floyds algoritme

I afsnit 2.2.1 beskrives en sekventiel algoritme for udregning af den
transitive afslutning. Der er tale om Floyds algoritme.

I afsnit 2.2.2 paralleliseres den sekventielle udgave af Floyds algoritme.

2.2.1 Den sekventielle udgave

Vi betragter en graf G bestdende af n knuder fra maengden af knuder
V = {v;,vy,...,v,}. Vi skal finde den transitive afslutning S* for
grafen G. .

Ideen i Floyds algoritme er at konstruere en sekvens af matricer

S© s . s . sm) (2.19)

hvor elementerne i den i’te matrix S er defineret ud fra iterations-
formlen

sg;‘) = max(s;; ¢-1) (:"1) ("1)) (2.20)

idet j,k € {1,2,...,n}. Pointen med at definere elementerne i ma-
tricerne i sekvensen 2.19 ud fra iterationsformlen 2.20 er, at hvis vi
setter S(® = S, s3 vil elementerne i den i'te itererede matrix S re-
prasentere styrken af den sterkeste sti fra den j’te knude til den k’te
knude blandt alle stier, hvor knuder mellem den j’te og den k’te knude
(hvis der overhovedet er nogen) kun kan vere knuder fra mengden:

{1)1, V2,. avt}
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Vi skal nu vise, at hvis elementerne i S**) er givet ved iterationsformlen
2.20, sa vil vi efter n iterationer have, at S = S$* hvor S* er den
transitive afslutning. Vi vil vise dette ved induktion.

Det fgrste trin i induktionsbeviset:

Betragt den anden matrix S() i sekvensen 2.19, hvor elementerne er
defineret ud fra iterationsformlen 2.20

1 0) _(0) (0
sfik) = max( ﬁk), 51) ( ))

Elementerne i matricen S indeholder information om styrken af sti-
erne v;,vi eller vj, vy, v, hvor j,k € {1,2,...,n}. Hvis eksempelvis
begge stier v;, vy og v;,v;, vx eksisterer, sa indeholder S information
om max(L(v;,vi), L(vj,v1,vx)). 1 SO har vi sdledes udvidet informa-
tionen i forhold til S,

Andet trin i induktionsbeviset:

Antag nu, at elementerne i den (¢ — 1)’te matrix S¢~1) i sekvensen 2.19
reprasenterer styrken af den starkeste sti vj,..., vk, hvor alle knuder
mellem v; og vi tilhgrer meengden {v;,vs,...,vi-1}.

Tredje trin i induktionsbeviset:

Vi gnsker nu at finde styrken af den steerkeste sti v;, ..., v, men nu vil
vi desuden tillade alle knuder mellem v; og vk at kunne tilhgre maengden

{vl,vg,. . ,v,'}.

Betragt nu den staerkeste sti vj,...,v; og den steerkeste sti v;,..., s,
hvor det tillades alle knuder mellem den ferste og den sidste knude i de
to stier at kunne tilhgre mengden {v,,v2,...,vim1}.

I fglge antagelsen er styrkerne af disse to stier givet ved s( 2 og s(' -,
Da styrken af den starkeste sti vj,..., v, hvor det tillades alle knuder
mellern v; og vy at kunne tilhgre mangden {v;,vs,...,vi-1}, er givet
ved s' k ), ma styrken af den sterkeste sti vj, ..., v, hvor det nu tillades

alle knuder mellem v; og v at kunne tilhgre meengden {vy,vs,...,v:},
( (l 1) (t—l) (l—l))

vaere givet ved max(s;, ’,s;; S
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Det er siledes klart, at elementerne i S(™ repreesenterer styrken af
den staerkeste sti vj,...,vx, hvor alle knuder mellem v; og vi tilhgrer
mengden {vy,vs,...,v,}. Men da alle knuder mellem v; og vj tilhgrer
mengden {v;,vs,...,v,} er styrken af den stzerkeste sti fra v, til vy i

grafen G givet ved sg';). Vi har derfor at S = §*,
Vi har fglgende beskrivelse af Floyds algoritme i pseudokode:

Algoritme 2.8: Floyds algoritme — sekventiel

1. /* Initialisering. */

Yh,l€ {1,2,...,n}: A(h,]) & sp.

2. For i« 1,2,...,n udfer:
For j « 1,2,...,n udfer:
Hvis (A(7,7) > 0) og (¢ # j), sa udfer:
For k « 1,2,...,n udfer: ' _
Aj, k)  max(A(j, k), AG, i) x AG, k)).

3. Den transitive afslutning er fundet: elementerne s, er givet ved

A3, k).
Vi har i algoritme 2.8 udnyttet, at sg'k) = sfii—l)sfi—l) = 0, hvis sgi'l) =0
samt at 3;2 = sg:-_l)sf;c_l) = sg',:l), hvis i = j. Dette vil bevirke, at der

kan spares n multiplikationer, samt at tage maksimum n gange, hvis
dette er tilfeeldet. :

Kompleksiteten af Floyds algoritme kan direkte afleeses ved inspektion
af koden. Heraf fis at denne maksimalt kan blive O(n3).

2.2.2 Den parallelle udgave

Vi vil i dette afsnit beskrive, hvordan Floyds algoritme fra afsnit 2.2.1
kan paralleliseres. Betragt endnu engang iterationsformlen 2.20 —
denne formel vil vi parallelisere.

Vi indfgrer en matrix A®~1), hvis elementer er givet ved:
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$6-1)

(--1) _
ajk = Y5 ’

(2.21)

hvor 5,k € {1,2,... ,r;}. Vi ser altsa at alle sgjlernei AU~ er identiske
med den i’te sgjle i S¢~1). Tilsvarende indfgrer vi en matrix B¢~ hvis
elementer er givet ved:

B =i, (2.22)

bvor j, k € {1,2,...,n}. Vi ser altsi at alle reekkerne i BG~1) er iden-
tiske med den i’te rekke i S¥~1). Elementerne i matricen S¢) kan nu
udregnes som:

‘2 = max(sg’;’), ag:l)bﬁ'l)). ’ (2.23)

5
Formel 2.21, 2.22 og 2.23 kan nu stykkes sammen til en parallel udgave
af Floyds algoritme. I algoritmen anvendes n? processorer, og hver pro-
cessor (1, j) kontrollerer de parallelle variable A(3, 7), B(z,7) og C(z, 7).
Vi har fglgende algoritme:

Algoritme 2.9: Floyds algoritme — parallel

1. /* Initialisering. */
Vi, k€ {1,2,...,n}: C(j,k) « sji.

t— 1.

2. [+ Matricen AU~1) findes. Sgjlerne i AC=1) %/
/* er identisk med den i'te sgjle i SU—1). %/
Vie{l,2,...,n}: A(j,1) « C(j,1).

t 0.

3.V5e{L,2,...,n},Vs€{s]1<s<2"As+2'<n}:
A(j s +2') « AQ, 9).

4, t—t+1.
Hvis t < [log,(n)], sa fortset med punkt 3.

5. [+ Matricen B¢-1) findes. Raekkerne i B(—1) «/
/% er identisk med den i'te raekke i S¢-1), */
Vi€ {1,2,...,7‘&}1 B(1,j) < C(i,j).

t 0.
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6. Vj€{1,2,...,n},Vs € {s|1 <s<2'As+2"<n}:
B(s +2',5) « B(s,J). ‘

T. te—t+1.
~ Hvis t < [log,(n)], sa fortsat med punkt 6.

8. /% Matricen S®) findes. %/
Vi k€ {1,2,...,n}:
C(J, k) — max(C(j, k), A(J, k) x B(j, k)).

9. ¢t e—141.
Hvis 7 < n, sa fortset med punkt 2.

10. Elementernei s, er givet ved C(j, k). -

Kompleksiteten af den parallelle udgave af Floyds algoritme findes som
folger: At kopiere en sgjle/raekke fra en matrix til alle sgjlerne/rakkerne
i en anden matrix resulterer i en kompleksitet pd O(log(n)). Denne
operation skal udfgres 2 gange for hver af de n iterationer. Der skal
udfgres en skalarmultiplikation og tages maksimum en gang for hver
iteration, som i begge tilfelde resulterer i en kompleksitet pa O(1).
Den samlede kompleksitet bliver derfor

O(nlog(n)) + O(n) = O(nlog(n)).

Processor- og lagerforbruget er O(n?).

Bemeerkning: Den parallelle udgave af Floyds algoritme egner sig til
tykke grafer, da det alene er antallet af knuder som afggr hvor mange
operationer, der skal udfgres.

Observation: Den parallelle udgave af Floyds algoritme og plan matrix-
metoden minder strukturelt set en del om hinanden, idet punkterne 2-8 .
i algoritme 2.9 og punkterne 3-9 i algoritme 2.4 er identiske.

2.3 De parallelle algoritmers egenskaber

Vi vil benytte Cannons matrixmetode (se afsnit 2.1.2.3) som det gen-
nemgaende eksempel i dette afsnit. Betragt den parallelle algoritme for
Cannons matrixmetode. Kompleksiteten af denne algoritme er




50 7 : Algoritmer

(O(log(n)) + O(n) + O(1)) x O(log(n)) = O(nlog(n)),

og der kraeves n? processorer.

Vor paralleldatamat CM-200 har 8192 processorer — hvis vi har en graf
med n = 128 knuder, sa skal vi anvende i alt 1282 = 16384 processorer.
Imidlertid har vi jo kun 8192 processorer, sa hver processor ma arbejde
for 2! Det bliver endnu veerre nar grafen har n = 256 knuder — sa
skal hver processor arbejde for 8, da [2562 /8192] = 8. Vi vil derfor
opstille et andet mal for kompleksiteten, som tager hgjde for at paral-
leldatamaten kun har et fast antal processorer p. Vi indfgrer den reelle
kompleksitet*:

Definition 2.1

Lad kompleksiteten af en parallel algoritme vare givet ved
O(K(n)). Den reelle kompleksitet er da givet ved

[P(n)/p] x O(K(n)) = O(P(n) x K(n)),

hvor P(n) er det antal processorer, som algoritmen kraever,
og hvor p er antallet af fysiske processorer pa paralleldata-
maten.

Den reelle kompleksitet af Cannons matrixmetode er:
[n?/p] x (O(log(n)) + O(n) + O(1)) x O(log(n))
= O(n®log(n)). (2.24)

I figur 2.1 er “trappefunktionen”

f(n) = [n?/8192] x nlog(n) (2.25)

indtegnet. Funktionen 2.25 er afledt af funktion 2.24.

Skitsen i figur 2.1 skulle i store trek afspejle tidsforbruget (pa naer en
konstant faktor) pa CM-200 for Cannons matrixmetode.

4Den reelle kompleksitet bliver (pa engelsk) kaldet for “cost”, se Aki (1989) side
26.
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Figur 2.1: Funktionen f(n) = [n?/8192] x nlog(n) afbildet mod n —
denne funktion er i store trzek proportional med tidsforbruget for Cannons
matrixmetode pa paralleldatamaten CM-200.

Vi kan se fglgende pointer af figur 2.1:

1. Tidsforbruget er proportional med nlog(n) i alle intervaller mel-
lem “springene” i “trappefunktionen” 2.25. Men — proportional-
faktoren [n?/8192] er ikke konstant. Hgjden pa “trappetrinnene”
vokser med en faktor n2. Trenden i funktionen 2.25 er derfor pro-
portional med n®log(n).

2. Den sekventielle algoritme 2.1 har kompleksitet O(n®log(n)).
Denne kompleksitet er derfor proportional med trenden af funk-
tionen 2.25.

I folge punkt 1 er trenden af funktionen 2.25 proportional med n®log(n)
— men inden for intervallerne mellem “springene” er tidsforbruget pro-
portional med nlog(n). Dette taler for, at n skal veere lille. Punkt 2
taler ogsa for at n skal vere lille, da kompleksiteten af den sekventielle
algoritme 2.1 er proportional med trenden i funktionen 2.25.
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Vi vil opstille fglgende definition af en optimal® parallel ajgoritme:

Definition 2.2

Lad A, og A, veere henholdsvis mangden af sekventielle
algoritmer og parallelle algoritmer, som kan lgse et givet
problem. Blandt de sekventielle algoritmer i A, udveelges
algoritmen med den mindste kompleksitet O(K,(n)). Lige-
ledes udvalges den parallelle algoritme fra A, med mindste
kompleksitet O(K,(n)). Den parallelle algoritme er optimal
hvis og kun hvis P(rn) x O(K,(n)) = O(K,(n)), hvor P(n)

er antallet af processorer som problemet kraver.

Den optimale parallelle algoritme kan konkurrere med den bedste se-
‘kventielle algoritme selv nar problemet er stort (det vil sige, at proble-
mets stgrrelse gar mod uendelig). Nar problemet er lille, det vil sige,
nar antallet af processorer som algoritmen kraever er mindre end eller
lig med antallet af fysiske processorer, sa er det fordelagtigt at anvende
den parallelle algoritme.

Vi sa for, at den reelle kompleksitet af Cannons matrixmetode var det
samme som kompleksiteten af den sekventielle algoritme 2.1. Imidler-
tid har den sekventielle algoritme 2.1 ikke den mindste kompleksitet
blandt de sekventielle algoritmer — for eksempel har den sekventielle
udgave af Floyds algoritme (algoritme 2.9) mindre kompleksitet. Can-
nons matrixmetode er derfor ikke optimal. Den sekventielle udgave af
Floyds algoritme er derfor fordelagtig at anvende, nar n er stor fremfor
den parallelle Cannons matrixmetode.

I tabel 2.1 er angivet de parallelle algoritmers kompleksitet, reelle kom-
pleksitet, samt processor- og lagerforbrug. Vi kan se, at ingen af de
parallelle algoritmer er optimale, da den sekventielle udgave af Floyds
algoritme har lavere kompleksitet (nemlig O(n3)) end den reelle kom-
pleksitet af de parallelle algoritmer.

Cannons matrixmetode og den parallelle udgave af Floyds algoritme
har tilsyneladende de samme egenskaber. Plan matrixmetoden og per-
mutation matrixmetoden har ogsa de samme egenskaber, men Cannons
matrixmetode og den parallelle udgave af Floyds algoritme er bedre.

8Aki bruger betegnelsen “cost optimal”, se Aki (1989) side 26. Den optimale
parallelle algoritme ikke ngdvendigvis entydig — der kan eksistere flere.
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Kompleksitet lI({:er;llpleksitet lI:LrgZ:?Zi;:u;g
:abtiixmetoden O(log(n)?) | O(n®log(n)?) 0(n®)
r’ﬁ::rixmetodeh O(nlog(n)?) O("a log(n)?) 0(n?)
e sode | Otnlog(n) | Otrtlogm) | o()
e motaden | O(n10B(n)) | O(*logn?) | O(?)
‘Sggzltlil Floyds O(nlog(n)) | O(n®log(n)) 0(n?)

Tabel 2.1: Kompleksitet, den reelle kompleksitet, samt processor- og
lagerforbrug for de parallelle algoritmer.

Kube matrixmetoden adskiller sig fra de andre, idet den har en virkelig
god kompleksitet, men til gengzld har den et stort behov for processo-
rer. Den reelle kompleksitet af kube matrixmetoden er af samme orden
som den reelle kompleksitet af plan matrixmetoden og permutation ma-
trixmetoden. Endvidere vil kube matrixmetode kraevet meget lager —
n gange sa meget som de andre.

Kube matrixmetode er derfor den bedste algoritme, nar n® er mindre

end eller lig med antallet af fysiske processorer pa paralleldatamaten;
i dette tilfeelde kan den transitive afslutning findes pa O(log(n)?) tids-
enheder. P& vor paralleldatamat CM-200 skal n veere mindre end eller
lig med 20, hvis 8192 processorer skal vare nok®.

Hvis n? er mindre end eller lig med antallet af fysiske processorer, og

n3 er stgrre end antallet af fysiske processorer, sa kan Cannons ma-
trixmetode eller den parallelle udgave af Floyds algoritme anvendes;
tidsforbruget er O(nlog(n)) tidsenheder. Pa CM-200 skal n vaere mel-
lem 21 og 90.

Vi stiller maske nogle lidt urimelige krav — i praksis ma n3 gerne veere nogle
gange storre end 8192, da bindbredden pa paralleldatamaten er meget stgrre end pa
en sekventiel datamat (se afsnit 1.2). Vi vil dog se stort pa dette i denne fremstilling,
da vi foretrakker at praesentere resultaterne teoretisk.
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Hvis n? er stgrre end antallet af fysiske processorer, bliver den sekven-
tielle udgave af Floyds algoritme’ en konkurrent til Cannons matrix-
metode og den parallelle udgave af Floyds algoritme — i dette tilfzelde
skal den sekventielle algoritme ikke udfgres pa paralleldatamaten, men
naturligvis pa en sekventiel datamat.

Algoritme Tidsforbrug Datamat
n®<p lr;uat;:ixmeto den O(log(n)?) | Parallel
p<niAp>n? r?azltlfi;ﬁeto de O(nlog(n)) | Parallel
p<ndAp>n? g:;zlie:\.)lgori tme | O(nlog(n)) | Parallel
p < n? Slil;‘ingeglgri tme O(n®) Sekventiel

Tabel 2.2: Skitse over hvordan algoritmerne til at finde en grafs transi-
tive afslutning vaelges, nar antallet af knuder n er kendt. p er antallet af
processorer pd en CM-200-lignende paralleldatamat. Bemaerk, at vi ogs3
valger type af datamat — sekventiel eller parallel!

I tabel 2.2 er en skitse af hvordan en passende algoritme valges ud fra
antallet af knuder n i grafen og antallet af processorer p pa parallelda-
tamaten. Bemeerk, at i skemaet indgéar ogsa valget af type datamat.

REFERENCER

Aki (1989) beskriver pa side 259 matrixmetoden (i princippet bade den
sekventielle og parallelle) — han anvender kube matrixmultiplikation,
som han har beskrevet pa side 183. Den sekventielle matrixmetode er
ogsd beskrevet i Larsen (1990). Endvidere opstiller Aki (1989) pa side
47 en algoritme, som kan addere n tal parallelt. Udgangspunktet for
algoritme 2.2 (maksimumoperatoren) har varet denne algoritme.

Vi har forsggt med andre algoritmer for matrixmultiplikation. Can-
pons matrixmultiplikation har vi fra Bjgrstad (1992), mens vi selv har
konstrueret plan matrixmultiplikation og permutation matrixmultipli-
kation.

7Vi har stiltiende antaget, at de betragtede grafer er tykke. Imidlertid ville vi
ikke anvende Floyds algoritme pa en sekventiel datamat, hvis graferne er tynde. Vi
ville i stedet velge Dijkstras algoritme (Sedgewick (1988) side 457). Kompleksiteten
af denne algoritme er O(n(n + €)log(n)), hvor e er antallet af kanter.
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Floyds algoritme (den sekventielle) har vi fra Sedgewick (1988) side
477. Vi har selv konstrueret den parallelle udgave af Floyds algoritme

1 Aki (1989) afsnit 1.3 defineres kompleksitet, reel kompleksitet og
optimale parallelle algoritmer.
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Kapitel 3

Tidsforbrug p4 CM-200

I afsnit 2.1 og 2.2 analyserede vi de opstillede parallelle algoritmer og
fandt frem til et mal for de parallelle algoritmers kompleksitet. Da vi .
fandt frem til dette mal, antog vi, at paralleldatamaten havde proces-
sorer nok. I afsnit 2.3 indfgrte vi den reelle kompleksitet: Dette mal
tager hgjde for, at paralleldatamaten kun har et fast antal processorer.

I dette kapitel vil vi verificere det reelle kompleksitetsmal, idet vi netop
med udgangspunkt i dette vil opstille en model over tidsforbruget for
hver af de parallelle algoritmer, som blev behandlet i kapitel 2.

Ved at anvende statistiske metoder vil vi dels vurdere, om der er over-
ensstemmelse mellem det observerede og estimerede tidsforbrug, samt
undersgge om modellerne kan anvendes til at forudsige tidsforbruget pa
paralleldatamaten. Vi skal vaere opmerksomme pa fglgende: '

Hvis vi ikke kan afvise den opstillede model over tidsforbruget, har vi
en vis garanti for, at kompleksitetsmalet (der hvor vi har processorer
nok) fra afsnit 2.1 og 2.2 er rigtigt. Vi kan dog godt veere i den situation
at kompleksitetsmalet (og dermed den opstillede model) ved et tilfzlde
et korrekt, men at analysen af algoritmen er fejlagtig eller mangelfuld.

Hvis vi afviser den opstillede model over tidsforbruget er komplek-
sitetsmalet forkert. Dette kan enten skyldes at pramisserne for op-
stillingen af kompleksitetsmalet er forkerte eller, at implementeringen
forarsager, at kompleksiteten bliver anderledes end forventet. Hvis det
sidste er tilfzeldet kan det vare sveert at forklare arsagen hertil, da den
ikke ngdvendigvis er synlig for programudvikleren.

57
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Bemerkninger: Vi maler det samlede tidsforbrug for udfgrsel af hver
af de implementerede algoritmer fra afsnit 2.1 og 2.2. Vi maler tidsfor-
bruget pa den parallelle enhed af CM-200 (se side 20) under tidsdeling
(se afsnit B.3). En begrundelse for at vi ikke maler tidsforbruget pa
front-end’en kan findes i afsnit B.4. ‘

For at kunne sammenligne de forskellige algoritmer, bliver tidsmalin-
gerne for hver implementeret algoritme sa vidt muligt udfgrt pa samme
seet af n X n-matricer S (se afsnit B.2). I implementeringen af kube ma-
trixmetoden er dette dog ikke muligt, da n pa grund af lagerforbruget
skal veere mindre end eller lig med 256 (se afsnit B.2).

3.1 Kube matrixmetoden

Fra afsnit 2.1.2.1 ved vi, at kompleksiteten af kube matrixmetoden er
(O(1) + O(log(n))) x O(log(n)). Vi ved, at antallet af processorer, som
algoritmen kraever, er n3. Den reelle kompleksitet er derfor

(Ollog(n)) +0(1) x Ollogm) < []. @)

Idet vi betinger med, at n® skal veere et multiplum af det fysiske antal
processorer p, er ligning 3.1 identisk med

3

(O(log(n)) + O(1)) x O(log(n)) x "; (3.2)

I ligning 3.2 har vi antaget, at antallet af matrixmultiplikationer er pro-
portional med log(n). Som vi sa i afsnit 2.1.1, skal der hgjest udfgres
log(n) matrixmultiplikationer. Imidlertid afhaenger antallet af matrix-
multiplikationer af grafens “udseende”.

Nar vi skal opstille en model over tidsforbruget, er vi interesseret i at
kende det eksakte antal matrixmultiplikationer. I praksis kan antallet af
matrixmultiplikationer selviglgelig telles. I modellen over tidsforbruget
vil vi betegne antallet af matrixmultiplikationer ved stgrrelsen s(n).
Derved kan ligning 3.2 omskrives til
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3

(O(log(n)) + O(1)) x O(s(n)) x %
= O(n®s(n)log(n)) + O(n3s(n)),

hvilket giver os fslgende model over tidsforbruget

T(n) = kin3s(n)log(n) + kyn3s(n). (3.3)

Da vi ikke har sd mange observationer til radighed for estimation af
parametrene, har vi valgt at simplificere modellen over tidsforbruget.
Dette har vi-gjort ved at udelade det mindst betydende led i modellen
3.3, hvilket giver os fglgende model over tidsforbruget for kube matrix-
metoden

T(n) = ky;n3s(n) log(n). (3.4)

Vi har estimeret parameteren k; til 1.867 x 10~8 ved mindste kvadra-
ters metode, idet vi har anvendt alle 4 observationer som grundlag for
estimationen. I tabel 3.1 har vi vist en rakke resultater — stgrrelsen
n, det observerede tidsforbrug, det forventede tidsforbrug, samt diffe-
rensen mellem det observerede og det forventede tidsforbrug.

Vi har udfgrt kgrsler med n x n-matricer, hvor n = 32, 64, 128 og 256.
En begrundelse for valget af netop disse vaerdier kan findes i afsnit B.2.
Det forventede tidsforbrug er givet ved ligning 3.4.
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n | s(n) Observeret Estimeret | Afvigelse fra for-
tidsforbrug tidsforbrug ventet tidsforbrug
32 4 0.007 s 0.008s —-0.002 s
64 6 0.053 s 0.122 s —0.069 s
128 5 0.481 s 0.950 s —0.469 s
256 | 4 70125 6.947 s 0.065 s

Tabel 3.1: Tidsforbruget i sekunder for kube matrixmetoden.

Vi har udregnet et skgn over variansen!, som vi vil anvende til at vur-
dere modellens brugbarhed. Hvis variansen er “stor”, vil vi forkaste
modellen, hvis den er “lille”, vil vi ikke forkaste den.

Vi vil understrege at en vurdering af om variansen er stor eller lille er
et subjektivt spgrgsmal. Vi har udregnet variansen til 0.076. Dette vil
vi betegne som en “lille” stgrrelse, sa vi vil altsa ikke forkaste modellen
3.4. Derfor har vi ogsa prevet at unders¢ge, om modellen kan bruges
til at forudsige tidsforbruget for en kgrsel. Dette har vi gjort ved at
estimere k;, idet vi nu kun har anvendt de 3 fgrste observationer som
grundlag for estimationen.

Med et estimat pa 9.432 x 10~° har vi brugt modellen til at forud-
sige tidsforbruget for n = 256. Vi har dernast udregnet den relative
afvigelse fra det forudsagte tidsforbrug i procent, det vil sige

observeret tidsforbrug — forudsagt tidsforbrug N
forudsagt tidsforbrug

100.  (3.5)

 Q— 2
m_b;(y %), hvor

y; er det observerede tidsforbrug og g; er det estimerede tidsforbrrxg.‘ m er antallet
af observationer og b antallet af parametre i modellen.

1Et centralt skgn over variansen opnds ved at udregne
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Dette gav en relativ afvigelse pa nasten 100%. At modellen 3.4 ikke
giver en serlig god forudsigelse af tidsforbruget kan skyldes, at der er
for fa observationer (der er kun 3 observationer) til estimation af k,,
eller at der er for stor ungjagtighed pa tidsmalingerne (de observerede
tider for n = 32 og 64 er jo meget sma).

3.2 Plan matrixmetoden

Fra afsnit 2.1.2.2 ved vi, at kompleksiteten af plan matrixmetoden er
(O(nlog(n)) + O(n) + O(log(n)) + O(1)) x O(log(n)). Endvidere ved
vi, at antallet af processorer, som algoritmen kraver, er n?. Den reelle
kompleksitet er derfor '

~ (O(nlog(n)) + O(n) + O(log(n)) + O(1)) X
2

: n

O(log(n)) x rs (3.6)

Idet antallet af matrixmultiplikationer betegnes ved s(n), kan ligning
3.6 omskrives til

2

(O(nlog(n)) + O(n) + O(log(n)) + O(1)) x O(s(n)) x "7
= O(n®s(n) log(n)) + O(n’s(n)) + O(n?s(n) log(n)) + O(n?s(n)),

hvilket giver os fgplgende model over tidsforbruget

T(n) = kin®s(n)log(n)+ kyn’s(n) + |
kan?s(n)log(n) + ken?s(n). (3.7

Med samme begrundelser som i afsnit 3.1 simplificerer vi modellen 3.7
ved at udelade det mindst betydende led. Saledes har vi fglgende model
over tidsforbruget for plan matrixmetoden :
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T(n) = kyn3s(n)log(n) + kns(n) + kan?s(n) log(n). (3.8)

Vi har estimeret parametrene k;, k; og ks til henholdsvis 9.269 x 10~1°,
5.663 x 107° og 8.251 x 1077, idet vi har anvendt 6 observationer som
grundlag for estimationen. I tabel 3.2 har vi vist resultaterne.

n | sn) - Observeret Estimeret Afvigelse fra for-
tidsforbrug | tidsforbrug | ventet tidsforbrug

128 5 1.208 s 0434 s 0.773s
256 | 4 28485 | 1.924s 09235
512 5 15.65 s 14.43 s 1.228 s
1024 | 5 94.16 s 94.88 s -0.716 s
2048 | 5 678.8 s 678.7 s 0.115s
4096 | 4 4136 s 4136 s ) -0.007 s

Tabel 3.2: Tidsforbruget i sekunder for plan matrixmetoden.

Vi har udregnet variansen til 1.162, hvilket vi vil betegne som en “lille”
sterrelse. Vi har derfor estimeret k;, k; og k3 ud fra de 5 forste observa-
tioner til henholdsvis 5.625 x 1072, —3.396 x 108 og 1.847 x 1076, samt
forudsagt tidsforbruget til 4557 s for n = 4096. Den relative afvigelse
har vi udregnet til 9.2%.

Der er tilsyneladende en rimelig overensstemmelse mellem det obser-
verede og det estimerede tidsforbrug. Der er ogsa en rimelig overens-
stemmelse mellem det observerede og det forudsagte tidsforbrug.

3.3 Cannons matrixmetode

Fra afsnit 2.1.2.3 ved vi, at kompleksiteten af Cannons matrixmetode
er (O(n)+O(log(n))+0(1)) x O(log(r)). Endvidere ved vi, at antallet
af processorer, som algoritmen kraver, er n?. Den reelle kompleksitet
er derfor

2

(O(n) + O(log(n)) + O(1)) x O(log(n)) X %. (3.9)

Idet antallet af matrixmultiplikationer betegnes ved s(n), kan ligning
3.9 omskrives til
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(O(n) + Olog(n)) + O(1) x Ofs(m) x =
= O(rs(r)) + O(ns(n) log(n)) + O(n?s(n),

hvilket giver os fglgende model over tidsforbruget

T(n) = kyn3s(n) + kan®s(n)log(n) + ksn?s(n). (3.10)

Denne model simplificeres til fglgende model over tidsforbruget for Can-
nons matrixmetode

T(n) = kyn®s(n) + kyn?s(n) llog(n). (3.11)

Parametrene k, og k; er eétimeret til henholdsvis 8.926 x 10‘9 og 6.200 x
10~7 med 6 observationer som grundlag for estimationen. I tabel 3.3
har vi vist resultaterne.

n | s(n) Observeret Estimeret Afvigelse fra for-
tidsforbrug | tidsforbrug ventet tidsforbrug

128 5 0.428 s 0.340 s 0.088s
256 4 1.631s 1.500 s 0.130s
512 5 11.27s 11.06 s _ 0.208 s
1024 5 69.48 s 7045 s -0.973 s
2048 | 5 482.8 s 482.5 s ' 0.318s
4096 | 4 2800 s 2800s - —0.031s

Tabel 3.3: Tidsforbruget i sekunder for Cannons matrixmetode.

Vi har udregnet variansen til 0.2794, som betegnes som “lille”. Da
vi saledes ikke vil afvise modellen 3.11, har vi ogsa prgvet at forudsige
tidsforbruget for n = 4096, idet vi har anvendt de 5 fgrste observationer
som grundlag for estimationen af parametrene. Dette gav estimater for
ky og k; pa henholdsvis 9.121 x 10~° og 5.696 x 10~7, samt et forudsagt
tidsforbrug pa 2825 s. Den relative afvigelse er ved formel 3.5 udregnet
til 0.9%.
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Der er altsa en rimelig overensstemmelse mellem det observerede, det
estimerede, samt det forudsagte tidsforbrug.

3.4 Permutation matrixmetoden

Fra afsnit 2.1.2.4 ved vi, at kompleksiteten af permutation matrixmeto-
den er (O(nlog(n))+O(n)+ O(log(n))+ O(1)) x O(log(n)). Endvidere
ved vi, at antallet af processorer, som algoritmen kraever, er n?. Den
reelle kompleksitet er derfor

(O(nlog(n)) + O(n) + O(log(n)) + O(1)) x
O(log(n)) x "7. (3.12)

Idet antallet af matrixmultiplikationer betegnes ved s(n), kan ligning
3.12 omskrives til

2

(O(nlog(n)) + O(n) + O(log(n)) + O(1)) x O(s(n)) x ’_‘p_
= O(n’s(n)log(n)) + O(n’s(n)) + O(n’s(n) log(n)) + O(n*s(n)),

hvilket giver os fglgende model over tidsforbruget

T(n) = kin®s(n)log(n) + kn’s(n) +
k3n?s(n)log(n) + kn?s(n).

Denne model simplificeres til fslgende model over tidsforbruget for per-
mutation matrixmetoden
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Observeret Estimeret Afvigelse fra for-

n | s(n) tidsforbrug tidsforbrug ventet tidsforbrug
128 5 0.984 s 0.630 s 0.354 s
256 4 3.081s 2.643 s _ 0.437 s
512 5 18.99 s 18.56 s 0.433 s
1024 5 114.1s 114.3 s - —0.269 s
2048 | 5. 776.4 s 77645 - 0.044s
4096 | 4 4577 s 4577 s - —0.003s

Tabel 3.4: Tidsforbruget i sekunder for permutation matrixmetoden.

T(n) = k;n®s(n)log(n) + kan3s(n) + ksn?s(n) log(n). (3:13)

Vi har estimeret parametrene k;, k; og k3 til henholdsvis 1.174 x 10-9,
4.199 x 107% og 1.324 x 107® med 6 observationer som grundlag for
estimationen. I tabel 3.4 har vi vist resultaterne.

Vi har udregnet variansen til 0.1925. Med en s “lille” stgrrelse har vi
estimeret ky, k2 og k3 ud fra de 5 forste observationer til henholdsvis
2.978%107%, —1.102x107® 0g 1.717x 107, samt forudsagt tidsforbruget
til 4738 s for n = 4096. Den relative afvigelse har vi udregnet til 3.4%.

Der er altsa en rimelig overensstemmelse mellem det observerede, det
estimerede, samt det forudsagte tidsforbrug. '

3.5 Den parallelle udgave af Floyds algo-
ritme

Fra afsnit 2.2.2 ved vi, at kompleksiteten af den parallelle udgave af

Floyds algoritme er O(nlog(n)) + O(n) = O(nlog(n)). Endvidere ved

vi, at antallet af processorer, som algoritmen kraever, er n2. Den reelle
kompleksitet er derfor

2

(O(nlog(n)) + O(n)) x %
= O(n®log(n)) + O(n®),

hvilket giver os fplgende model over tidsforbruget




66 - Tidsforbrug pi CM-200

T(n) = kyin®log(n) + ken®. (3.14)

Med 6 observationer som grundlag for estimationen, har vi estimeret
parametrene k; og k; til henholdsvis —1.399 x 10~° og 2.632 x 1078. 1
tabel 3.5 har vi vist resultaterne.

n Observeret | Estimeret Afvigelse fra for-
tidsforbrug tidsforbrug ventet tidsforbrug
128 02375 | 0.041s 0.196 s
256 0.711 s 0.311s 0.400 s
512 3.193 s 2.361 s 0.832s
1024 18.90 s 17.85s 1.051 s
2048 | 134.1s | 1344s —0.305 s
4096 1009 s 1009 s 0.020 s

Tabel 3.5: Tidsforbruget i sekunder for den parallelle udgave af Floyds
algoritme.

Vi har udregnet variansen til 0.5224. Denne vil ogsd betegne som “lille”
og vi har derfor ud fra de 5 forste observationer estimeret k; og k; til
henholdsvis —3.065 x 10~° og 3.898 x 108, samt forudsagt tidsforbruget
for n = 4096 til 927 s. Dette giver en relative afvigelse pa 8.8%.

Der er altsa en rimelig overensstemmelse mellem det observerede og det
estimerede tidsforbrug. Der er ogsa en rimelig overensstemmelse mel-
lem det observerede og det forudsagte tidsforbrug, omend resultatet
ikke er nar sa overbevisende som i Cannons matrixmetode og permu-
tation matrixmetoden.

3.6 Sammenfatning af maling af tidsfor-
bruget

I afsnit 2.3 opstillede vi definitionen pa den reelle kompleksitet. I kapitel
3 opstillede vi med udgangspunkt i den reelle kompleksitet en model
over tidsforbruget pa CM-200 for hver af de parallelle matrixmetoder,
samt den parallelle udgave af Floyds algoritme. Her kontrollerede vi
ved at udfgre en rakke kgrsler, hvor vi malte det samlede tidsforbrug,
om der var overensstemmelse mellem det observerede og det estimerede
tidsforbrug.
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Det estimerede tidsforbrug blev fundet ud fra de opstillede modeller
-over tidsforbruget, idet vi havde estimeret parametrene i modellerne
ved mindste kvadraters metode. Vi fandt i alle tilfeelde, at der til-
syneladende var god overensstemmelse mellem det observerede og det
estimerede tidsforbrug.

Vi havde desuden prgvet at undersgge om modellerne kunne bruges til
at forudsige tidsforbruget for en ke¢rsel. Vi kunne herved konstatere,
at der var en rimelig overensstemmelse mellem det observerede og det
forudsagte tidsforbrug undtaget for kube matrixmetoden.

I kube matrixmetoden kunne vi ikke afggre, om det darlige resultat (en
relativ afvigelse pa cirka 100%) skyldtes: For {2 observationer (der var
_ kun 3 observationer) til estimation af parameteren, for stor ungjagtig-
hed pa tidsmaélingerne eller en kombination af de to muligheder.

REFERENCER

Larsen (1993) giver i kapitel 8 en grundleeggende indfgrsel i lineeer
regressionsanalyse. Draper (1966) kan anbefales for personer, der er
interesseret i en mere generel og langt mere omfangsrig indfgrsel i

samme emine.
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Konklusion

'Vi havde fglgende overordnede mal med dette projekt: At konstruere
(eller finde i litteraturen) parallelle algoritmer, finde deres kompleksitet,
samt at implementere disse algoritmer pa en paralleldatamat.

De parallelle algoritmer skulle kunne implementeres effektivt pa paral-
leldatamaten CM-200. I kapitel 1 gav vi en beskrivelse af denne pa-
ralleldatamat. Vi opnaede derved en forstaelse af, at problemet skulle
formuleres som operationer pd matrix-lignende strukturer.

Med udgangspunkt i traditionelle sekventielle algoritmer, som kunne

finde en grafs transitive afslutning, konstruerede vi i kapitel 2 parallelle

udgaver af disse algoritmer til en CM-200-lignende paralleldatamat.

Det var tale om fglgende sekventielle algoritmer: Matrixmetoden og
Floyds algoritme. '

For matrixmetoden i afsnit 2.1.2 opstillede vi fire forskellige algoritmer,
idet vi anvendte fire forskellige algoritmer for parallel matrixmultipli-
kation. Kube matrixmultiplikation og Cannons matrixmultiplikation
var kendte algoritmer, mens vi selv opfandt plan matrixmultiplikation
og permutation matrixmultiplikation. I afsnit 2.2.2 paralleliserede vi
Floyds algoritme — vi opfandt derved en ny algoritme.

Vi forsggte at give en fuldstandig beskrivelse af algoritmernes komplek-
sitet. Ligeledes beskrev vi algoritmerne saledes, at de skulle vaere umid-
delbare at implementere (for eksempel i C*) til en CM-200-lignende
paralleldatamat. '

Som det fremgar af afsnit 2.3, havde plan matrixmetoden og permuta-
tion matrixmetoden hgjere kompleksitet end kube matrixmetoden og
Cannons matrixmetode. Imidlertid var vor parallelle udgave af Floyds
algoritme forblgffende god. Kompleksiteten var af samme orden som
Cannons matrixmetode.
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Den nedenstaende tabel er en gengivelse fra afsnit 2.3. Tabellen viser
kompleksitet, den reelle kompleksitet, samt processor- og lagerforbrug
for de parallelle algoritmer.

Kompleksitet lI::::pleksitet lI:chr?ts)i;rr;;g
:lat;iixmetoden O(log(n)?) | O(nlog(n)?) O(n®)
gzltlrixmetoden O(n lég(n)z) O(n®log(n)?) O(n?)
e tode | O(nlog(m) | O(nlog(m)) | O(n?)
P e | Onlogm?) | Oatlog(n?) | 0(a)
S;;zltlf,l,)e Floyds O(nlog(n)) | O(n®log(n)) O(n?)

I afsnit 2.3 opstillede vi ogsa retningslinier for, hvilke af de parallelle
algoritmer der skulle anvendes, idet parametrene var antallet af knuder
n i den betragtede graf, samt antallet af fysiske processorer p pa den
pageldende paralleldatamat. Den nedenstaende tabel er en gengivelse
fra afsnit 2.3.

Algoritme Tidsforbrug Datamat
n<p :‘nu:;iixmetoden O(log(n)?) Parallel
p<ndAp>n? r(lezltl:iﬁe tode O(nlog(n)) | Parallel
p<ndAp>n? gzyr/ﬁeggori tme | O(nlog(n)) | Parallel
p<n? g‘slf) l;\:;nzi;;lgri tme O(n3) Sekventiel

Af denne tabel kan vi se, at vi ikke ukritisk skal veelge paralleldatama-
ten CM-200 fremfor sekventielle datamater. Nar n er stor, sa er det
fordelagtig at anvende en sekventiel algoritme pa en sekventiel data-
mat. Det skal dog navnes i denne forbindelse, at paralleldatamater
har forholdsvis stgrre bandbredde end sekventielle datamater. Propor-
tionalfaktoren, som vi ser bort fra i det teoretiske kompleksitetsmal,
er derfor meget lille pa paralleldatamater. Dette betyder i praksis, at
n? skal vare en del gange stgrre end p, fgr vi anvender sekventielle
datamater.
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Vi mener at have verificerede algoritmernes kompleksitet. I kapitel 3
opstillede vi ud fra algoritmers reelle kompleksitet matematiske model-
ler over tidsforbruget pa paralleldatamaten. Modellerne var saledes ikke
ad hoc modeller. Ved at sammenligne resultaterne fra disse modeller
med det observerede tidsforbrug, kunne vi ikke forkaste disse modeller.
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Appendiks A
Notation

Vi vil i afsnit A.1 indfgre den grafteoretiske notation, som er anvendt
i denne fremstilling. I afsnit A.2 indfgres kort “sproget” eller “pseudo-
koden”, som algoritmerne i kapitel 2 er angivet.i. '

A.1 Grafteori og notation

I dette afsnit indfgres den grafteoretiske notation, som er anvendt i
denne fremstilling.

Vi vil bétragte orienterede, vagtede grafer G = (V,E,W). V =
{v1,v2,...,v,} er maengden af n knuder, og E er mangden af kan-
ter: E CV x V. Mangden FE er saledes en mangde af talpar (v;,v;),
hvor v;,v; € V. En sti er en sekvens af knuder v,,vs,v,..., V4, Ve,
idet {(va,vs), (s, vc),...,(va,ve)} € E, og en knude hgjest optraeder
én gang i sekvensen — dog med den undtagelse, at den fgrste og sidste
knude gerne ma vere den samme.

Lad mangden R vare fglgende relation:

R = {(vi,v;) €V >< V| der eksisterer en sti fra v; til v;}.
Denne relation er transitiv:

Vi, vj, vk € V: ((vi,ve) € R) A((vk,v5) € R) = (vi,v;) € R.

Det vil sige, at hvis der er en sti fra v; til vi, og en sti fra v til v;, sa
er der ogsa en sti fra v; til v;.
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Relationen R er ogsd refleksiv: Yv; € V: (v;,v;) € R, idet vi kun
betragter grafer, hvor de n kanter (v;,v;) tilhgrer E.

W (vi,v;) er en funktion, som til hver kant (v;,v;) € E knytter et reelt
tal: W: E — ]0,1]. Specielt gelder for de n kanter (v;,v;) € E, at
W(v;,v;) = 1. Det bemeerkes, at W er strengt stgrre end 0.

Ud fra funktionen W kan elementerne i n x n-matricen S indfgres pa
folgende made:
i = W(v;,v;) hvis (v;,v;) € E
v 0 hvis (v;,v;) € E,

hvor ¢,5 € {1,2,...,n}. Konstanterne s;; kaldes grafens vaegte. Det
bemaeerkes, at s;; = 0, hvis kanten (v;,v;) ikke eksisterer.

Styrken af stien v,, v, Ve, - - . , Vg, Ve €& givet ved L(vg, Vs, Ve,y . - -, Vdy Ve) =
SabSbe - - - Sde- Hvis (v;,v;) € R, sa kaldes den sti, som har den stgrste
styrke, for den starkeste sti fra v; til v;. Trods superlativen er den
stzerkeste sti ikke ngdvendigvis entydig. Styrken af den starkeste sti er

givet ved max L(pi;), hvor P;; er meangden af stier fra v; til v;. Ved den
Piy (3}

transitive afslutning for grafen G = (V, E, W) forstas n x n-matricen

S*, hvor elementerne s; er givet saledes:

S"J

max L(p;;) hvis (vi,v;) € R
= pt'jERJ
0 hvis (v;,v;) € R.

Vi bemeerker, at hvis der ikke er en sti fra v; til v;, sd er s7; = 0.

Det kan i gvrigt naevnes, at problemet at finde “styrken af den starkeste
sti” er analogt med problemet at finde “lengden af den korteste sti”.
I det forste tilfzzlde bruger vi maksimumoperatoren og multiplikation,
mens vi i det sidste tilfelde bruger minimumoperatoren og addition.

A.2 Algoritmer og notation

Vi vil i dette afsnit indfgre pseudokoden, som bruges i forbindelse med
algoritmerne i kapitel 2. Bemerk, at notationen benyttes bade for
sekventielle og parallelle algoritmer.
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Paralleldatamaten skal veere af samme type som CM-200 (se afsnit 1.4).

Vi vil ikke give en stringent og fuldsteendig beskrivelse af vor pseu-
dokode. Vi mener imidlertid, at pseudokoden er sa ukompliceret, at
lzeseren kan lazse kapitel 2 med fuldt udbytte ved at betragte det efter-
folgende eksempel:

Lad os som eksempel konstruere en algoritme, der kan addere to 2 x 2-
matricer A og B, og tildele resultatet til matricen C. Vi har indfgrt et
lignende eksempel i afsnit 1.4.5.

Lad matricerne A og B vzere givet ved:
1 2

4=(30)
5 .

5= (2%)

oo

Matricen C er naturligvis:

6 8
c=(1o 12):
da elementerne i matricen C er givet ved:

¢ = aij + bij,

hvor i,j € {1,2}.

Nar vi skal konstruere algoritmer til CM-200, sa skal vi anvende den
datastruktur, som i datalogiske termer kaldes et “array”. Tankegangen
er den, at hver position 1 arrayet varetages af netop én processor.

I vort tilfeelde skal vi addere to 2 x 2-matricer, sa vor datastruktur kan
betragtes som et array af stgrrelsen 2 x 2.

Det er klart, at vi kan finde de 4 elementer i C uafhangigt af hinanden
— hvis vi har 4 processorer, sa er disse i stand til at udfgre matrixad-
ditionen i ét hug.
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Elementerne i matricerne A og B skal fordeles pa de 4 processorers
lager. Lad os nummerere processorerne pa tilsvarende made som ele-
menterne i matricerne A og B. Den fgrste processor kan vi nummerere
med taltuplen (1,1), den anden med taltuplen (1,2) — og sa videre.

Pointen er nu, at processor nummer (z, 7) skal kontrollere tre parallelle
variable, som vi kan kalde A(z, 7), B(i,j) og C(i,j) — den parallelle va-
riabel A(3, j) indeholder veerdien af elementet a,;, og B(t, j) indeholder
verdien af b;;. Nar additionen er udfert, sa indeholder den parallelle
- variabel C(i, j) vaerdien af elementet ¢;;. Vi bemeerker, at de elementer,
som skal adderes, kontrolleres af netop én processor. I vort tilfaelde kan
dette skitseres som i figur A.1.

Processor nummer (1,1)
A(l,1)=1

B(1,1)=5

C(1,1) = “ikke defineret”

Processor nummer (1,2)
A(1,2)=2

B(1,2)=6

C(1,2) = “ikke defineret”

Processor nummer (2,1)
A(2,1)=3

B(2,1) =T

C(2,1) = “ikke defineret”

Processor nummer (2,2)
A(2,2)=4

B(2,2)=8

C(2,2) = “ikke defineret”

Figur A.1: | lageret til processor nummer (2, 7) er vaerdierne a;; og b;;.

Det ses, at vi har tildelt A(7, j) og B(t,j) de respektive veerdier, samt at
C(i,j) ingen veerdi har endnu. I vor pseudokode anvender vi fglgende
notation:

Vi, j € {1,2}: A(i,j) < aij, B(,5) < bij.

Dette betyder, at vi tildeler A(i,j) og B(i,j) de respektive veerdier.
Denne initialisering er sekventiel — det kunne for eksempel vere, at
vardierne skulle indleses fra en fil. For at kunne kende forskel pa paral-
lelle og sekventielle operationer, sa vedtager vi, at parallelle operationer
bliver understregede i teksten. Den naste operation er parallel:

vi,j€{1,2}: C(i,j) < A(,5) + B(,j).

Dette er selve additionen af matricerne A og B — de 4 processorer
udfgrer samtidigt de 4 additioner af elementerne i A og B. Derefter
tildeles C(i, j) veerdien c;;.
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Processor nummer (1,1) Processor nummer (1,2)
A(l,1)=1 A(1,2)=2

B(1,1)=5 B(1,2)=6

Cc(1,1)=6 c(1,2)=8

Processor nummer (2,1) Processor nummer (2,2)
A(2,1)=3 A(2,2)=4

B(2,1)=17 B(2,2)=8"
C(2,1)=10 C(2,2)=12

Figur A.2: Efter additionen er elementet c;; i lageret til processor nummer

(2,4)-
Figur A.2 viser situationen efter denne tildeling.

Algoritmen vil i vor pseudokode se saledes ud:

1. /* Initiahisering. */
[* Vi indlaeser elementerne fra matricerne A og B. */
vi,j € {1,2}: A(i,j) « aij, B(3,5) < bi;.

2. [ Selve additionerne af elementerne i matricerne */
[* A og B udfgres. Operationen er parallel x/
[* (og er derfor understreget i teksten). x/

3. Vi,j € {1,2}: C(,j) « A(5,4) + B(3, ).

4. [* Matricen C = A + B er fundet — vi er fardige! x/
Elementerne i ¢;; er givet ved C(z, ).

I vor pseudokode er ogsa andre konstruktioner, som ikke fremgar af det
viste eksempel. Der er betingende konstruktioner, “hop” konstruktio-
ner, samt diverse matematiske konstruktioner.

REFERENCER

Sedgewick (1988) kapitel 29 og Aki (1989) kapitel 10 beskriver begge
den pedvendige grafteori, men vor fremstillingsform er meget mere
stringent end deres.
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Notation

Vi har konstrueret vor pseudokode efter at have studeret programme-
ringssproget C°, som er en “parallel” udgave af C. C* er konstru-
eret til CM-200. Tankegangen i programmeringssproget C* og i vor
pseudokode er den samme. Thinking Machines Corporation (1991b
og 1991c¢) har beskrevet C* — C* er ogsa beskrevet i upublicerede
skrifter af Malcolm Brown (1993).



Appendiks B
Test og tidsforbrug

B.1 Kontrol af programmer

For at overbevise os selv om, at de parallelle programmer virkede som
de skulle, sammenlignede vi resultaterne fra traditionelle sekventielle
programmer og resultaterne fra de parallelle programmer. Vi skrev
resultaterne ud pa filer, og brugte (officielle) programmer til at sam-
menligne disse filer (bit for bit!).

Ovenstdende made kraver, at vi er helt sikre p3, at de sekventielle
programmer fungerer. Vi har derfor implementeret de sekventielle al-
~ goritmer: Floyds algoritme, matrixmetoden og Dijkstras algoritme’.
Disse tre sekventielle algoritmer er blevet implementeret uafhangigt af
hinanden og testet grundigt (med “handkraft”).

Matricen S (se afsnit A.1) bliver genereret ved hjzlp af en talgenerator.
Ved hjelp af denne talgenerator kan vi bestemme hvor tyk eller hvor
tynd matricen skal vaere — en matrix er tynd hvis mange af elemen-
terne er identisk med 0, en matrix er tyk hvis mange af elementerne er
forskellig fra 0.

1Ge Sedgewick (1988) side 457.
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Vi har forsggt med en rakke forskellige matricer: tynde og tykke, samt
forskellige mellemstader. For de forskellige algoritmer — pa neaer kube
matrixmetoden — har vi anvendt matricer af stgrrelsen 128 x 128 og af
stgrrelsen 256 x 256. For kube matrixmetoden har vi anvendt 32 x 32-
matricer og 64 x 64-matricer.

B.2 Grafernes stgrrelse n

Antallet af processorer, som algoritmen kraever, bgr vaere et multiplum
af 8192. Hvis dette ikke er tilfaldet, sa kan vi godt “snyde” (se side
22) paralleldatamaten ved at udfgre en rackke overflsdige “dummy-
operationer”, men dette er vi ikke interesseret i.

P23 neer kube matrixmetoden, s3 kreever algoritmerne n? processorer og
2 eller 3 gange s& meget lager. Da n? skal vere et multiplum af 8192,
samt at vi ikke gnsker at overskride lagerkapaciteten pa 1 Gbyte (ram),
sa har vi fglgende valg af n: 128, 256, 512, 1024, 2048 og 4096.

Anderledes star det til med kube matrixmetoden. Fegrst og fremmest
kreever algoritmen en lagerkapacitet pa O(n3). Med en lagerkapacitet
pa 1 Gbyte (ram) kan vi ikke anvende sa store n, som i de andre algo-
ritmer. Endvidere er der en anden teknisk begransning, som siger, at
log,(n) skal vaere et helt tal (n = 160 er derfor ingen kandidat, trods
1603 er et multiplum af 8192). Her af far vi fglgende valg af n: 32, 64,
128 og 256.

B.3 Tidsdeling pa paralleldatamaten

CM-200 er et “fler-bruger system”. De viste tider fra kapitel 3 er den
samlede tid, som paralleldatamaten har brugt pa det pagaldende job
under tidsdeling.

En forudsztning for at kunne verificere kompleksiteten af vore algo-
ritmer er, at det malte tidsforbrug er uafhangig af, om der er andre
brugere pa paralleldatamaten.
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Vi har faet lov til at foretage eksklusive kgrsler, hvor vi er de eneste
brugere pa paralleldatamaten. 1 den begrznsede tid, som vi havde til
radighed, blev der udfert 9 ke¢rsler. Tidsforbruget for de eksklusive
kersler uden tidsdeling, samt tidsforbruget for kgrsler med tidsdeling
fremgar af tabel B.1.

Cannons matrixmetode | (parallel) Floyds algoritme
n Med tids- Uden tids- Med tids- Uden tids-

deling . deling deling deling
128 0.43 s 0.43 s 0.24s 0.24s
256 1.63s 1.62s 0.71s 0.71s
512 11.27 s 11.09 s 3.19s 3.10s
1024 69.48 5 69.14 s 18.90 s 18.70 s
2048 | 482.82s 478.21s ' o

Tabel B.1: Tidsforbrug i sekunder med tidsdeling og uden tidsdeling pa
paralleldatamaten.

Da der ikke er de helt store forskelle mellem tidsforbruget med og uden
tidsdeling, sa vil vi betragte resultaterne fra kapitel 3 som verende
_upivirket af, at der er andre brugere pa paralleldatamaten.

B.4 Tidsforbrug pa front-end’én

Som beskrevet i kapitel 1 bestar CM-200 systemet af en eller flere front-
end’er og af en eller flere CM enheder. Dette kan give problemer, nar
vi skal undersgge vore programmers tidsforbrug. Vi vil i det fglgende
beskrive, hvorfor vi valger kun at se pa tidsforbruget pa CM enheden.

Det er gnskeligt, at sa store dele af programmet som muligt afvikles pa
CM enheden, da vort mal er at lave effektive parallelle algoritmer. Sa
leenge front-end’ens tidsforbrug ikke er markant stort, kan vi se bort
fra dette. I tabel B.2 har vi vist tidsforbruget pa CM-200 og pa front-
end’en for kerslerne uden tidsdeling (se afsnit B.3). Vi har ogsa bragt
forholdet mellem tidsforbruget pa front-end’en og CM-200:

f(n) = tidsforbrug pa front-end
n= tidsforbrug pa CM-200 °

Som det ses, sa er forholdet mellem tidsforbruget pa front-end’en og
CM-200 en aftagende funktion af n.
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Front-end’en pa CM-200 pa UNIeC er server for flere af datamater
pa UNIeC. Endvidere deler front-end’en fastdisklager med en anden
datamat. Dette ggr, at tiderne, der returneres fra front-end’en, ikke
ngdvendigvis afspejler den tid front-end’en alene har brugt pa at lgse
vort “problem”, da den ogsa bruger tid pa andre opgaver. Dette ggr
det umuligt at estimere tidsforbruget pa front-end’en.

Cannons matrixmetode (parallel) Floyds algoritme
n | front-end | CM-200 | f(n) | front-end | CM-200 | f(n)

128 2.17 0.43 | 5.047 1.99 0.24 | 8.292
256 2.86 1.62 1.765 2.36 0.71 3.324
512 9.60 11.09 | 0.865 4.69 3.10 1.513

1024 21.02 69.14 | 0.304 20.31 18.70 | 1.086
2048 61.47 478.21 | 0.128

Tabel B.2: Tidsforbrug i sekunder p3 front-end’en, tidsforbrug pd CM-

200, sam forholdet: f(n) = YFenuE PATCIEA]



Appendiks C

De implementerede
algoritmer

I det fglgende vil vi angive de implementerede algoritmer. Det drejer
sig om de parallelle matrixmetoder fra afsnit 2.1.2 samt den parallelle
udgave af Floyds algoritme fra afsnit 2.2.2. Alle algoritmerne er imple-
menteret 1 C*. : :

I alle programmerne har vi anvendt det for C* specielle biblioteksmo-
dul cscomm.h. I dette findes de specielle biblioteksfunktioner, som vi
anvender. Vi vil hverken give en beskrivelse af de for C* specielle biblio-
teksfunktioner eller af programmeringssproget C* i gvrigt, men i stedet
henvise laseren til C*-manualerne fra Thinking Machines Corporation
(1991b) og (1991c).

Vi arbejder med parallelle variable navngivet med bogstaver fgrst i alfa-
betet: a, b, c og d. I alle programmerne findes der i hovedprogram-
met main et kald til funktionen initial. Denne funktion genererer
sekventielt matricen S (se afsnit A.1). Funktionen initial kan imple-
menteres pa mange mader og er uden betydning for forstaelsen af de
implementerede algoritmer.
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Kube matrixmetoden

#include "cscomm.h"
#include "stdlib.h"
#define N 32

#define EPSILON 0.000001
shape [N][N][Nlmatrix;
float:matrix a, b;

void initial(void) {
}

float:matrix square(float:matrix a) {
float:matrix b;

b = [pcoord(1)] [pcoord(2)] [pcoord(0)]a;
a = [pcoord(0)] [pcoord(2)] [pcoord(1)]

spread(a*b, 1, CMC_combiner_max);
return (a);

}

void main() {

with (matrix) {
initial();

do {
b=a;
a = square(a);
} while (l= (a - b > EPSILON));

}
}



Plan matrixmetoden

#include “cscomm.h"
#include “stdlib.h"
#define N 128

#define EPSILON 0.000001
shape [N]([N]matrix;
float:matrix a, b;

void initial(void) {
}

float:matrix square(float:matrix a) {
int i;
float:matrix b;

b=0;
for(i = 0; i < N; i++) :

b >?= copy_spread(&a, 1, i)*copy_spread(&a, 0, i);
return (b);

}

void main() {

vith (matrix) {
initial();
do {
b= a;
a = square(a);
} while (|l= (a - b > EPSILON));
3
}
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Cannons matrixmetode

#include "cscomm.h"
#include "stdlib.h"
#define N 128

#define EPSILON 0.000001
shape [N][Nlmatrix;
float:matrix a, b;

void initial(void) {
}

float:matrix square(float:matrix b) {
int i, t;
float:matrix c;

t =1;
i=0;
while (t < N) {
vhere ((pcoord(0) >> i) % 2)
a = [pcoord(0)][(pcoord(1) + (1 << i)) %% Nla;
where ((pcoord(1) >> i) ¥% 2)
b = [(pcoord(0) + (1 << 1)) %% N][pcoord(1)]b;
t = 2*t;
i++;
}
c = axb;
for (i = 0; i < N-1; i++) {
a = [pcoord(0)] [(pcoord(1) + 1) %% Nla;
b = [(pcoord(0) + 1) %% N][pcoord(1)]b;
c >7= (a*b); :
}
return (c);

}

void main() {

with (matrix) {
initial();
do {
b= a;
a = square(a);
} while (j= (a = b > EPSILON));
}
}



Permutation matrixmetoden

#include "cscomm.h"
#include "stdlib.h"
#define N 128

#define EPSILON 0.000001
shape [N] [N]matrix;
float:matrix a,b;

void initial(void) {

}

float:matrix square(floaf:matrix b) {
int i, t;
float:matrix c, 4;
b = [pcoord(1)] [pcoord(0)]a;

for (i = 0; i < N; i++) {
c = axb;

reduce(&d, ¢, 1, CMC_combiner_max, i);
b = [(pcoord(0) + 1) %% N] [pcoord(1)]b;

}
i=0;
t =1,
wvhile (t < N) {
vhere ((pcoord(0) > i) % 2)

d = [pcoord(0)][(pcoord(1) - (1 << i)) %% Nld;

t = 2xt;
144

}

return (d);

}
void main() {

with (matrix) {
initial();
do {
b= a;
a = square(a);
} vhile (l= (a - b > EPSILON));
}
}
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88 De implementerede algoritmer

Den parallelle udgave af Floyds algoritme

#include "cscomm.h"
#define N 128
shape [N] [N]lmatrix;
float:matrix a;

void initial(void) {
}

void main() {
int i;

vith (matrix) {
initial(); .
for(i = 0; 1 < N; i++)
a >?= copy_spread(&a, 1, i)*copy_spread(&a, 0, i);
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