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Abstract

Der opstilles en global, ikke-pulsativ, dynamisk model af menneskets cardio-
vaskuleere system (Hjerte-kar kredsleb), med udgangspunkt i en nypubliceret
model af Kappel og Peer.

Savel dvnamikken i systemet som den neurale styring af pulsen modelleres
med et s®t sedvanlige, 1'ste ordens differentialligninger. For den del af det
cardiovaskulaere system der ikke antages at veere neuralt reguleret, opstilles
ligningerne udfra simple fysiske lovmassigheder samt fysiologisk empiri.

Som udgangspunkt for modelleringen af pulsstyringen antages en direkte
kobling mellem nervesystemets respons pa en gget arbejdsbelastning af or-
ganismen og andringer i pulsen, hvorfor ligningen for pulsstyringen opstilles
pa baggrund af en modellering af det sympatiske og parasympatiske nerve-
systems aktivitetsniveau (toning).

Udfra modellen foretages en computersimulering af et forseg, hvor en per-
son fra en stabil hviletilstand pabegynder arbejde med en effekt pa 50 W, og
fortsaetter arbejdet til et stykke tid efter, at en ny stabil tilstand har indstil-
let sig. Modellens evne til at beskrive aendringer i puls og blodtryk vurderes
ud fra sammenligning af simuleringsresultaterne med forsegsresultater samt
med Kappel og Peers model.

Vi finder pa baggrund heraf at modellen giver en rimeligt fornuftig beskri-
velse af det cardiovaskulzre systems respons pa overgang fra hvile til en
begranset arbejdsbelastning.
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1. Indledning

Nearverende projektrapport er udarbejdet af fire matematikstuderende pa
RUC, Stefan Frello, Michael P.C Hansen, Runa Ulsge Johansen og Klaus
D. Jensen, under vejledning af Viggo Andreasen, i forbindelse med gen-
nemforelsen af matematikuddannelsens "praksisprojekt”. Projektets formal
er opstilling af en matematisk model af det menneskelige cardiovaskulzre
system,(CVS), (i almindelighed benavnt hjerte-kar kredslgbet).

Baggrunden for projektet er fslgende: Pa Herlev sygehus har der igen-
nem nogen tid vaeret anvendt en anstesisimulator til praksisundervis-
ning af anaestesileger og -sygeplejersker. Undervisningen foregdr pa en
normalt udstyret operationsstue, hvor "patientens” reaktioner pa forskel-
lige indgreb simuleres af en computer udstyret med -en matematisk mo-
del samt en databank; reaktionerne optrader naturtro pa operationsstuens
overvagningsudstyr i form af grafiske udlesninger af puls, blodtrvk mv.

En af personerne bag denne simulator er Per Foge Jensen, som er anaste-
sileege pa Herlev Sygehus og desuden leder af undervisningen. Han samar-
bejder i ojeblikket med IMFUFA, RUC (bl.a. Stig Andur Pedersen. der har
vaeret med til at udvikle den pt. brugte model, Viggo Andreasen m.fl.)."

- Som en af sine centrale komponenter inkluderer den omtalte simulator en
matematisk model af det cardiovaskulzre system, hvori reguleringen af hjer-
tervtmen (pulsen) imidlertid foregar pa en made som, ifelge Viggo Andre-
asen og Per Foge, ikke er klart fysiologisk begrundet, og som sddan kunne
trenge til en forbedring. En anden tilsyneladende mangel ved modellen er,
at den kun inkluderer den systemiske del af det cardiovaskulzere system (det
vil sige den del af kredslebet som ferer blod, og dermed ilt, ud til kroppens
forskellige vavsafsnit) mens den pulmonzere del, (den del af kredslobet som

" pumper blodet ud til lungerne for iltning, og derefter tilbage til hjertet) er
udeladt. Vort projekt centrerer sig hovedsagelig omkring det forste — og
efter vores mening vasentligste — af disse to kritikpunkter, nemlig model-
leringen af pulsen.

Vi har i den forbindelse studeret forskellige modeller af det cardiovaskulare
system, og blev ret hurtigt i forlgbet opmaerksomme pa en model, som for-
nylig (sommeren 1993) blev publiceret af gstrigerne F. Kappel og R. Peer
(fremover benzvnt KP-modellen), som giver en ret detaljeret beskrivelse
af det det cardiovaskulaere systems fysiske dynamik, og desuden inkluderer
bade den systemiske og den pulmonzre del. Selve styringen af pulsen er
imidlertid indirekte beskrevet ved hjalp af et kontroloptimeringskriterium.
KP-modellen er tilsyneladende, jvf Kappel og Peers artikel, i stand til at
levere en naturtro simulering af det cardiovaskulare systems respons pa en




begranset arbejdsbelastning (i artiklen er redegjort for en simulering med
en arbejdsbelastning pa 50 Watt) med hensyn til de dermed folgende zn-
dringer, bade af pulsen og af blodtrykket i det cardiovaskulare systems
forskellige afsnit.

For at fa et indtryk af hvilke muligheder der kunne veere for at arbejde vi-
dere pa at kombinere ideerne i KP-modellen med en dynamisk modellering
af organismens regulering af pulsen fremlagde vi i semestrets begyndelse mo-
dellen for en kreds af leger, ingenigrer og matematikere med tiknytning til
Herlev Sygehus samt lerere og studerende pa RUC. Reaktionen ved denne
lejlighed var positiv — blandt andet fremgik det, for os noget overraskende,
at organismens respons pa arbejdsbelastninger minder ganske meget om de
reaktioner som folger et kirurgisk indgreb: gget puls og deraf folgende eget
arterielt blodtryk.

Pa baggrund heraf, foruden senere diskussioner med Per Foge Jensen og
andre samt litteraturstudier, har vi valgt at modellere styringen af pulsen
pé basis af det autonome nervesystems respons pa signaler fra de receptorer
(baroreceptorer) som registrerer trykket i de systemiske arterier.

Ud fra det ovenstaende opstiller vi denne problemformulering for projektet:

Er det muligt, med udgangspunkt i en realistisk opbygget fy-
sisk. dynamisk model af det cardiovaskulare system, at beskrive
nervesystemets kontrol af pulsen med et szt sedvanlige differen-
tialligninger (SDL), pa en sidan maide, at de enkelte ligninger
afspejler den fysiologiske viden man har, samtidig med at en com-
putersimulering udfra modellen giver en realistisk beskrivelse af
det cardiovaskulere system?

Ved et narmere studium viser det sig at neurale kontrolmekanismer generelt
er overordentlig komplicerede grundet mange, samtidigt virkende faktorer.
Kvantitative lovmessigheder, for eksempel med hensyn til vavenes respons
pa nerveimpulser, er derfor si godt som umulige at fastlegge pd et rent
teoretisk grundlag. Endvidere er eksperimenter som alternativt kunne vare
egnede til at fremskaffe en empirisk viden desangdende vanskelige at udfgre
uden risiko for forsegspersonen; blot nogenlunde exakte kvantitative formu-
leringer af sadanne lovmzssigheder er fglgelig vanskelige at opspore i den
tilgengelige faglitteratur. Vi er derfor henvist til at anvende den, omend
begrensede, kvalitative empiriske viden om disse reaktioner, som man har
opnaet ved hjzlp af dyreforseg, og sa vidt muligt konstruere vores model pa
det siledes givne grundlag.

En del af udbyttet af dette projektarbejde kan siledes, ud over en model som



giver en rimelig beskrivelse af virkeligheden ogsa vaere at klarleegge behovet
for kvantitative, eksperimentelle data med henblik pa en eventuel, fremtidig
videreudvikling af modellen.

Rapporten er opbygget saledes: : :
I kapitel 2 gennemgas den fysiologiske baggrundsteori om det cardiovasku-
leere system som vi finder nedvendig for modelopstillingen, herunder kreds-
lebets opbygning og dets neurale styring. I kapitel 3 gennemgas den del
af kredslobsmodellen som ikke indbefatter nervesystemets respons og puls-
kontrollen; disse behandles for sig i kapitel 4. Diskussion og konklusion
forefindes i kapitel 5. ’



2 Det cardiovaskulare systems opbygning og
funktion

I dette kapitel gennemgas hovedtraek af den fysiologiske teori som ligger
til grund for modelopstillingen i de folgende kapitler. Dette indbefatter
kredslgbets opbygning og funktion, den neurale (det vil sige nervestyrede)
regulering samt andre relevante kontrolmekanismer. Nedenfor fglger forst
et kortfattet overblik over systemet som helhed. I de felgende afsnit gen-
nemgas mere detaljeret hjertets funktion, de forskellige typer af blodkar
samt systemets kontrolmekanismer. Hvor intet andet er naevnt er kilden til
oplysningerne: Berne og Levy (1993).

2.1 Systemets opbygning

CVS har hovedsagelig til formal at varetage transporten af ilt og nzerings-
stoffer, fra henholdsvis lungerne og fordejelsessystemet, ud til organismens
forskellige dele, samt at bringe de ved forbrending dannede affaldsstoffer
til de dertil indrettede organer: kultveilten ud til lungerne, de fleste andre
affaldsstoffer til nyrerne, hvorfra de kan udskilles fra kroppen. Herudover
bringes ogsa forskellige hormoner rundt i kroppen af CVS. Som det sikkert
vil veere leseren bekendt transporteres alle disse stoffer via blodet.

Her folger forst en kortfattet oversigt over CVS, folg evt med pa figur 1:
For det forste har vi hjertet der er systemets pumpe; hjertet har to ventrikler
(hjertekamre) der i princippet fungerer som to seperate men synkroniserede
pumper der forsyner hver sin del af kredslgbet, som det fremgar af figuren.
Fra venstre ventrikel pumpes under systolen (ventriklernes synkroniserede
kontraktion) iitholdigt blod ud i det systemiske kredslob (kropskredslobet);
blodet pumpes ud i aorta (hovedpulsaren) som forgrener sig ud i stadig
tyndere blodkar: forst til de systemiske arterier, siden til arteriolerne og en-
delig til kapilleererne der er de fineste og talrigeste blodkar. Fra kapilleererne
sker den osmotiske udveksling mellem blodet og vavets celler af de omtalte
naerings- og aflaldsstoffer samt ilt.

Kapillererne lgber sammen i venolerne der igen samler sig i venerne og
endelig i vena cava (den store hulvene), hvorfra det nu afiltede blod un-
der diastolen (hjertets afslapningsfase) lgber ind i hgjre atrium (hjerte-
forkammer); herfra pumpes blodet ind i hgjre ventrikel og videre ud i det pul-
monzre kredslpb (lungekredslgbet), som strukturelt er opbygget pa samme
made som det systemiske kredslgb. Fra de pulmonzre arterier og arterioler



strommer blodet gennem lungekapillererne hvor det udskiller den ophobede
kultveilte og optager ilt fra indandingsluften.. Herfra laber det, via det pul-
monzre venesystem ind i venstre atrium og derfra endelig tilbage til venstre
ventrikel.

© lungekredsisd.

systemisk kredsled .

Figur 1: Den principielle opdeling i systemisk og pulmonart kredslgb. Kilde:
Crone 1990

2.2 Hjertets pumpefunktion

En pumpe er pr. definition en indretning som er i stand til at transportere
vaeske fra en region med lavt tryk til en anden region hvor trykket er hgjere;
for blodkredslobets vedkommende er de to venesystemer lavtryksregioner,
mens det hoje tryk forefindes i de arterielle systemer.

Som allerede navnt bestar hjertet faktisk af to pumper, nemlig venstre og
hojre ventrikel som forsyner henholdsvis den systemiske og den pulmonzre
del af kredslobet; omend der er store kvantitative forskelle mellem de to
kredslob med hensyn'til sidanne storrelser som indeholdt blodvolumen, tryk
etc., er dynamikken i de to dele af kredslgbet principelt set identisk. De vil
derfor i denne generelle fremstilling blive behandlet under et.

Ventriklen er forsynet med en art ventiler”,.de to hjerteklapper, som illu-
streret pa figur 2. Undér diastolen hvor ventriklen fyldes med vengst blod
er aortaklappen lukket saledes at blodet ikke strammer tilbage fra arteriesy-
stemet hvor trykket er hgjt. Under den systoliske kontraktion som presser
blodet ud i arteriesystemet lukkes veneklappen, og forhindrer derved at det
lober tilbage til venerne. Diastole og systole felger hinanden med rytmiske




DIASTOLE SYSTOLE

Figur 2: Skitse til illustration af hjerteklappernes funktion. Kilde: Crone 1990

intervaller hvis varighed bestemmer pulsen, det vil sige hjertets pumpefre-
kvens; i almindelighed regnes pulsen i enheder af hele hjertecykler pr minut.
Cardiac output (hjertets pumpeeffekt), defineret som den blodmaengde der
pumpes gennem ventriklen pr tidsenhed (som enhed benyttes i almindelig-
hed liter pr minut), er i hgj grad bestemt af pulsen. Der er imidlertid ingen
helt fast sammenhaeng mellem disse to sterrelser, idet slagvolumenet (den
udpumpede blodmengde pr hjerteslag) er under indflydelse af flere forskel-
lige forhold.

For det forste afhenger slagvolumenet af ventriklens fyldningsgrad, som
igen er en funktion af diastolens varighed; muskelfibrene i ventrikelveeggen
er nemlig sddan indrettet at de udferer en kraftigere systolisk kontraktion
jo mere de straekkes under diastolen, med andre ord: jo sterre slutdiastolisk
volumen, des storre slagvolumen. Denne sammenhang er kendt som Star-
lings hjertelov.

For det andet er der et bidrag til styrken af den systoliske kontraktion, og
dermed slagvolumenet, udover denne automatiske regulering, som kaldes
ventriklens kontraktilitet. Kontraktiliteten er strengt taget en sammenfat-
ning af to forskellige effekter: dels en art pulsinduceret regulering, blandt
andet kendt fra dyreforseg, hvor det for eksempel er pavist at en isoleret
ventrikelmuskelfiber som kunstigt stimuleres til at kontrahere med rytmiske
intervaller, gger kontraktionsstyrken med gget "puls”; dels er ventrikelkon-
traktionen underlagt direkte, delvis kontrol af det autonome nervesystem
(dvs den del af nervesystemet som ikke er under viljens kontrol). Ventrik-
lens kontraktilitet er saledes defineret som den indflydelse pa styrken af den
systoliske kontraktion, der ikke skyldes den automatiske regulering, beskre-
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vet ved Starlings lov.

Som karakteristiske talstorrelser for hjertets pumpeeflfekt anferes i
Chr.Crone et.al 1990, 5.252 for en person i hvile: puls 72 slag/min, slut-
diastolisk volumen 145 ml og slutsystolisk volumen 75 ml resulterende i et
slagvolumen pa 70 ml fra hver ventrikel. Dette giver et cardiac output pa ca
5 1/min. For en person under maximalt arbejde er de tilsvarende tal: puls
180 slag/min, slutdiastolisk volumen 180 ml, slutsystolisk volumen 40 ml,
alt i alt resulterende i slagvolumen og cardiac output pa henholdsvis 140 ml
og 25 1/min. A :

I dette eksempel fas altsa en femdobling af cardiac output skent pulsen kun
oges med en faktor 2,5 fra hvile til arbejde. De benyttede tal skulle angiveligt
veere typiske for en veltraenet person.

2.3 Blodkarrene

Som fundamentale storrelser til at karakterisere de fvsiske forhold i en gi-
ven, afgrenset del af karsystemet (indenfor hvilken der er et tilnzermelsesvis
homogent blodtryk) betragter vi dels det indeholdte blodvolumen, dels det
herskende tryk i denne blodmaengde. Som en bekvem approximation antager
vi at der er en lineer sammenhzng mellem tryk og volumen:

cP=V - Vg

hvor Vjoq angiver blodkarrenes "dedvolumen”, dvs det indeholdte volumen
nar blodtrykket er lig med det atmosfzriske tryk, og hvor konstanten ¢ bliver
et mal for karvaeggens sakaldte compliance. Ordret oversat betyder udtryk-
ket ‘eftergivenhed’. men man skal i denne sammenhaeng vare opmaerksom
pa at ¢. som males i liter/mm Hg, udover af karvaggens lokale elasticitet,
ogsa afhanger af storrelsen af det pageldende karafsnit. Ogsid den mod-
stand som modarbejder blodflowet forskellige steder i systemet er en fysisk
sterrelse af umiddelbar relevans for beskrivelsen af dynamikken i CVS.
Det forholder sig sidan at disse sterrelser -~ tryk, volumen, compliance og
modstand - er meget ujavnt fordelt pa systemets forskellige afsnit, og de
kan som sidan danne grundlag for en opdeling som er et anvendeligt ud-
gangspunkt for modelleringen af systemet.

I de systemiske arterier forekommer de hgjeste blodtryk i systemet. Mod-
standen i arterierne er lille pa grund af deres store indre diameter (ca 2 cm

11




for aorta, og gradvist aftagende ud i forgreningerne) og trykfaldet fra ven-
stre ventrikel ud til arteriolerne som fglge deraf forholdsvis ubetydeligt. En
typisk storrelse af det systemisk arterielle blodtryk midlet over et pulsslag
er ifolge Chr.Crone et.al 1990, s.224 (hvorfra ogsd de folgende talstgrrelser
er hentet hvor intet andet er angivet) 100 mm Hg, hvor trykket som overalt
fremover i denne tekst angives som differensen mellem absolut tryk og at-
mosferisk tryk.

I arteriolerne og kapillererne som tilsammen med venolerne benzvnes den
perifere region eller blot periferien sker det betydeligste trykfald i systemet,
som det. ses af figur 3. Deres indre diameter er ganske lille, typisk omkring

ERER ! ;

29
......
.
5

7%

& hvile
, —@— = vasogilstation
1 9006® = vasokonsinkuon

......

Figur 3: Diagram over trykfaldet over CVS' forskellige afsnit; i hviletilstand er
trykfaldet over arterioleafsnittet ca. 55 mm Hg. N3r arteriolevaeggene indsnaev-
res (" vasokonstriktion" ) gges modstanden, siledes at trykfaldet bliver stgrre —
den modsatte effekt opnds nar de udvides ("vasodilation”). Kilde: Crone 1990

10~Ymm for arterioler og 6 x 10~3mm for kapillzrer. Arteriolernes diameter
er dog underlagt en vis, begranset kontrol pa grund af den glatte musku-
latur i karveaeggene, hvilket muligger en lokal regulering af blodflowet til de
forskellige vaevsgrupper. Det systemiske kapillertryk ligger typisk pa om-
kring 20 mm Hg.

Venolernes funktion er at samle blodet fra kapillzererne og fare det videre
tii venerne. Disse virker bade som retur-blodkar til hjertet og som "blod-
lager” idet venernes vagge har en, i forhold til resten af systemet, meget
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stor compliance - ifelge Hoppenstaedt & Peskin 1992 ligger den systemiske

- compliance for arterier og vener omkring henholdsvis 10 og 1750 cc/mm Hg,
mens de tilsvarende tal for det pulmonzre kredslgb er 6,7 og 400" - venerne
kan derfor indeholde store maengder blod under lavt tryk.

_Alt i alt er der omkring 10 gange sa meget blod i det systemiske kredslab
som i det pulmonzre, og af den systemiske blodmzngde befinder den langt
overvejende del sig i venerne. En typlsk fordeling af blodvolumen og - try]\
er (Hoppenstaedt & Peskin 1992): -

Systemiske arterier: P =100 V =1,0
Systemiske vener: P=2 V=35
Pulmonzre arterier: P =15 V =0,1
Pulmonzre vener: P=35 VvV =0,4

hvor P som sadvanligt angives i mm Hg og V i liter.

Vi kan med udgangspunkt i de beskrevne forhold foretage denne systemati-
ske opdeling af CVS, som er fundamenta] for modelopstillingen i det folgende
kapitel:

1. Hjertet der er systemets pumpe, hvis effekt afhanger af slagdybden
og pulsfrekvensen. Cardiac output er givet som produktet af disse to
storrelser.

2. Systemiske repektive pulmonzare arterier og vener, som ikke yder no-
gen betydelig modstand mod blodflowet. Disse er derfor med tilnaer-
melse karakteriserede alene ved deres tryk, volumen og compliance.

3. Periferien. hvis indeholdte blodvolumen er forholdsvis ubetydeligt.
Her findes til gengzeld den overvejende del af systemets samlede mod-
“stand. ’ '

- 2.4 Reguleringen af det cardiovaskulzre system

CVS’ primere opgave er at sikre en passende forsyning af ilt og nzering til
de forskellige vaevsafsnit samt at skaffe diverse affaldsstoffer af vejen, alt-
sammen pa en sidan made at systemet ikke overbelastes feks ved et ungdigt
hejt arterielt blodtryk eller en alt for hej puls.

Varetagelsen af disse opgaver ngdvendigger en stadig regulering af systemet,
saledes at dets funktion hele tiden er tilpasset til at imgdega, ikke blot ydre

ITallene har vi selv beregnet p4 grundlag af angivne veerdier af tryk og volumen.
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omstendigheder, som feks omskiftelige temperaturer og andre faktorer som
direkte pavirker organismen, men ogsi en mangde af "indre forhold” sasom
skiftende belastninger af muskler, fordgjelsesorganer, lunger, CVS etc.

De kontrolmekanismer som varetager reguleringen kan, meget groft, indde-
les i to grupper: den forste af disse grupper omfatter automatisk regulering,
det vil sige reflekser der udleses spontant som respons pa en eller anden
pavirkning; den anden gruppe er den neurale regulering som omfatter me-
kanismer hvis aktivering (eller deaktivering) er afhaengig af impulser fra
nervesystemet.

Det skal pointeres at den indfgrte skelnen refererer til arten af reguleringen,
ikke til dens effekt; det er nemlig sidan at nogle af de regulerbare storrelser
der har indflydelse pa CVS, i forskellige situationer kan vaere underkastet
savel automatisk som neural kontrol. Det gzlder feks kontraktilitet og pe-
rifer modstand (det vil sige modstanden i arteriolerne).

2.4.1 Den automatiske regulering

Et par af de effekter som falder ind under gruppen af automatiske, regule-
rende reflekser har vi allerede omtalt i det foregaende.

Den forste af disse er Starlings hjertelov, altsa den egenskab ved muskulatu-
ren i ventrikelvaeggene der ager den systoliske kontraktion, jo mere ventriklen
fyldes under diastolen. Eftersom diastolens varighed, og dermed fyldnings-
graden, mindskes staerkt med eget puls (se Chr.Crone et.al 1990, s.252)
medvirker dette forhold til at stabilisere hele systemet, idet en @ndring af
pulsen derved far en begranset indvirkning pa cardiac output. En stabilise-
rende effekt {olger ogsa af at slagvolumenet, grundet Starlings lov, gges med
venetrvkket, hvorved der flyttes mere blod over i arteriesystemet.

En anden automatisk refleks som vi har omtalt er pulsfrekvensens direkte
indvirkning pa kontraktiliteten. Denne effekt. der virker modsat Starlings
lov, er hos Kappel & Peer, 1993 omtalt som Bowditch-effekten.

Den sidste regulerende effekt der skal omtales her er den metabolske regule-
ring af modstanden i arteriolerne. Som omtalt i afsnit 2.3 har disse blodkar
muskulose vaegge, saledes at modstanden kan e¢ges/mindskes ved kontrak-
tion/afslapning af denne muskulatur som vist pa figur 3. Det er ved forseg
pavist at modstanden falder med gget metabolisme i det pagzldende vav.
Mekanismen er ukendt, men det antages at reguleringen skyldes koncentra-
tionen af et eller andet stof i veevet. Denne effekt vil fremover blive omtalt
som autoregulering.
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2.4.2 Den neurale kontrol

I modsatning til de automatiske reguleringsmekanismer som reagerer spon-
tant pa visse lokale stimuli, str den neurale kontrol der til en vis grad kan
opfattes som systemets koordinerede respons pa organismens tilstand, efter-
som de centre i hjernen som via nerveimpulser regulerer forskellige dele af
CVS, selv modtager signaler fra mange steder i organismen. :

Som et eksempel pa hensigtsmzessigheden af at have to slags kontrolsystemer
kan nzvnes kontrollen af pulsfrekvensen overfor autoreguleringen, omtalt i
afsnit 2.4.1. Den omtalte autoregulering kontrollerer det lokale blodflow,
~ saledes at lokale muskelgrupper eller organer kan f3 tilgodeset deres skif-
tende behov; efter indtagelse af et maltid er der feks brug for et kraftigt
flow til og fra fordejelsesorganerne.

Mindre heldigt ville det imidlertid vaere hvis hjertets pumperefleks var re-
guleret lokalt, da hjertets opgave netop er at sikre en tilstraekkelig blodfor-
syning til hele organismen.

Den neurale kontrol af CVS foregar via det autonome nervesystem. Neu-
ronerne (nervebanerne) i det autonome nervesystem deles i parasympatiske
neuroner, hvis impulser har hemmende/bremsende eflekt, og sympatiske
neuroner, hvis impulser har stimulerende/forstarkende effekt. Der findes
flere centre i hjernen som medvirker til reguleringen af det cardiovaskulare
system. Da det vil blive for omfattende og i denne modelsammenhzng desu-
den overflodigt at give en indgaende beskrivelse af disse, vil vi behandle dem
under et, og benavne dem: Det Cardiovaskulere Control Center (herefter:
CCC). ' :
Signalerne fra CCC gar biade gennem sympatiske og parasympatiske neu-
roner; systemet virker ved at nerveimpulser fra forskellige steder i kroppen
sorger for at information om vigtige tilstandsparametre sasom blodtryk,
koncentration af forskellige stoffer etc. registreres i CCC. den koordinerede
respons fra CCC betdr i impulser til de forskellige dele af det cardiovaskuleere
~system, som reagerer herpi ved eksempelvis at @ndre puls eller kontraktili-
tet.

De nerveimpulser som regulerer pulsslaget opfanges i sinusknuden; herfra
udgar de signaler til resten af hjertet som aktiverer pumperefleksen. Sinu-
sknudens egenfrekvens er ca 100 slag/minut, denne egenfrekvens er under-
kastet modifikation af impulser fra sympatiske og parasympatiske neuroner,
afhaengigt af organismens gjeblikkelige behov.
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De receptorer der formidler oplysninger om tilstanden i organismens forskel-
lige vaevsafsnit til CCC, deles i to hovedgrupper nemlig baroreceptorer og
kemoreceptorer; de sidstnavnte spiller egentlig ingen rolle ved vores model-
opstilling, men naevnes blot for fuldstendigheds skyld..

De baroreceptorer som registrerer trykket i de systemiske arterier er lokali-
seret i halsen (carotide sinus) og aortabuen; gget arterielt tryk far, via disse
receptorer, CCC til at ege den parasympatiske aktivitet og deempe den sym-
patiske, hvilket normalt vil have en deempende virkning pa puls og cardiac
output.

Andre receptorer, lokaliserede i atrierne, registrerer de systemiske og pulmo-
nzre venetryk. Der er herudover baroreceptorer der holder CCC underrettet
om tilstanden mange andre steder i kroppen, men dem vil vi ikke komme
nzrmere ind pa her.

Det er baroreceptorerne i halsen der har langt den stgrste betydning for
pulsreguleringen; Dette er ikke overraskende, da hjernens iltforsyning er den
vigtigste enkeltfaktor for personens overlevelse.

Udover baroreceptorerne er der som sagt kemoreceptorer, der registrer kon-
centrationen af en lang raekke stoffer forskellige steder i organismen. Andre
typer af kontrol eksisterer ogsa, men vi vil ikke komme nzrmere ind pa
det her. Tilsammen bliver hele kroppens almene tilstand registreret meget
detaljeret.

De forskellige dele af det cardiovaskulere system reagerer ikke ens pa ner-
veimpulserne fra CCC:

Hjerte Bade sympatiske og parasympatiske impulser pavirker hjertet;
bade pulsen og kontraktiliteten pavirkes, men de to typer neuro-
ner virker ikke symmetrisk. Pulsen pavirkes langt mere af para-
sympatisk aktivitet end af sympatisk, og for kontraktilitetens ved-
kommende er det omvendt. @Qget kontraktilitet og puls felges af
forkortet varighed af systolen.

Blodkar Volumenet i bade de systemiske og de pulmonzere vener pavirkes
af de sympatiske nerveimpulser fra CCC, saledes at gget aktivi-
tet forer til mindsket volumen. Dette sker uden at compliance
pavirkes direkte. Volumenet mindskes bade i vener og venoler,
men den sidste effekt er langt stzrkere end den ferste. Den peri-
fere modstand i bade det pulmonzre og det systemiske kredslgb
vokser med eget sympatisk aktivitet fra CCC.

Som navnt ovenfor bestir CCC ikke af ét men flere centre; dette er ikke
helt uden betydning, idet de enkelte centre ikke er tilknyttet de samme
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receptorer. : . .

De narmere sammenhange er komplicerede, men den samlede effekt kan
beskrives ved at baroreceptorkredslebet sager at regulere arterietrykket mod
en bestemt vzrdi (set-point) bestemt af CCC ud fra den gvrige neurale
aktivitet, hvilket vi siden skal vende tilbage til.
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3_ Cardiovaskulare mod.eller

Dette kapitel indledes med nogle generelle betragtninger over cardiovasku-
leere modeller: Hvilke overvejelser skal man ggre sig inden man starter op-
bygningen af en sidan model; Hvilke typer af ligninger skal indga i modellen;
Hvilke oplysninger skal man sgge for at kunne udforme den.

Derefter gar vi over til den konkrete model-opbygning.

3.1 Indledende overvejelser

Der er forskellige grundlaeggende overvejelser man skal gore sig, inden man
tager stilling til hvilken type af model man vil opbygge. Udgangspunktet
for disse overvejelser ma naturligvis vaere hvad modellen skal anvendes til.
De vigtigste af de spergsmal man skal svare pa inden man gar igang med
den konkrete modelbygning, er om modellen skal vere:

¢ Pulsativ/ikke pulsativ. :
Man skal tage stilling til om man vil inddrage variationen i trykket over
et enkelt pulsslag i sin model, eller om det er tilstrakkeligt at arbejde
med middeltryk. Hvis trykvariationen over det enkelte pulsslag skal
inddrages ma man tage stilling til, om man vil betragte pulsbelgens
udbredelse, eller antage at trykket overalt i arterierne er ens, og kun
varierer i tid.

e Stationer/dynamisk.
Man skal tage stilling til, om modellen alene skal beskrive det cardi-
ovaskulzre system i en stabil tilstand, eller om man tillige vil kunne
beskrive dets udvikling i tid. De to muligheder resulterer i almindelige
algebraiske ligninger hhv. i differentialligninger.

¢ Global/lokal.
Med "global” menes i denne sammenhzang at modellen beskriver hele
det cardiovaskulaere system, dvs at samtlige blodkar og hele hjertet er
inddraget. En "lokal” model beskriver kun en del af systemet, fx den
systemiske del, eller maske blot aorta, og udelader resten.
Man skal tage stilling til om ens formal kraver at hele systemet ind-
drages, eller om det maske er tilstrzkkeligt med en lokal model.
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¢ Tidstro/ikke-tidstro -

Til nogle formal er det afggrende at snmulermg ved hjazlp af en model
kan foregd i et tempo der (mindst) svarer til det, det beskrevne sy-
stem faktisk udvikler sig i. Et sadant krav om en tidstro model kan
afhengig af sterrelsen af den datakraft, der er til radighed, fore til
en begransning i antal og kompleksitet af de ligninger, der indgar i
modellen. Til andre forma.l er dette krav om tidstro simulering ikke
nedvendigt.

Vi har under udarbejdelsen af dette projekt iszr beskaftiget os med to
eksisterende modeller: Kappel og Peers (Kappel & Peer, 1993) er ikke-
pulsativ, dynamisk og global, mens Peskins (Hoppensteadt & Peskin, 1992,
kap. 5) er ikke-pulsativ, stationar og global. Den model der i gjeblikket er i
brug pa Herlev sygehus er i denne terminologi pulsativ, dynamisk og lokal,
idet den er begranset til at beskrive den systemiske del af kredslobet, og
"lader som om™ blodet lgber direkte fra de systemiske vener ind i venstre
ventrike] (forkammer).l

3.2 Modellernes ligninger
De ligninger modellen opbygges af deles i to hovedgrupper efter deres natur:

o Ligninger, der kan udledes fra simple antagelser om systemets opbvg-
ning og fundamentale fysiske lovmassigheder. Dette betyder ikke, at
der ikke indgar antagelser om det cardiovaskulaere system i ligningerne,
blot at disse antagelser er af en natur, der lige s godt kunne galde

_et ikke-biologisk system. Det er altsd ligninger, hvor det ikke er af
betvdning at vide, at det praecist er det cardiovaskulaere system, der
skal modelleres. Eksempler er: :

- Ligninger, der beskriver blodflowets athngighed af tr)l\ og mod-
stand.

— Ligninger der beskriver volumenets afhaenglghed af compliance
og tryk.

e Ligninger der er blevet til pa baggrund af empirisk viden om fysio-
logiske forhold. Disse ligninger kan ikke udledes pa ovenstdende vis,
men afhanger af hvilke antagelser man ger sig om det cardiovaskulare
svstems kontrol-mekanismer. Exempler er:
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— Nerveimpulsernes intensitet.
— Forhold der er styret af nervesystemet.

~ Forhold der er pavirket af hormoner, eller andre kemiske styrings-
mekanismer.

~ Forhold der er delvist selvregulerende, eller pavirker hinanden
direkte, uden medvirkning af nerveimpulser eller kemiske stoffer.

Storrelser der kun kan beskrives tilfredsstillende pa denne made er for
eksempel kontraktiliteten, den perifere modstand og pulsen

3.3 Opstilling af model

I dette afsnit vil vi opstille en ikke-pulsativ global dynamisk model for det
cardiovaskulzre system. Da udgangspunktet for dette projekt er behovet
for velfungerende modeller til brug ved simulering af det cardiovaskulaere
systems reaktion pa kirurgiske indgreb, fglger det naturligt, at vi gnsker
at opbygge en dynamisk model. Vi har valgt, at gore modellen global i
den forstand at hele det cardiovaskulere system skal vare modelleret, og
at de vigtigste kontrolmekanismer, savel nerveregulerede som automatiske
reguleringsmekanismer, skal tages med. Det er malet, at modelleringen af
disse kontrolmekanismer skal vaere sa pracis, at modellen pa en realistisk
made.kan beskrive overgange fra een tilstand til en anden. Da en af de va-
sentligste storrelser i reguleringen af systemet er pulsen, har vi valgt at gore
szligt meget ud af den. Som det vil fremga af afsnit 4.2 er baroreceptorer-
nes maling af arterietrykket udgangspunkt for vores modellering af pulsen.
Da denne maling i praksis er at opfatte som en maling af middeltrykket,
har vi ikke fundet det nedvendigt at modellere trykendringerne under det
enkelte pulsslag. Vores model er derfor ikke-pulsativ. Ikke desto mindre
indgar pulsen naturligvis som en variabel i systemet, da den er afgerende
for storrelsen af cardiac output, der igen er bestemmende for arterietrykket.

For ikke at starte helt pa bar bund i vores modelopbygning, har vi taget
udgangspunkt i en eksisterende model. Vi har valgt en model af Kappel
og Peer (Kappel & Peer, 1993) herefter kaldet KP-modellen. Denne model
udmaerker sig ved at vare global, dynamisk og ikke-pulsativ, og er siledes
et godt udgangspunkt for vores modelopbygning. At vzlge denne model
som udgangspunkt har desuden den fordel, at vi er i stand til at foretage
sammenligninger mellem resultaterne af de simuleringer Kappel og Peer har
foretaget med deres model, og de resultater vi nar frem til ved simulering
med vores. Af hensyn til sadanne sammenligninger har vi, hvor det har vaeret
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muligt, lagt os tet op ad KP-modellen. Det har dog voldt os problemer,
da argumentationen for enl\elte af ligningerne i KP-modellen er temmelig
mangelfuld.

Vi vil ikke her komme ind pa detaljerne i fysiologien, da de er grundigt
beskrevet i kapitel 2

3.3.1 Simpel global model

Overblik

Vi starter med at opstille en simpel model af selve det cardlovaskulaere
system. Vi har, som det fremgar af kap. 2, valgt at bygge modellen op af
adskilte afsnit:

¢ Hjertet :
Dets funktion er naturligvis at pumpe blodet rundt; men det inde-
holder kun en ringe del af det samlede blodvolumen. I modellens
beskrivelse indeholder hjertet derfor intet blod. Da modellen er ikke-
pulsativ, er antagelsen, at blodstremmen kan beskrives som jeevn. Da
detaljerne i hjertets funktion ikke er medtaget i denne simple model
er hjertet fuldstaendigt karakteriseret ved cardiac output.

¢ Arterier og vener
Det cardiovaskulazre system er delt i det svstemlsl\e og det pulmonzare
delsystem. Begge disse er delt i arterier og vener, si der fremkommer
i alt fire compartments, idet stort set hele blodmangden befinder sig
her: Sy stemlsl\e arterier, systemxske vener, pulmonzere arterier og pul- |
monzre vener. Disse compartments er fuldstzendigt karakteriseret ved
deres tryk, volumen og compliance.

o Periferien :
Denne bestar af arterioler, kapillzerer og venoler. 1 modellens beskri-
velse af periferien er hele blodflowet og modstanden samlet her, hvor-
imod der ikke er noget blodvolumen. Da blodvolumenet i periferien,
som i hjertet, er ringe, er dette en god tilnzrmelse.

Selvom blodvolumenet i det pulmonzre delsystem er af samme beskedne
storrelsesorden som blodvolumenet i hjertet og i periferien, har vi valgt
alligevel at tage den pulmonzre del med, da en udeladelse ville forhindre,
at modellen kunne beskrive den dynamik der ligger i, at slagvolumenet fra
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de to halvdele af 7hjertet skal veere afbalanceret for kun at tillade staerkt
begransede forskydninger af blodvolumenet mellem de to delsystemer.

Figur 4 viser en principskitse over denne del af modellen. Da modellen er
ikke-pulsativ, er alle stgrrelser midlede over et helt pulsslag.

Opstilling af ligninger

Som beskrevet i kapitel 2 antager vi, at blodvolumen og tryk i hvert com-
partment (systemiske arterier, systemiske vener, pulmonzere arterier og pul-
monzere vener) er linezrt forbundne:

P+ Vig=V (1)

hvor ¢ antages konstant. For zndringer af tryk og volumen i hvert compart-
ment har vi derfor en differentialligning af formen:

cP=V (2)

" "
.

hvor ™" over de variable betegner de tidsafledte. Idet vi regner blodet for en
usammentrykkelig vaske, er en given blodmangde fuldstaendig specificeret
ved sit volumen. Den tidslige variation af blodvolumenet i et compartment
er derfor lig med forskellen mellem ind- og udstremning. Idet vi benytter
symbolerne ) og F for cardiac output og flow (se figur 4) har vi derfor
folgende ligningssystem:

CasI:Jaa‘: Va.s:Q("Fa

cusl?us =V = —Qr + F, (3)
Cap]?opz ‘."np=Qr"Fp

cvavp = va = _Ql+ Fp

Blodstrommen overalt i systemet antages at veere laminzr og folger derfor
Poiseuille’s lov, der siger at flowet er ligefrem proportionalt med trykfaldet
og omvendt proportionalt med modstanden:

Fs= Ri(Pas“va)
1’ (4)
F, = ;‘;(Pap - Py)

Modstanden over det pulmonzre kredslgb ,R,, regnes for at veere konstant,
mens den systemiske modstand ,R,, afh@nger af iltbehovet i de forskellige
vaevsafsnit.

Det er si omtrent sa vidt man kan na med teoretiske/fysiske argumenter
alene; for at komme videre, ma mere fysiologisk funderede argumenter drages
ind.
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Figur 4: Simpel model af det cardiovaskulare system. Symbolliste. ¢ : Com-

. pliance. F : Blodflow. P : Tryk. @Q : Cardiac output; dvs. Blodvolumen
udpumpet pr. minut. R : Modstand. V : Volumen. Indices: I : venstre side af
hjertet. r : Hgjre side af hjertet. a : Arterier. v : Vener.
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3.3.2 Model udvidet med kontrolfunktioner

Overblik

Vi har nu en model, der beskriver selve det ikke-kontrollerede kredslgbs dy-
namik. Naste opgave er at beskrive hvordan kredslgbet er kontrolleret.

Af afggrende betydning for det cardiovaskulare systems kontrol er nervesy-
stemts indflydelse pa forskellige dele af systemet. Vi har altsd i modellen
behov for en modellering af det autonome nervesystems aktivitet. Hvordan
man vil foretage denne modellering vil nok afhange noget af, hvilke dele
af systemet man gnsker skal modelleres som reguleret af nervesystemet. Vi
valger kun at modellere pulsen ud fra nerveaktiviteten, mens vi ved opstil-
lingen af de ovrige ligninger ngjes med at nzvne hvor en sadan modellering
kunne indfojes.

Nogle dele af systemet har tillige en vis selvregulerende, eller indbyrdes re-
gulerende effekt, der ikke er formidlet af nervesystemt. Hvordan dette rent
fysiologisk fungerer vil vi ikke narmere komme ind pa her, da det er beskre-
vet i kapitel 2, men blot opstille de relevante ligninger

Af de storrelser der indgar i ligningssystemerne (3) og (4) er Cardiac output
(Q) og den perifere modstand (R,) underlagt en eller anden form for regu-
lering.

Cardiac output er afhaengig af to faktorer:

¢ Pulsen, der ud fra sinusknudens egenfrekvens er reguleret af det auto-
nome nervesystem.

¢ Slagvolumenet som igen afhanger af folgende:

— Kontraktiliteten, der ideelt set skal modelleres som afhengig bade
af pulsen og af det autonome nervesystems aktivitet.

— Styrken af hjertemuskulaturens systoliske kontraktion der, som
beskrevet ved Starlings hjertelov, afhanger af den diastoliske
fyldning.

— Den diastoliske fyldning, der afthanger af diastolens varighed (og
dermed af pulsen) og desuden af venetrykket.

Den perifere modstand, der regulerer fordelingen af blodet mellem de
forskellige vaev, og siledes star for den lokale kontrol, er dels under indfly-

Anlen af narvncvetamat dale ealvrasularandn
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Figur 5: Udbygget model af det cardiovaskulzre system. Udover de symbo-
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Udbygget med disse elementer kan den endelige model illustreres som pa
figur 5.

Modellering af slagvolumen

Da modellen er ikke-pulsativ kan  som ovenfor navnt udtrykkes ved pro-
duktet af slagvolumen (Vg,) og puls (H):

Q=HVy, (5)

Slagvolumenet gives ved folgende ligning, kendt som Starlings hjertelov:

V.
Var = S5 (6)
Heri betegner 1y det slut-diastoliske ventrikelvolumen, dvs det blodvolumen
ventriklen indeholder umiddelbart for udpumpningen af blod, mens § er
kontraktiliteten, jevnfor kapitel 2 side 10.

Modellering af den diastoliske fyldning: V;
Den diastoliske fyldning af ventriklerne sker ligesom blodstremningen i over-
ensstemmelse med Poiseuille’s lov, dvs:

(1) = $(Py - PU0) = & (PL. - Vi’))

= V(t) = (V(0) - cP,)e" %R + cP, (7)

hvor /(1) og P(t) betegner blodvolumen og tryk i ventriklen under diastolen.
c er den afslappede ventrikels compliance og R er den viskaese modstand som
"modarbejder” fyldningen af ventriklen.

Desuden afhanger den diastoliske fyldning af ventriklen af nogle "sugende”
bevaegelser i atrierne (hjerteforkamrene), som intensiveres nar organismen
arbejder. hvorved V; oges. Disse bevaegelser er styret af nervesystemet, men
funktionen er darligt kendt. Den siledes forbedrede ventrikelfyldning kan
modelleres ved at lade R i ligning (7) vaere en aftagende funktion af orga-
nismens energiomsatning. Kappel og Peer udtrykker R (mm Hg - min/cc)
som funktion af R,, som ogsa aftager med voksende energiomsatning.

08
12 (8)

26



Ved kombination af ligningerne (5), (6) og (7) fas, ved at benytte Vg, =
V4 = V,, hvor V, er den i ventriklen indeholdte blodmaengde ved systolens
afslutning, dette udtryk for den ventrikel-genererede blodstrem:

cP,(1- e'?'%)
Pi(1-e k) + Se-ck

hvor t; er diastolens varighed.
Fra Kappel og Peers artikel har vi hentet folgende udtryk “der anglvehgt
beskriver hvordan diastolens varighed afhznger af pulsen. Vi ma dog gore
opmarksom pa, at der ikke argumenteres videre for at udtrykket skal se

netop siledes ud. .
60 60
ta(H) = ——K(H) | (10)

Hvor 0.3 < & < 0, 5(s?). :

Dette er altsa en af de ligninger vi har overtaget af hensyn til sammenlignin-
gen mellem simuleringer foretaget udfra hver af de to modeller. Det er et af
de punkter, hvor en mere velargumenteret modellering ville vaere gnskelig.

Modellering af Kontraktiliteten.

Som det {fremgar af ligning (6) afhanger slag'so]umenet udover den diasto-
liske fyldning. af kontraktiliteten.

Kontraktiliteten kontrolleres af to forhold: pulsen og frekvensen af sym-
patiske og parasympatiske impulser fra centralnervesystemet. En korrekt
modellering af kontraktiliteten ville derfor skulle involvere indflydelsen fra
begge disse faktorer. Imidlertid har vi ikke felt at vi udover at modellere
pulsen, ogsd kunne overkomme en modellering af kontraktiliteten regule-
ret af det neurale aktivitetsniveau.. Derfor og af hensyn til muligheden for
sammenligning af simuleringsresultater har vi overtaget Kappel og Peers
forslag til en modellering af kontraktiliteten, selvom der ikke er argumente-
ret tilstreekkeligt for rimeligheden af denne beskrivelse. Den efterfolgende
fremstilling er en kort redegorelse for hvordan ligningerne ser ud.

At pulsen har indflydelse pa kontraktiliteten benavnes Bowditch-effekten,
der modelleres med henvisning til en model af Koch-Weser som en 2.-ordens
differentialligning: o

S+v5+a(S)S=B(S)H (11)

Hvor v er en positiv konstant, og o og f er positive funktioner af S. For
den stationzere situation fas heraf:

(3)
"
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Hvor stregerne over § og H indikerer, at der er tale om stationare vardier
og funktionerne a(S) og B(S) er opgivet som:

{ a® for S < a?
a(S) = a® )
— >

14 al(§-a?) for§2a

{ g0 for § < B2
A(S) = pg°
a5

Hvor a%,8% a', B! og a? = (? er positive konstanter.

Den oprindelige anden ordens differentialligning kan nu omskrives til et sy-
stem af forste ordens ligninger, hvor der nu tillige skelnes mellem hgjre og
venstre ventrikel:

S[ = o0

o = -mo1—aS)5 + B(SHH
S = o, -

O = =70 — 0, (5.:)S, + B.(S,)H

Modellering af den perifere modstand

De hidtidige ligninger beskriver det cardiovaskulzre systems opbygning og
kontrol under ikke naermere specificerede omstandigheder. Imidlertid tra-
der en helt anden form for kontrol i kraft nir organismen udsattes for ar-
bejde eller forskellige former for stress. Martin Skielbo (l=ge ved Herlev
sygehus) har oplyst, at man udmaerket kan sammenligne det cardiovasku-
lzere systems reaktion pa et kirurgisk indgreb med reaktionen pa gget ar-
bejdshelastning. Pa denne baggrund har vi valgt at modellere den perifere
modstand som funktion af arbejdsbelastning.

I simuleringssammenhang ma man si finde en metode at "oversatte” ar-
bejdsbelastning til kirurgiske indgreb. Det er reguleringen af den perifere
modstand, der serger for, at fordelingen af blodgennemstrgmningen i krop-
pen er hensigtsmassig. Den perifere modstand er i vid udstrazkning selv-
regulerende idet det er behovet for ilt og naeringsstoffer, der bestemmer
hvor stor blodtilstremningen bliver. Dette udtrykkes ved fglgende anta-
gelse: Modstanden i periferien, R,, er direkte proportional med den vengse
iltkoncentration ([O2],). Dette udtrykkes ved felgende ligning:

Ra = A[O2]v (12)
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hvor A er positiv. A afhznger af arbejdsbelastningen, men antages at vere
konstant under konstant belastning. Sterrelsen af A afhaenger af den sympa-
tiske toning, (se afsnit 4.2) der igen afhzenger af mange forskellige faktorer,
“blandt andet arbejdsbelastningen. Man kunne valge at modellere A ved
hjelp af det sympatiske nervesystem; men vi har valgt at folge Kappel og
Peer i deres bestemmelse af A. Her betragtes A som en parameter, hvis stgr-
relse afhanger af arbejdsbelastningen. For at bestemme den vengse iltkon-
centration benytter vi felgende udtryk for metabolismeraten M (defineret
som iltforbrug pr. tidsenhed):

M = ([02]a - [02]v)Fa

Under ogning af arbejdsbelastningen omsattes imidlertid ogsa energi lagret
i musklerne, hvorfor ligningen modificeres:

M= ([02]a - [OQ}U)FJ + ]”depb (13)

Forbruget af depotenergi under arbejde, er direkte proportionalt med den
tidslige andring i den venese iltkoncentration (jvnf. Kappel & Peer):

Maep(t) = =K - [02]u(2) (14)

hvor K er en positiv konstant.

Differenticres (12) og kombineres den med (4),(12), (13) og (14), fas felgende
ligning der samlet beskriver autoreguleringen:

> 1 Pas_Pus
R, = T (Pu_s - Paa-+ ‘A ([02]0T - 1”))

3.4 Kritik af de hidtil opstillede ligninger

I det folgender er navnt de punkter hvor der synes at vare mangélfuld
sammenhang mellem ligningerne og den fysiologiske virkelighed.

o Ligningen (2), der beskriver sammenhzngen mellem tryk, compliance
og volumen i de enkelte compartments, udtrykker at systemet opfattes
som et idealiseret elastisk rgrsystem, dvs et rgr der ikke yder nogen
modstand mod blodflowet, sa trykket overalt i det pigaldende com-
partment er ens.

Som det fremgar af figur 3 (i kapitel 2) skrider grundlaget for denne
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approximation, og dermed for selve compartmentopdelingen af kreds-
lebet, under kraftig vasodilation (dvs udvidelse af arteriolernes kar-
vagge), som optrader nar legemet udszttes for store arbejdsbelast-
ninger

Ligningssystemet (3), der beskriver den simple ikke-kontrollerede car-
diovaskulere model, bygger pa en antagelse om, at der ikke sker an-
dring i blodmangden. Dette er egentlig ikke korrekt, i hvert fald ikke
under et kirurgisk indgreb, men det er dog nappe noget stort problem,
da det vil vaere en simpel sag at ®ndre stgrrelsen af denne parameter
under en simulering: enten ved at satte den til en bestemt ny veerdi
pa et givet tidspunkt, eller ved at indfgre en passende funktion til
at beskrive det at en person enten mister eller tilfgres blod. Det er
altsa et forhold der ma ses pa, hvis modellen skal danne grundlag for
simulering af kirurgiske indgreb.

Det er en klar mangel ved modellen, at den ikke kan beskrive de try-
kaendringer, der finder sted indenfor et enkelt pulsslag. Til brug ved
simulering af operationer vil det vare en fordel, om man kunne fa
skrevet en pulskurve ud. Dette problem kunne nok leses ved at koble
et program til, der kan beregne systolisk og diastolisk tryk udfra mid-
deltrykket. Endvidere ville der kraves en database over pulskurver
typiske for diverse hjertefejl.

Der er faktisk overhovedet ikke noget fysiologisk grundlag for lignin-
gerne (8) der beskriver modstanden mod fyldning af hjertet under
diastolen. Ligningerne er blevet til ved linezr extrapolation udfra
to(!) malepunkter, hentet fra Grodins artikel, og det har resulteret i
den angivne sammenhang. Kappel og Peer indremmer at disse lignin-
ger anvendes i mangel af en bedre forstaelse af den faktiske fysiologiske
sammenhang. Det er sandsynligt, at de sensorer, der registrerer ilt{or-
bruget i musklerne, via CCC pavirker musklerne i atrierne, (hjertefor-
kamrene), saledes at disse reagerer hensigtsmassigt. Denne funktion
er imidlertid langt mere kompliceret at modellere.

Kontraktilitetens afhengighed af pulsen (Bowditch-effekten) modelle-
res som for nzevnt som en 2.-ordens differentialligning: ligning (11).
Da vi ikke har kunnet skaffe Koch-Wesers originale artikel kan vi ikke
vide hvilken argumentation der bruges for at anvende denne forholdsvis
komplicerede beskrivelse af sammenhangen. For at undersgge denne
modellerings opfersel lidt nojere i stationzere tilstande, har vi i figur (6)
tegnet sammenhangen mellem puls og kontraktiitet for differentiallig-
ningens stationere tilstande. I omradet omkring 85 pulsslag/minut
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Figur 6: Kontraktilitet som funktion af pulsen, stationazre punkter. Kurven er
tegnet pa grundlag af de parametre der er brugt i Kappel og Peers simulering

kunne der siledes se ud til at befinde sig ustabile ikke-stationzre til-
stande.

Der kunne altsa vaere grund til at modellere kontraktiliteten pa en an-
den og mere gennemskuelig made. En naturtro modellering af kontrak-
tiliteten ville indebere at to effekter skulle beskrives; kontraktilitetens -
afhangighed af pulsen og af nervesystemets kontrol.

o Den systemiske modstand i ligning (12) kunne beskrives mere anven-
deligt, hvis konstanten, A, blev erstattet af en funktion, der afhang
enten af nerveaktiviteten, af iltforbruget eller af metabolismeraten.
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4 Modellering af pulsstyringen

I dette kapitel vil vi faerdiggere vores model af det cardiovaskulaere system,
idet vi opstiller de ligninger, som er ngdvendige til beskrivelse af pulsen, som
funktion af det autonome nervesystems aktivitet.

Som det vil fremga af fremstillingen, savner vi i hgj grad kvantitative ekspe-
rimentelle data for reguleringsmekanismerne i det menneskelige cardiovasku-
leere system. Sadanne data ville ellers have lettet modelleringen betydeligt.
Vi har i mangel af kvantitative eksperimentelle data taget udgangspunkt i
kvalitative overvejelser pa grundlag af dyreforseg. Som en konsekvens heraf
kan de parametre der indgar i modelleringen, ikke altid fastlagges ud fra
fysiologiske overvejelser.

Med modelleringen onsker vi at fa afklaret dels om vores beskrivelse er hold-
bar. dvs om den giver et realistisk billede af pulsstyringen, dels at afdzekke
hvilken type eksperimenter der mangler for at skaffe de anskede kvantitative
data.

I kapitlet gennemgar vi forst grundlaget og principperne for modelleringen,
hvorefter vi opstiller ligninger for det autonome nervesystems aktivitet og
en ligning for pulsens afthangighed heraf. Dernast vurderer vi om den an-
vendte funktion opfvlder nogle fundamentale krav til styringen af pulsen
samt undersoger stabiliteten af det opstillede system. Til sidst skitserer vi
hvordan Kappel og Peer har lpst det samme problem pa en fundamentalt
anderledes made.

4.1 Udgangspunkt for modelleringen

I modelleringen af pulsstyringen vil vi tage udgangspunkt i det autonome
nervesystems aktivitet, da pulsen i hej grad pavirkes af savel det sympa-
tiske som parasympatiske aktivitetsniveau. Inden opstillingen af modellen
. vil vi i afsnit 4.1.1 kort redegere for, hvorfor pulsen og dens regulering er
af afgorende betydning for kroppen, og dermed ogsa en vasentlig storrelse
i en cardiovaskulaer model. I samme afsnit vil vi, for at skabe det nedven-
dige overblik, kort opsummere hvordan nervesystemets kontrol med pulsen
foregar. Dette er grundigere behandlet i kapitel 2.

I afsnit 4.1.2 vil vi gere hovedprincipperne for modelleringen af pulsregule-
ringen klart.
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4.1.1 Nervesystemets styring af pulsen -

Det er naturligvis af allersterste vigtighed for en organismes overlevelse, at
" der sker en stadig tilforsel af ilt og n=eringsstoffer i passende maengder til alle
dele af kroppen. For at sikre dette, er det nedvendigt med en tilstraekkelig
blodtilfersel. Da de forskellige organers og musklers behov for naering og
ilt er meget varierende i forskellige situationer, er det nedvendigt at kunne
regulere blodstremmen, saledes at disse behov imedekommes.

Den vasentligste funktion af den neurale kontrol med det cardivaskulzre
system, og dermed ogsa med pulsen, er netop at sikre at der opretholdes
en passende blodforsyning til alle kroppens dele. Pulsens rolle er at vare
medvirkende til at opretholde det arterielle blodtryk pa et niveau hvor blod-
forsyningen sikres. Hvor stort det arterielle blodtryk skal vare, er afthangigt
af kroppens tilstand, som derfor ma registreres.

Registreringen af kroppens almene tilstand sker i forskellige typer af recept-
orer der sender signal herom til forskellige centre i hjernen. (Det vi under
et betegner "Det Cardiovaskulzre Control Center”: CCC) Herfra sendes s& -
signaler ud i kroppen via det parasympatiske og det sympatiske nervesy-
stem. En del af disse signaler gar til hjertet, hvor de blandt andet regulerer
pulsen.

Receptorerne kan deles i to hovedgrupper: baroreceptorer og kemorecepto-
rer, der tilsammen registrerer en mangde detaljer i kroppens tilstand.
Signalet fra kemoreceptorerne er i stand til at hemme eller forstaerke det
signal der nar hjertet pa en made, der forer til at pulsen reguleres saledes at
arterietrykket kan fastholdes pa et niveau, der modsvarer kroppens behov.
Resultatet er, at styrken af signalerne fra nervesystemt til hjertet bliver et
udtryk for kroppens almene tilstand. Hjertets reaktion pé disse signaler er,
blandt andet. at oge eller s@nke pulsen alt efter om arterietrykket er for hojt
eller for lavt i forhold til kroppens behov. Preecis hvor og hvordan nervesy-
stemets pavirkning af pulsen reguleres siledes at denne funktion sikres, har
vi ikke beskeeftiget os med i detaljer, da det vigtige i denne sammenhang
er det overordnede princip.

4.1.2 Principper for modellering af pulsstyringen

Som navnt tidligere tager vi ved modelleringen af pulsstyringen udgangs-
punkt i nervesystemets regulering. Som fundamentale storrelser, anvender
vi de sympatiske og parasympatiske "toninger” (fra engelsk tone), som vi
har valgt at betegne ved T, og T}, og som er mal for henholdsvis det sym-
patiske og det parasympatiske nervesystems aktivitetsniveau. Pa grundlag

33



af alment tilgeengelig viden om den rneura.le styring.af det cardiovaskulare
system, opsummeret i afsnit 4.1.1, har vi valgt at foretage modelleringen
udfra felgende fortolkning af princippet for styringen af pulsen:

Det samlede signal fra de forskellige dele af CCC vil til en hver
tid soge at styre systemet hen mod, hvad der kan beskrives ved
et systemisk, arterielt "idealtryk™. Dette ideelle tryk, herefter
benzvnt PJ,, er ikke konstant; men afhanger af organismens
almene tilstand. Reguleringen af pulsen vil til enhver tid ske
pa en sadan made at det faktiske arterietryk narmer sig dette
"idealtryk™.

Ved at basere modelleringen pa dette princip opnar vi, udover en virkelig-
hedstro model, at vores aftagergruppe kan bruge modellen. Vi ved nemlig
fra Per Foge Jensen, at arterietrykket vil veere et fornuftigt udgangspunkt i
en undervisningssituation, forstaet pd den made, at det er en parameter han
ville finde det fornuftigt, at der var mulighed for at regulere udefra. Desuden
er det en storrelse de fleste leger har et naturligt forhold til og en umid-
delbar forstielse for betydningen af. Der er siledes god overensstemmelse
mellem den mest meningsfulde og den mest anvendelige made at modellere
pulsreguleringen pa.

Disse overvejelser har fort os til at modellere T, og T, pa grundlag af for-
skellen mellem P,, og P;,. Pulsen vil vi s3 modellere ved

H = f(Ts(Paa - P;.g)sTp(Pds - P«:s))

4.2 Modellering af neural aktivitet

Vores valg af hovedprincip for modelopbygningen resulterer i, at en konkret
simulering som input kraever en startveerdi af PJ,.

De konkrete oplysninger vi har haft som grundlag for modelleringen af den
neurale aktivitet, stammer fra dyreforseg. Resultaterne af disse forsgg er
samlet i figur 7.

Som det ses er kurverne karakteristiske ved at have et midteromrade med
relativt hurtig variation som imidlertid aftager mod intervalgranserne, hvor
niveauerne bliver naesten konstante. Jvf ovenstaende betragtninger ma vi
formode at de data, som ligger til grund for kurverne, er malt for en konstant
verdi af Pj,. 1 disse kurver er angivet, at det laveste niveau for autonom
effekt er 0.

For nu udfra disse data at modellere nervesystemets aktivitet som funktion af
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Figur 7: Sympatisk og parasympatlsk aktivitet som funktion af arterietrykket.
Kilde: Korner 1971

arterietrykket, har vi valgt at antage, at relationen mellem F,, og T, T, for
andre verdier af PJ, ville give anledning til kurver som kvalitativt set ligner
ovenstacnde. Desuden antager vi at de tilsvarende relationer for mennesker,
igen kvalitativt, har omtrent samme karakter. Endvidere, hvad der er nok sa
vigtigt. ma vi antage, at intensiteten af de to ”tonmger har en karakteristisk
veerdi nar det faktiske arterielle tryk ligger pa P;,. Verdien af T, og T, nar
P,s = P;, kalder vi for T og T,

Af det autonome nervesystems aktivitet ved forskellige arterietryk fremgar
det af figur 7 at:

T,>0 T, <0
T,>0 T,>0

Hvor T, og T’ betegner de afledte af T, og T, med hensyn til Py,
For at opna, at de funktioner vi velger kan besknve et kurveforlgb af den
rigtige type, skal vi bruge folgende parametre:

¢ En skalaparameter, der satter os i stand til, at regulere stejlheden
af kurven;

e En lokaliseringsparameter, der fastleegger hvor pi kurveforlgbet T*
ligger.
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Endvidere har vi fundet det praktisk at normere ligningerne, saledes at ma-
ximumvzrdierne af T, og T, begge bliver 1, uanset hvilke storrelser parame-
trene antager. Derved haber vi at lette arbejdet med at modellere pulsen.
Det vil ogsd veere praktisk at stgrrelserne er normerede hvis nogen pa et
senere tidspunkt skulle gnske at tage udgangspunkt i vores arbejde til en
modellering af kontraktiliteten, den systemiske modstand eller den diastoli-
ske fyldning. Nervesystemet har jo ogsa indflydelse pa disse sterrelser.

Opstilling af ligninger

Der er flere muligheder, nar man skal beskrive en kurve med det generelle
forleb der er vist i figur 7. Vi har fundet at de mest ibenlyse muligheder
er tangens hyperbolsk, arcus tangens eller en brek af formen % For at
holde udregningerne simple, har vi valgt at anvende tangens hyperbolsk.
De ovenstaende argumenter forer os frem til ligninger af folgende udseende:

] 1- tanh(O’p(Pas - P:s,p))

Tp(Pas) = , 3
1+ tanh(a,(Pas — Py
T(Py) = 1- + an(a (2 s aa,s))
hvor:
Paoavp = P;& + ﬂp
PGOS,J = Pa-a + ﬂd
P?,, og Pg, , angiver den verdi af P,, hvor veaerdien af T,’s og T.'s er 1/2,

altsa hvor funktionen tanh har vendetangent. I disse ligninger er o, og a,
skaleringsparametre og 8, og 3, er lokaliseringsparametre. Der galder:

lim T,(P,) = 0

ag=——00

lim Ty(Py) = 0

Pyy—00

Fortolkningen af parametrene 3, og 3, kan ses af folgende:

B, = P, — P,

as,p
*
= Pas

ﬂa=Po

as,s

Dvs. §’erne kan fysiologisk fortolkes som et udtryk for sterrelsen af afstan-
den mellem det aktuelle tryk, og det tryk der ville vaere resultatet hvis hvert
nervesystems aktivitet var det halve af det maximale
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ap kan udtrykkes ved den aktivitet det parasympatiske nervesystem vil have
ved Py = P}, + 3, dvs for Py, = P?

as,p

_ 1 -tanh(ay(Fay = Py, = Bp)
: 2
Ty(Pa) = Z(tanh*(cp(Pos = Py = Bp)) +1) =

aP = 2T;:(P:a)

Ty(Py) = 1

=>

Tilsvarende udregning for det sympatiske nervesystem giver at:
a,; = _2T;(P:s.a)

Fortolkningen af a, og aj er, at de er proportionale med hzaldningen af kur-
verne for de to toninger. Dermed angiver a‘erne hvor hurtigt pulsen zndrer
sig ved sma pertubationer af P,,. Hermed har vi afsluttet modelleringen af
selve nervesystemet. I naeste afsnit vil disse ligninger indgd i modelleringen
af pulsen. ‘

4.3 Modellering af pulsen pa basis af det neurale aktivitets-
niveau

Som narmere omtalt i kapitel 2 er pulsen underlagt savel sympatisk som
parasympatisk neural styring. Vi ved fra dyreforseg, at de sympatiske ner-
veimpulsers indflydelse pa pulsen deempes kraftigt af parasympatisk aktivi-
tet. Denne sammenhang er vist pa figur 8. Levy og Zieske beskriver denne
_ sammenhang ved folgende ligning:

AH = ClT, + Cng + C3T’2'+'C4sz + C5T_,Tp

Hvor AJI angiver puls@ndringen opgjort i % af pulsen ved .T =00gT, =0.
Verdier af ¢; estimeres ved hjalp af linezr regression udfra de aktuelle data,
hvilket giver: ¢3 < 0 og ¢4 > 0. Det vil sige at i visse tilfzelde vil T, virke
hemmende og T, virke forstarkende, hvilket ogsa fremgar af figur 8, hvor
"Vagal” angiver "parasympatisk”.

Betragtes udelukkende malepunkterne, er den mest umiddelbare konklusion,
at des storre parasympatisk aktivitet, des mindre effekt har gget sympatisk
aktivitet (hojre side af figuren), mens des sterre sympatisk aktivitet des
storre effekt har oget parasympatisk aktivitet (venstre side af figuren). Der
er dog ikke belag for, at en selv nok si stor parasympatisk aktivitet kan
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Figur 8: Andringen i resulterende puls for varierende parasympatisk og sym-
patisk aktivitet.O, A, ®, O etc. reprasenterer de aktuelle malepunkter, mens
kurverne er resultatet af en linear regression. (Kilde: Levy og Zieske 1969)

medfore. at en havning af sympatisk aktivitet seenker pulsen, som er det
kurven for v = 8 udtrykker. Ligeledes er der ikke belag for, at ved fravaer af
sympatisk aktivitet vil parasympatisk aktivitet over et vist niveau bevirke
en havning af pulsen, som kurven for s = 0 udtrykker.

Da deres regression altsi ikke giver en specielt trovaerdig beskrivelse af
malepunkterne og desuden er i modstrid med det alm anerkendte; at en
oget puls opnas ved senkning af parasympatisk og haevning af sympatisk
aktivitet, mens en havning opnis ved den modsatte mekanisme,(Berne og
Levy s 417,1993),har vi valgt en anden made at beskrive sammenhaengen -
pad. For den ligning vi har valgt som udgangspunkt, skulle dette problem
ikke kunne opsta.

Da vi har normeret toningerne ma vi indfoere vaegtningsparametre for T, og
T, i f. Vi har valgt at udtrykke sammenhangen ved hjalp af relationen:

euT,
e (2L )

CH+ 6nT,
Hvilket dog uden videre reducerer til:
ayT,
=22 _ T,

hvor a.f3 og ¥ er positive konstanter. Parametrene i denne ligning skal
fortolkes som falger:
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Figur 9: Det karakteristiske forlgb af Tp og T, sammeholdt med forlgbet af H

e a er grenseveaerdi for funktionen for P — —o0, og angiver altsa den
* teoretisk hurtigste stigning af pulsen der kan forekomme.

e 3 angiver den parasympatiske tonings dempning af den sympatiske
tonings indflydelse pa pulsen '

e —~ er grensevaerdi for funktionen for P - 00 angiver altsd det teore-
“tisk hurtigste fald i pulsen der kan forekomme.

Da systemet er bundet af, at Py = P, = H =0eralle tre parametre ikke
fri. Vi har valgt at betragte 3 som den afhangige parameter hvis veaerdi kan
udtrykkes ved
_ ayTy 1
wT;? Tp

I figur 9 har vi illustreret forlgbet af H ,- for et karakteristisk forleb af T, og
T, :
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4.4 Vlirdering af modelleringen
4.4.1 Overordnede egenskaber ved den afledede af pulsen

Det mest basale krav til modelleringen af pulsen er, jvnf princippet i afsnit
4.1.2, at hvis systemet afviger fra den gnskede stationzere tilstand, skal sty-
ringen fore det tilbage mod den stationare tilstand igen. Det vil sige at P,,
skal stabiliseres pa PZ,. Dette krav er =kvivalent med, at funktionen f, der
beskriver pulsendringens afhaengighed af nervesystemets aktivitet og derfor
afhengigheden af P,,, skal have fglgende egenskaber:

f>0 for P,< P,
f=0 for P,=P;,
f<0 for P,> P,

f(Pqs) skal altsa vaere aftagende i en omegn omkring P;,.
At f(P,,) skal vaere en aftagende funktion af P,, for en given vardi af P},
svarer til at j;,“, dvs f differentieret med hensyn til P,,, er negativ. Dette

er ®kvivalent med:

T,(1+ BuTy)an < Ty(TeanBu + yu(1+ BuTp)?)

Da T, < 0 og T, > 0, og da sterrelserne indenfor paranteserne altid er po-
sitive, da alle de indgdende konstanter er positive, ses at f' < 0. Sa indtil
videre opfylder f de nedvendige krav for at kunne beskrive pulsens afhzn-
gighed af arterietrykket korrekt. At f(P,,) er skarpt aftagende i hele sit
definitionsomrade afspejler vores antagelse om, at pulsen reguleres hurtigere
des storre forskellen mellem P, og P, er.

Da vi endvidere ved, at det parasympatiske system er i stand til at regulere
pulsen fra pulsslag til pulsslag, mens det sympatiske systems effekt er no-
get langsommere, ville det vere gnskeligt om ogsa denne effekt var kommet
til udtryk i ligningerne. Det har desvaerre ikke veeret muligt at indarbejde
denne effekt direkte i ligningerne, til dels fordi vi ikke har kunnet finde data
der viste, om denne forskel gav sig reelle udslag ved pulsstyringen, eller
maske blot var en ubetydelig detalje.

I naeste afsnit har vi gennemfert en lidt grundigere analyse af hvilke krav f
skal opfylde.
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4.4.2 Stabilitet af systemets ligevaegtpunkter efter indfgrsel -af
pulsstyring

- I dette afsnit vil vi underspge om den indferte styring af pulszendringen ud
fra arterietrykket (H = f(P,,)) kan give problemer med modellens stabili-
tet. Da det vil blive for omfattende at gennemfere en analyse af hele syste-
met, vil vi undersgge en model der, skgnt den er langt simplere, indeholder
det i denne sammenhang vasentlige, nemlig en modellering af pulsstyringen
pa baggrund af arterietrykket.

Den simple model der i dette afsnit gennemfares en stabilitetsanalyse af, er

. en 2-kompartment model, udelukkende bestdende af det systemiske kredslob
og venstre hjertehalvdel. I appendix 2 er en tilsvarende analyse gennemfort -
for et lidt mere kompliceret tilfzlde. A

I denne simple model er kun Puls: H, Tryk i vener: P, og tryk i arterier:P,;
variable. Systemisk modstand: R,, Slagvolumen: V,,,, Compliance i vener:
¢vs 0g compliance i arterier: ¢,, er altsa faste parametre. '

Vi har styringen : H = f(P,,) samt det simplere ligningssystem :

CaaPas = VuH - Ri (Pas - va) (15)
) - 1 -
cpsPys = =V H + ‘E‘ (Paa - Py) (16)
s

da ¢ Pys + ¢ys Pys = Wy, der er det samlede konstante blodvolumen, fas:
(VO - CaaPas)

Cus

va =
der indsat i (15) giver:

N ’ ‘/
cﬂsPas = VstrH - 'Rl_ (Pas (1 + 'C—a"") -—0)

] Cvs CUS

hvilket implicerer at:

Paa=aH"bPas+c=g(H’Pﬂs)

hvor a.b og c alle er positive konstanter givet ved:

‘/atr
a =
CGJ
1 c
b = 142
CaaRa( +cu,)
Vo
c = —m—
COSCVJRB

41



En stationeer situation er karakteriseret ved, at P,, = P;,. For denne situ-
ation gelder:

H = [(P,)=0
P, = g(Pu,H)=

I en omegn omkring dette punkt kan vi linearisere differentialligningerne,
og udregne den matrix der er bestemmende for stabiliteten:(Se appendix for

teoretisk grundlag) -
( 0 fp.(Pun) )

a =b

Egenvardier med negativ realdel vil give et stabilt system, hvorimod egen-
veerdier med positiv realdel vil give et ustabilt system.
Egenvardierne findes :

0-2X f;’u(f,as) —
det( “ ) =0

¢
A 4bA—afp (Pos) =0

g

b+ /b2 + dafp, (Puy)
2

hvoraf det ses. at hvis begge egenveerdier skal veare negative eller have nega-
tiv realdel. ma vi forlange at fp (P,s) < 0. Dvs, at H = f(P,,) i en omegn
om P,, skal vare skarpt aftagende

Da det for modellens styring af H netop galder at P,, > P,, medforer fal-
dende puls ( H < 0 ) og Pay < P,, medforer stigende puls ( H > 0) ses det,
at modellen opfylder kravet om stabilitet.

A=

4.5 Kappel og Peers indirekte modellering af pulsstyringen

I dette afsnit vil vi skitsere Kappel og Peers indirekte modellering af nerve-
kontrollen af pulsen. Deres modelopstilling er som navnt af en fundamentalt
anderledes natur end vores egen. Arsagen til, at deres modellering er af in-
teresse for os er, at de ved computersimulering udfra modellen er naet frem
til nogle ganske rimelige kurver for puls og arterielt middeltryk under zn-
dring fra een stabil tilstand til en anden. Disse kurver vil vare fornuftige at
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sammenligne med, nar vi skal vurdere om simulering udfra vores model ogsa
resulterer i nogle virkelighedstro kurver for bl.a. puls og arterielt blodtryk,
som er nogle af betingelserne for, at vi kan vurdere at vores model generelt
giver en rimeligt fornuftig beskrivelse af det cardiovaskulare system.

Den kontrol af systemet der er modelleret, er baroreceptorernes styring af
@ndringerne i systemisk arterietryk og puls ved skift fra én stationer til-
stand til en anden. ‘

Grundantagelsen er den samme som i vores modelopstilling, nemlig at det
er det gennemsnitlige arterielle blodtryk, der er bestemmende for styringen
af pulsen, og at der kan defineres et ideelt .blodtryk, som systemet sgger at
na. . -

Det antages endvidere, at den optimale styring er den, der hurtigst brin-
ger arterietrykket op fra hvilevaerdien til arbejdsveardien, samtidig med at
pulsen hurtigst muligt skal indstille sig pa en fast veerdi. Den opstillede
optimeringsfunktionale indeholder kvadratet pa forskellen mellem aktuelt
arterietryk og idealtryk, samt kvadratet pa den lgbende zndring i puls. Det
er altsa den vagtede sum af disse kvadrater der gnskes minimeret under den
betingelse, at de opstillede ligninger, til beskrivelse af det samlede system,
skal vere opfyldt. ‘ '

Optimeringsfunktionalen ser ud som folger:

Ju) =2 / (62, Pas(7) = PEZ7Y2 4 u(r)?) dr

2
Gas® \"&gtningsfaktor '
1 = H: Den aktuelle &ndring i puls
P,s(7): Det aktuelle middeltryk i de systemiske arterier
Perer: Middeltryk i de systemiske arterier ved arbejdsbelastning. -

En meget hurtig indstilling af pulsen vil fore til, at arterietrykket kun lang-
somt nar den onskede veerdi. Omvendt kan en meget hurtig indstilling af
arterietrykket kun opnis ved at pulsen forst gir op pa en vaerdi der er for hgj
i forhold til den endelige stationaere tilstand, og derefter svinger pa plads.
Da det saledes ikke er muligt for kroppen at na en meget hurtig indstilling
af puls og arterietryk samtidigt, m3-kroppen sa at sige "valge” hvor store
udsving i pulsen der kan accepteres for at fa arterietrykket pa plads i en
fart. '
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5 Parameterfastleggelse og modelsimulering

Dette kapitel indledes med en kort oversigt over de ligninger, variable og
parametre som indgar i modellen. Herefter folger en kortfattet redeggrelse
for de metoder vi har anvendt til lesning af ligningerne; herunder fitning af
ukendte parametre ved hjalp af eksperimentelle maledata.

Kappel og Peer har veeret sa venlige at at forsyne os med en serie eksperi-
mentelle data i form af veerdier af puls og arterielt middeltryk, malt pa en
testperson under overgang fra hvile til en konstant arbejdsbelastning pa 50
watt. Vi har derfor foretaget en simulering af et tilsvarende forlgb (inklu-
sive parameterfitning), med henblik pa at kunne sammenlignine modellens
forudsigelse med maledata. Ogsa Kappel og Peers modelkersel indrages i
denne sammenligning.

5.1 Samlet oversigt over modellen

Den opstillede model bestar af 10 koblede, autonome SDL med de 10 tids-
afhaengige variable givet som koordinaterne i vektoren:

x = (Fys, Papv Py, P'ups Rs,S5¢.0¢,5;,0,, H)T

Desuden indgar 27 konstante parametre:

- 2 .0 .1 0 31 30 Al
q: = (CamcapsCvsacupaClscrsa?aa}aauarsarsazsﬂpﬂu ryHrs
Yey Vry Qp, ﬂp, Qg, ﬁaa QH,TH, ‘/0’ Rpa [02]a)T

(heri er ikke medtaget parameteren Sy, da den er bestemt ved H(T;, T;)=
0) samt 3 storrelser som afhanger af den aktuelle arbejdsbelastning, nemlig
A, M og P*. Ved simulering af overgang fra hvile til en given effekt, altsa
mellem to forskellige tilstande, har vi saledes yderligere 6 parametre:

Q2 = (A}, Ay, My, My, Py, P})T

Betydningen af de forskellige variable og parametre vil vi ikke resumere
her men blot henvise til gennemgangen i kapitlerne 3 og 4. For den totale
parametervektor benytter vi notationen:

q = (q1,92)

Idet vi definerer:




hvor den diastoliske periode ty beregnes som tq4 = 60/H — k1/60/H, har vi
folgende udtryk for Q og F, (henholdsvis cardiac output og perifert blod-

flow):
c,StagPu . c,S,a,P,,

Qe=H e =" 5 s

T T aePa+ kSt
1
R,
Funktionerne a(5) og A(S), som benyttes ved modelleringen af sammen-

hangen mellem kontraktilitet og hjertefrekvens er givet som:

1
F, = (Paa-Pua); Fp=R_(Pap‘Pup)
. . P

a® _ - for S < a?
0(5)={ 1+01:(S]'—a2) for § > o
3° for § < 32
;3(5):{ Tt 52

Det autonome nervesystems toninger, der indgér i udtrvkket for #, beskrives
ved folgende ligninger:

1 1- tanh(ap(Pas - P:s,p))

2
l' 1+ tanh(a’s(Pas - P:s,s))
- 2

Tp( Pas)

T,(Fas)

hvor P}, = P, + f3. |

Hermed kan de 10 tilstandsligninger opskrives saledes:

CasPas = ~-F + Qt’
Cvsts = Fy- Qr
Cap]?ap = "Fp + Qr
Cvayp. = .Fp-Ql
Se = o¢ :
0¢ = PeH —0¢ — aeSe (17)
Sr = 0y
6, = [ H-790,-a,5,
R, = K '{-R,F,+ A([0:).F, - M)}
H = .a”_T’- T,

1+ BaT, ¥
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5.2 Legsning af ligningssystemet

Systemet (17) er af typen SDL, altsa pa den generelle form:
x = F(x(t),q) (18)

og eftersom antallet af (ikke trivielle) ligninger svarer til antallet af tilstands-
variable i systemet har vi derfor uden videre at der gennem et givent punkt
i variabelrummet R'® gar netop én vektorkurve x(t) som for alle t er lgsning
til (17).

Med andre ord er eksistensen af lesninger sikret pa forhind, men af hensyn
til losningskurvens entydighed skal man forudsatte at vaerdien af x er kendt
til et eller andet tidspunkt, her kaldet 1y, altsa:

x(t0) = xo

Det vil imidlertid ikke vere rimeligt at forudsaztte et sidant kendskab til
samtlige variabelveaerdier, da mange af dem er vanskelige eller umulige at
male pracist; specielt er de to kontraktiliteter S; og S, og "hj=lpestorrel-
serne” o og o, problematiske i denne henseende. Der er folgelig behov for
en procedure der kan bruges til at fatsleegge en begyndelsestilstand udfra
selve ligningssystemet 18. Dette lader sig gore i praksis sifremt denne til-
stand er en ligevagtstilstand hvilket vi derfor forudsatter; i dette tilfzelde
bliver alle de afledte lig med nul, og opgaven bestar sa i at finde rodderne i
det "stationzere” ligningssystem:

F(x(t),q)=0 (19)

I det konkrete tilfzlde indtraeder en mindre komplikation idet en af lig-
ningerne, den der beskriver pulsaendringen H, kun afhanger af differensen
Pas(t) — P;,. 1 den stationere tilstand har vi at Py, = P7,, sdledes at
ligningen bliver triviel, hvorfor ligningerne (19) kun fastlegger begyndel-
sesbetingelser for 9 af de 10 tilstandsvariable. For en af de variable ma
begyndelsesvaerdien derfor fastleegges pa forhind; vi har fundet det mest

naerliggende at lade pulsens begyndelsesvaerdi veere fastlagt.

Da begge de to systemer (19) og (18) er alt for komplicerede til at kunne
lgses analytisk, ma beregningerne udferes numerisk. Simulering af et haen-
delsesforlob med den opstillede model involverer tre trin, som med angivelse
af de numeriske metoder vi har anvendt, er felgende:

1. Den stationzre begyndelsesvaerdi for pulsen Hg fastleegges "udefra”.
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2. Begvndelsesvaerdier for de gvrige indgaende tilstandsvariable. bestem-
mes som lesningerne til system (19) med restriktionen H = Hy. Hertil
benytter vi Newton-Raphson iteration, en bade enkel og meget ofte an-
vendt metode til at lose problemer af denne type; en kort redegerelse
gives i afsnit 5.2.1.

3. Differentialligningssystemet (17) lpses for de fundne begyndelsesbetin-
. gelser ved numerisk integration. Vi anvender hertil en 4.ordens Runge-
Kutta algoritme med konstant stepleengde. Princippet i Runge-Kutta
integration vil i afsnit 5.2.2 blive exemplarisk belyst ud fra den sim-
plere 2.ordens version af metoden.

Vi er hermed i stand til at lgse det foreliggende ligningssystem for en fast
parametervektor q; imidlertid er situationen den at det kun er muligt at
fastlagge relativt fa af de indgaende parametre pa empirisk grundlag. Be-
stemmelse af den resterende del af parametersattet forudsatter en eller
flere sekvenser af eksperimentelle data, det vil sige kronologiske serier af
sammenhorende malinger af en eller flere af de 10 tilstandsvariable, saledes
at modellens forudsigelser kan fittes til et virkeligt haendelsesforlob ved va-
riation af q.

Vi har i den forbindelse brug for et veldefineret kriterium der kan benyt-
tes som mal for kvaliteten af et parameterset, altsa en funktion K(q) som
definerer "afstanden” mellem det malte og.det beregnede forleb; denne kri-
teriefunktion opstilles ud fra de mindste kvadraters princip. Den algoritme
vi har benyttet til parameterestimering genemgas i afsnit 5.2.3.

5.2.1 Newton-Raphson iteration

Denne iterative metode benyttes til at lgse ligningssystemer af form som
(19). Udgangspunktet for metoden er et 'gaet’ pa ligningssystemets rod. ne-
denfor betegnet xqo. Ved brug af iterationsalgoritmen estimeres en korrektion
som lagges til Xo; den variabelvektor som herved fremkommer ligger, hvis
alt gar vel (hvad det langtfra altid ger), taettere pa ligevaegtspunktet end den
foregiaende og benyttes som udgangspunkt for det naste iterationstrin etc.
Iterationen standses nar et s®t af nzrmere specificerede konvergenskriterier
er opfvldt. :

Algoritmen konstrueres ud fra folgende principper. Forst Taylorudvikler vi
den funktionsvektor, hvis redder vi ensker at finde, i en omegn af xq:

F(x, + 6x,q) = F(x,,q) + J(xy)6x + of §x)
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hvor J(x,) er systemets Jacobimatrix taget i punktet xq. Idet vi ser bort
fra led af orden storre end 1 i 8z bliver:

6x = IJ7Y(x0) [F(xg + 6, ) — F(xq,q))

under den forudsatning at Jacobimatricen er regular i det aktuelle punkt.
Korrektionsleddet, som jo er den estimerede afstand mellem xo og den fak-
tiske rod, findes ved heri at s®tte F(xg + éx,q) = 0.

Algoritmen skal altsa grundleggende kunne udfgre fglgende opgaver:

¢ Beregne Jacobimatricen i et givent punkt. Hvis ligningerne ikke er
for komplicerede kan man benytte analytiske udtryk for de partielle
afledte. Er dette ikke overkommeligt — hvilket det ikke er i vores
tilfeelde — kan disse ogsa beregnes numerisk; vi benytter den enkleste
metode hertil, som blot bestar i at erstatte infinitesimalerne med sma,
men endelige storrelser (ogsa kaldet "finite difference metoden™):

o _ar
0z ~ Azl

¢ Lose matrixligningen:

bx=-J1 (x0)F(xg,q)

hvilket naturligvis kraever procedurer til matrix-invertering. Detal-
jerne vil vi ikke komme ind pa her, men blot anfore at vi hertil har
benyvttet de to procedurer "ludcp” og "lubksb™ fra Numerical Recipes,
henholdsvis til LU-dekomponering og invertering af J.

Hvis xq ligger indenfor en rimelig afstand af ligevaegtspunktet vil metoden
som regel konvergere; specielt inden for et omrade hvor funktionerne er
strengt monotone skulle der faktisk ikke kunne opsta problemer. Kommer
iterationen i narheden af vandrette vendetangenter eller lokale extrema hvor
de forste afledte bliver forsvindende sma, vil metoden ikke kunne anvendes,
da iterationen ikke vil konvergere. 1 situationer hvor man ikke har en rimelig
noejagtig forestilling om ligevaegtspunktets beliggenhed vil man derfor ofte
vaere nodsaget til at forsege sig med flere startpunkter for iterationen, indtil
iterationen konvergerer.

Heri ligger et praktisk problem nar man har at gere med systemer i mange
dimensioner; jo flere dimensioner, des flere muligheder er der i praksis for
at noget gar galt og des stgrre er folgelig risikoen for at blive sendt ud pa
en endelos jagt efter et egnet startpunkt. Man vil derfor ofte sta sig ved

48



at reducere sit stationzre system sa meget som muligt. Meget belejligt
kan de forste 9 ligninger i det foreliggende system, for ligevaegtstilstande,
reduceres til to ligninger i to ubekendte (P,, og P,,, se Kappel & Peer 1993),
mens den sidste ligning (udtrykket for H) bliver triviel. I dette tilfzlde er
udgangspunktet for iterationen derfor et gt pa P,, og P,p samt en fastlagt
begyndelsesvaerdi af Ho.

5.2.2 Runge-Kutta algoritmen

Runge-Kutta (RK) integration er en numerisk integrationsteknik som er ge-
nerelt anvendelig til systemer af form som (18). Det nedenstiende er ikke
teenkt som en udtemmende redeggrelse, men blot som en kort fremstilling
af dens principielle grundlag. Vi holder os derfor til 2.ordens-versionen an-
vendt pa een ligning i een variabel; af hensyn til overskueligheden udelades
vektoren q af notationen i resten af dette afsnit. :
Som udgangspunkt for konstruktion af en n’te ordens RK-algoritme, Tay-
lorudvikles z(t) til n’te orden — i dette exempel er udviklingsordenen altsa
2, og vi far:

z(t+ 6ty = z(1) + ()6t + %E6t2+o(6t2) (20)

Vi indforer nu en diskret parametrisering i (20); i stedet for at betragte
vilkarlige veerdier af t i intervallet t € [tmin,tmazr] indforer vi det diskrete
parameterinterval t € {tg,...,1n,...} og en konstant tilskrivning ét = h,
saledes at vi har t, = to + nh, hvor vi af hensyn til overskueligheden har
sat 1,,;, = lop. Med notationen z(t,) = z,, kan den diskrete version af (20)

herefter skrives: )

: . k%,
Intl = Tn + hzn + _2'1:71 + 0(h2)

Ved en enkelt RK-fremskrivning over et tidsinterval h benytfes generelt et
vaegtet gennemsnit af funktionsveardier, taget flere steder i intevallet. Til
2.ordens algoritmen bruger vi folgende:
ki = hF, = hz
k2 = hF(z.+k/2)
h(F, + hF, /2 + o(h))
2

= hin+ %5,. + o(h?)

hvor F,, = F(z,). Idet k; inds=ttes i (20) bliver integrationssteppet givet
ved rekursionen:

Tn4l =T+ ky + 0(h2)
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hvor den fejl der begas ved hvert trin vides at vaere af mindre sterrelsesorden
end h? (idet man jo stryger restleddet).
Pa ganske tilsvarende made kan man udvikle den "klassiske” 4.ordens RK-
metode, omend mellemregningerne bliver noget mere komplicerede. Udtrykt
ved en rekursionsfelge som ovenfor fas:

ki = hF,

ky = hF(zn +k/2)
ks = hF(zq+ k3/2)
ke = hF(xn + k3)

og endelig: b bk
ky [ ky ks kg 4
SN S PP R BN
Tn4l I+6+3+3+6+O( )
Et givet punkt pa lesningskurven beregnes altsi rekursivt udfra det fo-
regaende punkt, og brug af metoden forudsatter derfor kendskab til en
begyvndelsestilstand; som navnt benytter vi Newton-Raphson iteration til

at finde en sadan.

5.2.3 Algoritme til parameterestimering

Ved at kombinere de to omtalte metoder kan vi lgse systemet (18), for
givne, fastlagte vaerdier af parametervektorens koordinater ¢'. Med hen-
syn til mange af disse parametre er situationen imidlertid den, at vi i bedste
fald kun er i stand til at levere et kvalificeret gat, mens vi for andres ved-
kommende narmest stir pa bar bund. Det er derfor klart at vi, for at kunne
teste modellen i praksis, er nodsaget til at forsgge os med varierende para-
metervardier og derefter sammenholde de pa basis heraf simulerede forlgb,
med experimentelle data. Heraf folger selvsagt ogsa nedvendigheden af et
veldefineret kriterium til at afgore hvilket af flere simulerede forlgb der sva-
rer bedst til virkeligheden.

Arbejdshypotesen er at modellen faktisk giver en korrekt beskrivelse af vir-
keligheden; de afvigelser der er mellem malte og observerede vardier af
systemets tilstandsvariable antages i overenstemmelse hermed at skyldes
tilfeeldig fluktuation. Disse tilfeldige afvigelser kan, forsividt den sidste an-
tagelse holder stik, betragtes som varende approximativt normalfordelte,
og det optimale parameterestimat er derfor dét som minimerer stgrrelsen:

ann N

‘/0 Eai(t)(x;ni]t(q’t) - zicregnct(q,t))zdt
i=1
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Hvor a;(1) er vaegtningsfunktioner. Da malinger af puls, blodtryk etc ikke
foretages og registreres kontinuerligt, men med endelige tidsintervaller lmel
lem, bliver vores kriteriefunktion imidlertid:

‘mas

K@) = Y (¢'(t)(zh(t) - zi(a,1))? (21)

t=tmin

hvor m og b star for henholdsvis malt og beregnet.
I.det konkrete tilfelde udelader man-de led i kvadratsummen for hvilke der
ikke foreligger maledata. ' '

Opgaven er altsa herefter at finde den parametervektor som minimerer (21).
For at finde denne optimale parametervektor anvender vi en metode som i
princippet forlober i tre trin:

1. Forst beregnes verdien af kriteriefunktionen for givne vardier af g¢',
i = 1,...,p; den saledes bestemte parametervektor betegnes q.

2. Derefter approximeres de partielle afledte af kriteriefunktionen med
hensyn til ¢': o
%( ) o AK (q K(gh,...,q8 + Agh,....q8) — K(qy)
gg ) = B9 = A,

hvor Agi 'erne valges sidan at :

Ag
—%«1

n
3. De saledes approximerede afledte benyttes til at korrigere qy:

g i AK(Q) '
941 = 9n — CW (22)

hvor korrektionsleddet er multipliceret med en skaleringsfaktor som
ma fastleegges under hensyntagen til de nermere omstandigheder.

Den skitserede procedure gentages (med den korrigerede vardi af q, altsa
Qn+1 som udgangspunkt) indtil de partielt afledte bliver for sma til at det
kan betale sig at fortsatte, eller mere ideelt indtil K(q) har en storrelse der
skonnes at svare til den statistiske fluktuation af maledata.

Ifald metoden i forste omgang ikke giver et tilfredsstillende resultat, er det
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oplagt en mulighed at forsoge med et antal forskellige initielle parameter-
vektorer, da der ma formodes at vare en risiko for at en funden lgsning med
hensyn til q svarer til et lokalt og ikke et globalt minimum for K(q). Hvor
stor denne risiko faktisk er, har vi ingen reel mulighed for at vurdere pa
grund af ulineariteten og kompleksiteten af det foreliggende ligningssystem.
Den hertil nedvendige numeriske analyse ville veere alt for tidskravende.

5.2.4 Resumé

Den kombinerede algoritme til parameterestimering kraever, udover et fast-
lagt Ho. to 'geet’ som input, for det forste et bud pad ligevaegtspunktet x
der skal bruges som startpunkt for Newton-Raphson iterationen og for det
andet en initiel vaerdi af parametervektoren q.

Hvis det forste gaet pa x ikke forer til at iterationen konvergerer, genererer
programmet selv et nyt, for eksempel ved at forspge med faste vaerdier inden
for et givent interval — dette er ikke sa omstandeligt som det lyder, da vores
system som naevnt lader sig reducere til to dimensioner. Nar ligevaegtspunk-
tet er fundet benyttes det som startvaerdi for R-K integrationsalgoritmen,
som desuden indlaser de experimentelt malte veerdier af puls og arterielt
middelblodtryk, hvorefter vaerdien af kriteriefunktionen K(q) udregnes.
Efter tur laegges en lille talvaerdi Aqg — vi benytter Ag = 10~% — til hver
af ¢'‘erne hvorefter alt det ovenstiende gentages, dog med den forskel at
vi denne gang har et godt udgangspunkt for Newton-Raphson iterationen
idet det nye ligevaegtspunkt med meget stor sandynlighed ligger tat nok
pa det foregaende, til at metoden vil konvergere nar dette bruges som ud-
gangspunkt. Med de saledes beregnede talveerdier korrigeres q som angivet
i ligning (22). hvorefter hele proceduren gentages med den korrigerede q og.
udfra det samme argument som ovenfor, det sidst beregnede X som input.

5.3 Simulering

I dette afsnit praesenteres forst Kappel og Peer’s resultater fra deres simule-
ring. Derefter vil vi praesentere resultatet af simulering af det samme forlgb
med vores model. I konklusionen vil vi foretage en grundigere vurdering
af vores model udfra denne simulering. I dette afsnit vil vi ngjes med at
kommentere hvad kurver og tabeller umiddelbart viser.

52



5.3.1 Kappel og Peers simulering:

Kappel og Peer har foretaget simulering over et forsgg, hvor en person pa
en kondicykel udferer "submaximalt” arbejde. Simuleringen beskriver over-
“gangen mellem hvile og fast arbejdsbelastning. Det er en forudsatning for
beregninger ved hjalp af modellen, at der er tale om sma andringer - dvs.
sma arbejdsbelastninger; dette krav skyldes maden ligningssystemet er last
pa. Da losning er foregdet ved linearisering af et ikke-lineart system, har
den begraznset gyldighed, da fejlene bliver for store ved stgrre a@ndringer.

Som det fremgar af gennemgangen i ovenstaende afsnit, skal de indgaende
parametre bestemmes. Nogle parametre kan udregnes direkte ud fra per-
sonens hojde, vaegt og andre karakteristika, eller de kendes fra litteraturen;
andre ma estimeres. Hvordan estimation er foregaet er ikke forklaret i Kap-
pel og Peers artikel, men vi formoder at de har brugt en metode i stil med
den der er forklaret ovenfor i afsnit-5.2.3 .

Vurderingen af, om modellen lever op til forventningerne sker pa to mader:

¢ Hvordan overgangen fra hvile til arbejde beskrives for puls og blodtryk.

o Hvilke stationzre verdier de ovrige variable antager i de to stabile
tilstande.

I store traek er modellens forudsigelser rimelige, hvad angar forholdet mellem

de stationare veardier de forskellige variable antager i de to stabile tilsstande,
- idet hovedtraekkene er:

- Konstant venetryk P,,, P,p :

- Narsten konstant arterietryk i lungekredslebet P,,

- Forogelse i minutvolumenet Q pa ca. 50%

- Forogelse i slagvolumen Vy, pa ca. 8%

- Fald i den systemiske modstand R, pa ca. 16%
- Kontraktiliteten S, og §; stiger proportionalt med pulsen.

Modellens beregning af pulskurvens forleb forudsiger en vis "overshoot”-
effekt. Dvs. at pulsen forst gar hurtigt i vejret til en veerdi, der ligger over
vaerdien ved konstant arbejde, for derefter at svinge pa plads

Kurven for arterietrykkets udvikling viser at stigningen her er knap sa brat
som for pulsens vedkommende. Kurverne falder til ro omtrent samtidig. P3
figur 10 og 11 ses resultatet af simuleringen udfra Kappel og Peers model.
Som det fremgar er der en meget god overensstemmelse mellem modellens
forudsigelser og de faktiske malinger, omend det er vanskeligt med sikkerhed
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Figur 10: Sammenligning mellem mailte og beregnede vardier af puls ved
simulering med Kappel og Peers model
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Figur 11: Sammenligning mellem malte og beregnede vaerdier af arterietryk
ved simulering med Kappel og Peers model
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at afgore om overshoot-effekten er tilstede i de malte vaerdier. Vi ved ikke
om der i almindelighed regnes med en sadan effekt.

Tillige ser det ud til, at slutvaerdien for det arterielle tryk er noget i un-
derkanten af det malingerne viser. Nogle af de kvantitative stgrrelser der er
taget udgangspunkt i, i Kappel og Peers simulering er desvarre abentlyst
urimelige, hvilket fremgar af nedenstaende tabel for hhv Kappel og Peers op-
lysninger om tryk og compliance i de forskellige afsnit, og de tilsvarende tal
hentet fra Berne og Levy’s "Physiology” (1988) og Hoppensteadt og Peskin
(1991). Imellem disse to er der god overensstemmelse.

_ K-P ' Peskin Physiology
P c V&%) P c V&) . V%
sa 91,2 1 1,5 100 10 20 13
sv 7,87 500 64,5 2 1750 70 76
pa 25,9 3 1,3 15 6,7 2 3
pr 19,9 100 32,7 5 400 8 . 6

Hvor sa er de systemiske arterier sv er de systemiske vener pa er de pulmo-
nare arterier pv er de pulmonare vener.V er Volumen.

Af denne tabel ses at fordelingen af blodet i de enkelte compartments er me-
get urealistisk. Denne forkerte fordeling stammer fra at angivelserne af bade
compliance og tryk for de flestes vedkommende er urealistiske. Selvom man
altsa kan sige at nogle af modellens kvalitative forudsngelser er fornuftlge, er
disse forudsigelser sket pa et kvantitativt forkert grundlag.

5.3.2 Simulering med vor model

For umiddelbart at kunne sammenligne KP-modellen og vores model, har
vi foretaget simulering udfra det samme szt maledata som er anvendt af
Kappel og Peer. Vi har af samme grund ogsa brugt Grodins’ compliance-
vardier, selvom de som tidligere navnt ikke er seerligt realistiske, samt de
samme vardier for metabolismeraterne.

Som udgangspunkt for parameterestimeringen for de gvrige parametre har
vi brugt de parametre der er anvendt i den simulering, der er omtalt ovenfor.
De parametre der indgar i ligningen for pulsen er alle af en sddan karakter,
at det er meningsfuldt at foretage en vurdering af deres stgrrelsesorden ud
fra fysiologiske overvejelser. Den egentlige estimering af parametrene er fo-
retaget med den i afsnit 5.2.3 omtalte procedure.

De faktiske vardier i de to st maledata, puls og arterietryk, er af samme
sterrelsesorden, og variationen indenfor hvert af de to sat malinger ser ogsd
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Figur 12: Kurveforlgb for pulsen. Den fuldt optrukne linie er resultatet af vores

simulering, prikkerne er de malepunkter parameterestimationen er foretaget ud
fra.

ud til at vaere af samme storrelsesorden. Dette begrunder at vi har valgt at
begge vaegtningsfaktorerne a; og a; i kriteriefunktionen (21) sattes til 1.

i figur 12 til 16 er resultaterne af denne simulering vist. Desuden har vi
valgt at vise kurveforlobet for nogle af de andre variable. Sammenlignes
figur 12 med figur 10, og figur 13 med figur 11 ses det at Kappel og Pe-
ers model tilsyneladende giver det bedste fit for pulskurvens vedkommende,
mens vores model tilsyneladende giver et bedre fit til trykkurvens udseende

i overgangen fra hvile til arbejde. Forskellene mellem kurveforlobene er dog
ikke store,

Start og slut-vardierne for de forskellige variable fremgar af nedenstiende
skema:

Forskellene mellem de to simuleringer, vores og Kappel-Peers, er beskedne.

Vores Vores K-P’s K-P’s
startveerdier slutveerdier startvaerdier slutvardier

H 67,11 95,6 67.11 95,08
P, 87,65 108,6 87,84 110,1
P, 7,62 7,5 7,05 7,01
P, 26,94 30,68 27,19 32,64
P, 21,21 21,52 24,06 23,86
R, 0,0134 0,0110 0,0141 0,0117
S, 5,35 9,11 7,6 10,08
S 18,32 25,98 16,14 22,87

56



Figur 13: Kurveforlgb for systemisk arterielt tryk. Figuren er opbygget som
figuren for pulsen. '

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figur 14: Kurveforlgb for systemisk vengst tryk. Efter en kort periode med
kraftige udsving stabiliseres venetrykket p3 en vardi en smule under det oprin-
delige.
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Figur 15: Kurveforlgb for den systemiske modstand. Som det kunne forventes
falder den systemiske modstand kraftigt som reaktion p3 arbejdsbelastningen.
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Figur 16: Kurveforlgb for venstre ventrikels kontraktilitet.
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Alt tyder altsi p, at de to mader at simulere overgang fra hvile til let
arbejde resulterer i tiln@rmelsevis de samme stabile tilstande, ligesom der er
god overensstemmelse mellem beskrivelsen af overgangen mellem to stabile

tilstande.
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6 Diskussion og;' konklusion

Jeevnfor indledningen er forste del af vores formal med dette projekt at un-
dersege, ‘

"om det er muligt, med udgangspunkt i en realistisk opbygget fvsisk, dy-
namisk model af det cardiovaskulzre system, at beskrive nervesystemets
kontrol af pulsen ved hjlp af et st seedvanlige differentialligninger (SDL),
Pa en sadan made, at de enkelte ligninger afspejler den fysiologiske viden
man har, 7
Vi vil i afsnit 6.1 koncentrere os om hvilke typer af oplysninger og forsegs-
data vi har savnet for at kunne foretage modelleringen pa en sadan made, at
ligningerne pa realistisk vis afspejlede hvad man ved om det cardiovaskulzere
system. I afsnit 6.2 forholder vi os til anden del af problemformuleringen,
nemlig |

"om man ved hjalp af computersimulering udfra modellen I\an fa en reali-
stisk heskrivelse af det cardiovaskulzre system”,
dvs. vi vil give en vurdering af, hvorvidt det er lykkedes at konstruere en
model der fungerer hensigtmaessigt.
- Til slut vil vi komme med forslag til hvilke forseg man kunne lave for yder-
ligere at undersoge modellens brugbarhed, samt hvordan en udbygning af
modellen. sa den blev anvendelig til simulering i undervisningsgjemed, i ho-
vedtreek kunne foretages.

6.1 Behovet for empiriske data

Som navnt tidligere, savnede vi ved opstillingen af ligningerne i vasentlig
grad kvantitative data om de neurale kontrolmekanismer. 1 det store hele
er modellen derfor opbygget ud fra viden om de kvalitative sammenhznge
mellem tryk, puls og de andre variable i systemet. Dette har resulteret i. at
et ret stort antal af vores parametre ikke kan fastlaegges ud fra fysiologiske
overvejelser. For nogle af disse parametre galder det at en storre viden om
de kvantitative sammenhange ville lette estimeringen vasentligt.

I det folgende vil vi konkretisere hvilke empiriske data vi har savnet i vores
modelopbygning, da de dels ville have lettet modelleringen, dels givet en
stoerre sikkerhed for, at modellen vitterlig pa en realistisk made afspejler den
viden man har om nervesystemets kontrolmekanismer: Vi vil koncentrere os
om data der angar modelleringen af pulsen.

Det & et generelt problew, ai der hovedsageligt er taie om dyreforseg, hvor
det kan vzere vanskeligt at vide i hvor hgj grad resultaterne kan generaliseres
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til ogsa. at geelde for mennesker. Det er nok ikke et problem der sadan er lige
til at lose, men flere kvantitative oplysninger udfra dyreforsgg ville bestemt
‘ogsa give et bedre grundlag for modellering.

Vores modellering af pulsen stgtter sig isr pa to szt oplysninger:

¢ Sammenhzngen mellem arterietryk og autonom toning: Figur 7.

‘e Sammenhangen mellem autonom toning-og puls: Figur 8.

De folgende kommentarer knytter sig til disse to figurer:

Hvad angar sammenhangen mellem arterietryk og autonom nerveaktivitet
har vi savnet oplysninger der kunne hjzlpe os til at bestemme den parasym-
patiske og sympatiske toning, for det erurglske indgreb. Dette ville have
hjulpet os til at vurdere storrelsen af T og T;, de vardier toningerne har
nar arterietrykket svarer til idealtrykket. Dette ville igen have hjulpet os
i estlmenngen af de parametre der mdgar i modelleringen af de autonome
toninger.

Med hensyn til sammenhangen mel]em autonom tonmg og puls har det
varet et problem, at vi kun har en ret uklar fornemmelse af, hvor store de
maximale verdier for T, .0og T, er. Hvis vi havde haft mere praecise angivelser
ville vi lettere kunne have vurderet den parasympatiske tonings dzempning
af den svmpatiske tonings indflydelse pa pulsen.

Vores modellering af pulsen pa baggrund af de autonome toninger er baseret
pa malinger af stationaere sammenhange. Vi er ikke stodt pd undersogel-
ser af de dynamiske sammenhange. Som det er nu, har vi varet henvist
til at forsoge at aflese de dynamiske sammenhange ud fra de stationzre
malinger. og det er jo ikke givet, at dette giver et precist billede af den
faktiske sammenhang. .

En kort opsummering af hvilke data, der ville medvirke tll et bedre udgangs-
punkt for modellering af pulsen, ser ud som folger:

e Mere praecise oplysninger om ”idealtrykket” i arterierne for de kurver,
(figur 7), der angiver sammenha®ng mellem tryk og sympatisk hhv
parasympatisk aktivitet, samt angivelse af enheder for toning.

e Vzrdier for den maximalt mulige sympatiske og parasympatiske akti-
vitet, samt angivelse af indenfor hvilket interval deres normale niveau
ligger.

¢ Den dynamiske sammenhang mellem puls og det sympatiske og para-
sympatiske aktivitetsniveau. '
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Ogsa for den model vi anvendte som grundlag for vores modellering af ner-
vesystemets kontrol af pulsen, fandt vi at der pi nogle punkter syntes at
vare en mangelfuld dokumentation for sammenhangen mellem ligningerne
og den fysiologiske virkelighed. Det skyldtes til dels manglende viden om
den faktiske fysiologiske sammenhang, hvorfor flere forspgsdata ogsa her
ville give grundlag for en mere virkelighedstro modellering. Vi haftede os
specielt ved felgende:

¢ Ligningerne, der beskriver modstanden mod fyldning af hjertet under
diastolen, savner fysiologisk grundlag, og er blevet til ved linezer ekstra-
polation udfra blot to malepunkter. En stgrre mangde malepunkter
at ekstrapolere udfra, ville gere ligningerne betydeligt mindre tvivl-
somme. Alternativt vil en forstaelse af hvad der bestemmer denne
modstand kunne danne grundlag for endnu bedre ligninger.

o Modelleringen af kontraktilitetens afhzngighed af pulsen, (Bowditch-
effekten), som en 2.ordens differentialligning lykkedes det os ikke at
finde overbevisende argumenter for det fornuftige i. -Data for denne
sammenhang ville i hoj grad have bidraget til afklaring af, om det ville
veere mere fornuftigt at modellere Bowditch-effekten pa en anderledes
made.

e Hvis man kunne finde data for den systemiske modstands afthangighed
af nerveaktiviteten, iltforbruget eller metabolismeraten, ville det vere
muligt at erstatte konstanten 4 med en funktion. Derved ville man
undga at skulle bestemme A for netop den arbejdsbelastning personen
udsattes for, hvilket ville gore modellen mere generelt anvendelig.

6.2 Modelvurdering udfra simuleringerne

De mailte verdier af puls og arterietryk i figur 10 og 11 illustrerer et generelt
problem; nemlig at denne type malinger nedvendigvis ma give et noget flim-
rende indtryk der kan gore en vurdering af simuleringsresultater vanskelig.
Det er svaert for os at vide om der er noget at stille op med dette problem,
da vi ikke kender meget til maleteknik; men det ville lette arbejdet hvis
forandret maleteknik kunne give kurver der var lettere at fortolke.

I figur 13 synes de malevardier, der ligger mellem 11. og 15. minut, at

vere tilfaldige variationer over en bestemt verdi; men maleresultaterne fra

det 15. minut synes at afspejle variation omkring en anden, hojere vardi.
Yy pel B ’ J

Bortset fra at dette indtryk maske kan vare falskt kunne en sidan pause i
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stigningen i arterietryk, ud fra vores modelantagelser, tolkes som om P}, ikke
antager sin slutverdi med det samme, men andres i to trin (muligvis med
mere eller mindre glidende overgang). Dette er i overensstemmelse med at
Korner (1971) betragter den neurale styring af CVS som en servo-styring,
hvor det autonome nervesystem lebende zndrer set-point i overensstem-
melse med organismens samlede tilstand. Et sadant to-trins forlgb kunne
fysiologisk forklares ved, at det arbejdende muskelvaev i begyndelsen delvis
traekker pa sine egne energidepoter - anaerob metabolisme - og nar arbejds-
belastningen varer ved overgar til sdvanlig aerob metabolisme.

Det ville vaere interessant at undersgge om modellen simulerer overgangen
fra hvile til arbejde bedre hvis denne antagelse blev indbygget.

Af andre simuleringer, som det ville vare relevante at udfére med modellen
kan vi navne:

¢ Simulering af en anden arbejdsbelastning, med udgangspunkt i det
samme parameterszet som det vi har brugt. Dog skal de parametre,
der er direkte relateret til arbejdsbelastningen, i sa fald justeres.
Et sadant forsog ville kunne belyse hvorvidt de estimerede parametre .
er personspecifikke, eller blot situations-specifikke. Hvis det ikke kan -
lade sig gore at udfere en trovardig simulering pa denne made, er det
et alvorligt problem nar modellen skal bruges i simulering af forleb,
hvor der ikke pa forhand foreligger en serie maledata.

¢ Simulering af systemets opforsel under aftagende arbejdsbelastning.
Korner (1971) taler om at setpoint’ for arterietrvkket, det vi benzev-
ner P;,, i denne situation ikke skifter brat, men langsomt aftager. Det "
ville vare interessant at underspge om modellen kan simulere en sddan
situation troverdigt hvis P;, sattes til at vere aftagende over et vist
tidsrum. En variant af et sidant forseg kunne vare overgang fra al-
mindelig hvile til bedovet tilstand. 'Et forseg af denne art ville vaere
overordentligt relevant for vurdering af modellens anvendelighed som
udgangspunkt for en simulator til brug ved undervisning af anzstesi-
leeger. : ' '

Det overordnede indtryk af bide vore og Kappel og Peers simuleringer er, at
pulsen falder til ro pd et niveau der svarer meget godt til malingerne; mens
det kunne se ud til, at det systemiske arterietryk falder til ro pa et niveau
der er noget (ca 5 mmHg) for lavt.

Vi kan naturligvis ikke ud fra en enkelt simulering udtale os om hvorvidt
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dette er et generelt problem, eller om det kun vil optraede i nogle simulerin-
ger. Det er imidlertid ikke sarligt overraskende at det sker, og vi vil angive
nogle mulige forklaringer.

¢ Den mest umiddelbare mulighed er, at det skyldes at der er en regule-
ringsmekanisme der enten er darligt modelleret, eller slet ikke er taget
med. Ved at gennemlaese afsnittet om fysiologi, kapitel 2, der ovenike-
bet kun medtager de vigtigste kontrolmekanismer, kan man overbevise
sig om, at der er adskillige mekanismer der ikke er taget hensyn til i
modellen.

e Da vi kun kan sikre at optimeringen af parametervektoren resulterer i
et lokalt, og ikke nedvendigvis i et globalt, minimum for kriteriefunk-
tionen, 21, er det muligt at modellen kan give kurveforlgb der er bedre
fittet til maleresultaterne end dem vi har vist. Blot vil det kunne tage
meget lang tid at finde et bedre fittet kurveforlob.

o Trods meget omhyggelig gennemgang af programmet kan vi selviolge-
lig ikke totalt udelukke at fenomenet skyldes en regulaer programfejl.

Hvad angar parameter-estimeringen kan der faktisk ogsa vare en modsat
rettet effekt af det store antal parametre; nemlig at det nasten altid vil
vare muligt at fitte de simulerede kurver til de malte, uanset om model-
opbygningen er troveaerdig eller ej, bare der er parametre nok at skrue pa.
Imidlertid er det nzebbe sandsynligt at en model, der var abentlyst urimelig,
ville kunne give fornuftige kurveforleb og slutvaerdier for de variable, der
ikke har indflvdelse pa parameter-estimeringen

Desvarre er vi afskaret fra at komme med detaljerede kommentarer til kurve-
forlobene for de andre variable i systemet: systemiske venetryk, pulmonzre
arterie- og venetryk, kontraktilitet og systemisk modstand. Det eneste man
kan sige er. at det virker rimeligt at der er en vis svingning i veerdierne
saleenge puls og arterietryk ikke er faldet til ro, og at der derefter sker en
stabilisering pa nogenlunde fornuftige vaerdier. Start og slutvardierne er
kommenteret i afsnit 5.3.

Hvis kurveforlobene for disse sterrelser skulle vurderes mere konkret ville
det kraeve et kontrolleret forseg i stil med det Kappel og Peer gennemforer,
men hvor alle de relevante variable males lgbende.
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6.2.1 Anvendeligheden af modellen

Det vil her vare pa sin plads at komme med et par bemarkninger om hvilke
@ndringer og/eller tilfgjelser til modellen der vil vaere ngdvendige for at opna
en model, anvendelig til simulering i undervisningssammenhang. Udover de
forhold der er navnt i kommentarerne til modellens forudsatniger, afsnit 3.4,
vil det vaere nedvendigt at modellere forskellige anaestesistoffers indflydelse.
Umiddelbart forestiller vi os dette gjort ved at lade de parametre der indgar
i modelleringen af dén variable, der er under indflydelse af det pagzldende
stof, vaere en funktion af koncentrationen af stoffet.

En sddan modellering ville kraeve en model hvor alle de stoffer der bruges
i an®stesi er beskrevet ved deres indflydelse pa de forskellige varible. Hvor
meget mere kompliceret en sddan model vil blive kan vi ikke udtale os om;
men der er "plads” til at gore beregningerne en del mere komplicerede uden
at komme i konflikt med kravet om at simuleringen skal vaere tidstro. De
‘simuleringer vi har gennefert med modellen har taget i sterrelsesordenen 2
minutter for at simulere et forleb pa 20 minutter. (Simuleringen er udfert
pa en 40 mhz, 486 computer, og programmet er skrevet i turbopascal. 5,)

6.3 Afsluttende konklusion

Alt i alt vurderer vi, at i sammenhang med en realistisk opbygget, dyna-
misk model af det cardiovaskulare system, er en modellering af den neurale
pulsregulering, pa baggrund af en modellering af det autonome nervesystems
aktivitetsniveau, i stand til at levere en fornuftig beskrivelse af hele det car-
diovaskulzre systems respons pa en submaximal arbejdsbelastning.

- Endvidere har vi vist, at det, i den foreliggende sammenhzng, er muligt at
erstatte en optimeringsfunktional med en s@dvanlig 1’ste ordens differenti-
alligning, uden at forringe modellens resultater. At modellere pulsen udfra
nervestyring og ved anvendelse af differentialligninger, fremfor at anvende
en optimeringsfunktional, har endvidere den fordel, at modellen er lettere at
udbygge og gore mere detaljeret, idet andre vasentlige dele af kontrollen af
det cardiovaskulere system der ogsa er nervestyrede, for eksempel kontrak-
tiliteten, kan modelleres udfra de ligninger for sympatisk og parasympatisk
toning, som ogsa pulsligningerne bygger pa.
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6.4 Afsluttende konklusion

I sammenhzng med en realistisk opbygget, dynamisk model af det cardio-
vaskulare system, er en modellering af pulsndringen pa baggrund af det
autonome nervesystems aktivitetsniveau, i stand til at levere en fornuftig
beskrivelse af hele det cardiovaskulaere systems respons pa en submaximal
arbejdsbelastning.

At modellere pulseendringen udfra nervestyring og ved anvendelse af dif-
ferentialligninger, fremfor at anvende et kontroloptimeringskriterium (som
i Kappel og Peers model), har den fordel, at modellen er lettere at ud-
bygge og gore mere detaljeret, idet andre veesentlige dele af kontrollen af
det cardiovaskulare system der ogsa er nervestyrede, for eksempel hjertets
kontraktilitet (dvs. sammentrakningsevne), kan modelleres udfra de lignin-
ger for sympatisk og parasympatisk toning, som ogsa pulsligningerne bygger
pa.

7 APPENDIX

7.1 Teori om stabilitet.

Et mindstekrav til et systems stabilitet ma vare, at systemet ved en lille
forstyrrelse veek fra en ligevagtstilstand selv soger tilbage til ligevaegtstil-
standen igen.

For et linert differentialligningssystem

x = Ax
medforer dette. at matricen A's egenveerdier, A, bestemt af ligningen
det(A-AI)=0

skal vaere negative eller have negative realdele (? s. 427 ff).
I en omegn om et stationart punkt vil de ikke-linezre ligningssyster i vo-
res forenklede modelbetragtninger kunne betragtes som "nasten linezre”.
I denne situation (? s. 447 ff.) kan der sammenlignes med det linezre
ligningssystem, der fremkommer ved en Taylorudvikling til 1. ordens led
omkring det stationzere punkt. Kravet til stabilitet medferer her, at egen-
vardierne for den tilharende matrix enten skal vaere negative og forskellige

66



eller skal have negative realdele.

Stabilitets-overvejelserne for de forenklede modeller foregar altsa ved ferst
at Tavlorudvikle til 1. orden og dernzst for den tilhgrende matrix bestemme
fortegn for egenvardierne eller egenvaerdiernes realdele.

7.2 Videre modelovervejelser omkring indfgrelse af pulssty-
ring. ‘

Den simple to-kompartment inodel udvides nu til. en simpel fire-
kompartment model for ogsa at inddrage den pulmonzre del af kredslobet.

De variable er : Puls, H, tryk i vener, P,, og P, og i arterier, P,, og P,p.

Faste parametre er : Systemisk og pulmoneer modstand, R, og R,, slagvo-
lumen (ens for begge kredslebsdele), V., compliance i vener, ¢,s 0g cyp. 0g
i arterier. cg5 Og ¢qp. samt det samlede blodvolumen, V5.

Da slagvolumen er konstant og da minutvolumen kun afhanger af slagvo-

lumen og puls ma minutvolumen fra de to hjertehalvdele vare ens. Deraf

folger. at blodvolumen i de to kredslobshalvdele ma vaere konstant. Vi ind- .
forer derfor to nve konstanter : )
Vos : Svstemisk blodvolumen.

Vop : Pulmonart blodvolumen.

Saledes at 1o, + ¥y = Vo

Vi har nu et st ligninger analogt til dem fra 2-kompartmentmodellen:

1

Caa'Pas = ‘/atr'-H._‘}T’(Pa§_Pus)
Cvs'va = "Vstr'H"f'Ri(Pas—va)
. 1
cap'Pap = Vg, H - '12_(Pap—Pvp)
P
: 1
Cvp°Pup = —Vatr°H+R_(Pap—Pvp)
14

der kan reduceres til:

g . ‘ ) ) D\ W
Cas* FPoy = Vatr - H ~ (Paa (1-+ C_s)__&)

cva cu’
. 1 Ve
Cap* Pap = Var- H -_(Pap(l+ qi) - _0_,,)
P Cvp/  Cup



hvilket kan skrives som :

P:aa = a,-H—b,-P.,,+c, g(HaPas)

Pap = ap'H-bp'Pap+Cp - h(H,Pap)
hvor
Vstr
a; = —
Cai
. 1 Cai
b = Cai R; (1 * Z;)
o = _Yoi
YT CaicviRi

hvor 1= s,p
alle positive konstanter.

En lincarisering ved taylor-udvikling omkring et stationart punkt vil analogt
til den simple to-kompartment model give :

il = 7 f;:n!(ﬁu)'psrr
Ps = a;-h - bs - ps
Pp = ap-h - by pp
hvor
h = H-H
pi = Pu—-Py; i=s,p

Den tilhorende matrix far da formen:

0 fp,(Ps) O
Qg b, 0

Egenveerdierne bestemmes :

-A f;’a,(});s) 0
a, —bs—-A 0 =0
ap 0 =bp,— A
¢ s
~(bpt+A)-| TN TRFad g

a;, =b,—AX
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—(bp + /\) y ('\2 + baA - a{fll’an(ljas)) = 0

—.bg i "bz + 4a3f;30‘
A=<=b, VA= 3
Igen ses egenveerdierne at fa negativ realdel for fp < 0.

Da V,,, som fglge af Starlings hjertelov er ligefrem proportional med P, og
omvendt proportional med P, vil vi nu undersgge den simple 4- kompartment
model med V. = k, - P'Z Vstrr-
Idet de ovrige forudsetninger er som ovenfor, har vi nu :

Vo, = capPap  kVo, 1 keap Py

"’str-:k- E = "})——_P
cuppaa Cup as Cup as

. Q% k P,,H 1 ; Vos -
Pasz._o’.)_.i_ Cap. ap - (1+E£)'Pas+;.'§;’
CopCys P CupCas P, A CaaRs. Cys R,cyscqs
samt .
po= Voo H _ kewy PiH 1 (1 + 5‘2) Pyt
CipCap Py CypCap P, capRp Cup Rpcvpcap

Taylor-udvikling til 1. ordens led giver nu :-

h = + fpu,(Pas) - s

. : kPvy kP‘.EFl watcas keapH
ps = Caslas ho- (Caa as + ClCOJCCvtz .‘ps - T Cv;::au'Pas ) pp
. _ kP‘,ﬁ kP.,E kecapH Cvp+Ca
pp - faPPn_- ) h - Cap 3: ) ps - (CUPCGI;PGS + RPiapcfP) ' pp

hvilket ogsa kan skrives som :

h = + fpo(Pas) - Ps
P = Z-h - (C,,+q) P - . p,
b = Z-h - TP — (:a';+u)
hvor
h = H-H
ps = Py— Py,
Pp = Pop— Py

[=2]
Nl



og hvor m,n,q,r, og u alle er positive konstanter.
Den tilhorende matrix :

0 j;,“(Pa,) 0
A=]| & — 24y —

N -mn -_(In
Cap Cap (C"P + u)

I dette tilfzelde er det ikke muligt at bestemme egenvardierne explicit, men
stabiliteten i en omegn om det stationzre punkt kan bestemmes vha. Routh-
Hurwitz kriteriet (7) :
e Er matricens karakteristiske ligning :
Mtar+ar+a3=0
giver kravene
a; >0; a3>0; aja; —az >0

negative egenvardier eller egenvaerdier med negativ realdel.

Beregnes det karakteristiske polynomium for en 3 x 3 matrix A, ses at

a; = -Tr(A)
a=a+f8+7y
a3 = —det(A)

hvor a, 3 og 4 er de principale 2 x 2 underdeterminanter.

Vi bestemmer altsa spor, determinant og principale underdeterminanter :

G = -Tr(4) = (ZB+g+IZ+u)>0
t = =detlA) = fp,(Pos) (-2 (2 +u) +2m)
= —fp,(Pas)2: >0 (idet fp (Ps,)<0)

R g 311 I

a = (Caa+q) Cas = m+qu+t_@ > 0
- mn - (.L'_‘. + u) Cap Cas
Cap Cap
5 0 0 0
Gl ]

0 Jp,(Fas) y B \m

7 Ead _C’:_;' - (2_1: +q) - .—fPal(PGS)E: > 0
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Og endelig :
“maz a3 = -Tr(A) (a+f+7)+det(A)
mn ™m grn tmn , s .M .- mu
Cap ) - as) Pa_, —_—
<c'” tat Cap + u) (Cap tou+t Cas fpan(P )Cua) +fPaa( )C

as

(B +0): (O~ S P )+ Po) 2

as

(c fp“(Pa,)-—) +uC >0

as

Altsd negative egenverdier eller egenveaerdier med negativ realdel, og den
her beskrevne model vil derfor vare stabll i en omegn om det stationzere
punkt.

Endelig burde overvejelserne her fortsatte med ophavelse af kravet Vi, =
Vitr for at tillade forskydning af det samlede blodvolumen mellem den syste-
miske og pulmonzre del af kredslebet. Da det samléde blodvolumen saledes
bliver eneste konstante volumen vil dette imidlertid resultere i et lignings-
system med fire differentialligninger og deraf folgende vurdering af'en 4 x 4:
matrix’ egenveardier, hvilket viser sig ikke at veere analy tlsk gennemforligt
- og derfor udeladt.
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