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Abstract

Der beskrives udledningen af Joseph B. Kellers model for kort- og mellemdistancelgb bl.a.
ved hjelp af variationsregning. Modellen har til formél at beskrive den optimale
Igbestrategi for en lgber samt enkelte fysiologiske parametre. Modellen verificeres bl.a. ved
hjelp af databehandling med Matlab. Det viser sig ikke overraskende, at det ikke altid
gzlder om at Igbe til, men at Igberen undervejs skal variere sin hastighed.
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Kapitel 1

Indledning

Modul 2 giver mulighed for at arbejde med matematiske modeller.
Dette vil vi ggre dels ved konkret at bearbejde en model dels mere
generelt ved at seztte os ind i dele af teorien om verifikation af model-
ler.

I arbejdet med en konkret model benytter vi Joseph B. Kellers model
[11], der viser, hvordan en kort- og mellemdistancelgber ved at variere
sin hastighed igennem et lgb kan komme hurtigst muligt i mal. Model-
len bygger pa Newtons 2. lov, samt enkle fysiologiske betragtninger om
energi i musklerne. Vi har valgt at se pa netop denne model, fordi den
giver os mulighed for at sette os ind i en overskuelig model inden for
et semester.

Keller preesenterer sin model for kort- og mellemdistancelgb i to artikler
[10] og [11]. For at kunne forsta disse i detaljer er vi ngdt til at satte
os ind i dele af teorien om variationsregning. Ligeledes far vi brug for
viden omkring menneskets fysiologi for at fa kendskab til, hvad der sker
i kroppen under et arbejde. Denne viden kan vi s& benytte, nar vi skal
tage stilling til, om modellens antagelser er i overensstemmelse med
virkeligheden. ’

Keller udarbejder sin model ved at opstille fglgende optimeringspro-
blem:

Hvordan skal en lgber variere sin hastighed for at komme
hurtigst muligt i mal under hensyntagen til den mangde af
energi, som er tilstede i musklerne?

Keller inddrager fire fysiologiske parametre i sin problemstilling:
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6 Indledning

e F, en maksimale kraft fremad,
e 7, en modstandskraft,

e o, mangden af energi, der tilfgres musklerne pr. sek. pr. kg.
legemsveegt og endelig

e E,, den energimengde, der er tilstede i musklerne ved lgbets start.

Disse fire fysiologiske parametre fittes udfra 22 verdensrekorder i kort-
og mellemdistancelgb. Siden Keller udgav sin artikel, er flere af ver-
densrekorderne forbedret. Det giver os saledes mulighed for at tage
udgangspunkt i disse nye rekorder og dermed verificere modellen pa
baggrund heraf. 1 den forbindelse vil det vare interessant at under-
soge, om de fysiologiske parametre har forandret sig i de seneste ar.
Dette kunne muligvis veere et resultat af forbedrede traeningsmetoder.
Disse betragtninger har vi samlet i fglgende problemformulering:

Problemformulering

Kan vi fitte samme verdi for de samme fire fysiologiske parametre,
som Keller fitter, og kan vi derved f& samme resultat som i artiklerne
[11] og [10] ? Kan Kellers model anvendes pa et andet dataseet (de
nyeste rekorder inden for lgb)? Kan vi pa baggrund af de antagelser og
begransninger, der er foretaget i Kellers model vurdere, om modellen
opfylder sit formal: at give et bud pa en optimal lgbestrategi for kort-
og mellemdistancelgb?

Formal

Vi ¢nsker at behandle Kellers model for lgb ud fra et modelteoretisk
perspektiv. Det vil sige, at vi er interesserede i at verificere modellen
bade ved at efterggre Kellers udledning af modellen og afprgve modellen
pa forskeilige dataszt. Pa baggrund af fgrnaevnte vil vi saiedes kunne
vurdere, om vores metode er anvendelig. Vi vil ggre de modelteoretiske
overvejelser, der skal til for at kunne vurdere en models anvendelighed
og gyldighed i forhold til dens formal.



Rapportens opbygning

I dette afsnit gives en uddybning af de enkelte kapitler for derved at
give en ide til, hvilke kapitler laeseren har behov for at leese.

1.
2.

Indledning
Udledning af Kellers model.

I dette kapitel formulerer vi Kellers problem. Derudover foretages

en simplificering af problemet. Pa baggrund af denne simplifice-
ring er selve udledningen foretaget. Det er i forbindelse med dette
arbejde, at vi far brug for teorien om variationsregning og ana-

- lyse. Endelig afsluttes kapitlet med en preesentation af Kellers

resultater.

. Afprgvning af data

Dette kapitel omhandler en skitsering af, hvad vi har planlagt at
efterprgve pa computer, og hvordan vi har taenkt os at udfgre det.
Herefter vil resultaterne blive prasenteret. Programmer og data

- vil veere at finde i appendiks C.

Antagelser og begransninger

Vi redeger i dette kapitel for, hvad vi forstar ved at udvikle og
verificere en matematisk model. I den forbindelse vil modellens
antagelser og begreensninger blive diskuteret. Samtidig vil vi give
en fysiologisk fortolkning af parametrene.

Afslutning

.o Diskussion

I dette afsnit vil vi afrunde rapporten med at diskutere vores
resultater fra databehandlingen. Derudover vil vi samle op
pa diskussionen af modellens antagelser og begransninger
beskrevet i kapitel 4. Vi vil svare pa problemformuleringen.
Dette ger vi ved at se pa, hvilken betydning verifikationen
har for Kellers model samt vurdere dens anvendelse og gyl-
dighed.

o Perspektivering

Vi vil her papege emner, der kunne vere interessante at
arbejde videre med.

e Konklusion



8 Indledning
Appendiks indeholder:

e Fysiologi

Her prasenteres den fysiologiske teori bag modellen i det omfang,
der er ngdvendigt for at vurdere Kellers model. Hvis man ikke
har kendskab til fysiologi, kan dette appendiks med fordel laeses
for diskussionen af antagelser og begransninger i kapitel 3.

¢ Grundlaeggende variationsregning

I dette appendiks udledes de begreber indenfor variationsregnin-
gen, som har varet ngdvendige at behandle for at forsta udled-
ningen af Kellers model. Igen vil det vere en fordel at leese dette
appendiks, hvis man ikke har kendskab til variationsregning, fer
kapitel 2, hvor udledningen af modellen beskrives.

o Kildetekster og resultattabeller

Appendiks C indeholder kildetekster til de programmer, der er be-
nyttet for at kunne vurdere modellen. Programmerne er udviklet
1 MatLab. Der vil ligeledes veere udskrifter af de resultattabeller,
der ligger til grund for graferne i kapitel 3.



Kapitel 2

Udledning af Kellers model

Dette kapitel omhandler udledningen af Kellers model. Kapitlet bygger
hovedsageligt pa Kellers artikel fra 1974, hvori en model for optimal lg-
bestrategi for kort- og mellemdistancelgb bliver opstillet.[11] Undervejs
vil der imidlertid ogsa blive refereret til Kellers indledende artikel fra
1973, der behandler modellen udfra en mere fysiologisk vinkel.

Keller gnsker at opstille en model, der viser sammenhzngen mellem
en lgbers hastighed, Igbets distance og sluttiden. Formalet er at fast-
lgge hastigheden for en Igber gennem et Igb, siledes at denne kommer
hurtigst muligt i mél. Leberen kan kontrollere sit energiforbrug ved at
variere sin hastighed. -

Opbygningen af dette kapitel vil folge [11] med en indledende presen-
tation af modellen samt af de elementer, der indgar i den (afsnit (2.1)).
Herefter folger en simplificering af problemet, hvor enkelte af de ube-
kendte elimineres (afsnit (2.2)). Dernast fglger lgsningen af problemet
(afsnit (2.3)). 1 det sidste afsnit (2.4) prasenteres Kellers resultater for
modellen.

2.1 Prasentation

Malet er at opstille en model for den optimale strategi for en lgber
gennem et lgb. Altsa, hvordan skal Igberen variere sin hastighed for
at komme hurtigst muligt i mal. Distancen er givet, og hastigheden er
den eneste parameter, lpberen kan kontrollere.

Fglgende elementer indgér i modellen:
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10 Udledning af Kellers model

D Lgbets distance [m].

T Den tid det tager at lgbe distancen D [s]. NB: det er T, der gnskes
minimeret.

v(t) Hastigheden til tiden t [2].

Sammenhang mellem den tilbagelagte distance og hastigheden er givet
ved:

T
D= / o(t)dt (2.1)
0
Endvidere antages det, at hastigheden opfylder ligningen:
dv v
S+i=10) (2.2

f(t) er den fremaddrivende kraft pr. masse ["‘] Denne bestemmes af
lgberen via hastigheden.

er modstandskraften, og den virker negativ pa accelerationen’. 2

beskriver vindmodstanden, friktionen mod underlaget og det ar-
bejde at l#fte kroppens tyngdepunkt opad og fremad [s~!]. Denne
kraft gges med hastigheden.

< le

Ved lgbets start er lgberen helt i ro. Det vil sige, at ligningen for
hastigheden skal opfylde:

v(0) =0 (2.3)

Endvidere antages det, at der findes et maksimum for den fremadd-
rivende kraft. Den menneskelige fysik satter begreensning for, hvor
hurtigt man kan komme fremad. Dette maksimum kaldes F, og der ma
derfor gelde:

fA)<F (24)

Under lgbet forbraender lgberen en meangde energi. Det antages, at
der udelukkende anvendes aerob forbraending (se appendiks A). Der
gelder derfor fglgende energibalance:

——=a—fv (25)

a(t) = G = f(t) - %



2.2 Omformulering af problemet - 11

E(t) Mengden af ilten tilstede i musklerne pr. masse ["kc—;’] Ilten om-

seettes via aerob forbreending til energi, der kan forbruges under
Igb. '

f(t)v(t) Den hastighed, hvorved energien forbruges.

o Den mengde af energi, der ved hjelp af vejrtrekningen og blod-
cirkulation tilfgres musklerne pr. sek. pr. kg. legemsveegt [% .
Bemark, at o er raten af ilttilfgrelse udover den tilfgrelse, der

finder sted i hvilende tilstand.

Ved Igbets start er der en vis iltmangde tilstede i musklerne. Keller
antager, at lgberen kan opbruge al sin energi. Ligeledes siger Keller,
at meengden af energi ikke kan vere negativ. Der skal derfor gzlde
felgende for modellen: ’

og
E(t)>0 - (2.7)
Vi er nu i stand til opstille problemet:

Find v(t), f(t) og E(t), som tilfredsstiller lignin-
gerne (2.2) til (2.7), siledes at T defineret ved lig-
ning (2.1) minimeres. De fire fysiologiske konstan-
ter (Keller antager de er konstante) 7, o, F, E; og
distancen D er givet.

2.2 Omformulering af problemet

I stedet for at have tre ubekendte funktioner f(t), E(t) og v(t) omfor-
mulerer vi problemet, siledes at f(t) og E(t) kan udtrykkes ved hjelp
af v(t). Samler man ligning (2.2) og (2.4) ses det, at :

d
Z+4><F (2.8)



12 Udledning af Kellers model

Vi kan helt fjerne f(t) fra ligning (2.5) ved at indsatte udtrykket fra

(2.2)
dE _ (L
dt_U v dt T

Herefter integreres for at finde E(t) udtrykt ved v(t):

t t 2
/-d—gds = / (a—vv'—f—)ds:
0 ds 0 T
t 1 t
E(t)—E(0) = ot— / vv'ds — —/ vids
0 T Jo

Ifglge ligning (2.6) ved vi, at E(0) = Ey. Andet led kan integreres ved
hjelp af substition:

u = v(s) = du = v'(s)ds.

/t v(t) 1 ) v(t) 1 \ t 1 \
vu'ds = / udu = [—u ] = [—v (s)] = —v*(t)
0 v(0) 2 v(0) 2 0 2

Tredje led kan der ikke ggres noget ved, sdleenge v(t) er ukendt. Vi far
derfor, at:

E(t)= Ey + ot — %vz'(t) . /t v?(s)ds (2.9)
< )

T
Udfra ligning (2.7) fas, at fglgende ulighed skal gzlde:

t
Eo+ ot — %vz(t) - —1-/ v¥(s)ds > 0 (2.10)
0

T

Vi har nu E(t) og f(t) udtrykt ved v(t) og kan derfor omformulere
problemet. Det er det efterfglgende problem, vi skal igang med at lgse:

Find v(t), der tilfredstiller (2.3),(2.8) og (2.10), sa
T minimeres. Parametrene 7,0, F, £, og distancen D
er givet.

Tilsvarende kan man se pa det akvivalente problem: Givet T samt de
fire fysiologiske parametre, find maksimum for D. Det vil sige, hvor
langt kan der maksimalt lebes pa T sek.



2.3 Lpsning - S 13

2.3 Lgsning

Ved lgbets start ¢t = 0 ved vi, at ©v(0) = 0. Det betyder, at f(0)v(0) =0
ligegyldigt hvilken vaerdi, f antager. Det antages nu, at f(0) = F, og
at denne tilstand holdes i et kort tidsinterval [0,¢;]. Sfremt t; # 0 kan
vi nu finde et udtryk for v(t), idet :

%-{-E—F for 0<t<t (211)

Dette er en differentialligning af formen v'+v2 = F, og den kan lgses?.
Vi har, at y(z) = v(t),z =t,a=00g b =v(0) = 0. Ferst findes A(s).

t 1 ' t
- [ e, =2
o T T 0 T

t
v(t) = 6-7‘/ Fetds
0
= é_T‘F[Te':']é
Fr (1-6‘7') (2.12)

Ligning (2.12) er siledes lgsning for v(t) i delintervallet [0,2,]. f(t) er
kendt pa intervallet nemlig konstant F. Derimod mangler E(t) at blive
bestemt. Ved at benytte (2.12) sammen med (2.10) fas:

Vi kan nu opskrive:

F22( —e-r‘ —a\ 2
E(t) = Eo+ ot — /F22 e'f') ds>0

Integralet 1 4. led kan udregnes til:
_F2.2 [t
—Fr /(l—ef)zds =

_22 t
F (/1ds+/cr ds —2 /e7ds) =

2Ifelge [1) glder der for differentialligninger, at hvis i + P(z)y = Q(z), hvor P
og Q er givne funktioner, sé findes y ved:

T
y(z) = be~4(®) 4 e‘A(’)/ Q(t)eAMdt
[}

Hvor b = y(a) og A(z) = [ P(t)d
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De to sidste led kan vi nu satte sammen til:

o (;—%e%—g+2e?+%—%e%—e:}) =

—F*;? (—1 +e¥ + %)

som til sidst indseettes i udtrykket for E(t) i intervallet [0,¢,):

E(t) = Eo+ ot — F?12 (£—1+e-7t> >0 (2.13)

T

Keller nzvner, at hvis ¢ > F?7 er ligning (2.13) opfyldt for alle ¢, s3
vil ligning (2.10) altid veere opfyldt, og (2.12) vil saledes altid veare den
optimale hastighed. Grundet fysiologiske arsager er dette imidlertid
urealistisk (se kapitel 4). Vi vil derfor kun betragte o < F?r.

I dette tilfaelde vil uligheden i ligning (2.10) og dermed lgsningen i
(2.13) kun gelde for et helt lgb, hvis det kan lgbes pa tilpas kort tid
mindre end eller lig med en kritisk tid, kaldet T.. Denne er den positive
rod i ligning (2.13). 1 lgb af kortere varighed end T, skal der ikke
gkonomiseres med energien, men derimod lgbes til gennem hele lgbet,
idet energien ikke kan na at slippe op. Vi kan dele lgb op i to typer:
Type 1, hvor resultattiden T < T, og type II, hvor T > T..

Type 1

Lgb af denne type, er lgb, der lgbes hurtigere end T.. T, < {,, da dette
er det maksimale interval, hvor ligning (2.12) og derfor ligning (2.13) er
defineret. Nar denne parameter er bestemt, kan vi beregne den kritiske
distance, D., distancen til tiden T,.. Dette kan vi ggre ved at benytte
vores resultat for (2.12) i (2.1).
rT
D = v(t) dt
)

T ek §
= / Fr(l —e7)dt
0
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Fr (T - [-7e¥))
= Fr (T+'re—_fr‘ —-r)

_ P (ZT". s 1) (2.14)

Det lgb, hvor T = T, er det langste lgb, hvortil (2.12) gelder.

Type 11

I disse lgb er T > T, og derfor ma T > t;. Under disse lgb indfgres den
nye antagelse, at energien til tiden T er brugt op, det vil sige E(t) = 0.

Det antages, at denne tilstand gelder for et kort interval lige inden mal.
Altsa

E(t)=0 ,4,<t<T | (2.15)

Anvendes denne antagelse i ligning (2.9) fas:

t .
E(t) = Eg + ot — %v"’(t) - l/ v¥(s)ds =0 A, <t<T
-~ 0

T

Energibalancen 4£ vil saledes ogsd veare nul i dette interval [t;,T),
g dt g

hvilket ses nar vi differentierer (2.15), hvor E(t) er bestemt ved ligning
(2.9).

dE
dt

=0— -$ﬂu=o 2 <t<T - (2.16)

Hvis vi her opfatter v%(t) som en funktion ¢(t), kan (2.16) omskrives
til:

Denne differenti&lligning kan lgses for ¢(t). Fgrst ma vi anvende et
par trick. Vi omskriver ligning (2.16) til ¢’ + 2¢ = 20. Vi beregner
dernaest ¢(t2) = v*(t3) og finder, javnfor fodnoten pé side 13, at A(t) =
gft ds = 2i=t2)
T Jtg T :
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Antagelser fy=F E()=0

. i = —
Td 0 0 o T
V() v(1) = lign (2.14) vi)= ? v(t) = lign (2.17)

Figur 2.1: t-akse, der viser hvilke ligninger, der gzlder til hvilke tider samt
hvilke antagelser, der tages.

Vi kan nu finde ¢(t) i intervallet t, <t < T
—2(t=—1t t 2(a—t
gt) = =% (v?(zz) + 20/ e ds)
t2

=201=13) T 20t=12)7¢
= € * (vz(iz)+20 [36 T ] )

K4 t2
~2(t—1p) 20 =2142t=2t) =2(t—t2)
= v¥(ty)e” 7 +oTe T —oTe” T

= T ’(Uz(tg) —oT)+0T)

v(t) indferes, og vi far:

1
2

v(t) = (eM

; (v2(t2)—ar)+ar) <t<T  (2.17)

Dette er lgsningen for' v(t) for T > T, og t; <t < T. Figur 2.1 samler
op pa det, vi pa nuverende tidspunkt ved. Vi har altsa flere detaljer
til at opskrive ligning (2.1). Den efterfglgende ligning er en opsamling
pa, hvor langt vi hidtil er naet.

D = /hFT(l—e-T')dt+/t2v(t)dt

ty

0
T -2(t—t 1
+ / (e’ﬂTﬂ(vz(tg) —o7)+ 07) * dt (2.18)

Vi mangler nu kun at finde et udtryk for v(t)it; <t <t,.

Dette problem lgses ved hjeelp af variationsregning, idet det er et vari-
ationsproblem med betingelsen E(t;) = 0. Problemet kan identificeres
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som isoperimetrisk og kan behandles som et sadant. (se appendiks B).
Derfor veelges funktionalen D + Aﬂ;—’l, hvor X er en Lagrange muliti-
plikator (se appendiks B). Som nzevnt pa side 12 vil vi i stedet for at
minimere T for et givet D se pa problemet at maximere D for et glvet
T. D er en funktional og kan skrives som:

D{v} = /OT H(t,v)dt

Ifglge ligning (2.18) kan vi se f)i dette ledvis, det vil sige:

3] t2 T
D{v} =/ Hl(t,v)dt+/ H(t,v) dt+/ Hi(t,v)dt
4] ta

ty

Vi kender H;, H; og Hj fra ligning (2.18), men endnu ikke v(t). D skal

maximeres under betingelsen, vi vil kalde J{v}:
J{v} / G(t E(tz) =0

" I en sadan situation kan vi gere brug af Lagrange multiplikatorer, hvor
det gelder (se appendix B), at

T T
/ Hny+H n'dt= /\/ G.n+G.n'dt
0 0 .
Hvor A som for naevnt er en Lagrange multiplikator og 7 er en funktion.
Vi benytter nu, at 7 = év(t) og saledes n’ = v'(t).

Da ingen af de tre led H,, H, og Hj afhanger af v’ vil H), =0. In-
~ tegralet af G er givet ved ligning (2.9), hvor v’ heller ikke indgér, s&

v+ bliver nul. Dette medferer, at andet led i begge integraler er nul.
Betragtes D ledvis fas:

t
/H’ Su(t t=.—)\/ G 6v(t) dt
0

/ H, 6v(t) df = =) / G 6v(t) dt

/ngav —-,\/ G 6v(t
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Til at Bég’y:nde med ser vi pa venstresiderne: I ferste ligning afhzenger
H, ikke af v (se ligning (2.18)), sa integralet her bliver nul. Anden
ligning bliver nu:

t2 t2
/ H; bv(t)dt = / Sv(t) dt
t t

1

Tredje ligning er mere indviklet. Hj er givet ved:

1
-2(t=t

H; = (e—%‘ﬂ(vz(tg) —-oT)+ ar) :
og nar denne differentieres med hensyn til v(t;) fas:

dH3 _ 1 2 2Aty—t) “'Ij 2(ta—t
Tty " 2 (a‘r + (v(t2) — oT)e ) 2v(t2)e

og tredje ligning bliver da:

T T ty—t _l tg=t
/ H; 6v(ty)dt = v(tg)év(tg)/ (O’T + (v¥(ty) - ar)eg'z'_z) e H gy
t2 t2
Hgjresiderne ses pa under et, idet G ikke behgver at blive evalueret
ledvis. Vi veelger kun at betragte en variation, der varierer fra [t;,1,],
idet E(t) = 0 for t € [t;,T]. Hgjresiden for [0,¢,] er ikke interesssant,

da vi allerede ved, at venstresiden er nul.

1 23 ty
/ H, év(t)dt = —A/ G, 6v(t)dt
t 1
A ta
= _56./11 Gdt
A
= - t
S6(E(t2))

E(t,) er givet ved ligning (2.9):
A t2
=—=b6|Ey+o0t~— l112(1!2) - l/ v?¥(s)ds
2 2 t

T

Her benytter vi definitionen pa en variation omkring en funktional (se
appendiks B). I{v + év} — I{v}.
= ‘—5 Eo + ot — ;(v(tz) + 5’U(t2)) - ;— ('U + 6'0) dS

11
rt

( 1, 1ort )Y
- iEo + ot — 5 (t2) — -;jtl v ds})
= =3 (~otenptt) = gente - L [ 2060+ (60yas)

4
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Der ses bort fra 2. ordensleddene, idet (6v)? er lille.
A A [B
~ 2o(ta)bvlts) + 2 / v(s)6v(s)ds
2 T Jy

Traekker vi denne hgjreside over pa venstre siden og samler den ledvise
opdeling af H til en ligning fas:

t2 T 2 2(t5—t) —’5 2(ty—1)
/ bv(t) dt + v(tg)év(tg)/ (ar + (v(t) —oT)e™ 7 ) e r dt
t t2
A ty)6v(t A 129 t)6v(t)dt =0 (2’19)
_51)( 2)év(tsy) — 2 ), 2u(t)bv(t) dt = .

Ligning (2.19) skal siledes gelde for enhvert valg af §u(t) # 0 (og
dermed ogsa for éu(t;)) samt v(tz) # 0. I ligning (2.19) isolerer vi nu
disse to storrelser ved at sla 1. og 4. led sammen og samle 2. og 3. led.

T oy -1 tamt
v(ts)bu(t) ( f (07 + (v7(ta) — om)e ™) T ¥4 )dt—%)+

t2

t2 /\ 12
/ dv(t)dt — —/ 2v(t)bv(t)dt =0
{1 2T t

1

Da év(t) # 0 og vA(tg) #7 0, ma parentesen til év(t;) ngdvendigvis vare
lig nul, ifglge variationsregningens fundamentallemma (se appendiks
B). Udfra ferste led kan vi nu finde at udtryk for A :

T 1
to=t)\." 5 th—t A
/ (aT+(v2(t2)—aT)ez(zr )) P )dt—§ = 0&
t2

- T ty—t —l o=t
2/ (UT + (v¥(ty) — ar)eﬂ C )) Xy = (2.20)
t2

Udfra fra de sidste to led er vi nu i stand til at beregne v(t) for intervallet
[tl, t?]: '

t2 t2 .
/ 5v(t)dt—i/ 2u(t)bv(t)dt =
1 27 1
t2

é [ %51,(t)_1,(t)6v(t)dt =

5[251)(1)(%-1;@)) it = 0

T
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Igen da 6uv(t) # 0, mé det npdvendigvis galde at:

'%—v(t) =

(=]

<

v(t) = i1 St <1, (2.21)

r
X
Derved er hastigheden i dette interval konstant.

Vi kigger nu pa grensepunkterne t; og t;. D gnskes at vere kontinuert.
For v(t) = v(t;) har vi ifglge ligningerne (2.12) og (2.21):

:1\. = F(1— e (2.22)

Ud fra denne ligning kan vi finde t;, men det kraver kendskab til A. Vi
kan evaluere integralet i ligning (2.20) ved at udnytte ligning (2.21) for
t = t;. Dette giver

T 2 to =t _% !2—!!
A=2/ [07-4.(%_07)62, } 62(f dt
t2

Vi omskriver dette til et udtryk, der er lidt lettere at arbejde med. Til
o ,2

dette formal benyttes konstanterne b = o7, a = (5 — 07), c = 32 og

endelig h = 2:

T ec—ht
A=2 | —————dt
t2 3 /b + aec—ht
Her substituerer vi z = €™, hvilket giver at & = —he*~" = —hz.
X2
T 1
A= —dz

2 e
x, Vb+azx—ha
-2 (¥ 1
= —/ dx
h x, Vb+ar

Her er X} og X; de andrede greenser for integralet. Integralet lgses nu

udfra kendskab til at f \/:;b = 2/az$b

a

-9 [@]Xz

p P
a

h X,

Vi indfgrer nu de gamle graenser igen, samt de oprindelige konstanter:

T
\ 5 \/(;—i—ar)ez(r +a'r]
= =27
t2

72
F_UT
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o . 2 — 2 . ,
- o) () e G )
T -1 T2 2(13-T) T
= -2 (X; - a) (\/(F - O'T) e r +oT-— -X) (2.23)

Endvidere gnsker vi at kunne bestemme ¢;. Vi udnytter betingelsen
E(t;) = 0 og benytter dette i ligning (2.9), hvor udtrykket for v(t) er
givet ved ligninger (2.12) og (2.21): '

. 2 t t2
E(t;) = Eo+aty— = (tz), - %/ v¥(s)ds — %/ v3(s)ds
0 ) t

2
= E0+0'.t2—§%-
F*r [s + 277 — %e%’]: - %[s]if
= Eo+0t2—{)‘—22— , |
- F?r (tl - %e'-%l + -;; +2re — 27') - %(tz - 1)
= Fo+ oty - ?_T%—FZ’T (‘%31+t1+2T6;l—
) - it —t) =0 (2.24)

Ligning (2.22) til (2.24) kan give os ;, t; og- A under forudsztning af,
at t; <t; < T. Hvisistedet ligningerne giver, at t; > t;, samat; = t,,
og dette giver ifglge (2.24), at t; = t; = T.. For t; < t; ser vi pa ligning
(2.23) som leses bikvadratisk for A.

. A ) . L %
;(0—%)-4-% = (aT+ (%—a‘r) eiz'_ﬂ> &
A 2 2 t
(; (0 - %) + %) = (ar + (% - UT) eg(_zF_Tl)
Vi forleenger med A2, hvorved der introduceres to nye rgdder:
2
(%(0/\2 -7)+ ‘r) = (t'rr/\2 + (1% - aT/\z)emf__Tl)

Dette er en maskeret andengradsligning, som kan lgses for A. Det vil
sige, at vi kan finde fire redder, men kun de to er rgdder i den oprindelige
ligning (2.23).
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:Keiler udregner de fire rgdder til:

res () (1)

Vi vil nu godtgere, at to af de fire fundne rgdder virkelig er rgdder til
ligning (2.23) ved at indsaette de fire veerdier for A i ligningen.

([ =

ok - (IT)%) T
(g) (; - a) = -2 ([(TO’ -: (ro - m)eg'“f—”]% - (ra)%) &

0 = -2 ((TU)%-—(TU) ) &
=0

Vi prgver fgrst med A = (;’-)%:

;)

I

|

o
N
CREY |

(ST

1
Vi har hermed vist, at A = (2)? er rod. Det kan vises, at den tilsva-
rende negative rod ikke er rod i (2.23). Det er saledes en af de ekstra
introducerede redder.

O

Vi viser nu, at A = (},)% (1 - 48&2'-_72) er rod i ligning (2.23):

() (=072’ -
o

[ ey
PR
/ﬂ
Q=
=

|
-9 -
[} ©
»
T
3
S’
|
Q
s‘
\\—/
4]
|2
h
~
+
Q
s'
e s’
(S
|
> =
JOR—

Vi substituerer e med k og deler udtrykket op i tre dele, der
behandles hver for sig.
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1. del:

1

{(?(TT;T]S —a-r) k+ar}2 = {a} (1 _k4k _ k) +UT}%

3. led:

r
A

Wi

- ()
(2)? (1-4k)h  \1- %

o=

Disse tre led settes sammen. Bemark at der undervejs ganges igennem

med (1 — 41\’)"’5:

'

o

(1 - 4k)?

(1)%(1 — 4k)}

a

_(ﬁf]'@ '
i fo-or (e

—(1—4k)’5] &

O

2 [{k(1 - 4k) = k(1 = 4k)? + (1 - 4k)?}}
—(1—4k)%] &
({(k-k+a+1-4k) - 1) &

VOI-28? -1

-2k
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Hermed har vi vist, den anden positive rod er rod. Den negative rod vil

ikke veere rod i den oprindelige ligning. Idet A = (f)% ikke vil galde
for (2.20), er den eneste rod:

r= (D) (1-4e2%2) . (2:25)

Dernest szttes t; = t; = T,, samtidig med at udtrykket for A fra (2.25)
indsaettes i (2.22) og lgses for T = T*3:

P(1-%) = (7 (-t

F?(l_e;?)’ - () ( 4o =T

(- 02) = () ()

In (4e ”‘Tv”‘) = 1n{1—1~"-=’(1—e‘—3‘)'2 (g)'l}¢
i +in {52 = w{i-p7 (=) (D)7 e
( 2Ar-T) —In4+1n{1
1) () )
-2T" = —2T.+7[-In4+In{l

() ()]

T = Tc+r{ln2—%ln{1

_F2 (1 - (T

Pri-e%)" (07} e
Nar t,, t; og) er fundet, er v(t) saledes givet ved (2.12), (2.17) og (2.21).
Disse benyttes i (2.18), og vi kan udlede D. Vi kender allerede D for

0<t<t fra(2.14) ogfor t; <t < t; givet ved (2.21), sa vi mangler
bare at integrere det sidste led i (2.18):

rT 7 / , ziemey N 2
J, (o (mer) 55)
tz
3Keller prasenterer i sin artikel denne sterrelse, derfor har vi valgt ogsa at udlede
ligning (2.26). Vi har ikke benyttet den i vores beregninger.

o=
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Vi har her geettet os til en lpsning til integralet og vil vise, vi opnar
samme resultat som Keller:

Lad nua =07, b = (,\_: - aT) 22 og substituer u = }t, hvorved vi

far, at & = L og dt = rdu:

1

Vva T/ (1+—e )2du

1 17 X2
Va 1 (tanh'1 (1 + ée'z") i (1 + 26’2“) ] =

a a
. Xl
o o\ 3 b o\ 2
Vva 7 |tanh (1+-lie 3T) —(1+—e 37)
a S a
3 b 5
—tanh ](1+—e—_i'1) + (1+—e-_2r‘1> ]=
a
1
Vot T [ta.nh ! (1 + (-;— - l) ezt’e_zr) -
0.
1
T 2. —2T\ 2
(14 (535 =1) ¥F)
— tanh 1(1+(%—1) 62_:26;27'2)5
o
1
22 z20\%
+(1+(T—l)e'ef) =
T . tr~T L
Vor T [tanh"]_(l + (:\—,_;; - 1) ezuf—'l) :
Ap=T)\ 3 (7 3 7T \1
(14 (57 =) ) - () 4 ()

Vi kan nu samle op pa udtrykkene for D. For T < T, er D givet ved
ligningen (2.14)

D=F72(§+e'%—1)

og for T > T, er D givet ved:

b= pr((ee 1) Tz
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e (g -1) )

+tanh™ {1+ (ATTU ~1) ew}] (2.27)

Denne ligning stemmer ikke helt overens med Kellers. Vi har @ndret et
fortegn umiddelbart inden for den kantede parentes i 3. led. Vi antager,
at det er en trykfejl i artiklen.

Vi har nu opstillet Kellers to ligninger for den optimale lgbestrategi.
Hvilken af ligningerne, der skal benyttes, afhanger af lgbets leengde.
Til lgb kortere end D, skal ligning (2.14) anvendes og for lgb leengere
end D. ligning (2.27)

2.4 Praesentation af Kellers resultater
Der er to muligheder for at finde veerdierne for de enkelte parametre:

¢ Fitte parametrene udfra faktiske data.

o Fastleegge parametrene gennem fysiologiske studier.

Keller vealger den forste metode, bl.a. fordi han selv umiddelbart er
istand til at udfere den.

Under udledningen af modellen bliver man ngdt til at udregne en kritisk
distance og en kritisk tid. Dette er nedvendigt for, at kunne skelne
mellem i hvilke lgb, der skal lgbes for fuld kraft, og i hvilke hastigheden
skal bestemmes narmere. Keller kommer frem til resultatet illustreret
ved figurerne 2.2 og 2.3.

Keller udregner, at i lgb op til 291 m skal lgberen lgbe for fuld kraft
hele vejen (se figur 2.2), hvilket svarer til den kritiske tid 27.7004 sek.
Derimod skal lgberen, hvis distancen er over 291 m, kun i et kort tids-
interval i starten af lgbet lgbe for fuld kraft. Resten af vejen skal has-
tigheden holdes konstant. Et lille stykke fgr mal er energien brugt op,
det vil sige, at laberen nzrmest falder i mal. Derfor ses en szenkning af

hastigheden sidst i lgbet (se figur 2.3).

Pa baggrund af denne skelnen fitter Keller F og 7 udfra lgb under den
kritiske distance og o og E, fittes udfra de leengere lgb. Keller fitter
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12

VELOCITY (melers f3nc)

Y 1 : N
5 . 10 15 20
TIME (sec)

Figur 2.2: Lob pd 220 yd. Den optimale hastighed plottet mod t. Den
fremadrettede kraft f(t) = F er maksimal gennem hele lgbet [10].

10

VELOCIY (meters/sec)

1 1 Y i 1
t, 10 20 30 40 1,7
TIME (sec)

Figur 2.3: Leb pi 400 m. Den optimale hastighed plottet mod t. Den
fremadrettede kraft f(t) = F er maksimal pa de forste 1.78 sek. Efter denne
indledende acceleration er v konstant indtil 0.86 sek. for slutningen af lgbet,
hvor maengden af energi slipper op. E(t) = 0 i disse 0.86 sek. [10]
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Average
velocity
Time 7 Time T o/r
(record) (theory) Error (theory)
Distance D min:sec min:sec (per centy my/sec t, sec T-t; sec

50 yd 5.1 5.09 ~0.2 8.99

50 m 5.5 5.48 -0.4 9.12

60 yd 5.9 5.93 0.5 9.26

60m 6.5 6.40 -1.5 9.38

100 yd 9. 9.29 2.1 9.85

100 m 9.9 10.07 1.7 9.93

200 m 19.5 19.25 -1.3 10.39

220 yd 19.5 19.36 -0.7 10.39
400 m 44.5 43.27 -2.8 9.24 1.78 .86
440 yd 44.9 . 43.62 =29 9.22 1.77 .86
800 m 1:44.3 1:45.95 1.6 7.55 1.07 108
880 yd 1:44.9 1:46.69 1.7 7.54 1.086 1.08
1000 m 2:16.2 2:18.16 1.4 7.24 0.98 1.16
1500 m 3:33.1 3:39.44 3.0 6.84 0.38 1.31
1 mile 3:51.1 - 3:57.28 2.7 6.78 0.87 1.34
2000 m 4:56.2 5:01.14 1.7 6.64 0.84 1.43
3000 m 7:39.6 7:44.96 1.2 6.45 .80 1.60
2 miles 8:19.8 8:20.82 0.2 6.43 .80 1.63
3 miles 12:50.4 12:44.89 -0.7 6.31 77 1.80
5000 m 13:16.6 13:13.11 -0.4 6.30 77 1.82
6 miles 26:47.0 25:57.62 -3.1 6.20 .75 2.10
10000 m 27:39.4 26:54.10 =-2.7 6.20 75 2.12

Figur 2.4: Tabel over Kellers data.

parametrene udfra mindste kvadraters metode. Han far:

T = 0,802 s
F =122 2
b} 32

o = 9,93 Feal_ 41 57691k /k

- kgs g
cal

E, = 575 %:2407,5251:]/@
D. = 291 m

Nar disse vigtige parametre er fundet, kan man udregne gennemsnits-
hastighederne for de enkelte distancer og sammenligne dem med ver-
densrekorderne. I den forbindelse udregnes en fejlprocent over afvigel-
sen mellemn de udregnede tider og rekordiiderne. Disse resuitater er
vist pa figur 2.4. Endvidere er der i artiklen prasenteret en graf over
de udregnede gennemsnitstider og malte tider (se figur 2.5).
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12

10

AVERAGE VELOCITY (meters/sec)

, | \ .
0 500 1000 - 1500 2000
DISTANCE OF RACE (meters) '

Figur 2.5: Den gennemsnitlige hastighed ved lob. Den teoretiske kurve ser
ud til at passe med verdensrekorderne (de indtegnede punkter pa figuren).
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Kapitel 3

Afprgvning af data

Dette kapitel indeholder en oversigt over hvilke beregninger, der er
blevet udfgrt under vores databehandling. Vi har anvendt den mate-
matiske programpakke MatLab, der er i stand til at udfgre numeriske
beregninger. Idet beregningerne er udfert ved hjalp af MatLab, er de
matematiske metoder ikke forklaret i deltaljer. Vi har derfor ikke sat
os ind i alle de algoritmer, der ligger til grund for MatLabs funktioner,
men har blot anvendt dem som redskaber. Vi vil dog naevne hvilke, der
er anvendt. Herefter fglger en overordnet beskrivelse af de programmer,
vi selv har skrevet. Kildeteksterne til disse kan ses i appendiks C. Til
sidst i1 dette kapitel prasenteres de resultater, vi er kommet frem til.
Den endelige tolkning og diskussion af resultaterne vil finde sted i det
afsluttende kapitel 5.

3.1 Planlzegning af forsgg

Vi har til hensigt at efterprgve, om vi kan opna resultater, der pa til-
fredstillende vis svarer til resultaterne, som Keller prasenterer i sine
artikler [10] og [11]. Derudover vil vi konfrontere modellen med nye
seet af data. I de indledende forsgg tager vi udgangspunkt i de parame-
tre, som Keller allerede har beregnet. Mens vi i de efterfglgende forsag
gnsker at fitte nye veerdier for de 4 fysiologiske parametre: F, T, 0 og Ej.
I sin artikel behandler Keller 22 forskellige distancer. Datasattene vil
besta af lgb med de samme distancer. I tabel 3.2 er dataszttene pree-
senteret. I det sidste forseg har distancerne 3 og 6 miles ikke vaeret til
vores radighed. Et problem, som Erik Laursen har gjort os opmaerksom
pa, er, at rekordtider fra for 1970erne (og dermed ogsa Kellers dataszt)
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er registreret som handtider. Dette har en betydning for de kortere lgb
(50 yd til 220 yd), hvorfor man er ngdt til at korrigere forskellen for at
kunne sammenligne nyere og zldre rekorder. De nye datasat er blevet
korrigeret for forskellen mellem elektroniske tider og handtider pa de

korte lgb. Parametrene o og E, er af Keller opgivet i enhederne [fﬁ%]

og [%], men i sine beregninger indgar parametrene opgivet i SI enhe-

der (joule). Vi har derfor skaleret o og Eg med 4.187. Alle distancer,
der er angivet i yard, er blevet omregnet (faktor 0.9144) til meter, og
ligeledes er miles blevet omregnet (faktor 1.6093) til meter. Sluttiderne
er typisk opgivet i minutter, sekunder og hundrededele af sekunder. Vi
har omregnet alle tiderne til sekunder og hundrededele sekunder. Alt
dette er gjort for at fa et homogent datamateriale.

Forsgg 1 Efterggrelse af Kellers forsgg udfra Kel-
lers parametre

I denne del anvendes Kellers egne data som grundlag. Det er for at se,
om vi udfra de samme rekorder og de samme vzardier for parametrene
F, 7,5 og Ep kan na frem til Kellers vaerdier for T. De beregnede slutti-
der benavnes T,,;, mens de oprindelige malte sluttider kaldes T... Hvis
det lykkes at fa tilnzermelsesvis de samme verdier, sa holder vores me-
toder. Hvis det derimod ikke er tilfaldet, tyder det pa, at de metoder
vi anvender, ikke er de samme som Kellers. Det kunne ogsa betyde,
at Kellers beregninger og/eller modellen er forkert. For at kunne sam-
menligne resultaterne beregnes de procentvise afvigelser mellem T,,; og
Trec-

Data: Det datasat som Kellers anvender i artikel [10]. Se tabel 3.2
Parametre: F, 7,0 og Ey udregnet af Keller.

Forsgg 1B Afprgvning af Kellers parametre pa et
nyt szt data

Det er ogsa relevant at, se om Kellers model og de parametre, han er
naet frem til, ogsa geelider for andre dataszt, end det de er udregnet pa
baggrund af. Derfor forsgger vi her at beregne T, for et szt data, der
er sammensat af de nyeste rekorder. Ligeledes beregnes den procentvise
afvigelse, (E,), mellem Ty 0 Trec.
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Data : Nye data, sammensat fra Guinness Rekordbog [18] og oplys-
ninger fra Erik Laursen.
Parametre: F, 7,0, Ey beregnet af Keller.

Fremgangsmaden i de to delforseg er ens og vil blive skitseret i det
felgende. Dog er der den forskel, at T, tilhgrer de nye data i forsgg
1b.

Lgbene i datasettet inddeles i to typer. Type I er sprint, det vil sige
de helt korte lgb, og type II er mellemdistance lgb. Skillelinien mellem
disse to typer lgb er den kritiske distance D, og dermed den kritiske
tid T,. Denne kan beregnes ved at finde roden i ligning (2.13):

t =t
E(t)=E0+Ut—F2T2[;_1+eT]::0 3OStStl
Det viser sig, at de 8 forste lgb er af type I og de resterende 14 af

type II. Et leb benavnes: R;, og de enkelte lgb bestar af talparret
R; = {Dia(Ti)rec}-

Beregning af T, og Ep for type I lgb:

I disse leb er 0 < T < T.. Der forekommer en lgkke, hvor der for hvert
lgb Ry — Rs udregnes:

o T, beregnes ved at finde roden i ligning (2.14)
D; = Fr? (24-6-_? —1)
T

o Den procentvise afvigelse Ep beregnes mellem (T;)cq og (Ti)rec-

(T)eat = (Ti)rec
Ep = 100% 3.1
d (T))eat ¢ (3.1)

For at finde roden i ligning (2.14) anvendes MatLab-kommandoen fzero,
der anvender en algoritme udviklet af T. Dekker. Denne benytter en

kombination af metoderne bisektion, sekant og invers kvadratisk inter-

polartion [20]. Der henvises endvidere til:

R. Brent, Algorithmes for Minimization Without Derivatives, Prentice-

Hall, 1973. :

G. E. Forsythe, M. A. Malcolm, og C. B. Moler, Computer Methods for

Mathematical Computations, Prentice-Hall, 1976.
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Beregning af T.,; og Ep for type II lgb:

For denne type lgb er T > T,. Dette krav dakker lgbene Ry — Ry,, og
for hver af disse skal fglgende beregnes:

e t;,t2 og X findes ud fra 3 de koblede ligninger (2.22), (2.23) og
(2.24):

0 = —§+F(l-—e:?'l)

1
7\-1 r? 2(13-T) z2 T
-— — ‘) —_—— — — r -_——
0 /\+-(a A2) ([(/\2 ar)e +ar] B

2

_ T 2 37 =y T =y
0 = Eo+0’t2—2?—FT(—?+t1+2T€' —56 ’)

-
“X(tz — 1)

Til lesning af det koblede ligningssystem anvendes MatLab-kom-
mandoen fsolve, der bruger Levenberg-Marquardts metoden. [6]
Der henvises bl.a. til:

J. J. More. The Levenberg-Marquardt Algorithm : Implementa-
tion and Theory, Numerical Analysis red. G. A. Watson, Lecture
Notes in Mathematics 630, Springer-Verlag, side 105 - 116, 1977.

o T..i beregnes ved hjelp af ligning (2.27)

4 )
+ T(ar)% [__ (.;_)% — tanh™! % (1)%
- {1 + (-/\—I— - 1) e(fz/f)(T—tz)}%
o
+tanh™? {1 + (% - 1) e(—z/r)(r-¢2)}%] T>T.

Denne beregning foregar i praksis ved, at 0 isoleres pa venstre-
siden, og T., findes som rod ved hjzlp af den fgrnaevnte lgsnings-
metode til at finde rgdder.
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o Den procentvise afvigelse mellem T,,; og T.. beregnes ved ligning

(3.1).

Resultaterne for de to typer lgb pIaceres i en 22 x 7 resultatmatrice
(Res). Der er saledes gjort plads til resultater for alle 22 forskellige lgb,
og for hvert lgb registreres 7 forskellige oplysninger. Det drejer sig om:

1. Distancen for det givne lgb D

2. Malt sluttid for lgbet T,..

3. Den af modellen beregnede sluttid T,

4. Den procentvise afvigelse Ep mellem T, og T.qa.
5. Intervalinddeler t,

6. Intervalinddeler ¢,

~J

. Lagrange multiplikator A

For de korte lgb i type I har t,,¢, og A (som vi tilsammen kalder hjzl-
peparametre) ingen relevans, fordi de ikke indgar i ligning (2.14). Ele-
menterne 1 matricen for disse lob vil vare initialiseret til 0.

Forsgg 2 - 4

Disse forspg vil omhandle de beregninger, der skal udfgres pa nye data.
Det er derfor forst her, at den egentlige fitning begynder. For at fore-
tage denne er vi imidlertid nedt til at gette pa parametrenes vardier.
Afhengigt af resultatet kan vi sd variere de parametre, der indgér,
saledes at fejlsummen minimeres. Fejlsummen benzvnes her Ey.

Forsgg 2 Fitning af parametre udfra Kellers dataszet.

For at fa en fornemmelse af hvor god vores metode er til at fitte, vil vi
forst forspge at fitte 4 parametre F, 7,0 og Ej, til de oprindelige data,
som Keller opgiver.

Vi vil sammensatte 2 forskellige nye dataset, hvilket er beskrevet i
forsggene 3 og 4.
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Forsgg 3 Fitning af parametre udfra et dataszt, hvor rekor-
derne er sat af mand.

I dette forsgg benyttes data fra Guinness Rekordbog og fra Erik Laur-
sen. Disse skal for de korte lgb korrigeres, saledes at tiderne svarer til
héandtider. '

Forsgg 4 Fitning af parametre udfra et dataszt, hvor rekor-
derne sat af kvinder.
Endelig vil vi undersgge et datasat, der stammer fra lgb foretaget af

kvinder. (De gvrige lgb er alle foretaget af meand.) Det har dog ikke

veeret muligt at skaffe tider for lgb af distancerne 3 mile og 6 mile,
hvorfor vi i dette tilfeelde har 20 distancer at arbejde med. Dette sat
af data er ligeledes korrigerede for de korte lgb. Oplysningerne har vi
henholdvis fra [18] og Erik Laursen.

Fremgangsmaden i alle 3 forseg er ens.

Parametrene:

Parametrene F, 7,0 og Fy findes ved Mindste kvadraters metode. Pa-
rametrene findes parvis ved forst at finde 7 og F for de korte distancer,
hvor T < T,.. ! Dernest findes 0 og Ey for T > T.. 1 forbindelse med
at fitte de sidstnavnte benyttes de allerede fundne vardier for F og 7.

Fitning af 7 og F:

Data: De forste 8 rekorder, det vil sige distancerne 50 [yd] — 220 [yd],
hvilket drejer sig om lgbene (R, — Rs).

Principiel algoritme:

o Szt Eg = o0

Qo | I PR DU I 13 ) Y
® Jadixclge Ly 2 €l accepiabel 11He 1€]

begynd lgkke :

P4 trods af at T, endnu ikke kendes for de nye datasat.
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— Set (det vil sige geet i forste omgang og variér derefter) para-
metrene 7 og F. For at variere parametrene, sa Ex minime-
res, benyttes MatLab-kommandoen fmins, der sgger efter
minimum for funktioner af flere variable. [6] og endvidere -
J. A. Nelder og R. Mead, A Simplex Method for Function
Minimization, Computer Journal Vo). 7, side 308 - 313.

— For lgbene R; — Rs beregnes (T;).: udfra ligning (2._14).4
(OBS! Dette er ogsa en lgkke).

— Beregn fejlsummen Ey:

- ((T;),,c - (T: ca )2
Be=2 “irm. =

slut pa lokke.

Den metode, kommandoen fmins anvender hertil, er en Nelder-Mead
simplex sogemetode. Fejlsummen Et er udtrykt som en funktion af va-
riablen z, der er en vektor bestaende af parametre F og 7. Algoritmen
soger siledes efter en minimumsvektor z = (F,7)T for funktionen Ex.
Efter at have bestemt de to parameter er vi nu i stand til at beregne T,

" ved at finde den positive rod i ligning (2.13). Ud fra denne kan vi be-
stemme den nye verdi for D,.. Sidstnavnte ggres udfra ligning (2.14),
hvor T =T..

Fitning af o og L : -

Data: De sidste 14 rekorder, det vil sige 400 [m] — 10000 [m]. Dette
er drejer sig om lgbene Ry — Ry,.

Principiel algoritme:

e St Fy = o0

o Salenge Ex > en acceptabel lille fejl
begynd lpkke:
— Set (det vil sige geet og variér som for) vardierne for o og
Es. Her anvendes ligeledes fmins-kommandoen.

- Find t,,t; og A udfra fgrnzvnte metode (fsolve) med det
koblede ligningssytem.
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— For hvert af Dy — D,; beregn (T;)c udfra ligning (3.17).
(OBS! Dette er ogsa en lgkke).

— Beregn fejlsummen Fs:

2 Tu rec — Tt ca 2
Bo= 3 S e

slut pa lgkke.

Der anvendes igen Nelder-Mead simplexsmetode i fmins for at finde
minimum. Efter disse beregninger kendes nu vardierne for F, 7,0 og
Eo. Endvidere kendes for hvert lgb T, og hjzlpeparametrene t;,1; og
A. Herefter gnsker vi at kunne vurdere resultatet af parametrene, sa for
hvert lgb (R; — R,;) beregnes de procentvise afvigelser som i forseg 1.
Bemaerk, at T, allerede er udregnet under fitningen. Endelig samles
resultaterne i en matrix som fer.

Oversigt over forsgg

Pa figur 3.1 ses en oversigt over hvilke data og parametre, der anvendes
1 hvert forspg og en specificering af, om resultatet er en tabel af pro-
centvise afvigelser (E,) eller/og et sat parametre. Derudover kommer
der ogsa delresultater som T, og D.. Endvidere noteres her filnavn pa
de anvendte datafiler.

Ligeledes viser vi her en tabel over de datasaet, der anvendes i forspgene.
Se tabel 3.2.

Grafiske praesentationer

Vi har vaigt at fremstiile to forskellige typer grafiske praesentationer
dels en graf, der viser udsvinget i den procentvise afvigelse i alle de
forskellige lgb og dels en graf, der viser modellens beregninger af den
gennemsnitlige hastighed (D/T) mod distancen D.
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FORSOG PARAMETRE DATA FILNAVN PRODUKT
1 Keller Keller Keldatam Ep-tabel
Nyeste .
1B Keller | Do Nydatab.m Ep-tabel
2 Fittet Keller Keldatam mmmf;‘f’g’c'og Te
. Nyveste tabel
3 Fittet Data Nydatab.m pammft':-e. Dc o Tc
. vindeli tabel
4 Fittet K 'l')‘;tl ge Qdatam mms::e, De og Te
Tabel 3.1: Oversigt over planlagte forsog,.
D meter | Kellers data 7,.,. sek. | Nyeste data T,.,-sck. | Kvinde data-T,., sek.
45.72 5.1 4.08 5.5
50 3.5 537 5.76
54.86 2.9 5.76 6.30 -
60 6.5 6.17 6.68
91.44 01 ®07 9.86
100 4.9 9.62 -10.25
200 19.5 19.48 21.1
201.17 19.5 19.66 22.46
400 44.45 43.29 47.6
402.34 44.9 44.5 51.71
800 104.3 101.73 113.28
804.67 104.9 104.1 120.3
1000 136.2 132.18 150.6
1500 213.1 208.86 232.47
1609.3 2311 226.32 255.61
2000 296.2 290.81 328.69
3000 459.6 448.96 502.62
3218.6 499 .8 493.45 578.44
4827.9 770.4 767.8 —
5000 796.6 778.39 877.33
9655.8 1607.0 1596.8 —
10000 1659.4 1618.38 1813.74

Tabel 3.2: De forskellige data. der anvendes i forsegene [18] og [10] samt
Erik Laursen.
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Plot af Ej

For hver lgb R, — R, findes i resultatmatricen oplysninger om Ep.
Punkter (lgb nr., Ep) plottes og forbindes med en linie. Det er ude-
lukkende de absolutte vaerdi af E,, der plottes. Grafen er ikke udtryk
for en kontinuert funktion, men linien har vi valgt at tegne med for at
lette lzesningen af, hvordan afvigelsen svinger omkring 0 %. 1 de forste
forseg, hvor dataseattet stammer fra [10], vil vi for at kunne sammen-

stille vores resultater med Kellers, ogsa afbilde grafen for Ep beregnet
af Keller.

Plot af %

For at kunne give en fornemmelse af, hvorledes modellens resultater for
T..; stemmer overens med de faktisk malte sluttider, plottes her den
gennemsnitlige hastighed mod distancen D. Hastigheden vises som en
kontinuert kurve, men er egentlig en sammensat, idet den er bereg-
net ud fra to ligninger for distancen D. For T' < T, anvendes ligning
(2.14), og for T > T, anvendes ligning (2.27). Ligeledes plottes data-
seettet, der har ligget til grund for fitningen af de parametre, der indgar.
Disse punkter betegiies med (+). Punkierne ligger spredie, da der ikke
findes lgb til enhver distance. Grafen begranses til distancerne 0 til
2000 [m), hvilket svarer til de 16 fgrste lgb. Se figur 2.5

For hvert af forsegene 2 til 4 opnas et szt af parametrene F, 7,0 og
Ey. Det er derfor relevant at fremstille grafer for £T’— mod D for hvert af
forsggene. Fra resultatmatricen for det givne forseg kendes D, T, og
T,... Fremgangsmaden i hvert forsgg for at opna disse grafer er derfor
givet som fglger:

o Forst plottes de 16 fgrste punkter (+) fra datasaettet. (D/T,.., D).

e For intervallet [0, D.] tegnes kurven for 2, hvor D beregnes udfra
ligning (2.14).

o Det viser sig ikke at veere let at beregne den sidste del af kurven
udfra ligning (2.27), idet der (i princippet) skal fittes uendelig
mange verdier for hjelpeparametrene t,,t; og A. Selv for at fa
en ‘paen’ graf er det omfattende. I stedet har vi valgt at fitte en
kurve gennem de modelberegnede punkter. Det vil sige gennem
punkterne (%, D), hvor T, kun i disse punkter er beregnet
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ud fra ligning (2.27). Derfor plottes ferst de punkter (o), som vi
gnsker at fitte efter. Dette drejer sig om distancerne : D, = 400
[m], 440 [yd], 800 [m], 880 [yd], 1000 [m], 1500 [m], 1 [mile] og
2000 [m).

e Der fittes nu et polynomium af 4. grad til disse 9 punkter. Graf
for polynomium tegnes for intervalet [D,, 2000]). Dette ggres ved
hjalp af MatLab-kommandoen polyfit [20], der finder koeffici-
enterne A, B, C, D, og E i et 4. gradspolynomium af form:

f(z) = Az* + Bz*+ Cz*+ Dz + E

3.2 Prasentation af resultater

Vier nu i stand til at praesentere resultaterne af vores beregninger. Der
er undervejs forekommet problemer i arbejdet med MatLab, saledes
at de fgromtalte strategier ikke altid er blevet fulgt. Det har varet
ngdvendigt at ga pa kompromis med vores gnsker for at kunne opna
resultater. Den vasentligste ndring i planerne er, at med undtagelse af
et enkelt tilfzelde har det ikke veeret muligt at udfgre simplex-metoden
(ved fmins) til ende. Vi har altsa vaeret ngdt til at stoppe processen
undervejs og har.godtaget det resultat, der var beregnet indtil da. Vi
har afbrudt, enten fordi metoden var kert fast i et lokalt. minimum
eller fordi, der opstod problemer i underliggende metoder, det vil sige
1 udregningen af t;,¢; og A. Vi har derfor i resultattabellen tabel 3.3
valgt ogsa at afbilde veerdien af Es, hvor metoden er stoppet.

I diskussionen i kapitel 5 vil vi yderligere komme ind pa vores erfarin-
ger med metoderne, samt vurdere vores resultater. I appendiks C er
resultatmatricerne for de enkelte forsgg afbildet. :
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FORS®G 2 E FORSQG 3 ES FORSOG 4 E

F 12.204 15.7552 14.8870

0.0000 0.0024 0.0083
T 0.89296 0.6870 0.6581
o 41.5769 56.1288 45.7346

0.0034 0.0039 0.024]
EO 2648.3 3250.2 2407.5
D 291.4187 204.4735 228.7736
Te 7.6343 19.581 24.0092

Tabel 3.3: Oversigt over resultater fra forsog 2 til 4.
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Plot af Ep

I forseg 1, der ses pa figur 3.1. er der opstaet en fejl i leb nummer 10.
Levenberg-Marquardt metoden har givet et negativt bud pa parame-
trene t; og A, derfor det markante udsving i fejlkurven i lgb nummer
10. Det er dog lvkkedes os at geette vasentligt bedre end Keller i de
sidste to leh. (Leb nr. 21 og 22).

Forseg 1

Procentvis afvigelse
(O] H

N
T

25

Figur 3.1: Forseg 1. Den absolutte procentvise afvigelse for hvert lgb.
Den sammenhaengende linie er vores resultater. mens den stiplede linie er
Kellers resultater.
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3.5

(4]
T

Procentvis afvigelse
N
wn
T

2r -
1.5F ]

1 .
0.5r b

% : 10 18 20 25

Lab nr.

Figur 3.2: Forsog 1B. Den absolutte procentvise afvigelse for hvert lab.

Det ses, at fejlprocenterne i figur 3.2 (for forseg 1B) har vasentlig sterre
udsving end i forseg 1 (nar der ses bort fra lob nr. 10). Dog holder det
sig inden for et maksimum pa 5 %. De sidste par leb giver igen bedre
resultater end de ovrige lob.
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Forseg 2 ‘
35 T T T T

Procentvis afvigelse

0.5¢

1 s . L e

0 — .
0 i 5 10 15 20 25

Lab nr.
Figur 3.3: Forsog 2. Den absolutte procentvise afvigelse for hvert lgb.
Den sammenhangende linie er vores resultater, mens den stiplede linie er
Kellers resultater. :

Pa figur 3.3 fra forsog 2 er billedet meget tilsvarende situationen i forsag
1. Der er en pean overstemmelse mellem de to grafer. De parametre,
der er blevet fittet i dette lorsog. er meget lig Iellers egne resultater.
Man kan derfor heller ikke forvente de store variationer i de procentvise
afvigelser. |
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Forsag 3
35 - T — v T ' T

I
N o
T L4

Procentvis atvigelse
-
wn
1

0.5r

OO 5 10 15 20 25

Lab nr.

orsog 3. Den ahsolutte procentvise afvigelse for hvert lah.

I Horseg 3. der ses pa figur 3.4, er udsvingene i de absolutte procentvise
afvigelser inden for 3 %. hvilket masiges at varre acceptabelt. Dette er
endda en forbedring i forhold til forseg 1B. Det er fortsat de mellem-
liggende lab. der giver de storste udsving pa de malte verdier.
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Procentvis atvigelse

o - A L b - - A

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Lab nr. ’

Figur 3.5: Forsog 4. Den absolutte procentvise afvigelse for hvert lob.

Figur 3.5 viser situationen i forsog 4. Her er udsvingene vasentlig
storre, nemlig helt op pa over 8 %. Dette kan skyldes. at fitningen af
o og Ey er blevet stoppet tidligere end i de ovrige forseg. og man mé
derfor forvente storre usikkerhed pa disse parametre.

Plot af 2

Pa de falgende tigurer er modellens bud pa den gennemsnitlige hastig-
hed til en given distance afbildet. Ligeledes er de malte dataseet plottet
ind. Disse er markeret med et kryds (4). For distancer stgrre end den
beregende vaerdi af D. er modellens kurve et fittet 4. grads polynomium
gennem en rakke punkter beregnet udfra modellen. Disse punkter er
afbildet som en cirkel (o). Forste-aksen er angivet i [m], mens anden
aksen er angivet i [2].
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Forseg 2
12r
10r
+

3
o 8
k7]
-]
P =4
e
5 6
E
]
c
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o
2 4t
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2-

o
o L 1 L A 1 1 . L A J
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
D, distance

Figur 2.8: Forseg 2. Den gennemsnitlige hastighed mod distance D

Pa figur 3.6 ses en rimelig overensstemmelse mellem de malte data
og modellens beregnede verdier. Polynomiet. der er blevet fittet, har
felgende ligning:
flx) = 19763107227 = 1.0801 - 10733
+2.1953 - 107 %% — 0.0206.0 + 14.8937

Bemeerk. hvordan denne gral. figur 2.5, svarer til Kellers.



3.2 Preasentation af resultater 49

Forsag 3

12r
3
£
2
k]
2 x$
° r-1 &
=
& of
13
(]
c .
€
&
- af
5
2..
o L 1 i 1 - e L - L 'l 1 J
0O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
D, distance

Figur 3.7: Forsog 3. Den gennemsnitlige hastighed mod distance D.

Igen pa figur 3.7 ses. at modellens resultater i forsog 3 ligger naer de
data, hvorfra de er fittet. Dette var ligeledes tilfeeldet i figur 3.4. Det
fittede 4. grads polynomium har ligningen:
fla)y = =3.741 10727 + 5.8616 - 10723
+2.8663 - 10™%2% — 0.0076x + 11.8998
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Forsag 4
10r

D/T , gennemsnitiig hastighed
(44

4F
a3t
2r
1
0O 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

D, distance

Figur 3.8: Forseg 4. Den gennemsnitlige hastighed mod distance D.

Det ses som pa figur 3.8. at modellens resultater ikke er naer sa taet pa
de malte veardier som i de forrige forseg. Modellens bud pa T..; har
generelt vaeret storre end veerdierne i datasaettet, derfor er de gennem-
snitlige hastigheder alle generelt lidt for sma. Ligningen for det fittede
polynomium er:

flx) = 33491107 "0 = 1.7368 - 107327
+3.2114 - 10722 = 0.02552 + 13.8543



Kapitel 4

Antagelser og.
begreensninger

I dette kapitel vil vi tage stilling til de antagelser og begraonsninger, der
er gjort i Kellers model. 1 den forbindelse vil vi fokusere pa {elgende
aspekler: ' ‘ '

Er antagelserne realistiske?
"~ Hvad betyder antagelserne lor inodellen?
Hvilke begrasnsninger Liegger de pa modellen?

Selve den modelleringsproces, der Tigger til graud for udviklingen af
Kellers model, har vi ikke kendskaly til. Beskrivelsen i dette kapitel er
derfor udclukkende baseret pa vores fortolkning.

4.1 Modelleringsproces

Vi har valgt at hetragte modelleringsprocessen, som illustreret pa figur
4.1

I Tplge 4.1 indgat der leve Taser i@ modelleringsprocessen, Forst udvael-
- ges dele al virkeligheden, der skal indga i modellen. Derved [ravaelges
indirekte de laktorer, der antages ikke at have indflydelse pa model-
len. Herved sker en forsimpling al virkeligheden. Delene overseettes
sluttelig til matematiske objekter og koblinger. Dette svarer il at Kel-
ler opstiller sit matematisk formulerede problem - at finde en optinal
lgbestrategi.

5l
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Yrkesgheden Matematiske univers
forsimping
antageiser bverseettels
begreens matematiske objeider og
alprevning af data verification matematiske konidusioner
diskussion af artageiser
og begreensninger

Figur 4.1: Figuren viser de faser, der gennemgas ved udviklingen af en
matematisk model. Figuren er forsimplet i forhold til kilden [16].

Der foretages nu en matematisk behandling af modellen. Keller udle-
der sin model og lgser sit problem bl.a. ved brug af variationsregning.
Efter udledningen drages nogle matematiske konklusioner. Disse kon-
fronteres dernzest med virkeligheden ved verifikation. Keller ger dette
ved at prgve modellen pa et st af rekorder og far et passende resul-
tat. Vi har ligeledes afpravet modellen pa samme datasat samt pa to
nye sat af rekorder og underspgt, om modellen stadig er gzldende (se
kapitel 3). Hvis afvigelsen fra virkeligheden er for stor, ma man ga
tilbage til et tidligere trin i modelleringsprocessen for at undersgge, om
de forsimplinger og antagelser, der er blevet gjort, er forkerte, eller om
overszttelsen til matematik er mislykket. Denne proces fortszttes til
afvigelsen er sa lille, at den er acceptabel. Det er indlysende, at en
model aldrig kan blive lige sa fyldestggrende som den virkelighed, der
gnskes modelleret. Idet, der ved at foretage antagelser og begreensnin-
ger undervejs i modelleringsprocessen, sker informationstab.

4.2 Klassificering af Kellers model

Arsagen til, at man beskaftiger sig med matematiske modeller, er, at
man ¢nsker at afdakke/forklare/forudsige visse sammenhange mellem
f.eks. fysiske, biologiske eller som i vores model fysiske og fysiologiske
faktorer.



4.3 Diskussion af antagelserne i Kellers model 53

Der findes forskellige typer af matematiske modeller. En type modeller
er de, hvis formal det er at forudsige fremtidige handelser, et eksempel
er Danmarks gkonomi. Her anvender @konomiministeriet bl.a model-
len ADAM [16). En anden type modeller er de, der giver konkrete
lgsningsforslag. Her kan f.eks naevnes Vejdirektoratets model, der giver
et konkret forslag til, hvorndr det bedst kan betale sig at reparere een
af Danmarks broer [5]. Endelig findes der modeller, hvis funktion det
er at give overblik over sammenhange i et system, der gnskes studeret
narmere.

Kellers model er af sidstnavnte type. Modellen gnsker ikke at forudsige
fremtidige handelser inden for lgb, ligesom der heller ikke gives nogle
lgsningsforslag til beslutningsprocesser. Modellen forsgger derimod at
beskrive en lgbers hastighed under et kort- eller mellemdistancelgb.

En model kan kategoriseres ud fra den viden, der ligger til grund for
modellen. En model kaldes teoribaseret, hvis den er udviklet pa grund-
lag af velkendte fysiske, biologiske eller f.eks. fysiologiske teorier. Det
" er sa disse teoretiske sammenhange, der s@ttes sammen til en model.
Er modellen derimod en ad hoc model, sa tager modellen udgangs-
punkt i den gjeblikkelige situation. Ofte er ad hoc modeller baseret pa
en raekke kendte data ofte fundet ved forsgg. Langt de fleste modeller
indeholder bade teori og ad hoc antagelser. Dette gor sig ogsad geel-
dende i Kellers model. Den er baseret pa enkel fysiologisk teori samt
Newtons 2.lov, mens de indgaende konstanter i modellen er fittet ud
fra verdensrekorder.- '

4.3 Diskussion af antagelserne i Kellers
model

Nu har vi faet placeret vores model i nogle overordnede rammer. Vi vil
derfor betragte de antagelser, der er blevet gjort og verificere modellen
i forhold til dens formal. Vi mener, at Kellers formal med modellen
er at give en strategi for variationen af hastighed ved et optimalt Igb.
Det er samtidig vigtigt for ham at kunne estimere de fire fysiologiske
parametre [10].

Vi vil diskutere parametrene indbyrdes og undersgge, om det er reali-
stisk at antage, at de er konstante, eller om de burde defineres ander-
ledes. Derudover vil vi give et bud pa deres fysiologiske fortolkning.
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Hertil har vi faet hjzlp af Jern Wullf Helge (JWH) fra August Krogh
Instituttet.

E(t) M=ngden af energi tilstede i musklerne

Det er forstaeligt nok, at maengden af energi F(t) aldrig er negativ.
Modellen, som Keller har udviklet, er afhangig af, at energien i musk-
lerne slipper op lige inden malstregen. Hvis der er mere energi tilbage,
ville lgberen ikke have ydet en maksimal indsats. Antagelsen om, at
E(t) = 0 er umiddelbart svaer at vurdere. Keller fortaller ikke, om
energien til musklerne leveres udelukkende ved aerobe processer eller
ogsa ved anaerobe. Hvis det er Kellers mening, at energien udeluk-
kende kommer fra de aerobe processer, sa er det i orden at antage, at
E(T) = 0. Hvis derimod energien kommer fra bade aerobe og anaerobe
processer, sa er det nok mest en gnskelig tilsnigelse, der kan anvendes i
en model. Fra en praktisk betragtning kan man sige, at efter et lgb, der
slutter med en lang sprint, er E(t) tet pa nul i afslutningsgjeblikket.
1 modelsammenhzang er det i felge JWH sikkert rimeligt at antage, at
E(T)=0.

E; Mangden af energi i musklerne ved lgbets start

Det vil veere npdvendigt for modellen at definere Ey, som energimeeng-
den til ¢ = 0. I musklerne findes myoglobin, der kan binde ilt (se
appendiks A). Denne iltmengde friggres i det gjeblik, de lokale iltkon-
centrationer er lave, det vil sige ved arbejdets begyndelse. 1 fglge JWH
er det derfor lidt svart at definere Ep. Vi mener, det er en rimelig
antagelse, at Ey er konstant, men den vil dog variere fra lgber til lgber.

7 En begrensningsfaktor

7 er en konstant, men % er en hastighedsafhangig samlet vurdering
af modstanden ved en given hastighed. Dette inkluderer dels arbejdet
med at lgfte kroppens tyngdepunkt opad og fremad, dels arbejdet mod
vindmodstanden® og dels friktionen mod underlaget. Sidstnavnte er
afheengig af underlaget og skoene. Vi mener derfor at kunne konkludere,
at det er rimeligt, at 7 antages at vere konstant.

! Arbejdet mod vindmodstanden stiger med kvadratet pa hastigheden (JWH).
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F Den maksimale fremdrift

Fremdriften, f(t), som er den kraft, lgberen rader over, kan ikke blive
stgrre end en maksimal veerdi F, som er afhangig af lgberens fysik.
Dette er en rimelig antagelse, idet der er en begransning for, hvad den
menneskelige fysik kan preestere.

o Ilttilfgrsel udover hvileoptagelsen

o er stigningen af iltoptagelsen fra hvileiltoptagelsen til den iltopta-
gelse, der anvendes under arbejdet. I modellen antages o konstant.
Dette er en realistisk antagelse pa distancer af varighed over 2,5 min.
(se appendiks A figur A.2). Pa disse distancer er hastigheden konstant.
Energibalanceligningen %€ = ¢ ~ fv, som Keller opstiller, er i fslge
JWH fysiologisk set i orden. Pa kortere distancer burde den anaerobe

komponent medtages (se appendiks A).

Alle de neevnte konstanter kan males, men det vil veaere ngdvendigt
at forudseette en del antagelser for at kunne fa tilfredsstillende resul-
tater. Desuden er det nedvendigt at fastsatte parametrene individuelt
for hver leber. JWH mener, at den eneste konstant, der umiddelbart
kan males er o. Problemerne med at male parametrene kan vere en
grund til, at Keller har valgt at fitte dem. Nar Keller beregner slut-
tiderne 1 modellen med disse, far han tider, der stemmer overens med
virkeligheden [10]. Derfor antager han, at de fittede parametre giver
verdier, der ma veere tat pa de virkelige fysilogiske data.

Den maksimale iltoptagelse og hvileiltoptagelsen kan males uden pro-
blemer. Man kan udtrykke den maksimale iltoptagelse som antal liter
ilt/minut/kg. legemsveegt. Den sidste veerdi kendes som konditallet.
Hvis man trak hvileoptagelsen fra konditallet, svarer det til o. I fglge
JWH er der store individuelle forskelle blandt de bedste idraetsude-
vere 1 maksimal iltoptagelse og udnytning af ilten. Derfor er data over
sadanne malinger ikke saerlig gode til vores formal.

o > F?r En fysiologisk antagelse

Undervejs i udledningen [11] nzvner Keller, at ¢ > F?r er urealistisk
rent fysiologisk. Dette er vi enige i. Betydningen er nemlig den, at &
skal veere sa stor, at den maksimale kraft fremad mod den givne mod-
stand kan fastholdes uanset tiden. Dette er urealistisk. Selv ikke pa en
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100m kan man fastholde den maksimale hastighed. Omkring 60 — 80m
kan man for de allerbedste sprintere begynde at ane en reduktion af
hastigheden. Det er i fgplge JWH netop lgberen Carl Lewis’ fordel, at
han kan fastholde den maksimale hastighed lidt leengere end de gvrige.
Det vil sige, at Kellers antagelse fysiologisk set er rigtig.

Opsamling

Generelt er antagelserne rimelige, men vi mener dog, at den mest kata-
strofale forsimpling er den, at Keller ikke tager hensyn til den anaerobe
proces i musklerne.

4.4 Diskussion af modellens begraensnin-
ger

Keller begrzenser sig til kun at behandle lgb, der foregar under vindstille
forhold. Det har stor betydning ved internationale konkurrencer, hvor
vindstyrken bliver malt meget neje, idet en rekord ikke er gyldig, hvis
der er for kraftig vind. Netop derfor kan det retfzrdiggeres, at Keller
ikke har lavet en model, der tager hgjde for vindstyrke, idet rekorder
sat under disse vindforhold alligevel ville blive forkastet.

En anden begransning ved modellen er, at der ikke tages hensyn til,
hvilken hgjde over vandoverfladen lgbene foregar i. Vi ved fra [3], at
hgjden over havoverfladen har betydning for resultattiden.

Modellen tager ikke hgjde for individuelle forskelle. Parametre som
F, E,, T og o varierer fra lgber til lgber. Iltoptagelsen har f.eks. stor
betydning for prastationen. Idratsudgvere kan med fordel trane i
tynde luftlag, idet deres iltoptagelse derved forbedres (se appendiks
A).

Forudsetningerne for, at Kellers model skal gealde, ma saledes vare, at
lgbet afholdes under vindstille vejrforhold, i hgjde med havoverfladen,
og at lgberen kun lgber mod tiden. Ligeledes ma tidligere nzevnte
fysiologiske antagelser vaere opfyldt {sc kapitcl 2).

Kellers model tager ikke hgjde for de psykologiske faktorer, der fin-
der sted under et lgb. For eksempel satter mange lgbere ind med en
slutspurt for pa den made at overraske sine modstandere. Modellen er
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derfor sandsynligvis mest velegnet til at beskrive en situation, hvor der
lgbes mod tiden alene. Derved er der ikke nogle modstandere at tanke
pa, og leberen kan udelukkende koncentrere sig om at lgbe s hurtigt
som muligt - ikke om at vinde lgbet.

Nar modellen har til formal at give et bud pa en lgbestrategi, sa mener
vi, at det kan opfyldes for individuelle lgb mod tid. Det kan synes un-
derligt, at modellen er udviklet ud fra konkurrencetider. Det kan sand-
synligvis skyldes, at Keller for at kunne finde en optimal lgsning pa sit
problem har veeret ngdt til at anvende tider fra rekordholderne. Disse,
ved han, var i optimal treeningsform, da de satte rekorden. Derudover
giver det os og andre en bedre mulighed for at verificere modellen, nar
der anvendes officielle data. Disse er lette at fa adgang til.

Keller siger ikke, at modellen er for konkurrencelgb, men vi tillegger
ham at have det formal. fordi modellen er udformet ud fra konkurren-
cetider.

De fysiologiske parametre, der indgar i modellen, er fittet ud fra rekord-
holderne, det vil sige, at parametrene generelt beskriver nogle fysiske
tilstande hos lgbere i topform. Hvis modellen skal veere individuel,
ma Kellers model indeholde individuelle fysiologiske parametre. De
kan findes ved, at en lgber skal lgbe alle distancer fra 50 — 10000m,
men det ville give et anderledes billede i modellen, idet lgbere ikke kan
lgbe optimalt over sa forskellige distancer. Oftest er de bedst egnet
til sprint eller til mere udholdende distancer. Kellers model kan derfor -
ikke vaere individuel, men er udtryk for generelle betragtninger omkring

fysiologiske parametre. : '
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Kapitel 5
Afslutning

Vi vil nu diskutere vores resultater og metode. Dette indebarer dels en
vurdering af de resultater, vi regner os frem til og dels en diskussion af
den forskel, der er mellem de nye og gamle parametre. Endelig vil vi
samle op pa modellens antagelser og begraensninger, som er diskuteret
i kapitel 4. 1 perspektiveringen ser vi pa problemstillinger, der kunne
udvide vores arbejde. Endvidere navnes et par andre undersggelser
omkring lgb. '

5.1 Diskussion

Forsgg 1

I forseg 1 (se kapitel 3) har vi undersggt, om vi har kunnet fa de samme
resultater for Ti; som Keller pa baggrund af hans parametre. Dette er
giort dels for at godtgoere, at Kellers resultater er rigtige og dels for at
sikre, at vores metode til databehandling har givet rigtige resultater.

Vi har tegnet en graf, der viser den procentvise afvigelse mellem mo-
dellens resultater T, og de virkelige rekorder T,... Vi har indtegnet
Kellers og vores procentvise afvigelser i samme koordinatsystem. Som
det ses af figur 3.1, folger de hinanden pzent. Den relativt store af-
vigelse ved lgb nr. 10 skyldes, at algoritmen, der beregner ¢;,¢; og A
i dette tilfeelde, er kommet med negativt resultat for ¢; og A. Vi har
derfor valgt at se bort fra dette lgb i vores vurdering. Bortset fra denne
store afvigelse er udsvingene ikke stgrre end 3 %. I den forbindelse bgr
det bemaerkes, at vores resultat giver meget sma fejl for de sidste lgb.
Vi kan hermed konkludere, at metoden til beregning af t;,t, og A kan
bruges.

39
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Forsgg 1B

Kellers parametre samt de nye data giver en stgrre afvigelse end med
de gamle data. Dette kan ses pa figur 3.2. Dog er denne afvigelse ikke
stgrre end 5 %, hvilket ikke er sa ringe. Derfor kan Kellers parametre
godt anvendes pa dette datasat. Fejlen bliver mindre, hvis man fitter
nye fysiologiske parametre. Det er i dette tilfeelde ikke strengt ngdven-
digt, da de nye rekorder ikke afviger meget fra de gamle. Hvis dette
imidlertid havde veret tilfzldet, ville den procentvise afvigelse blive
langt storre.

Forsgg 2

Vi har gnsket at fitte os frem til samme parametervardier, som Keller
har fundet udfra det samme st data. Det er lykkes for F, 7, og o,
hvor vi far samme vardi. Ey har derimod resulteret i en lidt sterre
veerdi (se tabel 3.3). Vi vurderer, at lgberen har mere energi at teere
pa i starten af lgbet, end Kellers parametre antyder.

Pa figur 3.3 ses det sédledes, at den procentvise afvigelse ikke er stgrre
end 3 %. Situationen er lig den i forsgg 1. Dette fremgar ligeledes af
figur 3.6. AEndringen af Eo har ikke den store betydning, idet E, ikke
indgar direkte i ligningerne (2.14) og (2.27) i modellen. F, indgér kun
et enkelt sted nemlig for beregning af A i ligning (2.25).

Vi har regnet os frem til samme resultat for D, og T. som Keller. De
forste 8 lob kan saledes stadig betegnes som korte og de sidste som
varende lange.

Forsgg 3

Parametrene er udtryk for en gjeblikssituation’, og som vi sd i forseg
1B, kan Kellers parametre rimeligt nok anvendes til det nye dataszet.
Imidlertid vil det ikke vare korrekt kun at benytte Kellers fittede pa-
rametre. Vi har derfor valgt at fitte dem selv.

Pa grund af de hurtigere tider er F steget. Greensen for, hvor hurtigt
en lgber kan lgbe maksimalt, er steget. Modstanden % er imidlertid
ogsa steget, idet 7 er mindre. Dette er underligt. Vi ville forvente, at
de bedre forhold og udstyr har gjort den samlede modstand mindre.
Eksempelvis lgbes der pa bedre underlag og med bedre sko. Derudo-
ver er tgjet udviklet til at give mindre luftmodstand. Ilttilfgrslen til
musklerne, a#, er hlevet stgrre. Denne zndring kan skyldes bedre trze-

ningsmetoder, sa Igbere idag har bedre evne til at optage og udnytte

1Parametrene har som tidligere naevnt en fysiologisk fortolkning, hvorfor de @n-
dres, nar tiderne &ndres.
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ilten. Legbere kan med fordel treene i hgjderne, hvorved iltoptagelsen
forbedres (se appendiks A).

Pa figur 3.4 kan vi se, at de nye parametre er forbedret, sa udsvin-
gene i den procentvise afvigelse er nede pa 3 %, hvilket er i samme
stgrrelsesorden som Kellers forseg.

D. og dermed T, er begge vaesentligt mindre end dem i forsgg 2. Det
kunne betyde, at der er faerre lgb, der vil falde ind under type I. Dette
har dog ikke indflydelse pa opdelingen af lgbene i type I og II. Det 8.
lgb er pa distancen ca. 201 meter, og D, er her beregnet til ca. 204
meter.

Forsgg 4
Her har vi fittet nye parametre til et datasat, hvor rekorderne er sat

af kvindelige lgbere. Vi kan sammenstille dem med parametrene fra

forspg 3, hvor rekorderne er sat af mand. I tabel 3.3 ses, at der er for-
skel 1 parametrene. Eksempelvis er F fittet stgrre end Kellers, selvom
tiderne er langsommere end hans, men mindre for de mandlige lgbere,
som vi ogsa ville forvente. 7 er mindre, hvilket betyder en stgrre mod-
stand. Vi har forventet det omvendte, idet de kvindelige lgbere generelt
er mindre end de mandlige, hvilket ville betyde mindre luftmodstand.
Det anvendte udstyr i sko og te] er stort set ens kgnnene imellem. Ilt-
tilfgrslen er stgrre end hos Kellers mandlige lgbere, men mindre end
ilttilfgrslen for de nyeste mandlige lgbere. Dette skyldes maske, at de
kvindelige lghere idag er i bedre form end deres mandlige forgeengere.
Ey er fittet som hos Keller og er som forventet stadigvaek mindre end
Ey hos de nyeste mandlige lgbere. Vedrgrende D. og T. ses samme
tendens som i forseg 3, uden at det dog har betydning for opdelingen.

Ser man pa fejlprocenterne i figur 3.5 kan det ses, at de fittede para-
metre har bevirket storre udsving pa helt op til over 8 %. Den ringere
overensstemmelse mellem model og data fremgar ligeledes af figur 3.8.
Arsagen hertil skal sandsynligvis findes i den afbrydelse, vi har fore-
taget. Fitningen af iseer Eq og o er standset tidligere end i de gvrige
forsgg. Med en bedre fitning kunne vi forvente et bedre resultat.

Metode

I 70’erne gik man bort fra at anvende handtider til at benytte elektro-
niske tider. Dette har bevirket, at der er forskel pa tiderne alt efter, om
de er mélt elektronisk eller i handen. Handtiderne er en smule hurtigere
end de elektroniske tider ca. 24/100 sek. Nar der arbejdes med bade
nye og gamle tider, er man i folge Erik Laursen ngdt til at tage hgjde
for denne forskel. Vi har ikke korrigeret tiderne for de langere lgb, idet
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fejlen da er sa lille, at den-ikke her har stor betydning. Dette betyder
imidlertid, at de dataseet, vi arbejder med, er en blanding af handtider
og elektroniske tider. Generelt viser vores grafer ikke markante udsving
i de procentvise afvigelser, sa det er rimeligt at behandle tiderne pa den
made, vi har gjort.

Det er sandsynligt, at de metoder, vi har anvendt til beregninger, er an-
derledes end Kellers. Vi kender ikke Kellers valg af metoder til f.eks. at
finde r¢dder eller til at bestemme hjelpeparametrene. Den overordnede
metode, ma vi dog forvente, stemmer overens med Kellers. Dette kan
ses pa resultaterne i forseg 1 og forseg 2. I konstruktionen af graferne
for den gennemsnitlige hastighed har vi sveert ved at vurdere, hvordan
han har tegnet grafen i figur 2.5, idet vi skal gette konstruktivt pa
t1,t2 og A for nogle distancer, vi ikke kender. Lgsningen med at fitte et
polynomium igennem de beregnede punkter har vi fundet til at vare
en god made at fa tegnet grafen pa.

Lgsningen af det koblede ligningssystem er sket med Levenberg og
Marquardt-metoden [6]. Den giver gode resultater, hvis den far et godt
startgaet teet pa lesningen. Det vil sige, at metoden er fglsom overfor
startvaerdien. Det har voldt lidt problemer at gatte systematisk og
godt pa en gang, og det er typisk det, der har vaeret arsagen til, at vi
har afbrudt algoritmen ved fitningen af E, og o.

T,q1 er beregnet pa baggrund af de ikke afrundede verdier for parame-
trene, og 1 resultatmatricen er veerdierne opgivet i 8 betydende cifre.
Vi antager saledes, at der ikke er sket afrundinger af betydning.

Inden udfgrslen af beregningerne har vi ikke kendt veerdien af D.. Alli-
gevel har vi valgt, ligesom Keller har gjort, at dele lgbene op sadan, at
lgb nr. 1 til 8 er sprint og 9 til 22 mellemdistancer. De forskellige bud
pa D, og T, har ikke endret ved dette. Hvis flere lgb faldt ind under
type I eller type II, ville det have pavirket fitningen af parametrene og
derfor ogsa D. og T.. Kellers opdelinger i type I og II svarer ikke til de

officielle opdelinger i sprint og mellemdistancer?.

Det er ngdvendigt at forholde sig kritisk til vores afprgvninger. Fit-
ningsprocesserne er stoppet, hvor Ey er relativ lille, (typisk mindre
end 0.01, hvilket kan ses pa tabel 3.3). Men der er ikke fundet et egent-
lig minimum. Simplexmetoden, der er anvendt, giver ingen garanti for

et ahsolut minimum. Det er en risiko at falde i ot lokalt minimu

™y A
di1Uiisy VE

det er muligvis ogsa sket.

2Sprint : 0 til 400 m. Mellemdistance : 400 m til 3000 m. Langdistance : 3000
m til marathon.
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Fglgende er, hvad der kunne gores anderledes:

Vi kunne debugge alle vores programmer, og dermed have set efter fejl,
som kunne veaere opstaet undervejs. :

Derudover kunne vi have konstrueret 3-D grafer af (F,r,Ex) og for
(Eo,0,Ex). Derved kunne vi have geettet mere konstruktivt pa lgsnin-
gen og set, om vi ville risikere at falde i et lokalt minimum.

Vi kunne selv have skrevet alle algoritmerne og undgaet MatLabs funk-
tioner. Pa den made ville vi have mere kontrol over, hvad der skete.

Generelt er vi tilfredse med MatLab, men vi kunne have valgt en an-
den programpakke til at foretage de numeriske beregninger med. Et
alternativ kunne veere Mathematica.

Kellers formal og metode

Vi mener ikke, at Keller helt kan leve op til sit formal med at bestemme
den optimale lgbestrategi for konkurrencelgb. Vores vurdering er, at de
psykologiske faktorer er af stor betydning, nar det galder om at vinde
et lgb. Vi ved dog ikke, hvor stor betydningen er. Den psykologiske
faktor kan veere til fordel for lgberen pa den made, at man, nar man
far modstand af andre lgbere, presser sig hardere, end man ellers ville
have gjort. Det kan samtidig medfare, at lgberen glemmer at taenke sig
om med hensyn til-at spare pa krafterne, sa denne ikke kan gennemfare
lgbet optimalt. Det vil derfor veere sveert at fglge Kellers strategi til
fulde i et konkurrencelgb. Det vil kraeve, at lgberen kan ignorere det
psykologiske pres, der folger med omstandigheden at lgbe konkurren-
celgb. De fleste lobere lzegger en spurt ind i slutningen af et lgb, hvilket
begrunder denne konklusion. Derimod mener vi godt, at Kellers stra-
tegi kan ligge til grund for en mere personlig traning, hvor der alene
Igbes for at sla en personlig rekord.

Keller fitter sine parametre udfra et dataset sammensat af verdensre-
korder, der er sat af forskellige lsbere. Parametrene er saledes udtryk
for gennemsnitlige menneskelige fysiologiske stgrrelser hos topidraets-
folk. Hvis man gnsker at leegge en strategi for en enkelt lgber og for-
vente at kunne bestemme nogle konkrete vaerdier for hastigheden, bgr
modellen tilpasses den enkelte lgber. Det vil sige, at man pa baggrund
af de personlige rekorder, som lgberen har sat, fitter et s®t parametre,
der saledes gelder for denne.

Keller veelger at fitte sine parametre ad to omgange. Det er en praktisk
lgsning af dele problemet op i to mindre delproblemer, og matematisk
set er det oplagt. F' og 7 indgar i ligning (2.14) for de korte lgb, og
han velger saledes at fitte dem ud fra disse lgb. Det er kun i de korte
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Figur 5.1: Forandringer i gennemsnitshastigheden ved forskellige distancer
overfor @ndringer i hojden. Bemaerk, at skalaen er forskellig over og under
100 % hastighed ved havoverfladeniveauet. [3]

lgb, at der lgbes maksimalt frem, og 2 har mest betydning, nar der
acceleres hele tiden i disse lgb.

Tilsvarende valger Keller at fitte ¢ og Ey pa de lengere lgb. Para-
metrene her indgar i ligning (2.27), for disse lgb. Fysiologisk set lyder
det rimeligt, da det i folge JWH er her, at o er konstant. Ilten er som
forbreendingskilde forst vigtig dér (aerobe processer). Men Ey er mere
ulogisk. Maeengden af ilt tilstede i musklerne, ville vi forvente, blev
brugt op 1 lgbet af de forste sekunder og derfor have mest betydning i
de korte lab. Den er sa placeret her for at fordele antallet af parametre,
der skal fittes.

5.2 Perspektivering

For at seette vores problemstilling i perspektiv har vi undersggt hvilke

m ine af Lanl 1.1
undersggelser, der fandtes om emnet — meodellering af konkurrencelgh.

Der er bl.a. foretaget en undersggelse af hgjders indflydelse pa en lgbers
preestation [3]. Ud fra graferne i figur 5.1 kan vi se, at for de korte
lgb har hgjden en positiv virkning for hastigheden. Dette skyldes, at
energien nasten udelukkende stammer fra anaerobe processer. Det vil



5.2 Perspektivering | ' 65

sige, at der ikke er stor brug for ilt, og da luften er tyndere (jo hgjere
niveau over havoverfladen man kommer, des mindre ilt, er der tilstede
i luften), er luftmodstanden mindre. Men for de langere lgb, hvor
energien stammer fra aerobe processer - forbranding af ilt, giver det en
negativ virkning, i og med der er mindre ilt tilstede i luften.

Vi har ogsa stiftet bekendskab med undersggelser, der handlede om
at forudsige fremtidige rekorder. Der er en vesentlig prestige i at na
under en bestemt tid pa visse distancer. Eksempelvis taler man om den
sakaldte dremmemile. Inden 1954, hvor den blev lgbet pa 3.59 minutter
af Roger Bannister [19], var drgmmen at lgbe en mile pd under 4 min.
I dag ger man sig overvejelser om, hvornar i fremtiden man vil kunne
lgbe en mile pa under 3 min. Der er opstillet forskellige modeller, der
forsgger at forudsige dette. Forfatterne til artiklen [2] har det bud, at
rekorden vil blive slaet i ar 2172. Det vil dog krave sa stor endring i
de fysiologiske parametre, der indgar i deres model, at de ikke finder
det realistisk nogensinde for mennesker at udfgre.

Et videre arbejde med Kellers model kunne indbefatte, som Keller fo-
reslar i sin artikel, at modellen regnes igennem med kontrolteori. Vi
har arbejdet med, at en distance opdeles i tre intervaller, hvor modellen
for 0