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ABSTRACT:

Dimensionsanalyse er en metode, der kan anvendes til at finde proportio-
naliteter, nar man har en ide om hvilke fysiske stgrrelser, der indgar i et
problem. Ud fra kravet om dimensional homogenitet kan man opstille et
ligningssystem, hvis lgsning giver proportionaliteten mellem de indgaende
stgrrelser. Projektet indledes med en beskrivelse af grundlaget for dimen-
sionsanalyse, som udggres af stgrrelsesregning og enhedssystemets opbyg-
ning. Derefter gennemgées to metoder til dimensionsanalyse, Rayleighs me-
tode og Pi-teoremet, som er demonstreret ved hjzlp af et eksempel. Ek-
sempler er herefter brugt til at demonstrere brugen af dimensionsanalyse 1
forskellige sammenhange, specielt med henblik pa hvordan man ved passende
valg af enhedssystem kan optimere sin analyse. Sammenhangen mellem di-
mensionsanalyse og skalering er kort gennemgaet ved hjzlp af et simpelt
eksempel.




Forord

Neaerverende IMFUFA-tekst er oprindelig lavet som et meta-projekt pa fy-
sikuddannelsen pa RUC i efteraret 1993. Der er kun lavet mindre rettelser i
projektet for at lave denne tekst. Dette betyder, at nogle af de kapitler, som
i projektet er med for at opfylde studieordningen, ikke har den store relevans
for denne tekst. Dette er fortrinsvis kapitel 5 og kapitel 6.

Ud over at introducere til dimensionsanalyse, haber vi at teksten kan vere
med til at give en stprre forstielse for betyningen af st¢rrelsesregn1ngen i
fysikken. Ellers er der bare at s1ge God lasning.
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Indledning

Hvad er dimensionsanalyse? Man kan forestille sig flere svar pa dette
spergsmal: '

e En metode til at undersgge om enhederne i en fysisk ligning stemmer?
e En metode til at finde sammenhange mellem fysiske stgrrelser?

" o En metode der bruges i forbindelse med skalering 1 modelforsgg?

Alle svarene er rigtige. Dimensionsanalyse er det man ggr nar man regner
udelukkende pa stgrrelsers dimensioner. Det bruges ofte til at foretage en-
hedstjek, og det betragtes ofte som tvivisomt, ligefrem at forsgge at udlede
nogle sammenhenge udelukkende ud fra nogle stgrrelsers dimensioner, fordi
det er vanskeligt at argumentere for resultatets validitet.

Dette projekt er et forspg pa at lave en “menigmands guide” til dimensions-
analysens mange aspekter, til brug for lerere og studerende pa IMFUFA.
Projektet forsgger at komme hele vejen rundt om metoden, startende med
grundlaget for metoden; stgrrelsesregningen og enhedssystemet, og sluttende
med at kigge neermere pa hvordan metoden virker, samt hvor i fysikken den
anvendes. Hele vejen igennem lagges der vagt pa en gennemgang v.h.a.
eksempler.

Det der ggr dimensionsanalysen til en unik og interessant metode i fysikken,
er dens abenlyse, men alligevel vanskeligt gennemskuelige, sammenhang med .
enhedssystemet.” I dag betragtes enhedssystemet som noget “der bare er
der”. Men ideen om et konsistent enhedssystem er fprst opstaet for ca. 100
ar siden, og det udseende Sl-systemet har i dag er i hgj grad fastlagt ud
fra konventioner. Dimensionsanalysens sammenhang med enhedssystemet i
fysikken, ggr det ngdvendigt at arbejde med selve grundlaget for fysikken,
nemlig stgrrelsesregningen, som kan betragtes som fysikkens sprog.

Projektet er skrevet pa 1.modul af fysikuddannelsen pa Roskilde Universi-
tetscenter. Projektet er et meta-projekt; “om fysik”. Dette opfyldes gennem
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2 : INDLEDNING

at se pa metoden i alle dens aspekter i fysikken, og ikke blot gennemga de
tekniske detaljer. Vores tilgang til at skrive “om” dimensionsanalysen har
veret at undersgge metoden “indefra og ud”, hvilket er afspejlet i projektets
umiddelbare vagtning af netop de tekniske detaljer.



Kapitel 1

Stgrrelsesregning og
enhedssystemer

For-at kunne anvende dimensionsanalyse til mere end rent simple formal,
er det en fordel at have et vist indblik i to af fysikkens begrebssystemer,
nemlig stgrrelsesregningen og enhedssystemet. Disse vil blive gennemgaet i
det fglgende kapitel.

1.1 Matematificering af fysikken og indfg-
relsen af stgrrelsesregning |

Oprindelig var fysik ikke en videnskab med den staerke tilknytning til ma-
tematik som vi kender idag. Den fysiske teenkning foregik i hgj grad pa et
retorisk og kvalitativt plan. Enkelte isolerede grene af fysikken var dog tidlig
matematificerede. F.eks. skriver Jan de Boer (1988), at allerede grakernes
astronomi var rent matematisk. Et andet kendt eksempel pa tidlig anvendelse
af matematik, er Galileis formuleringer af lovene for frit fald og projektilba-
ner. Men indtil begyndelsen af det '19.arhundrede, var matematificeringen
hovedsageligt koncentreret omkring mekanikken. Derefter skete der for alvor
en matematificering af store dele af fysikken, som dannede baggrunden for
klassiske teoretiske fysisk (ibid).

I forbindelse men en kvantificering af fysikken indfgrtes enheder pa de malte
stgrrelser. De anvendte enheder var da bade en ngdvendighed og en begraens-
ning, da ligninger kun blev skrevet til at galde i bestemte enheder (de Boer,
1988). Da der samtidig fandtes et vaeld af forskellige nationale og personlige
enhedssystemer, kan dette i nogen grad have heemmet fysikkens udvikling.
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4 KAPITEL 1. STORRELSESREGNING OG ENHEDSSYSTEMER

Efterhanden skete der dog en ensretning hen imod det franske metersystem
(MGS), som blev indfgrt kort efter den franske revolution. Dette blev det
forste skridt pa vejen mod en generel formulering af fysiske lovmaessigheder.

1.1.1 Fysiske stgrrelser

Den fgrste formelle definition af begrebet fysisk stgrrelse bliver ofte tilskrevet .
Maxwell (Stille, 1955 og de Boer, 1988), som i sin “Treatise on electricity and

magnetism” fra 1873 beskriver en fysisk stgrrelse (quantity) som bestaende

af to komponenter: Et navn pa en standardreference, og en talstgrrelse, som

beskriver det antal gange standarden skal regnes for at fa den gnskede stgr-

relse. Den formelle definition af en fysisk stgrrelse bliver af Wallot i 1922

skrevet som (Stille, 1955):

A = {A}[A]

hvor {A} er en talvaerdi og [A]. er en enhed af samme “art” som stgrrelsen
A. [A]. betyder en vilkarlig enhed med dimensionen [A). Enheden angiver
en referencemangde af den bemeldte fysiske stgrrelse, og talvardien hvor
mange gange man skal tage referencen for at fa stgrrelsen.

Dimensionen er en generalisering af enheder, f.eks. er leengde [L] en di-
mension, og meter et eksempel pa en enhed med dimensionen leengde. Den
umiddelbare fordel ved at regne med fysiske stgrrelser er, at en ligning bliver
uafhangigt af valget af enhedssystem. Det gzlder nemlig at:

A = {A}[Ale = 1/z{A}=[A].

hvilket betyder, at man kan benytte enheden z[A]. istedet for [A]., mod at
benytte {A}/z som talveerdi. En sddan endring kaldes en enhedstransfor-
mation. F.eks. er 10 meter = 1000 centimeter. Indfgrelsen af stgrrelser ggr
de fysiske ligninger uafhzngige af enhedssystem, pa samme made som vek-
torer g¢r ligningerne uafhangige af koordinatsystem. Det kreever blot at de
to enhedssystemer er koherente.

Et par ord om notation: Formen Dim[A] bruges ofte for at angive dimen-
sionsformlen for stgrrelsen A. Vi anvender ikke formen Dim[A], men bruger
udelukkende harde paranteser, ogsa omkring dimensioner opskrevet i funda-
mentale dimensioner, hvilket ikke er en konvention, som alle benytter.

1.1.2 Fundamentale og afledede dimensioner

NAar man skal definere dimensionen for en stgrrelse, har man to muligheder:
Enten kan man velge at dimensionen skal veere fundamental eller ogsa skal
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den veere afledet. Fundamentale dimensioner er kendetegnet ved at vaere uaf-
haengige af alle andre dimensioner. Det betyder, at mens en afledet dimension
endrer sig, hvis der bliver &ndret pa de fundamentale dimensioner, s& sker
der ikke noget med en fundamental dimension, hvis der bliver andret pa de
andre. De fundamentale dimensioner valges ofte siledes, at det er muligt at
fastlegge en referencestgrrelse man direkte kan sammenligne med. I meka-
nikken benyttes ofte de tre fundamentale dimensioner lengde [L], tid [T] og
masse [M], da det er bekvemmeligt at kunne fastlzegge referencestgrrelser for
disse dimensioner. Dimensionerne for andre stgrrelser kaldes afledede dimen-
sioner og defineres ud fra de fundamentale dimensioner. Hastighed, f.eks. er
defineret som: R

1di}{1].

dt =@ (1)
_ -

hvor [V] er dimensionen af hastigheden v. Ligningen 1.1 er definitionslignin-
gen for den fysiske stgrrelse hastighed, mens 1.2 angiver dimensionsformlen
(ofte bare benzvnt dimensionen) for hastighed (Massey, 1971, s.51). Ofte
sattes den numeriske faktor ¢ = 1. Et enhedssystem hvor alle numeriske
konstanter er lig 1 kaldes for koharent. Det gelder at man kan skifte mellem
to kohzerente enhedssystemer uden at zndre de numeriske konstanter 1 de
fysiske ligninger.

- Hvilke dimensioner der velges som fundamentale, og hvilke der valges som
afledede er ikke naturbestemt. Der er ingen grund til at en hvilken som helst
dimension ikke kan velges som fundamental dimension. Dog skal det helst
veere muligt at skabe en praktiske anvendelig referencestgrrelse. Fra et rent
praktisk synspunkt vil det vaere uhensigtsmaessigt at valge dimensionen for
massefylde [M L~3] som fundamental dimension, da en given massefylde ikke
direkte kan sammenlignes med en standardmassefylde. Derimod kan kraft

godt veelges som fundamental dimension, da det er muhgt at sammenligne
krafter direkte (Massey 1971, s.49)..

1.1.3 Dimensional homogenitet

Som det kan ses, har symbolerne for fysiske stgrrelser, en udvidet betydning
i forhold til den betydning der ligger i simple matematiske symboler. Det
betyder ogsa at den almindelige algebra ikke geelder for regning med fysiske
storrelser. Addition, subtraktion eller lighed af to stgrrelser har kun me-
ning, hvis de to stprrelser har samme dimension. Det fgrer til kravet om
dimenstonal homogenitet i stgrrelsesligninger, som siger, at hvert led i en
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ligning skal have samme dimension.” Fourier den fgrste til ‘at kreeve dimen-
sional homogenitet i sine ligninger i begyndelsen af det 19. &rhundrede (de
Boer, 1988). Dimensional homogenitet er dog ikke nogen garanti for at to
stgrrelser er ens, da to afledede stgrrelser kan have samme dimensionsformel.
Et eksempel fra SI-systemet er kraftmoment og energi, hvor det geelder at
[r] = [E] = [ML*T"?].

Kravet om dimensional homogenitet er ikke helt sa simpelt, hvis man til-
lader transcendentale funktioner. Transcendentale funktioner er en feelles
betegnelse for funktioner, der ikke kan gives ved et algebrarisk udtryk kun
bestaende af variable og konstanter. Eksempler pa transcendentale funktio-
ner er: trigonometriske-, hyperbolske-, logaritme-, eksponentiel- og bessel-
funktioner. Den normale konvention blandt fysikere er, at man undgar at
benytte transcendentale funktioner pa stgrrelser med dimension, da det ikke
er muligt at fortolke en fysisk mening af udtryk som f.eks. e!'%**:. Normalt
vil man komme udenom problemet ved at dividere med en karakteristisk
stgrrelse med en tilsvarende dimension f.eks. e'%¢k-/% og p& denne made
opna en dimensionslgs stgrrelse.

P.g.a. de anderledes regneregler for f.eks. logaritme funktioner er det muligt
at omskrive fysiske ligninger til en form, sa de umiddelbart ser ud til at vaere
i modstrid med bade kravet om at den variable i en transcendental funktion
skal veere dimensionslgs, og kravet om dimensional homogenitet. F.eks. kan
udtrykket for bevaegelse med jaevn acceleration skrives som:

Ins=Ina+2Int-In2 (1.3)

Omend det er en rodet opskrivning er den dog fuldt ud analog til:

s 1
In— =0& s = ~at?
%at2 2

Hvilket igen er akvivalent til den normale fysiske ligning. Sa vi ma kon-
kludere, at kravet om dimensional homogenitet er opfyldt for formel 1.3.
Alligevel vil vi advare kraftigt mod at anvende trancendentale funktioner pa
fysiske stgrrelser. En af begrundelserne, er den fuldstandige mangel pa kon-
vention omkring notation, nar det gezlder en enhed, der har vaeret “udsat”
for en trancendental funktion.

1.1.4 Konstanter

Man kan tale om to typer ligninger i fysikken: Definitionsligninger og empiri-
ske ligninger. En definitionsligning er en ligning, som definerer en ny afledet
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stgrrelse ud fra andre afledede eller fundamentale stgrrelser. Et eksempel er
definitionen af kraft, F' = Kma. Stgrrelsen kraft er normalt defineret saledes
at konstanten K = 1, og dermed dimensionslgs, og man skriver F = ma. |
empiriske ligninger kraeves ofte en dimensional konstant, for at kravet om
dimensional homogenitet er opfyldt. Et eksempel er den universelle gra-
vitationskonstant G i massetiltraekningsloven, som har dimensionsformlen
[G] = [M~'L3T~?]. Man kunne have valgt omvendt, siledes at massetil-
trz-nknmgsloven var definitionsligningen for kraft, og saledes have sat G = 1.
Dette havde sa kreevet en dimensional konstant i bevaegelsesligningen, som
sa ville hedder: F = Kma, hvor [K] = [ML~3T?].

1.2 Enhedssystémets udvikling

For at belyse hvilke krav_der stilles til et enhedssystem, vil vi give en kort
historisk gennemgang af udviklingen af enhedssystemerne. :

Det var fgrst i slutningen af det 19. arhundrede, at man udviklede det fgrste
_overordnede enhedssystem: CGS, med centimeter, gram og sekund som de
fundamentale enheder, og de andre mekaniske enheder som afledede enheder
af de fundamentale. Det betpd at man for fgrste gang havde en formel
baggrund for at omregne enheder, ikke bare fra en leengde til en anden, men
feks. fra energi til kraft gange leengde.

P& samme tid opstod behovet for en udvidelse af enhedssystemet til ogsd at
omfatte de nyere fagomrader, som elektromagnetismen og termodynamikken.
I fgrste omgang fastholdt man, kun at have de tre mekaniske grundenheder
fra CGS som fundamentale, og benyttede sé to forskellige definitionsligninger
for elektricitetsleere og magnetisme, hvilket gav to forskellige overbygninger
pa CGS-systemet:. ESU (ElektroStatic Units) og EMU. (ElektroMagnetic
Units). ' '

ESU er defineret ved, at man satter konstanten i Coulombs lov til 1, og
bruger den til definitionsligning for ladning:

lg] = [\/ﬁ] = [L3/2M1/2T‘1]

EMU er defineret ved at benytte en analogi til.Coulombs lov for kraften
" imellem to magnetiske monopoler, med konstanten 1, som definitionsligning:

M1M2 =

r2

F=
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[M] = [\/F‘_r_'E = [L3/2M1/2T_1]

Der var to problemer ved ESU og EMU. Det ene var, at der opstod ikke-
heltallige potenser af de fundamentale mekaniske enheder. Det kan sagtens
lade sig ggre at-definere enhedssystemer, hvor det er helt indlysende at de
afledte enheder ma indeholde brgker af de fundamentale. Hvis vi f.eks defi-
nerer areal som en fundamental dimension og ikke laengde, hvilket der ikke
er noget der forbyder os, vil [L] = [A'/?]. Men der var alligevel folk som
W. Williams (1892)', som mente, at s lenge (L], [M] og [T] var valgt som
fundamentale dimensioner, var det de mest fundamentale dimensioner man
havde, og det gav derfor ingen mening at snakke om disse stgrrelser i ikke-
heltallige potenser. Bridgman (1922) derimod mener, at det er lige sa logisk
som at have negative potenser. Et andet og langt alvorligere problem var at
ESU og EMU blev benyttet samtidigt. Dette medfgrte at en fysisk stgrrelse
kunne have to forskellige dimensioner, hvilket gav problemer for bl.a. dimen-
sionsanalysen. Hvis man benytter bade ESU og EMU i forbindelse med CGS
er det ikke leengere et konsistent enhedssystem.

Disse problemer fgrte til en diskussion af hvor mange fundamentale dimensio-
ner, man skulle definere for de mekaniske og elektromagnetiske fagomrader.

1.2.1 Valg af fundamentale dimensioner

Ligesom det er arbitreaert hvilke dimensioner der bliver valgt til at vere fun-
damentale, er det formelt set ogsa arbitreert, hvor mange der defineres som
fundamentale (Massey, 1971). Men her kommer der ogsa visse praktiske
hensyn i spil. Hvis man benytter fa fundamentale dimensioner, vil der ikke
vaere sa mange oplysninger indeholdt i dimensionen af en stgrrelse opgivet i
fundamentale dimensioner, da der sa vil vaere mange forskelligartede fysiske
stgrrelser med sammen dimension. Hvis man derimod velger mange fun-
damentale dimensioner, vil relationerne mellem de forskellige stgrrelser blive
slgret af en maengde af dimensionale konstanter. I yderste konsekvens galder
det, at hvis alle dimensioner er defineret som fundamentale, vil det slet ikke
vaere muligt at regne med dimensioner, da de alle er uafhangige. Der er ogsa
fysikere, der gir taet pa en anden yderlighed idet de kun opererer med én
fundamental dimension.

Nar det nu har vist sig at antallet af dimensioner er arbitrart, gzlder det
om at foretage det mest praktiske valg. Det mest naturlige er at lade de
enkelte fagomrader definere hver en fundamental dimension, da man derved
slipper for at benytte mindre generelle udtryk som definerende ligninger (se

lfplge Bridgman (1922).
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abel 1.1: Wallots model for antallet af funda tale dimensioner

Fagomrader . Antal dimensioner
Geometri ‘ ‘ 1
Mekanik (geometri, kinematik og dynamxk) 1 3
Mekanik og termodynamik 4
Mekanik, termodynamik og elektromagnetisme 5
Mekanik, termodynamik, elektromagnetisme

og fotometri : : 6

tabel 1.1). Indenfor mekanikken og elektrodynamikken er der 4 omrader:
Geometri, kinematik, dynamik og elektromagnetisme (Wallot, 1957). Der-
for ville det mest naturlige vere, at have 4 fundamentale dimensioner til
at dakke disse omrader, og ikke kun 3, som man havde med CGS. Hvis
man derimod betragter elektricitet og magnetisme som to forskellige fano-
mener, vil det kraeve en selvsteendig dimension for magnetisme. Ifglge denne
tankegang vil det veere unaturligt at have selvsteendige dimension for bade
elektricitet og magnetisme, hvis man beskriver dem som samme faenomen. -
I termodynamikken valger man som regel temperatur som fundamental di-
mension, men der kunne vere omrader, hvor det var gnskeligt at at bevare
temperatur som en afledet dimension. Den fundamentale dimension for fo-
tometrien, stralingsintensitet med en bestemt fordeling, star lidt udenfor de
andre. Da det er de ferreste fysikere, der beskaftiger sig med problemstil-
linger, hvor denne dimension er brugbar, er der ingen udtryk der forbinder
denne dlmensmn til de afledede dlmensmner mdenfor andre fagomrader

1.2.2 SI-systemet

Det blev efterhanden klart, at man havde et behov for at indfgre et nyt en-
hedssystem, der opfyldte kravet om bade at vare konsistent og koherent.
Derfor nedsattes i 1947 et udvalg, der bl.a. skulle udarbejde et nyt enhed-
system (de Boer, 1989). Dette fgrte til indferelsen af SI-systemet, bestaende
af de syv enheder meter, sekund, kilogram, Kelvin, Ampere, mol og candela.
Valget af disse fundamentale enheder falder godt i trad med Wallots systema-
tiske opstilling. Indfgrslen af mol som fundamentale enhed strider dog mod
Wallots tankegang. Det hanger sammen med at mol er en noget anderledes
enhed end de andre, da mol i hgjere grad er et tal end en egentlig enhed. Mol
blev formodentlig indfgrt med det formal at have et koherznt enhedssystem
med rimelige stgrrelsesordener for bade mikro- og makroskopiske problem-
stillinger. Candela er defineret som intensiteten af lys udstralet vinkelret fra
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et areal pa 1/60000 m? ved perfekt sortlegeme straling, ved frysepunktet af
rent platinium ved en atmosfaeres tryk (101325 Pa). IHglge denne definition
er candela ikke formelt en fundamental enhed, idet den er afhengig af val-
get af andre fundamentale enheder, men man har af praktiske arsager valgt
at ga bort fra den tidligere definition af candela ved hjelp af et standard
stearinlys, da det medfgrte for store usikkerheder.

Det har veeret overvejet at lave @ndringer af SI-systemet, bl.a. at ggre vinkel
til en fundamental enhed, men det blev vurderet at ulemperne langt over-
stiger fordelene herved (Hgjgaard, internt notat). Men i det store hele er
debatten om andringer af SI-systemet forstummet, og der er intet der tyder
pa at det vil blive andret forelgbigt, bl.a. fordi selv de mindste &ndringer
satter et keempe maskineri igang.

1.3 Hvorfor stgrrelsesregning?

Efter nu have gennemgaet stgrrelsesregningen og set baggrunden for det kon-
sistente enhedssystem, kan man indvende, at stgrrelsesregningen dybest set
er triviel, og kun god som metode til at checke udregninger gennem kravet
om dimensional homogenitet. Den store styrke der ligger i at anvende stgr-
relsesregning er dog, at man er blevet istand til at skrive generelle ligninger
for naturlige feenomener, der er uathengige af valget af enheder. Ydermere
skal man ikke overse den kvalitative, og til dels ogsa kvantitative, beskrivelse
af en fysisk stgrrelse der ligger i dimensionsformlen. Den information, der
ligger i dimensionsformlen abner muligheden for to stzerke metoder, nemlig
dimensionsanalyse og modelforsgg, hvor vi i det fglgende vil koncentrere os
om den fgrste.

I gennemgangen af baggrunden for enhedssystemer har vi set, hvorledes et
system der kun bygger pa de tre mekaniske grundenheder (CGS) ikke rig-
tigt magtede at beskrive resten af fysikken tilfredsstillende, og antallet af
fundamentale enheder blev derfor udvidet til 7 i SI-systemet. Det er igvrigt
blevet klart, at et enhedssystem ikke er naturgivent, men i hgj grad arbitreert,
og det udseende som Sl-systemet har i dag, i hgj grad skyldes “praktiske”
overvejelser. :



Kapitel 2
Dimensio‘nsanalyse

Dimensionsanalysen er ikke en sarlig gammel metode. Vi har fgrst set den
beskrevet i begyndelsen af dette drhundrede, bl.a. af Rayleigh (1915), som
ogsa benzvner metoden “The Principle of Similitude”. Han skriver:

“It happens not infrequently that results in form of “laws” are
put forward on the basis of elaborate experiments, which might
have been predicted a priori after af few minutes consideration”

Med “a few minutes consideration” mener han altsa gennem dimensions-
analysen. Metoden er specielt blevet forbedret af Buckingham (1914) med
pi-teoremet, som er en generel metode til dimensionsanalyse. Metoden blev
hurtigt alment accepteret, og Bridgmans vark: “Dimensional analysis” fra
1922 anses for autoritativt pa omradet.

Dimensionsanalyse bliver ofte anvendt i en simpel form, uden at der ggres
rede for det formelle fundament for metoden (f.eks. Smith 1990, eller Sgren-

sen, 1979). Ydermere har man ofte den fornemmelse, at metoden kun kan-

bruges til at vise noget man godt ved i forvejen. Vi vil i en gennemgang
af teori og eksempler, vise metodens generalitet, samt hvorledes metoden
bygger pa sproget i fysikken, nemlig stgrrelsesregningen. Men fgrst vil vi
 opstille det teoretiske fundament for anvendelse af stgrrelsesregningen i di-
' mensxonsanalyse Vi anvender to metoder: Rayleighs metode, som fortrinsvis
anvendes pa simple problemstillinger, samt Buckinghams metode, ogsa kal
det pi-teoremet, som er en mere formaliseret metode.

11
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2.1 Teorien for simpel dimensionsanalyse

Dixhensionsanalysen benytter kravet om dimensional homogenitet til at un-
dersgge, hvorledes en given stgrrelse afhenger af andre givne stgrrelser. For-
melt gnsker man at finde den funktion, ¢, hvor det gelder at:

Q = ¢(Q1a QZ’ Q3a oo ’Qn)

hvor Q er den stgrrelse man gnsker at finde og Q; er de stgrrelser, som Q me--
nes at afhznge af. Det kan vises, at denne funktion altid vil veere et potens-
produkt af de indgaende stgrrelser multipliceret med en konstant. Det geel-
der nemlig, at enhver funktion kan skrives som en Weierstrass-approximation
(Massey, 1971 s.55):

¢(Q1’ Qz’ een, Qn) P kl(QtlluQ;n . Q?lln) + kz( ?anzz .. Q;?n) +
cee 4 km(Qf;mIngz .o szn)

hvor ky, k2,..., kn er dimensionslgse konstanter. Da den dimensionale ho-
mogenitet skal vaere opfyldt, ma hvert led i approximationen have samme
dimension, hvilket medfgrer at eksponenterne ma vare ens sa leenge Q-erne
er uathangige, altsd a;1 = @21 = -+ = @1y 2Gm1 = CGmz = *+* = Ay,
hvorefter @ kan skrives:

Q= k(QyQ7 - Q)

Eksponenterne a;,a,,...,a, kan bestemmes ud fra kravet om dimensional
homogenitet i ovenstdende ligning. Det eneste der ikke kan besternmes er
den dimensionslgse konstant, k.

2.1.1 Eksempel 1: Hastighed af dybvandsbglger

Som en illustration af et problem der kan lgses v.h.a. simpel dimensionsa-
nalyse, vil vi forsgge at finde hastigheden af dybvandsbglger. Vi starter med
at opremse de stgrrelser, der har betydning for hastigheden af vandbglger.
Fgrst er der bglgelzngden A, med dimensionen [L]. Det der skaber bgl-
gerne er tyngdekraftens virkning pa vandet. Vi kan derfor skrive yderligere
to stgrrelser op, nemlig massefylden af vandet, [g] = [ML™3], samt tyngde-
accelerationen, [g] = [LT~?]. Vi ser bort fra vanddybden, da vi kigger pa
bglger der beveeger sig pa sa dybt vand, at vanddybden ikke har betydning.
Ydermere antager vi at bglgelengderne er sa store, at effekter hidrgrende fra
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overfladespzndingen ikke bergrer problemet. Vi far sa, at dimensionen for
vandbglgernes hastighed kan skrives som:

[v] = [Ae’g7]
hvis dette sk;ives 1 fundamentale enheder fas:
[LT') = [L]P[ML™3PILT %)

ud fra dette kan der opstilles tre ligninger med tre ubekendte:

L: 1= a-3b+c
T: -1= -2
M. 0= b

Heraf fas: a = %, b=0ogc= 3. D.vs. at vores analyse viser, at massefylden
ikke indgar i problemet alligevel. Vi kan sa skrive hastigheden som:

v X \/X_(; (2.1)

Det ses af (2.1), at hastigheden af dybvandsbglger er proportionai med kva-
dratroden af bglgeleengden. Den analytisk beregnede hastighed for dybvands-
bglger, er for store bglgeleengder givet ved:

Ag
"=Var
Den numeriske faktor 1/1/(27) bliver altsa ikke fundet ved dimensionsanaly-
sen. Normalt vil de numeriske faktorer vaere af stgrrelsesordenen 10°, da de
pa grund af enhedssystemets opbygning ofte vil bunde i geometriske forhold.

Det er allerede pa dette tidspunkt klart, at validiteten af resultatet af dimen-
sionsanalysen er totalt afhangig af de udgangsbetingelser, der blev taget i
starten af analysen. Hvis vi glemmer at tage en stgrrelse med, som har be-
tydning for systemet, er det ikke muligt at opna det rigtige resultat pa nogen
made. Ligeledes vil det ikke veere muligt, at finde en entydig lgsning ved
hjelp af simpel dimensionsanalyse, hvis vi medtager for mange indgaende
stgrrelser. Hvis vi f.eks. ikke havde kigget pa dybvandsbglger, havde det
varet ngdvendigt at medtage vand dybden, og ville ikke vide hvordan vi
skulle handtere de to leengder. Det er selviglgeligt ikke hensigtmaessigt, at
det er ngdvendigt at kigge pa sadanne idealiserede tilfzlde, og derfor vil nu
introducere nogle metoder, der kan handtere flere dimensionslgse stgrrelser.
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-2.2 Rayleighs metode

Da mere interessante problemstillinger, end det vist i eksempel 1, oftest har
flere indgaende stgrrelser end antallet af fundamentale enheder vil vi fremover
koncentrere os om disse tilfzlde. En metode til at lgse sddanne problemer er
Rayleighs metode (se f.eks. Rayleigh, 1915). Metoden illustreres lettest med
et eksempel pa lgsningen af en opgave:

2.2.1 Eksempel 2a: Hastighed af regndraber

Vi gnsker at finde den terminale hastighed, som en kugleformet regndrabe
opnar ved fald i et tyngdefelt. Draben pavirkes af to modsat rettede kreef-
ter: Tyngdekraften, Fiyngse = mg og en gnidningskraft med luften, Fy,.q.
Gnidningskraften afhaenger af drabens radius, r og af drabens hastighed, v.
Ydermere afhzenger den af nogle materialespecifikke parametre for luften.
Hvis luften regnes for usammentrykkelig, er de eneste ngdvendige matriale-
specifikke parametre masseteetheden, g og viskositeten 7. Det ma endvidere
gelde at regndrabens hastighed er konstant nar Fiyngge — Fynia = 0. Ud fra
dette opstilles et udtryk, der sikrer dimensional homogenitet:

[mg] = [*r%e'n*] =
[v] = [r*e’(mg)n’] (2.2)

hvor w, z, y og z samt a, b, c og d er konstanter. Bemark at vi bevarer
antagelsen om at m og g optraeder i samme potens, da de begge kun indgar i
tyngdekraften. Ved indsattelse af fundamentale dimensioner fra SI-systemet
i2.2 fas:
[LT') = [L)P[MLPMLT Y [MT L)
Dette giver anledning til fglgende tre ligninger med fire ubekendte:
L: 1= a—-3b+c—-d

T: ~1= —2c—d
M: 0= b+c+d

Tre ligninger med fire ubekendte kan ikke lgses entydigt. Men lgsningen kan
udtrykkes med en fri parameter. Det vil sa give (udtrykt ved ¢) a = —1,
b=c—-1o0gd=1-2c Ved indsattelse i (2.2) kan hastigheden udtrykkes

som: e
-1 _¢c-1 ¢, 1-2¢c __ __'_’_ w
vocrT g (mg)n —rg(ng)
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Siledes at vi har ét produkt uden c¢ i potenserne og ét produkt med et
vilkarligt ¢ i potenserne. Den generelle lgsning bliver da:

n ((mge\” | [(mge\” mgo\™\ _ n , (mge
m () + () e (5) ) = e () o

hvor ¢ er en ukendt, vilkarlig funktion.

v

Selv om vi stadig ikke har en eksakt formel for hastigheden, da det kun er
en proponalitet vi har fundet og ¢ er ubestemt, har vi dog reduceret det
oprindelige problem med fire variable, til et problem som kun afhznger af
en ukendt konstant, tre stgrrelser i et kendt forhold og en ukendt funktion
af en dimensionlgs stgrrelse. Udtrykket (2.3) indeholder altsid en del mere
information end den viden, at hastigheden afhznger af de fire stgrrelser, vi
lagde ud med. I tilfeeldet ¢(x) = = fas:

.. mg .

v o _ (2.4)
Det ses, at luftens massefylde forsvinder, mens luftens viskositet domine-
rer. Dette tyder pa udelukkende laminar strgmning, hvor energien gar til
gnidning. Dette svarer til Stokes lov, som siger at for lave hastigheder er
gnidningskraften proportional med hastigheden gange viskositeten. I tilfeel-

det ¢(z) = /7 fas:

T 0
Her forsvinder viskositeten, og massefylden af luften dominerer. Det sker ved
hgje hastigheder, hvor turbulens dominerer, og drabens potentielle energi
bruges til at stte luften i beveegelse. I omridet mellem disse to greenser -
hersker der en blanding af laminar og turbulent strgmning. Den precise
sammenhang ma fastlaegges eksperimentelt. '

2.3 Pi-teoremet

Pi-teoremet er ogsa kendt under navnet Vashys teorem, Buckinghams metode
eller den generelle metode.

Pi-teoremet er en formalisering af Rayleighs metode. Rayleighs metode fore-
kommer at vere intuitiv, og man vil ofte ubevidst anvende denne i tilfelde,
hvor antallet af indgdende storrelser ikke.vesentligt overstiger antallet af
fundamentale dimensioner. I de simple dimensionsanalyser har Rayleighs
metode derfor sin fordel. Pi-teoremet giver fundamentet til en mere strin-
gent formaliseret analyse. Men selv om dimensionsanalysen metodisk gribes
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anderledes an ved anvendelse af pi-teoremet, giver det ikke divergerende re-
sultater, og man er ikke med pi-teoremet i stand til at lgse problemer, der
ikke lader sig lgse ved Rayleighs metode (Massey, 1971 s.63).

Pi-teoremet gar ud pa at reducere antallet af ligninger og ubekendte inden
selve ligningssystemet lgses. De indledende mangvrer er identiske med Ray-
leighs. Ferst findes de relevante fysiske stgrrelser. Derefter udvaelges et ngd-
vendigt og tilstraekkeligt antal uafhangige stgrrelser ud, saledes at de danner
en base for dimensionerne af de indgaende stgrrelser. Ud fra basen er det sa
muligt at danne dimensionerne af de gvrige stgrrelser. At basen skal veere
uafheengig betyder, at det ikke ma veere muligt at konstruere en dimensions-
lgs storrelse af basen. Det er uhensigtsmaessigt at valge den stgrrelse man
gnsker at finde som en del af basen. For i sa fald, er det ikke muligt at isolere
denne stgrrelse hvis der optraeder flere dimensionslgse stgrrelser. Desuden er
det oftes tilradeligt at valge storrelserne med de simpleste dimensioner for
basen. Man har altsa en situation med m variable som beskriver et fysisk
fenomen: -

¢(Dla027---aDkan)Q2,""9Qm—k)=0 (25)

hvor de fgrste k variable (Dy, D,,..., D;) er uatheengige (basen), mens de
resterende (m — k) variable @, Q2,...,Qm-x er afledede stgrrelser af basen.
Pi-teoremet siger da at man, frem for at betragte ¢, kan ngjes med at be-
tragte en funktion af (m — k) dimensionslgse stgrrelser. Disse dimensionslgse
stgrrelser kaldes pi-erne (“pi” for produkt). Vi vil ikke her vise teoremet,
men ngjes med demonstrere den metode som teoremet danner grundlag for.

Hvert pi konstrueres ud fra basen, samt én stgrrelse udenfor basen:
Mg, = (DY DZ? -~ Di*)

Hvor ay, a3, ...,ax er entydigt bestemt, nar det skal vare opfyldt at Ilg,
er dimensionslgst: [[Ig,] = [1]. Dette fglger af at enhederne i basen er
uafhzngige af hinanden. Funktionen i ligning 2.5, kan da erstattes af en
anden funktion, ¢;:

¢1(D1,D2,. . -’Dk,nQnHQn” "HQm—k) =0

og idet alle de uathangige variable indgar i pi-erne, siger pi-teoremet (Buc-
kingham, 1914), at ¢; kan udtrykkes som en funktion udelukkende af disse:

¢2(H01’ an, ves HQm—h) = 0

@nsker man nu at finde en udtryk for en af de afledede stgrrelser som funktion
af de gvrige kan denne isoleres i udtrykket og man far f.eks.:

@1 x DT D;% ... D * ¢s(Ilg,,...,Mq,._,)
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Et eksempel der illustrerer dimensionsanalyse ud fra pi-teoremet vil veere pa
sin plads her. Som eksempel vil vi bruge regndrabens hastighed. Ikke fordi
det forventes at give et andet resultat end tidligere, (tveertimod, forventer vi
at se det samme som fgr) og heller ikke fordi det vil give en simplere analyse
at benytte pi-teoremet her; men for at illustrere gangen i analysen, bruger vi
endnu engang eksemplet med regndraben. '

2.3.1 Eksempel 2b: Hastighed af regndrdber

De relevante stgrrelser der ma indga er vist i tabel (2.1).

‘Tabel 2.1: De indgéendé stgrrelser og dere#_(iipensioner

: * | -dimension

Stgrrelse |symbol{M L T
Drabens hastighed v {0 1 -1

.| Tyngdeaccelerationen g- 0 1 -2
Drabens radius ‘ r 0 1 0
Drabens masse m 1 0 0
Luftens viskositet n 1 -1 -1

| Luftens densitet 0 1 -3 0

Disse stgrrelser kan udtrykkes ved grundenhederne M, L og T, og uanset
hvilken basis man velger, skal den derfor besta af tre uafheaengige storrelser.
Hastigheden ma ikke indga i basen, da det jo er hastigheden vi vil finde i
sidste ende. Vi velger nu 75, g og r som base, og skal danne tre dimensionslgse
stgrrelser af de resterende. Fgrst findes II,:

) = [LT ML T [ML3P[L) = (1]
nar dette lgses fas a = —1,b=1o0gc=1, og dermed

r
H.,=vg—
n

Pa samme vis findes I,
[M,) = (LT ML TP [MLPIL)f = (1)

hvilket medf¢rer:
o*r
I, = g—
() 772
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Cog Iy :
' ] = [M)[M LT ML3PIL)f = 1)

hvilket medfgrer:

hvorefter v kan udtrykkes:
v o e~ v g(I0,, 11,)

Dette var en dimensionsanalyse ud fra pi-teoremet uden andre fysiske over-
vejelser end det kraever at finde de relevante indgaende stgrrelser. Men som
tidligere kan vi opna et mere praecist resultat ved at stille nogle flere krav til,
hvordan de fem stgrrelser, som hastigheden af regndraben skgnnes afhan-
gig af, skal indga i forhold til hinanden. Det er muligt at reducere antallet
af variable ved en metode der er analog til fremgangsmaden i eksempel 2a.
Man kan indse, at massen og tyngdeaccelerationen ma indga som et produkt.
Dette kan opnas ud fra pi-erne ved at gange Il,, med II,. Vi far da et nyt pi:

Mg = I,00, = 298
n
og hastigheden kan skrives som:
n . (mge
v X rg¢( a ) (2.6)

Den samme reduktion af pi-er kunne veere opnaet pa flere forskellige mader.
Vi kan, som i eksempel 2a, indse at m og g ma optreede som et produkt
allerede i starten af analysen. En anden, og oftere anvendt metode, er at
antage at kraften er endnu en fundamental dimension, saledes at der iste-
det for tre uvathengige stgrrelser i basen kan velges fire. Derved havde vi
kun faet to pi-er, og derved en funktion af én dimensionslgs stgrrelse, som
ligning (2.6). Dette er muligt da den resulterende kraft er nul, nar draben
opnar terminalhastighed, hvorfor der ikke er nogen udveksling mellem kraft
og acceleration. Det bliver uddybet i naeste kapitel.



Kapitel 3

Eksempler pa
dimensionsanalyse

I det foregéende afsnit har vi vist tre simple eksempler pa dimensionsanalyse,
som skulle illustrere gangen i en sadan. Vi sa, hvordan det ikke er muligt
at gse ligningssystemet fuldstandigt, hvis man opererer med flere stgrrelser,
end der er fundamentale dimensioner. I disse tilfzelde kommer det ikke til at
betyde, at analysen bliver umulig at gennemfgre. Den proportionalitetssam-

' menheng der udledes, vil indeholde en ukendt funktion af de dimensionslgse

tal, som kan dannes ud fra de indgaende stgrrelser. Regndrabe-eksemplet
illusterer dette, men vi si endvidere i eksemplet, hvordan det er muligt at
reducere antallet af dimensionslgse stgrrelser ved at betragte kraften som en
fundamental dimension. '

Dette kapitel har til formal at vise flere eksempler p3, at man kan forbedre
resultatet af en dimensionsanalyse. Ved at tilfgje systemet flere fundamentale
dimensioner, kan man skaerpe resultatet af analysen, saledes at det indehol-
der mere eksakt information. Der er flere muligheder for at tilfgje en ny
fundamental dimension. Den mest basale made at ggre det, er som foreslaet
regndrabe-eksemplet, at ophgje en af de afledede dimensioner til en funda-
mental. I nogle tilfeelde vil det give pote, i andre vil det betyde at endnu
en stgrrelse — en dimensional konstant — skal tilfgjes analysen, og man er
dermed lige vidt. En anden mulighed er at indfgre en helt ny dimension i
analysen, men ogsa her kan det betyde, at en dimensional konstant skal tages
i betragtning.

Vi har prgvet at hente eksemplerne i dette kapitel fra fysikkens forskellige
fagomrader. Eksemplerne pa dimensionsanalyse som forekommer, er baseret

19
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pa den generelle metode, som pi-teoremet laegger op til. Denne metode kom-
mer nu til sin ret, da dens force netop er at handtere situationer, hvor antallet
af indgaende stprrelser overstiger antallet af fundamentale dimensioner.

3.1 Temperatur i dimensionsanalyse

En stor del af diskussionen omkring dimensionsanalysen i begyndelsen af
dette arhundrede drejede sig om, hvilke dimensioner, der kunne valges som
fundamentale, og hvilke der ikke kunne (f.eks. Rayleigh, 1915, Bridgman,
1922). Et af emnerne i diskussionen var dimensionen af stgrrelsen tempera-
tur. I det tidlige CGS-enhedssystem opererede man kun med tre grundlag-
gende enheder, og fglgelig var der ingen selvstendig dimension i termody-
namikken. Derfor fik temperatur dimensionen kinetisk energi, hvilket ogsa
folger meget naturligt af den kinetiske gasteori. Modstanderne af at an-
vende temperatur som fundamental dimension indvendte, at dimensionen
af en stgrrelse var et udtryk for stgrrelsens “natur”, og at man derfor ikke
kunne vzlge fundamentale dimensioner “efter behag” (Massey, 1971). Hvis
man ikke anvendte dimensionen kinetisk energi for temperatur, ville man
altsa miste noget fysisk indsigt.

Grunden til denne forvirring har nok veret, at stgrrelsesregningen endnu var
et nyt veerktgj, og man har da forvekslet veerktgjet med en fysisk teori. Et
vaerktgj skal konstrueres sa det er bedst egnet til den opgave det skal udfgre,
mens en fysisk teori beskriver f2nomener i naturen, hvilke man ikke kan lave
om pa. Det star dog klart i dag, at stgrrelsesregningen er et af fysikernes
grundlaeggende vaerktg]j, og man kan derfor frit valge hvilke dimensioner, der
er fundamentale, hvilket vi ogsa har vist i kapitel 1.

Det blev ogsa klart, at man med fordel kunne arbejde med temperatur som
en stgrrelse med fundamental dimension, hvilket siden blev formaliseret i SI-
systemet. Med indfgrelsen af temperatur som fundamental dimension kree-
vedes ogsa en dimensional konstant, nemlig Boltzmanns konstant kg, som fik
dimensionen energi pr. temperatur, og Sl-enheden Joule-K~!. Ydermere blev
der med SI ogsa indfgrt den fundamentale dimension mol, hvilket ndrede
den dimensionale konstant til gaskonstanten R = N kp med dimensionen
energi pr. temperatur pr. mol, og Sl-enheden Joule - K~!-mol™1.

Anvendelsen af temperatur som fundamental dimension giver selviglgelig en
fordel i dimensionsanalysen, men det giver ogsa et nyt problem, nemlig at
afggre hvorvidt den dimensionale konstant, skal indga i analysen. Den dimen-
sionale konstant er enten gaskonstanten eller Boltzmanns konstant afheengig
om man regner pa molzre stgrrelser eller ej.
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- 3.1.1 Eksempel 3: Tryk af en ideal gas

Vi har konstrueret et simpelt eksempel hvor det er uden betydning for re-
sultatet af dimensionsanalysen, om enhedsystemet har temperatur som fun-
damental dimension. Vi vil forsgge at beregne trykket af en ideal gas. Vi
forstiller os en beholder med det moleere volumen V/,, indeholdende en ideal
gas med trykket p. En ideal gas bestar af monoatomare molekyler, og det
antages at det volumen som selve molekylerne optager er nul, samt at der
ikke er nogen gensidig pavirkning mellem molekylerne. Vi forsgger forst at
regne med dimensionen af temperatur lig dimensionen af kinetisk energi. De
indgaende stgrrelser bliver da som i tabel 3.1. :

Tabel 3.1: De indgiende stgrrelse ved tryk af ideal gas.

dimension
Stegrrelse , o symbol [ M L T mol
Molere volumen af beholderen Vi 0 3:-0 -1
Tryk ’ P 1 -1 -2 0
Avogadros konstant N4 60 0 0 -1
Temperatur ' , T 1 2 -2 0

Der er fire indgaende stgrrelser og fire fundamentale dimensioner. Dette kan

lgses simpelt, og vi far: ‘
: NAT

o a

Analysen kan ogsa gennemfgres ved at regne med temperatur som funda-
mental dimension. Da der er en sammenhang mellem temperatur og tryk,
kraevers det at gaskonstanten ogsa tages med som indgaende stgrrelse. -

Her er nu fem indgaende stgrrelser og fem fundamentale dimensioner. Tryk-

(3.1)

Tabel 3.2: De indgiende stgrrelser ved tryk af ideal gas;, med temperatur som
fundamental dimension,

] dimension
Stgrrelse symbol|[M L T 6 mol
Volumen af beholderen | 4 6 3 0 0 0
Antal mol gas n 0 0 0 O 1
Tryk P 1 -1 -2 0 0
Temperatur T 0 0 0 1 0
Gaskonstanten R .12 2 -1 -1
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ket kan da skrives som: RT -
pox = (3.2)

hvilket svarer til den velkendte tilstandsligning for en ideal gas: pV = nRT.
Ligningerne (3.1) og (3.2) er identiske, bortset fra at i ligning (3.1) skal tem-
peratur regnes i enheden kinetisk energi for at sikre dimensional homogenitet.

I dette tilfzlde har det varet ngdvendigt for os at anvende gaskonstanten
(eller Boltzmanns konstant) som indgaende stgrrelse. Dette skyldes, at vi i
dette tilfalde har regnet pa et system, hvor der sker omsatning mellem tryk,
volumen og temperatur. Dette svarer til en omseetning mellem mikroskopisk
og makroskopisk energi. I problemer der ikke indeholder omsztning af mole-
kylernes kinetiske energi (mikroskopisk energi) til en hgjere form for energi,
f.eks. volumenarbejde er det ikke ngdvendigt at inkludere gaskonstanten som
indgdende stgrrelse. Det kunne f.eks. vaere idealiserede problemer med var-
metransport, hvor der ikke sker nogen omsetning af molekylernes kinetiske
energi til andre former for energi. '

Et yndet trick ved dimensionsanalyse pa problemer omhandlende varme-
transport er at lade varmemengden () veere en fundamental dimension (f.eks.
Massey, 1971 & Rayleigh, 1915). Dette er tilladeligt i de tilfzlde, hvor der
ikke eksisterer overfgrsel af varme til energi i andre former, f.eks. til meka-
nisk energi, eller omvendt. Man kan se brugen af varme som fundamental
dimension pa samme made som kraft kan bruges som fundamental dimension
i problemer i statikken.

Vi vil nu se pa et eksempel fra Massey (1971), som udnytter temperatur som
fundamental dimension, uden samtidig at have gaskonstanten med. Yder-
mere benytter han ogsa varmemaengden og kraften som fundamentale di-
mensioner.

3.1.2 Eksempel 4: Konvektion

Vi forestiller os et varmt legeme som er nedsaznket i en kold stillestaende
vaeske. Legemet har kontakt til en varmekilde, og betragtes som en per-
fekt varmeleder, saledes at det har en konstant temperatur. Legemet vil
da varme vasken lige omkring legemet op til en hgjere temperatur end re-
sten af vaesken. Da den opvarmede vaskes massefylde er mindre end den
kolde vaeskes massefylde, vil den opvarmede vaske stige opad. Derved vil
ny kold veaeske komme hen til legemet og blive opvarmet o.s.v.. Dette kaldes
naturlig konvektion, modsat tvungen konvektion, hvor den kolde vaske er
i konstant bevagelse p.g.a. ydre forhold, f.eks. ved en strgmning omkring
det varme legeme. Vi gnsker nu at finde varmetransportkoefficienten, som
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er den mangde varme der ledes bort fra legemet pr. arealenhed pr. tid og
pr. temperaturforskel mellem legemet og veasken. De relevante indgaende
storrelser er vist i tabel 3.3.

Tabel 3.3: De indgiende stgrrelser ved konvektion.

dimension
Stgrrelse symbol [ Q F M L T 6
Varmetransportskoefficient | A 10 0 -2 -1 -1
Temperaturforskel Tiige — Tymske: | AT 0 0 0 0 0 -1
Sterrelse af legemet : A 0 0 0 1 0 O
Vaskens termiske ledningsevne £ {1 0 0 -1 -1 -1
Vaskens specifikke varmekapacitet | C, 1 0 1.0 0 -1
Vaskens massefylde 0 0 0 1 -3 0 O
Tyngdeaccelerationen - g 01 -1 0 0 0
Varmeudvidelseskoefficienten a {0 0 0 0 0 -1
Vaeskens viskositet n 01 0 -2 1 0

Der er ni indgaende stgrrelser, men regnet i SI-enheder er der kun fire fun-
damentale dimensioner (M, L, T og #). Massey har derfor forgget antallet
af fundamentale dimensioner. Fgrst antages at varme er en fundamental di-
mension. Kravet for at varme kan antages som fundamental er, at der ikke
forekommer omsatning af varme til - mekanisk energi i problemet. Da hastig-
heden af den stremmende vaske er lille, er den maengde varme der omszttes
til mekanisk energi ad denne vej forsvindede i forhold til de varmemeengder,
der er tale om. Ydermere, er de accelerationer der forekommer ved beveegelse
af veesken sa sma, at vi kan regne kraft som fundamental dimension, ligesom
vi kunne i eksemplet med regndraben.

Vaskens termiske ledningsevne er defineret ved Fouriers lov, som giver ener-
gistrgmtaetheden, d.v.s. den mengde energi pr. tid der passerer et enhedsa-
real placeret vinkelret pa varmestrgmsretningen:

. or
JE=—K5-

or

Dimensionen for energistrgmtatheden er [Q L~2T!]. Det ses da at £ ma have
dimensionen [QL'T~'0!), eller skrevet i SI-dimensioner: [MLT307). «
siger altsd noget om, hvor hurtigt vaesken omkring legemet bliver opvarmet.
Varmeudvidelseskoefficienten o er defineret ved:

@), e
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a, viser alts den relative densitetseendring af vaesken nar denne opvarmes.
Det negative fortegn viser, at ved en temperaturstigning bliver densiteten
mindre, og det er netop denne @ndring, der giver anledning til en opdrift.
Tyngdeaccelerationen far i det “nye” enhedssystem dimensionen [FM Y], og
viskositeten fir dimensionen [FL2T]. Da disse to stgrrelser er de eneste
som indeholder dimensionen kraft, er det tydeligt at de skal kombineres, sa
de tilsammen giver den hastighed hvormed den opvarmede vaske stiger til
vejrs. Jo sejere vaeske; jo langsommere konvektion.

Vi kan nu begynde med dimensionsanalysen, og valger en passende base
bestaende af AT, A, &, C,, ¢ og g. Det dimensionslgse produkt for  dannes
af dimensionen for h gange med de 6 stgrrelser i basen, hver oplgftet i en
ukendt potens:

- [sfar () () () ()

hvilket giver:

=

K
Pa samme made findes
nK
H0=ATC¥ Og Hﬂ:m

Dermed er vi naet sa langt vi kan med dimensionsanalysen alene, og vi kunne
nu skrive en ligning for h. Den ville indeholde en funktion af to dimensions-
lgse stgrrelser (II, og II,). Massey fortsetter lidt endnu med at forsimple
problemet v.h.a. fysiske argumenter.

En yderligere reduktion af pi-er kan opnas ved at indse at g og @ ma optrade
som et produkt. Det er nemlig sdledes, jvf. ligning (3.3), at en densitets-
@ndring Jp far et lille volumen dV til at blive pavirket med en opdriftskraft
gBpdV. Densitetseendringen er givet ved dp/p = 0T a og ved substitution
af 8p fas opdriften til pgadTdV. Vi ma derfor forvente at I, og II, indgar
som II,/Il,, og vi far da at:

O, m = /1,
og alt i alt: «  (ATaCumAelq
hx—¢ ( P ) (3.4)
A nK

Selvom vi endnu ikke har opnaet en fuldstzndig lgsning af problemet, er vi
kommet langt i forhold til de ni sterrelser, vi lagde ud med. En stor del
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af reduktionen skyldes dog fysiske argumenter, og ikke dimensionsanalysen.
Dette er meget typisk, og man vil sjeldent se dimensionsanalyse anvendt,
uden at problemet ikke ogsa bliver reduceret v.h.a. fysiske argumenter. Dette
viser endnu engang, at dimensionsanalysen ikke er en maskine der giver bare
giver resultater, men et veerktgj, som ved korrekt anvendelse og kombineret
med en fysisk forstaelse af en problemstilling kan give gode resultater.

3.2 Vinkler

I Sl-systemet betragtes vinkler som en stgrrelse, der er afledt af lengde.
Vinklen ¢ males som buelangde, b over radius, r, og har derfor dimensionen
[LL™'] = [1]. Taler man om enheden radianer, f.eks. i en vinkelhastighed,
w, er det underforstaet at radianer har dimensionen [1], og [w] = [T~!]. Men
indfgrsel af vinkler som en fundamental dimension er en oplagt mulighed, og
det var med i overvejelserne omkring fastleeggelsen af Sl-systemet (H. Hgj-
gaard Jensen, internt notat). Fordelen vil bl.a. vere, at med vinklen som
fundamental dimension kan det ggres muligt, at skelne stgrrelserne kraftmo-
ment og energi fra hinanden ud fra deres dimension. Spgrgsmalet er sa, om
det har nogen betydning for dimensionsanalysen, og det skal vi her prgve at
kigge pa. Man kunne frem for den galdende definition af vinklen, valge at
skrive:

b
Y = Yo~
T

og lade g definere en dimension, [§}], som relaterer til en enhed, der angiver
vinklen som en del af en cirkel. Skal ¢ f.eks. have enheden radianer, kan vi
bestemme g = 1 radian. Indfgrslen af vinkel som fundamental dimension
far konsekvenser for en lang reekke omrader af fysikken, idet dimensionen for
mange fysiske stgrrelser kommer til at involvere vinklen. Hvis:

| de _ -1
vl = || = tor
fglger det at vinkelaccelerationen o har dimensionen:

)= 5] = o2 @)

Men ¢nsker vi at finde hastigheden, i en jevn cirkelbeveaegelse med vinkel-
hastigheden w kan vi ikke benytte den szdvanlige relation, v = rw, hvor r er
cirklens radius. Denne ligning er ikke dimensional homogen, hvis hastighed
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defineres ud fra ligningen v = dl/dt. Derfor skal vinkelkonstanten ¢, indga i
relationen, saledes at:

1
V= —rw
Yo
For visse stgrrelser er det ikke indlysende hvordan de afhanger af vinklen.
Lad os betragte impulsmomentet. Det kan skrives som:

L=rxp (3.6)

Stegrrelsen af et krydsprodukt kan som bekendt skrives ved produktet af leeng-
den af vektorerne og sinus til vinklen mellem dem. Sadvanligvis er argumen-
tet til trigonometriske funktioner dimensionslgst. Men nu har vinklen faet
dimension og der er flere forskellige valgmuligheder for, hvordan man skal
benytte de trigonometriske funktioner. Den fgrste mulighed er, at indfgre
en karakteristisk vinkel, hver gang man benytter en trigonometrisk funktion.
Skal man for eksempel tage sinus til vinklen ¢, skrives det sin(¢/po). Ved
hjzlp af o bibeholdes et dimensionslgst argument. Sa er man sikker pa at
kravet om dimensional homogenitet kan opfyldes, og det er da ogsa den kon-
vention, der lettest indfgres i det eksisterende system. En anden mulighed er
at tildele f.eks. sin(y) en dimension, hvilket der er fglgende ulemper ved: For
det fgrste er det ikke leengere muligt at foretage en Taylor-reekkeudvikling
uden at bryde den dimensionelle homogenitet, da:

3 5 2n41

sinp = @—%+%—---+(—1)"(2¢T¥—1—)—!=> (3.7
[sing] = [ - [Q°]+[Q%] - (-1)"[2*"] (3.8)

hvilket ikke er dimensional homogent. Derudover vil det krave en mangde
yderligere formelle zndringer i andre dele af fysikken. Vi velger derfor at
benytte os af den fgrste mulighed.

Ud fra denne konvention beholder impulsmomentet, L dimensionen
[ML?T-1), hvis det defineres som r x p. |L| kan skrives rpsin(y/¢o), hvor
@ er vinklen mellem r og p. Den dimensionale konstant g sikrer, at argu-
mentet til sinusfunktionen er dimensionslgst.

Men man kan istedet vazlge at definere |L| ud fra relationen til inertimo-
ment og vinkelhastighed, selv om det maske ikke er den mest indlysende
definitionsligning:

L = Jw=mr’w=

[L] = [mriw]=[ML*QT™)
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Nu vil ligning 3.6 ikke leengere vere deﬁnitionsligning, og man er ngdt til at
indsatte den dimensionale konstant, o for at bevare et konsistent enheds-
system, saledes at:

= —(r X p)
En tredle mulighed er, hvis man som udgangspunkt arbejder 1 polzre ko—

ordinater, at definere kraftmomentet ud fra den analytiske mekanik, hvilket
giver anledning til fglgende impulsmoment (Hgjgaard, internt notat):

L = %Iw::' | 39
(L] = [ML*Q"'TY) (310)

Anvendes en af de to sidste muligheder for definition af L, og defineres kraft-
moment som: ' o '

T="—

dt

har man et enhedséystem, hvor dimensionerne af energi og kraftmoment ad-
skiller sig ved hjelp af dimensionen vinkel. '

Vi vil nu prgve at drage nytte af at indfgre vinkel som fundamental dimen-
sion i dimensionsanalysen. Men det kraever meget omhyggelige overvejelser
af, hvordan vinklen indgar i de forskellige stgrrelsers dimension. For det er,
som det fremgar af det ovenstiende, ikke indlysende hvordan et enhedssy-
stem med vinkler ser ud, da der er flere muhgheder tilstede, for at velge
definitionsligninger.

Vi ser nu pa to eksempler pa dimensionsanalyse hvor det forsggsvis prgves
at drage nytte af at indfgre vinkler, som en uafhengig dimension. I det
forste eksempel viser det sig, at det forbedre dimensionsanalysens resultat,
mens det i det naeste eksempel ikke zndrer pa resultatet. Efter eksemplerne
vil det blive diskuteret hvornar den dimensionale konstant, o skal indga i
dimensionsanalysen.

3.2.1 Eksempel 5: Torsion

Dette eksempel er lidt af en klassiker indenfor dimensionsanalysen, bade
Taylor og Massey benytter det som et eksempel pa brugen af vinkel som
fundamental dimension. Det er i begge tilfeelde det eneste eksempel, de viser
hvor de opnar noget ved det. En elastisk stang med et uniformt cirkuleart
tveersnit, er fastgjort i den ene ende. Den udszttes for en kraft; som bevir-
ker at stangen vrides (torsion). Skal stangen kun vrides og ikke forskydes
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longitudinalt, ma den kraft, der pafgres stangen, veere vinkelret pa stangens
lzengdeakse. Denne kraft er altsa tangential. De to stgrrelser, som vi gnsker
at finde en sammenheng mellem, er kraftmomentet 7 og den vinkel stangen
drejes i endepunktet, .

Figur 3.1: Vridningen af en stang.

Vi betragter de gvrige stgrrelser, der ma indga i analysen. Stangens stgrrelse
er selviglgelig relevant, sd lzengden, A og diameter, d ma komme i betragt-
ning, men vi kan gere det hele lidt simplere ved at betragte vridningen pr.
enhedslengde, ¢;. Egenskaberne af stangens materiale har ogsd betydning
for, hvor meget den vrides ved en bestemt kraft, og vi har derfor brug for
et udtryk for materialets modulus af stivhed. Da stangen kun forskydes i en
tveergiende retning i forhold til lngdeaksen er det shear modulus, vi skal
betragte. Vi kigger lige pa dimensionen af denne.

Der er folgende sammenheng mellem en transvers forskydning pr. enheds-
lzengde (shear strain, som kan males i en forskydningsvinkel, ¢,) tangential
kraft pr. arealenhed (shear stress, o) og stangens shear modulus, G

o = Ge (3.11)

Er vinkler pa szdvanlig vis dimensionslgse, er shear strain dimensionslégst,
og shear modulus og stress far derfor samme enhed, nemlig [¢] = [G] =
[ML1T-3).

I en dimensionsanalyse, der skal afklare sammenhzngen mellem kraftmoment
og vridning pr. leengdeenhed, indgér de fire stgrrelser 7, G, d og @».

Med fire stgrrelser og tre fundamentale dimensioner forventer vi kun at danne
ét dimensionslgst produkt, men det er kun muligt at sammensaette en base af
to uafhangige storrelser. Dette skyldes at kraftmoment og shear modulus er
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Tabel 3.4: Indgiende stgrrelser med standard-dimensioner.

. dimension
Sterrelse symbol f M L T
Kraftmoment T 1 2 -2
Shear modulus G 1 -1 -2
Vridning pr leengdeenhed @ 0 -1 0
Diameter , d [0 1 0]

de eneste indgaende stgrrelser der indeholder masse- og tids-dimensioner og,
som det ses af tabel3.4, optraeder i samnme forhold. Vi lader basen indeholde
G og d. Det fgrste dimensionslgse produkt skal sammenszttes af vridning
pr. lengdeenhed ¢, og dlameteren d:

or = ldga) = [LL77]

Det andet dimensionslgse produkt kan sammensattes af basen og kraftmo-
ment pa fglgende vis:

o=

T
og vi har fundet sammenhzngen:

T x Gd® ¢(dep)

hvor ¢ er en vilkarlig funktion. Dermed har vi ikke opniet vaesentlig yderli-
gere information end den antagelse, vi havde som udgangspunkt; nemlig at
der er en sammenheng mellem stgrrelsen af kraftmomentet og stgrrelsen af
vridningen.

Nu vil vi sa prgve at indfgre dimensionen [?] for vinkel. Lad os se pa, hvordan
de indgaende stgrrelser er athangige af vinklen og dermed endrer dimension,
hvis denne ggres til en fundamental enhed. Det ses af ligning 3.11, at shear
modulus s& bliver afhaengig af vinklen, da [¢] = [©?]. Shear modulus ma sa
have dimensionen:

(6) = (ML T-07")

Kraften F som pafgres stangen er stadig den samme, vinkelret pa lzengdeakse,
og tangential til stangens cirkulare tvarsnitsareal. Ud fra denne beregnes
kraftmomentet, 7 ved at krydse kraft- og stedvektoren. Stedvektoren ligger
fra tveersnittets massemidtpunkt til kraftens angrebspunkt.

'r—er=>T—rFsm( 7r)
2¢0
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Defineres kraftmomentet saledes, kan der ikke indgd vinkel i dimensionen, da
sin(m/2p) er dimensionslgs. Da kraften desuden pafgres stangens overflade,
og denne har et cirkuleert tvaersnit, star kraftvektoren altid vinkelret pa sted-
vektoren, og relationen mellem kraft og kraftmoment kan skrives 7 = rF.

De fire stgrrelser har altsa fglgende dimensioner (se tabel 3.5). Vi kan se
bort fra kravet fra T, da det tidligere har vist sig at det sztter samme krav
som M.

Tabel 3.5: Indgdende stgrrelser med vinkel som fundamental dimension.

dimension
Stgrrelse symbol M L T
Kraftmoment T 1 2 -2 0
Shear modulus G 1 -1 -2 -1
Vridning pr leengdeenhed 2 0 -1 0 1
Diameter d 0 1 0 O

Med fire indgaende stgrrelser og tre fundamentale dimensioner dannes et
dimensionslgst produkt:

4
H, - d G(p,\
-
og 7 kan udtrykkes som:
T o d'Gyp,

hvilket ma siges at vare en overraskende sammenhang. Man ville ikke umid-
delbart forvente at kraftmomentet er proportional med diameteren i fjerde
potens.

I dette tilfalde kunne vinklen med fordel opfattes som en fundamental stgr-
relse, frem for en afledet dimensionslgs stgrrelse. Det gav en fundamental
dimension mere til dimensionsanalysen og dermed et pi mindre. Men ikke
i alle tilfxlde er det en effektiv made at reducere antallet af dimensionslgse
stgrrelser pa.

3.2.2 Eksempel 6: Svingningstiden af et pendul

Vi gnsker ved dimensionsanalyse at finde svingningstiden af et pendul. Pen-
dulet bestar af en masselgs snor af l&ngde ) og et lod med massen m. Ved
pendulets maximale udsving males vinklen ¢ mellem snoren og den lodrette
position. Dimensionsanalysens relevante stgrrelser er indeholdt i tabel 3.6.
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Tabel 3.6: Indgiende stgrrelse i dimensionsanalyse af pendulsvingning med
standard-dimensioner. '

| dimension

Sterrelse symbol [ M L T

| Vinkel af max. udsving ¢ 10 0 O
Langde af snor l 01 0
Masse af lod m 1 0 0
Tyngdeaccelerationen g 0 1 -2
Svingningstid P 10 0 1

Ud fra dette findes sammenhaengen:

P x \/;b(cp)

Det viste sig — maske overraskende — at massen ikke er en relevant stgrrelse,
nar man betragter svingningstiden for et pendul. Ydermere kan vi se, at
vi ikke har faet nogen oplysning om, hvordan svingningstiden afhanger af
stgrrelsen af udsvinget, idet vinklen som beskrev dette udsving kun indgar
som en dimensionlgs stgrrelse. Igen ser vi pa et eksempel hos Massey, hvor
han indfgrer vinklen som fundamental dimension (se tabel 3.7).

Tabel 3.7: Indgdende stgrrelser med vinkel som fundamental dimension.

dimension
| Stgrrelse symbol | M L T
Vinkel af max. udsving @ 0 0 0 1
Langde af snor l 01 0 0
Masse af lod m 1 0 0 O
Tyngdeaccelerationen g 01 -2 0
Svingningstid P 0 0 1 0

Dimensionen 2 indgar kun i vinklen og ikke i nogen af de gvrige stgrrelser.

Derfor far vi nu resultatet:
P x —I-
g

Der er altsd fundet frem til at svingnigstiden er uafhzengig af vinklen. Men
lad os prgve at sammenligne resultatet med den analytiske lgsning. Denne
findes ved at overveje de krafter, der virker pa loddet, (tyngdekraften og sno-
rekraften). Udfra disse opstilles differentialligningen (opskrevet uden vinkel




32 - KAPITEL 3. EKSEMPLER PA DIMENSIONSANALYSE

som fundamental dimension):

d’p .
ld_t'*’ =gsing

Lgsningen til ligningen er en periodisk funktion med perioden:

1
1\? 1.,1 9 .,1
P=2rn (;) 1+ Zsm2-2-cp+ asm"i(p-i--o-)
Dette stemmer fint overens med resultatet fra den fgrste dimensionsanalyse,
men er i strid med den sidste analyse, hvor vi fandt at udtrykket for pen-
dulets svingningstid er uafhangigt af ¢. Kun for sma vinkler vil denne
approximation vare korrekt, da sinus-leddene her er af lille stgrrelsesorden.

Dette eksempel kommenterer Massay med, at resultatet ikke er i direkte
modstrid til den analytiske lgsning, hvis man tolker det siledes at vinklen
ikke kan have direkte effekt p& de gvrige stgrrelser. Nar resultatet ser ud
som det ggr, skriver han at det

“...indicates only that a [vinklen] does not enter the sought-for
relation in such a way that a change of the scale of measurement
for angle would affect any of the numbers in the relation.” (Mas-
sey 1971, s. 74).

Vi er ikke tilfredse med denne konklusion, for der ma veere begaet en fejl i
dimensionsanalysen, og den gnsker vi at finde. Vi betragter derfor systemet
igen. '

Ud over tyngdekraften virker der en anden kraft pa systemet, nemlig sno-
rekraften. Bevagelsen som loddet foretager, er en cirkelbevaegelse. Den
resulterende kraft er givet ved:

= Lima, (3.12)

Yo

Vinkelkonstanten o indgar, fordi vi arbejder i et enhedssystem, hvor vinkel
er en fundamental dimension. Der er dimensional homogenitet i ligningen,
da a; er tangential-accelerationen, som er defineret:

4’

ag = I "‘2

dt?
og har altsd dimensionen [LQT ~2]. Hermed er vi blevet klar over hvorfor ¢
skulle indgd i analysen. Den optradte nemlig i en relation, som var relevant
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for systemet. Men det var ikke umiddelbart indlysende, at det var tilfaldet,
faktisk er der tale om at vi matte et godt stykke ind i en analytisk lgsning af
problemet for at indse det. Vi har bade indfgrt en ny fundamental dimension
og en ny stgrrelse i analysen. Dermed har vi ikke formindsket antallet af
dimensionslgse stgrrelser, og har altsa ingenting vundet ved at indfgre vinkel
som fundamental dimension, blot ser vores pi nu ud som fglger

Y
M, =—
*= %o

Resultatet af analysen bliver hermed korrekt, men identisk med resultatet
fra analysen, hvor vinklen var dimensionslgs.

‘3.3 Fundamentale leengder

Nu har vi i en reekke eksempler set at det er muligt at forbedre dimensions-
analysen ved at benytte flere fundamentale dimensioner. Det er derfor en

fristende tanke at ggre forskellige retninger af langden til uafhaengige stor-
relser, saledes at f.eks. [p] = [ML;'L;'L;].

Der er forskellige synspunkter i litteraturen om dette. Massey (1971, s.71)
mener ikke at der er noget at vinde ved at indfgre flere leengder, og han
kategoriserer eksemplerne i den gvrige litteratur i to kategorier:- (1) Dem
der er forkerte (evt. kun delvis forkerte, idet de beskriver specialtilfeelde
istedet for generelle forhold), eller (2) Dem hvor det samme resultat kunne
vare opnaet ved andre metoder. Han mener dog ikke at veere i stand til
at give en kortfattet redeggrelse for hvorfor der ikke kan opnas noget ved at
indfgre flere leengder, men ngjes med at konstaterer at det eneste der opnas
er kompleksitet og forvirring.

Et eksempel pa en forfatter, der benytter sig af flere fundamentale stgrrelser
for lengde, er Taylor (1974, s. 23). Han er af den overbevisning, at sa
laenge det er muligt at skelne imellem de forskellige lzengder, er det lige sa
fornuftigt, at velge forskellige leengder som fundamentale dimensioner, hvis
det kan gge antallet af uafhangige stgrrelser, som det er at valge enhver
anden dimension som fundamental. Og efter hans mening kan man valge
fire (!) fundamentale lengder, si lnge det blot er muligt at skelne. Han
har et eksempel hvor han benytter flere leengder:
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3.3.1 Eksempel 7: Torsionsegensvingning

Igen kigger vi pa torsion i en elastisk stang. Denne gang vil vi gerne finde
den laveste frekvens for torsionsegensvingning.

De indgaende stgrrelser Taylor antager indgéar i problemstillingen er: Fre-
kvensen (w), densiteten (g), shear modulus (G), Newtons proportionalitets-
konstant (go), leengden af stangen (I) og stangens diameter (d). Grunden
til at Newtons proportionalitetskonstant indgar som parameter er, at Taylor
har den vane at valge kraft som fundamental stgrrelse sammen med M, L og
T, ogsa i de problemstillinger hvor Newtons 2. lov indgar. Dette medfgrer
at han i de tilfzlde er ngd til at indfgre go, der sikrer den dimensionale
homogenitet.

Fgrst laver vi dimensionsanalysen uden at splitte op i retninger (se tabel 3.8).

Tabel 3.8: De indgaende stgrrelser ved torsionsegensvingning af elastisk stang.

dimension
Sterrelse symbol | F M L T
Egenfrekvens w 0 0 0 -1
Densitet 0 0 1 -3 O
Shear-modulus af stangen G 1 0 -2 O
Newtons proportionalitetskonstant 9o -11 1 -2
Stangens lengde l 0 0 1 0
Stangens diameter d 0 0 1 0

Det er muligt at lave to dimensionslgse stgrrelser:

wol?
I, = 3.13
e (3.13)
og l
IIy= p (3.14)

Egenfrekvensen er derfor givet ved:

« %\/9_0?,;5 (5) (3.15)

Vi genkender 1/goG/p som hastigheden af torsionsbglgen. For at opna et
mere entydigt resultat veelger Taylor nu at indfgre longitudial lengde langs
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Tabel 3.9: Indgiende st¢rrelser med to uafhengige Iangder

dimension
Sterrelse symbol |[F M L, Ly T
Frekvens w o 0 0 0 -1
Densitet 0 0o 1 -2 -1 0
Shear-modulus G 1 0 -3 1 0
Newtons prop. Jo -1 1 1 0 -2
Langde 1 0 0 0 1 O
diameter d 0o 0 1 0 O

med stangen og transversal lengde pa tvers med stangen som fundamen-
tale dimensioner. Shear strain er nu ikke leengere dimensionslgs, men har
dimensionen [L,L;!], mens shear stress har dimensionen [FL;?}, da stresset
angriber pa endeﬁaden af stangen. Da shear modulus er forholdet mellem
stress og strain bliver dimensionen [FL;?L;). Han antager ogsa at Newtons
2. lov kun har betydning i den transversale retning, hvilket er rimeligt idet
problemstillingen udelukkene beskeftiger sig med shear strain. Det er nu
kun muligt at danne én dimensionslgs stgrrelse. '

wlol?
I, = 3.16
90G (3.16)
Egenfrekvensen er nu bestemt ved:
wo g"gG o (3.17)

Dette viser, at diameteren er uden betydning for egenfrekvensen. Umiddel-
bart ser det ud til, at vi har vundet noget ved at indfgre de to former for
lengde. Massey vil nok mene at han kunne opna samme resultat ved en
anden metode, men det virker som om det rent faktisk er lykkedes for Taylor
at konstruere et eksempel hvor det er muligt at benytte uafheengige laeng-
der. At det 53 kraever et stort overblik at benytte sig af dem er en anden
sag. Konklusionen ma vere at der ikke er noget principielt i vejen med at
benytte uafhengige leengder, men at det er i meget fa tilfelde hvor det rent
faktisk er muligt.

3.4 Dimensionale konstanter

Vi har nu set pa en raekke eksempler, hvor dimensionsanalyser er sggt forbed-
ret, ved indfgrelsen af flere fundamentale dimensioner. Som det er fremgaet
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af eksemplerne, er der ikke altid en fordel forbundet hermed. I nogle tilfzelde
fglger der en dimensional konstant med i kgbet, og man har ikke opnéaet
noget ved sine anstrengelser. I et forsgg pa at uddrage nogle generelle betin-
gelser for, hvornar man med held kan indfgre flere fundamentale dimensioner,
vil vi i dette kapitel sammenholde resultatet af vores eksempler med nogle
overvejelser omkring dimensionale konstanter.

Vi vil fgrst komme med nogle generelle betragtninger over, hvornar en di-
mensional konstant er med i en dimensionsanalyse, for derefter at disku-
tere, hvornar det er hensigtsmeessigt at gere en dimension fundamental.
Spergsmalet om, hvor og hvornar en dimensional konstant er blandt de
indgaende stgrrelser, optraeder nemlig lzenge for vi begynder at manipulere
med afhzngigheden af dimensionerne, ved at ggre en dimension fundamen-
tal. I enhver dimensionsanalyse er det ngdvendigt at kunne overskue, hvilke
dimensionale konstanter, der skal indga i analysen. Der kan selviglgelig vaere
tilfzelde, hvor det vil fremga om man har glemt en af de indgaende stgrrelser,
fordi der ikke eksistere nogen lgsning til det ligningssystem, man far sat op.
Men forglemmelser kan ogsa medfgre et fejlagtigt resultat, og det er derfor
vigtigt at kunne reesonnere sig frem til de indgaende konstanter.

I litteraturen omkring dimensionsanalyse formuleres princippet for at finde
de rigtige indgaende konstante stgrrelser pa forskellig vis. Taylor skriver, at
en dimensional konstant skal indga, hvis den optrzder i relevante love (Tay-
lor 1974, s. 36). Det leder naturligt til spgrgsmalet om, hvordan man finder
de relevante love. En lidt anden formulering finder vi hos Bridgman. Han
skriver, at de eneste dimensionale konstanter, som kan optrade i det endelige
resultat, er de konstanter, vi skal bruge for at opskrive bevagelsesligningen
(“equation of motion”) for systemet (Bridgman 1922, s 52). Beveegelser skal
i denne sammmenhang ikke forstas udelukkende som en mekanisk term, men
kan bruges i en generel betydning om andringer i systemet, uanset om det
er indenfor mekanikken eller f.eks. termodynamikken. At have kendskab til
systemets bevagelsesligning, drejer sig om at kende problemstillingens natur,
og vide hvilke love der styrer variationerne i systemet. Vi vil her bruge me-
kanikken til at illustrere betydningen af bevagelsesligninger. I mekanikken
har vi et kendskab til kraft og beveegelse; en &ndring i et mekanisk system
er forbundet med, at det pavirkes af en kraft. Derfor ma man kigge neer-
mere pa de krafter, der indgar, nar vi skal overveje bevagelserne i systemet.
Kraft er defineret ud fra Newtons anden lov, men de krafter, som styrer
bevaegelserne i systemet, er ikke ngdvendigvis kun relateret til de indgaende
stgrrelser ved definitionsligningen. Er systemet domineret af gravitationelle
vekselvirkninger ma man have fat i G, den universielle gravitationskonstant,
idet kraft er relateret til masse, laengde og tid ud fra fslgende ligning, hvor
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G, opretholder den dimensionale homogenitet.

my m2

F=G

(3.18)

Dimensionen af G er [L*M ‘lT‘z]. Det gzlder for eksempel i en analyse af
planeters baner, at ligning 3.18 er ngdvendig for at opstille bevaegelseslignin-
gen og derfor skal G vare blandt de indgdende stgrrelse.

Generelt kan det udtrykkes saledes, at hvis en dimensional konstant indgar
i en ligning, som relaterer stgrrelser med betydning for systemet, skal den
inddrages. : :

Selv om det er en vag definition, der ikke ligefrem giver en metode til at
arbejde efter (men snarere fgrer flere sp¢rgsm5,l med sig), ma vi stille os til-
fredse; det er sveert at komme tettere pa et svar uden at ga til de enkelte
tilfzelde. Enhver analyse skal bygge pa en god fysisk forstaelse af problem-
stillingen. Det er ngdvendigt at have en idé om hvilken retning en analytisk
lgsning af problemet ville gé i, og dermed en intuition for hvilke konstanter,
der-skal involveres. -

Dette er ogsd geldende, og kommer ‘endda starkere til udtryk, ndr man
prgver at forbedre sin analyse. Som tidligere naevnt kan man kun endre
antallet af fundamentale dimensioner i kraft af, at en dimensional konstant
ogsa introduceres i ligningssystemet. Spergsmalet er blot om denne konstant
kan udelades af analysen. Det vil man gerne undgd, for som Bridgeman
udtrykker det: “The dimensional constants are to be regarded as an evil...”

Dimensionale konstanters job er at sikre homogenitetén i de ligninger, der

ikke er definitionsligninger. Det er vigtigt at meerke sig, fgr der manipuleres -

med enhedssystemet. For de nye konstanter optraeder efter sammen prin-
cip, som de velkendte konstanter i SI-systemet. Som udgangspunkt arbejder
man oftes i en dimensionsanalyse efter SI-systemets konventioner om, hvilke

sammenhange, der er geldende. Men nar man ophgjer kraft til at vaere en-

fundamental dimension, fglger man ikke SI-systemet lengere. Det er sam-
menhzngen mellem dimensionerne for kraft, leengde, tid og masse, som man
seetter ud af spil. Men naturlovene kan ikke sattes ud af kraft ved at man
zndrer enhedssystemet, og derfor @ndrer Newtons anden lov udseende med
den ny notation for at undgd inkonsistens i form af ligninger, der ikke har
dimensional homogenitet. Det er klart, at der ma optreede en dimensional
konstant,. der sikrer den dimensionale homogenitet:

F=—ma
go
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Den numeriske veerdi af go er 1 og den har dimensionen [F~?MLT~2]. Det
ligning ingar nu i bevaegelsesligning for systemet nar der er relation mellem
kraft, masse og acceleration i systemet, hvorfor konstanten gy skal tages med
i analysen som indgaende stgrrelse. Derfor er det kun en fidus at arbejde med
kraft som uafhangig dimension, hvis stgrrelsen kraft ikke pavirker systemet
i form af, at der sker en acceleration. I eksemplet med regndraben var vi
netop interesseret i at finde en terminal hastighed. Dvs, at vi betragtede et
system uden acceleration og derfor er det ikke ngdvendigt at inddrage go.

Pa samme vis kan man i dimensionsanalysen have fordel af, at sammen-
hangen mellem temperatur og kinetisk energi beskrevet ved en dimensional
konstant i termodynamikken. Det kan enten vare R, gaskonstanten, som
har dimensionen [M L?T 260" mol~?] eller Boltzmanns konstant der har di-
mensionen [M L?*T~26-!] afhengigt af om der regnes i mol. En af disse skal
indga i analysen, med mindre der i det betragtede system ikke indgar nogen
udveksling mellem mikro- og makro-skopisk energi. For i det tilfeelde er de
to stgrrelser uafhangige, og man skal udelade konstanten i analysen.

Vi fandt i eksemplerne andre muligheder for at opna flere fundamentale di-
mensioner i analysen. Der var 1 eksempel 5, 6 og 7 tale om at indfgre en helt
ny dimension, hvor vi tidligere har ngjedes med at forfremme en afledet di-
mension. Man kan mene, at vi essentielt set ggr det samme her. For vinklen
har hele tiden optradt som en stgrrelse med dimensionen [L]/[L], og er altsa
afledt af leengde. Men da [L/L] = [1] kan vinklen kun indgé i dimensions-
analysen som et selvskrevent pi, og det har ikke tidligere vzeret ngdvendigt
at vide om vinklen pavirkede andre indgaende stgrrelser. Det viste sig at
give stgrre problemer at arbejde med, fremfor nar man skal vurdere om to
velkendte indgaende stgrrelser er relaterede i systemet.

Det er svarere at gennemskue, om man laver en fejl, nar man arbejder med en
utraditionel dimension. Dels er spgrgsmalet om vinklen skal indga i de gvrige
afledede dimensioner, og dels om man, som i eksempel 6, begar en fejl ved
at udelade den dimensionale konstant. Tidligere har vi taget dimensionale
konstanter med nar vi “regnede med”, at de matte indga i sammenhangen,
udfra vores kendskab til forskellige fysiske relationer. Vi er ikke vant til at
arbejde med vinkelkonstanten og har af samme grund ingen intuition om,
hvornar den skal optraede. Yderligere er dette slet ikke entydigt, da man selv
skal beslutte, hvilke ligninger, der er definitionsligninger. Afhangig af hvor-
dan det hele defineres vil vinkelkonstanten optrade i mange ligninger, hvor
nogle kan tankes at vere relevante for systemet. At det bliver mere besvaer-
ligt skyldes ogsa at vinkel indgar i definitionsligninger, hvor transcendentale
funktioner indgar.
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Det er et grundleggende krav til dimensionsanalysen, at man har overblik
over, hvilke relationer der har betydning for systemet. Dette krav ggr det na-
turligvis sveerere at arbejde med et til lejligheden konstrueret enhedssystem,
med et antal utraditionelle fundamentale dimensioner. I tilfzeldet med de for-
skellige lengder har vi dog ikke. talt om en dimensional konstant. Men det
skyldes, at man aldrig vil finde pa at indfgre forskellige l&ngde-dimensioner
i situationer, hvor der er en sammenhang mellem leengderne, s& man derfor
far brug for en dimensional konstant.
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Kapitel 4
Modelforsgg og skalering

Nar man laver modelforsgg vil man gerne kunne omregne fra model] til virke-
lighed. For at dette skal veere muligt skal de samme stgrrelsesligninger galde
i begge systemer. Dette seetter nogle serlige band pa hvordan det er muligt
‘at skalere modellen. Det skal fgrst og fremmest gelde, at forhold for alle
stgrrelser af samme art skal veere identiske fra model til virkelighed. Det er _.
kun muligt at definere et skaleringsforhold for hver art stgrrelse, hvis det skal
vaere muligt generelt at omregne verdier for denne stgrrelse og alle stgrrel-
ser der er afledet heraf fra model til virkelighed. Dette forhold kalder vi for
K, = d'/a , hvor a er stgrrelsen i det virkelige system, og a’ er stgrrelsen i
modellen.

Hvis vi har stgrrelsesligningen: s = vt som’ har relevans for vores system,
og alle tre stgrrelser indgar i problemstillingen, satter det et band pa vores
skaleringer, da det skal galde at: '

»
‘38

K.,K,

s =v't' = K,s = KoKt = s=vt=>s=nuvt

for at den samme stgrrelsesligning skal geelde for begge systemer, hvilket
kun er opfyldt nar K,/K,K; = 1. Istedet for at kigge pa enkelte ligninger
kan man ngjes med at undersgge de dimensionslgse stgrrelser, og holde dem
konstant mht. skalering (Massey 1971, 5.92). Dette ggr dimensionsanalysen
til et vigtigt redskab, nar man fortager modelforsgg.

For nu at give et eksempel pa, hvordan man foretager skalering, kigger vi
nu igen pa regndrabeeksemplet. Vi gnsker at lave en opstilling til at finde
terminalhastigheden for regndraben, men vi gnsker ikke at opstillingen skal
fylde for meget. Sa istedet vil vi kigge pa en drabe tyk olie i en let veske,
da denne drabe hvis den har en passene densitet, vil tilbagelagge en kortere
afstand inden den opnar tilnarmelsesvis terminalhastighed.
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Vi har tidligere fundet to dimensionslgse produkter: II,, = emg/n? og
II, = vrp/n i1 eksempel 2b. Det sidste dimensionslgse produkt II, kaldes
for Reynolds tal, og optreaeder ofte i modelforsgg inden for hydrodynamikken.
Hvis de to dimensionslgse produkter skal vare konstante giver det folgende
band pa skaleringsfaktorene: Fra Ilr far vi: K, = /KnyK,, og fra II, far vi
K,=K,K,K,.

Nar man taler om masse, er det normalt en masse vejet i luft. Det betyder
at den masse, der indgar for draben, er drabens masse minus massen af
den fortreengte luft. Nar vi nu skal angive massen af oliedraben, der falder
gennem vasken, er det ikke oliédrabens masse der skal indga, men dens
masse i vaesken. D.v.s sige oliedrabens masse minus massen af den fortraengte
vaeske.

Da K., = KF er uhensigtmaessig at skalere med, vil vi istedet benytte K.
Det gelder at hvis vi ikke e&ndrer g og densitetsforskellen mellem drabe og
medie, sd ma Kr = K3, da mg = kr*Apg.

Da vi har to pi-er er der to band pa skaleringsfaktorene. Det er hastigheden
vi gerne vil skalere, men det er muligt for skaleringsfaktoren for hastighed
at lgbe frit, hvorfor det er uhensigtsmaessigt at laegge en skaleringsfaktor for
hastigheden fast. Vi kan altid bagefter finde forholdet den skaleres med, sa
vi kan regne modelhastigheden om til en hastighed af regndraber. valget af
K, og K, er derimod begranset af hvilke vaesker vi kan valge som medie.
Skaleringsfaktoren for r findes ved:

K, = \/KrK, _ 23 pe-1/3
Kp = K3 }=>K,.-K,7 K,
Skaleringsfaktoren for v findes ved:

VKK, = K,K.K , -

I\’r — Af3/31‘,;1/3 ¢ } = I\v = K;lsl{g 2/3
1 vores model velger vi nu at erstatte luften med vand som omgivelse for
draben:

Niuse = 1.81 1075 Pa - 8 nyana = 1.01-1073 Pa -5

oust = 1.29 kg/m® Ovand = 1.00 - 10°® kg/m®
Dette matrialevalg giver os fplgende skaleringsfaktorer:
1.01-103 Pa-s
Ko 1.81-10-5 Pa-s 55.8
. 108 3
_ 100-10 kg/m _ 775

1.29 kg/m®
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som vi kan benytte til at beregne, hvor stor en drabe vi skal anvende i vores
modelforsgg, og hvilken skalering vi opnar for hastigheden:

_K® 5582
~ KR T TI51

_K)® 55813
= KB T T

K, = 1.59

K, 4.53-1072

Vi har opnaet at skalere hastigheden ned til 4.5% af hastigheden i luft. Der-
- for skal draben falde tilsvarende kortere for at opna terminalhastigheden. I
dette tilfzzlde ville det maske vare lettere blot at ga ud og male de aktuelle
hastigheder regndraber falder med. Men hvis man skal undersgge aerody-
namikken af en fly-vinge kan det vaere praktisk at benytte en mindre model
af vingen. Hvilket ogsa ggr det mere gkonomisk overkommeligt at foretage
undersggelsen.

Specielt nar man skalerer fenomener af turbulent karakter, er det vigtigt
~ at holde de dimensionslgse produkter konstante. Det har vi tilsyneladende
ogsa gjort i dette eksempel, men det bygger pa den idealisering, at luften og
vaesken er usammentrykkelig. Hvis vi valger ikke at lave den idealisering,
medfgrer det at der kommer til at indga en ekstra stgrrelse, som leder til
endnu et dimensionslgst produkt. Den ekstra indgaende stgrrelse er kom-
pressibilitetsmodulet (bulk-modulus) K. Det har dimensionen [ML~1T-2],
og kan sammen med g og v danne det dimensionslgse produkt:

hvor /K /p er lydhastigheden. Dette dimensionslgse produkt kaldes Mach-
tallet, og det bgr ogsa holdes konstant, hvis man vil lave en praecis skalering.
Men vi mener ikke, vores antagelse er helt urimelig, da regndraber falder
med ca. 7 m/s. Denne hastighed er lille sammenlignet med lydhastigheden.
Det skulle ikke ved hastigheder pa op til 20 m/s i luft vaere ngdvendigt at
holde Mach-tallet konstant for at opna en god skalering (Hgjgaard 1963, s.
110).

Der er lavet mange eksperimenter, der viser hvad der sker nar man ikke
holder f.eks. Reynolds tal konstant. Dette er vigtigt, fordi man ved hjeelp
af disse systematiske undersggelser kan korrigere for, at man i nogle tilfzelde
ikke har mulighed for at holde det konstant. P4 figur 4.1 kan man se hvad det
betyder for modstandskoefficienten at Reynolds-tallet ikke holdes konstant.
Modstandskoeflicienten C er defineret som: '
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Figur 4.1: Modstandskoefficienten C som funktion af Reynolds-tal R ved for-
skellige geometrier (Hgjgaard 1963, s. 112)

2F 4nid
¢= ov?A

hvor F,na er gnidningskraften og A er arealet af legemet vinkelret pa strgm-
men. De sm3 tegninger viser hvad for en geometri der passer til hvilken
kurve. Regndraben ligger med et Reynolds-tal pé ca. 2102, hvis vi antager
at r = 0,5 mm. Denne verdi ligger i et omrade der kan karakteriseres som
potentialstrgmning med laminart grenselag og hvirvelafigsning (Hpjgaard
1963, s. 113)



Kapitel 5
Dimensionsanalysens grundlag

Formalet med dette kapitel er, at ga lidt tzettere ind pa dimensionsanalysen,
for at se hvorfor den virker. Vi kunne godt have gnsket at bygge denne un-
dersggelse p3 et litteraturstudium, men litteraturen om dimensionsanalysen
synes hovedsageligt at beskrive metoden, fremfor at filosofere over den. Un-
dersggelsen kan splittes op i to dele: 1) Den fysiske forstaelse, og 2) selve
dimensionsanalysen.

5.1 Fysisk forstaelse

Gennem eksemplerne er det vist, hvorledes en god fysisk forstaelse for den
undersggte problemstilling kan fgre til en precision af det opnaede resultat.
Men behovet for en fysisk forstaelse begynder langt for.  Ferst og frem-
‘mest skal det vurderes hvilken diciplin af fysikken problemet hgrer hjemme
1, samt ggres klart hvilke stgrrelser og dimensionale konstanter der indvirker
pa problemet. Allerede her er en vis fysisk grundviden, eller fysisk intuition,
pakreevet. Neeste trin i analysen kan veere at reducere antallet af pi-er. En
made at ggre dette, er at “forfremme” en afledet stgrrelse til en fundamental
stgrrelse. Typiske afledede stgrrelser der kan blive forfremmet er kraften og
varmemangden. At gennemskue hvilke afledede stgrrelser der kan forfrem-
mes, uden samtidig at introducere en ny dimensional konstant i problemet,
kraever nogle fysiske argumenter, jvf. kapitel 3.4. I visse problemer kan man
ydermere med fordel definere nogle helt nye fundamentale dimensioner, f.eks.
transversal /longitudinal lzengde. Dette kraever endnu engang en forstaelse af
fysikken i problemet. Endelig er det muligt at forsimple resultatet ved yder-
ligere fysiske argumenter, som f.eks. reduktionen fra tre til to dimensionslgse
stgrrelser i eksemplet med naturlig konvektion (eksempel 4). Alti alt ma det
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endnu engrah?g 'itopkluderes, at en dimensionsanalyse kraver en vis viden om
fysikken i det undersggte problem. En computer kan ikke lave dimensionsa-
nalyse! '

Men en computer kan godt udfgre det harde arbejde med at finde de dimen-
sionslgse stgrrelser, hvis den bliver fodret med de indgdende stgrrelser samt
deres dimensioner. Men hvor kommer den information der danner de dimen-
sionslgse stgrrelser egentlig fra? I forste omgang fra de indgaende stgrrelsers
dimensioner, men hvor kommer de fra? Som vist i kapitel 1, stammer en
stgrrelses dimension fra definitionsligningen for stgrrelsen.

5.2 “Definitionsligningsanalyse”

Man kan se dimensionen af en stgrrelse som en forkortelse af definitions-
ligningen. Forkortelsen fjerner evt. numeriske faktorer, og introducerer en
mere generel notation for de indgiende stgrrelser i definitionsligningen; di-
mensionerne, som er bestemt af de fundamentale dimensioner. Det er klart,
at man ikke far al information fra definitionsligningen med over i dimensio-
nen. Det er f.eks. derfor at energi og kraftmoment har samme dimension i
SI-systemet. Et andet eksempel pa mistet information er stgrrelsen strain,
som er defineret som deformation pr. lengde, hvilket er dimensionslgst. De
forsgg vi har gjort med at indfgre nye fundamentale stgrrelser, som vinkel
og retninger, kan ses som et forsgg pa at genskabe noget af den information
der ellers bliver tabt i dimensionen. Men bortkastningen af information giver
netop den generalisation der ggr, at man kan lave dimensionsanalyse.

Vi vil nu, gennem et par eksempler, forsgge at illustrere hvordan dimensions-
analysen udnytter definitionsligningerne, men ogsa hvorledes man ved ikke
at generalisere lgber ind i en del problemer. Vi starter med at kigge pa ek-
sempel 2 med regndraben igen. For nemheds skyld ngjes vi med at se pa
det tilfeelde hvor hastigheden af draben er sa lille, at der er tale om viskgs
gnidning. Det kunne f.eks. vere en let kugle der falder gennem vand. Vi
kigger forst pa dimensionsanalysen. De indgaende stgrrelser ses i tabel 5.1.

1 det tilfalde hvor kun M, L og T er fundamentale stgrrelser, fas hastigheden

som: 2.3
r

n
r —_— 1
v« /rgd (ng) (5.1)
og alts3 en funktion af én dimensionslgs stgrrelse. Det er ikke samme resultat,
som vi har set i de gvrige gennemgange af eksemplet, hvilket skyldes at vi
ikke har antaget en sammenhang mellem m og g, som i kapitel 2. Denne
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Tabel 5.1: De indgaende st¢rre|ser og deres dlmenswner med to forskellige
sat fundamentale stgrrelser

dimensioner
Stgrrelse ’ symbol|l M L .T|{F M L T
‘Drabens hastighed | v 0 1 -1/]0 0 1 -1
Tyngdeaccelerationen g 0 1 211 -1 0 O
Drabens masse m 1 0 0({0 1 0 O
Viskositeten n 1 11 -1j1 0 -2 1
Drabens radius r 0 1 0f0 0 1 O

sammenheng kan opnas ved at velge kraften som den fjerdeﬂfundarr'lentale

dimension, hvilket giver: :
. mg ' .
v X - . (5.2)

som svarer til lgsningen med ¢(z) = z i ligning 2.4, eller ¢(z) = z~*/2 i ligning
5.1. Lad os nu kigge nezrmere pa deﬁmtlonshgmngerne for de indgaende
stgrrelser (se tabel 5.2).

Tabel 5.2: Definitionsligninger for de indgiende stgrrelser med to forskellige
set fundamentale stgrrelser. a;; er accelerationen i et frit fald- (altsd uden
gmdnmgskrafter) |Jordens tyngdefelt. :

: Definitionsligninger-
Sterrelse | Normal | Med kraft som fundamental st¢rrelse
v v=dl/dt v=dl/dt
9 | 9=a45 | F=mg
m ; .
T r=kK r=kK
n F=-Knv F=~Knv

Der er to tilfeelde; “standard-tilfzldet”, hvor definitionsligningerne er fra SI-
systemet, og det “udvidede” tilfzlde, hvor kraft er valgt som den fjerde fun-
damentale stgrrelse. I SI-tilfeldet er definitionsligningerne som man skulle
forvente. Bemark dog definitionsligningen for 7 hvor der optrader en kon-
stant K, som er en karakteristisk lzngde af legemet. Da radius er valgt som
drabens karakteristiske l&ngde (men en anden karakteristisk lngde end K),
definerer vi r = kK, hvor k er en proportionalitetskonstant. Hvis kraft
valges som fundamental dimension, definerer vi tyngdeaccelerationen ud fra
Newtons anden lov, svarende til valget af dimensionen af kraft i tabel 5.1.
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Vi kigger nu neermere pa det tilflde hvor kraft er valgt som fundamental
dimension. Vi gnsker at finde hastigheden, og skriver derfor deﬁmtlonshg-
ningerne for de fire andre stgrrelser. Ved at substituere fas:

F=mg
=—Knv $sv=—k22 (5.3)
r=kK ™

hvilket er resultatet af dimensionsanalysen i ligning (5.2), bortset fra, at vi
her har faet et-lighedstegn i stedet for proportionalitetstegnet samt et minus.
Vi har dog ogsa faet en faktor k£ med i ligning (5.3), som vi ikke har i ligning
(5.2), men den kan vi bestemme hvis vi kender K.

Vi har nu set et eksempel pa, at man ved at arbejde med definitionslig-
ningerne kan fa et resultat, der svarer til resultatet af dimensionsanalysen.
Derudover viser eksemplet ogsa noget om hvad der egentlig sker, nar man
forfremmer en afledet dimension til en fundamental dimension i dimensions-
analysen. Som det ses af tabel 5.2, svarer det til at &ndre pa en (eller evt.
flere) af definitionsligningerne.

Det er klart, at “definitionsligningsanalysen” som metode betragtet er kri-
tisabel. Ovenstaende analyse er da heller ikke ment som et forsgg pa at
introducere en ny metode, men som et forsgg pa at underspge dimensions-
analysens grundlag. Det er heller ikke altid lige til at lave en definitions-
ligningsanalyse, pd samme made som vist ovenfor, og det er ikke altid man
kan komme igennem til et resultat overhovedet. Lad os f.eks. prove at lave
en definitionsligningsanalyse pa eksempel 1, dybvandsbglger. De indgaende
stgrrelser og deres definitionsligninger ses i tabel 5.3.

Tabel 5.3: De indgiende stgrrelser og deres definitionsligninger ved analyse af
hastigheden af dybvandsbglger.

Stgrrelse symbol | definitionsligning
Bglgens hastighed v v=dl/dt
Belgelengden A A=1
Tyngdeaccelerationen g g=ay;

Her er det ikke ligetil at kombinere definitionsligningerne som i drabe-
eksemplet, og vi kan altsa ikke lave en definitionsligningsanalyse.

Det ses altsa, at det ikke er lige sa simpelt at lave en definitionsligningsa-
nalyse, som at lave en dimensionsanalyse. Vi mener dog, gennem eksemplet
med definitionsligningsanalyse pa regndraben, at have lgftet lidt af slgret for
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hvordan dimensionsanalysen egentlig virker. Det er klart, at det er den gene-
ralisation der ligger i skridtet fra definitionsligning til dimension, der netop
gor at det overhovedet er en fordel at regne pa dimensionerne. Uden den
generalisation kan man ligesa godt lave den analytiske lgsning af problemet,
som definitionsligningsanalysen pa regndrabeeksemplet da nasten ogsa er.
Desuden kan vi konkludere, at dimensionsanalysen har sin styrke i kraft af
den made enhedssystemet er konstrueret ud fra definitionsligningerne, samt
hvorledes definitionsligningerne overszttes til dimensioner (= hvor mange og
hvilke dimensioner der er valgt som fundamentale). Antallet af fundamen-
tale dimensioner er vigtigt. Hvis der er mange fundamentale dimensioner,
giver dimensionsanalysen ferre pi-er. Til gengeld bliver der mange dimen-
sionelle konstanter, som kan optrzede som indgaende stgrrelser. Hvis der er
fa fundamentale dimensioner giver dimensionsanalysen mange dimensions-
lgse stgrrelser, s3 alt i alt er valget af antallet af fundamentale dimensioner
en balancegang mellem mangden af dimensionale konstanter og mangden
af dimensionslgse stgrrelser. Men i Sl-systemet er antallet af fundamentale
dimensioner valgt, sa det passer godt som udgangspunkt for en dimensions-
analyse. '

En veasentlig egenskab, eller begransning om man vil, ved dimensionsanaly-
sen er dens afhengighed af konventionerne i stgrrelsesregningen og enheds-
systemet. Dette far Bridgman til at betegne dimensionsanalysen som “en
analyse af en analyse” (Bridgman, 1922 5.52), hvormed han mener, at den
er en analyse af den kendte fysik, som er en analyse af naturen. Dette bety-
der at dimensionsanalysen kun kan udlede sammenhznge der bygger pa de
almindeligt anvendte definitionsligninger i fysikken (ibid s.53). Dette kan for-
tolkes derhen, at metoden kun kan vise ting der er kendt i forvejen, hvilket
selviglgelig er en mistolkning. Vi har jo set hvorledes dimensionsanalysen
bruges i forbindelse med modelforsgg, hvor man netop regner pa ting der
ikke, eller kun vanskeligt, kan Igses analytisk. Man kan derfor udvide Bridg-
mans formulering af dimensionsanalysen til ikke blot at veere en analyse af
en analyse, men ogsi en analyse af de analyser, der endnu ikke er foretaget.

Til tider bliver dimensionsanalysen foretaget v.h.a. nogle antagelser, der kun
er mulige hvis man kender det endelige udtryk, hvilket ikke er hensigtmaes-
sigt da det reducerer dimensionsanalysen til en form for enhedstjek. Denne
brug af dimensionsanalysen har fgrt til den vildfarelse at dette er det eneste
dimensionsanalysen rent faktisk kan benyttes til. Leeseren burde vare blevet
overbevist om det fejlagtige i dette, igennem laesningen af dette projekt.
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Kapitel 6

Anvendelse af
dimensionsanalysen

- Efter nu at have varet rundt om dimensionsanalysen, og belyst den fra for-

skellige vinkler, mangler vi at redeggre for hvorledes metoden rent faktisk
bliver anvendt i fysikken. En indgangsvinkel til en sadan diskussion af di-
mensionsanalysen er, at se pd hvorledes metoden er opstdet. Som det er
blevet gennemgaet i kapitel 2, blev metoden udviklet i begyndelsen af dette
drhundrede, anfgrt af folk som Rayleigh og Buckingham. Dette skete efter
at stgrrelsesregningen havde veret formuleret i nogen tid, og erkendelsen
af ngdvendigheden af et konsistent og koharent enhedssystem begyndte at
opsta. Ud af dette opstod dimensionsanalysen. Det virker neermest som om
den blev “opdaget” som en sidegevinst ved stgrrelsesregningen. Pa dette tids-
punkt var stgrrelsesregning stadigvak en rimelig ny forteelse, og den var ikke
alment anvendt. Det er derfor ikke underligt, at metoden i starten har veeret
til diskussion, bl.a. i Nature. Da stgrrelsesregningen og énhedssystemet i
vid udstraekning bygger pa konventioner, er det klart, at dimensionsanalysen
ogsa bygger pa disse konventioner, som vi ogsa har forsggt at vise i kapitel
5. Metoden kan derfor ikke sammenlignes med en geengs fysisk teori, der
bygger pa sammenhznge i naturen, men ma snarere betegnes som et stykke
veerkte).

Idag er metoden dog alment accepteret, og anvendes i forskellige former og
med forskellige resultater for gje i flere forskellige sammenheenge i fysik-
ken. Det er oprindeligt eksperimentialfysikere som Bridgman, Buckingham -
og Rayleigh der har udviklet dimensionsanalysen. Ved anvendelse i eksperi-
mentelle sammenhznge benyttes metoden som et instrument til at rationali-
sere eksperimenter, idet man ved at kigge pa de dimensionslgse stgrrelser far
feerre parametre, der skal undersgges eksperimentielt. Ydermere er metoden
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grundlaget for skalering af de indgaende stgrrelser i modelforsgg, hvilket er
meget anvendt indenfor f.eks. hydrodynamikken. Flere af de nyere bidrag
til litteraturen omkring dimensionsanalysen er kommet fra ingenigrer (f.eks.
Langhaar, 1951 & Taylor, 1974). Dette tyder igen pa at metoden bruges i
anvendt fysik.

Formalet med anvendelse af metoden i eksperimentelle sammenhenge er at
finde sammenhznge mellem fysiske stgrrelser, eller ved modelforsgg, at finde
dimensionslgse stgrrelser. Som vaerktgj i den teoretiske fysik har den simple
dimensionsanalyse varet brugt til at finde planck-leengder, -tider, -masser
og -energier (f.eks. Sgrensen, 1987), eller i forbindelse med Diracs overve-
jelser indenfor kosmologien (Kragh, 1979). Her er formalet i hgjere grad at
finde den numeriske verdi af de resulterende tider, lengder o.s.v., end det
at finde sammenhange mellem de indgaende stgrrelser. Denne anvendelse
bygger i hgj grad pa den antagelse, at den ubestemte numeriske konstant i
dimensionsanalysen er af stgrrelsesordenen 10°.

En helt tredje anvendelse af dimensionsanalysen er som dagligdags hjeelpe-
middel. Enhver fysiker foretager, nermest pr. automatik, et enhedstjek af
udledte udtryk. Hvis man er i tvivl om formen pa et simpelt udtryk, hvor
de indgaende stgrrelser er kendt, bringes det ogsa ofte pa ret form ved hjlp
af en simpel dimensionsanalyse.



Konklusion

Vi har nu lavet en beskrivelse og en diskussion af dimensionsanalysen, fra
dens fundament i stgrrelsesregningen, til anvendelsen af metoden i fysikken.
Det mest igjenfaldende karakteristika ved metoden er dens neere tilknytning
til stgrrelsesregningen og enhedssystemet, begreber som har varet tilbage-
vendende f.eks. i1 diskussionerne om dimensionale konstanter og analysens
grundlag. Det er derfor klart, at et grundigt kendsskab til enhedssystemets
natur er en forudsztning for en succesfuld dimensionsanalyse. Dette gel-
der dog kun i de mere raffinerede anvendelser af dimensionsanalysen. I den
daglige brug af metoden, udnytter man netop Sl-systemet alene, og har ikke
brug til at seette sig ud over det.

Vi har dog set i kapitel 1, at stgrrelsesregningen stadig er til diskussion pa
visse punkter, f.eks. m.h.t. notation og transcendentale funktioner.

Stgrrelsesregningen er konstrueret som et sprog til at lave analytisk fysik
uathezengigt af valget af enheder. Det er fascinerende at fysikken som vi-
denskab har varet i stand til at konstruere et konsistent sprog, der som en
sidegevinst giver en metode som dimensionsanalysen, der kan bruges til at
nazrme sig lgsningen pa problemer der ikke umiddelbart kan lgses analytisk,
jvi. kapitlet om modelforsgg.
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