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Afsnit A: Invariante underrum

I dette afsnit vil vi vise nogle sztninger om invariante under-
rum, som vil blive anvendt i de to felgende afsnit.

Lad os betragte et vektorrum V over C, og lad A: V -> V vare en
line®r operator pd V. Er videre W et underrum af V, da kaldes W
et invariant underrum over for A, hvis

Aw € W for alle w ¢ W

dvs, at
A(W) < W.

Eksempel Al. Er v, en egenvektor for operatoren A svarende til
egenverdien A, vil W = Sp{v,} vere et invariant underrum over for
A, da det for alle w € W galder, at Aw = A,w. #

Eksemﬁel A2. Betragtes egenrummet E, for A svarénde til egenver-
dien A, vil ogsa dette underrum i V vere invariant over for A, da
det for alle v € E, gelder, at Av = Av. # v '
Er p et polynomium af n-te grad med reelie koefficienter, fx

| p(t) = a, + a;t + .... + a.t"
kan man for den linezre operator A definere, at

P(A) = a, + a,A + .... + aA".
Ved simpel udregning ses da, at
Ap(A) = p(A)A.

Er q tilsvarende et polynomium af k-te grad med reelle koeffici-
enter, defineres pa samme made /

q(A) = b, + b,A + .... + bak,
Man far igen ved simple udregninger, at
q(A)p(a) = p(A)q(A)
da A'A} = ala'.
Eksempel A3. Er p et polynomium af grad n, og er W = N(p(a)) -
nulrummet for p(A) - skal vi se, at W er invariant over for A.

Er w € W, dvs at p(A)w = 0, kan vi slutte, at




p(A) (Aw) = p(A)Aw = Ap(A)w = 0
hvilket viser, at Awre W. #
Satning Al. Vi betragter nu en operator T: V -> V, der antages
nilpotent af grad k dvs, at der findes et v € V sdledes at
™% # 0 og Tv = 0.
Det skal da vises, at mangden
s = (T¢W,T™"%,...,Tv,V)

vil vare linezr uafhazngig, samt at W = Sp(S) vil vare invariant
over for T. : =

Betragtes nu linearkombinationen
eV + T + ..., + ¢ TV + ¢V = 0

skal man vise, at man kun finder den trivielle linearkombination.
Lader vi TX' virke pa& linearkombinationen, fas

¢ T = 0.

Da T“'v # 0 bliver c, = 0. Lader vi dernast T*? virke p& linear-
kombinationen, far man

k-1y, —
cT¢v = o,

heraf feolger tilsvarende at c,_, = 0. Sadant fortszttes med T for
j =k-2, ... ,0 og man ser, at ¢, , = .... = ¢, = ¢, = 0.

Da T(Tlv) = TI*'v bliver T(S) ¢ S, og da tillige S er en basis for
W, er W invariant over for T. #

Eksempel A4: Er A: V -=> V givet, og er A en egenverdi for A, sa-
ledes at operatoren
T =2A - AL

er nilpotent af grad k, da vil - som vist i sztningen - S vare
lineazr uafhe&ngig. Af

A(Tiv) = A(A - AL)lv

A(A - AI)iv -~ A(A - AI)iv + A(A - AL) v

(a - A)*v + A@a - AI)iv
= 7i*'v + aTlv

ses, at A(T/v) altsid kan skrives som linearkombination af ele-
menter i S (der jo er en basis for W). Sdledes er A(W) < W. #
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Satning A2. Lad nu p vere et polynomium af grad n, og lad der va-
re givet faktoroplesningen p(t) = p1(t)p2(t) , hvor p, og p, begge
er af grad > 1 og med steorste felles divisor 1. Lad V vare nul-
rummet for operatorem p(A) - N(p(d)), da skal vi vise, at
V=W W,

dvs V er en direkte sum af W, = N(p,(A)) og W, = N(p,(a)).

Da p, og p, har sterste falles divisor 1, findes polynomier q, og
ds, saledes at

g (t)py(t) + g(t)py(t) = 1,

og derfor er
(*) 9, (A)p,(A) + q(A)p,(A)

Med v € V, er jfr (*)

I.

v = q(A)p(A)V + q,(A)p,(A) V.
Her vil det forste led pa hejre side i ligningen tilherer W,, da
p,(3) [q, (A)p1 (A)v] = q (A)p,(A)p,(A)V = q, (A)p(A)v = 0,
da v € N(p(A)). Tilsvarende vises, at det andet led tilherer Wi,
og sidledes er V sum af W, og W,. Vi mangler at vise, at summen er
dlrekte, dvs at udtrykket
V=W, + W,

med w; € W,, i=1,2, er entydlgt fastlagt af V. Lader vi nu
q1(A)p1(A) virke pa summen er .

A (A)p(A)V = ¢, (A) P, (A)W,
da p,(A)w, = 0. Anvendes dernast (*) pd w, bliver
w, = ¢ (A)py(A)W, = q;(A)p,(A)V,
da p,(A)w, = 0. Tilsvarende bliver
Wy = G(A)p(A)V,

og dermed er w, og W, entydigt fastlagt ud fra v. #

Denne sztning kan umiddelbart genereliseresrtilz
Setning A3. Lad p vare et polynoﬁium af grad n, og lad der vzre

givet faktoroplesningen p(t) = p,(t) ... pktt), hvor p,,...,P;
alle er af grad 2 1 og med sterste fzlles divisor 1. Da er

N(p(A)) = N(p,(A)) @ .... @& N(p . (d)).

Dette vises ved induktion. For k = 2 er det vist i sztning A2.
Lad os nu antage, at saztningen er korrekt for k = j, dvs at
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N(p(A)) = N(p,;(A)) @ .... @ N(p;(B)),

ndr p(t) =p,(t) ... p;(t), og polynomierne har sterste felles di-
visor 1. Vi betragter nu- . :

CP(t) = py(R) .. P(E) Py (T)

hvor polynomierne har sterste fzlles divisor 1. Da nu produktet
af de forste j af polynomierne, dvs

q(t) = py(t) ... p;(t)

opfylder saztningen, vil
N(q(a)) = N(py(d)) ® .... @ N(p;(A)).

Samtidig er p(t) = q(t) p;,4(t),
hvor g og p;,, har sterste fzlles divisor 1; ifelge sztning A2
bliver da

N(p(A)) = N(q(A)) e N(p;,(A))-.
Med N(qg(A)) indsat bliver derfor

N(P(A)) = N(py(A)) ® .... & N(p;(A)) @ N(p;,,(A))-

Hermed er sztningen bevist. #

En simpel konsekvens af denne saztning bliver nu:
Sztning A4. Lad polynomiet p have folgende faktoroplesning
p(t) = (t - a))™(t - a,)™....(t - a)%,

hvor alle a;-er er forskellige. Da vil N(p(A)) vere direkte sum
af underrummene U,, U,,...,U, hvor

U, = N((A - a,I)").
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Afsnit B:  Nulrum for linezre différentialoperatorer

I denne tekst skal vi arbejde pad at bestemme en basis for nulrum-
met til en line®zr differentialoperator af n-te orden, fx

_ -1 0
L=D"+b D" + ...... + byD + byD
hvor alle b; er reelle konstanter. I hele dette afsnit vil diffe-
rentlaloperatoren D virke pa vektorrummet c®, rummet af alle re-
elle, vilkarligt ofte differentiable funktioner.
Er polynomiet

p(t) = t" + b _,t"" + .... + b,t + b,

kan vi direkte benytte satning A3 pa differentialoperatoren D og
finde en basis for nulrummet N(p(D)).

Man skal igvrigt vere opmarksom pa, at spergsmdlet om at finde en
basis for dette nulrum, betyder det samme som at finde samtlige
lesninger til den n-te ordens lineazre differentialligning

(D" + b D" + ...... + b,D + b,D®)£(t) = 0.

Da vi fortsat arbejder i et vektorrum V over C, har polynomiet p
en faktoroplesning i fgrstegradspolynomier som forudsat i satning

A3, dvs . _
P(t) = (t - a)™(t - a)%....(t - a)™,
og ifplge setningen kan en basis for N(p(D)) findes, nar man har
fundet en basis for hvert af nulrummene U, = N((D - a; D)"U
Til dette formdl far vi brug for felgende satning:
Sztning Bl. (D - aD®)™f(t) = e*D"(e®f(t))
Dette vises ved induktion efter m. For m = 1 far man
e?D(e®f(t)) = e®[-ae®'f(t) + e ®f’(t)]
= f£/(t) - af(t) = (D - aD%) f(t).

Antages sztningen nu korrekt for m = Xk, skal man vise, at den og-
sa gelder for m = k + 1. Det galder altsa at

(D - aDY)*f(t) = e Dk(e®f(t)),
som vi skal bruge pa formen

e ®(D - aDY)kf(t) = D¥(e®'f(t)).



Da er
eatDk*'l (e'atf(t) ) = eatD[Dk(e-atf(t) ) )=

e**D[e™ (D - aD®)*f(t)] =

e [-ae (D - aD))*f(t) + e®D(D - aD’)kf(t)] =

(b - aD®) (D - aDY)kf(t) = (D - aD”)**'f(t). #
Vi kan nu af denne s®tning se, at en bestemmelse af nulrummet for
operatoren (D - an’)™, bliver at finde de funktioner f, som opfyl-
aer (D - aD”)™f(t) = 0 eller D"(e®f(t)) = O.

Funktioner, der opfylder D"g(t) = 0, er alle polynomier af grad
hejst m - 1, dvs

eMf(t) = ¢y + ot + ... + ¢, t™
hvor alle c, kan valges frit. Derfor er
£(t) = (g + gt + ... + ¢ " e

eller
N((D - aD%)™ = sSp{e®,te®,...,t"e}.

Eksempel Bl. Er L = D> + 4D + 3D° er det tilherende andengrads-
polynomium p(t) = t2 + 4t + 3 = (t + 1)(t + 3), og derfor bliver
nulrummet N(L) = Sp{e’t, e3%).

Eksempel B2. Er L = D?> + 4D + 4D er det tilherende andengrads-
polynomium p(t) = t?2 + 4t + 4 = (t + 2)2, og derfor bliver nul-
rummet N(L) = Sp(e’®, te?%y.

Eksempel B3: Er L = D* - 2D? + D° er det tilhorende fjerdegrads-
polynomium p(t) = t* - 2t? + 1 = (t + 1)3(t - 1)?, og derfor bli-
ver nulrummet N(L) = Sp{e’®, te™t, e!, te'}.

Indtil nu har der kun varet behandlet den situation, hvor faktor-
oplosningen er reel, men vi ved, at fx andengradspolynomiet
p(t) = €2 + 4t + 5 = (£ + 2 + {)(t + 2 - 1).
Vi ved imidlertid ogsa, at de komplekse rgdder i et andengrads-
polynomium med reelle koefficienter vil vere komplekst konjuge-
rede, dvs er a + {f rod vil ogsd a - {f vere rod, og man har at
p(t) = (t - (¢ + iB))(t - (a - 1B)) = t% - 2at + o® + B2

Derfor vil nulrummet for p(D) = D? - 2aD + o® + B2 have basis
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Disse funktioner er imidlertid ikke reelle, og tilherer derfor
ikke C®. Vi skal dog undersege, om det med en passende valgt
(kompleks) linearkombination af disse funktioner er muligt at
finde en reel funktion. Hertil kan vi benytte, at

e@iht - oaticosBt + isingt),

og man kan saledes omskrive et element i nulrummet pa felgende
made

I

f(t) c1e(a+£8)t + cze(a-tﬁ)t
= c,e®(cosft + isinpt) + c,e®(cospt - isinpt)
= e™[(c,+c,) cospt + (c,-¢,) sinpt]

k,e®cospt + k,e**sinpt

og netop nar
¢, = (kK - ik)/2 og ¢, = (k, + ik,)/2
med k,, k, € R, vil f'blive en reel funktion.

Vi kan siledes se, at ogsd (e cosft, e®sinBt} vil vare en basis
for N(p(D)), og den har tilmed den fordel, at dens elementer er
reelle funktioner.

Eksempel B4. Er L = D® + 4D + 5D° er det tilherende andengrads-
polynomium p(t) = t2 + 4t + 5 = (t + 2 + {)(t + 2 - {) som vist
ovenfor, og man har da N(L) = Sp{e‘Ztcost, e'z"sint}. ‘

Hvis a + {f er rod i polynomiet med multiplicitet k, vil tilsva-
rende a - {f vere rod i polynomiet med multiplicitet k, og man
kan pa en tilsvarende made som ovenfor vise, at de to komplekse

basiselementer t'e(®ift og tie!®@ ¥t kan erstattes med de to reelle
basiselementer '

tie®*cosft og tlesinpt.
Sdledes kan vi nu opsamle vores resultater om fastlzggelse af en

basis for nulrummet til den linezre differentialoperator L = p(D)
hvor

p(t) = t"+ b _,t"" + ..., + bt + by.
a) Er a en enkelt reel rod i p(t) vil
e ¢ N(L)
b) Er a en reel rod med multiplicitet k i p(t) vil




ePt, teft, ... , tileft € N(L)

c) Er a + 13 og a - {8 enkle, komplekst konjugerede
] rodder i p(t), vil ,

e®cospBt, e*sinpt € N(L)

d) Er endelig a + {f og a - i komplekst konjugerede
rodder med multiplicitet k i p(t), vil

e®cosft, te®*cospt, ... , tk1e“coth
esinft, te®sinft, ... , t<'e®sinft e N(L)

Egenrum for linexzre differentialoperatorer.

I Griffel, kapitel 5G er vist, at hvis u er egenverdi for en li-
nezr afbildning g: V -> V, vil samtlige egenvektorer for g sva-
rende til egenvardien p - sammen med O-elementet - vare et under-
rum. Dette underrum kaldes egenrummet for u - E,. Det er endvi-
dere vist, at dette egenrum er nulrummet for afbildningen g - ui,
dvs E, = N(g-ul)

Er saledes L: C¢® -> c® en linear differentialoperator kan man
eftersporge egenfunktionerne for L svarende til en egenvardi u,
dvs finde samtlige funktioner f ¢ c®, som opfylder

Lf = uf,

hvilket jfr den navnte setning svarer til at finde en basis for
nulrummet N(L - uD)



Afsnit C: -~ Diagonalisering af matricer
og JORDAN’s normalform

Som det fremgar af Griffel, kapitel 8A kan en nxn matrix A diago-
naliseres hvis og kun hvis der findes en basis for C" af egenvek-
torer for matricen A.

Med udgangspunkt i denne sztning antager vi nu, at A har egen-
vardierne 4,,...,A, (hvor flere egenvardier kan vare ens) med de
tilherende egenvektorer v,,...,v, (som er lineart uafhzngige).
Der gzlder da, at

Vi : Av, = A.V...

Indferes nu matricen s = (VU\Q,...,vn),‘vil S i s®jlerne netop
have alle de lineart uafhe&ngige egenvektorer. Da er
AS = (AvV,,AV,y,...,AV,) = (AVy, AV, ..., A V)
A, 0 ...... 0
0 A veeve. O
= (Vs VareeyV,) e & eseses
0 0 ...... A[
= SD

hvor D er en diagonalmatrix med egenvardierne i diagonalen, netop
opskrevet i den samme rzkkefelge, som egenvektorerne er opskrevet
i transformationsmatricen S. Da se¢jlerne i S er linezrt uafhangi-
ge svarer AS = SD til at A

D = s™'as.

Sporgsmialet er nu, hvad der sker, nar man ikke har en basis for
C" af egenvektorer for A.

For det forste kan man ngjes med at undersege de egenvardier,
hvor

gm(i) < algm(a).

Til de eovrige egenvardier er der egenvektorer "nok". Mangler der
egenvektorer suppleres listen af egenvektorer (der er dog altid
mindst én) med det antal lineart uafhzngige vektorer, der svarer
til differensen

algm(i) - gm(R).

Det kan vises, at man altid pd en neje foreskreven made kan finde
en sadan line®rt uafhzngig ma&ngde knyttet til egenvardien A.




Tilfaldet gm(i) = 1.

Vi betragter forst det tilfzlde, hvor den aktuelle egenvardi har
gm(A) = 1 og algm(A) = k. Sdledes er den eneste egenvektor be-

stemt af
Av, = Av, eller (A - AE)v, = 0

De resterende vektorer skal da bestemmes af felgende algoritme

Av, = AV, + V, eller (A - AE)v, = v,
AVS = Avy + Vv, eller (A - ).E)v3 = Vv,
Av, = Av, + Vv, eller (A - AE)v, = Vv,

Pastanden, som vi benytter uden bevis, er da, at man altid kan
finde disse vektorer v,,v;,...,V,, o0g vi skal senere vise, at
disse sammen med v, vil udgere en linezrt uafhzngig mengde.
Szttes som feor S = (VieVoreso Vi) -

bliver AS = (Av,,AV,,...,AV,)

(A.V1 ’ AV2+V1 Feoe ey Avk+vk_1)

0

Ao

0 A ....
0

0

o O

0
0 .... 1l
0 A

o >

= S5J

Denne matrix J kaldes en jordanmatrix, og den bestdr af egenvaer-
dierne for A i diagonalen og af et 1-tal lige over diagonalen i
netop de seojler, hvor der i S star en "konstrueret" (eller "syn-
tetisk" fremstillet) vektor. De k linezrt uafhzngige vektorer,
der udger seojlerne i S, kaldes tilsvarende en jordanbasis.

Eksempel Cl. Med matricen

1 o -1
A= 1l 2 0
1 1 0

bliver det karakteristiske polynomium det(A - AE) = (1 - A)3,
dvs A = 1 er den eneste egenverdi. Af (A - AE)v, = 0 kan man
nu bestemme egenvektorerne svarende til egenverdien 1, dvs

0 0 -1 B'a 0
1 1 0 y = 0
1 1 -1 z 0
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og man far, at -z =0 og x + y = 0. Saledes bliver den eneste
egenvektorretning fastlagt til fx

v, = (-1,1,0)".
Benyttes nu algoritmen skal vi altsa finde v,, sdledes at

(A - AE)V, = v{,

eller
0 0o -1 X -1
1 1 0 Yy = 1
1 1 -1 4 0

hvilket giver -z = -1 og x + y = 1 dvs

| v, = (1,0,1)7
Bemark at man lige sa vel kunne have valgt (0,1,1)7 ellef (%,%,1)T
Algoritmen skal fortszttes, sdledes at man finder v; af

(A - AE)vV; = V,,

eller
-1 X
1 1 o}f]lvy]l =
-1 -4

der giver -z =1 o9 Xx + Yy = 0, dvs vektorretningen bliver fx
v; = (0,0,-1)".
Herefter bliver matricerne

= 1 0o ‘ i

S = l 0 0 J = 0
0 1 -1 0

og for at sikre at der er regnet rigtig skal AS = SJ, hvilket en
simpel udregning bekrzfter. #

Vi skal nu vise, at den konstruerede mazngde R = (v,,V,,....,V,} exr
lineart uafh®ngigqg.

Szttes nu T = A - AE, bliver Tv, = v,.,, TV, = TV,, = V,,, .-
eeo , ™%, = v, samt Tv, = Tv, = 0 (da v, er en egenvektor). Da
er T en nilpotent operator af grad k, og mzngden

R = (T, %, ..., Tv,,V,},

11




er ifelge sztning Al linezrt uafhzngig. Vi sa samtidig i eksempel
A4, at underrummet W = Sp(R) var invariant under A, og med R som
basis for W viste vi tillige i eksempel A4, at

A(Tiv,) = Ti*ly, + ATlv,

og den til A svarende matrix i basen R er netop jordanmatricen J.

Tilfeldet gm(i) > 1.

Vi gar nu over til det tilfzlde, hvor der er flere lineart uaf-
hengige egenvektorer svarende til egenvardien A, men fzrre end
den algebraiske multiplicitet, £x algm(A) = k. Er VirVar e« Yy,
det maksimale antal lineazrt uafhzngige egenvektorer, sdledes at
gnm(A) = j < k, ved vi fra eksempel Al, at hver af disse er basis
for et 1-dimensionalt underrum, der er invariant over for A.

Man bestemmer - i princippet - den eller de manglende vektorer
lige som i tilfaeldet gm(A) = 1, men det er nu ikke umiddelbart
klart, hvilken vektorretning i egenrummet E, man skal benytte.
Men pastanden er, at man altid kan finde en vektorretning u € E,,
sdledes at algoritmen fra fer vil fungere, dvs at

AV, = ).vj+1 +u eller (A = AE)V;, = u

Av, = Avk + V.., eller (A - AE)V, = V, ;-
Velges nu som for disse vektorer som sgjlerne i S, dvs
S = (u,vm, A

Da bliver
AS = (Au,Av“1,...,AvQ

(Au,Av . +u, ..., AV, +V )

g
= 8J

hvor J igen er en jordanmatrix, men nu med k-j+1 rzkker og se¢j-
ler. Sammenholder vi imidlertid dette invariante underrum med det
invariante underrum, der blev udspzndt af de resterende j-1 egen-
vektorer, vil A i1 en basis udspzndt af disse to underrum tilsam-
men vare repra&senteret af matricen

0 0 ...0
0 ... A 1 ...0
0O ... 0 4 ...0
0O ... 0 0 ...1
0O ... 0 0 ... A

hvor der star egenverdier i diagonalen og 1-taller lige over
diagonalen i netop de sidste k-j se¢jler, svarende til at de til-
horende vektorer ikke er egenvektorer, men er "syntetisk" frem-
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stillede vektorer.

Skal man rent praktisk finde den pastdede vektorretning u (¢ E,)),
som skal benyttes ved beregningen af de resterende "syntetiske"
vektorer, tager man udgangspunkt i matrixligningen

(A - AE)Vj+1 = u.

Vektoren u ma saledes tilhere billedrummet for matricen A - AE,
hvilket imidlertid er identisk med, at vektoren kan udspzndes af
spjlerne i matricen A - AE. Da matricen A - AE er ’kraftigt’ sin-
guler vil billedrummet for den som regel vare udspazndt af en el-
ler meget fa linezrt uafhazngige sejler.

Som i tilfzldet gm(A) = 1 kan man ogsd her vise, at den konstru-
erede mangde R = {u,Vyq,...,V,} vil vere lineazrt uafhzngig.

Er T = A - AE, bliver Tv, = v,,, .. ,T¢lv, = u og T¢/*v, = Tu = o,
og derfor bliver R = {T*”vk,...,Tvk,vk}, som jfr eksempel A4 er
lineart uafhengigqg.

Eksempel C2. Matricen

0 -2 1

A = 1 -3 1

1 -2 0
har det karakteristiske polynomium det(A - AE) = -(1 + A)3, dvs
den eneste egenvaerdi er -1 med algm(-1) = 3. Af (A - AE)v =0

far man tre ens ligninger af formen
X -2y + 2 =0,

der jo udspaznder en plan i R}, dvs gm(-1) = 2, og en basis for
egenrummet E ;, er fx

{(2,1,0)7;(1,0,-1)"}.

‘Da matricen

1 -2 1
A - AE = 1 -2
1 -2 1

ma det betyde, at vektorretningen (1,1,1)F € E_, udspznder billed-
rummet for matricen A - AE, og den vil derfor vere det eneste mu-
lige bud pa vektoren u. Sdledes vil matrixligningen

(A - AE)vy = u

give tre identiske ligninger
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X -2y + 2 =1
og man far fx v, = (1,0,0)7.
Bemzrk, at man ogsa kunne have valgt (0,0,1)T eller (0,-%,0)".

Herefter bliver matricerne

-1 0 0
S = 0 J = -1
-1 1 0 0o -1

Bemezrk, at egenvektoren (1,1,1)' skal std i matricen S som den
sidste af de to lineart uafhe&ngige egenvektorer. Den er benyttet
til konstruktionen af den ekstra vektor, og den er derfor det
forste element i basen R for det invariante underrum. Det bekrazf-
tes let ved udregning, at AS = SJ. #

Opsummering

Vi betragter nu nxn-matricen A, som man om muligt vil diagonali-
sere. Man finder da ferst samtllge egenvardier A 41+, over C,
den samlede algebraiske multiplicitet af alle egenvardler er n.
Derpa bestemmer man for hver egenvardi A samtlige egenvektorer
og om nedvendigt de "syntetiske" vektorer sdledes at disse vek-
torer tilsammen udspander et underrum U,, hvor dlmU = algm(A)

Som vi sa vil U, vare invariant over for A, og derfor vil

C"=0U, 8 .... ® U
I denne basis kan vi fastlzgge den til A svarende matrix ved at

sammensette den af blokke, der kun vedrgrer et underrum, saledes
som det er vist i det foregadende.
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Afsnit D: Supplerende opgaver

1.

c® er mzngden af alle reelle, kontinuerte funktioner. Der
er givet feolgende mzngder

F, = { fec® | £(1) = 0 )
F, = { fec® | £(0) = 1}
F; = ( fec? | £(0) = 0 A £(1) =0 )

Afger da hvilke af disse mengder, der er underrum i cP.

P; er mzngden af alle reelle polynomier af hejst tredie
grad. Idet p’ betyder den afledede af p, defineres fplgende
mengder

©
|

= { geP; | g’ (t) - 2q(t) = t3 )
Q, = { qeP; | tag’(t) - 2q(t) = 0 )
Q; = { qgePy | t2g"(t) - 2tqg’(t) + 2q(t) = 0 )
Q, = { qeP; | t3g"(t) - 2tqg’(t) + 3q(t) = 0 )
Afger da hvilke af disse mengder, der vil vare underrum i

'P3. Bestem endvidere samtlige de polynomier, som tilherer
- mzngden Q; henholdsvis mzngden Q,.

CP er mengden af alle reelle, p gange (kontinuerte,) diffe-
rentiable funktioner. Idet f’ betyder den afledede af £, de-

fineres felgende mzngder

G, = { fec' | £/ + af = 0 )
G, = { fec' | £/ + £2 =0 )
Gy = { fec® | £" + af’ + bf = 0 )

hvor a og b er reelle tal. Afger da hvilke af disse mang-
der, der vil vare underrum i C'.

En kvadratisk matrix A kaldes skev-symmetrisk, hvis det

gzlder at A" = -A.

a. Vis, at ethvert diagonalelement i en skav-symmetrisk
matrix vil vare 0.

b. Nedskriv en 3x3 skav-symmetrisk matrix.

c. Vis, at safremt en matrix skal vare bade symmetrisk

og skav-symmetrisk, ma den vare O-maticen.
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d. Vis, at enhver kvadratisk matrix kan skrives som sum
af en symmetrisk og en skav-symmetrisk matrix. -

Der er givet matricerne

_ (1 0 _ (’o 1
E(lll) - 0 0) E(llz) = 0 0)

_ (o 0 ) A
E(2,1) = T o E(2,2) = (0 1)

Vis da, at E(i,j) E(j,k) = E(i,k) for alle i,j,k=1,2
og at E(i,j) E(k,1) = 0, hvis i,j,k,1 = 1,2 og 3 ¥F k.
Vis derpa, at enhver reel 2x2-matrix pa entydig made kan
skrives som linearkombination af disse fire matricer.

M, betegner mzngden af alle reelle 2x2-matricer. Vis, at
M,, er et vektorrum, og fastlag rummets dimension.

Fastleg samtlige reelle 2x2-matricer B, der vil kommutere

med matricen
(1 2)

A=
3 4

(dvs AB = BA). Vis, at m@ngden af sadanne matricer B vil

vere et underrum i M, ,, og bestem underrummets dimension.
’

Vi skal nu generalisere opgave 5 til nxn-matricer. Sdledes
star E(i,j) for den nxn-matrix, der har 1 pa den i,j-te
plads og 0 pa alle gvrige pladser. Godtger da, at

E(i,3) E(X,1) = §; E(i,1)
hvor i,j,k,1 =1,2,:-,n (GLk = 1 for j = k og ellers = 0).
Idet M on betegner mangden af alle reelle nxn-matricer, skal

det vises, at M, A er et vektorrum, og bestem rummets dimen-

n
sion.

Un'n betegner mzngden af alle reelle, ovre nxn-trekantmatri-

cer. Godtger, at U er et underrum i M .. og besten dimen-

n,n
sionen af U, ,. Tilsvarende betegner S A m&ngden af alle re-

elle, symmetriske nxn-matricer og T mengden af alle de

n,n

skev-symmetriske. Vis, at savel S som T, er underrum i

n,n

M, , o9 bestem rummenes dimensioner.
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10.

11.

12.

13.

14.

Idet P, er mengden af alle reelle polynonier af hejst anden
grad betragtes de fire polynomier

Po(t) = 2t + t , p,(t) = t?

p,(t) = -t? + t + 1, p;(t) = -t - 1
Vis, at disse fire er linezrt afhangige, og bestem et line-
2rt uafhzngigt szt af tre af disse polynomier.
Vis endelig, at ethvert element i P, kan skrives som line-
arkombination af disse tre polynomier.

Man betragter vektorrummet C over C. Der er givet folgende
szt af vektorer

s, = { (1,0,0); (0,1,i); (1,i,-1) )

s, = ( (1,-1,i); (i,0,1): (0,1,1) )}

Sy = { (i,i,i); (1,1,-1); (1,1,0) )
Afger da hvilke af disse mzngder, der lineart uafhangige,
og bestem koordinaterne til vektoren (1,2i,-3) med hensyn
til s,.

Vis, at hvert af felgende szt af polynomier i P; (rummet af
alle reelle polynomier af grad < 3) vil udgere en basis for ,
P;.

{1, 1+t, t +t% t2+ t3)

(1, 1+¢t, 1+t 1+ t3)
og fastl®g koordinaterne til polynomiet p(t) = €3 - t2 i
forhold til hver af baserne.

Betragt vektorrummet C* over R. Hvilken dimension har dette
vektorrum (se tillige i Griffel, kapitel 3, opgave 24).

Los ligningssystemet
3 -1 0 0 X
-1 3 -1 0 y
z
w

P O N

Angiv for hver verdi af det reelle tal a mengden af
leosninger til ligningssystemet
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15.

l6.

17.

18.

X + 2 +aw =1
X+y+ 2z 1

Y+ 2= w=1
X +y - w=1

Bestem det reelle tal b saledes, at ligningssystemet
X - Y+ z+ w=1
y + 2 +' w =20
-Xx + y - 4z + 5w = b + 4
2x - 2y + 52 + bw = 1
har mindst en 1lesning, og fastlag for hvert sddant b
samtlige lesninger til systemet.

Der er givet matricen

Bestem savel rzkke- som s¢jlerang for matricen B. Betegner
M en matrix pa trappeform, som er rakkezkvivalent med B,
skal man udregne B? og M?’. Vil disse to matricer have samme
rezkkerang?

Angiv en basis for le¢sningsrummet for ligningssystemet
X+ 2y - 32 =0 -X - 2y + 32 =0
4% + 8y - 12z 0 X - y + 5z =0,
og bestem de talszt (b,,b,,bs,b,) € R* for hvilke lignings-
systemet

x + 2y - 3z = b, -X
4x + 8y = 12z = by X
har mindst én le¢sning.

2y + 3z
y + 5z

b,
b,

Bestem det reelle tal b sdledes at ligningssystemet
4 - 5y - 2z + 3w = 3
3% - 2y - 5z + 4w = 4
2X - 5y + 4z - w =D,
har mindst én lesning. Bestem den fuldstandige le¢sning til
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19.

20.

21.

22.

23.

ligningssystemet med dette valg af b.

Bestem den fuldstzndige le¢sning til ligningssystemet
X, + 2%, + 3%y + 4%, + 5% = 1
2x, + 3%, + 4%3 + 5%, + X5 = 2
3%, + 4%, + 5%; + 5%, + 2%, = 3.

Der er givet matricen

2 1 0 -1
1 i1 -1 1
A=
0 l 1l 0
1 1 =2 2
- og bestem le¢sningsma&ngden til ligningssystemet Ax = 0.

Fastlag derpa vektoren b, saledes at ligningssystemet
AxX = b har mindst én lesning.

Idet P; er rummet af alle reelle polynomier af hejst tredie
grad, defineres operatorerne Q,, Q,: P; —=> P; ved

Qp(t) = t?p"(t) - 2tp’(t) + 2p(t)

Qp(t) = t%p"(t) - 2tp’(t) + 3p(t)
for alle reelle t. Bestem nulrum og billedrum for begge
operatorer.

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, er de fire differentialoperato-
rer L, L,, Ly, L;: Cc° -> c® givet ved

Lif = f" - 2f/ - 3f

Lf = f" - 2f/ + £

L,f = f" - 2f’ + 5f

Lf=¢£" + f
Bestem en basis for hvert af nulrummene N(L,), N(L,) og

N(L;) . Fastlag dernazst en basis for hvert af nulrummene
N(L,°L,) og N(L,°L,).

Nar M; ; er rummet af alle reelle 3x3-matricer, defineres en

;inear afbildning f: M;; -> M; 5 ved, at f(X) = M-X, idet
matricen M er fastlagt ved
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24.

25.

26.

27.

0o 1 1l
Bestem nulrum og billedrum for afbildningen f.

Lad de linezre afbildninger f: R* -> R* og g: R* -=> R? i en
passende valgt basis vare givet ved matricerne

1 2 1

3 1 =2 5 2 -5 -1

A = B =

2 2 0

1 2 1
Vis, at B(f) = N(g), og fastlag pa denne baggrund B(gf).

En lineazr afbildning f: R* -> R* er givet ved matricen

2 1 o0 -1

1 1 -1 1

0 1 1l 0

1 1 -2 2
og bestem en basis for B(f), N(f) samt for B(f) N N(f), og
benyt dette til at bestemme en basis for B(f?).

En linear afbildning g: R* -> R* er givet ved matricen
i 1 1 o

og bestem en basis for savel B(g) som for N(g). Godtger, at
B(g) = N(g), og bestem pa denne baggrund B(g?).

Cc® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: c* -> c® er for
alle tal a, b € R givet ved
Lf = £" + af’ + bf.

Bestem tallene a og b, ndr funktionerne

$(t) = et  og g,(t) = &*
er basis for nulrummet N(L). Bestem tillige en basis for
nulrummet, hvis a = 7 og b = 10.
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28.

29.

30.

31.

32.

C® er rummet af alle reelle, vilkdrligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: C® -> c® er givet
ved '

Lf = (D® - 3D - 2D%)f. |
Fastlag en basis for nulrummet N(L) samt en basis for egen-
rummet svarende til -4,

Cc® er rummet af alle reelle, vilkdrligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: C¢® -> c® er givet
ved

Lf = (D* + 2D% + DY) f.
Vis, at det tilherende polynomium vil have redderne i og -i
med multiplicitet 2, og fastlag derpa en basis for nulrum-
met - N(L) - af reelle funktioner.

'Fastlag det reelle tal a, sdledes at matricen

1 0 1
2 1 3
0 5 a

vil have egenvardien -1.

Lad A, , betegne matricen
's 1 0
1 -3 1
0 1 t

Bestem tallene s og t, nar vektoren (1,1,1) er egenvektor
for matricen A ¢ find derpa sémtligé egenverdier for ma-
tricen. Er det muligt at bestemme en basis for R® af egen-
vektorer for matricen?

Bestem samtlige egenvardier til matricen

2 1 -1
B = 1 i -1
1 1 0

og bestem de tilhorende egenvektorer. Kan man fastlzgge en
basis af egenvektorer for B?
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33.

34.

35.

36.

37.

Der er givet en linear afbildning L: c%®

Lf = (D + 4D + DY) f.
Vis, at funktionen ¢(t) = te ® tilherer egenrummet svarende
til egenverdien -3, og bestem derpa en basis for dette rum.

-> c® ved

Bestenm det reelle tal s sdledes, at matricen

2 s -1
-1 1 0
s 0 1

har egenvardien -1. Bestem i dette tilfzlde alle egenvardi-

er og egenvektorer. Kan matricen diagonaliseres?

En linezr afbildning f: R* -> R* er i den sadvanlige basis
givet ved matricen '

Fastlag en basis for R%, som bestar udelukkende af egen-
vektorer for f.

Vis, at matricen
2 1 -1

B = 1 1 -1
1 1 0

kun vil have én egenvardi og én egenvektor, og bestem derpa
en basis for R}, s& B vil blive transformeret over i en
jordanmatrix.

Vis, at matricen

1 -2 -2
B = 1l 4 1
1 1 4

kun vil have én egenvardi med to linezrt uafhzngige egen-
vektorer, og bestem derpd en basis for R®, sa B vil blive
transformeret over i en jordanmatrix.
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38.

39.

Bestem den lgsning til det linezre differentialligninng-
system

3

£,/ = 2f, + £, - £5
£,0 = £, + £, - £5

som opfylder, at £(0) = (3,2,1)".

Bestem den 1lesning til det lineare differentiallignings-
system

g,/ = -11g, + g, + 29;
g,’ = 49, - 1l1lg, - 49

som opfylder, at g(0) = (1,2,-1)".

Opgavesat A:

A 1l.

Angiv for alle talpar (a,b) € R? antallet af lgsninger til

. ligningssystemet
X-y+ z-2w=-1
X + 2z - w= 2
y+ 2z + 2w = a
=X +y- z+bws= 1

og los derpa ligningssystemet for (a,b) = (3,2).

Der er givet matricen

2 0 0 -3
-1 2 0 -3
A= _
1 0 2 3 ~
0O 0 o0 3

Vis, at A ikke kan diagonaliseres.

Vis dernast, at A ved et passende basisskifte kan bringes

pa jordans normalform.

Benyt fx dette til at le¢se differentialligningssystemet
£7/(t) = Af(t), med £(0) = (1,1,1,1)".

Idet C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte diffe-
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rentiable funktioner, defineres en operator L: C® -> c® ved
Lf = (D’ + aD + bDO) £
hvor a, b € R. Bestem a og b saledes at funktionen
a: t => te®t
er egenfunktion for L svarende til egenvardien 8, og fast-
lag endelig en basis for egenrummet for L svarende til
egenverdien 8.

Lad U og V betegne henholdsvis nulrum og billedrum for en
lineer afbildning g af R* ind i sig selv fastlagt ved ma-

tricen
11 -1 o
0o 2 0 -1
5 3 -5 1
2 4 -2 -1

Angiv en basis for hvert af rummene U, V og U Nv. Fastlag
pad denne baggrund en basis for billedrummet for g°.

Opgavesat B:

B

1.

C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner. Vis, at funktionen
a: t -> tcost
tilherer nulrummet for operatoren L: C® -> c* givet ved
Lf = (D* + 2D? + DY) £,
og fastlzg herefter en basis for nulrummet. Fastlag tillige
en basis for egenrummet svarende til egenvardien 1.

Lad A vare matricen givet ved
1 2 3 4 5
(54321)
og lad f og g vere de linezre afbildninger svarende til
henholdsvis A og A'.
Bestem ortogonale baser for nulrummet for f - N(f) - og for

billedrummet for g - B(g). Vis, at disse to baser udger en
ortogonal basis for R°.
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B 3. Lad B betegne matricen

a 1 0
B={1 b 1
0 1 o]

hvor (a,b,c) er et sat af komplekse tal, hvorom det gzlder,
at (1,1,1) er en egenvektor for B. Find samtlige egenvar-
dier for B.

Afger hvorndr B er regular, og vis, at nulrummet i modsat
fald har dimension 1.

Begrund, at enhver basis bestaende af egenvektorer vil vare
ortogonal, hvis a, b og c er reelle tal.

B 4. De to matricer V og U er givet ved

0 1 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 1
vV = U =
0 0 0 1 0 0 0 1l
0 0 0 0 0 0 0 0
Bevis, at ‘U =V + V2 + V3, U=V =0
og UV = VU =U - V.
Sztter vi A =E + tV og B, = E + tU

vis da, at B, = a,.
Vis endelig, at det for alle reelle t F 0 gazlder, at A, er
jordans normalform for B,, og bestem en matrix 8,, sa

—_ -1
B, = S,A,8,.

Opgavesat C:

C 1. De lineare afbildninger f,g: R* -> R*® er i en passende
valgt basis givet ved matricerne

1 2 -1 =2 3 2
4 7 5 -10 0 1
-3 -5 -6 8 4 3
-3 -6 3 6 1 -1 -1 0

Vis, at B(f) = N(g) og at B(g) Nl N(f) = (0}, og bestenm
B(gf) og B(fg). '
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Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres for alle reelle talpar
(a,b) en linezre operator L: c® -> c® ved

Lf = (D> + aD + bD%)f.
Fastlag talparret (a,b), sdledes at funktionen

B: t -> elcos2t
tilherer nulrummet for L.
Bestem derpa en basis for nulrummet, samt en basis for
egenrummet svarende til egenvardien -10. '

Vis, at matricen

vii have det karakteristiske polynomium

O P(R) = (Bt 4) (s o+ 2)3,
og vis tillige, at egenrummet svarende til egenvardien -2
vil have dimension 2.
Foretag derpa et basisskifte, sdledes at matricen A vil
transformere til en jordanmatrix, og benyt fx dette til at
bestemme lgsningen til differentialligningssystemet
£7/(t) = Af(t), hvor £(0) = (0,1,2,0).
P;[-1,1) er vektorrummet bestdende af alle reelle polynomi-
er af hejst 3. grad givet pa intervallet [-1,1]. P3 dette
rum defineres det indre produkt

1
<p,q> = j_g(t)q(t)dt-

Fastlag en ortogonal basis for underrummet
Q = { peP; | p(1) = 0 A p(-1) =0 ).

Beskriv dernazst de polynomier, der tilhorer Ql (det orto-
gonale komplement til Q) og vis, at polynomierne

a(t) = 5t2 - 1 , B(t) = 7t3 - 3t
er en ortogonal basis for @l.
De ortogonale baser i Q og Q- valges nu som basis for P;.
Bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet

p(t) = t2 + 3.

26



Opgavesat D:

D 1.

Lad U og V vere nulrum og billedrum for den lineazre af-
bildning f: R* -> R%, der er fastlagt ved matricen
1 2 0 3
0 1l 1 1
-1 0 2 -1
1 -2 -4 -1
Angiv en parameterfremstilling for hvert af rummene U, V og
UN V, og fastlzg endelig billedrummet for afbildningen f2.

P,[-1,1) er vektorrummet bestdende af alle reelle polynomi-
er af hgjst 2. grad givet pa intervallet [-1,1]. Pa dette
rum defineres det indre produkt

1
<@ = [p()arnat.

Med Q betegnes det underrum, der udspzndes af polynomierne
a(t) =t + 1 -, B(t) = t2 - t.

Vis, at ‘{ ¢, B } er en ortogonal basis for Q.

Bestem derpd en basis for det ortogonale komplement til Q -
kaldet QL. '
Man velger nu disse baser for Q og ol som basis for hele
P,, og bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet

p(t) = €2 - 3.

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiakhle funktioner, defineres en linezr operator
L: ¢® -> c® ved .
g = (D’ - 3D + 2D%g.
Fastleg en basis for nulrummet for L.
Funktionen

a: t -> tet
tilherer et egenrum for L. Bestem den tilherende egenvardi
samt en basis for egenrummet.

Den linezre afbildning F: R* -> R* er i den sadvanlige basis
givet ved matricen
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3 (0] 0 1
Vis, at afbildningen F vil have det karakteristiske poly-
nomium P(A) = (A - 4)%(A + 2)2
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.
Fastlzg endelig en basis i R*, siledes at den til F sva-
rende matrix i denne basis vil vare pa Jordans normalform.

Opgavesat E:

E 1.

En linear afbildning f: R* -> R* er fastlagt ved matricen

i -2 -5 9
Bestem en ortogonal basis for bade billedrummet - B(f) - og
nulrummet - N(f) - for denne afbildning.
Vis, at disse baser tilsammen vil udgere en ortogonal basis
for R*, og fastlzg endelig en basis for billedrummet sva-
rende til afbildningen f2.

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres for alle a,b € R en
operator L: ¢® -> c® ved

Lf = (D° + aD + bD?%)f.
Bestem tallene a og b, sdledes at funktionen

B: t -> tet

er egenfunktion for L svarende til egenvardien -4.
Fastleg derpa en basis for nulrummet for L - N(L).
En anden operator M: Cc® -> c® er defineret ved

Mf = (D + 3DO)f
Bestem endelig en basis for nulrummet svarende til den
sammensatte operator MeL.
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E 3. Vis, at matricen

A =
-1 o -1 1
r o i -1 -1
' vil have det karakteristiske polynomium
¢ P(A) = (A + 3) (A + 1)3

og vis endvidere, at matricen A ikke kan diagonaliseres.
Foretag derpa et basisskifte, sdledes at matricen A
transformeres til en jordanmatrix, og benyt fx dette til at
vise, at samtlige lesninger til differentialligningssyste-
met

£/(t) = Af(t) vil konvergere mod 0 for t -> w.

E 4. En linezr afbildning g: R® -> R® er i standardbasen givet
ved matricen

1 -2 =2
B = 1 4 1
1. 4

Vis, at de tre vektorer

w, = (1,-1,0)" , u, = (2,-1,-1)T , u; = (0,0,-1)7
kan valges som basis i B3.
Et element x € R® har i standardbasen et koordinatsat X, o9
i u-basen - (u,,u,,u;} et koordinatsat x,. Fastlag koordi-
natskiftematricen P, sdledes at

x, = Px

Fastlzg endelig den til g svarende matrix i u-basen.

Oopgavesat F:

F 1. En linear afbildning f: R* -> R* er i standardbasen fastlagt
ved matricen

1 0 1 -1
-1 2 1 -5

’ 1 1 -3
2 1 0 =2
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Bestem en basis for sdvel nulrummet - N(f) - som billedrum-
met - B(f) - for denne afbildning.

Bestem tillige en basis for N(f) I B(f) samt en basis for
billedrummet svarende til afbildningen £2,

En linezr afbildning g: R® -> R’ er givet ved matricen

=11 1 2
4 -11 -4
-4 2 =5

Vis, at g kun vil have én egenvardi, samt at den til g sva-
rende matrix ikke kan diagonaliseres.

Fastleg derpa en basis for R’, si den til g svarende matrix
i denne basis vil vare en jordanmatrix, og opskriv endelig
denne jordanmatrix.

Bestem samtlige egenverdier inden for C for matricen

0 1 0 o

1 0 0 0
A=

0 0 1 -1

0 0 1 1
og vis, at A kan diagonaliseres inden for C.
Benyt fx dette til at bestemme den reelle lgsning til dif-
ferentialligningssystemet
£7(t) = Af(t) , £(0) = (1,-1,1,0)7.

I B° er de to underrum U og V givet ved

U = sp{(1,0,1,0,-2);(2,0,0,1,-3);(p,1,0,0,-4))

V = sp{(-1,3,1,2,0):(-3,1,-1,0,q))
Fastlzg konstanterne p og g, siledes at U . V. De her fund-
ne vardier af p og q anvendes i det felgende.
Bestem derpa en ortogonal basis for savel U som V.
Fastl®g endelig en mulig matrix for en linear afbildning
F: R -> R°, hvor V = B(F) - billedrummet for F - og en ma-
trix for en linear afbildning G: R* -> R?, hvor U = N(G) -
nulrummet for G.
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Opgavesat G:

G

1.

3
En linezr afbildning f: R* -> R* er i en passende valgt
basis givet ved matricen

-1 -1 -1

1 1 -1 -5 _
R* er i det fwigende forsynet med det szdvanlige indre pro-
dukt. Vis da, at N(f) 1 B(f) - dvs at nulrum og billedrum
for £ vil vere ortogonale.
Fastl®ag derpa en ortogonal basis for savel N(f) som B(f),
og vis at disse baser tilsammen vil vare en ortogonal basis
for R%.
Fastlag tilslut en ortogonal basis for B(f?) - billedrummet
for afbildningen fof.

C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner. En linear differentialoperator L pa dette rum
er givet ved

L =D% - 2D + D°.
Bestem en basis for nulrummet - N(L), samt en basis for
egenrummet for L svarende til egenvardien -4.
Bestem endelig en basis for egenrummet for operatoren LeL
svarende til egenvardien 16.

Vis, at vektorerne
b, =(1,1,1)" , b, = (-1,0,1)7 , by, = (2,1,-1)7
vil vare en basis for R3.
En linezr afbildning g: B> -> R® er i standardbasen
{e,,e,,e;} givet ved _
g(e1)
g(e,) = e + 3e;
g(e;) = e, + e,.
Opskriv den til g svarende matrix i standardbasen, og fast-
lzg tillige den til g svarende basis i forhold til b-basen
- {by,b,,bs).

2e2 + e
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og vis, at matricen A ikke kan diagonaliseres.
Fastlzg derpd en basis i R* sidledes, at den til A svarende
matrix i denne basis vil vare pa jordans normalform.
Benyt fx dette til at bestemme den lgsning til det linezre
differentialligningssystem

' £/(t) = Af(t)
som opfylder £(0) = (1,2,0,-1)".

Opgavesat H:

H 1.

Rummet R* tznkes forsynet med standardbasen. I R* er givet

underrummene
U = sp((1,2,-1,1)";(3,1,0,2)")
V = sp{(1,1,1,-2)";(3,0,2,-1)"})

Vis, at dim(U n V) = 1, og fastlag en basis for U n V.
Fastlzg dernast en ortogonal basis B = (b,,b,,b;,b,} i R*,
saledes at b,, b e U og b, by € V,
Om en linezr afbildning f: R* » R* vides, at

N(f) = U og B(f) =V
Fastlag pa denne baggrund en mulig matrixreprzsentation for
f i B-basen, og bestem endelig med den valgte matrix en
basis for B(f?).

Coo

er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differenti-
able funktioner. Pa dette rum er givet en fjerde ordens
linear differentialoperator L, ved

L = D* + a;D* + a,D? + a,D + a,p’, a, € R.
Om denne operator L oplyses, at
a) funktionen a: t - t tilherer egenrummet for L svarende
til egenvardien 4/3, og

b) funktionen B: t - te' tilherer nulrummet for L.
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3.

4.

Fastleg pa denne baggrund differentialoperatoren L.

Vis, at matricen

0 2 4
: 0o 0 -2 o0
A=lo -2 o o

1 -1 0 0
vil have det karakteristiske polynomium
P(}) = (A% - 4)3,
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.
Foretag et basisskifte, sa matricen vil transformere til en
jordanmatrix.

P; er rummet af alle reelle polynomier af hejst tredie
grad. P& dette rum defineres for alle heltallige vardier af
n en linezr operator L, ved

Lp(t) = (1 - t¥)p"(t) - 2tp’(t) + np(t).
Bestem de til L svarende egenverdier og egenpolynomier, og
fastleg de verdier af n, for hvilke L, vil vare invertibel.
Bestem endelig for n = 6 og for n = 8 - om muligt - et po-
lynomium p, der opfylder ligningen

Lp(t) = 5t3 + 3t o ;

[Vink: Man kan med fordel benytte en til I, svarende ma-
trixreprasentation].
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