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Abstract

The purpose of this thesis is +to show that models of
independence are good tools to treat problems about time. In the
first chapter it is argued that scientific theories should be
intersubjective but not necesarily objective. In the second
chapter some theorems are shown, which gives an interpretation of
the use of probability measures in statistics. The +third chapter
introduces some concepts from information theory. The most
important result is that the principle of minimal information has
an interpretation as way of finding conditional probability
distributions. 1In Chapter 4 the concept of conditional
independence is introduced. The concept of fork asymmetry is
formalised by the definition of harmonic relations. If the
independence relation is weakly transitive, then the harmonic
relations are essensially preorderings. If there exists a harmonic
preordering, then there is a maximal harmonic preordering denoted
<. If the model of independence is finite and has a harmonic
ordering, then the independence model can be described by graphs
if and only if the independence relation satisfies the axioms of
decomposition, intersection and weak transitivity. Hidden variable
models are discussed and Bell type inequalities are shown to be
the tool to proove the existence of hidden variables.

In chapter 5 various non-physical examples of time asymmetry are
discussed. The all fit well into the describtion by models of
independence. Many-world theories and the universallity of the
concept of simultanity are rejected. In chapter 6 time is
concidered from a geometrical point of wiew. The ordering defined
by light cones and the ordering defined by independence must be
the same in relativistically invariant models. In chapter 7 gives
an interpretation of quantum mechanics, where state space and
group representations are the central concepts, and in the next
chapter contains a discussion of the reduction of the wawepacket
and non-locality of quantum mechanics. It is shown that there |is
no a priori reason to belive that a measurement can destinguish
between a state and the corresponding reduced state. In chapter 9
some termodynamical problems are treated and- it is shown that

% Ex(¢) = D(6IK) = —1n(P(A)) (331)

where Ex(¢) denotes the energy which yuo can extract from the
system in state ¢, D(¢llK) is the information gained by knowing
that the state is ¢ and not invariant under +time +transiations,
and P(A) denotes the probability that a reversible system have a
fluctuation which can not be destinguised from ®. Chapter 10
treates some problems in time machines and backwards causation.
The conclution is that all paradokses about time asymmetry comes
from the idea that time is an objective concept. It is possible to
define an intersubjective time using models of +the independence
relation.

.
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Arbejdet med denne afhandling er i en vis forstand en
fortsettelse af mit speciale. Jeg havde fundet ud af at mal for
information og entropi kunne vere nyttige til at formulere og
bevise konvergenss®tninger i sandsynlighedsregning. Jeg habede at
kunne overf¢re resultaterne til operatorteori (ikke-kommutativ
sandsynlighedsregning) men st¢tte pa den vanskelighed at
anvendelsen af begrebet betinget sandsynlighed var ganske uklart i
kvantemekanik. Derfor matte jeg beskeftige mig med kvantemekaniske
grundlagsproblemer. Den fremragende bog af Holevo gav hab om at
man kunne nAd til en afklaring, idet den viste at det centrale
problem kunne formuleres som “"hvorfor har tilstandsrummet 1
kvantemekanik form af tethedsoperatorerne pa et Hilbertrum?". Med
min gamle interesse for éntropi og information var det nu oplagt
at overf¢re de kvantemekaniske definitioner af tilstand og maling
til termodynamikken. Problemet var at jeg ikke rigtigt viste
hvordan jeg skulle udtrykke samménhangen mellem alle de indgaende
variable pA en overskuelig made. Jeg fors¢gte mig med forskellige
former for hjemmestrikkede diagrammer, meﬁ der manglede et eller
andet. SA h¢rte jeg et foredrag af Judea Pearl om Bayesianske net-
verk. Efter foredraget spurgte jeg begejstret om han ikke havde
provet at analysere Bell's uligheder med Bayesianske netvaerk, men
han fortalte at han ikke havde noget kendskab til teoretisk fysik.
Han havde herved givet mig den n¢gle jeg manglede, og her er hvad
jeg fik ud af bruge den.

Jeg vil hermed takke mine vejledere Jeppe Dyre og Peder Voetmann
Christensen for at n¢gjes med at ryste pa hovedet, nAr jeg til
deres fortvivlelse klatrede rundt pA nogle stejle Xklippevegge i
stedet for at ©publicere en masse, eller spildte tiden med
problemer, som viste sig at vere blindgyder, i stedet for at f¢lge

~deres rad. Ogsd Bernhelm BooB Bavnbzk og Stig Andur Pedersen

skylder jeg tak for hans hj=zlp ved mange lejligheder. _
Peter Harremoés
RUC april 1992
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INDLEDNING

I Horwich (1980) navnes ti fenomener, der er asymmetriske i tid:
begreberne f¢ér, nu og efter; sandhed; de facto irreversibilitet;
.viden; A&rsag; forklaring; kontrafaktisk afhengighed; beslutning;
~0g verdi. Han nadr i sin behandling af emnet frem til en ordning af
fenomenerne, s& hvert fznomen er forklaret via det (eller de)
foregdende fznomener.

I denne afhéndling er fremgangsmaden en anden. F¢rst dannes et
begrebs- og fortolkningsapparat (kap.l1-4 og 7), som derefter an-
vendes p4& de tidsasymmetriske fenomener (kap. 5-6 og 8-10). Rakke-
;f¢lgen af kapitlerne er f¢rst og fremmest valgt ud fra ¢nsket om
at holde den logiske struktur klar, s& cirkelslutninger undgéas.
-Derfor er en del eksempler udskudt til de indgadende begreber er
klarlagte. I 1. kapitel argumenteres for at man i en teori som
denne b¢r tilstrebe intersubjektivitet og ikke objektivitet.
Kapitel 2 indeholder nogle s#ztninger, der giver mulighed for en
bestemt interpretation af begrebefne subjektiv og frekvensiel
‘sandsynlighed. I 3. kapitel gennemgds forskellige resultater, der
h¢rer ind under sandsynlighedsregning og informationsteori. Den
grundlazggende teori for I-modeller og Bayesianske netverk gennem-
gAs i1 kapitel 4 uden reference til nogen anden fortolkning af de
indgidende pile end hvad, der wumiddelbart 1ligger i begrebet
betinget uafhengighed. I det folgende kapitel bliver det vist, at
1retningeh af tiden og arsags-virkningsrelationen ma stemme overens
med de piles retning, der fas ved at lave beskrivelser med Bayesi-
anske netverk. Xun - ikke-fysiske fxnomener gennemgas 1 dette
kapitel, da vor erkendelse af naturen m4 vere underlagt vor erken-
delse. Den natur, vi ¢nsker at beskrive, ma da pid en eller anden
made vare sidan indrettet, at vi kan erkende den. I kapitel 6
unders¢ges hvilke muligheder, der er for, at en relativistisk rum-
tid geometrisk beskrevet kan indeholde en orienteret tid.

I fysik forekommer tidssymmetri for alvor 3 steder: ved den
kvantemekaniskeAmaleprobes, i termodynamik og ved visse svage

vekselvirkninger. Alle andre former for tidsasymmetri kan tilsyne-



ladende beskrives ud fra disse. For at kunne behandle den kvante-
mekaniske maleproces og ikke-lokalitet i kapitel 8, gennemgas de
grundl=ggende begreber i kvantemekanik i kapitel 7. Hovedvzgten
legges pa begreberne tilstandsrum og grupperepresentationer. Frem-
stillingen kan opfattes som en interpretation af kvantemekanikken.
Kapitel 9. drejer sig om termodynamik og entropiens vakst. Sidste
kapitel er helliget paradokser og ikke-paradokser angaende kausale
1¢Kker. I dette kapitel omtales tidsasymmetrien ved svage veksel-
virkninger kort.

Behandlingen af emnet er behaftet med det metodiske problem, at
mange af de relevante begreber (som f.eks. Arsag) stammer fra dag-
ligsproget. Deres betydning er givet ved deres brug, og alle de
associationer de giver ved, at man tidligere har h¢rt dem brugt.
Brugen kan ikke forventes at vare, og er heller ikke konsekvent
(f.eks. anvendelsen af begrebet Arsag: se Horwich 1980 og Pearl
1990), sa& man vil aldrig kunne give en definition af begrebet, der
fuldstendigt forklarer begrebets brug i enhver sammenheng. Ved
begreberne henger associationer fra 2500 &rs filosofiske diskus-
sioner, og det er en uoverkommelig opgave at redeg¢re for alt
dette. I stedet er det hensigten at gennemgd en rakke eksempler,
der’ traditionelt har voldt problemer, og vise hvordan man kan give
en fuldstendig og konsistent beskrivelse med de opstillede be-
greber. Habet er da at lazseren finder de valgte eksempler repra-
sentative. Det b¢r understreges, at dette ikke er et fors¢g pa at
presentere eksisterende teorier, da der findes mange gode (og
desverre ogsAd mange dArlige) fremstillinger af disse.

Bemerk at forfatteren er et rodehoved, og der derfor Kkan vere
nogle ungjagtigheder i teksten. Dette har forfatteren sa prgvet at
rette i teksten med fare for at der er opstaet nye ungjagtigheder
eller inkonsekvenser. Laseren opfordres derfor til ikke at tage
noget for gode vare, hvis leseren ikke selv forstAr det.

Paragraffer benezvnt definition, lemma, s®tning, korollar, bevis
og eksempel er forsynet reference, dersom de er inspireret af en
tilsvarende paragraf i litteraturen. Dog er sAdanne paragraffer
forsynet med * dersom indholdet ma& anses for at vere standard
inden for emnet. Paragraffer uden reference skyldes forfatteren.



1.SUBJEKTIVITET. INTERSUBJEKTIVITET "0G OBJEKTIVITET
HISTORISK BELYST

At en pAstand er subjektiv, vil sige, at den pastdede sandhed er
‘ngje knyttet til det subjekt, der frems=tter pastahden. F.eks. er
pAstanden “"stegt lever smager godt" subjektiv, idet nogle
mennesker mener det, hvilket forfatteren aldrig har forstaet.
Subjektive pistande har deres berettigelse i daglig tale, og i
visse (szrligt humanistiske) videnskaber, som ellers wville blive
tandl¢gse. _
Mods=tningen til subjektivitet er intersubjektivitet, der vil
sige, at den pastaede sandhed ikke er n¢je knyttet til det sub-
jekt, der sigér s@tningen. Tvertimod skal man inden for en n&rme%e
:specificeret gruppe af ‘“subjekter"” wunder nzrmere - specificerede
forhold kunne n& til enighed om sandheden af det péastidede wudfra
felles kriterier. Bemerk at nogle definerer intersubjektivitet som

~ -identisk med koherens, og saledes ikke kraver andet end at man kan

“blive enige. PaAstanden "der er en taske" er intersubjektivt blandt
danskere, idet danskere er enige om hvordan man skal afgdre om
pastanden er sand eller falsk. Den er derimod ikke intersubjektiv
blandt danskere og svenskere, idet svenskere vil opfatte den p& en
anden méde. PAstanden en elektron er en partikel er ikke intersub-
- jektivt sand blandt fysikere, idet der findes forhold hvorunder
“elektronen kan opfattes som en bglge. I ingen af eksemplerne er
‘der fzlles kriterier for at afgdre sandhedsvardien. Naturvidenskab
drejer sig om at komme til nogle pastande om naturen, som enhver
der s@tter sig ind i det sprog, hvori de er formuleret, skal kunne
anse for sande og derfor bruge til at l¢se de praktiske problemer
den pAg=zldende har. Naturvidenskaben b¢r med andre ord s& vidt
muligt vere intersubjektiv eller som Bohr udtrykte det:

Naluwwidendskah fuundlen ibke om fnordan naturen en,
men omn fuad vui €am sige om maluren.



Mange forveksler begreberne intersubjektivitet og objektivitet.
Dette har fg¢rt til meget spildt arbejde, hvor folk har brugt en
del "energi pa at g¢ore denne eller hin videnskab “"objektiv" i
stedet for at n¢jes med at tilstrzbe intersubjektivitet. F.eks.
har ark=zologer brugt +tid pa at karaktérisere og typeinddele
stridsdkser fra stenalderen ved hjelp af en mengde malinger og
beregninger, hvor alle arkzologer, der setter sig ind i det pag=zl-
dende arkeologiske genstandsmateriale, intuitivt vil kunne fore-
tage den samme inddeling. Inddelingen har med andre ord inter-
subjektiv gyldighed blandt arkzologer, og alle malingerne er
spildt arbejde. At sammenblandingen ogsa& har f¢rt +til mange
diskusioner og megen begrebsforvirring, er klart. Det er ikke
ligetil at give en definition af begrebet objektivitet, sa i
stedet vil nedenfor blive givet en kort historisk redegg¢relse for
begrebets udvikling (med s=rlig vegt pA relationen +til tids-
begrebet), og hvad der til forskellige tider har motiveret folk
til- at bruge begrebet.

1.1.Antikken

Som der er tradition for, vil vi begynde med de gamle grzkere.
Grzkerne indtager nemlig en szrlig rolle i historien med deres
demokratiske styreform og den store betydning diskussioner og
argumenteren havde for det politiske liv. I et system, hvor fler-
tallet bestemmer, opnads politisk magt ved overtalelse. Saledes
kunne f.eks. Perikles fa s& stor magt ved a‘ have talegaverne i
ordenn. Andre med et mindre udprezget talent men med tilsvarende
ambitioner kunne modtage undervisning i retorik fra de sakaldte
sofister. Det var en professionel gruppe undervisere, der skulle
udfylde det tomrummst som religionen tidligere havde udfyldt.
Religionen havde nemlig slet ikke fulgt med wudviklingen af det
greske samfund. Der var imidlertid en kraftig tendens til at disse
sofister l=rte folk, hvad de havde brug for for at gennemfgre
deres politiske mal, nemlig at n¢jes med at overtale i stedet for
at overbevise. P4 Platons tid havde nogle sofister wudviklet en

ekstrem relativisme, som f.eks. Protagoras giver udtryk for i sa=t-




ninger som: "Om enhver sag gives der 2 udsagn, som er hinandens
modsatte" eller "[det gmlder om] at g¢re den svagere sag til den
sterkeste" (Johansen 1988). Sokrates' og Platons filosofi mi& ses
som en reaktion pa denne ekstreme relativisme, som et forsdg pa at
nA frem til det absolut (objektivt) sande, sk¢nne og gode. Disse
absolutte st¢rrelser er imidlertid ikke umiddelbart tilgengelige
. for erkendelsen og bliver derfor placeret i en s=rlig idé-verden.
\:Forholdet mellem vore sanseindtryk og denne idé-verden er aldrig
blevet bedre beskrevet end af Platon selv (Staten, begyndelsen af
bog 7):

Dialogen foregdr mellem Sokrates og Glaukon (Platons bror).

- —-Lad mig derefter bruge et billede der kan illustrere hvorledes
det star til med den menneskelige natur med henblik pA wuddannelse
. og manglende uddannelse. Forestil dig en mgrk wunderjordisk hule;
. fra den f¢rer der op til dagslyset en gang eller tunnel, der er
iang og af samme vidde som hulen. I den hule befinder der sig
.nogle mennesker der har siddet der lige fra b¢rn, og de er lenkeﬁé
‘bade om benene og halsen, s& at de uden at kunne r¢re sig fra
.stedet kun kan se lige frem for sig. Dreje hovedet om o0g se sig
tilbage kan de ikke, da hovedet er spendt fast. Et godt stykke

- .h¢jere oppe mod indgangen bag ved dem lyser der en 1ild, og midt

.imellem ilden og fangerne er der opf¢ft en mur tvars over gangen,
s& at den virker ganske ligesom den skerm der bruges ved Mester-
Jakel-forestillinger, den bag hvilken de opf¢rende befinder sig,
ﬁens de lader deres dukker optrade. ‘

-Jeg er med.
. . -~Tenk dig at der bag denne mur er en tvervej hvor der passerer
en hel del personer, der bzrer allehdnde genstande der netop rager
.op over muren; det kan vere redskaber, det kan vere menneske-
eller dyrefigurer, udarbejdet i tre eller sten eller hvad som
helst andet. Endvidere at nogle af disse skjulte personer, som
rimeligt er taler eller synger, mens andre er tavse.

-En besynderlig lignelse og besynderlige fanger!

-Men billedet passer pa& os! For fanger af den slags, har de
nogensinde set noget som helst af sig selv eller af hinanden und-
~ tagen de skyggebilleder som ilden kaster p4 hulens bagveg, tror

du?




-Nej, naturligvis ikke, nar de hele deres levetid har hovede£
klemt fast i den samme stilling.

-0g hvad figurerne angAdr som bares forbi bag ved dem, da gwlder
det samme?

-Ja vist.

-0g hvis de var i stand til at tale med hinanden, ville de s&
ikke benazvne skyggebillederne som om de var virkelige objekter?
- =Jo, absolut. :

-Tenk dig s& ogsa at bagveggen giver ekko. Nar en af de
forbipasserende talte eller sang, ville fangerne s& ikke +tro at
lyden kom fra skyggébilledet der bevzgede sig forbi?

-Jo, ganske givet.

-1 det hele taget ville fangerne ikke kende nogen anden
virkelighed end de forbidragende skygger.

=Selvfglgelig ikke.

(og senere i samme bog)

-Hele denne lignelse, kere Glaukon, mA n¢je sammenholdes med
hvad jeg beskrev fér. Fengselshulen skal forestille den synlige
verden, og det lysende bal solens magt. Og opstigningen fra hulen
og synet af alt deroppe kan du roligt s=tte lig med sjzlens
vandring op til intellektets verden; g¢r du det, gar du ikke meget
fejl af min egen forestilling, som du jo gerne ville h¢re. Om den
ogsa er sand, det mad himlen vide.

Men det er i hvert fald min opfattelse, hvor rigtig eller
urigtig den nu er, at fgrst i erkendelsens sf=zre kan man, til
allersidst, fA det Godes idé at se, og det endda vanskeligt nok.
Men har den vist sig for ens blik, f¢lger den slutning
n¢dvendigvis at her har vi den yderste arsag til alt hvad der er
rigtig* og sk¢nt. I den synlige verden affdder den lyset og lysets
herre solen, men i tankens verden er den alle tings hersker som
kilde til sandhed og indsigt; og dermed f¢lger ogsd at ingen pa
forstandig vis vil kunne udrette noget her pa jorden, indenfor en

snevrere eller videre kreds, uden at have skuet den.

I. oldtiden naede man aldrig til nogen alment accepteret fortolk-



ning af Platons ideer, men splittede sig i stedet op 1 en rakke
konkurrerende skoler, hvoraf stoikerne nok er dem der i hgjest
grad videref¢rer forestillingerne om objektivitet (se Sambursky
11959). |

1.2.Middelalderen

I middelalderens filosofi er kristendommen som grundopfattelse
slaet helt igennem, men der var stadig plads til diskussion til
"trods for at der i en periode var sterke krafter, der pré¢vede at
dempe gemytterne ved at pradike en dogmatisk verdensanskuelsé. Man
"havde sammensmeltet stoikernes og platonikernes opfattelse af ide-
fVerdenen med den kristne opfattelse af en alvidende og almzgtig
qud. Det var ikke leﬁgere et spgrgsmal om treet i skoven faldt,
Tnar ingen s& det, for Gud ser alt. Det gav imidlertid visse
Iproblemer ved behandling af temporale f=nomener, og en vesentlig
del af studiefne i'logik drejede sig da ogsa om udsagn, hvis sand-
- hedsvardi er temporalt variabel (se OQhrstr¢gm 1989). Navnlig
"spergsmalet om Guds alvidenhed contra menneskets frie vilje voldte
‘problemer, idet mennesket skulle d¢mmes ud fra sine handlinger af
Gud, og at forestillingen om en objektivt eksisterende fri wvilje
ikke kunne afvises som en illusion. En vigtig konklusion af deres
diskussioner var at Guds alvidenhed medf¢rte at Gud matte vare
hinsides tid (og rum). Thomas Aquinas, den nok kendteste skolas-
tiker, udtrykte det pa f¢lgende made (Thomas Aquinas 1975):
"Eftersom tiden ligger i bevegelsen, tilh¢rer evigheden, som er
fuldstendig uden for bevagelsen, p& ingen made tiden. Ydermere,
eftersom det eviges veren ikke forsvinder, er evigheden nuvearende
i sit nerver i forhold til enhver tid eller ethvert ¢jeblik i
tiden. vi kan betragte cirklen som et eksempel pa& noget i den
retning. .. Cirklens centrum, som ikke er en del af
cirkelomkredsen, stadr direkte over for ethvert punkt Pa
periferien. Saledes sameksisterer alt, hvad der er i en del af
tiden med det evige som det nerverende, sk¢nt det i forhold til
"andre dele af tiden er fortidigt eller fremtidigt... Derfor ser



det guddommelige intellekt i sin evighed, hvad som helst der sker
i tiden, som verende nutidigt i forhold til sig."

1.3.Nyere tid

E+ verk, hvis betydning for europeisk tankegang nzppe kan over-
vurderes, er Newton's Prinéiﬁia Mathematica, i hvilken han skri-
ver:"Absolute, true, and mathematical time, of itself, and from
its own nature, flows equably without relation to anything
external,and by another name 1is <called duration: relative,
apparent, and commen time, is some sensible and external (whether
accurate or unequable) measure of duration by the means of motion,
which is commonly used instead of true time; such as an hour, a
day, a month, a year." Newtonsk mekanik gér,(som det fremgar, krav
pd at vare en helt objektiv teori.

Newton var szrdeles teologisk interesseret, men hans mindre
gudsfrygtige arvtagere overtager hans objektivitets begreb, men
hos Laplace (1820) er den alvidende Gud erstattet af en intel-
legens: "An intelligence knowing all forces acting in nature at a
given instant, as well as the momentary positions of all things in
the universe, would be able to comprehend in one single formula
the motions of the largest bodies as well as the lightest atom in
the world, provided that its intellect were sufficiently powerful
to subject all data to analysis; to it nothing would be uncertain,
the future as well as the past would be present to its eyes."

Tilsvarende skriver Maxwell (1871):"We have seen that the
molecules in a vessel of air at uniform temperature are moving
with velocities by no means uniform...Now let us suppose that such
a vessel is divided into two portions, A and B, by a division
in which there is a small hole, and that a being whose faculties
are so sharpened that he can follow every molecule in its course,
opens and closes this hole, so as to allow only the swifter
molecules to pass from A to B, and only the slower ones to
pass from B to A. He will thus, without expenditure of work,
raise the temperature of B and lower that of R, in

contradiction of the second law of thermodynamics." Det interes-



sante er, at disse forfattere bliver ngd til forestille =sig et
subjekt til at‘tage'vare Pa det objektive.

Det filosofiske grundlag for de metoder, der i bruges i natur-
videnskab, er oftest positivisme og kritisk rationalisme. Karl
Popper beskriver, hvordan man gennem en kritisk proces nar frem
til stadigt mere forfinede hypoteser. En hypotese frems=zttes og
~ sammenlignes med data. Hvis hypotesen ikke passer ind i teorien
“forkastes hypotesen. Man siger at hypotesen er falsificeret.
"Dersom man ikke kan falsificere hypotesen, kan man fremsatte en
stzrkere hypotese og pr¢ve at falsificere denne. Man kan derimod
aldrig verificere en hypotese. Ideen er formuleret allerede af

Pierce, som FPopper har last, men aldrig refereret til.

"~ Den statistiske hypotesetestningsteori blev udviklet af Neyman
:og Pearson i begyndelsen af 1930'erne{ og er som den oftest
fremstilies helt i overensstemmelse med Pbppers» kritiske
rationalisme. Denne teori angiver en procedure til at afg¢re om en
forelagt hypotese Ho' ofte kaldet nulhypotesen, skal forkastéé
eller ej. Til eksempel kan opstilles den : nulhypotese, at
‘sandsynligheden p for gevinst i et spil har en bestemt verdi: -
H: p = 0,35 | |
.Hypotesen giver en sandsynlighedsfordeling for at fa givne

observationer. Ved hypotesetest skelner man mellem 2 typer fejl:

Ho accepteres Ho forkastes

Ho er sand Fejl af 1. art

Ho er falsk Fejl af 2. art

Nar sandsynligheden for at der indtrezffer en fejl af 1. art er «,
siges testen at have signifikansniveauet «. Safremt Ho for-
kastes ved en test med signifikansniveau a, siges testresultatet

at vere sigfikant pa niveauet a.




Ho akcepteres Ho forkastes

H0 er sand l] - « a

- H0 er falsk

Det er vesentlig at bemerke de tomme felter i almindelighed ikke
kan till®egges nogen sandsynlighed. I Platons grottebillede kunne
nuipypotesen vere at en given figur blev baret forbi grotten, og
hele méden at resonere pa er n¢jagtig som hos Platon. Forfatteren
haf~somme tider skullet forklare denne made at r=sonnere pa& for
anvendere af statistik, og de forstAr det oftest fgrst til fulde,
nadr man genfort=xller Platons historie, for den er mere pedagogisk
end meget af det der star i moderne statistikbgger. Det man skal
vere opmerksom p& er, at man for at bruge s=zdvanlige statistiske
metoder implicit m& acceptere forestillingen om objektiv sandhed.
Det siges, at statistik ikke er videnskabsteori

, men det er det. Valget af statistike metoder er
videnskabsteori og i denne fremstilling benyttes hovedsageligt
ideer fra Bayesiansk statistik.

Selv i ganske nye arbejder angiende tiden kraver man objekti-
vitet og forestillingen om at erstatte objektivitet med inter-
subjektivitet lades oftest helt wude af betragtning. Saledes
skriver Prigogine og Stenger (1985): “Den kemiske affinitet;
varmeledning, hvis universelle natur Fourier pegede sA starkt ©pa;
viskositeten, alle de egenskaber, dér er forbundet med den irre-
versible vekst af entropien - skulle disse egenskaber virkelig
vere betinget af jagttageren og ikke afhznge af objektet selv?" 1
Jan Faye (1981 p.119) er der ikke engang plads til +tvivlen pa
trods af at synspunktet er det modsatte: "I sig selv er tiden
symmetrisk, og tid har derfor ingen naturlig og objektiv retning".

Interessant er det at bemzrke, at Platons begreber om Det
Sande, Det Gode og Det Sk¢nne, oprindeligt alle blev placeret i
den objektive idéverden, mens det nutiden hovedsageligt betragter



‘Det Sande som objektivt, det Gode som intersubjektivt, og det
‘skenne som helt subjektivt.

I dette Arhundrede har der imidlertid ogsad veret en udvikling
vek fra idealet om objektivitet, og denne wudvikling har haft 2
vesentlige kilder. Den ene er fysikken, hvor f¢rst kvantemekanik-
ken og senest kaosteorien har kuldkastet habet om at na til en
objektiv beskrivelse af verden. Den anden er videnskabshistoriske
studier, der har vist, at videnskaberne ikke altid wudvikler sig
ved at akkumulere viden, for derved nerme sig en objektiv sandhed,
men tvertimod somme tider kan vere underkastet paradigmeskift og
videnskabelige revolutioner. '

Af den ovenstaende gennémgang fremgAr at Platon fremf¢rte sine
forestillinger om en objektiv idévereden som en reaktion mod visse
- sofisters ekstreme relativisme. I det kristne Europa havde fore-
stiliingen om objektivitet en religi¢s begrundelse. Ingen af disse
~motivationer er gyldige l=ngere, og idealet har vist sig
vanskeligere at gennemfgre i praksis, "sa begrundet ud fra en
begrebsmessig pragmatisme er det nu tid til at forkaste idealet om
objektivitet. Den teori, der fremlzgges i denne afhandling, gér
derfor kun krav pa at'have intersubjektiv gyldighed (for personer,

der kan og vil s#tte sig ind i begreber og indhold).
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2 . SANDSYNLIGHEDSREGNINGENS GRUNDLAG

2.1.Dutch Book

Vi vil her presentere en sterkere version af det “"dutch _book
theorem", der presenteres 1 De Finetti (1930/1937). Se ogsa
Weatherford (1982).

Vi tenker os en kompakt mengde U af udfald. Med C(Y) vil wvi
forsta m=ngden af kontinuerte funktioner pa U. Ved en tilstand
E pa& C(U) vil vi forst4 en positiv linear funktional med E(1)
= 1. En saAdan er givet ved integration med hensyn til et sandsyn-
lighedsmal P:

E(f) = J £ 4P (1)

En person ¢nsker at indgad. i vaddemal om, hvad udfaldet vil

blive. En opponent . (bookmaker) har konstrueret nogle
gevinstfunk-tioner fx, A € A (A endelig), hvor fk(u) er
personens nettogevinst (positiv eller negativ), hvis fx er valgt
og wudfaldet er u. Lad oS sige at personen anser

gevinstfunktionerne f A€ Ao’ for accep-table. Da m& han ogsa

xl
kunne akceptere enhver konveks kombination

s. +f (2)

-

som gevinstfunktion, hvor s, 20 og } s,.

f = s, of (2)

sAdledes, at f(u) < 0 for alle u e U; eller der findes en
tilstand E pa CQU), s& E(f,) 2 0 for alle e A.

L o}




BEVIS Lad X betegne det konvekse hylster af {fll A€ Ao}’ og
lad C_(U) betegne de strengt negative funktioner pa U. Det er
to konvekse mangder. ,

If¢lge separationssxtningen for konvekse mengder g=zlder der
enten X n C_(U) # @; eller der findes en separerende funktional
E pa C(U), som er ikke-negativ pA X og negativ pa& C_(U). Da

U er kompakt ligger -1 1 C_(U), s& E(-1) < O, og dermed
"E(1) > 0. Ved passende normering kan vi antage at E(1) = 1,

hvorved E bliver en tilstand. Q.E.D.

Fortolkningen af sztningen er, at sandsynlighedsregningen virker

~som et sikkerhedsnet, der sikrer os mod at tage inkonsekvente
"beslutninger. Generelt vil sandsynlighedsmAlet ikke vare entydigt
* bestemt, men vil blot vere lokaliseret i en ikke-tom konveks

“mengde. Man skal derfor ikke forestille-sig, at det, at et fenomen

er behzftet med usikkerhed, er det samme som, at man kan angive et
sandsynlighedsmdl, thi s®tningen udtaler sig kun om en sarlig type
beslutninger; Af mere teknisk interesse er det, at sztningen ikke

forlanger, at "sandsynlighedsmal" skal vare normerede. Endvidere

“er det vard at bemzrke at sztningen lettest forstas, hvis funk-

tionaler betragtes som mere grundleggendé end mal. .

I resten af denne afhandling vil vi med sandsynligheder mene
subjektive sandsynligheder, og deres fortolkning skal vere via
ovenstiende s®tning, mens frekvensielle sandsynligheder (som wvil

blive behandlet senere) vil blive omtalt som frekvenser. Resul-

statet af integration med hensyn til en- sandsynlighed wvil blive

“kaldt en forventningsverdi, mens resultatet af integration med

hensyn til en frekvens vil blive kaldt en middelverdi. Bemzrk at
ordene sandsynlighed og forvendtningsvardi ikke angiver et
temporalt forhold. Der er intet i vejen for at de hendelser man
tillegger en sandsynlighed allerede er sket blot man endnu ikke
har erkendt udfaldet.

Den ovenfor anf¢rte sztning kan bruges til at forklare anven-
deligheden/uanvendeligheden af "Shafer-Dempster belief functions".
Der er en naturlig korrespondance mellem “Shafer-Dempster belief
functions" (se Pearl 1988 s5.416-449 eller Voorbraak 1991) og indre



mal pa udfaldsrummet. Et indre mal p* bestemmer en konveks mzngde
af sandsynlighedsmal Kux = IP| P(A) 2 p"(RB) for alle A ¢ ).

Dette kan omskrives til

xp* {PIJ1, dPz ur(a)) (4)

{PIf(1, -u"(R)) dPz0}

{Plj'fA dPz2 0},

hvor fA = 1A-u'(5). pr er derfor mengden af sandsynlighedsmil,
der g¢r gevinstfunktionerne fA akceptable. Funktionerne fA er
se}vf¢1gelig en vigtig klasse af funktioner, hvilket er et argu-
ment for at bruge "Shafer-Dempster belief functions", men Kklassen
er for lille til at dzkke alle tilfelde. For at se det lad U
indeholde 3 udfald. Da er Ku* en polygon med hg¢jst 23 kanter,
men i det generelle tilfelde med vilkarlige gevinstfunktioner fx,
A€ A0 vil mengden (Pl J fl dp 2 0 for alle A € Ao} kunne vere
en vilkarlig konveks delmengde af {(r,s,t) € Rfl r + s+ t =13},

I De Finetti (1930/1937) antages det, at {fxl A€ Ao} er et
halvrum, s& enten g € {fxl A€ AO}, eller -g ¢ {fxl A € AO},
hvilket svarer til at den konvekse mzngde af sandsynlighedsmal er
et punkt. Det s=ztter noget st¢rre krav til personens evne til at

gennemskue spilsituationen.

z.é.Betingning o
Lad U vere en lokalkompakt mengde af udfald. En person har
valgt en tilstand E, s& gevinstfunktionen f Dbliver accepteret,

netop hvis E(f) 2 0. Lad (ua)aeA vere en numerabel klasse-
deling af AU. Personen har envidere valgt en tilstand Ea for
alle o € A, sAledes at gevinstfunktionen f akcepteres under

betingelse af u € ua, netop hvis Ea(f) 2 0. Definér E: L’(U,E)
—_— L’(A,E) ved E(f)(a) = Ea(f). Vi vil nu vise, at E er den
betingede forventning svarende til E. Afbildningen E er oplagt
line=sr, positiv cg normeret. Vi skal derfor vise at fg¢lgende

diagram kommuterer:
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R —— L'(A,E) —— L'(U,E) (5)

o, b

R =i 1%(A,E) —— L'(U,E)

L - |

E

E:i = id: Lad g ¢ L'(A,E) og « € A. Da funktionen 1i(g - g(a))
er nul pa uu, er i(g - g(«)) akceptabel givet u € ua. Det
viser, at ani(g - g(a)) 2 0, og dermed (Eei)(g)(a) 2 g(a).
Tilsvarende vises (E:i)(g)(a) s g(a). Tilsammen fas (Ec¢i)(g)(a)
= g(a), og dermed E-i = id.

(E:i)<E = E: Lad f ¢ L'(U,E). Da er f - i:E(f) acceptabel, thi
f - i:E(f) er acceptabel for u € ua, uanset hvad a er da

E (f - i<E(f)) = E(f - i-E(f)) () (6).

(E(f) = ((E<i)E)L) (a)

= 0.

Derfor er E(f - i<E(f)) 2 0, og tilsvarende ses at
E(f - i-E(f)) s 0, s& E(f - i<E(f)) = 0 og E:«i<E = E.

Ovenstaende gennemgang viser at afbildningen E er af mere
fundamental betydning end betingede sandsynligheder. Forskellen
kommer frem, hvis man vil danne betinget sandsynlighed med hensyn
til hendelser med sandsynlighed 0. Det kan man ikke. Derimod .kan
E godt vere defineret. Dens verdi er blot kun fastlagt nasten
sikkert og dérmed ikke entydigt bestemt pa& hzndelser med sandsyn-
lighed 0.

2.3 Stokastisk uafhengighed :
I dette afsnit vil vi se paA det tilfazlde hvor udfaldsrummet U
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er et produktrum uixuz, hvor ﬂ1 er numerabel og uz er

lokalkompakt. Da er {u}x).l2 en numerabel klassedeling af U. Vi
vil antage at vore beslutninger treffes i overensstemmelse med en
middelverdi af formen E1cE, hvor E1 er en
middelverdiafbildning pa u1 og E er en betinget forvendtning
L'(1,E) -—>,L‘(u1,E). Vi vil nu antage, at vi anser de 2
komponenter u, o9 u, af en et udfald u = (ui,uz) i U =

lkxué for uvafh#ngige. Da begrebet uafhzngighed ikke er defirieret
ma -vi benytte argumernter, der refererer +til vor intuition og

ordets almindelige brug. Hvis u, og u, anses for uafhengige,

vil en gevinstfunktion, der kun afhanger af u, blive
akcepteret/forkastet uafhengigt af vor eventuelle viden om u, .
Det viser, at E som funktion af u, som funktion af u, er
paghangig af u, . Derfor er der givet en middelvardi E2 PA uz
s& EloE = E1@E2. Det viser at hvis 2 variable er uafhzngige, sS4

er malet pa dem givet ved et produktmal af mal pa de enkelte
variable, hvilket per definition er det samme som, at de er
stokastisk uafhengige. Vi har med andre ord vist at wuafhengighed
medfdrer stokastisk uafhengighed i det tilfslde, hvor vor
beslutningsstrategi er givet. ved et mal. Der kan nEppe
argumenteres for, at stokastisk wuafhengighed generelt medfdrer
uafhezngighed.

2.4 Frekvensielle sandsynligheder
Lad X1, X ,...Xr vere en fe¢lge af stokastiske variable, der

kan antage verdierne 0 og 1. Vi antager, at vor viden om dem er

-

givet ved en korveks mzngde K af sandsynlighedsmal, og at de
stokastiske variable Xi er ombyttelige. Det vil sige, at hvis P
€ K, s& vil

P(X, =x, i=1,2,...n) =P(X ~=x,1=1,2,...n) (7)
i i nei) i

hvor n er en permutation af elementerne i mengden {1,2,...n}.

EXSEMPEL" Lad X, betegne det 1i'te udfald af gentagne kast med
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en terning, om hvilken man ikke ved om den er symmetrisk eller er
falsk. Da vil de stokastiske variable ikke vere statistisk wuaf-
hengige, da udfaldene giver et fingerpeg om terningen er symme-
trisk eller ej, og fortzller dermed noget om hvad andre udfald vil
blive. Derimod b¢r en subjektiv sandsynlighedsfordeling g¢re de
stokastiske variable X  ombyttelige. '

"EKSEMPEL* For alle s € [0,1] giver nedenstaende formel et per-

mutationsinvariant sandsynlighedsmél

P(Xi =X, i=1,2,...n) =17 Sxi-(l-s)l_xi (8)
i

* F¢lgende satning siger, at eksemplet i en vis forstand er repra-

~ sentativt.

SATNING Lad Xx, X ,... vere en f¢lge af ombyttelige stokastiske
variable med verdier i {0,1}. Da findes en konveks mengde C --af
sandsynlighedsmal p& [0,1])], s& P € K netop hvis der findes = p
“e C, siledes at P = Pu, hvor P“ er defineret ved

P (X =x,1€D) = J m s%i-(1-5)2"% aps (9)
i

3

(0,1)

for enhver endelig delmengde D af N.

BEVIS Formelen (9) giver if¢lge de Finetti (1931) en entydig
korrespondance mellem sandsynlighedsmal pA [0,1] og sandsynlig-
hedsmal p& sekvenser af stokastiske variable sialedes at () gzlder
for alle endelige permutationer. Afbildningen uy — Pu er affin,
s& originalmangden C til den konvekse mengde X er konveks.
Q.E.D.

Ovenstaende viser, hvordan begrebet subjektiv sandsynlighed, som

normalt representeres med ét sandsynlighedsmal, nu skal repr®sen-



teres med en konveks mengde af sandsynlghedsm&l, mens den frekven-
sielle sandsynlighed, som svarer til parameteren s i formel (9),
stadigt skal beskrives med ét tal (mAl). Dette kan wuden videre

generaliseres til en vilkarlig repetetiv struktur (se Lauritzen
1982b).



3.SANDSYNLIGHEDSREGNING OG INFORMATIONSTEORI

3.1.Grundbegreber i informationsteori .
Lad der vere givet en referencetilstand y. For en tilstand ¢
.absolut kontinuert med hensyn til v definerer vi

kodeforbedringen x ved

_ de¢ _ X,
x = log(an) ®(+) = yp(e ™) (10)
Bemark at den stokastiske variabel X er en kodeforbedring,

dersom w(ex-) er en tilstand, hvilket kommer ud pa at w(ex). =
1. Mengden af kodeforbedreinger kaldes -Kw. Lad G vere mangden
af tilstande, og lad C vere en delmengde af G. Vi definerer da
“det relative spil Cl¢ som et 2-personers O-sumsspil pa fg¢lgende
made. Den ene part, observatgren udspiller en kodeforbedring .
Den anden part, naturen, udspiller en konsistent tilstand ¢,
‘hvor der med konsistens menes at ¢ € C. For observat¢ren gzlder
.det om, at &(x) er s& stor som muligt. For naturen gzlder det om
‘at ¢(x)  er si& lille som muligt. St

o = inf sup ¢(x) B = sup inf ¢(x) (11)

eC xcK <K ¢eC
¢ ? " KE ww

Der gzlder oplagt at a 2 B. Hvis a = sup ¢(x), Kkaldes ¢ en

x€X
: v
optimal tilstand for naturen. Hvis g =-inf ¢(«x), kaldes « en

¢cC
optimal strategi for observatgren. Hvis o = kaldes denrne verdi

for spillets verdi. En strategi x € Kw kaldes omkostningsstabil,
dersom ¢(x) er konstant for ¢ € C. Definér informations-

gevinsten ved

¢(log(g%)), for ¢ «p,
D(¢lly) = (12)

« , ellers.

At D(¢lly) definerer et tal [-1,x{ er sikret, idet man for
integralet af negativdelen af log(am) far
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de _ do do =

¢(log(gy) ) = v(gy log(gy).) < v(l) =1 (13)
Da er D(o¢lly) 2 0 med lighedsfegn, netop hvis ¢ = vy, thi ved
brug af Jensens ulighed fas D(¢lly) = ¢(10g(%—$)) = - o(log(§) =
- Lpg(¢(%%)) = 0, med lighedstegn netop hvis (%%) er konstant.
LEMﬁA (Csisz&r 1975) Lad «x = log(%%) og antag D(8ll¢) < «. Da
g=zlder

3(x) = D(Sly) = D(dle). (214)
. o o déy .y d¢

BEVISA(C51szar 1975) Da gelder J3(x) = 8(log(aa)) = S(IOQ(EE) -
log(%%)) = D(8llp) - D(9l¢e). Det forhold, at 8(109(%%)_) < ®
sikrer integrabiliteten. Q.E.D

KOROLLAR (Tops¢e 1979) For ethvert § € G gelder

max $(x) = D(8y) (15)
x€K
1
og maksimum opnés for den til ¢ svarende kodeforbedring. Hvis

D($p) < x er x entydigt bestemt.

Lad C vere en delmzngde af G og s=t

D(Clly) = inf D(ely) (16)
¢cC

Ovenstaende lemma viser, at en optimal strategi for naturen i Cly
er en tilstand ¢ med D(o¢lly) = D(Chy), hvilket netop er minimum
informationsprincippet, som vil blive nzrmere behandlet i et
senere afsnit. Korrolaret viser ogsa, at &,y — D(Sllyp) er nedad
halvkontinuert, idet mengden af nedad halvkontinuerte funktioner
er lukket under supremum, og afbildningen 3,y — 8(109(%%)) er
kontinuert, nir G er forsynet med svag topologi. Vi er nu i
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stand til at vise at konvergens 1 informationsgevinst medfgrer

konvergens i de fleste andre topologier.

SAETNING (Finsker 1964) Lad ¢ og i -vere tilstande og iad
Hdkot betegne normen total variation. Da gelder Pinskers ulighed

e - 9l < 2D(¢ly). (17)
tot
Konstanten 2 i-uligheden er optimal.
BEVIS Det skal vises at

sup 16(f) - w(f)1% s 2D(ely), (1e)
If1<1

sa det er nok at vise, at hvis |fl £ 1, s& ér
Io(f) - w(£)1% s 2D(oly). (19)

Uden tab af generalitet kan det antages, at f har formen f = 1;
-1 A’ hvor A er en delmazngde af det underliggende udfaldsrum,
thi s&danne funktioner er ekstremale i {fl Ifl £ 1}. ©Nu wvil vi
holde v, f og k = o(f) - p(f) faste og pr¢ve at minimere hdjre

side under disse betingelser. Der gzlder

o 14 f. 1, - k 2
¢(1,) = ¢o(==—) = 5(w(1) + p(f) + k) = p(1,) + 3 (20)
og tilsvarende
- -k
¢(1CA) = ‘P(ch) 5 (21)
s& ¢(1A) og ¢(1CA) er helt fastlagt udfra vy, f og k. Der

gelder nu
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D(elp) = 6(1,) Do, Iy,) + 6(1r,) D(&ye,lwye,) + (22)

(1, ) o(1,~.)
¢(1A)log-———|—"—- + ¢(1CA)log——!£-A—

“ | ¢(1, ) o(1 )
2 ¢(1 )log LS ¢(1C )log A
“’(lu) w(I,CA)

Der gzlder lighedstegn i (21), netop hvis ¢ velges, sa ¢|A =

¥, o9 ¢'CA = wICA. szt (1,) = s og w(lCA)r= t. Det skal
vises at
| X | _x
L2 < (s + Kylog— "z, (t - £)10g t 3 (23)
2 270975 p) 3 N

Bemark at dette er Pinskers ulighed, hvis udfaldsrummet indeholder
2 punkter. Det kan antages at k 2 0, idet vi ellers ombytter s
og t. Uligheden (22) er oplagt sand for k = 0, s4 vi kan
ngjes med at vise at venstre sides differentialkvotient med hensyn

til k er mindre end h¢jre sides.

s ¥ }z‘{ k 1 t -
log—g—— + 7 + (zx)log—p— -

S

1
2

(S oy

k < (24)

Det er igen oplagt for k = 0, s& vi differentierer endnu en gang

og fér
1,z 1 1,2 1 _ 1 1 1
1s (@) ——¢ +* z) ' ——% ~ 3 x X ) (23)
5 + = t -3 s + x t -3
2 2 2 2
. . k k, _
hvilket er oplagt, idet (s + 5) + (t - 5) =1
Q.E.D

Pinsker viste en lignende ulighed, men med en anden konstant end
2.
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For p€ & og a < a er mengden {¢ € GID(¢lly) s a} begrenset
og svagt lukket p& grund af nedad halvkontinuitet, og dermed svagt
kompakt. Heraf ses at {¢ € GID(dlly) < a«} er o-kompakt. F¢lgende
resultat skyldes Topsde (1974)

Y p,D(¢,Iv) = D() poly) + ) pD(Y1) Po,) - (26)

Det viser at‘mengden {¢ € GID(¢lly) s a} er konveks for alle a <«
@, og dermed er ogsd mangden (¢ € GID(¢lly) < «) konveks.

SETNING (Tops¢e 1979) Lad C ¢ 6 vere konveks og ahtag at D(Cliy)
< «. Da findes en entydigt bestemt tilstand ¢C"w , S&

inf 8(»x") + D(¢

A - . X
i C"w"¢ ) £ D(Cliy) < inf ¢(xcuw) for ¢ € G. (27)

¢ -

Af uligheden ses at D(Clly) er spillets vardi og at er den

X
Cliy
entydigt bestemte optimale strategi for observatdren. -

BEVIS Valg en f¢lge ¢ €C, sa D(olip) — D(Cly) for n — w.
Da gelder

D(Clly) s D(Xo + 2o Ny) (28)
2 m 2°n .
1 1 1 1
D(o lly) + D(o lyp) D(¢ H§¢ +§¢ ) + D(¢ H§¢ +§¢ )
= m_. n - m m n n m n
2 , 2 o
Heraf ses at D(¢h“%¢m+%¢n) — 0 for m,n — «, men det viser

. 1, _ 1
ifelge Pinskers ulighed at H§¢m 7¢J“°t

Fglgen ¢n er med andre ord en fundamentalf¢lge. Da G er fuld-

— 0 for m,n — X,

stzndigt konvergerer ¢ mod en tilstand ¢ €6 og denne er

Cllp
oplagt uafhangig af den valgte f¢lge. Der gzlder nu
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inf §(»*) s lim inf ¢>n(x*) : (29)

lim inf D(¢ Hip) - D(¢nu¢>*)

s D(Cliyp) - D(¢C"wM¢)
For at f4 den anden ulighed szttes ¢' = an¢ + (1 - an)¢n, hvecr
o« = (Do lly) - D(ciy)) /%, hvilket giver :
D(Cllg) < D(¢;Hw) (30)

s anD(¢Hw) + (1 - an)D(wnHw) - anD(¢H¢;) - (1 - an)D(¢n“¢)

hvilket viser at

D(¢Jm0 s a;i(D(¢nuw) - D(Cliy) + D(oly) - D(¢N¢;) (31)
< (D(¢ Ny) - DCCHw) M2 + o(lo dd"") — & (%)
W v g dy Cliy
Q.E.D.
SETNING Lad € ¢ 6 vere konveks og antag D(Cly) < «. Da er
“Clip omkostningsstabil pa& mindste facet af C, der indelolder
¢CMw' Specielt er xCHw omkostningsstabil pa hele C, hvis
¢Cuw er et algebraisk indre punkt.
BEVIS Antag at ¢Cﬂw = adp + (1 - a)¢'. Da g=lder
D(CHY) = Ggy,Cigyy) = @0lxeyy) + (1= @6 (xgy) (22)

Da ¢(xcnw) 2 D(Clly) og ¢‘(xcuw) 2 D(Clly) m& der gm=lde w(xcuw)
= D(Clip).

SETNING Lad C ¢ G vare konveks. Lad ¢ € € og sat A =
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1og(am—). Hvis x er omkostningsstabil og inf D(¢H¢') = 0, s&
¢cC

BEVIS Lad ¢ tilh¢re C. Da gealder

¢(x*) = D(oly) - D(¢lle™*) (33)
og dermed
¢(<*) = inf o(<*) + D(#le*) = inf D(¢ly) = D(Cliy) (34)
¢cC ¢eC
"Videre gzlder
D(Clly) = inf &(x*) = D(Clly) = D(d., NId*) (35)
Clyp

¢cC

: . Xy x -
hvilket viser at .D(¢Cﬂw“¢ ) = 0 og dermed at ¢ = ¢Cﬂw .
Q.E.D.

EXSEMPEL Lad A vere en malelig delmengde af udfaldsrummet, | og
"lad C betegne mengden af sandsynlighedsmal med st¢tte i A. Da

x

ligger de betingede sandsynlighedsmal ¢ = wlA i C og logaa
er omkostningsstabil. Derfor er ¢ = Yoy Vi faAr D(Cly) =
—log(w(lA)). Dette kan omformes til den vigtige ligning

=D (Cliy)

w(1,) = e (36)

-Betinget sandsynlighed er med andre ord et specialtilfelde af

minimum informationsprincippet.

SETNING (Csiszar 1975) Lad C € & vere konveks, og lad ¢, ¢C”w €
C, og antag at “Clhy er omkostningsstabil. Da gxzlder
D(¢lly) = D(¢“¢C"w) + D(¢C"w"w) (37)
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BEVIS (Ceisczar 1975)

D(aly) = D(alieg ) = ¢(xey,) (3€)
= ey ey

Q.E.D.

Sztningen kan opfattes som en analogi til Pytagoras' satning, hvor

¢C"w er "projektionen” af y ind pa C. Herved bliver c
tangenthyperplan til kuglen {3!D(Slly) = D(Cly)}. Denne geome-
N Y
G
C .
¢ '¢Cuw

triske made at betragte teorien pA, hvor D opfattes som en slags
metrik skyldes Csiszar (1975). Chentsov (1972) har udviklet
lignende geometriske ideer uafhangigt af Csiszar, men benytter
kugler af formen ({38ID(yli8) = K}, og der stort set intet sammen-
fald mellem deres teorier. Det er verd at bemzrke at D ikke er en
metrik, og at man heller ikke far en metrik ved som Xullback
(1959) at definere J(¢lly) = D(¢lly) + D(ypl¢e); derimod far man en
storrelse, der er svarere at interpretere.

Lad os se, hvad omkostningsstabilitet betyder, hvis den konvekse

meﬂgde C er givet ved

C = {¢ € Cle(f) = v} (39)
hvor f = (f1‘ fz,...fn) og Vv = (v1, vz,...vn) og f; er
stokastiske variable og v € R. Da er X omkostningsstabil,
dersom ¢(x) er konstant pA4 C som funktion af ¢, men det

betyder netop at x er en linearkombination

e X 4



a1f1 + szz +...+cxnfn + p=af + 8B (490)

Lad 7] vere referencetilstanden. Da svarer ¢ til en
omkostningsestabil kode, netop hvis ¢ har formen () =
p(-e2 LHF)

3.2.Informationstab under afbildninger
F¢lgende sztning er en generalisation af en s#tning hos Ochs
(1976)

. SETNING Lad ﬂ1 og ﬂz vere kommutative W'-algebraer af - begran-
sede stokastiske variable og lad ¢:‘ll1 —_ ﬂz vere en positiv,
linezr afbildning med @&(1). Lad endvidere ¢, og y, vere til-
stande p4 U,,” og lad ¢, = ¢*(¢1) og v, = ®*(w1) .vare de til-

svarende tilstande pa 'ﬂz. Da g=zlder

D(¢,ly,) s D(¢ ly) . (41)
. . d¢1 d¢2 .
Der gzlder lighedstegn, netop hvis aﬁ: = ¢(HE;) y.,-n.o. og
d¢ de

®(log(amg)) = log(¢(a$3)) ¢,-n.o.
2 2

d¢ d¢
. 2 - 2 _ s
BEMZARK at ®(log(dw2)) 10g(¢(3§;)) ¢1 n.o. er trivielt opfyldt,
dersom ¢ er induceret af en afbildning mellem de wunderliggende
rum. Endvidere sikrer algebraens egenskaber, at hvis v € U , sa

1

ligger f(v) ogsa i Mi for kontinuerte funktioner f.

do. do
BEVIS Férst bemarkes, at ¢(log(amf)) < 1og(¢(a$3)), thi for
2 e

ethvert Diracmal 6& er 6x°¢ et sandsynlighedsmal, s& 1ifglge

Jensens ulighed gzlder




| do, de, do,
5x<¢(109(d—w2)) ES 109(5x°¢(aw—2)) = 5x(109(4’(aw—2))) ’ (42)

de de
hvilket netop viser at &¢(log(s==2)) s log(¢(s—2)) i punktet X.
dv, dv,

Heraf féas

) ¢, (%) = ¢1o¢(x) s ¢1(log(¢(ex))) < sup o (x') = D(oly) (43)
x'ekK :
wi
] X
idet log(#(e)) € X, , da ap’(e“’g(“’(e My = v () = 1. At

. 1
O(x) < 1og(¢(ex)) indses p4 samme mAde som ovenfor. Videre far vi

D(e_lly ) = sup ¢2(x) < D(¢1nw1). (44)
< c xGK¢
2
d(b1 d¢2 d¢2
rS 3 s = -
Ovens;aegde viser, at hvis dw1 ¢(awz) y,-n.o. og ¢(log(aE;))
¢
= 10g(¢(aE3)) ¢1-n.o., s4 gelder der lighedstegn. Antag at der
2
d¢
3 . . oo 2
gelder lighedstegn. Vi sztter x = IOg(Hﬁz) og far
¢1o¢(log(x)) = ¢1log(¢(x)) (45)
og dermed
¢ (log(®(x)) - ¢(log(x))) = O, (46)
men da log(d(x)) - ®(log(x)) 2 0 -viser det, at log(®(x)) =

d(log(«)) ¢1-n.o. Der gzlder

de
2 b3 —
6,(10g(8(z57) = D(o,lv,) = D10 ) (47)
do d¢2
hvor ¢ er bestemt ved kravet EE: = ¢(3$;) ¢1-n.o. Antagelsen
om at der gelder lighedstegn giver imidlertid at ¢ = ¢ og

1
de d¢2
dermed aw1 = ¢(dw2) ¢ -n.o.

1
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Nu er det ikke svert at vise, at informationsgevinsten er starkt
superadditiv. Der forekommer en tilsvarende sztning i Ochs (197¢),

men med et noget vanskeligere bevis.

- SXTNING (Ochs 1976) Lad ﬂi, Mz og ”3 vere koﬁmutative
W*-algebraer af stokastiske variable med referencetilstande L
v, og w_. Szt wij = wi®wj, hvor i,3J = 1,2,3, og s&t V,, =
Y oow 6y, . Lad ¢ wvare en tilstand pa M1®ﬂ2®ﬂ3 og definer de
“marginale tilstande ved ¢12(a1®a2) = ¢(a1@a2®1), ¢1(a1) =
¢(a1@aZ@a3) o.s.v. Hvis alle relevante informationsgevinster er

.endelige gelder

D(¢Hw123) + D;wzﬂwz) 2 D(¢12Hw12) + D(¢23Hw23). (48)
BEVIS
_ d(¢,e0,.)
D(ely, ) - D(¢H¢1®¢23) = ¢ log " (49)
¥, oy
do. de,.
= ¢ log(aa:wlul) + ¢ log(lwawzg)
= D(¢, llp,) + D(¢ iy, ).
s& D(¢N¢1®®23) = D(¢Nw123) - D(¢1Hw1)-D(¢23ﬂw23) og helt til-
svarende fas D(dH2H¢1®¢2) = D(¢12Hw12) - D(¢1Hw1)-D(¢2Hw2).
Definér nu en afbildning ¢:M1®M2 —_— ﬂ1®M2@H3 ved ¢(a1@az) =
o " * = * = oy
aibazel og bemzrk at ¢ (¢) = ¢12 samt ¢ (¢1®¢23) = ¢,5¢ .

hvilket viser at

) (50)

23

D(¢12"¢1®¢2) S D(¢H¢1®¢

og dermed
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(51)
D(¢Hw123) - D(¢1Hw1) - D(¢23"w23) = D(¢12Hw12) - D(¢1Hw1)— D(wzﬂwz)

Q.E.D.

KOROLLAR™ Informationsafstanden er superadditiv
D(o, Iy ) = D(o lp) + D(&Ip), (52)

hvor foruds=tninger og betegnelser er som i foregaende s#ztning.

P . -
BEMARKR at D(¢1®®3"w1®w3) = D(¢1llw1) + D(d)a"lpa).

Differensen mellem hgjre og venstre side i (51) er uvafh®zngig af
v, o9 har et s=rligt navn:
DEFINITION" Lad Xi,i = 1,2 vere variable med simultan fordeling
givet ved tilstanden ¢ og marginale fordelinger givet ved ¢ .

1

Da er den gensidige information givet ved

(%S

I(Xl,Xa) = D(¢13Hw13) - D(¢1Hw1) - D(¢3Hw3) (53)

BEMARK at definitionen er uafhengig af v, og g=lder specielt
hvis 9 = o .
13 3

Den gensidige information er et mal for hvormeget man far at

vide om den ene af de variable X ved at observere den anden.
3

Tilsvarende giver s=tningen om sterk superadditivitet anledning
til

DEFINITION Lad Xi, i =1,2,3 vere variable med simultan fordeling

givet ved tilstanden ¢ og marginale fordelinger givet ved v, .

Da er den relative gensidige information givet ved
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" hvis p, = ¢ .

I(Xj,X3IX2) =D(¢l|w1 ) + D(¢2Hw2) - D(¢12Hw12) - D(¢23ﬂw23). (54)

23

BEMZRK at definitionen er uafhengig af v og g=xlder specielt
i

Den relative gensidige information I(X,YiZ) er et mal for
hvormeget man i middel fAr at vide om X ved at observere Y,

nAr man kender 2.
Ved direkte udregning fas f¢lgende vigtige ligning

I(X,YIZ) + I(Y,Z) = I(Y,(X,Z)) . (55)

3.3.Minimum informations-princippet .

Vi s& tidligere, at minimum informationsprincippet giver
betinget sandsynlighed som et specialtilfzlde. Vi ¢nsker; at vise
at minimum informations-princippet kan fortolkes som en udvidelse
af begrebet betinget sandsynlighed, hvor C er en &ben konveks
delmengde af mzngden af sandsynlighedsmal pa U. Vi o¢nsker . at
finde et a posteriori sandsynlighedsmal opdateret med hensyn til
at ligge i C. Hvordan kan man observere at et sandsynlighedsmal

"ligger i C€? Lad.os gentage forsdget ‘svarende til o, ) m
gange, og lad u.,u, u_ betegne udfaldene. Da kan den
empiriske fordeling = ) 6u , observeres at ligge i C, hvor

i
6u er Diracmalet i punktet u . Definér
i
= m, 1
A= {(u ,u,, u)euwt = L6, 2. (56)

i

m

m
I W, & u) . betragter vi nu den betingede sandsynlighed af &
med hensyn til mzngden Am. Lad n. betegne den marginale for-

deling af ¢ pIAm pad U. Da er n € C. Thi ellers ville der

w
[y



findes en stokastisk variabel £ pa M, sa& [Jf dn < J £ dv

for alle v € C. Men

Jfdn = J £ dC R ) =] lye dacewn) (57)

2 inf JITE as, = inf jfd(%[&u.)zinf [f dv

1

u €Al u €A v € C
n - n

hvor f1,f2,...—fm er uafhengige kopier af f. I det f¢lgende vil
vi vise at

D(rn llp) — inf D(elip) . (58)
" veC

Vi har félgende ulighed

D(n 11p) s % D (& IR 1l ) (59)

m

m
D(& vIAmII® 7))

= Bl

s

D(e vile p) + e !

n
3|

¢ u(A )

D(vilu) + m"-log(Z)

¢ (A ) '

hvor v er vilkarlig, og vi har brugt f¢lgende ulighed:
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D(su1 + thHus) s-f log(d(su1 + t"z)/dva) du1 + (60)

t-J log(d(su1 + tuz?/dua) dvz

v
n

-f log(s-du1/dvs) du1 +

r

- log(t-duzfdug) du2

v
0

-D(v1|Iv3) + s-log(s) + t-log(t)

2 s-D(u1IIu3) - log(2)

Hvis v e C, 84 er ¢ p(Am) — 1 for m — o, for det er
sandsynligheden for at den empiriske fordeling af M ligger i

omegnen C af pu. Derfor gazlder

D(vltluy + lqg(Z)/m

lim sup D(n i) s lim sup — (61)
m— & " m— ; HA)
= D(vllu)

og dermed

lim sup D(n (lu) s inf D(vily) (62)
m — « " veC
men n" € C, sé&
D(n llp) — inf DWwlily) for m — w. (63)
1 0] UGC

BEMAZRK (Tops¢e 1979) Da C er Aben, vil funktionen n — D(nliy)
ikke have minimum pi4 C, men der eksisterer et entydigt bestemt

attraktionscenter Hiic sidledes at, hvis D(anp) — inf D(vliy)
veC
for m — x, og n_ € C, s& vil N By i total variation.
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3.4.Store tals sterke lov

sadan som teorien er udviklet ovenfor kan vi uden det store
besver bevise nogle satninger af typen ‘“store tals lov'. Ellis
(1985) beviser tilsvarende satninger, men med helt andre metoder.

SETNING Lad (A,y) vare et sandsynlighedsfelt, og lad C vare en
konveks delmengde af mangden af sandsynlighedsmal pa A. Vi
teﬂker 05 n repetitionerréf forsdget svarende til sandsynlig-
hedsfeltet. Hvis x_, X ,...X_ €r udfaldene af forsg¢ggene, er %-z

1
SX den empiriske fordeling. Lad KC betegne mzngden

{(x) €a"IZL 6, €cC). (64)
Da “galder
- 1/n-10g(P(%-z 5, €C)) — D(CIy). (65)
BEVIS
P2y 6, €0C) = e-D(Kc";“) (66)

n

Velg n € C, sa D(nlip) 2 D(Clu) - ¢, far vi pa grund af kon-

veksitet
n n | {] n n n n n
- D(enlley) s D(enlxcuau)en(xc) + D(®”|CK_"@“)@”(CKC) (67)
n n n n n n n
s D(KCN@u)@n(KC) +(D(@nlCKcu®n) + D(@nncu))®n(CKc)
n n n n n
< D(Kcuau)@n(xc) + nD(Cclin) + log2 + D(@nﬂ@p))@n(CKc)
hvor den sidste ulighed ses lige som i (60). For alle e' 2z €

findes n, s

. D(enllup) (1 = en(CK.)) + log2 - nD(Cclin)
D(K llep) 2 : ”
on (X, ) (68)

34



(D(Clip) - €)(1 = ;n(CKC)) + log2/n - D((cln)
n , .

2 n
er(K.)

2 n(D(Cly) - €*)

for n 2 n . Det viser, at for alle ¢' » 0 findes n.. sa

P(%'i 6}:‘ (3 C) < e'n(D(Cllu) - C') (69)

or 2 .
£ n n,

n
Envidere findes for ethvert ¢' > 0 et N e€ N, s& P(%«Z‘éx' €

cy 2 e M(D(CIWI*E") ¢ 1 2 N. Thi for alle ¢' > 0 findes et

¢ € C, sa D(¢lly) < D(Clly) + €', og da gelder
n | {]

D(edllcy) s n(D(Cllp) + ¢') (70)

n 11}
. . \ o
sa det er nok at vise, at P(%-Z 8X € C)2e D(edllep)—ne for n

1
n o
. n -— 0 < A}
2 N. Men P(%oz 6, €C) =ce DK Mow) 54 det skal vises at

i

ID(K licy) s D(eplop) + . (71)
men :
lD(K H:w) <1 D(:w H;w) (72)
n c n IKC )
n n n n
1 D(aelicy) + H(s#(K ), 1-0¢(K )
S -
n n
(K .)
a L loco _5
. D(6¢“uW) + EH(W¢(KC),1 w¢(KC))
n -
e (K )
n ‘
og tilbage er at bemezrke, at G@(KC) konvergerer mod 0 for 9!
“gaende mod uendelig. Q.E.D

SETNING Lad (A,w) vere et sandsynlighedsfelt, og lad C vere en
konveks delmengde af mazngden af sandsynlighedsmal pa A. Vi
tenker os n repetitioner af fors¢get svarende +til sandsynlig-
hedsfeltet. Hvis X Xyien ‘

-X er udfaldene af fors¢gene, s& er
%-Z 6x den empiriske fordeling. Lad Kc betegne m®ngden {(x))

14
€ A"IE«Z Sx_ € C}. LlLad w vere en omegn af Yc: Da g=lder
1
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P(zT 6

1 . . ) !
x € ulﬁ-z 6x. €C) — 1 for n — o. (73)

i i

BEVIS Det er en umidlbar konsekvens af foregaende .s®etning og at

D(Cliy) < D(C\uwly). (74)

Q.E.D.

SETNING® (Store tals stzrke lov) Den empiriske fordeling konver-

gerer nzcsten sikkert mod den tilsvarende tilstand.
BEVIS Det viser at

pd.y 5, ec foretnai) s Z e P(D(CHu) = €7) (75)
' nzN

e-N(D(CHu) - €')

~ (DT =€)

Det viser, at hvis D(Cly) > 0 vil sandsynligheden for at den
empiriske fordeling ligger i C for et n=2 N konvergere mod O
for N gaende mod uendelig. Hvis o er en omegn af p findes et
endeligt antal konvekse mengder C, sa Co c U c,. Derfor wvil
sandsynligheden for at den empiriske fordeling ligger i (o for
et n z N konvergerer mod 0 for N g&ende mod uendelig. Q.E.D.
Lad (A,P) vare et diskret sandsynlighedsfelt. Lad M vare
en empirisk fordeling pa4 A af n realisationer af eksperimentet

svarende til (A,P). Da er

P(%°Z 6X‘ € C for et nzx N) s E: e-n(D(C"“) - (75)

nzN

e-N(D(CHu) - ¢')

L < o (T =€)

Det viser, at hvis D(Cly) > O vil sandsynligheden for at den
empiriske fordeling ligger i C for et n 2 N konvergere mod O
for N gaende mod uendelig. Hvis « er en omegn af up findes et
endeligt antal konvekse mengder C_ sa CocslUc,. Derfor vil
sandsynligheden for at den empiriske fordeling ligger i (o for

et n = N konvergerer mod O for N gaende mod uendelig. Q.E.D
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Lad' (A,P) vere et diskret sandsynlighedstelt. Lad H vare
en empirisk fordeling pA A af n realisationer af eksperimentet
svarende til (A,P). Da er

| n — Xn's = EnD(ans-un+(l—s)-P), ne€N (76)
en aftagende funktion for fastholdt' s i intervallet [0,1].
Dette kan ses paA f¢lgende made: funktionen f:t — t-ln(;;—%—T:g)
er konveks idet
df _’ t _ st
k- gETFT=) Y s 7
‘og
a%f -1 5 (1-s)s
—'2— =_t - - 2 (78)
dt st + 1-s (st + 1-s)
= (1=s) ~ > 0.
t(st + 1-5)
Nu er X ., ©en invers submatingale svarende til algebraerne ﬂn
= o(X_ X ,...), hvis E(X, ) <« Hvis s # 0, s& er
: n,s n+l,s : 1,s )
;E(Xj s) £ ~ln(s) ¢ x. Hvis s = 0, sa& er E(X1 s) = H(P). For
at se at Xn , ©€r en invers submatingale, lader vi ut "~ betegne
den empiriske fordeling p4 A, ndr den 1i'te observation er
fjernet. Da g=zlder ‘ '
— 1 i 1 i PP |
n+l, ¢ B D(n+1'z un+1"5'n+1‘zi:un¢1 + (1 S)P)(l) (79)
3
1 . i i
s mz D(un+1"5un#1 +(1-S)P) !
. 1 i .
}1det TIPS E:T'Z “;‘1- Lad E betegne den betingede
1
forventning pa M". P4 grund af symmetri er
i i .
ExulD(unol"sun+1+(l—s)P) (80)
uvafhengig af i. Ved at tage IEM1 pad begge sider fas

(81)

1 i i _ - 1
s _21: En¢1D(un41"sun¢‘l+(1 S)P) B n+1l 2‘: E:_\nolxn - E

n+l n,s

Dette viser, at E(Xn ) er aftagende som funktion af n.

,» 8
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b2

: -7 = — - ply 09
E2n¢1D(uzn“P) D(yzn’!HP) = Ez"‘?(“z““P) D(3 ? “2n.1"P) (e2)

- (1) - (J) _ (j)

=E nel (D( "P) z D(}J “P) + E D(“ ned U n61))
2 2™ 3 2"t 2

- 1)

B Eznoib(uzrudu 2n¢1)

hvor “(i:1 betegner den empiriske fordeling, hvor den j'te blok
2

af 2 observationer er fjernet. Bemzrk at
(1

D(u ) = In(2) < w«. (83)

(N

1
R

[N

2n¢1'1y2n¢1) s H(

Hvis H(P) = «, si& er ED(unﬁP) = o for alle n € N.

K (a)
E(X )= En §€A po(a)- ln(s TNEY e T=sy" P(’T) (84)
] H (a)
= §;A E H (a) In(s.““(a) + (1_5).p(a))
Denne fglge konvergerer punktvis mod O.
(85)

CCY
EunCa )lii[s H(a) 3 (1-s)- PTE)]

n

swun(a) + (1-s)-P(a)
= Ehun(a)-ln( TNEY ]

s-un(a) + (1-s)-P(a)]

2 -g un(a)-[l—

H (a)
= 0.
Pa grund af konveksitet er
u_(a)
En“n(a)'ln[s-un(a) g (1_5)_P(a)] <
. (@) (86)
H'zEn“'(n(a)'ln(s-u“)(a) )
(1)(a)
Enuta)(a)'ln(s-u(i)(a7+ (l—s)-P(E))
Dette er en integrabel majorant, netop hvis E(x1 ‘) < @, Derfor
konvergerer E(X_ ‘) mod O for n gaende mod uendelig, netop

hvis E(X1 ‘) < @, Da viser invers sub-matingale konvergens-
sztningen, at Xn . konvergerer mod © n=sten sikkert, hvis
E(Xi ) ¢ o, Pinsker's ulighed (see Pinsker 1964) giver da at

2 - . -
Euun an'~ konvergerer mod 0, og at Hun Pu‘ot konvergerer

nesten sikkert.
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4 .MODELLER FOR UAFHzNGIGHED

De senere Ars forskning i kunstig intelligens og ekspertsystemer
har blandt andet omhandlet vidensreprasentation. En af de modeller
for videhsrepresentation, som er blevet indgaende unders¢gt, er de
sAkaldte Bayesianske netverk. Disse bruges til at give en kompakt
grafisk oversigt over den simultane sandsynlighedsfordeling pa et

~stort antal variable. Denne type modeller blev f¢rst anvendt af

s

genetikeren Wright i 1921. Han udviklede senere en metode kaldet

-path analysis (Wright 1934), som senere er blevet meget anvendt i

‘¢konomisk teori (Wold 1954), sociologi (Blalock 1971, Kenny 1979)

.og psykologi (Duncan 1975). For en nyere prasentation af path

analysis kan henvises til Li (1977). Beslutningsanalyse har vare{
en anden kilde til studiet af grafreprasentationer af variable
(Howard & Matheson 1981, Olmsted 1983 og Shachter 1986). Fra
statistikere er der kommet vigtige bidrag (Lauritsen 1982, Wermuth
& Lauritzen 1983, Kiiveri et al. 1984, Lauritzen 1989 og Fryden-
berg 1990). Som vidensreprzsentation er grafiske modeller for
uafhengighed blevet studeret intensivt af Pearl (1988), Pearl &
Verma (1990).

'4.1.Uafhengighedsrelationer

Vi vil i det f¢lgende bruge betegnelsen variabel om enhver
malelig afbildning fra udfaldsrummet over i en malelig mengde. De

‘variable, der betragtes, skal vare indbyrdes konsistente i den

forstand, at de skal kunne antage givne verdier samtidigt. Vi wvil
saAledes ikke samtidig betragte variable, der angiver det presise
sted og den pracise hastighed for en elektron. En sarlig type
variable vil vere logiske variable, der kan antage verdierne falsk
og sand (0 og 1) alt 'afhengig -af sandhedsvardien af et givet
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udsagn.

Hvis variablen Vi kan antage n verdier, vil den simultane
fordeling af Vi, VZ""Vu vere givet ved D,» D,-...o D reelle
tal. Hvis de variable antages at vere uafhxzngige, vil den
simultane fordeling vere givet ved n+ n+...+n reelle tal, og
det kraver derfor en langt mindre hukommelse at lagre viden om den
simultane fordeling, dersom man ved at de variable er uafh#ngige.
Blandt andet af den grund gar mange statistiske unders¢gelser ud
P4 at unders¢gge om givne variable er wuafhengige. Vi vil med
I[xi,xz,...xn] betegne pAstanden, at de variable Xi, xz,...xn
er uafhengige (bemzrk at notationen ikke er standard). Ofte vil de
variable, man betragter, kun vere wuafhengige under nermere
bestemte omstendigheder.

z
EXSEMPEL Lad der vare givet 2 terninger, hvoraf den ene er
symmetrisk og den anden er skav. Tag en tilfeldig af de 2

terninger og sla den 2 gange. Lad T vere en variabel, der
angiver hvilken af de 2 terninger, der er taget, og lad U1 og
UZ' betegne udfaldet af f¢rste henholdsvis andet kast. Da vil U1
og - U2 vere uvafhengige givet T. Dette kan 1illustreres med

fol¥gende Bayesianske netvark:

-

U U

AN,

2 (87)

Lad 0, O0,,...0 vere uafhengige variable. Vi vil med

2 m

IX: X:;...X 'Ot; 0.;...0] (88)

betegne pAstanden, at de variable Xi, xz,...xn er uafhengige

givet verdierne af 01, 0 ,...Om (bemerk at notationen ikke er

2
standard). Der gzlder da

I[X1;X2;...Xn101:02;...Om] L] I(X’;XZ:...anOl:Oz;...Om) =0 (89)

Hvis 01, 02...0n er uafhangige, vil vi udtrykke relationen ved

det Bayesianske netverk
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1 71 2 [P
AL e =

med en pil fra hvert O til hvert X.
Der findes andre former.for betinget uafhzngighed, der bekvemt

Xan illustreres i Bayesianske netverk.

"EXSEMPEL (Klein 1970) Ehrenfest lavede f¢igende model for
-diffusion af en gas. Den blev f¢rst publiceret i studenter-
tidsskriftet “Mathematisch-Naturwissenschaftliche Blatter" og
lyder saledes: "Lad os antage, at vi har N kugler (100, for
~eksempel), nummererede fra 1 til 100, saledes at de Kkan skelngs
fra hinanden. De er pA et givet tidspunkt fordelt mellem to urnef,.
sAledes at urne A indeholder Po kugler (90, for eksempel), og
urne B har Qo =N - Po kugler (altsa 10); men det er ukendt,
hvilke individuelle kugler, der findes i A og hvilke i B. Vi
skal ogsa have en pose med N lotterisedler, nummerede fra 1 til
N. Hvert tiende sekund tr=kkes en seddel,'dens nummer annonceres,
:og den legges i posen, hvis indhold blandes grundigt. S& trakkes
en anden, dens nummer annonceres, ect. Hver gang et . nummer
annonceres, springer den kugle, som barer dette nummer, ud af den
urne, den befinder sig i, og over i den anden wurne, hvor den
forbliver, indtil dens nummer pad ny bliver udtrukket. Bemzrk: Det
.er altid mere sandsynligt, at den kugle, "hvis nummer navnes,
"findes i den urne, der indeholder flest kugler. SA l=nge urne A
er mere fyldt end urne B, vil de fleste lodtrekninger derfor
flytte en kugle fra A til B, men kun fa en kugle fra B til
A" '

Lad P, betegne antallet af kugler i urne A til tiden t-10
min., t € N. Da er PM10 uafh®#ngig af Pm, m < n givet P".
Dette er definitionen pa at Pn er en Markovkade, og kan gives en

grafisk reprazsentation med det Bayesianske netverk
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(91)

W o Y —— T — e

Generelt kan et Bayesiansk netverk betragtes som nogle
diagrammer som (90) stablet oven pa hinanden, s& lagene danner en
Markovkzde. Bayesianske netverk vil vere vores standardeksempel
pa.i hvordan variable kan afhenge af hinanden. Der vil senere blive

givet en. formel definition af Bayesianske netverk.

Der gelder fe¢lgende 2 regler til at konkludere nye betingede
uafhengigheder ud fra gamle:

I[X;Y1Z) @ I[Y;XIZ] (92)
T{X;YuZIW] @ I[X;YIW] A I{X;ZIYuW] (93)

Deres indhold burde vare intuitivt klart, men kan let checkes ved
hj=lp af ligningen (54). En relation I mellem variable, der op-
fylder (92) og (93), siges at vere semi-grafoid. Tidligere troede
man (Pearl & Paz 1985), at alle egenskaber ved uafhzngigheds-
relationer i sandsynlighedsregning kunne udledes af de oven-
stiende, men det blev modbevist af Studeny (1988). Det er ikke
lykkedes at opstille et aksiomsystem for relationen “betinget
uafhengighed”. Mange af konklusionerne i denne afhandling hviler
udelukkende pa egenskaber ved relationen betinget uafhzngighed, og
hvis man havde fundet et tilfredsstillende aksiomsystem for denne
relation, ville - ~ sandsynlighedsbetragtninger maske vere

overflg¢dige; sandsynlighedsregningen ma& ses som et sikkerhedsnet,
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-s&lznge et sAdant aksiomsystem ikke foreligger. Alternativt kunne
man med f4 #ndringer lave dette kapitel om sa& det handlede om
semigrafoide relationer. Det eneste punkt hvor sandsynligheds-
fordelingen spiller en vesentlig rolle er i afsnittet om Bell's
uligheder.

1 férste omgang vil vi ngjes med at se paA den situation, hvor

- mengden af variable er endelig.

DEFINITION En semigrafoid relation 1 kaldes en uafhengigheds-
relation, dersom der findes et sandsynlighedsfelt, saledes at de
variable kan identifiseres med variable p4 sandsynlighedsfeldtet,
og 1 kan identificeres med stokastisk wuafhangighed. En mengde
- med en uafhangighedsrelation vil vi kalde en (endelig) I-model.
»I1'et stdr for uafhangighed (independence).

-~ EKSEMPEL Lad M vere en mangde af stokastiske vektorer. TDa

definerer
I{A,BIC] = Den partielle kovarians af A og B er 0 givet C (94)

en uafhengighedsrelation, idet de stokastiske vektorer erstattes
med normalfordelte stokastiske vektorer med samme kovarians
matrix. For normalfordelte variable gzlder, at de er ukorrelerede,

netop hvis de er uafhangige.

- EXSEMPEL Lad de variable vezre 1identificeret med hj¢rner 1 en
uorienteret graf. Relationen I er defineret ved, at -I[A,BIC)

c
— = vej fra A til B
@ ererenrrenneaieans . \RSCRUIG VPPN AOTPIRRPR B (95)
netop hvis en variabel i A kan forbindes med en variabel i B
uden at skexre C. For hver vej 1 defineres en stokastisk

variabel v, sadledes at VI og V,,. er uafh#ngige netop hvis
vejene 1 og I' er forskellige. Et hjdrne H i grafen
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identificeres nu med (VI)HGI hvor H € 1 skal Dbetyde at H
ligger pA vejen I. Da er hj¢rnerne H og H' betinget

He l °9 (VI)H'GI
uafhengige. En graf med den ovenfor givne uafhengighedsrelation

uafhangige i grafen, netop hvis (VI) er

kaldes ofte et Markovnetvaerk.

DEFINITION Hvis I er en uafhengighedsrelation og D er en
mengde af variable, defineres den opdaterede uafhangighedsrelation

I via
ip

IID[A,BIC] « I[A,BICuD] (96)

En uvafhzngighedsrelation opfylder i almindelighed andre aksiomer
end (92) og (93), hvilket fg¢lgende satning er et eksempel pa.

SETNING Hvis de variable er normalfordelte vektorer, si gzlder
I[A.BID) & I[A,CID] =» I[A,BuCID] (97)

BEVIS Oplagt. Q.E.D.

DEFINITION (Pearl 1988) En uafhangighedsrelation, der opfylder
(97) siges at opfylde aksiomet om komposition.

4.2 .Vafhengighedskategorien
I dette afsnit vil vi underkaste vuafhazngighedsrelationen nogle

kategoribetragtninger.

DEFINITION Lad 4 og % vere 2 I-modeller med wuafhengigheds-
relationer Id og Ig. Da vil vi med en I-afbildning f fra o
til 2 mene en afbildning, der sender variable fra 4 over i

variable fra %, sAledes at

Id[A,BlC] % Ig[f(A),f(B)lf(C)] . (98)
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Mengden af (endelige) I-modeller og I-afbildninger udge¢r oplagt en
kategori; vi vil kalde den uafhengighedskategorien.

SETNING Lad M og M' vere mangder af variable, og lad 1I' vare
en uafhengighedsrelation pA M'. Hvis f er en afbildning fra M

~til M', s& definerer
Ir[A,BIC] « I'[f(A),£(B)If(C)] (99)
en uafhzngighedsrelation pa M, sadledes at f bliver en
I-afbildning fra (M,If) til M',1). Antag M og M er

mengder af variable pA sandsynlighedsfeldter (4,P) og (u*,p)
og f er givet ved en afbildning g:ld' — U og P er 1lig med
P transformeret med g. Hvis 1I' er stokastisk wuafhangighed,

s er If ogsd stokastisk uafh®ngighed med hensyn +til det
inducerede sandsynlighedsmal. Endvidere g#lder Ifoh = (Ih)f-. -
BEVIS Det er altsammen blot en ¢velser i definitionerne. 0.E b '

Den ved (99) definerede uafhengighedsrelation vil vi kalde den

inducerede uafhengighedsrelation.

SETNING Lad (M,I) og (M',I') vere I-modeller og lad f:M — M'
- vere en afbildning. Da er f en I-afbildning, netop hvis
- jdentiteten er en I-afbildning fra (M,I) til (M,I;).

BEVIS Oplagt. 0.E.D

SETNING Egenskaben komposition er bevaret ved inducering.

BEVIS Oplagt, idet billedet af en foreningsmengde er forenings-
mengden af billederne. Q.E.D
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SETNING Lad I og 1I' vere uafhangighedsrelationer pa en mangde
#. Da er en uafhengighedsrelation 1IAl' defineret ved

IAI'[A,BIC] & I[A,BIC] & I'[A,BIC] (100)

BEVIS Der findes sandsynlighedsmidl P og P' pa M, saledes at
I og I' er givet som statistisk vafhengighed med hensyn til

“henholdsvis P og P'. Lad f vere diagonalafbildningen A -—
axm og forsyn MxMm med produktmilet PoP' og en dertilhdrende
uafhengighedsrelation I''. Da er IAl' = Ir *  Q.E.D.

DEFINITION Vi vil kalde den i setningen konstruerede wuafh®ngig-
hedsrelation for konjunkionen af - I og 1I'. Man kan naturligvis
danne konjunktion af mere end 2 uafhengighedsrelationer ved suk~-

sesiv anvendelse af ovenstdende konstruktion.

BEMERK at hvis I og 1' opfylder aksiomet om komposition, sa gor
IAI' ‘det ogsA. Envidere gzlder (IAI')f = IfAI;

DEFINITION Lad (M,I) og (M',I') v=re I-modeller og lad f:M —
M'. vere en I-afbildning. Da siges f at vere en perfekt I-
afbildning dersom I = I;.

4.3.Determinisme

Hvis #4 og % er 1I-modeller og f er en I-afbildning, der
jkke er injektiv, s& findes variable A og B i «#£ saledes at
f(A) = f(B). Hvis det yderligere g=lder, at A og B er
uvafhengige givet C, sa& gelder I[f(A),f(R)IE(C)]. Vi far altsa
en variabel f(A), der er uafhengig af sig selv og dermed antager
én verdi nesten sikkert givet £(C). Da findes en afbildning g,
sa& f(A) = g(f(C)) nesten sikkert. Vi siger, at f(R) er

determineret af £(C).

DEFINITION Lad A og B vare mengder af variable i en I-model.
Da siges A at determinere B, dersom I1[{B,BIA], hvilket vi vil
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. skrive A « B. Dersom A er en minimal mengde, der determinerer

B, siges B at vere strengt determineret af A. En variabel A
siges at vere fuldstendigt determineret, dersom I[A,A]. Hvis der
bade gzlder, at A « B og B « A siger vi, at A og B er

#kvivalente, og skriver A = B. Mangden af variable determineret
af A Dbetegnes Det(A).

Vi vil i almindelighed ikke skelne mellem =kvivalente variable.

SETNING Relationen «, har f¢lgende egenskaber for alle m=ngder
af variable:

1) A «1 a

=2) A « B&B « C=» A« c
3) A «1 BuC & A « B & A « C
4) A « B&ACSA oA « B )
5) A « B = I[B,CIA]

6) A « B & I[X,AIY]} » 1{X,BlY] . .
7) 1{A,BIC] @ I[Det(A),Det(B)IDet(C)]

PEVIS Find et sandsynlighedsfelt, s& de variable identificeres med
- variable pa sandsynlighedsfeldtet, og sa I identificeres med
stokastisk uafhengighed. Da er A < B det samme som at B er en

" funktion af A nesten sikkert, og punkterne 1) - 7) er oplagte.

Det er dog af en vis interesse at 2) - 7) kan deduceres ud fra
5) og at 1 er en semigrafoid relation.
4): A «l B&AcA'. Dagelder I[B,BuA'lA) if¢lge 5). Da I er
semigrafoid viser det, at I1[B,BIAUA'] men det er det samme som
at A’ « B idet A ¢ A'.
6) :Antag A « B & I[X,AlY]. 1If¢lge 4) gelder da ogsa AvY «, B.
Det viser ifglge 5) at I[X,BlAuY]. Da I er semigrafoid viser
det at I[X,AuBlY] 'og dermed I[X,BlY].
2): Antag A « B & B « C. Da gzlder I[B,BIA] og B « C,
hvilket ved anvendelse af 6) 2 gange viser at I[C,CIA].
3): Da 1 er semigrafoid gzlder

A «{ BuC » I[BuC,BIA]) » I(B,BIA] = A « B (102)
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Tilsvarende viSes A « BuC = A « C. Antag A « B og' A « C.
Da gelder I{[C,BIA] ifélge 5), og I[B,BICuA] ifelge 4).
Envidere galder I[B,CIBuA] if¢lge 4) og S5), og endelig gm=lder
I[{C,CIBuR] if¢lge 4). Tilsammen giver det I[BuC,BuClA], idet 1
er semigrafoid.

7) At I[A,BIC] & I[Det(A),Det(B)IC] er en umidlbar konsekvens af
6), sa vi kan antage at A = Det(R) og B = Det(B). Da galder

I[A,BIC] & I[A,Det(C)\CICUB] =«

I{A,BuDet(C)\CIC]) “
(103)
I[{A,BiDet(C)] & I[A,Det(C)\CIC]

Q.E.D.

BEMZRK at punkterne 1) og 5) ikke g=lder for alle semigrafocide
relationer. Derfor udg¢r (92) og (93) ikke et aksiomsystem for -
uafhengighedsrelationen.

.2

SETNING Antag I[A,CIBuD}] og 1I[A,BICuD]). Da findes en variabel
E, s&ledes at E er determineret af BuD og af CuD, og
sdledes at I[A,BuClEuD].

BEVIS Det kan antages, at D = @, Antag at I[A,CIB] og
I{A,BIC]. Lad a, b og c¢ vere mulige udfald af A, B og cC.
Da g=lder P(alc,b) P(alb) og tilsvarende P(alc,b) = ©P(alc).
Det viser, at P(aldb) = P(alc). Lad da E vere den Dbetingede
sandsynlighedsfordeling for A givet B eller givet C. Da er

1]

E oplagt determineret bdde af A og af B. Q.E.D

SETNING® Hvis den simultane sandsynligheds har positiv tathed sa
gelder

I[A,CIBUD] & I[A,BICuD] » I[A,BuCliD] (104)
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BEVIS™ Da tetheden er positiv er de betingede sandsynligheder
givet ved formelen P(XIY) = B ICON for hgndelser X og Y.

o
rt+

Denne formel benyttes nogle gange idet vi er opmarksomme pi
fellesmengde af h®ndelser svarer til foreningsmengde af mengder af

variable. Q.E.D.

DEFINITION En uvafh®ngighedsrelation, der opfylder (93) for alle
mengder A, B, C og D af wvariable, hvor B og c er
disjunkte, siges at opfylde aksiomet om intersektion.

Pearl (1988) har en tilsvarende definition, men forlanger, at
. mengderne A, B og D er disjunkte. Som vi senere skal se
. opfylder Bayesianske netvark intersektionsaksiomet.

BEMERK at interséktionsaksiomet er bevaret under inducering.

SETNING Hvis en uafh&ngighedsrelation opfylder aksiomet om
intersektion og ingen variable er fuldstendigt determineret, si er
ingen variabel determineret af andre variable.

BEVIS Antag at X er determineret af Y. Da g=lder

I{X,Xly] & I([X,YIX], (105)

Thvilket if¢glge interaktionsaksiomet medfgrer I[(X,XuY] og
dermed I[X,X].
Q.E.D.

DEFINITION En I-model (V,I) siges at vere deterministisk, dersom
(V, 1) er maksimal i kategorisk forstand blandt I-modeller
(v,1'), for hvilke « o9 «,  er identiske.
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4.4 .Transitivitet
SETNING (Yule 1903) Lad A, B og C vere mengder af variable og
lad d vere en logisk variabel. Da galder

I[A,BiICu{d}] & ~I[A,dIC] & =I[B,dIC] » =I[A,BIC]. (106)

BEVIS® Det kan antages at C = g. Der findes logiske variable a
og :b determineret af henholdsvis A og B sAledes at

I[a,bld] & -~I[a,d] & -I[a.,b) (107)

Bem=zrk at det for hendelser E og F gelder, at

P(EIF) # P(E) & P(EIF) # P(EICF) , (108)

g

da P(E) = P(EIF)P(F) + P(EICF)P((F). S=tningen vises ved f¢lgende

udregning

P(alb) - P(al(Cb) (109)

P(ald)P(dIb) + P(alCd)P(CdIb)

- P(ald)PdICb) - P(aCd)P((ai(b)

P(ald)(P(dib) - P(dI(b))

» + P(alCd)(P(Cd!b) - P(CaiCb)) .

1}

(P(ald) - P(al(d))(P(dib) - P(dI(Cb)) # 0O

DEFINITION (Pearl 1988) En wuafh®ngighedsrelation, der opfylder
(106) for alle mengder A, B og C af variable og alle wvariable
d, siges at opfylde aksiomet om svag transitivitet.
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Bayesianske netverk er standardeksempler p& svagt transitive
I-modeller. Somme tider vil en I-model opfylde det stzrkere aksiom

om transitivitet defineret nedenfor.

DEFINITION (Pearl 1988) En uafhangighedsrelation, der opfylder

-I[A,dIC}] & -I[B,dIC] =» -I[A,BIC] (110)

* for alle mengder A, B og C af variable og alle wvariable 4,
siges at opfylde aksiomet om transitivitet.

Markovnetverk er standardeksempler pA transitive I-modeller.
 BEMARK at egenskaberne transitivitet og svag transitivitet er
'w.bevaret under inducering, idet billedet af en foreningsmengde er
 foreningsmangden af billederne.

DEFINITION - Lad M vere en mengde af variable med en
uafhengighedsrelation. I. Mbra]grafen for M er den graf, der
fremkommer ved at forbinde 2 wvariable A og B dersom
SI[A,BIM\{A,B}]. | ‘

SETNING Lad (M,1I) vere en I-model og antag at I opfylder
aksiomet om intersektion. Da findes en st¢rste +transitiv og
kompositiv I-model (L,I‘) mindre end (&,1) i kategorien af
I-modeller. Det vil sige, at id:(L,It) — (A, 1) er en

.I-afbildning, og hvis id:(#,1') — (M,I) er en I-afbildning og
(£,1I') er transitiv og opfylder aksiomet om komposition, s& er
id:(,1I') — (ﬁ,It) en I-afbildning.

BEVIS Uafhzngighedsrelationen It defineres som grafisk uafhan-
gighed i moralgrafen for M.

Det skal f¢rst vises, at id:(L,It) — (M, 1) er en
I-afbildning. Lad A, B og C vezre mengder af variable, saledes
at ~I(A,BIC). Der findes da en maksimal delmzngde D, si& Cc D
og ~I[A,BID]. Lad a vere en variabel i Cp. Da er
‘I[A,BIDu{d}], hvilket via intersektion viser, at -I[A,dIBuD] og
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-I1[d,BIAUD]. Saledes indskydes punkter indtil D = ((AuB),
hvorved en vej er fundet. '

Antag id:(X,I') — (#,1) er en I-afbildning og (&h,1') er
transitiv og opfylder aksiomet om intersektion. Det skal vises, at
hvis ﬁIt[A,B’C], s& gelder ogsa =I'[A,BIC). Antag ﬂIt[A,B'C].

Da.flndes Xy Xy eeeoX sa x, € A og x . € B og x, g C og

: ﬁI[xi,xi+1lC{xi,x5’1}]. (111)
Derfor ge=lder ogsa

ﬁI'[xi,xi‘11C{xi,xi41}]. (112)

Det viser pad grund af transitivitet og komposition, at

qI[xi,xi*“C] thi eller fandtes en st¢rste mengde c som

opfylder Cc C' c C{x_,xi¢1} og Ifx ,x I1C']}. For X €

C'(C{xa'xi+1} ville der gelde’ -I[x ,x IC'u{x}] og dermed

1I[xi,xlC'] & ﬁI[x,xi.1IC'] (113)

hvilket pa& grund af transitivitet wviser ﬂI[xi,xi¢“C'] i
modstrid med forudsaztningerne. Gentagen anvendelse af +transiti-
viﬁet pa wI[xi,xi‘1IC] giver ﬁI[xl,xnIC] og dermed -I[A,BIC]
som ¢nsket. Q.E.D.

BEMERK at konstruktionen ikke er funktoriel. Thi lad A og B
vere uafhengige variable, og lad C vere en variable, der er
en funktion af dem begge. Da er id:({A,B},I) — ({A.B,C},I) en
I-afbildning, hvorimod id:({A,B},It) — ({A,B,C},Il) ikke er
det.

Den i s#tningen definerede uafh®zngighedsrelation It vil wvi
kalde den transitive udvidelse af 1. Helt +tilsvarende kan man
ofte definere en svagt transitive udvidelse af en wuafhsngigheds-
relation. Det er ikke lykkedes forfatteren at afklare, hvorniAr det
er muligt at lave en svagt transitiv udvidelse.
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4.5.Harmoniske relationer og lokalitet

En uvafhengighedsrelation er en relation med 3 argumenter, der
hver gennemlgber alle delmengder af variable. Hvis uafhengig-
hedsrelationen kan beskrives ved en relation i 2 variable, er vi

sadledes naet betydeligt videre.

“DEFINITION Lad R vere en relation mellem de variable 1 en
. I-model. S=t aR(X) = {yl3x € X:yRx}. Da siges R at harmonere
med uafhengighedsrelationen 1, dersom

i) =I[A,BIC] & I[A,BICUD] = DnaR(AuBuC) # 0.

ii) 1I([A,BIC] & -I[AR,BICuUD] = D\aR(AuBuC) # 0.

iii) aRb = -~I(a,biC) for alle C saledes, at =aRc for c e C..
En harmonisk relationen R siges at vere reversibel dersom R’
defineret ved aR'b @ bRa ogsi er harmonisk. En I-model siges at
- vere harmonisk, dersom der findes en relation, der harmonerer med
I.

EXKSEMPEL I et Bayesiansk netvark er relationen, at der findes en
orienteret vej fra A til B, en harmonisk relation. e

I stedet for ordet harmonisk burde man maske bruge ordet kausal,
for som det senere skal vise sig er der et omfattende
betydningssammenfald mellem begreberne harmoni og - kausalitet.
Ordet harmoni er her brugt for at holde begreberne ude fra
hinanden. 1 det fg¢lgende er harmoni saledes defineret via
I-modeller, mens ordet kausalitet er defineret via dets brug i

sproget.

BEMARK at betingelsen ii) kunne erstattes af
ii)' I[A,BIC) & -I[A,BlICu{d}] » d ¢ aR(AuBuC)
At ii) = ii)' er oplagt. Antag ii)' er opfyldt og at

I1[A,BIC] & -I[A,BICuUD], (114)

hvor D = {d‘,dz,...dm}. Da findes et n sa
I[A,BICUDn_il & wI[A,BICan], (115)

hvor Dn = {da'dz""dn}' Det viser dn ¢ aR(AuBUCan_l) og
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dermed dn € D\a,(AuBuC), som derfor ikke kan vare tom.

R

SXTNING Antag at uafhengighedsrelationen 1 opfylder aksiomet om
svag transitivitet, og at relationen R harmonerer med I. Da
kan R udvides transitivt under bevarelse af harmoni.

BEVIS Antag aRB og BRy. Sxt R' = Ru{(a,y)}.
Det skal vises at i), ii)' og iii) holder for R'.
i) Antag -I[A,BIC] & I([A,BICuD]. Da ga=lder

Dnaﬁ(AuBuC) c Dnaﬁ,(AuBuC) 20 (116)

ii)' Antag I[A,BIC] & -I[A,BICu{d}].

Hvis o ¢ AUBUC er aR(AuBuC) = aR,(AUBuC), hvilket viser at d
"4 aR,(AuBuC).

Antag at o € AuBUC.

Da er aR,(AUBuC) = aR(AuBuC)u{y}, sd det skal vises, at 4 # 7y.
Antag det modsatte.

Da g®lder I{A,BiICu{B}], da B ¢ aR(AuBuC). Da der bade g=zlder

I[A,BIC] og I[A,BICu{B}], m& der enten gzlde 1[A,BIC) eller
1{8,BIC].
Antag I{A,BIC). Da g=zlder I[A,Bu{B}IC]. Det viser

I[A,Bu{B)ICu{y}] og dermed I[A,BlICu{y}] 1 modstrid med at Y =
d.

iii) Det skal vises, at =I(a,ylC) for alle C saledes, at «R'c
for c € C. Antag I(a,yiC). Ifglge forudsztningerne g=zlder
~I(x,BIC) og ~I(B,7ylC), hvilket p& grund af transitivitet

viser, at

-I(ax,71C) v AI(a«,yl{BIuC), (117)

og dermed

I(a,yIC) & =I(«a,yl{BIuC). (118)

Da R er en harmonisk relation, viser det, at -(BRy) i modstrid

med forudsatningerne. Q.E.D.
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DEFINITION For en harmonisk ordning vil vi kalde a(Xx) for
mengden af aner til X. Envidere' definerer eR(X) = {yldx €
X:xRy} mengden af efterkommere til X. Vi vil sige at x og y
er @kvivariante og skrive x ~ y, hvis xRy og YyRx.

SETNING Lad 1 vere en svagt transitiv uvafhangighedsrelation i en
sharmonisk I-model. Da definerer

a s, b & -Ifa,b] & VA,B,C: b € AuBUC & I[A,BIC]) » I[A,6BiCu{a}]

en preordning, der harmonerer med I

'TBBVIS Punkt ii)' i definitionen af harmoni er oplagt opfyldt. Da

*sx kan udvides transitivt under bevarelse af harmoni ma sl vere
sin egen udvidelse og dermed en przordning.
Da I-modellen er harmonisk, findes en harmonisk relation R. For

at bevise i) antages det at R harmonerer med I o3
-~I[A,BiC] & I[A,BICuD]. (119)

Derfor findes d €e D og x € AuBUuC, s& dRx. Det viser, at

I{aA',B'iIC'] = I[A',B'IC'u{d}], (120)
hvis x € A'uB'uC'. Det viser d 51 %X, og dermed d €'a(AuBuC).
For at bevise iii) antager vi, at a < b og at I[a,blD].

Sammenholdt med <I[a,b] viser det, at D indeholder et element

o«

bt eR(a,b). Lad d vere et sadant og ;ntag aRd. Da gelder
d € AuBUC & I[A,BIC] » I[A,BICu{a}] (121)

idet R er harmonisk. Det viser at a s, d og dermed d €

esl(a,b)- : Q.E.D.

SATNING Hvis a og b er variable, og < er en harmonisk ord- "
ning, sa gelder a « b= a<bvI[bb].
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BEVIS Oplagt. Q.E.D.
BEMERK at den harmoniske relation kan vare meget f¢lsom over for
valget af variable.

EXSEMPEL I nedenstaende eksempel bliver relationen mellem B og
C 'vendt ved at skifte mellem de ydre variable A og D.

A B (122)

C

P(A=0) =P(B=20)=1/2
A 0] 1
» _

P(C = 0}.) (123)

0 1/3 1/2

1 1/2 2/3

St D =A & B®C. Da gelder

B (124)

or
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C 0 1
o |
P(B = 0}.) (125)
0 173 1/2
1 1/2 2/3

SETNING Lad (M,I) og (M',I') vere I-modeller med svagt tran-
"sitive uvafhengighedsrelationer. Hvis f:M — M' er en perfekt
I-afbildning, s& gealder

f(a) <5 f(b) =» a sl b . (126)
BEVIS Oplagt. Q.E.D

DEFINITION Lad (M,s) vere en preordnet hangde. Ved en orienteret
vej vil vi forsta en maksimal totalt ordnet delmangde af M. Ved
en orienteret vej fra a til b wvil vi forstd en orienteret vej
i mengden {x € Mla s x s b}. Ved et tversnit i (M,K6 g) vil vi
forst4 en minimal delmzngde af 'M, der skazrer enhver orienteret

vej.

BEMARK at orienterede veje og tvarsnit i relativitetsteori svarer
til verdenslinier og samtidighedsflader.

DEFINITION En harmonisk I-model siges at vare temporlt lokal, hvis
det for alle variable 2 og B med A < B gelder at I[A, BIT]
for alle tvarsnit T i e(A)na(B). En I-model med en harmonisk

ordning s siges at vere spartielt lokal dersom

I[A,Bla(A)na(B)] (127)
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En I-model siges at vare lJokal, dersom den badde er spartielt og
temporalt lokal.

EKSEMPEL En Markovkade er lokal. Her er < en total ordning, sa
kravet om spartiel 1lokalitet er +trivielt opfyldt. Temporal
lokalitet er netop det, der udg¢r Markovegenskaben.

DEFINITION En I-model (V,I) siges at vare I-sammenhengende,
dersom V 1ikke kan klassedeles i Da' D2 cV, s4& I[D1‘Dz]'

SETNING Hvis < er en temporalt lokal, harmonisk: przordning og
uafhazngighedsrelationen opfylder aksiomet om intersektion, og er
I-sammenhzngende og indeholder mere end 2 variable, sa er < en

ordning (ikke blot en preordning).

BEVIS Antag A ~ B. Da er A et tvarsnit i e(B)na(C) for alle
mengder af variable C. Det viser 1I[A,CIB]. Tilsvarende vises
I[B,ClA). Heraf ses I[AuB,C] 1 modstrid med at det skulle v=are

en I-sammenh®zngende I-model. Q.E.D.

SETNING Hvis en harmonisk uafhzngighedsrelation opfylder aksiomet
om svag transitivitet og er temporalt lokal, s& er den harmoniske

pr@ordning entydigt bestemt mellem alle ikke-initielle variable.

BEQ}S Antag at s er en harmonisk ordning. Da gelder automatisk

asbw=a s b (128)

s4 det er nok at vise implikationen den anden vej. Antag derfor a
s b og at a ikke er initial. Da findes en variabel ¢ < a og
der g=lder 1I(c,biA] hvor A er et tversnit i a(b)ne(c), som
indeholder a. Endvidere gzlder der -I{[c,blA\{a}] pa grund af
transitivitet, hvilket viser at a € as({b,c}uA\{a}) og dermed a

€ a(b), idet a_({cIuA\{a)) ¢ as‘({c}uh\{a})- Q.E.D.
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SETNING Hvis < er en spartielt lokal ordning, s& er < en
spartielt lokal ordning.
BEVIS Det skal vises, at I[A,Blas (A)nas (B)] men
1 1

aS(A)naS(B) < asl(A)nasl(B) (129)

- s& sztningen g:lder, da s, er harmonisk. Q.E.D.
Ifglge s®tningen giver det mening at sige, at en ‘harmonisk
I-model er spartielt lokal wuden at referere til en speciel

harmonisk relation.

BEMARK at der ikke g=lder en tilsvarende‘ satning om temporal
‘lokalitet, thi lad A, B med det
minimale antal uafhangighedsrelationer.ADa udg¢r A s B og A s C

og C vere variable,

‘en harmonisk ordning, som er temporalt lokal. er

sa A

Forsynet med <)

alle variable ®kvivariante, er et tversnit i e(B)na(C),

men =I[B,CIA].

BEMZRK at det, at den inducerede

uafhengighedsrelation <,

ikke medf¢rer
lokal
temporalt) for alle I-afbildninger f.

at = er lokal,

er (hverken spartielt eller

EKSEMPLER Lad A, B, C og G vare uafhengige og normalfordelte,
‘ogst D=A+B, E=B+C og F = D + E + G. Da er
{A,B,C,D,E,F} forsynet med stokastisk uafhzngighed en 1lokal

I-model beskrevet ved fo¢lgende

Bayesianske netverk
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SN N o

Derimod er ({B,D,F) ikke temporalt lokal. Det illustreres ved

f¢lgende Bayesianske netverk
%

S

D . (131)

AN

B

Tilsvarende er {A,C,D,E} forsynet med stokastisk uafhangighed ikke
spartielt lokal og skal beskrives med en hybridgraf

D «—— E

/ AN o

A C

Vi skal senere indf¢re hybridgrafer systematisk.

SETNING Hvis en uafhengighedsrelation I pa en endelig mangde af
variable er harmonisk, lokal og svagt transitiv, si& opfylder den
aksiomet om komposition.
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BEVIS Antag at 1I[A,BID] & I[A,CID].
antag f¢rst, at D ¢ a(AuBuC). P& grund af spartiel lokalitet
gzlder

I[2,BuCla(A)na(BuC)] (133)
- og dermed
I[A,BuCla(A)na(BuC) u DJ.  (134)
Nu findes en minimal mengde X c a(A)na(BuC), s&
I(A,BuCiXuD]. ’ (135)

“ Det skal vises at X = &. Antag det modsatte. Da findes x € X.
“set X' = X\{x}. Da galder

I[A,BIX'uD] & I[A,CIX'uD], (136)

jdet X' ¢ a(A). Transitivitet giver

I[A,xlX'uDj v (I[x,BiX'uD] & I[x,CIX'uD]). (137)
Hvis det sidste er tilfeldet, ma X'uD vere et tversnit 1
e(X')na(B) og i e(X')na(C), og dermed i e(X')na(BuUC), s&

- (127) er ensbetydende med

I[A,xiX'uD] v I[x,BuCiX'uD]. (128)

" sammenholdt med I[A,BuCiXuD] giver det

I[A,BuCIiX'uUD], . : (139)

idet uafhengighedsrelationen er semigrafoid, men dette er i
modstrid med at X er minimal. Det viser at X = @.

Det generelle bevis gar ved induktion efter #(D).
#(D) = 0: Daer D =@ < a(AuBuC) og vi har vist det ovenfor.
Antag sztningen er sand for #(D) < n. Setningen skal nu vises for
#(D) = n + 1:
Hvis D ¢ a(AuBuC), s& har vi vist det ovenfor.

61



Antag d € D\a(AuBuC). S#t D' .= D\{d}. Da g=lder
I[A,BID'] & I[A,CID'], (140)
hvilket if¢lge induktionsantagelsen medférer

I[A,BUCID']. (141)

Der er 2 tilfzlde
I[A,dID'] hvilket if¢lge induktionsantagelsen medf¢rer

I[A,BuCu{d}ID'] (142)
og dermed

I{A,BuCiD] (143)

-I[A,dID']. Da gzlder p& grund af transitivitet

I[d,BID'] & I[4,CID']. (144)

Induktionsantagelsen giver da

I1{d,BuCIiD']. (145)

Induktionsantagelsen anvendt endnu en gang giver

I[Au{d},BuCID'] (146)

og 'dermed -

I[A,BuCiD]}. (147)

SETNING Lad (V,I) vere en harmonisk og transitiv I-model med
partiel ordning <. Lad f Dbetegne kvotientafbildningen vV —
V/~. Da er (V,If} harmonisk med ordning = og f er en
I-afbildning.
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BEVIS Der er 3 punkter under beviset for harmoni
i) Antag ﬁIf[A,BlC] & If[A,BlCuD] for delm#ngder A, B ,C og
D af V/x . Da g=zlder )

SILETNA)LETYB)IETN )] & T[ET AL ET B IET () uE (D)) (148)
fhvilket viser at

| £°1(D) n a(£ M (A)UET(BIUETI(C)) % B, (149)
hvilket er det samme som at |

£'(D n a(AuBWC)) # & (150)

og dermed D n a(AuBuC) # 9. ‘

iii) Antag at If[A,BIC] & wa[A,BlCuD]

for delmsngder A, B ,C og

D af V/~ . Da gealder .

:[f"(A),f‘1(é)|f"(C)]'& SILETNAYL £ NBYIET I C)uET (D)) (151)
hvilket viser |
| £79(D) \ a(f ' (A)uf N (BY)uET(C)) 2 B, (152)
hvilket er det samme som at

£79%(D \ a(AuBUC)) # @ (153)

og dermed D \ a(AuBuC) # 4.

"jii) Antag a s b og C er en mengde sa& e(a)nC =@ i V/s . Da
findes a' og Db' i V, s& f(a') = a og f(b') = b. Der
gelder nu -I[a',b'lf '(C)], og dermed ~I[f Y a), £ (b)) 1£71(C))

hvilket er det samme som ﬁIf[&,blC].

For at vise at £ er en I-afbildning wvil wvi antage at
I[A,BIC]. Da gezlder I[f '<f(A),BIC] pa grund af transitivitet.
Tilsvarende galder I[£ % f(n), £ £(B)IC]. Endeligt gzlder
T f(a), £ (B IE7 2 E(C)], idet. £ £(C)\C €
a(f'1of(A)uf'lof(E)uC). Men det er det samme som at
Ir[f(A),f(B)lf(C)], hvilket viser at £ er en I-afbildning.

Q.E.D.
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4.6.Grafiske modeller
I dette afsnit vil vi give nogle pzne grafiske presentationer af

I-mcdeller.

SETNING Lad 1 veare en harmonisk uafhzngighedsrelation, der
opfylder aksiomerne om svag transitivitet, intersektion og
komposition. Da er ordningen < reversibel, netop’hvis I kan

beskrives med et Markovnetveark.

BEVIS Markovnetvark er oplagt reversible. Hvis < er reversibel,
s4 medfdrer A < B at B s A og dermed A ~ B, hvilket med-
forer transitivitet. Herved Dbliver I sin egen transitive

udvidelse og derved #kvivalent med sin moralgraf. Q.E.D

-

SETNING Lad 1 vere en svagt transitiv uafhengighedsrelation, og
lad s vere en preordning, der harmonerer med I. Da er f¢lgende
2 betingelser #kvivalente:
i) I(A,BIC) er opfyldt, netop hvis C separerer A 0g B i
moralgrafen for a(AuBuC).

ii) I opfylder aksiomerne om komposition og intersektion.

(154)

a(AuBuC)
fors¢g pa vej i moralgrafen

BEVIS

i) » ii): Oplagt.

ii) » i): Det skal vises, at -I[A,BIC] @ A og B er forbundet i
a(AuBUC) med en vej, der ikke skarer c.

»: Pa grund af koﬁpositions aksiomet kan det antages at A og
B indeholder netop en variabel. Der findes en maksimal delmengde
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D, sa& Cc D¢ a(AuBuC) og =I[A,BID]. Lad d vere en variabel
i a(AUBUD)\AuBUC. Da er 1I[A,BIDu{d}], hvilket via intersektion
viser at ~I[A,dIBuD] og =I[d,BIAuD]. S&aledes indskydes punkter
indtil a(AuBUD)\AUBUC = @, hvorved en vej er fundet.

«: Antag at der findes en vej mellem en variabel i A og en
variabel i B, som ikke skerer C. Da findes en korteste sadan
wVeJ (xl,xz..axn), hvor x, € A og X € B. Lad E vere

lm&ngden af variable, der ligger i a(AuBuC), men ikke ﬁa vejen

(xi,xz...xn). Da gw=lder
wI[xi,leEu(xa,x4,...xh)] & wI[xz,XSIEu(x1,x4,...xn)] (158)
og
£
I[xi,x3|Eu(xz,x4,...xn)], (156?

-~ da vejen er minimal. - Svag "transitivitet giver da
ﬂI[x1,x3PEu(xa,x5,...x')]. Saledes vises suksesivt, . at
qI[x1,xi|Eu(xi’1,xi‘2,...xn)], og der g=zlder derfor ﬂI[x1,xnlE];

Da E < a(AuBuC), galder ogsa -I{x,.x IC]). Q.E.D.

DEFINITION* En orientefet graf er en graf, hvor hver Kkant er
orienteret. Hvis A og B er 2 hj¢rner defineres A < B, dersom
der findes en orienteret vej fra A til B. Hvis A s B og B s
A skriver vi A ~ B, og siger at A og B er ®kvariante. Hvis
D er en delmzngde af mangden af'hj¢rner vil f(D) (foreldrene til
D) betegne mengden af hj¢rner H, s& der findes en kant fra H
til et hj¢rne i D. Hvis D er en delmengde af mezngden af
hj¢rner vil a(D) (aner til D) betegne mengden af hj¢rner H,
s4 der findes en orienteret vej fra H til et hj¢rne i D. Til-
svarernde defineres mangden af bgrn Db(D) og mengden af efter-
kommere e(D). En variabel v er initial dersom f(v) =@, og Vv

er terminal dersom b(v) = 8.
BEMARK® at en orienteret graf eventuelt kan indeholde en ikke-

triviel orienteret vej fra A til A altsa en cyklisk vej ogsa
kaldet en cykel.
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DEFINITION® En acyklisk graf er en graf, hvor alle cykler er
trivielle.

DEFINITION (Pearl 1988) Hvis X, Y og 2 er 3 delmengder af en

orienteret graf €, siges Z at d4separere X fra Y, dersom

der ikke findes en vej fra et hj¢rne i X til et hjgrne i Y, s&

f¢1geﬁderge1der: .

1) Hvis 2 pile pA vejen peger pa samme variabel, vil den
pigxldende variabel eller en af dens efterf¢lgere ligge i Z.

2) Alle andre variable vil ligge uden for Z.

Hvis Z d-separerer X og Y skriver vi Ig[X,Y|Z].

SET%ING (Geiger & Pearl 1988). Relationen Ig er en uafhéhgig-
hedsrelation.

BEVIS Lad € vare en orienteret graf. Vi starter med at indf¢re

A K
.r/ s\x

SINSNN,

begrebet en primitiv graf. En primitiv graf €' skal besta af:

? .

(157)

1) en vej v i € mellem 2 hj¢rner, A og B.
Hj¢rnerne paA v deler vi i 2 grupper: dem med og dem uden
konvergerende pile.
2) orienterede veje fra variable med konvergerende pile til
deres efterkommere.

For hver primitiv delgraf konstruerer vi en uafhengig-

hedsrelation I via nedenfor definerede sandsynligheds-

g'

fordeling. Vejen mellem A og B deles i veje Voo VeV

2,...X vaere

mellem hj¢rnerne med konvergerende pile. Lad xl, X .
uafhengige stokastiske variable med vardier i {0,1}. Et hj¢rne

pa v, forsynes med den stokastiske variabel Xi. Og hj¢rnet
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mellem Vv og Vo, forsynes med variablen Xi&)(w,l (addition
1 1 .

modulo 2). Hj¢rnerne h i de orienterede veje fra en variable med

konvergerende pile forsynes rekursivt med foreningsmezngden af

variable f(h). Da vil A og B vare d-separerede af en mangde
C, netop hvis I [A;BIC]. Nu galder
gl
AT [X;YI12] @ I.(X;YIZ) (158)
e ¢

hvor € er mengden af primitive delgrafer af €. Q.E.D

BEMZRK at moralgrafen for en orienteret graf fremkommer ved at
stupplere den underliggende graf med kanter mellem 2 variable A
og B netop hvis der findes C, sa A-—C og B—C. Envidere
opfylder uafhengighedsrelationen Ig aksiomerne om komposition,

intersektion og svag transitivitet. Envidere er 1dent1teten en
I-afbildning fra en orienteret graf til en graf, der er fremkommet

ved at tilf¢je orienterede kanter.

SETNING Lad & vzre en lokal I-model med en svagt transitiv
uafhengighedsrelation I, og lad < vere en ordning, der
harmonerer med I. Antag at I-modellen opfylder aksiomerne om
komposition og intersektion. Da findes en orienteret acyklisk graf
€, s& 4 er =zkvivalent med (Q,Ig) i uafh®#ngighedskategorien,

0og s& orienteringerne stemmer overens.

BEVIS Grafen defineres ved, at de variable x og y forbindes
netop hvis jI[x,yIC] for alle me#ngder C, der ikke indeholder

X eller y. Da gzlder x sy eller x sy, thi ellers inde-
older a(x)na(y)., hverken % eller Y, og der g=lder

I[x,ylé(x)na(y)] da « er lokal. ZXanten mellem x og Y
orienteres, s& orienteringen stemmer overens med orienteringen i
4. Hvis x sy, sa findes en orienteret vej fra x til Y i
#. Det skal vises, at hvis denne vej kun indeholder x og Y.,

s& er x og y forbundet i grafen. Antag derfor, at vejen kun
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indeholder x o9 ¥y, og at C er en maksimal mengde, der ikke
indeholder x o9 y og s& ~I[x,ylC] og si& z € C » e(z) ¢ Cc
for alle z. Antag C # (C{x.y}. Da findes 2z sa&

~I[x,yIC) & I[x,yi{z}uC) (159)

hvilket viser at 2z € a({x,yJuC), hvilket viser at 2z € a({x,y}).
Heraf ses 2z s y. Vi mangler derfor at vise, at x s z, for at
fa en modstrid med, at vejen er en maksimal orienteret mengde, men
det er en umiddelbar konsekvens af iii) i definitionen af harmoni.
Da orienteringerne stemmer over ens er det nok at vise, at I og
gIg giver samme moralgrafer.

Antag ng[x,le\{x,y}]. Da gzlder x—y eller y—X, eller
der findes 2z s& x-—z o0og y—z. &Antag det fo¢rste eller det
ahdet. Da g=lder =I[x,ylC] for alle mengder C, der ikke inde-

holder x og y. Specielt gzlder -I{x,yID\{x,y2]. Antag at
X—z o0g y—z. Da gzlder I[x,yla(x)na(y)] og dermed ogsa
Ifx,yla(x)ua(y)\{x,y}]. (160)

Envidere g=lder

I{x,zla(x)uva(y)\{x.¥2}) & I[z,yla(x)ua(y)\{x,¥}]. (161)

Pa grund af svag transitivitet galder derfor
SI[x,yl{zva(x)uva(y)\{x,y2]. (162)

Det viser -I[x,y!ID\{x,y}]., 1idet < er harmonisk.

Antag at -I{x,yID\{x,y}]. Enten gazlder -I[x,yIC\{x,y}] for
alle C, og x—y, eller der findes C, s& I[x,ylC\{x,y2].
Derfor findes en maksimal delm®engde C, sa& I(x,ylC\{x,¥y}]. Det
kan antages at C = @ og dermed a(x) = {x3. Da gelder
~I[x,y1{2}] og dermed 2z € e(x)ne(y). Derfor findes et minimalt
sédant i crdningen <. Vi skal vise at x—z. Antag det mod-
satte. Da findes en me#ngde F, der hverken indeholder x eller
z og sad I[x,zIF)]. Det viser at Fn(a(x)uva(z)) # @ i modstrid
med at a(x) = {x}- og at 2z var minimal. Q.E.D.
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DEFINITION Et Bayesiansk netverk er er en tripel (§,V,¥%), hvor
S er et sandsynlighedsfelt, V en mengde af variable p& 5, og
€ er en orienteret graf med tilhdrende vuafhangighedsrelation,
sAledes at kanterne i grafen via en I-afbildning i:€ — V er ind-
. lejret 1 V. Envidere skal € vare en maximal graf i ‘fkategorisk
%forstand, hvilket vil sige, at hvis f¢lgende diagram kommuterer

i

€ —— V (163)
j'l /
g'
“sa er 1' en =kvivalens.
BEMERK ‘at € er maksimal i kategorisk forstand netop hvis ?
" ikke er en I-afbildning, hvis man fjerner en pil fra €. Hos

' Pearl omtales Bayesianské netvaerk derfor som minimale I-modeller.

 S£TNING* Der findes altid et Bayesiansk netverk for en endelig
mengde af variable A € V. '

BEVIS® Find en total ordning « af V, og dan en graf, hvor A—B

netop hvis A « B. Dette g¢r identiteten  til en I-
afbildning. Der findes da kun endelig mange grafer ¢' sa O
“kommuterer, og derfor findes ogsd en maksimal sé&dan. Q.E.D

BEMARK at det ovenfor konstruerede Bayesianske netvark i
almindelighed ikke g¢r identiteten til en perfekt I-afbilning.

HOVEDSETNING Lad V vzre en endelig mengde af variable med en
ordning <. Lad J vere mengden af uafhangighedsrelationér Pa
Vv, der opfylder aksiomerne om intersekticn, transitivitet og

harmonerer med s. Da er f¢glgende 3 betingelser ®kvivalente for
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en uafhengighedsrelation I,

1) I'-= IS , hvor Is er givet ved det Bayesianske netvark, hvor

der gar en orienteret kant fra v, til v, netop hvis v, = v,
og der ikke findes en tredie variabel mellem v, o9 v,
2) I' er lokal med ordning =.

3) I' = Lim (V,I).

leg
BEVIS ,
1) & 2) Dette ses umidlbart ved at checke.
2) 1) Da 1I° er spartielt 1lokal, er I givet wved et

bayesiansk netvark med ordning s. For at det kan vere spartielt
lokalt kan det ikke indeholde en orienteret kant fra v, til v,
hvis der er mellemliggende variable.

3) = 2) IS € 9, sé& id:(V,IS) — (V,I') er en I-afbildning. I

er lokal, hvilket ses umidlbart ved at checke. Derfor er If
lokal.

1) » 3) Det skal vises at I{2,BIC] . IS[A,BIC], hvilket er
#kvivalent med qISIA,BlC] 2 =I[A,BIC]. Kompositionsegenskaben
benyttes ikke i beviset for at id er en I-afbildning i s=tningen
om transitiv udvidelse, sa det er nok at vise, at hvis C ikke
separerer A og B i Is-moralgrafen for a (AuBUC), s&
separerer C 1ikke A og B 1 I-moralgrafen for a(AuBuC). Sat
W = a(AuBUuC) Det er det samme som at vise, at hvis 2 hjdrner X
cg y er forbundet med en kant i Is~moralgrafen for W, sa& er
X og y forbundet i I-moralgrafen for W. Der er 2 tilfzlde:
Tilfelde 1: x <y og [x,y] = {x,y} eller y < x og [y, x] =
{y.x} '

Lad os antage at x < y. Da gealder -I[x,ylW\e(x)] da s
er harmonisk. Envidere gzlder AI([x,ylW\{x,y}], idet

(OAN{x,¥2) \ (MN\e(x))) na{x,y} = (e(X)na{x,y})\{x.y) =8 (164)

og =< er harmonisk.

Tilfelde 2: x < z og [x,2)] = {x,2} og y < z og [y,z] = ({y.z}.
Som ovenfor vises AI[x,zIW\{x,z7}] og Iy, ziW\{y.,23}]. Det
viser ~I(x,zIW\{x,y¥.,2}] og =-I[y,zIW\{x.y.2})]. P& grund af svag
transitivitet gelder <I[x,yIW\{x,y.z}] eller ~I[x,yIW\{x,¥}].

70




Det f¢rste medfdrer det sidste pa grund af at z ¢ a{x,y}, saA
SI[x,yIW\{x,y}] og x er forbundet med y i I-moralgrafen for

W = a(AuBuUC). Q.E.D

Strukturen af et Bayesiansk netverk er sjzldent entydigt bestemt
ud fra den simultane fordeling p& de variable.

SETNING® Hvis der er en pil fra § il T i et Bayesiansk
netverk og S er initial og f(T) = S, s& kan pilen fra § til

T vendes, uden at wuafhangighedsrelationen ®ndres.

N NS

BEVIS Oplagt idet mangder er afh®zngige netop hvis de er forbundet

i moralgrafen.for anemangden. Q.E.D.

. SETNING Lad V vere de variable i en I-model, og lad v vare et
element i V. Da galder I[v;V\e(v)If(v)].

BEVIS Lad Mi vere en aftagende f¢lge af delmengder af  V, sa
I“I1 = V\e(v) og f(Mi) = Mi‘1. En sadan f¢lge kan konstrueres, sa
n n = o Da relationen I er semigrafoid, og

. I[v;Mi*llf(v)uMi], gazlder der

I[V;Mi*ilf(v)] % I[v;Milf(v)]. (166)

Da envidere Ni ¥ for passende stort i € N, og I[v:B8lf(Vv)]
.m& s@tningen vere sand.

Q.E.D.

DEFINITION® Et Bayesiansk netvark kaldes et kausalt tre, dersom
den underliggende graf er et tre, og det ikke indeholder 2  pile,
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der pegerrpa samme variabel.

SETNING™ Uafhzngighedsrelationen i et kausalt tre afhenger kun af
den underliggende graf.

BEVIS Det er en umiddelbar konsekvens af at alle variable er akvi-
variante og at moralgrafen er lig med den underliggende graf.
Q.E.D.

For at sikre sig at en graf er et Bayesiansk netvark er det kun
n¢gdvendigt at undersgge om uafhengighedsrelationen er opfyldt for
nogle fa mazngder, hvilket er indholdet af nedenstdende s=tning.
Defte g¢r Bayesianske netverk anvendelige til at opbygge en
vidensbase i et kunstigt intellegenssystem.

SEfﬁING (Verma 1986) Lad 1 vere en semigrafoid relation pa
hj¢rnerne H 1 en orienteret acyklisk graf €. Antag at det for
alle hj¢rner h gzlder at J[h;H\e(h)if(h)]. Da gelder

Ig[X;YIZ] » I[X;YIZ) (166)

Til at presentere ikke-lokale wuafh®#ngighedsrelationer bruges
grafer, der indeholder dobbeltrettede pile.

DEFINITION Ved en hybridgraf forstAs en graf, hvor kanterne er af
af en af de 2 typer: orienterede eller dobbeltrettede. Vi skriver
A——B dersom A og B er forbundet med en dobbeltrettet pil.
Forfedre, efterkommere, orienterede veje o.s.v. er defineret via
den _graf der forekommer ved at fjerne alle dobbeltrettede pile.

d-separation er defineret som fo¢r.

BEMARK at det ikke forlanges at grafen skal give en ordning af de
variable. Vi tillader sAledes orienterede l¢kker.
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SETNING d-séparation giver en uafhengighedsrelation.

- BEVIS Beviset for at d-separation i orienterede grafer giver en

uafhengighedsrelation, kan bruges uden =ndringer. Q.E.D

.SETNING Lad & en I-model med en svagt +transitiv uafhangigheds-

~relation I, og lad s vere en ordning, der harmonerer med I.
Antag at I-modellen opfylder aksiomerne om komposition og
intersektion. Da findes en orienteret hybridgraf € sa& 4 er
#kvivalent med (S,Ig) i uafhengighedskategorien og sa

orien-teringerne stemmer overens.

. BEVIS Grafen defineres ved, at de variable x og Y forbindes
netop hvis ﬂI[X,YlCI for alle mengder C, der ikke indeholder
x eller y. Hvis x sy eller x s y; orienteres kanten ne11ém
- de variable, ellers skal der vare en dobbeltrettet pil. Resten af
beviset overtages uzndret fra beviset for s=tningen side SB'Q.E.D.

Man kunne forts=ztte, men at give tilsQarende betingelser for
~eksistens af-kadegrafer (se Frydenberg 1990), der er et andet
‘eksempel pa grafer, der definerer I-modeller, men de er ikke af
direkte interesse for vort emne, og ovenstdende satninger viser,
at der skulle vere mange andre muligheder end Markovnetvark,
Bayesianske netverk, hybridgrafer og kadegrafer, nar man ikke

forlanger at prezordningen er en ordning.

4.7.8kjulte variable

DEFINITION En I-model & siges at vere en skjultvariabel-model
for en I-model %, dersom % er perfekt indlejret i €.  De
variable, der ligger i & wuden at ligge i 3 siges at veare
skjulte for X.

Hvis de variable A € V ikke er uafhengige, findes der en
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kancnisk skjultvariabel-modelrtil at'forklare, afh®#ngigheden. Lad
C vere variablen (A)AEV. Da er A €V uafhengige givet . C.
Bemzrk at modellen er deterministisk. Hvis man ikke stiller
nzrmere krav til de Sﬁjulte variable, er det derfor trivielt, at

man kan beskrive korrelationer p& denne méade.

EXSEMPEL Hvis de variable A ¢ V betegner udseendet af de
forskellige dele af et dyr, +vil de wvariable vare - korrelerede.
Konstruktionen ovenfor giver de forskellige dyrearter som skjulte
variable.

EKSEMPEL I kvantemekanik vil bg¢lgefunktionen kunne bruges som
skjult variabel. Den er ikke-lokal, og man kan heller ikke
forvente andet ved en s& generel konstruktion. I fysik vil man
ofte satte visse krav til sipe variable, for at de kan siges at

have en fysisk interpretation.

EKSEMPEL Frekvensielle sandsynligheder kan opfattes som skjulte
variable jvnf. De Finetti's saztning.

Ovenstaende viser hvordan korrelerede f®#nomener ofte vil blive
presenteret med I-modeller med pile fra en felles (maske) skjult
variabel. At man ikke kan beskrive korrelationen ved pile mod en
felles (maske skjult) variabel ligger i I'-modellernes logik. 1
Reichenbach (1956), Salmon (1984) og Horwich (1987) g¢res den
samme iagttagelse angiende +tid og kausalitet: 2 Kkorrelerede
fenomener kan ofte forklares via en felles tidligere A4rsag, men
aldrig via en f=lles senere effekt. Der t=nkes her p& at begge
fenomener hver for sig og uafhengigt af hinanden skulle vare v=zre
Arsag til effekten, og da fxnomenerne er korrelerede vil effekten
blive identisk. Det ligger alts& implicit i deres opfattelse af
begreberne, at effekter er uafhzngige givet Arsagen. Fenomepet
kaldes gaffelasymmetrien, og bliver i Horwich (1987) brugt til at
forklare alle ikke-naturvidenskabelige tidsasymmetrier. Derfor ma
ikke-naturvidenskabelige tidsasymmetrier ogsi& kunne forklares ved
hjelp af modeller for betinget uafhzngighed, hvilket er emnet for
kapitel 5. Gaffelasymmetrien selv Dbliver i Horwich (1987)
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forklaret udfra .ekstreme begyndelsesbetingelser ved universets
skabelse. Harmoni er en precisering af begrebet gaffelasymmetri i
termer af I-modeller. ‘

I denne afhandling vil der ikke blive lagt noget ontologisk i
begrebet skjult variabel. En variabel er kun skjult i forhold til
en given I-model.

4.8.Bell's uligheder
Enkeltrettede pile i I-modeller kan altid forklares ved hj=zlp af

deterministiske modeller og skjulte variable.

SETNING Lad (V,I,s) vzre en harmonisk I-model givet wved en
hybridgraf uden ®kvivariante variable. Da findes en en indlejrihg
1:(V,1,8) — (V',I',s'), sa I=1!, hvor (V',1',s") er en
lokal I-model.

BEVIS Hver kant i hybridgrafen erstattes af 2 kanter og et hjdrné

fér K\ efter
\ AN
e N (167)
/ \ e N :

'som illustreret. Herved er lokal I-model med de rette egenskaber
konstrueret. ' Q.E.D.

SATNING Lad X vere en variabel i en I-model d. Da findes en
skjultvariabelmodel % for d, der adskiller sig fra « ved at
indeholde en variabel Y og en pil udover 4, og saledes at X
er determineret af sine forzldre i &.

BEVIS Lad Y vere ligefordelt pa [0;1] og uafhangig af alle
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variable i «d. Antag f¢rst at- X er en stokastisk variabel. For
en given verdi af forzldrene til X 1 4 betragtes den betingede
fordelingsfunktion og den dertilh¢rende fraktilfunktion af X.
Hvis Y antager vardien y, skal X vere y-fraktilen. Hvis X
er vilkarlig, kan o-algebraen for wudfaldsrummet betragtes som
direkte limes af endelige o-algebraer, og o-algebraen for [0;1]
kan skrives som en tilsvarende direkte 1limes. Herved fi&s en
afbildning af udfaldsrummet for X ind i [0;1) og ovenstdende

konstruktion kan benyttes.
Q.E.D.

En dobbeltrettet pil i et Bayesiansk diagram kan derimod ikke
altid forklares ved hj=zlp af en skjult Arsag.

EKSENMPEL Antag at pilene i nedenstédende diagrammer er entydigt
bestemte, og at A og C ikke er uafhangige. Saddanne diagrammer

kan ‘let konstrueres.
K / \ (168)

. B'(__— C! .
: ////’ R\\\\ (169)

A’ D’

Dan diagrammet

/ AN o
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hvor E= (A,A'); F = (B,B"); G= (C,C') og H= (D,D'). Da
findes ingen skjult variable S, sa (170) er ekvivalent med

F ' G
/' \ / \ (171)
E S . H
thi ellers kunne man ogsd danne diagrammet
| B | c
/ \ /‘ \ (172)
A s D,
hvilket er i modstrid med at A og C ikke er uafhengige.

Ovenstiende viser, at man i uafhengighedskategorien kan fa siﬁé
I-modeller induceret af lokale I-modeller, men at disse ikke altih
‘kan velges, s& den inducerede sandsynlighedsfordeling bliver lig
med den oprindelige sandsynlighedsfordeling. Ved anvendelse af den
" funktor, der sender variable med en sandsynlighedsfordeling over i
variable med en uafhengighedsrelation, mistes med andre ord
vesentlige dele af strukturen. '

Spérgesmalet er derfor, hvordan man kan undersgge om en
¥orrelation kan forklares med en skjult Arsag. Altsad om et givet
-diagram af formen (170) er zkvivalent med et diagram af formen
(171).

SETNING Lad K vere mengden af sandsynlighedsfordelinger pa

(E,F,G,H), der giver et diagram af formen (170). Mengden af
sandsynlighedsfordelinger pa (E,F,G,H), der stammer fra et
diagram af formen (171) er en konveks delm=zngde L. Ekstremal-
punkterne i L er mengden af sandsynlighedsfordelinger pa

(E,F,G,H), der giver et diagram af formen




/ AN o

E H

hvor F er determineret af E og G er determineret af H.

BEVIS Antag at fordelingen af (E,F,G,H) er beskrevet med
diagrammet

F G
/‘ '\ / \ (174)
E ' Si H , '

med sandsynlighed li, iel. Da er fordelingen af (E,F,G,H)
beskrevet ved

NS N

hvor § = (S1, Sz""‘ S“,I)' Hvis fordelingen p& (E,F,G,H) er
ekstremal m& fordelingen pA S ogsa vere ekstremal, hvilket vil
sige at S antager en vardi med sikkerhed og vi har diagrammet
(172). Envidere ma fordelingen pa4 F givet E vere ekstremal og
dermed givet ved en funktion. Tilsvarende ma G vare en funktion

af H.
Q.E.D.

Spérgsmal om eksistens af skjulte variable til at forklare en
dobbeltrettet pil i en hybridgraf kan ofte reduceres +til spergs-
maAlet om eksistens af en skjult wvariabel for en hybridgraf af
formen (170), hvilket naste s®@tning er et eksempel pa.
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SETNING Lad

F & ‘ - G
/' \ / '\ (176)
E I H
vere en I-model for de variable E, F, G, H og S. Da er
folgende 3 betingelser zkvivalente:
1) Der findes en skjult-variabel—model af formen
F o« S » G
////) &\\\\ I.////’ &\\\\ .
E 1 H

2) Der findeé‘en skjult variabel-model af formen

F « . §'—— G B
/ '\ / \ (178)
E , 1 H

3) For alle i findes en skjult-variabel-model

/. ‘ i \ (179)

for
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/ N -

givet I = i.

BEVIS

1) » 2) Antag derfor at vi har et netverk af formen (177). Da
findes en deterministisk skjult-variabel-model for (177). Lad s
betégne den variabel, der fAs ved at sla alle skjulte variable i
den deterministiske skjult-variabel-model sammen. Da fas neden-
stéénde deterministiske I-model:

NN

Det er nu let at cheke at (178) er en I-model.
2) s 3) Oplagt.
3) 1) St S = (i,S;). -

Da antallet af ekstremalpunkter for L er endeligt og L er
kompakt, er L et'polytop (se Griinbaum 1967). Derfor er L
fzllesmengden af endeligt mange halvrum givet ved et tilsvarende
antal uligheder. Problemet er da at finde disse wuligheder wudfra
ekstremalpunkterne.

Antag at udfaldsrummet for E er {e‘, ez,...em}, og at ud

faldsrummet for H er {h1’ hz""hn}' Indf¢r variable F1,

80



Fz,...Fn og. G1’ Gé,...Gn. Hvis P er en sandsynlighedsfor-

deling pa F1' Fz,...Fm, Gi, ...G., s4 definerer
P'(F = £f,6 = glE = el,F = fJ) = P(Fi = f, GJ = g) (1e2)
en betinget sandsynlighedsfordeling péa F og G, som kan

beskrives med (170). Lad M betegne mengden af sandsynligheds-
fordelinger P pa Fa‘ Fz,...Fm, Gi, ...Gn. Da har vi via (182)
en affin afbildning £ af M pA X. Da vil . f afbilde eks-
tremalpunkter i M bijektivt over i ekstremalpunkter i L.
Derfor er L = f(M). Hvis der findes en skjult variabel sige, at
E afg¢r hvilken variabel F skal betegne, og at H tilsvarende
afg¢r hvilken variabel G skal betegne. I fysik vil man sige at
der ikke er tale om en maAling med forskellige begyndelsesbetin-
gelser men derimod at der er tale om forskellige ma&linger. Man kan
da finde facetterne af L som billeder af facetter M via
afbildningen f, idet originalmengden til en facet er en facet.
Det er dog ikke alle facetter af L, der bliver afbildet i
facetter via f. Ovenstaende udm¢nter sig i f¢lgende algoritme
"4il at finde separerende uligheder: .

ll) Valg en delmengde af ekstremalpunkter.

?2) L=zg en hyperplan (x| A(x) = 03}, hvor A er en affin
"afbildning, gennem de udvalgte ekstremalpunkter.

3) Undersg¢g verdien af A(e) for ethvert ekstremalpunkt e € K'.

4) Da er A(x) 2 0 en af de s¢gte uligheder, netop hvis A(e)
har konstant fortegn. : '
. 5) Gentag punkterne 1)-4) indtil alle delmengder af ae(x') er
”gennemgaet.'

{I praksis beh¢ver man ikke at gennemga alle delmengder af ae(x'),
-idet man kan udnytte symmetrier i ‘de variable,
dimensionsbetragtninger og at facetter udg¢r et lattic.

Der burde v=re en simpel 1¢sning pa problemet angdende den gene-
relle form af de separerende uligheder, men det er ikke lykkedes
forfatteren at finde en sadan.

Lad (H,<l>) vare et reelt Hilbertrum udspzndt af den Kkonvekse

mengde C. Da kan man definere polarmengden C* af C ved
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c* = {y € Hi<xly> s 1 for alle x € C} (183)

AR

Hvis C er et polytop, er c* ogsa et polytop. Envidere er C
= C. Lad F vzre en facet af C. Da er

F* = {y € ¢*I<xly> s 1 for alle x € F} (184)

en facet af C. Herved fis en bijektiv korrespondance mellem
facetter af C og c*. Denne korrespondance vender inklusion,
hvilket vil sige at

F <F, » F: < F: (185)

Man siger at ¢* er konvekst dual til C. Hvad der er af sarlig
interesse for os, er at ekstremalpunkter i c svarer til
st¢ttehyperplaner i c* og omvendt. Se igvrigt Griinbaum 1967.

Den symmetriske, fordeling pa (F,B) kan bruges som origo i L.
Da kan span(lL) udstyres med et indre produkt, sa& L's
ekstremalpunkter far norm 1. Herved er L indlejret i en kugle
saledes, at L's ekstremalpunkter ligger pa randen af kuglen. Da
er -

o
]

{y € HiKxly> s 1 for alle x € aeL} (186)

N {y € HiKxly> s 1}
xcaeL

Mengderne ({y € HI<xly> s 1} er netop tangenthyperplanerne til
kuglen i ekstremalpunkterne for L, som kendes. Herved er
problemet med at finde st¢ttehyperplaner nar ekstremalpunkterne er
¥endte, transformeret over i problemet at finde ekstremalpunkter
nAr st¢ttehyperplanerne er kendte.

EKSEMPEL Antag at de variable E, F, 6 og H hver kan antage 2

verdier. Der er da 16 mulige udfald, hvilket kan illustreres i
folgende skema
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Ea , Ez (187)
F F. F F
H, P, i P P, P,
G :
1 :
Hal Ps é Pg P, Pg
G H, Py § Piol Pai Py
2 : -
H 5 a
2 p13§ Pia p15§ Pis

hvor P, angiver sandsynligheden for at f& den piAg=zldende kombi-
nation af F'er og H'er givet den pAgeldende kombination af
E'er og G'er. - -
For at uafhangighedsrelationerne skal kunne beskrives med (130%*)
m& H vere uafhengig af E givet F og G; og F ma vare uaf-
hzngig af G givet E og H. Den konvekse mzngde K bliver
B-dimensional. Ekstremalpunkterne i K' er givet ved funktioner
f og h, sa& F =f(E) og H = h(G). Der er 4 muligheder for
-valg af hvef af funktionerne, hvilket giver 16 ekstremalpunkter.

Her er et af dem

E1 Ez ' (188)
F1 F2 F1 Fz
H1 0 1 1 0]
G . VR SRR DA
1
H_ 0 0 0 0
Z
H1 0 1 1 0
T JN [N VU NOUUUNUDUUNS IVSVSUIURIRS SV
2
H2 0 0 0 0
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Mengden X' er afgrenset af 24 hyperplaner givet ved fg¢lgende
uligheder:
' P 20 ie {1, 2,...16} (189)

hvor
+p, S,;=p,+0P, (190)

3 10

De sidste 8 uligheder er de sakaldte Bell's uligheder (Bell 1964).
At disse uligheder rent faktisk er samtlige afgrensende hyper-
planer for XK', blev vist af Fine (1982). Uligheder af den an-
givne type har varet genstand for en del forskning de senere Ar,
men forskningen har varet meget usystematisk, idet de fysiske og
de statistiske problemer er blevet mixet ungdigt meget sammen.
Braunstein (1988) har fundet nogle meget generelle uligheder ved
hjelp af informationsteoretiske begreber, men disse afgrenser en
mengde med glat overflade og ikke en polytop. I Garg & Mernin
(1987) unders¢ges hvordan Bell's uligheder skal modificeres, hvis
B og C skal males med ineffektive detektorer. Det svarer blot
til, at B og C kan antage 3 og ikke 2 vardier hver. I
Svetlichny (1987) gives nogle uligheder for en hybridgraf med 3
dobbeltrettede pile. Roy & Singh (1991) giver nogle uligheder for
hybridgrafer med endnu flere dobbeltrettede pile. Garrett prover i
2 artikler (1989,1990) at give en s=rlig "Bayesiansk fortolkning”
af ulighederne. Fine (1990) giver nogle ret generelle uligheder
for systemer, hvor der er nogle symmetrier f.eks mellem h¢jre og
venstre side af (170). Det forekommer forfatteren at man ikke kan
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skrive nogle fA uligheder, der kan beskrive alle specialtilf=lde.
I stedet b¢r man lave s=tninger, der reducerer mere komplicerede
tilfelde til simplere eller designe wuligheder specielt +til det
konkrete problem ved hj=lp af den angivne élgoritme.

+4.9.0pdatering af Baysianske netverk

Hvis man betinger med hensyn til en mengde af variable i en i-
model, vil der opsta nye betingede uafhengigheder, som kan ud-
trykkes i en ny I-model.

DEFINITION Lad & og 2 vere I-modeller, og lad c vere en
‘mengde af variable, s& de variable i £ enten ligger i - C eller
"kan identificeres med variable i %. Da siges B at vere en
~opdatering af 4 med hensyn til C = CL, dersom sandsynligheds-
. fordelingen svarende til & kan fas fra sandsynlighedsfordelingen
svarende til «# ved at betinge med hensyn til C = C, og det
.for - alle delmzngder A, B, D af variable g=zlder at

£

_Id(A,BICUD) € Ig(A,BID) : (191)

SETNING Lad 1 vere en uafhengighedsrelation, med en harmonisk

relation s. Lad E vere en delmengde af variable. Da er
I, harmonisk pa (a(E) med ordning s.

BEVIS

i) Antag ﬁIE[A,BIC] & IE[A,BICUD] for delmengder A, B, C .og D
af (Ca(E). Da gelder -I[A,BICUE] & I[A,BICUDUE], hvilket viser

at Dna(AUBUCUE)-# 8. Da Dna(E) = ¥ viser det at Dna(AuBUCUE) #

2.

ii) Antag IE[A,BIC] & ﬂIE[A,BICUD] for delmengderl A, B, C og

D af (a(E). Da gelder 1I[A,BICUE] & -I[A,BICUDUE], hvilket

viser at D\a(AuBUCUE) # ¢, og dermed D\a(AuBuC) # @.

jii) Antag a 2 b og Cne(a) =@ for variable a og b og en

mengde af variable C i Ca(E). Da g=lder ogsd (CuE)ne(a) = @
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og dermed -I[a,blCuE}, hvilket er det samme som at ﬂIE[a,blC].
Q.E.D.

SATNING Hvis A er en initial i et Bayesiansk netverk, sa vil kun
e(A) skulle opdateres, nadr man betinger med A = a i den forstand
at den marginale sandsynlighedsfordeling af B = (e(n) ikke
#ndrer sig. I grafen kan alle pile fra A fjernes, og alle ¢vrige

bevares.
BEVIS Ved sammenl®gning af variable f&s nedenstaende netvark:

e(R)

RN o

A B

hvoraf det fremgdr at A og B er uafh=ngige.
Q.E.D.

KOROLLAR Hvis A er en variabel i et Bayesiansk netverk, s& vil
kun e(a(A)) skulle opdateres, nadr man betinger med A = a.

BEVIS Fas idet a(A) er rod. 9Q.E.D.
SETNING Hvis A er en variabel i et Bayesiansk netvark, s& skal
a(R) opdateres uvafhengigt af resten af netvazrket, nar man betin-

ger med A = a.

BEVIS Hvis B = (Ca(A)/A, sa far vi félgende I-model:
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a(A) ' > A

(193)

Den er =kvivalent med

a(n) « A
' ' (194)

da A ¢ a(n).. 0.E.D

Opdateringen af a(AR) kan vere meget kompliceret, idet der
i almindelighed opstAr en mengde korrelationer. Derimod kan man
ikke udfra grafen i en I-model slutte noget om de nye vuafhangig-
hedsrelationer, der mAtte opsta, hvilket er indholdet af' neden-
stdende sztning. '

“SATNING Hvis C er final i en graf €, sa gelder

Ig(A,BICUD) 2 IQ(A,BID) (195)

BEVIS Det skal vi;es, at ﬁIg(A,BlD) EY ﬂIg(A,BlCUD). Antag derfor
at der er en vej fra A til B, s& alle variable med konver-
gerende pile ligger i D eller har efterkommer i D, og alle
andre variable ikke ligger i D. Hvis C 1ligger pa& vejen, s& ma
C ligge i D eller have efterkommere i D. Men da C er krone
er der kun muligheden at C € D, og da vil vejen ogsa g¢re at A
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og ‘B ikke er d-separerede af CuD = D. Det samme galder hvis C
ikke ligger pa& vejen.
Q.E.D.

SAETNING For enhver graf € med finalt element C findes en 1I-
model med den padgeldende graf, s4 den betingede sandsynlighedfor-
deling givet C = C0 ikke indeholder uafhengigheder som ikke kan
findes ud fra d-separationskriteriet i grafen.

BEVIS Lad €' vare den graf der fremkommer ved at fjerne C og
tilh¢rende kanter fra €. Da findes en sandsynlighedsfordeling pa&
variable identificeret med hj¢rnerne i g, s&

1[X:YI1Z] & Ig, [X5Y12] (196)

for alle delmengder af variable/hjdrner i €'. Lad C vere en
variabel, der antager vardierne CU og Ca’ hver med sandsynlig-
hed 1/2. Envidere skal C vere uafh®zngig af alle variable i €.
Vi forsyner nu € med nye variable: kronen skal vere C; de andre
variable skal have formen A = (B,C), hvor hj¢rnet A i € star
pa‘Bladsen svarende til B i ¢€'. Da er €' den opdaterede 1I'-
model svarende til I'-modellen €, og alle betingede wuafhe#ngig-
heder i 1I'-modellen €’ er grafisk repr®senteret wvia d-
separationskriteriet.
Q.E.D.

4.10.Kontinuerte modeller

1 de foregdende afsnit er sammenhzngen mellem uafhzngighed og
harmoni blevet behandlet for diskrete I-modeller. For kontinuerte
modeller vil vi n¢jes med at give definitionen pA at en I-model er
harmonisk, men mange af s®tningerne gzlder stadigt med 1let modi-
ficerede beviser.

Lad Vv vere en mengde af variable med en topologi r. vi wvil
antage uafhengighedsrelationen I[A,BIC] er defineret for alle
afsluttede mengder A, B og C. Envidere skal det g®lde at
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I[A,BIC]) @ I[cl(®),cl(B)lcl(C)] for alle mengder, hvor uafh=ngig-
hedsrelationen er defineret via sandsynlighedsregning.Den sidste
betingelse svarer i det diskrete tilfelde til at I[A,BIC] &
I[Det(A),Det(B)IDet(C)}. Egenskaben kan bruges til at udvide uaf-
hengighedsrelationen til mengder, hvor den ikke kan defineres ved
hj=lp af sandsynlighedsmal.

DEFINITION En mzngde A siges at vere I-afsluttet, dersom det for
alle x gelder, at hvis x er determineret af et Ai, for et 1
€ {1,2,...n} for en vilkarlig klassedeling A1, A_...A af A,

2 n
sd ligger x i A.

SXTNING Hvis ingen variabel er fuldstandigt determineret, s& udg¢r

‘mzngden komplementazrmazngder til I-afsluttede mazngder en topologi.

BEVIS .
i) @& er I-afsluttet da ingen variabel er fuldstendigt
determineret, og hele mzngden er oplagt I-afsluttet.

ii) Antag at A og B er I-afsluttede, og antag at X er

determineret af et Ci, for et i€ {1,2,...n} for en wvilkarlig
klassedeling C1’ CZ...Cl af AuB. Antag at x € A. Da findes
en klassedeling A1, Az"‘Am af A, sa4 x 1ikke er determineret
af noget A . Lad B1, Bz"'Bn vere en klassedeling af B. Da
er Bl,Bz..;B",A1\B,A2\B...Am\B en klassedeling af AuB sé& x
er determineret af et Bi, da x 1ikke kan vere determineret af

et Ai\B. Da klassedelingen Bl, Bz"'Bn var vilkarlig, viser
det at x € B.

iii) Antag at Ax er I-afsluttede og at x er determineret af et
Ci, for et i € {1,2,...n}) for en vilkarlig klassedeling (o

1
c...c af A, . Lad A!,A ...A' vare en vilkarlig klassedeling
af A,. Daer AIA AR, A'MNA en klassedeling af A,
s4& x er determineret af AlanA,  og dermed af AL, hvilket

viser at x ¢ Ax . Da X er vilkarlig gazlder x ¢ nAl . Q.E.D.
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Vi vil kalde den ovenfor definerede topologi for
uvuafhengighedstopologien og betegne den T,
SXZTNING I-afbildninger er kontinuerte med hensyn til I-topologien.

BEVIS Det skal vises at originalmengden til en I-afsluttet mangde
er:afsluttet. Lad f vere en I-afbildning. Antag at A" er

D~afsluttet og X er determineret af et A;, for et i €
{1,2,...n} for en vilkarlig klassedeling A;, A;...A; af
£ (a). Lad A1‘A2"'Am vere en klassedeling af A. Da er
f".(l.l),f'l(Az)...f"(Am) en klassedeling af £ 1(a), sa der
findes et i si& x er determineret af f '(A), hvilket viser,
at . f(x) er determineret af Ai. Heraf ses, at f(x) € A og
dermed x ¢ f"(A). Q.E.D.

Med den ovenfor definerede topologi gelder <cl(A) € Det(A), og
dermed at I[A,BiC] medférer at I{cl(A),cl(B)lcl(C)]. Faktisk er
T den groveste topologi for hvilken der g=zlder at cl(r) ¢

1
Det(A) for alle mengder A. Thi hvis x € cl(A) s& gzlder der

ogsa

X € cl(Aiquu...An) cl(Ai)ucl(Az)u...cl(An) (197)

n

Det(A1)uDet(A2)u...Det(An)

Ovenstéaende viser at tl er grovere end «t.

DEFINITION Vi vil da sige at I er harmonisk med ordning s hvis
folgende betingelser er opfyldte for alle afsluttede mangder

i) -I[A,BIC] & I[A,BICUD] = DnaR(AuBuC) £ 8.

ii) 1[A,BIC] & -I[A,BICUD] =» D\aR(AuBuC) # 0.

iii) aRb » =~I(a,biC) for alle C séledes, at e(a)nC = @&.

iv) Intervallerne ([x;y] er afsluttede i T,

DEFINITION For er ordning < danner mengderne (([x;y) en subbasis
for en topologi T, kaldet s-topologien.
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BEMERK at iv) giver, at s-topologien er grovere end I-topologien.
Endvidere er kvotientafbildningen V — V/& kontinuert 1 Dbegge

topologier T, og T,

SETNING Antag at mangden af variable er endelig. Da er T

_ Hausdorf netop hvis ingen variable er determineret af en anden
" variabel. De 2 topologier T, o9 T stemmer overens netop  hvis
#kvivariante variable er =kvivalente.

BEVIS En topologi pA en endelig mengde er Hausdorff netop hvis
punkter er afsluttede. Antag 1t =<t og a s~ b. Da ligger a i

“tl—afslutningen af b og ler zerfor determineret af b.
Tilsvarende er b determineret af a s&4 a og b er akvi-
valente. Hvis zkvivariante variable er ekvivé}ente, sa er T den
diskrete topologi, og da T, er finere end T ma T, ogsa

vere dlskret.‘ Q.E.D.
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5. Tip o6 KAUSALITET I FILOSOFI OG ERKENDELSESTEORI

Dette kapitel vil indeholde en gennemgang af ikke-
naturvidenskabelige aspekter af tidens asymmetri ved hjelp af
modeller for uafhengighed. Problemer angdende bagl®ens kausalitet
og tidsrejser er dog udskudt til et senere kapitel.

5.1.Viden og erkendelse
Hvordan kan det vare, at vi ved s& meget mere om fortiden end om
fremtiden? Dette sp¢rgsmal blev f¢rste gang stillet af Aristoteles
(Stigen 1964), og har veret debatteret op gennem middelalderen, og
i nyere tid. For eksempel har vi stor viden om samfundsudviklingen
gennem de sidste mange hundrede A&r, og der findes et fag,
historie, der,béskaftiger sig med at holde rede pa al denne viden.
Derimod er det en hgjst tvivlisom affere at spA om, hvad der sam-
A;fundsmessigt vil ske i fremtiden. Det galdér naturligvis ikke
generelt, at man har pf&cis viden om fortiden men ingen om frem-
tiden: jeg ved at, solen vil stadig st4 op om hundrede &r, men jeg
har ingen anelse om, hvor mange havregryn 3jeg spiste her til
morgen. Med "at vide at" menes her "at betragte som sandt at". For
. Aristoteles var sp¢rgsma1ét om man overhoved kunne tillegge udsagn
‘pm fremtiden nogen sandhedsverdi. Xan man f.eks. allerede i dag
‘hevde eller negte at: "I morgen vil et s¢slag finde sted i bugten
ved Salamis"? Forestillingen om at viden er noget der ophober med
tiden, findes ogsA formuleret udenfor den europsiske kulturkreds.
Saledes har denne ide veret vel udviklet i Kina, hvilket he&nger
sammen med deres bureaukrati, hvor den manifesterede sig i stadigt
voksende arkiver {(se Needham 1981).
Denne fremstilling bygger hovedsageligt pa kapitel 5 i Horwich
(1987). Horwich afviser efter grundig argumentation 6 etablerede
teorier om, hvorfor vi ved si meget mere om fortiden end om frem-

tiden, og gar derefter over til at wunders¢gge, hvordan man i
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praksis far viden om fortiden. Det g¢r man ved hj=lp af "recording
systems", sasom hukommelse, skrift, fotografier, bAndoptagelser,
fodspor, fossiler og malerier.

EXSEMPEL Et "recording system" kan vere et sted i en bog fra
middelalderen. I begyndelsen befinder stedet sig i grundtilstanden
"blank", hvilket er en tilstand, der er meget sensitiv over for
blazk, og dermed overfor intentionerne hos den munk, der sidder og
skriver i bogen. Munkens intentioner vil vi kalde den ydre
tilstand. I det ¢jeblik munken ¢nsker det skriver han et
bogstav, hvorved grundtilstanden overgdr i en af tilstandene: a,
b, ¢, b...Disse tilstande er meget stabile, s& stedet vil forblive
i denne tilstand fremover, forudsat naturligvis at bogen bliver
behandlet varsomt, og at munken har brugt bedste kvalitet jern-
gallusbl=k, sa den ikke falmer.

Horwich giver f¢lgende abstrakte karakterisering af et ideelt
“recording system" S:

-1. S vil til et hvilket som helst tidspunkt vere i netop en af
tilstandene So' Sx' S2
2. Bortset fra So’ "grundtilstanden", er disse tilstande
fuldstendig stabile, hvilket vil sige, at hvis S er 1§ til-
stand Sk til tiden t, sa vil S wvere i denne tilstand

) e a e

til alle senere tider.

3. Der findes en mengde af disjunkte ydre tilstande C1, Cz,
C,..., som S er f¢lsom overfor: hvis S er i grundtilstan-
den SO til tiden +t, og omgivelserne er i tilstand Cu‘
s4& vil S straks overgd til tilstand Sk; og det er den

eneste midde, hvorp4d S kan komme i tilstand Sk pa.

Hvis vi med S betegner systemets tilstand til <tiden t og
med C' omgivelsernes tilstand, sA far vi fglgende deterministiske

netverk 4:




S
/"/ :
c’ s (198)
c? s?
c? s?

3

:Lad s vere en sterkt harmonisk ordning af de variable. Antag t
s t'. Da gelder I[St-l,SL,ISt] og wI[St_1,St], hvilket wviser
at St € a(St_iuSt,). Endvidere galder I[St-llct-il og

-qI[St_l,Ct_ilSt], hvilket viser at SL ¢ a(St_iuCt_i). Tilsammen

viser det at ~St € a(S{,), hvilket er det samme som at St < Sm"
Det viser, at den temporale retning i et ‘“recording system" ma
‘vere i overensstemmelse med orienteringen i den I-model, det ind-
gAr i. 1 det foregaende er det for overskuelighedens skyld antaget
"at de variable C' er uafhengige, men denne antagelse er ikke
n¢dvehdig. _

Fremover vil vi med direkte viden betegne viden opnaet via et
"recording system". Hvis orienterinden s, er identisk med

tidsorienteringen kan man konkludere

Aan £an Rave widen om bade for- og fremiid, men del
er dun forliden vi fan hawe direble wviden om.

Ved. at sammenstille flere ' "recording systems" opnAr man en
hukommelse. En I-model kan sagtens beskrive en hukommelse, der kan
huske i hvilken rxzkkefglge de enkelte iagttagelser g¢res. Thi lad
S 0og T vere 2 "recording systems" med grundtilstand So hen-
holdsvis To‘ og lad S' henholdsvis T' betegne tilstanden til
tiden +¢. Da kan man forestille sig et tredje "recording system"
U med grundtilstanden Uo og 3 yderligere tilstande r', s' og




t'. Lad U' betegne U's tilstand til tiden t. Hvis U' = wu,

sa vil U'*' vare henholdsvis U, r', s', t', eftersom (s, T
er henholdsvis lig (so’To)' (Si,Tj), (Si,TO), (SO'Tj)' hvor 1,3

# 0. Da udger (S5,T,U) en hukommelse, der kan huske om det wvar
S eller T, der férst skiftede fra grundtilstanden, eller om det
skete samtidigt. ,

En perfekt iagttager mA have "en perfekt hukommelse, og kan
derfor kun indga i et irreversibelt Bayesiansk netvark. Enhver
beskrivelse af verden, der ogsd beskriver perfekte iagttagere, ma
derfor vare irreversibel. Bemerk i¢vrigt, at hukommelser og
"recording systems" er informationskanaler fra fortiden til
nutiden. '

5.2.Kontrafaktiske konditionaler

Hele tilgangen til emnet via Bayesianske netvaerk foruds=ztter, at
kontrafaktiske beskrivelser i det mindste nogle gange har deres
berettigelse. I eksemplet med den symmetriske og den skave terning
vil kun den ene blive trukket og ikke desto mindre tillader man
sig at spdrge, hvad de betingede sandsynligheder wvil vere, hvis
den anden bliver trukket, hvilket bliver (er ?) kontrafaktisk. NaAr
vi spgrger, hvad der vil ske i det ene og i det andet tilfazlde,
opdaterer vi med andre ord med faktisk og kontrafaktisk viden
uden, at vi endnu ved hvad, der vil blive hvad. Man taler somme
tider om subjunktive konditionaler, som en fazllesbetegnelse for
materiel implikation og kontrafaktiske konditionaler (se Igvrigt
Adams 1975 eller Girdenfors 1988).

Man kan naturligvis stadig lave kontrafaktiske opdateringer,
efter man har fundet ud af, hvad der er blevet faktisk. Der er
naturligvis det problem, at man normalt ikke tillader fg¢rst at
opdatere med den faktiske viden og dernxst med den kontrafaktiske,
idet man i sandsynlighedsregning i almindelighed ikke tillader at
danne betinget sandsynlighed, nAr den hazndelse man betinger med
har sandsynlighed 0. Med den fortolkning af begrebet betinget
sandsynlighed som er fremlagt i kapitel 2 er der ikke noget i
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vejen for at betinge med hendelser med sandsynlighed O0; den
betingede sandsynlighed er blot ikke entydigt bestemt ud fra den
ubetingede sandsynlighedsfordeling. Envidere kunne dette problem
undgas, dersom man havde et aksiomatisk grundlag for begrebet
betinget uafhengighed, thi sa ville man ikke beh¢ve at referere
+til sandsynligheder. |

Det er papeget, at kontrafaktiske konditionaler er tidsasymme-
-triske, hvilket er en umiddelbar konsekvens af at opdatering af

Bayesianske netverk er asymmetrisk i orienteringen af netvarket.

EKSEMPEL (fra Horwich 1987) Lad os antage, at en mand stod inde i
en he¢j bygning. Da skal A angive, om han hoppede ud eller ej,
IOg B - skal angive om han kom til skade eller ej. Tiden skrues
.tilbage, og vi danner f¢lgende netvark:

B . . (199)

T

A

‘Ved at opdatere med hensyn til at han hoppede ud findes
>sandsyn1igheden for at han kom til skade. S& kan  den kontra-
faktiske pAstand "hvis han havde hoppet ud, ville han veare kommet
+il skade"”. Ved at indf¢re en ny variabel C, der angiver om der
var et sikkerhedsnet eller ej, fas et nyt netvark:

B - ' (200)

Ved at opdatere med hensyn til at han hoppede ud findes
den simultane fordeling af c og B. Det kan sA vere at
konklusionen blev at der havde veret et sikkerhedsnet. Pilen fra
C til A kan vendes, si4 der er ingen tidsasymmetri. Hvis
yderligere en variabel D indf¢res, til at angive om "han gik op
.pA taget, og sp¢gte med at hoppe ud", fas fg¢lgende netverk:
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a

Cc » A ¢ D (201)

og konklusionen ville nok blive, at han gik op p& taget, og spé¢gte
med at hoppe ud, og der var et sikkerhedsnet, sa han hoppede ud og
kom ikke tilskade. Opdateringen er nu asymmetrisk, idet anerne er
opdateret f¢rst, og derefter anernes efterkommere.

1 eksemplet ses, hvordan konklusionen er sterkt afhengig af de
valgte variable. Somme tider, na&r man kommer med en kontrafaktisk
pastand, vil man blive m¢gdt med kommentaren, at spé¢rgesmalet kun
har akademisk interesse. Derfor b¢r man sp¢rge hvad kontrafaktisk
viden kan bruges til. I eksemplet ovenfor er det forudsat, at alle
relevante betingede sandsynligheder var specificerede, men sadan
er det naturligvis sj=ldent i praksis. I praksis er det tvertimod
ofte den kontrafaktiske viden man har. Given kontrafaktisk viden
sztter visse begrensninger pA de betingede sandsynligheder. Med et
givet signifikansniveau for accept af pastandene vil disse be-
graﬁsninger vere givet ved funktionaler, som skal vere positive,
pa mengden af sandsynlighedsmal. De sandsynlighedsmal, der er
konsistente med given faktisk og kontrafaktisk viden, udg¢r herved
en konveks mengde. Hvis man senere kommer ud for en situation, der
minder om den faktiske, vil denne viden om de betingede sandsyn-
ligheder vere nyttig. Her skal naturligvis laves en skjult-
variabel-model med frekvensielle sandsynligheder som skjulte
variable.

Vores viden om den simultane fordeling pA en mengde af variable
er med andre ord ofte struktureret i form, dels af viden om betin-
get uafhengighed, og dels faktisk og kontrafaktisk viden. Studiet
af kontrafaktisk viden b¢r derfor tage udgangspunkt i sandsynlig-
hedsregning og modeller for wuafhengighed, da dette danner et
sikkerhedsnet, der beskytter mod inkonsistenser af <typen "Dutch
Book".
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5.3.Den temporale ordning af konkrete begivenheder

I det foregdende er der flere steder argumenteret for, at den
temporale ordning er identisk med ordningen af variable i 1I-
modeller. I det fglgende vil vi beskaftige os med hvilken status
man kan tillegge et udsagn af formen "A er fér B". Det er her
meget vigtigt, at skelne mellem om A og B ° betegner variable
eller verdier af variable. Vi har set, hvordan variable i en 1I-
model er ordnet via <. Lad V1 og V2 vere 2 variable med V1
< Vz. Hvis vi viser sig at antage verdien m, siger man i
a{mindelighed at m, skete f¢r m, . Bemerk at de variable vi
udemerket kan have verdier i samme mzngde. Det betyder ikke at
verdimengden herved fAr en statistisk struktur, der giver en

bestemt ordning af elementerne.

EKSEMPEL Hvis man slAr et =g ud pA en varm pande vil hviden fdrst
vere gennemsigtig og derefter hvid. Det modsatte.sker aldrig, man
kan ikke fortryde et spejleg. Lad A vare den logiske variabel,
der angiver om zggehviden er gennemsigtig til et givet tidspunkt,
‘'og lad B vere den logiske variabel, der angiver om =ggehviden er
"hvid 1idt senere. Da er A & B og man kan derfor ikke fa den tem-
porale rzkkef¢lge frem med en I-model 1ligegyldig hvor mange
skjulte variable man indférer. ‘

Lad i stedet Vt vere variable, der angiver, hvad der er pa
panden til givne tidspunkter. Denne variabel kan for eksempel
antage verdierne: =g med gennemsigtig hvide, =g med hvid hvide.
Ved indf¢rsel af passende skjulte variable, der f.eks. angiver om
man legger noget pa panden, tager noget af panden e.lign., far de
variable Vt en ordnet struktur i en I-model identisk med den

temporale ordning.

Ovenstaende angiver, hvordan man skal argumentere for at A

1
Vz, og si V1 antager A som verdi og s& V2 antager B som

sker f¢r B: find variable Vr og V2 i en I-model, sa Vv s

verdi. Det er sdledes ikke noget i vejen for at beskrive asym-

metrien i de facto irreversible processer med I-modeller, pa trods




af at senere tilstande af processen kan vere @#kvivariante med
tidligere. Man skal blot valge sine variable omhyggeligt.

EKSEMPEL Ved kaple¢b er det den, der knzkker mAlsnoren, der har
vundet. Tidtagerne ser noget andet, nar senere l¢bere kommer over
malstregen, idet vinderen har paAvirket, hvad man ser.

Som teorien er presenteret ovenfor opstidr der det ©problem at
hvis man opdaterer I-modellen med hensyn til V1 = A og V2 = B
vil V1 og V2 blive uafhengige og informationskanalen fra V1
til V2 vil blive brudt. Herved har vi samme problem som i sidste
kapitel, og skyldes grundleggende, at vi i denne fremstilling har
baseret begrebet uafhzngighed pA sandsynlighedsregning. Lé¢sningen
pa dette problem vil derfor vere at opbygge teorien udfra et
aksiomsystem for uafhengighed.

Mere alvorligt er det, at opdatering med hensyn til en variabel
senere end V1 og v2 kan =ndre rmkkef¢lgen' af V‘l og vz.
Dette strider mod mange menneskers f¢glelse af, at +tiden har en
"objektiv" retning. For at opnad en intersubjektiv tidsretning m&
de Dbetragtede I-modeller vere I-modeller med frekvenser som
skjulte variable. Al opdatering foregdr da via de skjulte
variable, hvorved orienteringen af de "synlige" ikke +vil endres
ved opdatering.

EKSEMPEL I genetik (Futuyma 1986) har man s2rligt de senere Ar
veret opmerksom pA at samme sandsynlighedsstruktur somme tider kan
udtrykkes i forskellige Bayesianske netvark, og de problemer det

kan f¢re til. Nu til dags er det almindeligt accepteret at dyr
skal klassificeres efter deres indbyrdes besl®egtethed og ikke
efter ydre kendetegn: en hval beskrives nu som et pattedyr, fordi
den er besl=zgtet med andre pattedyr, og ikke som en hvalfisk
selvom den lever i vandet. Problemet er derfor at opstille velbe-
grundede stamtrzer for alle mulige dyregrupper. At problemet
langtfra er trivielt ses af at vi ikke engang ved om det er
gorillaen, chimpansen eller dvergchimpansen, der er vor n=rmeste

sl®gtning.
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Et stamtra beskriver den indbyrdes besl®zgtethed mellem en rakke
forhistoriske og nulevende dyrearter. En art kan spalte sig op i
flere arter, hvoraf nogle udd¢r og andre lever videre for maske
igen at spalte sig op i flere arter. En art er defineret som en
gruppe af individer, der ikke kan f& frugtbart afkom med dyr wuden
for gruppen. Derfor kan 2 arter aldrig smelte sammen til en art.
Betragt nu en mengde af variable, hvor hver variabel beskriver
_hdvalgte trezk ved en dyrearts fenotype. Det kan vere udseende,
fysiologi, adf=rd eller opbygningen af artens proteiner. De vari-
able vil da indgd i et kausalt tr®e. Hvis pilene vender i +tidens
retning er det netop stamtrzet. En probabilistisk tolkning vil
ikke vere helt uproblematisk, men det er uafhengighedsrelationen,
der er det vesentlige. Ofte vil man argumentere ud fra biologisk
:indsigt uden at opstille sandsynlighederne, men statistiske me-
ftoder bli?er anvendt mere og mere. Problemet er da at det kun er
trestrukturen, man kan g¢re sig hab> om at rekonstruere ud féa
arternes fznotyper idet alle wvariable er =kvivariante. For at
finde retningen af pilene ma man inddrage andre typer oplySninge;.
I Ridley 1986 pp.73-75 given et interessant eksempel, hvor den
type oplysninger, der inddrages, er kontinentaldrift. Ofte vil den
type oplysninger, der inddrages, dog ogs& vezre af genetisk art.

EKSEMPEL Neoteniza er . en slzgt af mygalomorfe edderkopper fra
familien Actinopodidae. Slegten, der indeholder omkring 7 arter,
lever i Mellemamerika og nordlige Sydamerika. Sl=gtskabet mellem
Neoteniza, slegterne Actinopus og Missulena og familien Migidae er
unders¢gt af Platnick og Shadab (1976) og er gengivet i Wiley
(1981). P& grundlag af 21 karaktertr®zk kan et tre opstilles
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Migidae Neocteniza Actinopus - Missulena
- B8 i 17. # 19
+ 7 16 18
-
- 5
L I |
- 3
14
13
12
11
10
9
initiel art/’

De tykke streger éngiver karaktertrzk der deles af grupperne

h¢jere oppe i diagrammet
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Actinopus
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fordybning

Karakter Migidae Neocteniza Missulena
1. Farven af ben ehsartet mgnstret ensartet ensartet
hos hanner ~ ‘
2. Spids pa mangler tilstede mangler mangler
- femur IV
- 3. Ant. metatarsi lang lang lang lang
hos hanner apical apical apical apical
pig pig pig. pig
mangler tilstede mangler mangler
4. Palpae tibia strakte. fortykkede strakte strakte
hos hanner
5. Embolus kort lang kort kort
6. Labium med uden med med
hos hunner spinules spinules spinules spinules
7. Sklerotisering mangler tilstede mangler mangler
. bursa
copulatrix
8. Spermathecae kort og lang og kort og kort og
= lige buet lige lige
9. Pars cephalica affladiget affladiget markank markant
’ hos hanner lgftet lgftet .
10. Thorax- rekurvet rekurvet prokurvet prokurvet
- fordybning
11. Labium suturlinier suturlinier ingen ingen
' suturlinier suturlinier
12. Post. sigilla flade flade udgravet udgravet
. hos hanner plader plader fordybning fordybning
13. Post. tarsi ikke ikke scopulat ikke
hos hanner scopulat scopulat scopulat
14. Tibia III mangler mangler spids kam spids kam
) spids kam spids kam tilstede tilstede
15. Post. tarsi uarmet uarmet armet armet
16, Maxillae armet armet uarmet armet
hos hanner
17. Parrede mange- mange- entandede mange-
tarsalkler tandede tandede tandede
' hos hanner
18. Tibia IV med ryg med ryg med ryg med spidser
19. Xanten af fladt fladt fladt tilbage~
rygskjoldet bgjet
hos hanner
20. Post. sigilla flad udgravet  udgravet udgravet
hos hunner : fordybning fordybning



" Ved at udvide trzet med andre edderkoppefamilier f&r man at den
initielle art m& vere som angivet pA figuren. Det kraver dog at
sl=zgtskabet mellem de ¢vrige arter er kendt. Problemet med at
finde tr®ets initielle er med andre ord blot skudt over pA et tre,
der indeholder flere variable. Analysen er blevet brugt til at
samle sleagterne Neoteniza, Actinopus og Missulena 1 familien
Actinopodidae

5.4.Beslutning og fri vilje

Det siges at vore beslutninger kun har indvirkning pa fremtiden,
hvilket giver en form for tidsasymmetri. Der findes imidlertid 2
konkurrerende teorier om, hvordan man b¢r tage beslutninger:
1. Evidens teorien: Man b¢r g¢re det, der giver bedst evidens for
det, man'¢nsker.
2. Kausal‘teorien: Man b¢r g¢re det, som har de mest ¢nskelige
konsekvenser.

Forskellen mellem de 2 teorier Kkommer efter sigende frem i

f¢lgende eksempel.

EKSEMPEL (Newcomb's paradox, se‘Nozick 1969) Lad os forestille os
at psykologen polydipsi, som er rig og noget ekcentrisk, giver
penge til sine fors¢gspersoner. I hvert forsg¢gg laver han fe¢rst et
interview, og fortxzller fors¢ggspersonen, at han har placeret lige
mange penge i hver af 2 bokse. Fors¢gspersonerne kan da valge om
de vil Abne den ene eller begge bokse, hvorefter de kan beholde
indholdet af den/dem. Man m& dog vazlge om man vil Abne den ene
eller begge bokse, f¢r man ser indholdet. Hvis psykologen pa basis
af interviewet vurderer, at forsg¢gspersonen kun vil &bne den ene
boks, placerer han 1000 kroner i boksene; ellers placerer han 10
kroner i dem. Gennem mange fors¢g har psykologen polydipsi aldrig
tabt mere end 1000 kroner og aldrig mindre end 20 kroner. Han
vurderer rigtigt hver gang, selv ved fors¢gspersoner, der i inter-
viewet siger, om de vil Abne den ene eller begge bokse, og senere
rent faktisk g¢r det modsatte. Alt dette far fors¢gspersonerne at
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vide.

Da det bliver Hansens tur argumenterer han :"Pengene er allerede
i boksene. Hvadenten de indeholder 10 kroner eller 1000 kroner,
vil jeg fa dobbelt sa meget ved at 4abne 2 bokse som jeg ville fa
ved kun at Abne en. Derfor Abner jeg begge." Det g¢f han s& og
modtager sine 20 kroner. Jensen siger +til ham:"Dit fjols, du
;skulle kun have abnet den ene og faet 1000 kroner, ligesom jeg
~gjorde." Hvortil Hansen svarer, at i sa fald ville han kun have
faet 10 kroner. Jensen mener dog at i1 safald ville polydipsi pa
forhand have gennemskuet det og placeret 1000 kroner i boksene.

Ovenstaende eksempel kan forekomme paradoksalt, men hvis man
forestiller sig, at terningmanden (Rhinehart 1971) er en af
;fors¢gsﬁersonerne far psykologeh et ul¢seligt problem. Terning-
manden vil maske sige:"Jeg vil kaste en terning. Hvis den viser 1
¢je vil jeg kun abne den ene ellers vil jeg abne begge." Polydipsi
kan derfor ikke vere sikker pa at gatte rigtigt hver gang, hvis
fors¢gspersonerne har en reel valgmulighed. Hvis vi ikke wved at
polydipsi getter rigtigt, mister eﬁsemplet en del af sin styrkeé
Da er det en ganske almindelig spilsituation, og spil er der lavet
udemerket og konsistent teori om. Lad os se pd et eksempel, der
ikke kan afvises sa let.

EKSEMPEL (Gibbard & Harper 1980, pp. 165-166) Robert Jones er et
ungt medlem af bestyrelsen i International Energy Conglomerate
'Incorporated. Jones og flere andre unge bestyrelsesmedlemmer
konkurrerer om en attraktiv forfremmelse. Firmaets ledelse ansa
kandidaterne for si& ligeverdige, at de ansatte en psykolog til at
teste for de personlige egenskaber, der i langden f¢rer til succes
i forretningsverdenen. Testen af kandidaterne blev lavet torsdag.
Beslutningen om hvem, der skal forfremmes, bliver taget pa Dbasis
af testen og bliver annonceret mandag. Det er nu fredag. Jones far
af bagveje at vide at alle kandidater har klaret sig lige godt pa
alie omrader undtagen skanselsl¢shed, og at forfremmelsen derfor
vil g& ti) den, der har scoret mest pa denne faktor, men han Kkan
ikke finde ud af hvem det er.

Fredag eftermiddag kommer Jones ud for et nyt problem. Han skal



beslutte sig for, om han skal fyrerstakkels gamle John Smith, som
det denne maned ikke lykkedes at opfylde sin salgskvote pa grund
af sin kones d¢d. Jones tror at Smith vil vere god nok, nar han er
kommet sig over tabet af sin kone, forudsat at han Dbliver be-
handlet hensynsfuldt, og forudsat at Jones kan overbevise ledelsen
om at det kan betale sig for firmaet at behandle ham skansomt.
Yderligere tror Jones, at ledelsen vil blive imponeret over hans
kl¢gt. Desverre har han ingen mulighed for at kontakte dem f¢r det
om mandagen bliver offentliggjort hvem der skal forfremmes.

Jones ved, at vurderingen af hans skanselsl¢shed i testen netop
forudsiger, hvad han vil g¢re i en situation som denne. At fyre
Smith giver god evidens for at han har klaret sig godt i testen,
og dermed vil blive forfremmet, mens hensynsfuldhed giver god
evidens for at han har klaret sig dérligt i testen, og dermed ikke
bliver forfremmet....At fyre Smith giver evidens for at Jones far
sin forfremmelse. Det er klart, at fyre Smith af denne grund, pa
trods af at det pA ingen made vil hj=lpe til at forarsage for-
fremmelsen og i sig selv er ondt, er irrationelt.

Der er ingen konsensus om, hvad man skal g¢re i de 2 eksempler,
og de bidrager derfor ikke til at l¢se problemet om man b¢r bruge
evidens eller kausalteorien. Det er derfor nyttigt at lave en
analyse af eksemplerne med Bayesianske netvark og s& lave
eksempler med samme struktur, men hvor der ikke er nogen tvivl om
hvad man skal g¢re. 1 det fgrste eksempel forekommer 3 personer:
Polydipsi, Jensen og Hansen. Da vi her beskzftiger os med sub-
jektive sandsynligheder, kan man forestille sig, at de 1indgéende
variable bliver modelleret med forskellige Bayesianske netvark af
de 3 personer. Derfor kan man ikke forvente at en diskussion
mellem de 3, vil fore til en felles opfattelse af situationen.
Fremover vil vi, hvis andet ikke navnes eksplicit, kun tale om at
en given variabel udg¢r en beslutning, nar den indgar i den be-
sluttendes Bayesianske netverk. I det f¢rste eksempel er de
relevante variable for Hansen: hans psykiske disposition ved
interwiewet (D), hans beslutning (B), Polydipsi's vurdering (V) og
udbyttet (U). Disse kan beskrives med netvarket
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(202)

g9 —. <
 —

l

-1 det andet tilfxzlde er de relevante variable: hans psykiske
disposition under testen (D), hans beslutning (B), testresultatet
(T) og udnavnelsen (U). Disse indgar i f¢1gende netverk:

T — U (203)

e

1 begge eksempler kan man diskutere, hvad de betingede
sandsynlighéder er, men strukturen af = netverket ligger fast. .I
_ beggé tilfalde er det de variable D, B og U, der er vasent-
:lige, og disse kan beskrives med 1I-modellen

-

Bemark at pilen fra D til B kan vendes, s& de variable kunne
lige sA godt beskrive den situation, hvor man +tog beslutningen

y —c

D (204)

férst og blev vurderet bagefter. Det er oplysningen om den
"objektive" tidsretning fra D +til B, der far os til at vende
pilen fra D +til B. For at komme videre med disse eksempler,
kan man inddrage yderligere variable, der er relevante for,
hvordan man konstaterer, at D er f¢r B.

Lad os i stedet betragte et eksempel med samme struktur som

ovenstaende, men hvor der er konsensus om, hvad man b¢r gd¢re.

EKSEMPEL Lad der vare givet 2 bokse. 1 den ene er der nogle penge,
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mens den anden er tom. Variablen' D angiver hvilken, der er +tom.
Vi far lov at Abne den ene boks og beholde udbyttet U. Man far
at vide hvilken boks, der er tom, f¢r man tager beslutningen B
om hvilken boks man vil abne. Beslutningen bestdr i at Aabne en
given boks med en given sandsynlighed givet D. Dette kan
beskrives med samme I-model som ovenfor. Det mest rationelle er
naturligvis at abne den boks, der ikke er tom med sandsynlighed 1.

I eksemplet er B determineret af D, hvilket 1ikke viser at
man ikke har nogen valgmuligheder; det skyldes tvertimod, at man
- har mulighed for at tr=ffe et frit valg. Dette forstas bedst hvis
man indf¢rer endnu en variabel BS, der angiver, hvilken beslut-
ningsstrategi vi velger. Variablen angiver med andre ord hvordan
vi vil lade vor beslutning afhe#nge af vor viden. Dette kan beskri-
ves med I~modellen

/

D 5

H —

BS (205)

I denne model ligger selve beslutningen i wvariablen BS, og
verdien af B er blot en konsekvens af denne beslutning (og af
D). Da BS er initial, vil BS kun give evidens om e(BS), og
forskellen mellem kausalteorien og evidensteorien er da ophavet.
Da e(BS) = e(B)u{BS} ses at beslutningen'kun har betydning for
e(B). Derfor er kausalteorien den korrekte teori. En beslutnings-
variabel, der er initial i et Bayesiansk netverk, vil vi kalde en
fri beslutningsvariabel. MAden til at wundg4 paradokser a la
Newcomb's er at insistere pa&, at alle betragtede beslutnings-
variable skal v=re frie. I Newcomb's problem m& konklusionen vere,
at man slet ikke skal stole pA psykologens evner, mens Jones
naturligvis b¢r undlade at fyre Smith.

Ovenstdende belyser begrebet fri wvilje. Lad variablen "
angive, hvad en given persons vilje er. Hvis \Y indgar i et
Bayesiansk netverk, vil den eneste rimelige definition af, at v
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betegner en fri vilje vere, at V er initial 1 det Bayesianske
netverk. Selvom V ikke betegner en fri vilje, kan man indfd¢re en
skjult variabel FV, s& FV er initial og V er determineret af
sine for®ldre. Da er FV +triviel netop hvis V er -determineret
af sine forzldre. Beskrevet pa denne made er det oplagt, at det
ikke giver mening at tale om at viljen er fri f¢r man har
specificeret hvilke variable man vil betragte. Med de variable vi
bruger i vor daglige omgang med andre mennesker, vil wviljen V.
nzppe vare determineret af de andre variable, og vi' kan wudspalte
en ikke-triviel fri vilje FV. Med variable, der angiVer en til-
strekkelig detaljeret kemisk/fysisk beskrivelse af hjérnen kunne
forestille sig det var anderledes. Nogle hevder, at det ifg¢lge
kvantemekanikken er umuligt at lave en deterministisk beskrivelse,
idet kvantemekanikken essentielt er stokastisk. Til det bgr det
bemerkes, at evolutionen har tilstrabt, at enkelte neuroner
‘arbejder deterministisk, idet kvantefluktuationer er midlet bort;
om hjernen har en indbygget tilfeldighedsgenerator vides ikke, me;
en sadan skulle da fungere efter andre 'principper end hvad  der
ellers er geldende for neurale netvark. Ovenstéaende synspunkt kan
hverken klassificeres som deferminisme, libertarianisme (Cambell
1951 & 1957, Winch 1958) eller reconciliationisme (Welzel - 1979),
4hvi1ket er de etablerede holdninger +til spdrgesmalet +til om
eksistensen af en fri vilje. ' .
Hvis tidsorienteringen stemmer over ens med <) kan vi kon-
‘kludere

Vi harn &un indflydelse na fremiiden.

En anden made at behandle problemet angdende den fri vilje er at
arbejde med udsagn hvis sandhedsverdi varierer i tiden. Det kan
f.eks. vere udsagnet: "Jeg gir en tur". Sadanne udsagn er ikke
variable som ordet bruges 1 denne afhandling, netop fordi
sandhedsverdien varierer. Derfor er ovenstdende hverken et
argument for eller imod f.eks. Ockham's vej ud af problemet anga-
ende den fri vilje. Se Q@hrstr¢gm 1988 for en behandling af
problemet og yderligere referencer; serligt artiklen s.127 ff har

interesse i denne forbindelse. Som vi senere skal se er grund-
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idéérne i denne afhandling svare at forene med en tidslogik, idet
en sadan i almindelighed foruds=tter et samtidighedsbegreb.

5.5.Arsag og Forklaring

“Alting har en Arsag" siges dét. Dette er Arsagssatningen. Da
den har haft stor betydning for vestlig videnskab, vil det veare
nyttigt at se p4 dens historiske forudsztninger, og hvad man
bruger den til.

Til daglig bruger man Arsagssztningen, n&r man stadr med et
problem som for eksempel at baghjulet pA ens cykel er fladt. Man
siger da "alting har en Arsag", s& det er blot at finde 4&rsagen
til det flade bagd=k. Det kan vare, at ventilen er i stykker eller
slangen er punkteret. Hver af disse mulige Arsager anviser en made
at l¢se problemet p4&: udskift ventilen eller lap slangen. Hvis man
har lappet slangen, men cyklen kort efter punkterer igen, kan man
prove at finde &rsagen til de gentagne punkteringer. Det kan vzre
at man ikke har fjernet en skarp sten, der sidder i d=kket, eller
at dekket er nedslidt. Igen anviser hver af de mulige A&rsager en
l¢sning: fjern stenen eller udskift dekket. Arsagssztningen garan-
terer, at man kan lave en problemanalyse som ovenfor, men det lig-
ger ikke eksplicit i Arsagss=ztningen, at man ender med at kunne
anvise en l¢sning.

Den #xldste nedskrevne formulering af drsagssztningen (se
Sambursky 1959 for referencer) findes hos Leucippos: "Intet sker
ved en tilfeldighed; alt sker af eh grund og med n¢dvendighed
(ananke)". Ananke betyder her naturlov, og om-fatter hele
grzkernes naturforstdelse. Sextus Empiricus fra den skeptiske
skole skriver:"Hvis der ikke var nogen Arsag, ville alt vare
dannet af alt fuldétandigt tilfeldigt". Det er her vigtigt at vere
opmerksom pA grzkernes kraftige skelnen mellem det naturlige og
det kunstige. For eksempel var stensalt naturligt, mens inddampet
havsalt var kunstigt (@hrstr¢m 1988). Det var akceptabelt at
sejle, mens det kunne vzre hybris at bygge broer, idet det
naturlige for ¢er og fastland var at vere adskildte; sadan havde
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Guderne bestemt, at det skulle vere. Stoikerne brugte Aarsags-
setningen i deres fatalistiske filosofi for at g¢re opmzrksom pa,
at der bag f=nomenernes mangfoldighed skjuler 'sig en indre
fornuft, som det er filosofiens opgave at afdskke.

1 den greske medicin wvar Hippokrates en stor fortaler for
kausale beskrivelser. Kliniske observationer bestar i "at beskrive
fortiden, diagnosticere nutiden og forudse fremtiden"(Sambursky
1959). Han skriver videre: "Ingen patient, der kommer sig-uden en
sleges hj=lp, kan logisk tilskrive sin forbedring tilfxldigheder.
Tvertimod vil tilfeldighederne forsvinde ved nzrmere eftersyn. For
enhver ting fprekommer vil gore dette via et-eller-andet, og dette
"via et-eller-andet" viser at tilfxldigheder blot er et ord, og
ikke har nogen realitet. Medicin har "derimod realitet, da den
virker "via et-eller-andet" og da dens resultat kan forudses".
‘Denne meget moderne opfattelse af lagekunsten var ikke eneradende
hos grzkerne, og blev ikke delt af Erasistratos og “"empiristerne".
Imod disse skrev Galen, at man skulle op{rade som en videnskabs-
mand: man ma unders¢ge Arsagerne til at organerne ikke fungerer,
for at fa dem til at virke normalt. ) -

Ovenstaende gengiver de 2 anvendelser af Arsagssstningen. Dels
-som begrundelse for en fatalistisk livsopfattelse; dels som en
hj=lp til at gribe ind i fenomenerne. '

I kristen middelalder blev Arsagssztningen alment anderkendt,
idet man kunne henvise til Gud som altings inderste arsag. P4 den
anden side kunne man i sit verdslige liv tillade sig at manipulere
med naturen som man ville. Kristendommen er nemlig anti-animistisk
i mods=tninger til tidligere religioner i Europa og det i ekstrem
grad. Man kunne for f¢rste gang ubekymret udnytte 4&ens energi i
sin mglle, idet man 1ikke skulle tage hensyn til amanden.
Skolastikerne disputerede ofte de teologiske problemer
Arsagssatningen afsted-kom, men dens gyldighed var havet over
diskussion. Rationalisterne overtog drsagssetningen fra
kristendommen, idet de antog, at den var en naturn¢dvendighed for
tanken. A

Efterhanden som naturvidenskaben udviklede sig @ndredes ogsa
synet pa arsagésetningen. 1 de eksempler, man interesserede sig

for, kunne man ikke udpege ¢én A&rsag og én virkning. Var det
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tyngde-kraften eller et brud pa stilken, der var &rsag til at
zblet ramte Newton i hovedet? I stedet blev man mere interesseret
i begreberne kausalitet og determinisme (se Earman 1986).
Empiristerne med Hume i spidsen forkastede saledes Arsagsbegrebet.
David Hume argumenterede pA f¢lgende made: Vi iagttager, at en
begivenhed indtr=ffer, at f.eks. solen skinner pa stenen. Derpa
iagttager vi, at en anden begivenhed indtrzffer, nemlig at stenen
bliver varm. Vi iagttager, at disse 2 begivenheder fd¢lger efter
hinanden; men vi kan ikke pA nogen made iagttage, at den f¢rste
frembringer den anden. Med andre ord: vi kan ikke iagttage hogen
Arsagssammenh®zng. PAstande som "A er Aarsag til B" ma4 derfor
erstattes med "A forekommer f¢r B, og A s B". Hos Bertrand
Russel (1912) bliver Arsagssatningen helt forkastet:"Grunden til
til at fysikken har opgivet at finde Arsager er at der rent
faktisk ikke findes sadanne ting. Arsagssztningen er efter min
overbevisning som meget andet, filosoffer beskaftiger sig med, et
relikt fra en svunden tid, der overlever ligesom monarkiet,
udelukkende fordi man fejlagtigt +tror at den ikke g¢r nogen

skade.". I statistik siger man i almindelighed at “statistik kan
kun pavise korrelation, ikke kausalitet". Efter at Arsagsbegrebet
sAdledes i lang tid har veret wudelukket fra videnskabelig
behandling, er man i de seneste 4r er man igen begyndt at
beskeftige sig seri¢gst med emnet.

Det er ikke meningen i det f¢lgende at "definere", hvad for-
Ylaring og kausalitet betyder, for disse dagligdagsbegreber er
defineret via deres brug. I stedet -vil vi analysere de situ-
ationer, hvor disse begreber bliver brugt, ved hj=lp af Bayesi-
anske netvark. Lad der vare givet en variabel v, der antager
verdien v', som vi ¢nsker at pavirke. Fra foregdende afsnit ved
vi, at det gmlder om at etablere et Bayesiansk netvark, hvor \Y
er efterkommer af en beslutningsvariabel B. Analysen vil mnatur-
ligvis vare kontrafaktisk, idet de indf¢rte variable 1 det
konkrete tilfelde, man ¢nsker at =ndre pa, antager bestemte
verdier. I det etablerede netverk vil det kun vare a(V), der

interesserer os.
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SETNING" Lad AR, A ,...An vere hendelser i en Markovkede

2

A1 —_— Az —_ .. — An . (206)

Hvis P(Ak’1lAk) > P(Au+1) for k = 1,2,..7n—1 sa vil P(AnIA1)
> P(A“).

BEVIS* Bemark at det for hendelser E og F gelder, at
P(EIF) > P(E) e P(EIF) > P(EICF) , (207)

da P(E) = P(EIF)P(F) + P(EICF)P(CF). Det bevises ved

induktion efter n.

n = 2: Intet at bevise..

Antag at s®=tningen er sand for n = j.

P(A,,,IA) - B(A, ICA) (208)

P(A IR OP(A 1A ) + P(Aj‘1ICAj)P(CAjIA1)

+1

- P(Ai*ilAj)P(AjICAi) - P(Aj’1|CAj)P(CAjICA1)

P(A, 1A )(P(A IA)) = P(A,ICA,))

+ P(Aj‘1ICAj)(P(CAjIA1) - P(CAJ!CAl))

(P(Aj¢1lAj) - P(Aj‘1ICAj))(P(AjIA1) - P(AleAi))

Q.E.D.

Ovenstaende viser, at hvis de betragtede variable er logiske
variable vil "kausal relevans"” vare en transitiv egenskab. Hvis de

~variable kan antage mere end 2 verdier kan man ikke sige noget

generelt i den retning.




EKSEMPEL Lad A, Ba' B og C vere variable, s&

B, c | (209)
I I
A B

er en perfekt I-model. Definér B = (B1,Bz). Da er

A » B 3 C (210)

en I-model, men den er ikke perfekt, idet A og c er uaf-

hengige.

I-Kvart (1991) pa&stds indirekte, at eksemplet er representativt
i den forstand, at hvis A og C er uafhengige i (210), s& kan
B splittes. Dette er ikke sandt!

EKSEMPEL Velg B', sa4 B er determineret af B', pa en sadan
made at forskellige verdier af B svarer til forskellige antal

originalverdier af B'.

EXSEMPEL Lad B kunne antage verdierne 7.6,¢ med
sandsynlighederne 1/2, 1/4, 1/4. Lad A med verdierne {(,n vare
determineret af B, sdledes at y afbildes i ¢ og 6,¢
afbildes i n. Lad den betingede fordeling af C med verdierne

6,L. givet B vare bestemt ved

P(C 6B = 8) =1 P(C 6IB = y) 1/2 (211)

P(C=1IB=¢) =1 P(C = (IB=1y3) =1/2

Her er A og C wuafhengige og uafhengige givet B.

SETNING Lad h®ndelserne Ck vere variable i et Bayesiansk netvark

med Co som eneste initielle variabel, s& det gzlder at
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P(C”|d) > P(CuID) for D € K(CU) (212)

hvor d = Cx, og Cx gennemlg¢gber f(Cp), og hvor D er en
verdi af variablen f(Cx) forskellig fra d. Da gzlder

P(n C,IC.) > P(n C) (213)
' HEM K0 ueM H ’
for alle delmengder M af indices, sa Cu » Co'

BEVIS Det bevises ved induktion efter le2ngden n af den langste
4orienterede vej fra Co til et Cp.

n = 1 Intet at vise.

_AAntag at s=ztningen er sand for n = j.

~ Antag at den lengste vej fra C0 til et C er j + 1. Fo;

M x
alle C. e H f(Cu), i =1,2,...k findes en orienteret vej fra C

)
.til C , da C0 er eneste initielle variabel. Vejen har h¢gjst

lengde j, da der ellers findes en vej fra C0 til Ci, der er
‘lengere end j + 1. Derfor gelder ifglge induktionantagelsen at

P(Q CiICO) > P(Q Cs)' (214)
sa det er nok at vise sztningen for et netvaerk, der bestdr de
"variable C, €, C. Definér handelserne A = C, A =
0 i u 0 0 1

1 2
betingelserne i lemmaet er opfyldte. Den f¢rste ulighed g=lder

cnCn...nC, A=nC. Daer A, A, A en Markovksde, og
12 k 2 K 0

ifglge induktionsantagelsen, og den anden g=lder da
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P(A,ICA,) (215)

= z P(A_1D)-P(DICA,)
p¥d

=) T P(C,ID)-P(DICA,)
: vkd p M

<DZ; H P(C IA,)-P(DICA,)

<DZ; P(A_IA )+-P(DICA,)
= P(A_IA,)
Q.E.D.

Setningen giver. en opskrift pA, hvad man kan g¢re, hvis man vil
#ndre pA en variabel V, der antager verdien wv. Find wvariable
F, F_, F , med verdier f1’ f

1 2 k 2' "
ningen er opfyldt for Ci = (Fi = fi). G¢r det samme for hver af

'fu’ s4 betingelsen i sat-

de variable Fi, Fz' Fu' og gentag processen indtil man enten
har naet en beslutningsvariabel, eller til det er oplagt at man
aldrig vil n& en beslutningsvariabel, eller man ikke kan wudvide
netverket med interessante variable, der opfylder ovenstaende
betingelse. Hele denne redegg¢relse kalder man i almindelighed en
forklaring pa, hvorfor V = v. Og nar processen stopper siger man
ofte, at man har fundet Arsagen/Arsagerne. Man kan naturligvis
bruge samme procedure og terminologi selvom man ikke t®nker pa det
som et fors¢gg pA at finde beslutningsvariable.

I almindelighed vil man n¢jes med at krave at

P(V

vlFi fi for Fi e £(V)) > (216)

for E ¢ f(Cu)
Ez 0

P(V

vIFi fi for Fi € £(V)\E)

i stedet for kravet i satningen, for at kalde konstruktionen en
forklaring. Dette krav siger, at V = v er mere sandsynligt givet
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alle forzldrene, end hvis man kun. betingede med visse af for-
#ldrene. Kravet i s®tningen er at Vv = v er mere sandsynligt
givet at forazldrevariablene antager andre verdier, hvilket er et
sterkere krav.

1 Thagards (1991) artikel gives en god1 oversigt over forskel-
lige teorier om hvad en forkiaring er. Han navner 6 typer teorier:
deduktive, statistiske, skematiske, analogiteorier, kausale og
lingvistisk/pragmatiske. Hertil kan f¢jes kontrafaktiske- teorier
for forklaring. At forklare hvad en fofklaring er, er oplagt et
darligt projekt, men man kan i en begrebmzssigt pragmatisk 4&nd
godt pege pA fornuftige anvendelser af begreberne, hvilket er
sadan ovenstaende skal opfattes.

EKSEMPEL Et formelt matematisk bevis for en given s=tning bestar
af en sekvens af udsagn, hvor hvert udsagn enten er en antagelse/-
aksiom eller en logisk konsekvens af de foregdende udsagn. Nu til-
dags vil man sige at antagelserne/aksiomerne er beslutnings-
variable, men man har tidligere anset aksiomerne for objektivt
‘sande udsagn, der ikke kunne analyseres yderligere. Almindeliéé
matematiske beviser er forklaringer, der overbeviser leseren om
at man principielt kunne forfine forklaringen ki1 et formelt

bevis.

EXSEMPEL (€ollingwood 1940) En bil skrider ud et givet sted i et
sving, rammer kantstenen, og vender rundt. Fra f¢rerens synspunkt
var Arsagen til ulykken, at han k¢rte for hurtigt rundt i svinget,
‘og det man kan lzre er, at man skal k¢re langsommere. Fra vej-
inspekt¢rens synspunkt var arsagen en fejl i vejens belagning
eller afrunding, og det man kan l=zre er, at vejen skal laves mere
skridsikker. Fra bilfabrikantens synspunkt var grunden en fejl i
bilens design, og det man kan lere er, at tyngdepunktet skal

placeres lavere.

Ovenstaende viser, hvordan Arsagerne er aner til effekterne i
Bayesianske netvark, og hvordan det normalt er aner til en pa-

1pet b¢r dog bemzrkes, at han ikke navner Pearls opfattelse af en

snever sammenhang mellem forklaring og kausalitet (se Pearl 1990).
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stand, der indgAr i forklaringer. Det giver grund til at iden-
tificere kausalitens retning med orienteringen af modeller for
uafh&ngighed.

Denne betragtningsmade viser ogs&, hvorfor arsagss=tningen bade
kan bruges som et argument for altings uafvendelighed, som det
skete hos stoikere, og som et middel til at gribe ind og styre
sine omgivelser, som det moderne samfund g¢r. Hvis man ikke er
uforbeholden fatalist eller'ikké ¢nsker at g¢re mennesket omni-
potent er der a priori ingen grund til at acceptere
Arsagss®tningen. Desverre for Arsagssztningens tilhzngere er den
tilsyneladende i modstrid med kvantemekanikken. Der findes feno-
mener, der principielt er umulige at styre eller forudse. Dette
udelukker dog ikke Arsagssaztninger af mere afgrenset gyldighed.
F.eks. mad f¢lgende Arsagssatning for cykler vere gyldig:"enhver
mislyd ved en cykel har en arsag".

Endvidere ma forestiliingenAom objektive Arsager afvises. Hvad
der udnavnes tilrérsag beror pa de betrégtede variable, de an-
vendte éandsYniighedef[zhvilke beélutningsvariable den enkelte har
og en moralsk afg¢relse af hvilke beslutningsvariable, man vil
eller ikke vil =ndre pa.

Faye (1981) pr¢ver at definere et objektivt Arsagsbegreb:

Lad os derfor stadigvek antage, at P og Q er gensidigt n¢dvendige
og tilstrzkkelige. Vi har da, at hvis P forekommer, vil dens
forekomst i kraft af naturlovene sikre, at Q forekommer under
omstendighederne. Vi kan nu definere f¢lgende kriterium pa& den
kausale orden: I tilfelde af at P forarsager Q, vil en
intervention over for P hindre Q i at forekomme; hvorimod omvendt
en intervention i princippet kan rettes over for Q, uden at det
har nogen indflydelse pA, om P forekommer. Grunden er, at da den
indgribende handelse ikke er bestemt af de ber¢rte naturlove, kan
den intervenere over Q uden at ber¢re P's forekomst. Modsat dette
tilfelde, hvor P foraArsager Q, hvis Q forAdrsager P, vil en
intervention over for Q hindre P i at forekomme; hvorimod omvendt
en intervention i princippet kan rettes over for P, uden at det
har nogen indflydelse pa, om Q forekommer....

Med en definition som ovenstiende er der f¢lgende problemer:
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1) Der g¢res ikke opmerksom ©pA at valget af variable er af
betydning.

2) Det forklares ikke hvordan man objektivt skelner mellem A&rsag
og omstendigheder. Netop pA dette punkt har subjektive sunspunker
deres berettigelse. ‘

3) Det diskuteres ikke at for at definitionen skal Kkunne vere
anvendelig, skal de variable indga i en harmonisk I-model.

4) 1 ovenstaende formulering er kriteriet antropomorft i den
forstand at det henviser til en (menneskelig) intervention. Dette
vil blive nermere behandlet i afsnittet om kausalitetens inter-
subjektivitet. |

t5.6.Samtidighed.

If¢lge klassisk vesteuropaisk opfattelse kan tiden til et hvert
‘tidspunkt inddeles i fortid, nutid og fremtid. I de foregéende
afsnit er det wvist, hvordan orienteringen af I-modeller og
Bayesianéke netverk svarer til den temporale ordning. Hvis det om
2 variable A, B gelder at A < B, s& vil A  opfattes som
- verende f¢r B. Forestillingen om inddelingen i fortid, nutid og
fremtid svarer til at ordningen s var en total preordning. Da en
total preordning giver flere muligheder for at opstille Arsager og
gribe ind i fenbmenerne; har den vesteuropziske kultur gjort sig
store bestrzbelser pA at opnA en total preordning. Man har ind-
rettet sig med tekniske hj=zlpemidler til hurtig transport og kom-
munikation for at kunne lave kausale forbindelser mellem begiven-
heder over store geografiske afstande. Alle borgere er sa vidt
muligt udstyret med ure, s& man kan holde rede pa, hvilke begiven-
heder man stadig kan have indflydelse pa, og hvad der ef for sent.

Hele dette projekt er lykkedesAi forbavsende h¢j grad; faktisk i
s& he¢j grad at de fleste f¢r Einstein's relativitetsteori troede
at inddelingen i fortid, nutid og fremtid var absolut.
Forestillingen om samtidighed wvar si& indgroet at den blev
overtaget i den specielle relativitetsteori blot som et relativt
begreb. Teknikken bestar i at lave en total ordning «, s&
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A<SB =» A«B (217)

Dette kan man altid g¢re, og konstruktionen vil ikke vare entydig
(hvis s ikke er en total ordning i forvejen). Bemazrk i¢vrigt at
alle variable i orienterede l¢gkker vil blive samtidige ved en
sddan konstruktion. I den specielle relativitetsteori har man, som
vi skal se i neste kapitel, gjort tingene mere forvirrende ved at
indf¢re et samtidighedsbegreb, der er relativt, og ikke Kkan
anvendes i almen relativitetsteori, i stedet for at droppe
begrebet.

.. 5.7.Mangeverdensteorien

I nyere tid har der varet en sarlig type teorier fremme, der
skulle belyse forholdet melleh tid og mulighed. Ideen er, at for-
tiden bestAr af fakta, mens fremtiden bestar af muligheder. Der
skulle sdledes i et givet ¢jeblik vere en fortid men en masse
fremtider. 1 kombinatorik er det almindeligt at lave kombinations-
treer for bedre at kunne overskue komplicerede problemer. Denne
metode tages da i brug, s& vi i et givet ¢jeblik befinder os i det
fgorste forgreningspunkt. Som tiden gar, bevager vi os frem gennem
trzet, og hvad vi ser som fortid er blot. vor Il¢bebane gennem
trzet. I de mere radikale udgaver af teorien havdes det, at de
andre grene ogsA bliver realiseret, blot foregar det i andre ver-
dener.

Ideen blev fdrste gang fremsat i Borges' kriminalnovelle fra
1941 "Haven med stier der deler sig". Uafhangigt af Borges Fkom
samme Ar en videnskabelig artikel af Findlay om emnet. Siden har
logikere (Prior 1957, Rescher & Urquhart 1971, McArthur 1976)
taget ideen op 1 forsgget pa at lave en tidslogik. I
kvantemekanik, hvor maleproceduren er en del af formalismen, er
erkendelsesteoretiske problemer Abenlyse, og maske derfor er

mange-verdensteorien blevet s@rligt popular blandt visse fysikere




(Everett 1957, De Witt & Graham 1973, Rosen 1990, Squires 1990).

Med den tilgang til emnet, der er valgt her, m4 s&danne teorier
afvises. De indeholder implicit et samtidighedsbegreb. Det man kan
sige er, at det kun er fortiden man kan have direkte viden om, og
at man kun har indflydelse p4& fremtiden. Men man kan ikke slutte
fra "man har kun indflydelse pa fremtiden" til, at fortiden bestar
af facts; og man kan heller ikke slutte fra "det er kun fortiden
.man kan have direkte viden om" til, at det er ikke muligt at vide
noget fremtiden med bestemthed. Mange-verdensteorien ma& derfor
afvises, da den ikke fortzller noget vesentligt om +tidens natur.
Eller som:- Rescher (1971) udtrykte det kan man nok tale om
"branching in time" men ikke om "branching of time".

5.8.Xausalitetens intersubjektivitet

I dette afsnit vil vi unders¢gge i hvor h¢j grad den kausale
orientering er en intersubjektiv relation. Det er her vesentlig at
fastleggelsen af en harmonisk relation bestar af 3 'delé;
Fastle®ggelse af betragtede variable, fastl=eggelse af
uafhe®ngighedsrelation og wvalg af harmonisk ordning. Hvis
uafhengighedsrelationen er givet som stokastisk uéfhengighed
svarende +til et subjektivt sandsynlighedsmAl, s& er bade
uafhengighedsrelationen og en eventuel dertil h¢rende harmonisk
ordning lige s& subjektiv som det subjektive sandsynlighedsmaAl.
Hvis man derimod benytter frekvenser, vil man fa en
uafhzngighedsrelation, som har en intersubjektiv eksistens omend
den vil vare behzftet med den samme usikkerhed som frekvenserne.
Vi har tidligere (afsnittet om harmoni og 1lokalitet) set et
eksempel p4 at orienteringen af de to variable B og c afhang
af hvilke andre variable man s& pA. I eksemplet Kkunne der vere
tale om frekvenser, s& selvom de variable {(A,B,C) og {B,C,D}
beskriver samme verden (samme frekvenser pA samme udfaldsrum), sa&
er den kausale orientering af B o0g C ikke fastlagt. Det gzlder
derfor ikke generelt, at man kan n4 +til en intersubjektivt
veldefineret kausal retning, hvis .valget af wvariable er frit.
Sagen er imidlertid at valget af variable jkke altid er frit.
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Lad der vare givet 2 iagttagere/agenter som pr¢ver at afggre om
2 < B eller BsA. De 2 jagttagere har hvert deres forslag til
valg af variable og derfor ogsa hver sin harmoniske relation s,
henholdsvis < . De argumenterer hver for at deres harmoniske

P

relation har st¢rst berettigelse. Sp¢rgesmédlet er da om

A s, B &« A s, B (218)

jdet vi antager at A og B indgAr i begge iagttageres valg af
variable. Ellers er der ikke megét at diskutere. Som vi har set
vil en iagttagers erkendelsestilstande udg¢re en verdenslinie 1
enhver harmonisk I-model, der beskriver iagttageren som en
iagttager. For at det skal give mening at tale om 2 iagttagere,
der_har en diskusion om A < B eller B <5 A, mA de Dbetragte
hinanden som iagttagere. Derfor vil begge iagttageres I—modeller‘
udover A og B indeholde 2 verdenslinier, der indeholder
variable, der beskriver henholdsvis den enes og den andens
erkendelsestilstand. Lad L betegne mengden af variable pad de 2
verdenslinier. '
Antag at A <, B. Da g=lder ai(A) c ai(B) og dermed

ai(A)hL < a (B)nL (219)

Antag at der ikke galder lighedstegn. Da findes en variabel X €
(a1(B)nL)/(a1(A)nL). Antag at fi(X) = fz(X) og at I{X,Alf’(X)].
Da gzlder ﬂI[X,AIBufi(X)], hvilket viser =(B si A, i = 1,2.
Vi’ har herved etableret f¢lgende antropomorfe kriterium for
kausalitet: A er Arsag til B og ikke omvendt hvis det er muligt
at pavirke B uden at pavirke A. For at udelukke muligheden af
at A og B har en fxlles Arsag tilf¢jes ofte: under
omstendighederne vil en pavirkning af A ogsa pavirke B. At
specificere hvad der skal forstas ved omstendighederne, vil efter
forfatterens opfattelse krave rekonstruktion af teorien for
I-modeller, og er i en vis forstand indholdet af denne afhandling.
Vi ser altsa, at det antropomorfe kriterium for kausalitet
bygger pA forestillingen om at de eneste variable, der ikke beror
pa et subjektivt valg, er dem der beskriver de kommunikerende
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iagttagere. Eksemplet fra afsnittet om harmoni og lokalitet kan da
forklares ved at sige, at disse variable ma vere nogle, der hgjst
kan iagttages men ikke paAvirkes. Dette kunne ske ved at a{A,B,C)
nL=¢ og {(A,B,C}) na(L) = {(A,B,C}. Bem@rk at ovenstaende ikke
udelukker eksistensen af iagttagere som ikke beskriver hinanden
som iagttagere og derfor -ikke kan kommunikere med hinanden. Disse
komplement®re iagttagere kan tenkes at leve i samme verden i den
- forstand at udfaldsrum og frekvensielt sandsynlighedsmAl® er det
'samme for de 2 jagttagere. Der er heller ikke noget i vejen for at
de har de variable A og B felles wuden at have en f=lles
opfattelse af kausalitetsretningen mellem de to variable. De skal
blot ikke have alt for mange andre variable f=lles, thi ellers
-vil resultater fra afsnittet om I-modeller i almindelighed kunne
tages i anvendelse, idet en eftervisning af at A £ B i alle
“harmoniske presordninger kraver et vist antal variable at
-argumentere med.

- Ovenstaende viser at det ikke er muligt at definere en objektiv
kausaiitetsretning. Entropiens vakst vil ikke kunne anvendes til
-at anéive en objektiv tidsretning, idet denne bygger p4& ‘“valget"
af makroskopiske variable. Nar jeg her siger valg, er det fordi
: ordet makroskopisk heller ikke n¢dvendigvis giver samme mening for
“komplement®re iagttagere. Derimod er det i almindelighed muligt at
definere en intersubjektiv kausalitetsretning, idet 2 kommuni-
kerende iagttagere n¢dvendigvis har mange variable felles. Som wvi
skal se i neste kapitel wvil symmetribetragtninger s=tte yder-
ligere begr=nsninger p4 valget af variable og dermed udelukke de
.fleste eksempler pa4 komplement=re iagttageré uden dog helt at
udelukke muligheden.
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6. TIDENS GEOMETRI

I dette kapitel vil vi unders¢ge tiden ud fra et geometrisk
synspunkt. Det vil sige maling af tiden og tidens relation til
~andre geometriske sté¢rrelser. Da mAlinger normalt regnes ind
“under fysikken, bliver dette aspekt af tiden somme tider kaldt
fysisk tid i mods=tning tid fe=nomenologisk tid, men det tidsbegrebdb
‘man benytter i fysik indeholder altid bade geometriske og

f¥nomenologiske aspekter.

6.1.Tidsmalinger

Lad os f¢rst se 1idt pA l=ngdemdlinger. Den grundlezggende made
at male lezngder pA er og har altid veret ved hj=lp af mAlestokke.
For at male afstanden mellem 2 punkter l=zgges et antal  malestokke
i forlengelse af hinanden saledes at de forbinder de 2 punkter.
- Antallet af malestokké angiver da lsngden. Malestokke er ofte
"underinddelt ved hj=lp af en skala, men det svarer blot til at den
konkrete malestok indeholder kortere malestokke. I almindeiighed
vil man ikke kunne l=2gge et helt antal malestokke mellem de 2
punkter, s4 l=ngdemalingen bliver kun approksimativ. Denne metode
krever naturligvis at mAlestokkene er 1lige 1lange for at give
“mening. For at se om 2 malestokke er lige lange flytter man den
ene hen til den anden og sammenligner deres l®zngde. Det vigtige er
at for at kunne tale om lengdemalinger er det ngdvendigt at kunne
lave konkrete flytninger af malestokke og at det at 2 malestokke
er lige lange ikke afhenger af hvilken flytning man har valgt for
der er ofte mange mulige flytninger.

L 1 i i 41
Hélestok‘ 1 } ! 1

4

—t
-
P
-
-

Translateret malectok { 1

Tid males ved hj=lp af ure, men det var f¢rst med det mekaniske
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ur i middelalderen at man begyndte at tilstrabe at

O

Ur Senére startet ur

tidsmalingerne skulle vare invariante over for temporale
translationer. F¢rhen havde man hovedsageligt brugt ure som en
erstatning for himmellegemerne, og man matte da ogsa ideligt
justere pA sine sand- eller vandure for at fa det til at passe.
SaAledes var dagen inddelt i 12 timer vuanset om det var sommer
eller vinter.

MAlestokke kan vere konkrete mAlestokke af tra eller et andet
materiale men kan ogsa vere en bglgelengde af en elektromagnetisk
bglge eller noget helt tredje. Malestokkene kan vere beskrevet i
en teori som f.eks. Euklidisk geometri, hvorved kravet om trans-
lationsinvarians overf¢res til den pAg=ldende teori. Tilsvarende
kan urene vere mekaniske eller elektroniske ure eller mere
abstrakt definerede ure indeholdt i en st¢rre teori.

Af det ovenstAende skulle det gerne fremgA at tidsmalinger som
malinger ikke adskiller sig fra stedmalinger. Det vasentlige er at
malestokkene/urene er invariante overfor en gruppe af spartielle/-
temporale translationer. Sammenhzngen mellem sted og tidsmalinger
har givet anledning til en teori, relativitetsteorien, der i sin
natur er helt geometrisk. At den geometriske parameter t, der
indgar i relativitetsteorien skulle have noget med
uafhengighedsrelationen er saledes ikke helt oplagt, og det er

emnet for neste afsnit.

6.2.Relativitetsteori og ordningen s,

Det lykkedes i 1905 Einstein af lave en geometrisk teori om rum
og tid sAledes at Maxwell's ligninger blev invariant under den
gruppe af transformationer, der bevarede den geometriske struktur
af rumtiden. Den paAg=ldende gruppe er den inhomogene Lorentz-
gruppe wmsz (ogsd kaldet Poincaré-gruppen), hvor M er et
Minkowski-rum med additiv struktur, £ er Lorentz-gruppen, og &
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betegner semidirekte produkt. Det er senere lykkedes at formulere
alle fysikkens fundamentale ligninger sAledes, at de 1lokalt er
. invariante under den restringerede inhomogene Lorentz-gruppe
~rwszo, hvor ZO er den sammenhzngskomponent af £, der inde-
holder identiteten. En vilkarlig teori afledt af de fundamentale
ligninger vil ogsA vare Vbsto—invariant.

Vi tenker os nu en sadan teori 3I. Vi tenker os endvidere, at
. teorien indeholder en uafhangighedsrelation I, der er transitiv.
Teorien kunne f.eks. vere en stokastisk feltteori eller en statis-
" tisk mekanisk teori. Da vil 1 wvare r@szo—invariant, og det samme
vil g®lde preordningen < - Lad (F&cfo)+ vere mengden af
. elementer g 1 rmszo, siledes X < g(X) for alle variable X €
- X¥. Antag at g,.9, € (m%s£0)+. Da gxlder ogsa g9, € (r&sfo)+{
. idet

.

X s g,(X) sg,g,(X): (220)

for alle variable . X.: Antag g €-(rw820);. Da g=lder h'igh €
(Ms £ ),, idet :
s 0°+

X s h”'gh(X) @ h(X) s gh(X) (221)

og X < g(X) for alle X. Envidere vil vi antage, at (rws$0)+
er afsluttet. Vor neste opgave er at klassificere de forskellige
muligheder for hvad (M$s20)+ kan vare.

Lad t Dbetegne temporal translation, og lad x betegne spar-
‘tiel translation. Lad envidere T v betegne Lorentz-
.transformationen, der svarer til et koordinatsystem, der bevager
sig med hastighed v. Lad endeligt r betegne rotation -om
vektoren r med en vinkel af st¢rrelse lrll.

Der er nu f¢glgende muligheder:

1) (Meszo)+ = {0}.

2) Antag (Dws£0)+ indeholder den temporale translation to > 0.
Da indeholder (M £), ogsa !'1t!, hvilket giver enhver trans-
lation af formen xt, hvor £? - H§H2 = tz, t > 0. Enhver

translation xt, hvor £2 - H;Hz 2 (2t0)2, t > 0, kan skrives
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som en sum af 2 translationer af formen xt, hvor t? - n;nz =

tg, t > 0. Dette giver muligheden:

(M £), = {xtit > 0, og 22 - uxn? = ot

(2t)72.

3) Foreningsmengder af formen 2).

4) Som 2) eller 3) men med to negativ.

5) Antag at (mwszo)+ indeholder Eoto’ hvor to > 0 og to2 -

Hgoﬂz = 0. Da indeholder (ww820)+ ogsa gf’;otog og dermed

alle translationer af formen gto, hvor Ixt = to. Envidere

indeholder (W%‘20)+ gf’;tog og dermed alle translationer af
= Jixll. Ved addition kan alle translationer

z eller 2 - H§H2 2

formen xt, hvor t
af formen xt, hvor <t 2 lIxll. Dette giver muligheden:

(rw‘£0)+ = {xtl t 2 UIxli}.

6) Som 5) men med t < O.

7) Antag x e'(M®s$0)+, x, # 0. Daer ogséi g"zor element 1
(r@s$0)+. Ved addition af 2 sadanne elementer kan alle elementer
x med lix# =< 2H§0H opnas. Ved addition kan alle spartielle
translationer opnAs. Derfor indeholder (M@gfo)+ alle elementer
af formen gf‘;g. Ved at addere en passende spartiel translation
y er !’1531 en temporal translation. SAledes kan enhver
temporal translation opnas, hvilket giver muligheden:

(M £), = M.

8) Antag v € (w%820)+, v, # 0. Da gezlder v € (wwszo)+, for
alle hastigheder v, hvilket vises omtrent som i 7). Derfor
indeholder (Ms £), bade t-lvt og (tTWwt)v' = tlvtyh,

og tilsvarende t(gt"x"). Heraf ses, at (M@s£0)+ indeholder
summen af t"(gtg") og t(gt"x'i), som er rent spartiel. Det
giver muligheden:

(W%s£0)+ = Mu{hastigheder).

9) Antag XxXv € (M@s$0)+, hvor x og v  har forskellige ret-
ninger og v # 0. Da indeholder (M%‘$0)+ ogsa VX og
“lvx'r, hvor r er en rotation sAledes at r vr = -v og

-1 -1

L
r ' x r#-x. Daer

xvrlvx“'r = xr'x"'r (222)

et spartielt element 1 (W&s£0)+, hvilket viser at -X €
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(M&aszo)+, og dermed Vv € (ms$0)+, s4 det giver samme situation
som B).

10) Antag Xy, € '(Mes£0)+; hvor X, °9 Vv, har samme retning
og Vv,  # 0. Da har g;igogogr formen xv, hvor x og Vv har
forskellige retninger, s& det giver samme situation som 9).

-11) Antag .toz(-o‘,—’o € (M&;Y;O)+, v, # 0. Da har -‘—’dtozo!ox form
-som i B) 9) eller 10) eller t!f Antag det sidste og t > 0. Da
‘gelder (t + t').‘!,("t') € (M&%sfﬁo)+. Lad r vere en rotation
saledes at 'g"_\grr_' = -v,. Daer tgig'i(t_ + t)y (-t')r en trans-
lation og fortegnet for den temporale del af translationen afhen-
ger af t', hvilket viser at M ¢ (Mcgsfﬁo)+. Det viser saledes at
v, € (MSZU)+, og vi er igen i situation 8). .

12) Antag I, € (ms£0)+, r # 0. Da er (m.20)+n80(3) en lukket
normal undergruppe af S0(3), hvilket viser at S0(3) €
(ms£0)+, idet S0(3) er simpel. Envidere g®lder at - g"g_g og
!"‘;'_v_r_'1 ligger i (M& £ ), . Men g"gﬂ” er en hastighed, sa’~
if¢lge B) er vi i den situation at:

-(ms$0)+ = M@,SSEO

13) Antag vy r € M), r # 0. Da er ogs&d ¢ \,
.element i (M&asfﬁo)+. Ved sammensatning fas elementet

1 1

vi'vrvr
=~ Zo=0—

xogog'ig'.1gogoy_§, der for passende valgt r og Vv ikke inde-

holder noget rotationsled. Det viser at alle hastigheder ligger i
-.(Maszo)-'_, og dermed r, € (M@sfﬁo)+. Dette giver altsa samme.
situation som 12).

. -1 -
14) f\:‘ltag tozo!ozo_f -(Ms£0)+, r, #* 0. Da er (tx) tozogogotg_ =
(tx) togu(y_ogutggﬂ v )!050. For passende valgt tx er dette

element lig med v r

oEo’ ©°9 vi er i situation 13).

Der er med andre ord f¢lgende muligheder:

(M £), = {03

(ms$0)+ <M,

(Measto)+ c M_

(lf‘L:‘asﬁﬂo)+ =M

.(M'ssfo)+ = M‘rshastigheder

‘(msfﬂo)+ = ms‘fo
Den tredie mulighed overgdr i den anden ved fortegnsskift, idet vi

husker at fortegnet for den geometriske parameter t er valgt
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arbitrezrt. Hvis ®kvivariante variable identifiseres med hinanden
svarer de sidste 3 muligheder til at [y virker trivielt. Den
interessanteste mulighed er derfor (IM&',SZO)+ c N+, hvilket i

almindelighed er den, der er fysisk realiseret. Matematik er et
eksempel pa& en teori, hvor (Fws£0)+ = rwszo, idet Matematik er

en tidl¢s videnskab. Muligheden (Mﬁasto)+ =M, er den alminde-
ligste forekommende i fysik, mens (Mﬂasfo)+ c M+ svarer til, at
de fysiske reaktioner sker med en vis tidsforsinkelse. Muligheden
(rmsfo)+ = {0} ser ikke ud til at vere fysisk realiseret, men det
skyldes maske blot min manglende fantasi.

Konklusionen er at Lorentzinvarians s=ztter sa skrappe band pa
vore teorier, at der er fA4 andre muligheder end, at translationer
med den geometriske parameter t giver en ordningsbevarende af-
bildning (R,s) over i (X,s). Det er derfor rimeligt at iden-
tificere ordningen defineret ved hjelp af de positive lyskegler
med ordningen <) stammende . fra en wuafhengighedsrelation. Da
generel relativitetsteori 1lokalt identisk med speciel relati-
vitetsteori giver lyskeglerne ogsd her en ordning, der stemmer
overens med <.

Ovenstaende udelukker ikke ngdvendigvis muligheden af
komplementere iagttagere som nedenstdende eksempel viser. Man kan
¢jensynligt lave et tilsvarende (men langt mere indviklet)
eksempel hvor Lorentzgruppen anvendes, men det er ikke lykkedes
for forfatteren, s& en undergruppe y A af tidstranslationer

benyttes i stedet.

EKSEMPEL Lad An og Bn, n € Z vere normaltfordelte stokastiske
variable beskrevet med fg¢lgende bayesianske netvark
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(223)

Vi vil wvalge sandsynlighedsfordelingen sAledes, at den bliver
invariant under “"temporale translationer". Som vi skal se nedenfor
vil vi ved passende valg af sandsynlighedsfordeling opn&, at der
‘findes‘én matrix M ; s4 de nye variable Cn og Dn defineret
.ved (Cn,Dn) = Q(AQ‘Bn) kan beskrives med det Bayesianske netvark

P N

Cn>< Dn-‘l

Cn : Dn (224)
‘ Ctu‘l ADn-o‘l

PN A

1 det f¢rste Bayesianske netverk gelder for en translation t 2 O
at X sl t(X), mens der i det andet Bayesianske netverk gslder X

2, t(X) selvom de Bayesianske netverk beskriver samme
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verden (samme udfaldsrum med samme sandsynlighedsfordeling).

I stedet for at angive sandsynlighedsfordelingerne vil vi vise
hvordan de kan konstrueres, da det er mere illustrativt. Velg en
normalfordeling pA vektoren (Ao‘Bo'Aa‘Ba) med middelverdi O, s&
A1 og B1 er uafhangige givet (Ao’Bo)' Ved at gange (AO,BO)
med en passende valgt matrix kan wvi opnA (AO,BO) fAr samme
kovariansmatrix som (A1‘Bz)' Den stokastiske proces (An'Bn)nEZ
er da entydigt givet ved kravet om <translationsinvarians og det

Bayesianske netverks markovegenskaber. Der findes nu en matrix N

s4 kovariansmatricen for g(AD,BO) givet (Ai,B’) = (0,1) er
enhedsmatricen. For passende valgt ortogonal matrix Q g=lder at
kovariansmatricen for gg(Ao,Bo) givet (A1’B1) = (1,0) er

diagonal. Szt M = ON.

6.3.Samtidighed i relativitetsteori

I speciel relativitetsteori benytter man i almindelighed
folgende definition af samtidighed: Lad en iagttager i et
inertialsystem vere givet ved sin verdenslinie . En begivenhed
A i M siges at vere samtidig med en begivenhed B pa 1
dersom: sk#ringspunktet c mellem 1 og den bagudrettede
lyskegle og skzringspunktet D mellem ! og den fremadrettede

1

fremadrettet é//
\\\\\\l::iegle
B (225)
bagudrettet

lyskegle C
™\

lyskegle ligger lige langt fra B. Begivenheden B er med andre
ord midtpunktet mellem C og D. 2 begivenheder siges at veare
samtidige, dersom de er samtidige med samme begivenhed pa 1.
Dette samtidighedsbegreb er relativt, idet det afhenger af det
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valgte inertialsystem, hvilket klart fremgdr af nedenstéende
tegning, hvor 1' er en alternativ verdenslinie for en iagttager.

1
fremadrettet é//

lyskegle
B (226)
bagudrettet 1
lyskegle C

Bemark at konstruktionen krever eksistensen af velfungerende ure,
'saledes,.at det giver mening at sige, at CB er lige sa& lang som
BD. Man kan i speciel relativitetsteori lave ikke-standard sam-
tidighedsdefinitioner.(se Friedman 1983) i hvilke lyset ikke har
samme hastighed i alle retninger,.‘hvilket krzver at rummet er
anisotropt, hvilket darligt passer ind i de ideer, der argumen-
teres for i denne afhandling. Ideen om rummets isotropi er
gfundlaget for al l=angdemaling, s& hvis man ikke ¢nsker isotropi,
s4& kan man forsyne rummet med en metrik, der ikke invariant under
S0(3) og hvor mAlestokke =ndrer l®ngde under drejninger.
Ulempen ved sadanne ikke-standard samtidighedsdefinitioner eller
metrikker er, at de bortleder opmzrksomheden fra det vaesentlige
nemlig symmetrierne som kan iagttages fysisk har en intersubjektiv
‘eksistens. Som vi senere skal se kan ideen om symmetri anvendes
til at (re-)konstruere i det mindste dele af kvantemekanikken.

I generel relativitetsteori (se Sachs & Wu 1977) kan man fore-
stille sig at 2 iagttagere har verdenslinier, der er identiske 1
en omegn af B, men globalt er forskellige, sa forestillingen om
samtidighed bliver endnu mere relativ. For at definere hvad der i

en fjern afkrog af
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1
fremadrettet %//

lyskegle
B (227)
bagudrettet 1
lyskegle

— )

universet er samtidigt med en begivenhed pa Jjorden, skal man
definere en iagttager pA jorden og en verdenslinie gennem iagt-
tageren helt tilbage til det tidlige univers og mange milliarder
Ar frem. Hvad der er verre er at den fremad-/bagudrettede lyskegle
fra en begivenhed A kan sk#re iagttagerens verdenslinie 1

flere steder. Det vil saledes ske hvis A udsender lys, der

stjerne/sort hul

bliver afbgjet af et sterkt tyngdefelt (graviationel linse, se
Nielsen 1980) pa sin vej mellem A og . Observationer st¢tter
disse betragtninger. Der er saledes observeret (Nielsen 1990 ) en
kvasar, der kan ses flere steder pA himmelen, og hvor det ene
billede er forsinket 1,50 A&r i forhold til det andetl. Forestil-
lingen om samtidighed giver saledes ingen mening i almen relativi-

tetsteori.

6.4.Tidssymmetri

17 den referede artikel er tidsforsinkelsen 1,55 Ar. Dette er
if¢lge personlig kommunikation med Ralph Florentin Nielsen
senere korrigeret til 1,50 ar.
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Lad I vere en teori i hvilken der forekommer en geometrisk
parameter t € R. at for t 2 0 findes en virkning v der
sender variable i teorien ind i nye variable i teorien. Vi wvil
antage at teorien for de nye variable er identisk med teorien for
de gamle variable. Envidere skal der gelde at Vied! = V.V

og v, = id. Herved virker R+ o SOm en semigruppe af temporale

translationer. Da siges 3I at vere tidssymmetrisk hvis der findes
en afbildning S, der sender variable i X ind i variable nye i
I sAledes at Sv‘Svt = vtSvlS = id, og saledes at teorien for de
nye variable er identisk med teorien for de gamle variable.

EKSEMPEL I klassisk mekanik er en tidssymmetri defineret wved
erstatte tiden t med -t, og vektorer, der angiver hasfigheder;
< impulser, vinkelhastigheder og impulsmomenter, med modsat rettede

*wvektorer af samme lengde.

SETNING Aﬁtag at I er tidssymmetrisk med symmetriafbildningen
S. Da kan virkningen af R, o udvides til en virkning af hele
R.

BEVIS For t < 0 s=t v, = Sv_tS. Det skal vises at Vi

vV, Det er oplagt for ¢,t' 2 0.

~For t+t'20 og t' < O gelder

v ., =V Y Sv 8§ =vSv §=vv (229)
tet tet' =t -t -t Lot

~Det vises pA samme made for t + t' 20 og t s 0, s4 det er
"sandt for t + t' 2 0. For t + t' < 0 geler

Neag' = Sv_t_‘,s = Sv_tv_t,s = Sv_lSSv_t,S f v Vv (230)

Q.E.D.

Det g=zlder i almindelighed ikke, at hvis virkningen af R+'0
kan udvides til en virkning af hele R, sd4 vil der findes en
tids-symmetri. Se i¢gvrigt Davies (1974) for diskussion af begrebet
tidssymmetri, hvor yderligere referencer er at finde.
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7. DEN KVANTEMEKANISKE FORMALISME

I dette kapitel vil den kvantemekaniske formalisme blive ana-
lyseret. Der er 2 trin i wudledningen af formalismen. Det ene
bestar i at afklare begreber som tilstand, mAling, instrument med
videre. Denne del er relevant for alle fysiske mAlesituationer. 1
det andet trin betragtes grupperepr=sentationer. Hvis de relevante
representationer er irreducible fAr man elementer kvantemekanik,
ellgrs fAr man noget andet f.eks. statistisk mekanik eller klas-

sisk mekahik.

7.1.Tilstande og malinger
. F¢rste del af dette afsnit er en repetition af grundl=ggende

”ideer hos Davis ongolevo.
I et fysisk fors¢g bestar af en opstilling € og et forsggs-
. resultat %. Disse data kan vere af en vilkadrlig natur; de kan
vere diskrete, hvis mAleintrumentet registrerer forekomsten af en
begivenhed f. eks. tilstedeverelsen af en partikel; de kan vazre
representeret ved en skalar eller vektor alt eftersom male-
instrumentet har en eller flere skalaer; eller resultatet kan vare
billedet af et helt spor i et bobblekammer. For at give alle disse
muligheder en ensartet behandling, vil vi antage at resultaterne
.udge¢r et madlrum U med en o-algebra B(U) af malelige del-
mengder. En malelig delmengde B € M svarer til begivenheden at
resultatet ligger i B. Tilsvarende vil vi antage at msngden af
opstillinger 0 (og de mulige verdier af alle andre variable, der
introduceres i dette afsnit) udg¢r en malelig mengde. Et indivi-
-duelt resultat er sj=ldent helt bestemt ud fra opstillingen. Hvis
man betragter gentagne eksperimenter, vil frekvensen af de for-
skellige resultater defimod vere entydigt bestemt (frekvensen er
en intersubjektiv skjult variabel). I det f¢lgende vil vi kun tale
om frekvenser, men huske pA at det samme kan beskrives med sub-
jektive sandsynligheder. F¢lgende Bayesianske diagram beskriver
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situationen
O — R (231)

1 laboratorieforsg¢g vil @ i almindelighed kunne opfattes som en
beslutningsvariabel, men kan ogsd afhenge af andre variable. Til
det Bayesianske netverk svarer en afbildning 6(0) — G,
hvilket er et deterministisk netverk. ' '

Ofte vil @ og % vere sammensat af en mengde andre variable.
1 de situationer vi skal se pA kan O deles op i en preparation
% og en maleprocedure M. Vi vil antage, at % og 4 er uaf-
hengige, og udelukker dermed EPR-korrelation mellem ¥ og .
Det er hevdet at EPR-korrelation i opstillingen underminerer den
kvantemekaniske formalisme, men uafhengighed kunne erstattes med
approksimativ vafhengighed, hvorved argumentet falder til jorden.
Det vil sige at 6 = (?,4), hvilket kan beskrives med netvarket

7 ///a i R\\\ y !

(232)

Ved pr=zparationen etableres et eksperimentalt set-up ved at nogle
begyndelsesbetingelser eller input-data bliver etableret. Ved
maleproceduren bliver det "pfaparerede objekt" koblet til et maAle-
apparat, hvilket resulterer i observationen ®. "Objektet" kan
opfattes som "black boks", kobling eller informationskanal mellem
preparation og maAleapparat. Lad 3B vere mazngden af preparationer
og M mengden af maleprocedurer. Da har vi det deterministiske

netvark
G(U)

&(B) G(M) (233)

Herved haves for  p € 6(M) en afbildning 6(3) — G(¥). Man kan
udstyre G(B) med en psudometirk d via
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d(sl,sz) = sup Mus = Hg I
u 1 2

tot. (234)

Vi definerer tilstandsrummet G som fuldstandigg¢relsen af 6(D)
‘'med hensyn til d, og elementerne i € kaldes tilstande. Herved
fAs en afbildning G(B) — G. Det betyder at 2 ©preparationer
"giver samme tilstand, dersom de ikke kan skelnes ved nogen maling.
‘Tilstandsrummet vil automatisk blive begranset, idet d(S .S)) =
1. Ved en maling vil vi forst4 en vilkarlig affin afbildning € —
G(U). Mengden af mAlinger betegnes M. Herved fis netvarket

G(U)

G ' m (235i

d AN

6(P) 6(M)

Med ovenstAende definitioner afhenger tilstandsrummet af de
betragtede mAleprocedurer. Derfor vil det vere misvisende at sige
f.eks. “"elektronen er nu i tilstanden §". I stedet b¢r man sige

“vor viden om elektronen er fuldstendigt beskrevet ved §S".

EKSEMPEL Til tiden t = 0 afsendes en klassisk partikel fra
stedet x = 0 med hastigheden v € R, Dette skal vere vore
‘preparationer 3P = R®. Vi tenker os at partiklen ikke bliver pa-

3 defineres en mile-

“virket af nogen kr=fter. For hver B ¢ R
procedure ved til tiden t > 0 at detektere om partiklen befinder
sigi Bec R Daer G=G(R’. Generelt vil klassisk mekanik

vere karakteriseret ved at €6 = 6(B) og n= B(P) .

EXSEMPEL Et Stern-Gerlach-apparat indeholder et anisotropt

magnetfelt, og vil splitte en strale af elektroner i 2 straler af
ens intensitet. Przparationen skal best& af en kilde, der udsender
elektroner enkeltvis hen gennem et Stern-Gerlach-apparat saledes
at kun elektroner, der er lokaliseret i den ene strale, tillades




at forts=tte. Stern-Gerlach-apperatet kan roteres -om den akse
elektronstrdlen udg¢r. Apperatet er derfor karakteriseret ved en
vinkel 6, € T, hvilket skal vare vort prazparationsrum. Et andet
Stern-Gerlach-apperat placeres efter det f¢rste, og til sidst
‘placeres 2 detektorer, der viser om en elektron bliver bgjet den
ene eller anden vej. Ogsa dette apperat kan roteres, og er derfor
karakteriseret ved en vinkel 62. Lad e betegne vektoren
(cos(ei),sin(ei)) og lad di vere detektion med den i'te detek-
tor. Som vi skal se vil der (under passende ideelle omstendig-
heder) gm=lde

P(d,ld, eller d,) = cos®(——5——) (236)

Hvis P er en sandsynlighedsfordeling pd praparationsrummet, sa‘
vil denne ved malingen 62 blive afbildet over i en
sandsynlighedsfordeling pa& udfaldsrummet givet ved

1

P(d1|d1 eller dz) dps (237)

1 + 6'.8°
| —

1 + (f 6'ape?).e?

2

Afbildningen P — [ 6' due' er derfor netop afbildningen 6(T)
— G. Det viser at € er isomorf med {(a,b) € R%l a% + b% s 1}.
Denne mezngde kan via afbildningen
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(a,b) — 1/2 | (238)

identificeres med mengden af tethedsmatriser pa Hilbertrummet RZ.

I elementer kvantemekénik kan tilstandsrummet 1 almindelighed
identificeres med mengden af tethedsmatricer/operatorer p& et
Hilbertrum (oftest komplekst).

Ved ovenstaende konstruktion bliver 6 en metrisk fuldstendig
konveks mangde. Enhver metrisk fuldstzndig konveks mzngde X kan
imidlertid opnads ved en konstruktion som ovenstaende. Lad nemlig
U vere 1lig med X, og mengden af maleprocedurer M vere affine
:afbildninger K — {0,1]. Da findes en affin éfbildning A:G(U)
— K, hvor en sandsynlighedsfordeling s p& X g&r over i den
tilsvarende konvekse kombination i X. For s € G(d) = G(X) og
meN definerer m(A(s)) -en fordeling p&4 U = [0,1], hvilket
skal vere den til m svarende maling. Da er 6 = K.

DEFINITION™ En mAling siges at vere simpel, dersom afbildningen S
—_ ps(D) er ekstremal blandt funktionaler G — [0,1}, for alle

delmzngder D € U.

StTNING' Simple malinger er ekstremale i mengden af mAlinger.

BEVIS Oplagt. , Q.E.D

Som vi senere skal se findes der somme tider ekstremale
malinger, som ikke er simple.

Lad 6 vere et tilstandsrum. Man kan da definere en mengde
G+ ved G+ = {(r,9)lr € R‘ og ¢ € Gu{0}. Elementer fra G+
kan multipliceres med positive tal ved s(r,¢) = (sr,¢) for s ¢

0 og O(r,¢) = 0 og 0.0 = 0. envidere kan elementer adderes
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ved (r,¢) + (r',¢) = (r + r'.—?;;—. ¢ + r+r, ¢') og 0 + (r,¢) =
(r,¢) og O + 0 = 0. Elementerne ¢ € G identificeres med (1,¢)
€ G+. Herefter defineres R(G) = G+ - G+,
jdentificeres med «c'¢' - d'y', dersom co¢ + d'yp' = c'¢' + dy.

Herved Dbliver R(G) et reelt vektorrum, idet addition og
multiplikation med skalar kan defineres entydigt. Ved at satte
C(G6) = R(G) + 1i.-R(G) opnas et komplekst vektorrum med G
indlejret som en positiv kegle.

hvor c¢ - dy

+

Vi tenker os, at en malingen A og det tilh¢rende wudfaldet u
kan splittes op i 2 dele, sa (A,%) = ((&,4),(Y,¥,)). Hvis det
kan beskrives med nedenstiende diagram, vil (?,ui,mi) kunne op-
fattes

?————————4 ﬂ

\/'\
AN

y
1

(239)

‘som przparation for malingen Mé. Hvis yderligere alle malinger
kan valges pa ﬁz's plads vil vi kalde den f¢rste maling for et
instrument. Et instrument 8 vil sAledes udover et udfald u1
ogsa give en tilstand, der afhenger af prazparationen og wudfaldet.
Saledes giver & anledning til en afbildning maling A og e€n
afbildning E:! X6 — 6. Set 8(1u)(¢) = nw(lu)-E(u,¢) € G+. Ved

linearitet kan ® wudvides til en line®r afbildning B(U) —
End(C(6)), hvilket skal vere vor formelle definition af et

instrument.

DEFINITION Lad U vere et udfaldsrum. Ved et instrument 3 med
udfald i U wvil vi forstd en kontinuert lineer afbildning B(U)
— End(C(G)), s& & er positiv i den forstand, at hvis f =2 O
og ¢ € G s& er 8&(f)(¢) € G+, og s& 8(1)(¢) € 6 for ¢ ¢ G.

SETNING Hvis & er et instrument, sA findes en entydigt bestemt
maling Lg, sa

T AD



B(1,)(4)

L. (0)
81B

€6

for 1B € 3.
BEVIS For enhver malelig funktion f findes et tal

B(E)(8) .
(o) ©°©

Pa grund af ¥'s egenskaber er Af(¢) en maling.

Q.E.D.

Man kan sammens=ztte instrumenter:

SETNING Lad %' vare et instrument med vardier i u
1,2. Hvis u er endelige, findes et instrument

verdier i uha', sa
2 ol _ e2 1
8281 (£ xf )(8) = B (£,)8'(£,)(5)

for alle tilstande S og alle f e B(u') .

(240)

cf(¢), sa

(241)

for i =

82081 med

(242)A

BEVIS Da ' .indeholder endeligt mange elementer, kan vi sette

2 ot _ 2 1

58N (6) = ) f(e,e,) (e )8 (e,)(S)
(ezéei)
uZxu?

(243)

Tilsvarende kan man sammensztte et instrument med en maling.

DEFINITION Et instrument & siges at vare repetetivt, dersom

Z(B)E(B) = 8(B) for alle mAlelige mengder B.
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DEFINITION Afbildningen ¥(1):6 — & vil vi kalde reduktionen af
tilstandsrummet. )

SETNING Hvis et instrument ¥ med verdier i U er repetetivt, sa
er den tilsvarende maling A
rum 8(1)(G).

< simpel pA det reducerede tilstands-

BEVIS Det kan passende antages at U indeholder 2 elementer, og

at $%(1)(¢) = €. Det skal vises at nel), L(lu ), lL(lu ) og
_ 1 2
A(0) er ekstreme funktionaler: 6 — [0,1]. Da A(1) =id, &A(0) =

0 ‘og Jl(lu ) = id - n(1u ) er det nok at wvise at ll(lu ) er

2 1 1
ekstremal. Antag JL(lu ) = 1/2~d>1 + 1/2-¢2. Hvis 8(1u () = O
1 : 1
er Jl.d)(lu ) = 0, hvilket viser ¢i(¢) = 0. Hvis 8(1u J(¢) = ¢
1 1
er ‘b(lu ) =1, hvilket viser at ¢i(¢) = 1. Generelt g=lder
1
(1, )(9) B(1, )(¢)
o= M (1 ) ! + A (1) 2 (244)
¢ u ¢ u
1 £¢(1u ) 2 ﬂ¢(1u )
1 2
hvilket viser at
¢i(¢) = ‘b(lui)'l + L¢(1u2)-0 = ‘@(lui) (245)

SETNING Lad M v=re en simpel maAling pA 6. Da findes hg¢gjst et
repetetivt instrument €_,, s& M er den til 8L h¢rende maling
og Sk(l) er identiteten pa G.

BEVIS Lad ¥ vare et repetetivt instrument, s& M er den til S
hérende maling og 8(1) er identiteten pa4 €. Lad B vere en
midlelig delmengde af U og lad ¢ € &€ vere en ekstremal til-

stand. Da er
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¢ = A (1 )———————— + £ (1 ) (246)
¢' "B ¢ "(CB
a,(1p) Lo (1cp)

hvilket viser at

(1) (¢)
¢ = ————— | (247)
og dermed
B(15)(#) = A (15)+0 (248)

_ sa E(IB) er entydigt fastlagt paA ekstremalpunkterne for ¢ og

dermed p& hele €. Q.E.D.

 SETNING Lad ¥ vare et repetetivt instrument.‘Da er & entydigt
bestemt ved sin reduktion ¥8(1) og sin maling Ag via formelen

g = $l808(1) (249)

BEVIS Umiddelbar f¢lge af de 2 foregdende s=ztninger. Q.E.D

Selvom ¥ er repetetivt er den til S h¢rende maling ikke
n¢dvendigvis simpel pA hele G. Lad saledes G have de 3

¢,
/s\
¢, %, (250)
ekstremal punkter o, ¢, og ¢, Lad et instrument 3 med

verdier i U = {ui,uz} vere givet ved
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B8(1, )(e,) = ¢, B(1, )(¢,) = 0
1 2

8(1,)(e,)) =0 B(1,)(e) = ¢,
1 2

8(1u )(¢3) = 120, + 1/20, S(Iu )(¢3) = 1/20 + /20, (251)
1 2

Da er 3(1)(¢,) = ¢, B(1)(¢,) = ¢, og B)(s,) = 1z, +

1/2&2, hvilket viser, at ¥(1) =1/281(1) + 1/282(1), hvor

B(1)(9) =0, B(1)(,) = 6, og B (1)) = . (252)

Heraf ées at A = 1/218](1) + 1/2182(1), hvilket wviser at y ]

ikke er ekstremal og dermed heller ikke simpel.

For 2 tilstande ¢,y € € kan informationsgevinsten D(¢ly)

defineres som sup D(m(¢)lim(y)). De fleste sztninger om informa-
men
tionsgevinst fra kapitel 3 kan udvides til at g=lde i wvilkarlige

tilstandsrum. ‘I kvantemekanik defineres ofte en st¢rrelse, der
kaldes den relative entropi. Den er ikke identisk med
informationsgevinsten som den her er defineret, hvilket er grunden
til-at der ikke gelder s=2rligt mange interessante sztninger om den
relative entropi. For kommuterende operatorer stemmer de 2

st¢rrelser dog overens.

SETNING Lad ¢,y € G vere 2 tilstande og lad € vere et
instrument med verdier i U. Da gzlder

D(E(U) (¢)NEQU) (w)) < D(dlly) (253)

BEVIS Det skal vises at

D(mE(U) (¢) ImE(U) (w)) s D(¢ly) (254)

for alle me¢ M, men det er oplagt da mE(U) er en maling.Q E.D
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7.2.Grupperepresentationer

Sp¢rgsmalet er nu, hvorfor kvantemekaniske tilstandsrum si ofte
er et rum af tethedsoperatorer pa komplekse Hilbertrum. I fore-
.gaende afsnit sa& vi at enhver konveks mengde kan vere et til-
standsrum. I Holevo (1982) og de fleste andre fremstillinger tages
R det som et aksiom, at tilstandsrummet er et rum af tztheds-
operatorer pA komplekse Hilbertrum, og resten af kvanteformalismen
kan afledes af dette aksiom. Det er fors¢gt begrundét ud fra
teorier om kvantelogik og ortokomplementere latticer (se Von
Neumann 1932, Varadarajan 1968 og 1970, og Ludwig 1987). Deres
synspunkt kommer fra den kendégerning at de eksperimentelt verifi-
. cerbare pAstande i kvantemekanik kan representeres ved det orto-
modulere lattic af underrum af et komplekst Hilbertrum. I Ludwig
. bliver ortomodulariteten afledt af nogle f4 aksiomer af +tilsyne-
ladende rent epistomologisk karakter. Det synspunkt, der frem-
legges i det f¢glgende afsnit tyder derihod pa at hele Hilbertrums-
':formalismen ikke n¢dvendigvis ville vere sa anvendelig, hvis dér

~var 4 rumdimensioner. Eksemplet ovenfor viser at man ikke altid
. anvende komplekse Hilbertrum. I eksemplet kan man wudvide mengden
af madlinger sA man kan skelne flere forskellige tilstande, og
~derved kan de reelle tzthedsoperatorer indlejres i mangden af kom-
- plekse tzthedsoperatorer. I Statistisk kvantemekanik er der mange
eksempler, hvor tilstandsrummet er isomorft med mengden af til-
stande pa en von Neumann?algebra. Derfor m& man bade afvise blot
- at tage Hilbertrumsformalismen og tilgangen via ortomodulezre
latticer for givet.

Svaret pA ovenstaende sp¢rgsma&l synes at vere at rum af taztheds-
matricer har en masse symmetrier. I mekanik findes ofte en gruppe
G, der virker pa m=ngden af opstillinger. Det kan vere en gruppe
af translationer eller rotationer af maleinstrumenterne eller
noget andet. Dette kan beskrives med netvarket
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N,

(255)

Problemet er da om G skal opfattes som en del af prezparationen
eller af malingen. Ved at udvide netverket til

g G y (256)

hvor afbildningen fra GxG til G er produktet, kan man opfatte
#xG som pr=parationerne og #xG som malingerne. Da virker G pa
tilstandsrummet, idet vi s=tter g[p,go] = [p,ggul. Denne
definition er tilladelig da gruppen virker tilsvarende pa mangden
af malinger. Herved virker gruppen som en gruppe af affine
afbildninger af tilstandsrummet pa sig selv.

EXSEMPEL* Lad G vere en lokalkompakt gruppe, og lad 6&(G) vare
mengden af sandsynlighedsmal pA G. Da virker G pa G(G) via
venstretranslation. Dette kaldes den venstreregulare
representation af G og svarer til klassisk mekanik. Bem=rk at
denne fysisk vigtige reprzsentation ikke svarer til
tilstandsrummet for et Hilbertrum.

DEFINITION Lad G v=re en gruppe, der virker paA et tilstandsrum
G. Da siges reprzsentationen at vare irreducibel, dersom enhver
jnvariant delm=ngde U ¢ G enten kun indeholder et punkt eller
udspender 6.

I elementzr kvantemekanik er vi interesseret i irreducible re-

presentationer, da ordet kvante netop refererer til at de feno-

mener man studerer ikke har nogen indre struktur. Nar en fri
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neutron henfalder og pludselig ikke mere beveger sig i overens-
‘stemmelse med Schrédingerligningen for en fri partikel (fordi den
forsvinder), viser dette netop en form for indre struktur af neu-

tronen.

BEMARX En gruppe kan virke irreducibelt pA det ortokomplementzre
lattice af underrum af et Hilbertrum uden at den tilsvarende
virkning er irreducibel. Det forekommer ofte i kvantemekanik.

SETNING Lad en sammenhangende lokalkompakt gruppe G virke irre-
ducibelt pa den konvekse mengde af tilstande pA en von Neumann-
algebra W. Da er von Neumann-algebraen simpel (irreducibel).

BEVIS Antag at W er kommutativ. Da findes en lokalkompakt mzngde
C, sa& W er de kontinuerte funktioner pA& C. Tilstandene pa W
-er da sandsynlighedsfordelinger pa& C. Virkningen af G pa
tilstandsrummet er da givet ved en virkning af G pa C. Lad c
vare et element i C. Da er G(c) en invariant delmengde af ct
Sandsynlighedsmal med st¢tte i G(c) er derfor ogsA invariant, og
udspander derfor €(C). Det viser at G(c) = C. Derfor findes en
afbildning A:6(G) — 6(C), som etablerer en korrespondance
mellem invariante konvekse delmazngder af G(G) og G(C). Da G
er lokalkompakt findes et Haarmal pu pa G. Lad f vare en
positiv funktion med st¢tte i en omegn o af 1 € G, sa& f er
‘konstant i en omegn af 1. Envidere vil vi forlange, at J f du

.= 1. Lad X vere ‘sandsynlighedsmal pa G af formen u*f,

~hvor v € G(C). Da er Kf invariant under virkningen af G,

Hvilket viser at A(Kf) er et punkt eller udspznder G(C). Hvis

A(Kr) er et punkt for alle f, s& er A(G(G)) = G(W) et punkt

og W =€, hvilket er en simpel von Neumannalgebra. Antag at
A(Kr) udspender 6(C). Afbildningen A kan udvides til en af-

bildning af mal p& G til mal pa C. Den konvekse mengde Kf
udspender en mezngde af mal af formen ov*f, hvor v er et mal pa
G. Da A ' af et atomisk mal findes et atomisk mal af formen
v*f. Da f er kontinuert er midlet ogsad kontinuert, sa& malet er
atomisk og kontinuert, hvilket viser at gruppen er triviel (eller



usammenhzngende, hvilket vi har forudsat, at den ikke er). Det
viser at G(G) og G(C) er trivielle.

En vilkarlig von Neumannalgebra W_ kan skrives som en sum’ &g
Wi af simple von Neumannalgebraer, og en tilstand kan skrives som
en middelvardi over I af tilstande p& simple von Neumannalge-
braer. En representation af G pad W giver derfor en repr=sen-
tation af G p&d €(I). Da representationen pA W er irreducibel
er representationen pA 1 irreducibel, hvilket if¢lge ovenstaende
viser at I kun indeholder et element.

Q.E.D.

SETNING Hvis tilstandsrummet G er udspendt af h¢jst -4 elementer,
og ‘der findes en sammenh®zngende gruppe G, som virker irredu-
cibelt pA G; 54 er G isomorf med mengden af tathedsmatricer pa
et (reelt eller komplekst) Hilbertrum.

BEVIS Gruppen af affine automorfier af G er kompakt. Derfor er
billedet af G i denne gruppe kompakt, s& vi kan antage, at G
selv er kompakt og er forsynet med et normeret Haarmal m. Hvis
6 €' G, si er

6, = J g(6) dmg (257)
0
G
invariant under virkningen af G. Da kan tilstandsrummet ind-

lejres i et reelt vektorrum af dimension h¢jst 3, og med origo i
60. lad (-l-) wvere et indre produkt i dette vektorrum. Da
definerer

viw> = [ (g(v)lg(w)) dmg (258)
G

et indre produkt, der er invariant under virkningen af G. Derfor
udg¢r G en sammenhzngende undergruppe af O(n), n < 3. Men alle
sammenh#ngende undergrupper af O(n), n s 3 er isomorfe med
SO(m) for et m s 3. Derfor er G isomorf med enhedskuglen i
1,2 eller 3 dimensioner. Da 80(1) er triviel, kan denne mulighed
udelukkes. Tilbage er at bem=rke, at enhedscirklen og enhedskuglen
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er isomorfe med mengden af tethedsmatricer i 2 reelle eller

komplekse dimensioner. Q.E.D.

Setningen er ikke sand i h¢jere dimensioner, s4 dér m& man
.arbejde mere specifikt med de grupper, der rent faktisk er fysisk
relevante. ' ‘

EKSEMPEL Lad G vzre enhedskuglen i 4 dimensioner, og lad gruppen
SO0(4) virke pA G ved rotationer. Denne reprasentation er oplagt
irreducibel som konveks reprazsentation. Antag at 6 kan indlejres
i tilstandsrummet for en von Neumann-algebra siledes, at represen-
tationen kan udvides til hele tilstandsrummet.

Da er Hilbertrummet H en direkte sum af 2 Hilbertrum H1 og
~H2, hvor virkningen af S0(4) = SO(3)xS0(3) er givet som en sum
.af virkninger af SO(3) pa H: og Hz. Lad Pi betegne projek-
tionen af H pa Hi. Da kommuterer den betingede forvendtning
E:S — P18P1 + P28P2 med gruppevirkningen. Derfor er E(K) enten-
et punkt eller den 4-dimensionale kugle, men E(X) kan ikke v=re
den 4-dimensionale kugle, da - S0(3) virker ikke-trivielt pa
aPiKPi, hvilket viser at dimensionen af PiKPi er mindst 3.
Derfor er E(K) et punkt. Representationerne af SO(3) pa lH1
og Hz kan skrives som summer af irreducible projektivt unitzre
representationer pA underrum H og H;. Lad p!

1 k
projektionen pa Ni. Da kommuterer Pt med reprasentationen, s&

betegne

i, e i
(Pi + PZ)K(Pl + PJ) _ (259)

J
2
mA vere en 4-dimensional kugle for et par (i,j). Men P:KP: er
et punkt, s& P;KP; er en 4-dimensional kugle for et par (i,J3).
Dimensionsbetragtninger viser, at de projektivt unit=re
represen-tationer h¢jst kan have 2 komplekse dimensioner, men det
fastlegger repra=sentationerne af S0(3) fuldstendigt som spin 1/2
represen-tationerne. Direkte inspektion viser, at dette ikke kan

lade sig g¢re.
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7.3.Representationer af kompakte grupper 7

Lad G va=re en kompakt gruppe med Haarmadl u. Lad G vere et
tilstandsrum, som G virker irreducibelt pa. Vi vil antage, at
representationen ikke er triviel. Vélg detc sA G(¢) 2 ¢. Da
udspander G(¢) den konvekse mezngde 6. For et sandsynlighedsmal
v € 6(G) defineres

m(v) = J g(e)dvg (260)

Herved bliver m en afbildning 6(G) — €. Denne kan udvides til
en afbildning €'(G) — C€(€), hvor 6¢'(G) er mengden af Radonfor-
delinger pA G. Envidere er LZ(G,p) indlejret i c'(G). Situ-

ationen opsummeres i nedenstadende kommutative diagram

6(6) — 5 6 (261)

L2(G,p) 2 6'(6) ——— €(6)

Da G er kompakt er LZ(G,u) = nga' hvor Hi er minimale in-
variante underrum. Dette kan omskrives til LZ(G,u) =C 8 (@JLi),

hvor Li # € har formen Li = Hi & ﬂi. Elementerne i Lj er

begrznsede funktioner, da G er kompakt. Hvis (fu) er et frem-
bripgerset for Li, sa er ,(Re(fk),Im(fk)) et frembringerszt for
lLi bestiaende af reelle begrensede funktioner. For f € Li gelder
J £ dpy = <fi1> =0, da C<& L.. Derfor findes et frembringers=t
(b) for Li, sda 1 +b20 og [ (1 + b)du=1, hvilket viser
at 1 + b€ 6(G). Derfor udspander 1 + Li nG6(G) = (1 + !Li)+

sideunderrummet 1 + Ls' Da er m((1 + Li)+) € 6 en invariant
konveks delmengde, og er derfor enten et punkt eller udspznder ©G.
Hvis m((1 + Li)+) er et punkt, er m(1 + Li) et punkt, hvilket
viser at m(Li) = 0. Hvis m((1 + Li)+) er et punkt for alle i,
s4d er m(G'(G)) m(C) og dermed at m(G(G)) er et punkt i mod-
strid med at m(G(G)) udspender noget ikke-trivielt. Derfor
findes i, s& m((1 + Li)+) udspender G. Set K = m T(m(1)).



Da er X et invariant sideunderrum af 1 + Li, sa& K -1 er et
invariant underrum af Li. Der er da 4 muligheder for hvad X - 1
kan vere: 0, M, ﬂi eller L . Hvis H <X -1, sa gelder ogsa

“ﬁi €X -1, ogdermed L <X - 1. Det viser at m(L + 1) € m(K)

= m(1), hvorved G mi& vere udspendt af m(1l), hvilket er i mod-
--strid med at ¢ ikke er triviel. Tilsvarende kan man udelukke, at
XK -1 er lig ﬁi eller L . Derforer K-1=0, og XK = 1.
Det viser at m er injektiv pa (1 + Li)+. Det foregaende viser
hvordan alle irreducible konvekse representationer kan kan kon-
strueres ud fra irreducible'unitere representationer.

Hvis G er kommutativ er de unitere irreducible
representationer af G 1-dimensionale, sa& dim(H;) = 1. Derfor
er dim(Li) lig med 1 eller 2. ,
rdim(Li) = 1: Da har 6 formen [0,1)] og er isomorf med

tzthedsmatricerne pA ¥*-algebraen € & C.
'Automorfigruppen er Zz. .
dim(Li) = 2: Da kan €6 indlejres i disken A, som er isomorf med
tzthedsmatricer pa et 2-dimensionalt reelt Hilbertrum.
Automorfigruppen er en undergruppe af T X z,.
Hvis G envidere er sammenhzngende er der kun 2 muligheder: enten

ey € triviel eller G er isomorf med A.

"EXSEMPEL Hvis G er gruppen af planrotationer, er 6 - triviel
eller isomorf med A. Den trivielle reprasentation kaldes spin-0

reprezsentationen. Antag at 6 er isomorf med 4. Da er er
reprzsentationen givet ved en gruppehomomorfi T — T. En sadan
“er givet ved 6 — n6 for et n € Z- For n = O fas den

"trivielle repr=sentation, og envidere giver n og -n  isomorfe
representationer, hvilket viser at representationen er karak-
riseret ved et tal n € ND. Et kvantemekanisk system, hvis
representation er karakteriseret ved tallet n siges at have spin
n/2.
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7.4.Superposition

Igen vil det simpleste tilfelde med planrbtationer blive
gennemgdet. Vi te=nker os et kvantemekanisk system, der bestar af
to uafhengige preparationer, der begge uafh=ngigt kan roteres i en
given plan. Gruppen T2 virker altsa pA mengden af praparationer,
og vi vil antage at den ogsa virker pa tilstandsrummet. Vi s¢ger

2 .
er kommutativ

derfor irreducible reprezsentationer af T™. Da T
og ~sammenhengende, er irreducible reprazsentationer trivielle,
eller tilstandsrummet er isomorft med 4, og at drejninger af
przparationerne med vinklerne o og B svarer til en drejning af
enhedsskiven med vinklen Xka + 1B, hvor (k,1) € z2. Vi wvil
n¢jes med at se pa tilfeldet (k,1) = (1,-1). Hvis den ene vinkel
holdes fast fas en spin-1/2 reprasentation af den anden. Det
fortolkes i almindelighed som at man har prepareret to spin-1/2
parfikler. Systemet udstyres nu med en detektor, som kan give
resultaterne detekteret eller ikke—detekferet. Ligesom i
fore-gaende afsnit kan en sadan maling skrives som een konveks
kombination af en maling, der ikke afhznger af tilstanden og en
maling, der giver resultatet med sikkerhed for visse tilstande. vi
antager at detektionen er af den sidste type. Lad ¢ vare en ren
tilstand, der med sikkerhed giver resultatet detektion. Da er
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cos(a — B) + 1
P(detektion|¢ drejet a og B) = (262)
2

cos(a)cos(ﬁ) + sin(a)sin(p) + 1

2
{cos(a)) [cos(B)J
. + 1
sin(a) 51n(ﬁ)
cos(a) cos(B) 2
sin(a)| ¥ [sin(p)
B 4

Dette fortolkes i almindelighed som at en partikel i +tilstanden
cos(a) '
interfererer en anden partikel i

cos(B)

‘givet ved vektoren [
tilstanden givet ved vektoren {sin(B)}' eller verre hvis til-

sin(a)

standene er i modfase at partiklerne wudslukker hinanden. Denne
sprogbrug har givet anledning til en del paradokser.

Generelt kan superpositionsprincipper forklares ved hjelp af
.representationer for produkter af grupper med sig selv.

7.4.Malinger i von Neumannalgebraer

Vi vil fra nu af antage at tilstandsrummet kan repr=senteres ved
mengden af tilstande pA en von Neumann. Der er flere grunde til at
velge von Neumannalgebraer. For det f¢rste synes det at inkludere
alle eksempler i mekanik (klassisk, kvantemekanisk eller statis-
tisk). For det andet er kategorien af wvon Néumannalgebraer og

homomorfier pzn, idet man kan danne sum, tensorprodukt og limes
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inden for den. Envidere kan man lave konstruktionen krydset
produkt, hvorved symmetrier pA en algebra udtrykkes ved unitere
operatorer i en udvidet algebra. Det illustrerer at algebraens
additive struktur hovedsageligt stammer fra en kommutativ algebra
af stokastiske variable, mens dens ikke-kommutative egenskaber
skal afspejle symmetrier. Vor neste opgave er at representere
mengden af malinger. If¢lge den generelle definition er en maling
med verdier i U givet ved en affin afbildning fra tilstands-
rummet over i sandsynlighedsfordelinger pa 1.

DEFINITION” En familie af positive operatorer (M ;B c u} siges

at vere en resolution af enheden, dersom MU =1 og z Hs = MB for
i

alle t=zllelige klassedelinger Bi af B.

SETNING® Relationen

Hy(B) = o(M ), B el (263)

etablerer en bijektiv korrespondence mellem malinger og

resolutioner af enheden Ma‘

BEVIS* Enhver affin funktional A pa& € har formen A(S) = ¢(M)
for en operator M € B(H), da G udspender dualrummet til .
For enhver maAlelig delme#ngde B ¢ U findes derfor en operator M
sa u¢(B) = ¢(MB). Da p¢(u) 2 0 for alle -5 er Ma 2 0. Da
¢(Mu) = p¢(u) =1=¢(1) er M =1. Da

B
o) My ) =) e ) = Y u(B) = p(B) = o), (264)
B

hvilket viser at 2 Moo= M.
i

DEFINITION® Den til en simpel maling svarende resolution af

enheden siges at vare ortogonal.
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EXSEMPEL I en kommutativ von Neumannalgebra svarer simple malinger
til klassedelinger af udfaldsrummet.

SETNING Dersom MB er en ortogonal resolution af enheden, sa

gelder MBMC =0 for B n C = 8, og Mz = MB. Samtlige
ekstremale malinger er simple, netop hvis U kun har 2 é€lementer

~eller élgebraen er kommutativ.

BEVIS Da M er ekstremal ma Mu vare eﬁ projektion, og derfor
gelder M2 =M. Da M (1 -M)M = (M -M)M =0 og O0sM s
u u u u u u u u v

c

1 - Mu, gelder MquMu = 0. Derfor ge=lder ogsa MquMu =
MuMV(MuMV)x = 0. Det viser at Muuv = 0. Hvis U har 2 elemen-
‘ter er en maling givet ved 2 operatorer M og M',. hvor M' = 1

- M. Derfor er mengden af malinger isomorf med me#ngden af opera-
torer mellem 0 og 1. Som ovenfor er ekstremalpunkterne netop
projektionerne, og de giver ortogonale resolutioner.

Det skal nu vises at hvis U har mindst 3 elementer og alge-
braen ikke er kommutativ, sd& findes en ekstrem maling, der ikke er
simpel. Hvis det er rigtigt, nar M indeholder 3 elementer, er det
ogsd rigtigt nmar U indeholder mere end 3 elementer. Antag derfor
at U indeholder 3 elementer. Da algebraen ikke er kommutativ
findes en delalgebra isomorf med 'B(CZ). Matricerne 1 det f¢l-
 gende skal indlejres i algebraen via denne delalgebra. Definér

' 1 cos(6 ) + i«sin(8 )
M =1/3 Y Y (265)
v cos(eu) - i-sin(eu) 1

, 120% og 240°. .
resolution af enheden. Matricen Mu har egenverdierne 0 og 2/3.
[N ]

Antag at M; og Mu er 2 resolutioner af enheden, s& Mu =
L] 1

1/2(M + M ). Da mA der gelde at M' = a ‘M, da M er 2/3
u u u u u u

0

hvor eu antager vzrdierne O Da er M en

gange en projektion. Da gelder

1 = z M o= z o M =
u u u
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(266)

1 cos(6 ) + i-sin(eu)

r
a /3
Zid * |cos(e)) - i-sin(6)) 1
2 au/s 2 au/s(cos(eu) + i-sin(eu))
20(“/3(cos(6"l) - i.sin(8)) zau/a

Det viser at « = 1 og dermed at M; = Mu.

I

Ortogonale resolutioner af enheden kaldes somme tider
spektralmadl og det er muligt at integrere med hensyn til
sadanne. .

Satningen.viser,'at det i almindélighed ikke er nok at Dbetragte
simple malinger i kvantemekanik. Mange interessante malinger skal
beskrives med ikke-simple malinger.

SETNING” Der er en entydig korrespondance mellem selvadjungerede

matricer og ortogonale resolutioner af enheden med vardier i R.

BEVIS® Lad Mu, u € R vere en ortogonal resolution af enheden.
Set A =) uM . Daer A en selvadjungeret matrix og ifelge
spektrals=tningen er korrespondancen entydig.

Q.E.D.

Lad Hilbertrummet H' vare indlejret som et wunderrum af
Hilbertrummet H, og lad P vere projektionen ned paA H'. Hvis
MB er en maling i ¥ < B(H), sa er PMBP en maling i H'.



SETNING For enhver maling HB i ¥ e B(H) findes et Hilbertrum
L, der indeholder H og simpel maling EB i B(L), sa MB =
PEBP, hvor P er projektionen af L pa H.

BEVIS Antag f¢rst at udfaldsrummet U indeholder endeligt mange
elementer. Lad ¢ vare mengden af afbildninger U — H. St

<flg> = Z (FIM,_ g(w) (267)

Herved bliver £ et prehilbertrum. Lad L betegne fuldstehdig-
g¢relsen af £ med hensyn til (-I->; Afbildningen liv — (u —
v) er en isometrisk afbildning af H ind i L, og H kan
derfor identificeres med et underrum af L. Lad M“ vere opera-
toren f — folu. Da er E oplagt en ortogonal resolution af
enheden. For v € H gzlder

(VIM‘u v) = <1(V)IE(u)(1(v))> (268)

)

hvilket viser at MB = PEBP. Det generelle fesultat kan fas ved‘ at
ga til '
Q.E.D.

SETNING (Holevo 1986) For enhver maling M i et Hilbertrum H,
findes et Hilbertrum K, med en ren tilstand Sr og en simpel

maling E i HeK sa&
E
Hses
r

for enhver tilstand S§ 1 H.

(D) = ug(D) | (269)

BEVIS Lad E vere en resolution af enheden i et Hilbertrum L,
der indeholder H, sa M = PEP. Da L er isomorft med HeLZ(),
findes der en isomorfi si& H = H@lu. S=t S0 = |1u><1ul. For X
= E(D) g=lder Tr(S@SO)X = Tr(SPXP) = Tr(SM(D)).

Q.E.D.

SATNING Lad g’ vere et instrument med verdier i u? for i

159



1,2. Da findes et instrument 2%’ med vardier i uzxu‘, s
8%<8'(ExE,) (S) = 8°(E,)8'(E)(S) (270)

for alle tilstande S og alle E € ') .

BEVIS For alle endelige delalgebraer &' af $(u‘) er g°.g’

defineret pa ®°x®'. Derfor kan g%.8' ogsa defineres’ pa

2_al 2 41
Lim(2°x3") = (U™ ).
—] - QchD.

Som vi tidligere har set er et repetetivt instrument
fuldst=ndigt fastlagt ved sin maling og sin reduktion.
Nedenstdende satninger giver en fuldstendig beskrivelse af disse.

SETNING Lad M vere en simpel maling givet ved den ortogonale

resolution af enheden {MB;B c 3. Hvis instrumentet
gﬁ eksisterer, er det givet ved

gn(f)(S) = ((J £ dM)gn(l)S (271)

og MB ligger i kommutatoren til En(l)(r).

BEVIS Antag f¢rst, at W er endelig. Da er enhver tilstand givet
ved en tethedsoperator. Vi viser fgrst at MB er centrale.

By (1,)(5)
tr(MB ) =1, (272)
tr(8,(1,)(8))

hvilket viser at MB kommuterer med 81(19)(5)'

£ (10,0 (S)
tr(MB )y =1, (273)
tr (8, (10,)(S))
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hvilket viser at M kommuterer med gn(lca)(S). Derfor kommu-
terer MB med gﬂ(l)(S) = Sl(la)(S) + 81(1CB)(S)' saA MB kKommu-—
‘terer med alle tethedsoperatorer i gn(l)(ﬁ) og dermed med alle
elementer i gn(l)(W). Det viser at (225) definerer et instru-

ment, s& det er nok at bemarke at gn(l) = id, og at lg = M,
f )
hvilket er oplagt.
Det generelle resultat fas ved at bemzrke at en von
Neumannalgebra er direkte limes af sine endelige delalgebraer.

Q.E.D.

SETNING Lad €  vere et repetetivt instrument pa en von

- . Neumannalgebra W. Da er E(1l) givet ved en betinget forvendt-

. hing [E:W — W', hvor W' er en delalgebra af W. og 3(1)(¢)1;
_¢<E.

'BEVIS_Se,beviset i Davies (1976) med de n¢dvendige #=ndringer.
' Q.E.D.
En betinget forvendtning har typisk formen
E(R) = ) P AP (274)
4 1
hvor P.l er den til instrumentet h¢rende mAling.
Da de simple malinger ikke er ekstremalpunkter i mengden af

malinger, er det somme tider i kvantemekanik n¢dvendigt at
beskzftige sig med ikke repetetive instrumenter.
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8. IRREVERSIBILITET OG MALEPARADOKSER I KVANTEMEKANIK

8.1.Reduktion af bglgepakken

1 foregaende afsnit s4 vi hvordan repetetive instrumenter virker
pa kvantemekaniske tilstande. Lad S vere en tethedsoperator, og
lad et repetetivt instrument vere givet ved eh resolution (Pi)
af enheden. Hvis resultatet af en maling er i er tilstanden
efter madlingen givet ved tethedsoperatoren

P SP. (275)
s - = 1 1
' Tr(P SP )

og tilstanden siges at vzre kollapset. Det er hensigtsmessigt at
dele kollapset op i 2 dele. Dels en reduktion af tilstanden, hvor
S gé&r over i '

s' =Y PSP (276)

i 1 3
og dels et kollaps af S', hvor S' gar over i §.. Fordelen
ved denne opdelihg»er, at S er en konveks kombination af
tilstandene Si, sa det, der sker under kollapset af S', svarer

til det kollaps der sker, nAr vi sldr en terning og observerer
| (mAler) hvormange ¢jne, der vender opad. I terningtilfxzldet er
vores viden om udfaldet f¢rst givet ved sandsynlighedsvektoren
“(176,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6) og efter observationen er vor viden
‘givet ved et DiracmAl pa et af de 6 mulige udfald. Dette kollaps
af en sandsynlighedsfordeling foregdr ved, at vi kopierer
omverdenens tilstand ind i vores hjerne. Dettte er som vi sa i 5.1
et irreversibelt fenomen, men der er intet specifikt
kvantemekanisk ved dette, og de termodynamiske problemer, som
dette matte afstedkomme, vil ikke blive behandlet. vi wvil derfor
koncentrere os om reduktion af kvantemekaniske tilstande.

Et af de kendteste kvantemekaniske paradokser er "Schrodingers
'kat", der handler om reduktion af b¢lgepakken. Vi tznker os en kat
(f.eks. Schrodingers) sparret inde i en boks, der er isoleret fra
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omgivelserne. I boksen bliver der automatisk foretaget en
kvantemekanisk maling af en elektrons spin, og hvis elektronen har
spin <opl bliver en ampul med cyan-kalium knust, og de giftige
dampe drzber katten; hvis elektronen har spin <ned! sker der ikke
noget. Til sidst ser vi ind i kassen og konstaterer og katten er
d¢d eller ej. Hvad er der paradoksalt ved det?

Inde i kassen virker et instrument % P4 en (kat,elektron) i
tilstanden S},'hvilket resulterer i en tilstand S2 (<de¢d, opl
eller <levende,nedl). Ved at lave maAlingen ‘1' der bestar i at
kikke i kassen, fAr vi som resultat 21, at katten er d¢d eller
levende. 1 kassen er tydeligvis foregaet en reduktion af
tilstanden.

L — R
1 1

I (277)

N\

En anden made at beskrive det samme pa er at sige, at hele
kassen er i en ren tilstand. Der ga&r et stykke tid, men da
Schroédingerligningen, der beskriver systemets dynamik, er tids-
symmetrisk forbliver hele kassen i ren tilstand. Her t®nkes malin-
gerne 42 at gennemlgbe alle txnkelige kvantemekaniske malinger.

N\

(278)
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I den f¢rste beskrivelse er tilstanden for en del af systemet
reduceret, s& det mid den ogsa vere for hele systemet, hvilket er i
modstrid med den anden beskrivelse, i hvilken systemets <tilstand
forbliver ren! '

Der er 3 veje ud af dette paradoks:

1) Beskrivelsen er kun approksimativ. ,
2) Xvantemekanikken er ikke gyldig for maleinstrumenterne. Bohr
.synes nermest at have varet af denne opfattelse.

3) Be¢lgefunktionens reduktion er en art erkendelsesteoretisk eller
pPsykologisk fznomen. Det er sAledes noget, der f¢rst sker, nAr vi
opfatter det med vores bevisthed. F.eks. pre¢ver mangeverdens-
teorien at give et svar af denne type.

- Mulighed 3) er foreslaet som en forklaring pa b¢1gefunktionens
kollaps, men det skyldes at begreberne reduktion af tilstande og
kollaps af sandsynlighedsfordelinger ikke holdes ude fra hinanden.
Det er saledes svert at se hvordan mangeverdensteorien skulle
kunne forklare reduktionen af en tilstand. Samme kritik kan ofte
rettes mod argumenter for 2). Nedenstadende s#=tninger siger
tydeligt, at 1) er en gyldig vej ud af paradokset, og der er
sadledes ingen grund +¢il at diskutere mulighederne 2) og 3)
yderligere. |

SETNING Lad H vere et n-dimensionalt Hilbertrum og lad A vere
en positiv operator mindre end 1. Lad mengden G af tilstande
pd4 H vere forsynet med et sandsynlighedsmdl, der er invariant
under automorfier af 6. Da er E(tr(SA)) = 1/n <tr(A), og
g(tr(SA))—e 0 for n — 0.

BEVIS Da mAlet er invariant under automorfier g=lder

" E(tr(SA) tr(E(S)A) (279)

tr(1/n-+A)

l/n-tr(ad).

Lad fk vere givet ved fk(x) = 1/k-[{kx]. Da er A - fk(A)H <
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1/k, sa det er nok at vise s®tningen for operatorer af formen
fk(A). Da

o(tr(sh)) o(tr(s-} 1/k-1 (A))) (280)

[1/k,1+¢1/k)

o(}y 1/k-tr(Ss-1 (A)))

[1/k,141/k)

(2))),

n

) 1/keo(fr (81, 1 a0

s4 det er nok at vise satningen for operatorer af formen
1(l/k,hdlk](A)' alst4 projektioner, s& vi vil antage, at A er

en projektion. De stabile delmengder af = under automorfi er
mangderne af operatorer med givet spektrum (egenvardier talt med
multiplicitet). Det er nok at vise satningen for sandsynlighedsmal
koncentreret pA stabile delm=ngder. Lad § vere en tethedsmatrix

med egenverdier A € Sp(S) og tilh¢rende egenvektorer vy Da er

o(tr(USU*A)) = o(tr(U(T r-v,8v,)U"A)) (281)

n

T A+0(tr(U(v,ev,)U"A))

o<U(v1)IAU(v1)>

oA (V)IIE,

hvor v i den sidste 1linie genneml¢ber enhedskuglen i H
forsynet med Hausdorff-mdlet. Dette er lig normalfordelingen
i 2n reelle dimensioner restringeret til enhedskuglen. Antag at
A er projektion ned pa de f¢rste 2k koordinater, og sat v =

v + Vo hvor A(vl) =v, og A(vz) = 0. Da er Ilvlﬂ2 og Mvzﬂz

x“-fordelte med henholdsvis 2k og 2n - 2k frihedsgrader.
(se Bichel & Doksum 1977 s. 13). Tetheden for Hvill2 givet v
er derfor en B-fordeling med parametre k og n - k. Derfor er

. 2 .
variansen af Mviﬂ lig med

k(n - k)/nz(n +1) s1/(n+1) —m 0 for n — . (282)
Q.E.D.



KOROLLAR Lad mAlingen pu med wudfaldsrum U vere givet ved
resolution MB af enheden. Lad tilstandsrummet € vare forsynet
med et sandsynlighedsmAl, der er invariant under automorfier af
&. Da er §(”S(B)) = 1/n tr(MB), og g(pS(B))—a 0 for n — 0.

BEMZERK at E(uS(B)) = plln(B), hvor 1/n er maksimum entropi
tilstanden, hvor entropien H(S) af en operator S skal v=re

H(S) = -tr(S In(§)) (283)

Korollaret siger l¢st sagt, at en given maling vil give samme
resultat for de fleste tilstande. Et mindre generelt resultat i
denne retning er blevet bevist af Seth Lloyd (1988). Ovenfor ‘er
malingen holdt fast, mens tilstanden varierer. For at kunne draée
-nogen konkluSioner om hvorfor der ikke altid ses nogen reduktion
af bglgefunktionen, er det n¢dvendigt at bevise en tilsvarende
setning, hvor tilstanden holdes fast og mélingen tillades at
variere. Vi har derfor brug for et sandsynlighedsm&l p& mengden af
malinger.

En endeligt frembragt konveks mengde udsp=znder et eﬂdeligt
‘dimensionalt vektorrum. Dette har et Haarmal, der er entydigt
bestemt op til en faktor, Hvis den konvekse mezngde er kompakt, er
malet af den endeligt. Det kan derfor normeres. Herved er der
konstrueret et entydigt bestemt sandsynlighedsmal til den
konvekse, kompakte mengde. Vi vil referere til dette som det
kanoniske mal pA den konvekse mengde. I beviset for neste s=tning
far vi brug for f¢lgende lemma.

LEMMA Lad H vere et n-dimensionalt Hilbertrum og lad [0,1]) v=re
mengden af positive operatorer pA H forsynet med det kanoniske
sandsynlighedsmal. Da er E(1/n tr(A)) = 1/2 og o(l/n tr(pr)) — O

for n — w.
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BEVIS Afbildningen A — 1 - A er affin og bijektiv pa [0,1],
hvilket viser at

E(1/n tr(a)) E(1/n tr(1 - R)) (284)

1 - E(1/n tr(R))

bg dermed

E(1/n tr(a)) = 1/2. (285)

Hvis A skrives pa formen

1 X
a
2
A= .. (286)
X
far man
Var(l/n tr(A)IA € [0,1]) = Var(l/n } a |A € [0,11) (287)

1/n%(¥ var(a ) + ¥ Cov(a,,a))
i ! i#j !

l1/n Var(ai) + (n-1)/n Cov(al,az)

Da Var(ai) < 1, er det nok at vise, at Cov(“a'“z) £ 0. Der
gelder

Cov(a1,a2) E(aiaz) - E(ai)E(az) (288)

E(E(“1|“2)“2) - E(ui)E(uz)

E((E(atlaz) - E(ui))az)

St F = f(“z) = E(u”az) - E(ai). Hvis f kan vises at vare
aftagende, er .(E(wla,) - E(a))a, = F-£ '(F) en konkav funktion
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af ¥, og der g=lder

Cov(a,,a,) = E(F-£ Y(F)) s E(F)-£ Y (E(F)) = 0 (289)

Tilbage er altsa at vise, at E(a“az) er en aftagende funktion
af a,. Lad B vere den del af A-matricen, der er forskellig

fra « o a @
1 g 2

A= ' - -~ (290)

Da er E(a“az) = E(E(a“az,B)). s4 det er nok at vise, at
E(ailaz,B) er aftagende for fastholdt B. Afbildningen (aa'az)
— A er voksende i begge variable for fastholdt B. Envidere er

{(ay.0) IR € [0,11) = {(a,0a,)IA 2 03n{(a,,a,)IA 5 1} (291)

‘Nu er {(“1'u2)|A 2 0) en konvekas mengde, der er afgrznset af en
aftagende konveks funktion g.

// {(“1'az)'A 2 0)

— (292)

Tilsvarende er {(“1’“2)|A £ 1) afgrenset af en aftagende konkav
funktion h.

{(a s )IA € [0,1]3

[» 4
2
v
, 2 (293)
1

“Da er {(a1,a2)IA € [0,1)) afgrenset af g og h,
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og
g(a,) + h(a,)
2 [

E(ailaz,B) = (294)

hvilket oplagt er en aftagende funktion.

SETNING Lad H vere et n-dimensionalt Hilbertrum og lad S vere
en tilstand pA H. Mengden M af malinger pA H med det endelige
udfaldsrum U udg¢r en konveks mengde, og kan derfor forsynes med
det kanoniske sandsynlighedsmal. Da vil E(us(u)) =1/k, u € U,
hvor k er antallet af elementer i U, og o(us(u)) — 0 for n

-y O,

BEVIS. Den f¢rste padstand indses let, idet

) E(ug(u)) = E(p (U0)) = E(1) =1 . (295)
uely

Da sandsynlighedsmAlet pA M er invariant under automorfier, kan
vi-if¢lge ovenstaende s»tning antage, at § = 1/n.
Da
L ug(u) =1 (296)
u€l

er det nok at vise, at

(297)
o(ps(u) - us(u')) = 2~o(1/2-us(u,u') - us(u'))—q 0 for n — o,

Det kan reduceres til at vise, at E(us(u’)) = 1/2-us(u,u') og
o(us(u'))—4 0 for n — ®, givet ps(u,u') for alle ps(u,u').
Det f¢rste er oplagt. Hvis us(u,u') er givet ved operatoren Cc
er det det samme som at vise at od(tr(l/n-A)) — 0 for n — o,
givet 0 <A S C. Men 0 <A SC er ensbetydende med 0 s D < 1,

hvor D = ¢ Y2ac 2, Envidere galder
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tr(1/n-c*’?pct’?) (298)

tr(1/n-A)

tr(1/n-CD)

1/n-tr(1>)-tr(€?%ﬁ7 c)

D

If¢lge ovenstiende s=tning er tr(g?T57C) tet pA 1/n-tr(C) med

“1/2, ~-1/2

AC
er den transformerede sandsynlighedsfordeling af D den kano-
niske, og 1l/n-tr(D) vil derfor vere t®et pa 1/2 if¢dlge lemmaet.
Derfor er tr(SA) med stor sandsynlighed t®t pA 1/2-tr(SC). Det
viser us(u) med stor sandsynlighed er tet pa 1/2-us(u,u').
' Q.E.D.

stor sandsynlighed. Da afbildningen A — C er affin,

Setningen siger 1¢st sagt, at resultatet af et fysisk
eksperiment vil vere uinteressant med mindre malingen er valgt
sAledes, at der kommer et interessant resultat. Specielt vil en
maling ikke kunne skelne mellem en ren og en reduceret tilstand
. med mindre malingen er specifikt indrettet til at skelne mellem
den rene og den reducerede tilstand. Og det er 1lige precis hvad
man oplever eksperimentelt! Ovenstéaende fortolkning kreaver
naturligvis, at man akcepterer det kanoniske sandsynlighedsmal som
et relevant mal pA mengden af malinger.

BEMARK at E(us) er maksimum entropi fordelingen pa u. Dette
sammenholdt med resultatet i 3.3. giver, at hvis man laver en
tilfeldig mgling om hvilket man kun ved at E(u) € K, hvor KX
er en konveks mzngde, da vil E(us) med stor sandsynlighed vare
maksimum entropi fordelingen i K.

8.2.1kke-kausalitet og EPR-paradokset
Ved en lokal kausalmodel vil vi forstid en I-model, der ved ind-
fersel af passende skjulte variable kan udvides til en lokal I-

model, der er invariant under den restringerede inhomogene
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+
grund, der a priori skulle v=re, +til at <tro at alle fysiske

Lorentz-gruppe. Vi vil antage at (rm‘$0)+ = M. Den eneste

processer kan beskrives med lokale kausalmodeller er Aarsagssat-
ningen, og den har vi tidligere afvist som varende a priori almen
gyldig. Den kvantemekaniske formalisme Abner mulighed for afvis-
ning af lokal kausalitet, idet de variable tilstand og maling ikke
n¢dvendigvis er lokale variable.

En maleprocedure skal bestad af 2 uafhangige detektorer, der hver
kan roteres om deres f®lles akse. Preperationen skal bestad i ud-
sendelse af spin-1/2 partikler. Vi vil antage at der er tale om et
element=ert kvantefznomen, hvilket skal betyde at det skal beskri-
ves med en irreducibel representafion af T2. For hver detektor
defineres en lokal variabel Bi, i =1,2, der angiver med hvilken
vinkel den er roteret. Envidere defineres 1lokale variable Di,
der angiver om der er detekteret noget eller ej. Endnu en variabel
K defineres, og den skal angive, om der er koencidens, altsia om
D1 = Dz. Vi ved, at maling af variablen X kan skrives som en
konveks konbination af en madling, der ikke afhenger af vinklerne
men af d¢dtid i detektorer og lignende,og en maling, hvori en K
er determineret for visse vinkler. Antag at K er determineret
for visse vinkler. Da gslder

cos(e1 - 62) + 1
P(D, # D_16_,06_) = (299)
1 2 71" 72 2

Vi har f¢lgende netvark

////; \\\\\ (300)

SpprgesmAdlet er om korrelationerne mellem de variable kan for-
klares ved hj=lp af en lokal kausalmodel. Der er 2 muligheder.
Enten kan man tilf¢je en eller flere pile mellem variable med for-
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skelligt nummer. Eller man kan indf¢re en lokal skjult wvariabel,
s4 man fAr f¢lgende diagram

SN

Ved at inds#tte sandsynlighederne i Bell's uligheder og ved f.eks.
at valge fglgende vinkler ses ulighederne at vere brudt. Man kan
derfor ikke l¢se problemet med en skjult variabelmodel. Hvis hele
madlingen er saledes arrangeret, at Div og D2 er spartielt
separerede, kan man ogs& udelukke en pil mellem D1 og Dz' dé
modellen i s& fald ikke kan udvides til at vare invariant under
N$s20 uden at bryde foruds=ztningen (r%8$0)+ = M. ’

Ovenstaende viser, at hvis man kan lave en fors¢gsopstilling,
der kan modelleres af ovenstaende, s& Lkan lokal kausalitet
afvises. Men a priori kan man ikke vere sikker pA at ovenstaende
modellerer nogetsomhelst, hvilket mange fysikere i mange Aar
troede. Hvis man ikke kraver spartiel separation er det forholds-
vis overkommeiigt at lave noget, der med stor n¢jagtighed model-
leres af ovenstadende: elektroner udsendes enkeltvis mod 2 Stern-
Gerlach apperater, hvor den enten vil blive detekteret af det
forste, og derefter fortsztter for eventuelt at blive detekteret
af det andet. Det fo¢rste Stern-Gerlach-apperat vil splitte elek-
tronstralen og det kraver en dygtig eksperimentalfysiker at samle
stralen igen efter detektion. Der kraves naturligvis mege£ fol-
somme detektorer, og det hele skal kunne roteres. Her vil man
naturligt vende pilen fra Di- til Dz.

Hvis man krsver spartiel separation af D1 og Dz, er opgaven
derimod meget vanskelig. Det f¢rste rigtigt overbevisende forsdg
med spartiel separetion blev lavet af Allan Aspect 1 1982. Han
brugte fotoner (der er spin-1 partikler) i stedet for elektroner,
hvilket blot betyder at vinklerne i beregningerne skal =ndres med
en»faktor 2. Ved et kaskade henfald af et eksiteret kalciumatom
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udsendes 2 fotoner i modsatte retninger og med samme polarisering.
Disse rammer da polaroidfiltre, der kan roteres wuafhengigt. Da
fotoner beveger sig med lysets hastighed vil D1 og D2 auto-
matisk blive spartielt separerede. For ogsa at fa 61 og 62
separeret blev disse styret af uafhengige tilfeldighedsgenera-
torer, der skiftede vinklerne med tidsinté;valler mindre end £/c,
hvor £ er afstanden mellem de 2 polarisatorer. I stedet for at
dreje polarisatorerne blev strialen med en optisk switch styret'til
at ramme en af 2 faste polarisatorer i hver ende af opstillingen.
De 4 detektorer var elektrisk forbundet med en central koincidens-
tzller. At konstruere en sddan forsggsopstilling er en stor tek-
nisk prestation og kraver naturlig en dygtig kvantemekaniker.

Man kan altid afvise konklusionen af et fors¢gg ved at forklare
forsggsresultatet ud fra nogle ad hoc antagelser, og det er i h¢j
grad gjort med dette fors¢g. En af de mere alvorlige indvendinger

er at man rent faktisk kun observerer 61, 6 og K. Derfor kan

2

D1 og D2 opfattes som skjulte variable og den observerede del

af netvarket er

(302)

og det er jo en p@n lokal kausalmodel. Et fors¢g, der kunne afvise
dette argument, ville kreave at der p& et <tidspunkt mellem
detektionen i enden og registreringen i koincidenst®lleren er sket
en irreversibel proces.

Det vesentlige ved fors¢get er dog at det gav et resultat, som
tilhengere af lokal kausalitet (heriblandt Aspect selv) ikke havde
ventet pa forhAnd. Kvantemekanikken, der er ikke-lokal, er dermed
anvendelig selv i situationer, hvor dens modstandere troede den
ville blive falsificeret. Hvis man vil bevare +troen pa 1lokal
kausalitet, er den eneste mulighed at lave en alternativ teori,
der beskriver fors¢gene bedre. Fors¢ggene skulle med andre ord ikke
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model leres med irreducible representationer.

Der er lavet andre fors¢g +til at pavise ikke-lokalitet, og
resultaterne fremgdr af nedenstaende skema taget fra Redhead
(1987). Her betyder ¢y at fors¢gsresultaterne stemmer overens med
kvantemekanikkens forudsigelser, mens + betyder at der er en
signifikant afvigelse.

Eksperimenter med synligt lys

1972 4/ Freedman & Clauser Ca kaskade
1972 + Holt & Pipkin Hg kaskade
1976 ¢y Clauser Hg kaskade
1976 4/ Fry & Thomson Hg kaskade

1981 y Aspect, Grangier & Roger Ca kaskade
og 1-kanal polarisatorer
1982 4 Aspect, Grangier & Roger Ca kaskade
og 2-kanal polarisatorer
1982 ¢ Aspect, Dalibard & Roger Ca kaskade
og optiske switche
1985 ¢y Perrie, Duncan, Beyer & 2-foton emision fra metastabil
Kleinpoppen atomar deuterium

Lavenergi proton-proton spredning

1976 Y Lamehi-Rachti & Mittig spin-korrelation
ved dobbeltspredning

Eksperimenter med y-straling

1974 + Faraci, Gutkowski, Compton polarimeter og

Notarrigo & Pennisi 22Na kilde _

1975 ¢/ Kasday, Ullman & Wu Compton polarimeter og
®4cu kilde

1976 4/ Wilson, Lowe & Butt Compton polarimeter og
®cu kilde

1977 / Bruno, d'Agostino & Compton polarimeter og




Maroni 22Na kilde

Da kvantemekanikken er ikke-lokal er der ingen grund til at tro
at de kvantemekaniske variable opfylder aksiomet om komposition,
s4 generelt kan man ikke forvendte at kunne lave grafiske modeller
for de betingede uafh®ngigheder mellem de variable.



9. IRREVERSIBILITET I TERMODYNAMIK OG STATISTISK MEKANIK

9.1.Ehrenfests urnemodel.
1 Ehrenfests urnemodel for diffusion haves 2 urner, der hver

indeholder et vist antal kugler. Hvert 10. minut tages en tilfel-
dig kugle og l=gges over i den anden urne. Lad Rt betegne antal-
let af kugler i den f¢rste urne. Hvis begyndelsesbetingelserne er

givet udger Rt en markovkede

2 (303)

og pilene kan vendes. Beskrevet pad denne made indeholder modellen
ingen retning. Imidlertid er Po ‘bestemt af ydre forhold sa&som
vore beslutninger. Hvis P0 er en fri Dbeslutningsvariabel, skal
P0 imidlertid vere initial i netverket. Hvis vi lader Po vere
bestemt af 2 terningkast 9 og J', da fas netvarket

2 (304)

og her kan pilene ikke vendes. Det vil sige, at hvis den m&de;
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begyndelsesbetingelserne er dannet pa&, inddrages i betraginin-
gerne, sa vil reversibiliteten forsvinde. 1 Reichenbach's (1956)
terminologi vil man sige at systemet er kvasilukket, idet
det vekselvirker med omgivelserne og herefter er lukket. Teorien
for betinget uafhengighed mA her betragtes som en precisering af
hvad det skal betyde at vare kvasilukket.

Det f¢rste diagram er ikke symmetrisk i tid, idet der i alminde-

lighed g®lder at P(l“u1 = rIPt =r') # P(Pt = rlP“1 =1r'). ‘Der
findes imidlertid en fordeling H, pa R1' sd fordelingen pu pa
(Rx’ Rz,...) er symmetrisk i tid. Da kan P f&s ved at opdatere

4 med hensyn til PIR . Da ge=lder
1

D(Pliu) E(D(P(-IRI)HM(-IRi))) + D(P|R1“u1kt) (305)

R
1

= D(P Nu )
IR1 |91

Denne stgrrelse maler afvigelsen fra tidssymmetri. St¢rrelsen
D(P‘R mﬂn ) er aftagende i tid, og er den maksimale entropi
L t

minus entropien. Envidere vil D(P'R mﬁn ) konvergere mod nul
t t

for t gAende mod uendelig. Indf¢r nu nye variable X:, der an-
giver i hvilken urne den i'te kugle er til tiden t. Da fas f¢l-

gende diagram

. (306)

Informationsgevinsten ved opdatering med hensyn til R1 bliver
det samme som f¢r, men det er lettere at beskrive den tidssymme-

triske proces ((X;)‘, (xi)i,...). Enhver anden skjult-variabel-
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model for processen (R1’ Rz,...) vil give samme informations-
gevinst ved opdatering, da den kun afh®nger af den nye og den
gamle fordeling af R1' Det f¢lgende afsnit vil behandle termo-

dynamiske systemer efter samme retningslinier.

-.9.2.Exergi og information

Lad © vere tilstandsrummet for et termodynamisk system. Vi vil
antage at 6 er endeligt frembragt. Lad T, betegne.den afbild-
ning, der sender en preparation % € B til tiden t' i den til-
svarende pr®paration til tiden t' - t. Hvis J og 9* er for-
skellige variable, der pavirker preparationen, sa fas fg¢lgende
Bayesianske netverk

-
— e
3

t <t

-3
ga B
A4

9§ —

(307)

7NN
g g

Det ses, at det Bayesianske netverk er reversibelt, netop hvis
- begyndelsesbetingelserne ikke tages med i betragtning.

For t 2 0 virker 'I't ogsA p& tilstandsrummet, thi hvis A&(%?) =
A(®') for alle malinger y s4 gexlder specielt A(Tt(?)) =
A(Tt(9')) idet l.oTt er en maling. Hvis t < 0 er det ikke
sikkert at JLoTt er en maling, thi det kan i1 sa& fald v=re at
Tt(?) er en preparation, der er senere end malingen y Herved
har vi en virkning af R+ PA 6. Antag at t — Tl € aff(c,06)
er kontinuert. Mzngden Kt af fixpunkter for Tt er en konveks

kompakt mengde, og K1/2n er en aftagende f¢lge og har derfor en
ikke-tom kompakt konveks f=llesmengde K. Da K er invariant
under T  _n er K ogsa invariant under T oo for meN. P4
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~grund af kontinuitet er K derfor invariant under Tt for alle
teR,. S=t

inf D(¢lly) . (308)
yekK

D(¢liK)

Da er D(Tt(¢)HK) er en aftagende f¢lge for en vilkarlig tilstand
¢. Lad 6" betegne en konveks mengde med en virkning T*:R+ —_
Aff(6",6*) og lad N betegne en affin afbildning €& — ¢,
sdledes at nedenstadende diagram kommuterer.

n
6" — 6
x x (309)
ITt ITt
n
" ——— ¢

Da gelder D(¢lK) = D(ﬂ"(¢)MF1(K)), hvor h¢jresiden er supremum
over malinger pA c* af formen a-l, hvor y i genneml¢ber
malinger pA G. Specielt kan G* betegne P<P*, hvor 93* er en
mengde af skjulte variable. Denne mengde er et simplex. Lad
ae(nxn*) betegne ekstremalpunkterne { P3*. Da svarer elemen-
terne i P<P* til sandsynlighedsfordelinger pa ae(nxn*), og T
er givet ved det Bayesianske netvark

x
%, (310)

I t <t -
X

9t
hvor P* genneml gber ae(sxm*). Netvarket wvil vere tids-
symmetrisk, netop hvis ¢ € K. Lad 2 betegne de sand-
synlighedsmAl, der giver en Markovproces af formen (310). Lad
envidere 6 betegne den afbildning, der sender en Markovproces
ind i den tilstand, der fas ved at anvende I pA fordelingen af
?0. Lad envidere betegne den afbildning, der sender en
Markovproces ind i fordelingen af ?;. Da g®lder

L e T el




D(IK) = DO (I8 (X)) = D(Q-8" () 10-071 (X)) (311)

Antag at QoG“CK) er ét punkt og at dette svarer til sandsynlig-
hedsmalet P pa ae(nxm*).' Hvis 0Q-0°'(¢) = conv(R), hvor A ¢
ae(nxn*), s4 gelder ifglge eksemplet pA side 24

D(0-8 1 ($) 08" (X)) = -1n(P(A)) . (312)

Denne sidste st¢rrelse er ofte forholdsvis let at beregne, idet
P(A) er sandsynligheden for at fa en begyndelsesbetingelse som
. den observerede, hvor sandsynlighedsmalet er fastlagt ved at
skulle vere invariant wunder tidstranslationer. -

Klassisk termodynamik tog sit udgangspunkt i studiet af varme-
maskiner og deres effektivitet, og det samme vil vi nu g¢re.
Betragt nu et instrument § der skal 'suge energi ud af det
termodynamiske system. Den til instrumentet h¢rende maling skal
angive hvor meget energi der er overf¢rt fra det +termodynamiske
system til instrumentet. Da er £8(¢) en sandsynlighedsfordeling
PA R og hvis . E € R betegner energien s& skal lg(¢)(E)
betegne middelenergien. Lad 3 vere mengden af instrumenter vi
har til radighed til at tappe det termodynamiske system for
energi. Hvis €€ 3, sa vil 8T € 3. Exergien af en tilstand
¢ er defineret som '

Ex(¢) = sup A (#)(E) . (313)
8el

Med denne definition g=lder der automatisk, at Ex(Tt(¢)) er en
aftagende funktion af t. Bemark at Ex er en Kkonveks funktion
af ¢.

EKSEMPEL™ I klassisk termodynamik er exergien af et system i
termodynamisk ligevegt givet ved

Ex(¢) = E - TOS + pov s (314)




hvor E, S og V er den indre energi, entropi og volumen i
tilstanden ¢, og ’I‘° og P, er omgivelsernes temperatur og
tryk.

Lad der vare givet et system bestaende af flere delsystemer der
hver for sig er i termodynamisk ligevegt. Lad Tl °g P, betegne
henholdsvis temperatur og tryk af systemet, hvor delsystemerne er
bragt i termodynamisk ligevaegt. Lad ¢ Dbetegne hele systemets
tilstand og lad d>i betegne tilstanden af de enkelte delsystémer.
Lad envidere ' angive tilstanden efter at systemet er bragt i
termodynamisk ligevegt. Exergien af det lukkede system er summen
af exergiendringérhe for delsystemerne, nAr disse bringes i termo-
dynamisk ligevegt (med ligevegtstilstanden, der her kan betragtes
som "omgivelserne):

L Ex(¢,) - Ex(9)) (315)

Ex(e)

L(E(6) = T S(6,) + pV(6,))- L(E($]) = T S(&!) + p V(¢!))

(E(¢) = T S5(¢) + p,V(®)) = (E(¢') = T S(¢") + p V(¢'))

TI(S(¢') - 5(9))
thi E(¢) = E(¢') og V() = V(¢'), 1idet systemet er Jlukket.

Formelen i ovenstaende eksempel viser, at for et lukket system i
klassisk termodynamik er voksende entropien =kvivalent med af-
tagende exergi. Begrebet exergi har den fordel, at det i
mods#tning til entropibegrebet ikke kr=ver en
ligevegtstermodynamik. Mange problemer i termodynamik skyldes
netop, at man fors¢ger at anvende ligevegtstermodynamik pa
ikke~ligevegtssystemer.

For en tilstand ¢ af et termodynamisk system er der saledes
defineret 2 st¢rrelser, Ex(¢) og D(¢lX), der begge aftager med
tiden. Der er en sn®ver forbindelse mellem disse storrelser. Hvis
vi arbejder i et reduceret tilstandsrum &' defineret ved, at man
udelukkende betragter malinger, der svarer til instrumenter i 3,
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fas

: . . da.(¢)
D(¢lIK) = sup inf A.(¢)(In(— )) . (316)
2e3 ek ° Az (¥)
Lad ELE,.... vere de forskellige energiniveauer i

instrumentet. Vi tenker os at den invundne energi foreligger pa en
made, der kan beskrives med klaésisk termodynamik. Vi tenker os nu
m + n uvafhengige termodynamiske systemer, som § anvendes pa.
De f¢orste m systemer skal vere i tilstanden ¢, mens de sidste
| n skal vere i tilstanden y. Vi vil antage at n er stor. Da
vil cirka m-lg(¢)(Ei) af de f¢rste vere i energitilstanden Ei,

mens cirka -m-lg(w)(Ei) af de sidste vil vere i energitilstanden

Ei. De sidste skal vare vort varme reservoire. Hvis lg(¢) ikke
er minimum informations fordelingen, findes en klassisk beskrevet
varmemaskine ¥', der vinder energi ved at omfordele energien
mellem de forskellige energiniveauer, sAledes at Ag,og(w)
lg(w), og saledes at L8,08(¢) er minimum informations-
fordelingen mgd referencetilstand ﬂs(w). Antag, at hvis ¥ € 3,
s vil ¥'-.% € 3. Men hvis Ag(¢) er minimum inforﬂstia;f—
fordelingen med refergncetilstand .ls(w), sA er ln(—a;ETaT—)
netop et wudtryk, der er proportionalt med forskellen i
middelenergi mellem As(¢) og 18(w). Hvis det antages, at det i
bedste fald gzlder at Ag(w)(E) = 0 for ye K, s& gelder

Ex(¢) = aD(¢lK) , (316)

hvor « er en konstant. En formel af denne type kaldes somme
tider Boltzmann's bro efter Bolzmann (se Olsen & Berning 1989) som
var den f¢rste, der fandt en formel der sammenknytter sandsynlig-
heds- og energibegreber.

Bemark igvrigt, at ovenstdende demonstration af entropiens vakst
ikke umidlbart kan anvendes pA universet som helhed, idet energi
er et relativistisk begreb. En korrekt anvendelse af termo-

dynamiske betragtninger paA selv-graviterende systemer antyder




tvertimod, at universet ikke vil lide den varmed¢d som Bolzmann
forudsagde. Se Davies (1974) for referencer.

9.3 Fluktuationer

Et statistisk mekanisk system i termodynamisk ligevagt vil underga
fluktuationer, hvilket vil sige at gentagne malinger af samme
st¢grrelse ikke vil give samme resultat. St¢rrelsesordenen af
fluktuationerne vil vere n'’/?, hvor n er partikelantallet.
Eksempelvis vil resultaterne af energimalinger kunne fluktueré PaA

trods af at middelvardien af den fri energi (exergien)‘ er

aftagende. Man kan saledes have tilvekst i fri energi for et
lukket system. Hvis man definerer entropien ved hjelp af den fri
energi, si4 kan man have et entropifald! Ved at definere en
termodynamisk tidsretning som retningen for entropivekst opstAr
den besynderlighed at den termodynamiske tid ikke giver en total
ordning af den geometriske tidsparameter t. Den termodynamiske
tid wvil pege bort fra enhver fluktuation. Nogle opfatter
universets opstden som en fluktuation, hvorved den termodynamiske
tidsretning fra begyndelsesbetingelser mod 1ligevegt ogs& kan
opfattes som en bevegelse bort fra en fluktuation.

entropi/termodynamisk tid

max. ent. sertziesisesy
A

//, fluktuation

~ —
geometrisk tid

begyndelse

Et st¢rre statistisk mekanisk system kan deles op i delsystemer,
der hver wvil undergad fluktuationer, og p& samme tid vil
forskellige delsystemer kunne have modsat rettede termodynamiske
tidsretninger. Alt dette taler mod, at termodynamisk tid defineret



o

pA denne made kan benyttes til at definere et anvendeligt

tidsbegreb.







- 10. KAUSALE L@OKKER OG LIGNEDE

De foregaende kapitler har vist, at tid og kausalitet i alminde-
lighed svarer til orienteringen af 1I-modeller. I dette kapitel
skal vi pr¢ve at analysere nogle eksempler fra litteraturen, der
h¢rer ind under begrebet kausale lg¢kker. Nar det somme tider giver
anledning til paradokser, skyldes det at man enten forestiller sig
noget usandsynligt eller at paradokset slet ikke kan .modelleres
ved hjzlp af I-modeller.

10.1.Tidsrejser

I science fiction 1litteraturen forekommer somme tider tids-
maskiner eller andre indretninger, der kan bringe en person pa et
tidspunkt til at leve videre pA et andet tidspunkt. Den ene type
tidsmaskine kan bringe en person ud i fremtiden, og den anden type
kan bringe en person tilbage til fortiden.
. Den f¢rste type er fysisk mulig if¢lge relativitetsteorien,
hvilket af nogle mennesker, der ikke har vennet sig til tanke-
gangen, stemples som et paradoks. Det foregdr ved, at en person pa
jorden placeres i en raket, som accelereres op til en hastighed
ner lysets. Den flyver s& et stykke tid, vendes og flyver tilbage
til jorden. Personens tidsmalinger er nu ikke synkron med tidsreg-
ningen pA jorden. Personen er kommet ud 1 fremtiden. Det er
vigtigt at bemzrke, at det i denne forbindelse er ligegyldigt om
personen mAler tiden fysisk eller biologisk via sin egen @#ldning.
Personen er med andre ord yngre end sin tvillingebror, der blev pa
jorden. Situationen er asymmetrisk, idet det kun er den ene der
bliver udsat for de voldsomme akcellerationer og decellerationer.
Biologisk set kunne det samme vere opniet ved at ham pa& jorden
havde et hArdt og stresset liv, mens den anden levede et sundt
liv. En person, der ser gammel ud, er biologisk set gammel, idet

knogler o.s.v. bliver ®ldet sammen med vores udseende. At ure, der




beveger sig med stor indbyrdes hastighed ikke gAr synkront, er en
kendsgerning, som man mAd venne sig til. Ud fra denne synsvinkel er
det paradoksale, at det sA ofte kan lade sig g¢re at lave synkrone
ure. Derfor vil vi ikke beskeftige os mere med tidsrejser til
fremtiden.

Den anden type tidsmaskine bringer en person tilbage til for-
tiden. Personen medbringer ur og Kkalender ind 1 tidsmaskinen,
trykker pA en knap og ankommer til et eller andet sted pa et
tidligere tidspunkt. Hans tidsmAling er nu ikke synkroniseret med
omgivelsernes, idet hans ur viser et senere tidspunkt end omgivel-
sernes. Herefter skulle der kunne ske forskellige underlige ting.
Se Ray 1991, Wells 1958, Dummett 1986 for eksempler.

Lad os f¢rst give en beskrivelse af en kausal l¢kke i termer af
hybridgrafer.

Systemer med feedback er blevet studeret meget i systemteori, og
Wright (1960) giver en behandling af emnet 1 termer af path-
diagrammer. Disse unders¢gelser betragter fxnomenet dynamisk i den
forstand at hvis A pavirker B og B pavirker A, s& er der
tale om variable til forskellige tider. Hvis At og Bt betegner
de variable A og B til tiden ¢, sA& kan situationen beskrives
med I-modellen

A B (317)

t>< Bt¢1

t+2 1t+2

De behandlede diagrammer indeholder sidledes ingen l¢kker. Der er
dog ikke noget i vejen for, at I-modeller kan indeholde orien-
terede lg¢kker, hvilket er emnet for dette afsnit.

EKSEMPEL (Flip-flop) En flip-flop bestar af 2 krydsforbundne
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nand-gates.

(318)

F G

Her betegner E, F, G og H de logiske variable. Sandhedsverdi-
erne fremgdr af nedenstiende sandhedstabel:

. : E H FI|G (318)

1 0
0 0 eller
0 1

Vi vil tillegge hver af de 2 muligheder i nederste rubrik sandsyn-

ligheden 1/2. I praksis er (F,G) bestemt ved at (F,G) = (1,0),
hvis (E,H) 1lige f¢r har antaget verdien (0,1), og (F,G) =
(1,0), hvis (E,H) 1lige f¢r har antaget vardien (0,1). De

variable kan beskrives med nedenstidende I-model:
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F—— G (319)
[
E H

Bemzrk at sandsynlighedsfordelingen pA F og G ikke er fastlagt
ved sandsynlighederne for E og H ‘samt den betingede sandsynlig-
hed for F givet E og G, og den betingede sandsynlighed for
G givet F og H.

EXKSEMPEL Nedenstadende diagram angiver en elektrisk svingnings-

kreds.
R L

2
Ri R3-
— - (320)
- |
R c

Lad Ii, i =1,2,3,4 betegne str¢mstyrken gennem modstand Ri. Da
kan str¢mstyrkerne (forsynet med passende sandsynligheder) beskri-

ves med nedenstaende I-model:

I —1 (321)

SETNING Lad 4 vere en hybridgraf, der indeholder en orienteret
l¢kke. Da er # =kvivalent med «#', hvor d4' er fremkommet af
4 ved at vende alie pile i den orienterede 1l¢kke, og erstatte
enhver pil fra en variabel X wuden for l¢kken til en variabel Y
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i l¢kken med en pil fra X til Y's efterkommer i l¢kken.

—mly § o o ® @ el * * ——— PP ® Grm—— ¢

—— i o l — —— 1 a' T‘\) (322)
o Lo

BEVIS Det kommer af, at &£ og 4' er orienteret ens og har samme

moralgrafer. ' . Q.E.D.

Orienteringen af en orienteret 1l¢kke er derfor ikke entydigt
- bestemt. Det er her vigtigt at bemerke at det er forudsat at
uafhengighedsrelationen er svagt transitiv.

I \

A"l — Az + A —— eee An-_-;—» A

T 1 I T 1
B, B, B, B . B (323)

Antag at alle A-variable i ovenstaende diagram er determineret
af sine forzldre. Hvis sandsynlighedsfordelingen pa de variable

Bi, Bz, Ba""Bn har positiv tethed og alle mulige verdier af An
er forenelige med Bz’ Ba""Bn’ kan vi bestemme
= o -1
fB = (fB ofB i fB.) (324)
1 2 3 n

uafhengigt af verdien af Bi, s4 pilen fra 31 ‘til A1 i det
oprindelige diagram kan fjernes, uden at dette holder op med at
vere en I-model. Tilsvarende kan alle andre pile mod 1¢kken
fjernes, hvorved alle variable i l¢kken bliver ®kvivalente. Vi har
altsa vist, at A w B , medfg¢rer at A = B, hvis de omgivende
variable er tilstrakkeligt uvafh®engige. Hvis variable i en hybrid-
graf slas sammen, dersom de er ®kvivalente, fas derfor en I-model
uden orienterede l¢kker. Det er f.eks. ofte baggrunden for at
danne vektorer ‘i fysik. Det er s& almindeligt, at sla #=kvivalente
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variable sammen, at orienterede 1l¢gkker har veret et overset
fenomen i forskningen af modeller for betinget uafhengighed. Mange
af de orienterede lgkker, folk har diskuteret, er narmest blevet
anset for at vere patologiske og ikke uden grund, for i nesten
alle de ikke patologiske tilfzlde er =kvivalente variable slaet
sammen..

Hvis tidsrejser skal beskrives med I-modeller, er der 2 mulig-
heder. Enten forestiller man sig en I-model, der indeholder en
orienteret l¢kke, eller at der de facto er foregidet en tidsrejse.
Det sidste indebzrer at ens "recording system" ma& indeholde en
orienteret l¢kke, hvilket ikke kan lade sig g¢re for ideelle
"recording systems". Hvis I-modellen indeholder en orienteret
l¢kke, og de variable i l¢kken betegner makroskopiske variable,
vil entropien med stor sandsynlighed vokse rundt langs 1l¢kken,
hvilket er umuligt. A priori sandsynligheden for at have en +tids-
rejse er med andre ord forsvindende lille. Faktisk er den lige s&
lille som sandsynligheden for at et termodynamisk system til et
tidspunkt vender tilbage til sin begyndelsestilstand. Hvis man
gentagne gange oplevede noget man a priori havde anset for
usandsynligt, kan man pr¢ve at give en forklaring. Det kunne
skyldes en ny type symmetri, rum-tidens s®rlige struktur (se
neste afsnit) e.lign. Dette kunne beskrives med skjulte variable,
men ved at inddrage disse vil hele 1I-modellen =ndres. Alle dag-
ligdags forestillinger om hvilken retning tiden har wvil bryde
sammen i overensstemmelse med at en orienteret 1l¢kke ikke har
nogen entydigt bestemt orientering. Man kunne derfor lige sA godt
sige at det var omgivelserne der var en tidsmaskine, og tids-
maskinen, der er omgivelser. Mere sandsynligt er det at alle
fenomenerne i den kausale lg¢kke forekommer at vere samtidige. I
“science fiction" beskrivelserne af tidsmaskiner er der aldrig
tvivl om tidens retning i omgivelserne, hvilket tyder pA at be-
skrivelserne ikke kan vere fysisk korrekte.

Der er fornyligt udtenkt en kvantetidsmaskine (Vaidman 1991), og
beskrivelsen af denne forklarer bedre end noget andet hvad der kan
lade sig g¢re og ikke lade sig g¢re. Her kan en partikel sendes
tilbage i en fortidig <tilstand, men med fortid menes en
rekonstrueret fortid som ikke n¢dvendigvis stemmer overens med den

192




virkelige fortid. I den forstand adskiller denne tidsmaskine sig
ikke fra andre rekonstruktioner af fortiden.

10.2.0rmehuller
Generel relativitetsteori tillader,’ at rumtiden kan have en
topologi, sa rumtiden ikke er homeomorfe med RY.

EKSEMPEL* Lad M = R°<R vare et Minkowskirum og definér en &=kvi-
Valensrelaiion  ved (x,t) = (x',t') netop hvis x =x' og t
-t'€e 1Z. Da har M/ en relativistisk struktur, s& den
indeholder lukkede verdenslinier. Rummet M/ giver en cyklisk
tid.

I de senere Ar er de sakaldte ormehuller blevet populazre blandt
visse forskere. Det startede med en artikel af Morris & Thorne i
..1988, bg de er senere bievet. beskrevet i en del artikler (se
Friedman & Morris 1990, Friedmann et al. 1990, Novikov 198?,
Frolov & Novikov priprint, Ridgway 1991, Giddings & Stromingér
1989).

EXSEMPEL (Friedmann et al. 1990) Fra ™ fjernes 2 cylindere
KixR, i=11,2 hvor Ki c R®
randen af de 2 cylindere via en #kvivalens defineret ved (51,t1)

er massive kugler. Nu indetificeres

& (gz,tz) dersom X, =x, o9 t1 = t2 + t', hvor t' Dbestemmer

en tidstranslation af den ene kugle.

1 det foregdende er ideen om at irreversible processer kan indga
i kausale lgkker blevet afvist, men for helt tidssymmetriske
mikroskopiske processer kan ideen ikke afvises. Der ma her skarpt
skelnes mellem den geometriske tid, der indgadr 1 relativitets-
teorien og den orientering, der er defineret via I-modeller. Der
har saledes varet foresladet, at rumtiden skulle indeholde sma
ormehuller, der forbinder "fjerntliggende" punkter. Disse orme-
huller skulle vere s& sma, at makroskopiske genstande ikke Kkan
‘'komme gennem dem. Man vil heller ikke kunne tale om nogen tids-
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retning gennem et sadant ormehul, s& identifikationen af den geo-
metriske og den Baysianske tid holder derfor ikke. I disse be-
skrivelser er den geometriske tid med andre ord fuldstendig
l¢srevet fra det dagligdags begreb det oprindeligt er afledt af.
Det bér envidere bemerkes at disse teorier endnu er pa udviklings-
stadiet, og maske hurtigt udder.

10.3.Baglens kausalitet

Der er i litteraturen flere steder (Faye 1981, Horvich 1987)
argumenteret for muligheden af baglezns kausalitet. Det vil sige,
at A anses for at fordrsage B, hvor B forekommer tidligere
end A. Der er 2 muligheder for hvordan dette kan lade sig gére.

Den f¢rste er at der findes en harmonisk I-model i hvilken A
og B er =kvivariante. Tidsmaskiner er et eksempel pa dette. Som
vi s4 i foregdende afsnit, findes der eksempler pa& at dette er
tilfeldet, men i alle tilf=lde opfattes det ikke som A forar-
sager B og B er tidligere end A, men som at A og B er
samtidige.

Den anden mulighed er, at A og B indgar i en I-model, der
ikke er harmonisk, hvorved det ikke giver nogen mening, at indfé¢re
en orientering pA grundlag af uafhengighedsrelationen, og der er
da ingen grund til at tro at en orientering indf¢rt ud fra andre
kriterier ville kunne identificeres med tid eller kausalitet.

EKSEMPEL (Faye 1981)

Lad os for eksempel antage, at en person altid er i stand til at
give en sand forudsigelse, hvorvidt kastet af en m¢nt vil give
plat eller krone. Vi vil kalde forudsigelse "A" og wudfaldet af
kastet "B". Det f¢rste spérgesmadl vi mAd besvare er, hvilke
betingelser skal vare opfyldte, for at man kan sige, at A er
forarsaget af B. For det f¢rste md A selvfglgelig ikke vare
fordrsaget af nogen tidligere eller samtidig hendelse; i.e. det maA
ikke vere muligt at forklare A ved at referere til tidligere
elller samtidige begivenheder. For det andet m& A og B ikke vare
kausalt forbundet pA en siddan mAde, at A har kausal prioritet til
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B, hvilket betyder, at B skal kunne forekomme, wuden at A
forekommer. Det vil med andre ord sige, at Arsagen til B skal
kunne specificeres uafhengig af, om A forekommer eller ikke.
Hendelsen A mA altsd hverken vere partiel eller fuldgyldig Arsag
til hendelsen B. Som den tredie betingelse er det udelukket, at A
og B kan have f=zlles 4&rsag. Denne'mulighed er i virkelig allerede
udelukket, da vi har stipuleret, at A hverken har nogen tidligere
eller samtidig Arsag, ligesom vi har stipuleret, at det skal ve=re
muligt at angive Arsagerne til B uafhengigt af forekomsten af A.
Hvis disse betingelser er opfyldte, og det envidere er sadan, at
der foreligger god evidens for en konstant gentagelse af A og B,
s4 synes det, som om vi umidlbart stA&r over for et exempel pa
en baglenskausal forbindelse. Vi vii derfor antage for argumentets
skyld, at disse betingelser er opfyldte i tilfeldet med personen,
der er i étand til at forudsige plat eller krone af en m¢nt. Det
betyder, at vi har udelukket enhver forklaring om, at der er tal}
om snyd, og forklaringen om at udfaldet af slaget med m¢nten er
forarsaget af forudsigelsen. (I wvirkeligheden er udfaldet af
ménten bestemt af mgntens tilf=ldige udgangsposition, inertimome@&
og impulsmoment, faldlengden, ect.). '

I eksemplet er A ikke en variabel i den betydning ordet bruges
her i afhandlingen, idet A ikke n¢gdvendigvis antager en verdi.
Lad A1 vere en variabel, der angiver om A antager en verdi, og
lad Az vere en vere en variabel med verdierne: plat (hvis A
forudsiger plat), krone (hvis A forudsiger krone), ingen (hvis

der ikke finder nogen forudsigelse sted). Lad C1, C.,... betegne

2
Arsagerne til B (m¢gntens +tilfeldige udgangsposition, inerti-
moment og impulsmoment, faldlengden, ect.). Da haves f¢lgende

Bayesianske netvark
/ Az'\
A B

(325)

Det nevnes envidere, at A er f¢r B uden at det p& dette



sted uddybes hvad det vil sige. Der er 2 muligheder.

Den f¢rste mulighed er at der ud fra andre relevante variable
kan argumenteres for at Az <, B, idet det i1 de foregaende
kapitler er vist at alle tyer af temporal anisotropi kan beskrives
ved hjelp af I-modeller. Dette medfgrer de variable ikke kan
beskrives med en harmonisk 1I-model, hvorved enhver tale om
kausalitet bliver meningslé¢s.

Den anden mulighed er at tidsmalinger har placeret A2 for B.
I kapitel 5 er det vist, at i en Lorentzinvariant verden medf¢rer
dette at Az s, B. Som ovenfor er dette i modstrid med at vi har

at g¢re med en harmonisk I-model.

10.4."Delayed choice"

1 kvantemekanik er det af nogle paAstaet, at man kan pavirke
fortiden. Det er der ikke plads til i den beskrivelse, der her er
valgt, sA sp¢rgsmalet er hvor fejlen i deres argumentation er.
Delayed choice foregAr pA f¢lgende made: Pa et tidspunkt t1
laves en prezparation % og pa et langt senere tidspunkt tz
foretages en maling . Det kunne eventuelt tenkes at

pa

y )

(326)

7

preparationen foregik i det tidlige univers. Ved valget af maling
reduceres tilstandsrummet. Det betyder at tilstandsrummet og
dermed tilstanden afhanger af vores valg til tiden tz. Men det
kvantemekaniske systems tilstand til tiden t1 afheznger af vort
valg til tiden tz » t . Vi har med andre ord mulighed for nu at
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pavirke det tidlige univers via vore kvantemekaniske malinger.

Problemet er naturligvis at der ikke skelnes mellem'preparation,
og selvom pre¥parationen er lokaliseret i +tid beh¢ver det samme
ikke at gzlde for tilstanden. Envidere er det problematisk at
sige, at tilstande i forskellige tilstandsrum er forskellige.
Derfor vil fortalere for delayed choice ofte velge malinger givet
ved repetetive instrumenter, hvorved alle reducerede tilstandsrum
kan indlejres i det oprindelige tilstandsrum. Det eneste kvante-
mekaniske i argumentationen er at i kvantemekanik kan man ikke
undgad at lave en reduktion af tilstandsrummet ved at bruge et
repetetivt instrument. Det viser at argumentationen var gyldig
ville man ogsd kunne lave baglens kausalitet via delayed choice
til hverdag. Se i¢vrigt Mittelsteadt for diskusion af '"delayed
choice" og for yderligere referencer.

10.5.Partikler, der beveger sig baglens i tid

1 Feynmann's pathintegral formalisme for kvantemekanikken fore-
kommer partikler, der "bevegerlsig baglens" i tid (Feynmann 1949).
Vi kan eksempelvis te®nke os et elektron-positron-par der dannes i
et stralingsfeldt. Positronen vekselvirker med en anden elektron,

2
\ /\ (327)
e e’

NN

4
hvorved der opstdr en ny foton. Det kan ogs& beskrives pA den made
at én elektron rammer en foton hvorefter elektronen beveger sig
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baglens i tid for da at ramme endnu en foton og derefter igen
bevege sig fremad i tid. Det egentlige indhold i at sige at
de 2 beskrivelser er ligeverdige, er at de tilh¢grende beregninger
giver samme sandsynlighed for at observere en proces af den
angivne type. Det wvil i ©praksis sige, at tversnittet for

processerne

N / \ / (329)
e R\\\{//’e e K\\\(// e

Y 7

er ens. I disse teorier identificeres en partikel, der bevager sig
bagud i tid med den tilsvarende partikel, der beveger sig fremad i
tid. Herved har vi, at tiden i pathintegral-formalismen er
symmetrisk jeavnfér afsnit 6.4. Nu ligner pathdiagrammer meget
Bayesianske netverk, si det er rimeligt at sp¢rge om orienteringen
af et pathdiagram har noget med orientering via I-modeller at
gére. Den made pathdiagrammer bruges pa, er at man for en
given praparation finder alle pathdiagrammer, der er forenelige
med prexparationen. For hvert pathdiagram beregnes en
sandsyn-lighedsamplitude, og sandsynlighedsamplituden for at fa et
givet resultat af en maling er da summen af
sandsynlighedsamplituderne for de pathdiagrammer, der er forene-
lige med maleresultatet. Hvert pathdiagram beskriver med andre ord
en fuldstengigt fixeret situation, hvor ingen variable tillades at
variere og en I-model for dette er derfor +triviel og dermed
reversibel. I path integral formalismen beskrives processer derfor
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ved hjelp af tidssymmetriske ‘"skjultvariable modeller", hvor
pathdiagrammerne er "de skjulte variable". Al irreversibilitet
mellem preparation og maling vil derfor kunne forklares som usand-
synlige begyndelsesbetingelser. En eksakt beskrivelse ville krave
en langt mere omfattende repr®sentationsteori, end der er givet i
denne afhandling.

I elementarpartikelfysik forekommer imidlertid ogsA tidsasym-
,;metriske processor. Der er stadig problemer med at lave en teori
for svage vekselvirkninger,’der er tidssymmetriék. Svagt henfald
af den neutale K-meson har sdledes ikke en tidssymmetrisk

+
KO ¥

— "+ e + Be (330)
F + -
+ +
— M Yy
beskrivelse. Lad T betegne den afbildning, dersender t i -t

samt vender impulser. Lad C betegne konjugering af ladning, og
lad P betegne afbildningen, der sender stedvektoren x i -X.
Da er elementarpartikelfysiske tilsyneladende (Lee et al. 1957) er
. invariant under CPT. Hvis dette er sandt, er det 1lykkedes at
. forklare asymmetrien af svage vekselvirkninger med en tidssym-
metrisk skjult variableteori, hvor asymmetrien er (bort-)forklaret
.ved asymmetri i begyndelsesbetingelserne, der DbestAr i at
forekomsten af de forskellige partikeltyper ikke er invariant
under CPT.
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SAMMENFATNING OG DISKUSION

1 hele denne afhandling er det antaget, at man det giver mening
at arbejde med kontrafaktiske pastande. Vi tanker os altsa, at det
er meningsfuldt at tale om, at der kan vere flere muligheder. Hvis
man forestiller sig, at man har fuldst®=nigt kendskadb til verdien
af alle variable vil alle argumenter falde til jorden, og man vil
kunne definere en ikke +triviel ordning ud £fra wuafhengigheds-
relationen, idet alle variable da er uafhzngige. Dette er samme
konklusion som middelalderens teologer kom til: Den alvidende Gud
er hevet over tiden. Det forekom dem at vere et problem, idet de
¢nskede en objektiv tid. ‘

Forestillingen om vafhengighed er absolut ikke-triviel og er
kernen i reduktionistisk tankegang. Allerede ved indfgrelsen af
‘betegnelserne for de forskellige variable er der foretaget en vis
‘reduktion, og man m& forestille sig at de indgaende begreber har
en vis uafhengig eksistens. Xinesisk naturvidenskab har vzret
langt mindre optaget af de f®=nomener vi vil studere. Det kan
skyldes at den inspireret af daoismen er mere holistisk anlagt,
hvilket kommer til udtryk i

Nan felheden baydes, ol deleme nawngives.

Dao de yin 39.

Man m& her huske, at brugen at den reduktionistiske tankegang
kan vere nyttigt eller endog ng¢dvendigt som epistomologisk redskab
uden at det indeb=rer nogen afvisning af holisme som ontologi.

Hvis vi accepterer forestillingén om uafhengighed, kan man
definere begrebet harmoni. At der findes harmoniske relationer er
absolut ikke trivielt, og der er ikke argumenteret nermere for
dette i de foregaende kapitler. Det er sadledes ikke sikkert, at
den I-model vi har af verden, er harmonisk. Man kan tenke sig at
vi ved vort valg af variable har s¢rget for, at den tilsvarende
I-model er harmonisk. Det er dog heppe sandsynligt, idet man
udemzrket kan lave og rent faktisk ofte laver I-modeller af
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verden, der ikke er harmoniske. Man kan dog altid lave et
Bayesiansk netvark for de variable, og netverket definerer s& en
ny I-model, som er harmonisk, og identiteten er da en I-afbildning
fra den nye til den gamle I-model. Om det er lige przcis sadan vi
laver I-modeller af vor omverden ved jeg ikke, men fra under-
visning i sandsynlighedsregning i gymnasiet ved jeg, at eleverne
har meget svart ved at sluge at uafhengighed skulle vare det samme
som statistisk uafhezngighed (sadan fremstiller mange bg¢ger det).
Derimod kan de sagtens acceptere at uafhengighed medf¢rer statis-
tisk uvafh®ngighed.

I den sidste halvdel af afhandlingen vises det, at hvis et tids-
asymmetrisk fenomen beskrives med en I-model, s& vil den tidsret-
ning, der er defineret via tidsasymmetrien, stemme overens med den
retning, der er defineret via harmoniske ordninger. Hvis 2 tids-
asymmetriske fenomener beskrives med samme I-model, vil de 2
fenomener derfor vere orienteret i samme retning. Derfor vil
eksempelvis entropitilvekst og ophobning af viden ske i samme
retning. Da ' I-modeller kan vere f¢lsomme overfor valget af
variable, vil I-modeller ikke definere en objektiv orientering af
de variable. Derimod vil I-modeller give en intersubjektiv orien-
tering af de variable, dersom man kan enes om en uafh®engigheds-
relation. Dette kan f.eks. ske Qed inf¢rsel af frekvensielle sand-
synligheder. Til daglig vil folk normalt kunne enes om valg af
variable og uafhangighedsrelation og der er da fuldstendig inter-
subjektiv enighed om orienteringen af de variable. Derfor opfattes
orienteringen af mange som noget objektivt eksisterende, og som
sedvanligt i vort sprog knyttes et subtantiv til et sadant objek-
tivt eksisterende begreb. Dette subtantiv er tid.

Til dagligt kan det objektive tidsbegrebet godt bruges pa en
rimelig made, men det indeholder ogsa f=lder sasom delayed choice
og tidsrejser. Hvis man arbejder med et intersubjektivt tids-
begreb, som der er argumenteret for i f¢rste kapitel, volder de
ikke problemer. Kapitel 10 viser, hvordan problemerne kan behand-
les ud fra dette synspunkt.

1 fysik arbejder man ofte med tidssymmetriske skjult variabel-
modeller. Newtonsk mekanik er et af de fa& eksempler pA& en tids-

symmetrisk teori, hvor alle variable er observable. I kvante-
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mekanik er det n¢gdvendigt at formalisere en del af mAleprocessen.
I kapitel 5 er det vist at miale- og erkendelsesprocesser er
irreversible af natur, og kvanteformalismen m& derfor kunne
beskrive irreversible fenomener. At dette ikke er i modstrid med
den reversible fremskrivning af bglgefunktionen fremgdr af afsnit
‘8.1. Modeller for betinget uafhengighed er en naturlig ramme at
behandle begrebet ikke-lokalitet i. BAde hvad angar generalle
resultater (afsnit 4.6 og 4.7) og analyse af Kkonkrete fysiske
. eksperimenter (afsnit 8.2). ‘ _

Termodynamik er en formalisering af det faktum, at der kan ske
et exergitab ved visse irreversible processer. For at lette visse
typer beregninger er det i termodynamik en ofte anvendt teknik at
. beskrive irreversible processer ved hjelp af reversible skjult-
. variabelmodeler. Beregningerne forstads bedst ud fra de resultater
i informationsteori,'der er gennemgaet i kapitel 3.

Sammenfattende kan man sige at

Tnevensibililelen er neel. QeMMAUHXZui en en undlagelse, og
&am&o}otg@&dzmonqumtogﬁomma.ﬂgfmwddeta&”'
vendemn. ' '

Endelig kan man sp¢rge, om der er tale om en reduktion af
begrebet tid. Der er under alle omstendigheder ikke tale om en
reduktion af den fysiske parameter t. Derimod kunne der vesre

tale om reduktion af relationen f¢r/efter til relationen £ -
Dette ser ud til at vere tilfzldet i det tilfelde, at variable og
uafhengighedsrelation er valgt, og der i afhandlingen givet mange
eksempler pa nytten af en sadan reduktion. Ikke destomindre er der
neppe tale om en reduktion, hvis variable eller uafhzngig-
hedsrelation ikke er fastlagte. I afhandlingen gives 2 resultater
angaende fastleggelse af variable eller uafhengighedsrelation
udfra den kausalé orden. Det ene er konstruktionen V/s , o0g det
andet er konstruktionen af en entydigt bestemt 1lokal vuafhengig-
hedsrelation harmonisk med <. Tilsvarende konstruktioner laver
vi ¢jensyneligt hele tiden, nAr vi beskriver vor omverden. Der er
saledes tale om at de variable, kausaliteten og vuafhengigheden

gensidigt definerer hinanden for at danne en nasten ubrydelig




helhed. Tiden vil vise i hvor h¢j grad det er muligt at bryde
noget af denne helhed.
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SUMMARY IN ENGLISH

The purpose of this thesis is to show that models of
independence are good tools to treat problems about time. In the
first chapter it is argued that scientific theories should be
intersubjective but not necesarily objective. In the second
chapter some theorems are shown, which gives an intefpretation of
the use of probability measures in statistics. The +third chapter
introduces some concepts from information theory. The most
important result is that the principle of minimal information has
‘an interpretation as way of finding conditional probability
distributions. 1In Chapter 4 the concept of conditional
independence is introduced. The concept of fork asymmetry is
formalised by the definition of harmonic relations. If the
independencefrelation is weakly transitive, then the harmonic

relations are essensially preorderings. If there exists a harmonic
| preordering, then there is a maximal harmonic preordering denoted
< - If the model of independence is finite and has a harmonic
ordering, then the independence model can be described by graphs
if and only if the independence relation satisfies the axioms of
decomposition, intersection and weak transitivity. Hidden variable
models are discussed and Bell type inequalities are shown to be
the tool to proove the existence of'hidden variables.

In chapter 5 various non-physical examples of time asymmetry are
discussed. The all fit well into the describtion by models of
independence. Many-world theories and the wuniversallity of the
concept of simultanity are rejected. 1In chapter 6 time is
concidered from a geometrical point of wiew. The ordering defined
by light cones and the ordering defined by independence must be
the same in relativistically invariant models. In chapter 7 gives
an interpretation of quantum mechanics, where state space and
group reprezsentations are the central concepts, and in the next
chapter contains a discussion of the reduction of the wawepacket
and non-locality of quantum mechanics. It is shown that there is
no a priori reason to belive that a measurement can destinguish
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between a state and the corresponding reduced state. In chapter 9
some termodynamical problems are treated and it is shown that

2 Ex(6) = D(#IKX) = =1n(P(A)) (331)
where Ex(¢) denotes the energy which yuo can extract from the
system in state ¢, D(¢lK) is the information gained by knowing
that the state is ¢ and not invariant under time translations,
and P(A) denotes the probability that a reversible system have a
fluctuation which can not be destinguised from ¢. Chapter 10
treates some problems in time machines and backwards causation.
The conclution is that all paradokses about time asymmetry comes
from the idea that time is an objective concept. It is possible to
define an intersubjective time using models of the independence

relation.
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EFTERSKRIFT

Whorff og tid hos hopi'erne

I de foregaende afsnit er der argumenteret for, at tiden Kan
beskrives via orienteringen af I-modeller,‘og derfor m& Whorf's
. pastand fra 1936 undre:"After long and careful study and ahalysis,
the Hopi language seen to contain no words, grammatical forms,
constructions or expressions that refer directly to what we calli
‘time'...". Skulle der virkelig vere mennesker, der ikke vil finde
konstruktionen i de foregaende afsnit relevant? Skal den til-
tstrebte intersubjektivitet kun gelde for kulturelle efterkommere
af gr=zkerne? _:

Whorf's pAstand omhandler relationen mellem hopiernes éprog,
deres opfattelse'af tid (eller mangel p4 samme), vores sprog og
vores opfattelse af tiden. Med vores opfattelse af tiden mener
Whorf det Newtonske tidsbegreb, som relativitetsteorien “har
afvist, og som heller ikke benyttes i denne fremstilling. Med
vores sprog mente Wwhorf "standard average european“ (SAE) og siger
“at i SAE forekommer de 3 b¢jningsformer af verberne: fortid, nutid
og fremtid. Disse svarer til en total pr=ordning af begivenhederne
i overensstemmelse med Newtons og Aristoteles' tidsopfattelse.
Disse 3 tidsbgjninger findes ganske vist pad latin og en del andre
indoeuropziske sprog, men pussigt nok ikke pa engelsk, som var
Whorfs modersmal. Der findes dog andre sproglige konstruktioner
end b¢jninger, og man kan sagtens 'udtrykke fremtid p4 engelsk,
hvilket er et eksempel pa, at man ikke kan slutte direkte fra
sproglig morfologi til semantik. Envidere bér det Dbemxrkes, at
europeiske lingvister gennem tiden har anvendt mange andre
systemer end det Whorf referer til.

Desverre har mange af Whorfs kritikere en ringe forstaelse af
vort eget tidsbegreb, og tror at Newtonsk tid er det samme som
ekSistenseh af en f¢or/efter-relation, uden at vare opmerksomme pa
forskellen mellem en total og en partiel przordning. Malotki
(1980), som nok er den, der har lavet den grundigste undersggelse
af temporale udtryk hos hopierne, beskeftigede sig med dialekten i
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landsbyerne Hotvela og Paagavi p4d 3. mesa, mens Whorf unders¢gte
sproget pA 2. mesa.

Malotki har med al tydelighed vist at hopi-sproget indeholder
temporale udtryk, sasom suffixet -ngk efter, suffixet -pyeve fo¢r,
 yayngwa begyndelse, so’'ngwa slutning, pu'’ idag/nu, naat suus for

forste gang; sutsep altid, nawutsti det tog lang tid. Det er dog
‘bemzrkelsesverdigt, at man ikke finder nogetrdrd for samtidighed,
hvilket er det centrale begreb i Newtonsk tid. Whorf g¢r samme
jagttagelse (Carrol 1956 p. 216). Hopiernes verber kan forekomme
uden suffix, med suffixet -ni, eller med suffixet -ngwu. Whorf{
kalder den f¢rste form den reportive, den anden den expective og
den tredie den nomiske. Om disse skriver han:"The timeless Hopi
verd does not distinguish between the present, past, and future of

the event itself but must always indicate what type of wvalidity

“the SPEAKER intends the statement to have: (a) report of an
event..;(b) expectation of an event..;(c) generalization or law
about events" (Carroll 1956:217). Malotki bemzrker at suffixet -ni
ogsa kan bruges til at angive modal kategori (imperativ, hortativ,
desiderativ o.s.v.). Det bgr bem=zrkes, at hopiverber kan have
andre suffixer end de ovenfor navnte. Disse bruges f. eks. til at
udtrykke aspekt. Det vigtige her er, at den reportive form af
verbet if¢lge Whorf bruges, nAr man vil angive, at man har direkte
viden om en given sag, hvilket er noget andet end, at den foregar
i en Newtonsk eller relativistisk fortid. Denne pointe gar til-
syneladende hen over hovedet pA mange Whorf-kritikere. Om Whorf
har ret, har forfatteren, der ikke taler hopiernes sprog, ikke
mulighed for at afg¢re.
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