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Abstract

Radontransformationen transformerer en funktion over i de til funktionen
hgrende hyperplaner. Teorien stammer fra 1917 og er navngivet efter Jo-
hann Radon, som ogsa udviklede en inversionsformel til transformationen.
Denne inversionsformel anvendes bl.a. i CT-scanning, hvor malingerne op-
fattes som Radontransformationen af en densitetsfunktion, der beskriver et
tvaersnit af kroppen. Forudsztningen for denne opfattelse er en rakke mo-
delovervejelser om rgntgenstralernes og tvaersnittets beskaffenhed. Eftersom
inversionsformlen indeholder en singularitet, og teorien kraever, at man i
praksis har uendelig mange malinger, benyttes formlen ikke direkte. I stedet
anvendes en algoritme, der approksimerer inversionsformlens singulsere led
og tager hgjde for det endelige antal malinger, der er til radighed.

RUC, februar 1993.




Forord

Denne projektrapport er skrevet .med henblik pa at opfylde kravene til 2.
modul pa matematikoverbygningen pa Roskilde Universitetscenter. Vi har
valgt at undersgge de modelantagelser, der ligger til grund for at kunne
anvende Radontransformationen i CT-scanning,. :

Undervejs i projektforlgbet har vi bespggt Scanningsafdelingerne pa Herlev
og Roskilde Amtssygehuse samt Rigshospitalet i Kgbenhavn. Vi vil derfor
gerne takke overleegerne Sven Dorph, Helle Lindewald og Karen Damgaard,
samt afdelingernes gvrige personale for deres velvillighed. 4
Vejledning til dette projekt er kompetent og talmodigt ydet af

Gestur Olafsson og Jesper Larsen.

Trine Andreasen,

Tine Guldager Christiansen,
Nina Skov Hansen og
Christine Iversen

Roskilde, december 1992.

Forsidebillede: CT-billede af kranium. [Scannerafsnittet, Roskilde Amtssy-
gehus, 1992].
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INDHOLD 5

Indledning

Mange mennesker har varet i bergring med scanning uden dog at have taenkt
over, hvordan en scanner virker. Vi er i dag s omgivet af teknik, at det
er de feerreste, der ofrer megen energi pa at finde ud af, hvordan tingene
fungerer. Men har man set ct billede fra en scanning, ma det vackke undren,
for hvordan fotograferer man et tvaersnit af kroppen uden at skaerei den? For
at forstd dette ma man fgrst @ndre spprgsmalet. Et scanningsbillede er slet
ikke et fotografi, men derimod et billede, som en computer har konstrueret
ud fra en reekke malinger af kroppens densitet (massetzethed). Vi har valgt at
beskaftige os med CT-scanning’, hvor malingerne er foretaget ved hjeelp af
rgntgenstraler, der sendes gennem kroppen fra forskellige vinkler. Man maler
absorptionen af rgntgenstrilerne, hvilket kan fortalle noget om kroppens
densitet, i det omrade rgntgenstralen har passeret.

Det er her, matematikken kommer ind i billedet. Vi vil i denne rapport
give det matematiske grundlag for, at man ved en computers hjzlp kan
komme fra nogle méilinger, af hvordan rgntgenstraler absorberes af kroppen,
til et billede af kroppens tvaersnit. Det matematiske grundlag cr en teori fra
1917, Radontransformationen, opkaldt efter JO]ld]lll Radon (1887 1956), der
udviklede denne teori. :

Hvis man beskriver kroppens (lcnsitct pa forskellige steder ved en funktion,
siger denne teori, at funktionen kan omskrives saledes, at den kan sammen-
lignes med de malinger, man har al rgntgenstralernes absorption. Udtrykt
matematisk er det, man ggr i den 2-dimensionale Radontransformation, at
opskrive en skalarfunktion af vektorvariable ved dens linicintegraler. At om-
skrive en funktion siddan er der matematisk ingen ben i, den afggrende del
af teorien ligger i at kunne vende tilbage til den oprindelige funktion ud
fra omskrivningen. Ilvis man kender alle funktionens linieintegraler, kan
funktionen rekonstrueres vha. den inversionsformel, som Radon udviklede.

Det er denne inversionsformel, som computeren bruger til at finde frem til
billedet af kroppen. Selve billedet er derfor ikke ct fotografi, men en af-
bildning af en funktion, der rcplaesent(.rer kroppens densitet pa forskellige
steder.

Selve Radontransformationen blev ikke udviklet til brug i CT-scanning. Pro-
blemet med at finde funktionen, nar man kender Radontransformationen af
den (i vores tilfxlde densitetsfunktionen), blev lgst af Radon i 1917. Dog
ved man, at den hollandske fysiker H. Lorentz kendte den 3-dimensionale
udgave af inversionsformlen allerede omkring arhundredeskiftet. Generelt

'CT er en forkortelse for Computerized Tomography. Tomos er grassk og betyder snit.
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- geelder det, at inversionsformlen er enklere for ulige dimensioner end for
lige. Radon selv beskaftigede sig mest med 2 og-3 dimensioner, dvs. rekon-
~ struktion af en funktion af 2 eller 3 variable ud fra de til funktionen svarende

linie- eller fladeintegraler. Hvad Radon udviklede til 2 og 3 dimensioner, blev
senere udvidet til at omfatte n dimensioner. :

Bemeerkelsesveardigt er det, at tcorien blev udviklet uden noget kendskab til
de kommende anvendelsesoinrader. De fgrste anvendelser af Radontransfor-
maticnen vat af ren matematisk art, sisom lpsning af partielle differentiallig-
ninger. [ 1940 skrev- Birkhofl en artikel om billedrekonstruktion udelukkende
ved brug af rette linier. Dette er nok det forste cksempel pa billedrekonstruk-
tion ud [ra projektioner. Birkhoff anvendte dog ikke selve Radontransfor-
mationen, men derimod den nertbeslagtede Fouriertransformation.

Det er lidt uklart, hvem der fgrst opdagede sammenhangen mellem Radon-
og Fouricrtransformationen. Sandsynligvis har den vzeret kendt af flere,
inden Bracewell i 1956 fastslog sammenhangen, og det uden at han havde
kendskab til Radons artikel.

" Bracewell’s "genopdagelse” af Radontransformationen er ingen undtagelse.
Det gelder for langt de fleste af Radontransformationens anvendelses-
omrader, se figur 0.1, at man i disses tidlige stadier ikke kendte Radons
resultater.

o 2y,

o - T,

«&6\ 7”0]ui
2
d.
<. '{}‘
Radon-
transformationen

’h@ ’C "
- A
YA l‘b:c\\/ o

Figur 0.1: Radontransformationen er nart forbundet til rekonstruktionsproble-
mer | mange anvendelsesomrider. [Deans, 1983, s. 2].

I 1964 udvikledes den fgrste rekonstruktionsalgoritme, der byggede pa Ra-
dons resultater, men det var forst i 1972-73, at amerikanske og sovjetiske
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forskere fastslog, at Radons arbejde var fundamentalt i forbindelse med bil-
ledrekonstruktion ud fra projektioner.

Ved at bruge Radontransformationen i CT-scanning sammenkader man
nogle fysiske malinger med en matematisk teori, hvilket forudsatter, at der
undervejs er gjort en del antagelser. Man har opbygget en model af vir-
keligheden, en idealiseret verden, for at fa den til at haenge sammen med
den matematiske teori. Derved bygger selve rekonstruktionen pa en rakke
antagelser og tilnzermelser. Dette ma der tages forbehold for, nar billederne
anvendes til diagnosticering. Vi forsgger i rapporten at opstille den rakke af
antagelser, der er gjort fgr man kan sammenkaede maleresultater og teori,
samt de metoder man anvender for at kunne benytte teorien i forbindelse
med scanning.

CT-scanning har vaeret anvendt pa sygehuse i forbindelse med diagnosti-
cering gennem de sidste 20 ar. Derfor har man et solidt erfaringsbaseret
grundlag at arbejde ud fra. Det kraever stor rutine at betragte billederne
og kunne genkende de fejl, der kan vaere pa dem. Tolkningen af billederne
-bygger derfor i hgj grad pa brugernes kendskab ti} usikkerheden af dem. Vi
gnsker i denne rapport at betragte den matematiske teori’s anvendelse ved at
diskutere de teoretiske modolovonvqclscn i sammonhaeng mod den pra.ktlske
situation.

Litteratur benyttet til dette afsnit:

Deans, The Radon Tr ansform and Some af its Appllmtl()nq 1983 s. 1-5.
Birkhoff, Collected Mathematical Papers, 1968, s. 805-838.

Brooks & Giovanni, Prlnupl(,s af Computer Assisted Tomography in Radi-
ographic and Radioisotopic Imaging, 1976, s. 690-696. '

" Malgruppe

Rapporten indeholder to matematisk tunge kapitler (kap. 3 og 4), der kraever
et grundleggende kendskab til flerdimensional analyse. Derudover fordrer
begge kapitler kendskab til komplekse tal og en smule linezer algebra.

Rapportens gvrige tre kapitler (kap. 1, 2 og 5) kraever ingen serlig mate-
matisk baggrund. De kan laeses nafhaengigt af de gvrige kapitler, idet ho-
vedpunkterne i de andre kapitler opsamles i starten af kapitel 5. Kapitierne
henvender sig specielt til folk, der er interesserede i at fa en forstaclse for
fundamentet ved CT-scanning. Det kunne f.eks. vaere folk, der beskaftiger
sig med CT-scanning til daglig og som gnsker at fa en bedre forstaelse for,
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- hvordan billederne rent faktisk konstrueres. Et dybere kendskab til selve re-
_ konstruktionsprincippet ved- CT-scanning kan give en vis forklaring pa nogle
af de typiske fejl, der optraeder i billederne. Det skal dog pointeres, at rap-
porten ikke giver fuldstaendige matematiske forklaringer pa de forskellige fejl.
Den giver en principiel forklaring af vejen fra maledata til det faerdige billede
og et bud pa, hvilke steder pd vejen, der giver anledning til de mest kendte
fejl.

Emneafgrzensning

Gennemgangen al Radontransformationen som matematisk teori er styret af,
at det ikke er den alene, som er det centrale, men dens samspil med praksis.
Dette har medfert, at alle transformationer foregar i euklidisk rum og hoved-
sageligt kun i 2 dimensioner. Vi gennemgér endvidere kun de grundlaggende
egenskaber ved Radontransformationen, som er ngdvendige i forbindelse med
anvendelsesdelen. Det vil mere pracist sige de egenskaber, der benyttes i
behandlingen af inversionsformlen.

- Beskrivelsen af C'l-scanning er forholdsvis omfattende.  Det er dog kun
de led, der er relevante for placeringen af Radontransformationen, som er
beskrevet i detaljer. Vi har valgt at lave en forholdsvis udfarlig beskrivelse
af proceduren ved CT-scanning for at illustrere de mange lag, der sa at sige
dakker det matematiske fundament. Beskrivelserne af de mange tekniske og
fysiske detaljer er dog kun udferlige sct fra et matematisk synspunkt. Det
skal forstds pa den made, at vi nok forklarer mange sider ved CT-scanning,
men at de langt fra er fyldestggrende sct fra f.eks. en ingenigr eller fysikers
synspunkt.

Problemformulering

Hvordan benyttes Radontransformationen i forbindelse med CT-scanning, -
og hvilke modelantagelser ligger bag?

Formal

Vi gnsker at klarlaegge, hvordan Radontransformationen udnyttes ved CT-
scannning. Gennem dette vil vi opna en grundlaggende forstaelse af Ra-
dontransformationen bade som matematisk teori og som et eksempel pa
matematik anvendt i praksis.




Kapitel 1

CT-scanning

Dette kapitel vil give en generel beskrivelse af, hvad CT-scanning er. Fgrst
vil vi forklare dé overordnede principper ved CT-scanningen, dvs. hvad det
er for malinger, der foretages, og hvordan disse maledata kan omdannes til et
billede. Naeste niveau er, hvordan scannerne teknisk er opbygget, og hvordan
de har udviklet sig, siden den farste scanner kom frem. Til sxdst beskrives
selve arbejdsgangen/pm(cdmon ved CT-scanning.

Ved CT-scanning sender man r(»)'ntgenstrfxler fra mange forskellige vinkler
igennem- den del af et legeme, man gnsker at fa et billede af. Man maler sd
hvor meget, der bliver absorberet af hver af disse striler. For at f3 omsat
disse malinger til et billede, skal man bruge en rekonstruktionsmetode, og det
er her Radontransformationen kommer ind i billedet. Derfor er det denne
overgang fra maledata til billede, der har vores serlige interesse. Der er
forskellige typer af rekonstruktionsalgoritiner!; vi vil beskrive hovedtraekkene
i et par af dem.

Der findes andre typer af scanning end CT-scanning. MR-scanning? og ultra-
lydsscanning bygger grundlaggende pa den samme rckonstruktionsmetode
som CT-scanning, men vi vil ikke komme naermere ind pé disse typer scan-
ning, fordi de teknisk set er meget fo;sl\clllge fra C'I'-scanning.

Den tekniske beskrivelse tager udgangspunkt i opbygningen af de fgrste scan-
nere fra starten af 1970’crne. Beskrivelsen af de nyere scannere vil vaere mere
omfattende, da det er dem, vi vil referere til gennem resten af projektrap-
porten.

'En algoritme er den regneprocedure (()mpnl(.r( n skal udfarc
2MR star for Magnetisk Resonans.
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1 beskrivelsen-af proceduren legger vi vaegt pa at tydeliggere, hvad det er
for parametre,-der indstilles fgr scanning,-hvilke af disse der har-indflydelse
pa maledata, og hvilke der kun pavirker billedkvaliteten.

Kapitlet har flere pointer; at afdaekke hvor Radontransformationen indgar,
hvordan teknikken kan overskygge matematikken og endelig at synligggre,
hvad det er, der modelleres i kapitel 2. -

1.1 Overordnede principper ved CT-scanning

CT-scanning giver ligesom rgntgenfotografering billeder af de indre struktu-
rer i et legeme. Begge teknikker udnytter den information, man kan fa ud
af at sende rgntgenstraler igennem ct legeme, men i CT-scanning kan man
fokusere pa et bestemt tvarsnit af legemet og kun fa et billede af dette. Vi
starter dette afsnit med en kort gennemgang af rgntgenfotografering.

1.1.1 Traditionel rgntgenfotografering

Regntgenstraler blev opdaget af den tyske [ysiker Wilhelm Konrad Rentgen
(1845-1923) i 1895. Kort tid efter blev de fgrste rgntgenbilleder taget i
laboratorier. Selve teknikken er senere blevet forbedret betydeligt, men de
grundlaeggende principper er stadig de samme. Se figur 1.1.

———

rgntgenkilde

Figur 1.1: Traditionel rgntgenfotografering. [Gordon et al., 1975, s. 58].
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Princippet er at lade et rentgenstralebundt udbrede sig fra en kilde og pas-
sere gennem det objekt, der skal undersgges. Den stralemangde, som ikke er
blevet absorberet af objektet, bliver derefter optaget pa en fotografisk film,
som er placeret p4 den modsatte side af objektet. Rgntgenstralerne passerer
pa denne made gennem et 3-dimensionalt omrade og rekonstruerer dette pa
en 2-dimensional flade.

En enkelt strale i bundtet vil gennemtreenge vaevstyper med forskellig den-
sitet, for den optages pa filmen. Stralerne har fra starten den samme inten-
sitet. Hvor meget, der absorberes af den enkelte strale, afhanger af hvilken
densitet, der er i det vav, den gennemtraenger. I omrader med hgj densitet
vil der absorberes meget af strilen, og intensiteten vil derfor falde drastisk.
Tilsvarende vil intensiteten falde mindre, hvis stralen passerer omrader med
lav densitet. Selv om det, der egentlig males, er rentgenstralernes intensitet,
er det et udtryk for densiteten af det vaev, som rentgenstrilen har passeret.
Lyse omrader pa billedet fremkommer de steder, ivor der er absorberet me-
get, mens de mgrke steder er tegn pa lille absorption. Hvor meget stralens
intensitet ialt vil falde, afhzenger af alle de vaevstyper den kommer igennem.
Det resulterende billede vil saledesi hvert enkelt punkt vare et udtryk for
den gennemsnitlige densitet i det omrade, stralen har passeret.

Det svage punkt er, at pa rgntgenfotografiet vil billedet af de forskellige
vaevstyper overlappe hinanden. Derfor er det kun muligt at skelne objekter
med meget store densitetsforskelle, som f.cks. knogler fra blgdt vaev. Dette
er rgntgenfotografier til gengald ogsa gode til. Rgntgenfotografier bruges i-
stor stil til f.ecks. at underspge knoglebrud og til tandundersggelser. -
Sammenfattende kan det siges, at rgntgenbilleder cr uanvendelige til at
skelne mellem forskellige typer blgdt vaev og til at give praecise densitets-
oplysninger, men er udm:erkede til at give kvalitative oplysninger om store
densitetsforskelle. ‘

1.1.2 CT-scanning

I mange tilfaelde er det meget vaesentligt at kunne skelne mellem forskellige
typer afl blgdt vaev. Dette gaelder f.eks. nar man skal konstatere kraeftsvul-
ster, og det er et af de omrader, hvor CT-scanning er meget anvendt. Med
CT-scanning kan man fremstille billeder af ¢t bestemt tvaersnit i legemet.
Dette gor man ved kun at gennemstrale det snit, der skal rekonstrueres, og
billedet bliver derfor ikke forstyrret af vaevet udenfor dette snit.

Man vil dog altid scanne en hel rakke snit ved siden af hinanden, og ud fra
disse billeder vil man kunne fa et 3-dimensionalt- indtryk af de forskellige
organers placering i kroppen. -
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profil

detektor

Figur 1.2: Ved en CT-scanning rekonstrueres et tvaersnit. [Ledley, 1976, s.
240).

CT-scanning bestar i at gennemstrale det udvalgte snit fra mange forskellige
retninger, og male de enkelte stralers intensitet vha. en detektor. Man
bruger altsé ikke en fotografisk filn, som man ggr det i rgntgenfotografering.

I de forste scannere benyttede man parallelle striler, men det er man gaet
bort fra til fordel for at sende stralerne ud i vifter. Se figur 1.3.

¢ ' rontgenkilde rontgenkilde

N %

f— et detektor

d —B ko b
Figur 1.3: a) Parallelscanning og b) viftescanning.

Ved parallelle straler placeres rgntgenkilden og detektoren lige overfor hin-
anden i en bestemt vinkel i forhold til objektet. Derefter parallelforskyder
man s kilde og detektor, sadan at man far bestrilet og malt hele objektet
fra den vinkel. Pa den made far man et profil af objektet, idet profilet bestar
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af samtlige malinger fra én vinkel. Derefter drejes kilden og detektoren en
smule, sadan at man far et nyt profil fra en anden vinkel. Dette gentages,
til man er ndet hele vejen rundt. Maledataene bestar siledes af et proﬁl fra
hver vinkel.

Vifteformede stralebundter nedsatter scanningstiden vasentligt. Maling-
erne fra hver vinkel foretages pa en gang ved at lade et vifteformet
stralebundt, der dakker hele snittet, brede sig ud fra en kilde. I stedet
for en enkelt detektor benyttes et stgrre.antal, der kan optage straler fra
hele viften. Rgntgenkilden drejes igen for at foretage et nyt sat malinger,
som vil udggre et "vifteprofil” af objektet. Det er ikke noget rigtigt profil,
da strilerne som sagt ikke er parallelle. Hvor mange malinger, der er i hvert
"profil”, er afhengig af antallet af detektorer.

Ligesom i rentgenfotografering, cr wndringen i stralernes intensitet udgangs-
punktet for at bestemme, hvordan de indre strukturer ser ud. Ved rgntgen-
fotografering bliver disse malinger dirckte omsat til et billede pa den fotogra-
fiske film, men sidan er det ikke ved CT-scanning. Fra man har malingerne
til man far billedet, er der et mellemled, som foregar i en computer. Punk-
ter i de enkelte profiler vil ligesom punkter pd rgntgenbilledet fortzelle noget
om gennemsnitsdensiteten i'det omrade, hvor strilen har passeret. Men i
CT-scanning vil det endelige billede blive rekonstrueret ud fra en "sammen-
ligning” af profilerne fra alle de forskellige vinkler. Det er til denne del af
scanningen, at rekonstruktlonsalgm1tmerne og dermed matematikken kom-
mer ind i billedet. '

Vejen til et scanningsbillede indcholder pa den made flere led, se figur 1.4.

algoritme | —

méledata . - billedc .

Figur 1.4: Maledata - algoritme - billede.

1.1.3 Algoritmer

Algoritmerne inddeles i to hovedgrupper; de analytiske og de iterative. |
begge grupper benyttes en metode, som kaldes summationsmetoden eller
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tilbageprojektion. Tilbageprojektion er i sig selv for uprecis til rekonstruk-
tion, men den er et vigtigt led i de andre rekonstruktionsmetoder. Derfor
vil vi gennemga tilbageprojektion sarskilt. Det fglgende vil vaere en meget
kort gennemgang af princippet i disse metoder, hvor der ikke vil blive lagt
serligt vaegt pa den matematiske del.

Tilbageprojektion

Den groveste metode til rekonstruktion kaldes som sagt tilbageprojektion
eller summationsmetoden. I de to betegnelser, tilbageprojektion og summa-
tion, ligger de to led i tcknikken. Udgangspunktet er at opfatte malingerne
som projektioner af objektet fra forskellige vinkler. F'grste skridt er at tilba-
geprojicere projektionerne, og det naste skridt er simpelthen for hvert enkelt
punkt at laegge de tilbageprojicerede veaerdier sammen. -Hvis man kigger pa
et bestemt punkt rekonstrueres det groft sagt pa fslgende made:

Fra hver vinkel bestemmes den strale, der har passeret punktet. Malingerne
af alle disse striler, dvs. én maling fra hvert profil, laegges sammen, og der
divideres med det samlede antal profiler. Den vaerdi, man far ud af dette, er
den densitet, som punktet tildeles.

Hovedproblemet er, at en simpel figur som et enkelt punkt rekonstrueres som
en stjerne - et fenomen som kaldes punktspredning. Hvordan spredningen
fremkommer cr illustreret pa figur L.5. Fejlen opstar, idet alle punkter, som
en bestemt strale har passeret, far tildelt samme veerdi, nar malingen af
denne strile tilbageprojiceres.

Figur 1.5: Tilbageprojektion af 2 profiler. [Deans, 1983, s. 132].

Bade de iterative og analytiske metoder gar ud pa at moderere denne sum-
mationsmetode, og korrektionen kan forega enten fgr eller efter selve tilba-
geprojektionen.




AFSNIT 1.1 _ 15

Iterative metoder

De iterative lgsninger er numeriske lgsninger, hvor man sammenligner en
mere eller mindre tilfzeldigt valgt udgangsfordeling med maledata. Begyn-
delsesbilledet kan f.eks. veere resultatet af tilbageprojektionen. Derefter
beregnes hvordan maledataene ville have set ud, hvis' objektet havde vee-
ret identisk med tilbageprojektionen. Disse nye data sammenlignes med de
faktiske data, og der korrigereres lidt pa bllledet i forhold til denne sammen-
ligning. Og sadan fortsaetter iterationen. Ce ’

Matematisk vil det kunne vises, at billedet vil konvergere mod en lgsning,
der stemmer overens med maledata, hvis processsen gentages i det uendelige.
Processen kan fremskyndes ved at indlegge sarlige begraensninger undervejs
Viden om densiteten af et bestcmt vev, f.eks.  knogler, kan indfgres si
snart dets posmon kan genkendcs Negatlve vaexdler kan ogsa rettes il
0. Indf¢relsen af begraensmnger v1] nmdlertld ¢delaegge den’. ma,tematnske
a,rgumentatlon for at rekonstruktionen v11 konvergere mod det ugtxge resultat
. [Gordon et al., 1975, s. 59]. Deiterative metoder hd.l ikke noget med Radons
inversionsfor mel at gore. :

o
A

Analytiske metoder
Den iterative metodeueli dejlig: knl\elr mt*iforsta« Infeny. de"sﬁ\féémeir dén. ogsa,
meget langsom. Derfor blev den kun anvendt i i nogle af de allerfgrste scan-
Aere. i,;De analytiskejmetoder, er; vaesenthg,hmrtlguo sendf de iterative, fordi
'»(f‘.i!% ikke; kraevel sa,(mangg‘bu Lgnmger ,(og :(let ielud(‘l;fOI 4 sadanne ;metoder,
-acder, benyttes nu; Duxel\ustelel,,mange forsl\e.lhge metoder,v,menqde by,gger
o alle. palma}tema.txske ,ovex,vejclbel om sa,mmenhacng,onimdlem! pr o_]ektloner af
; ”en funktlon1 08} funl\tlonen ‘selvml fo} 1hold ili Clisganminig v.llmxfunkj;lgnen
sl VRIS den;: deusl;t;etsfunktlon,, del,'rep;a,sentercu lcgemeten(tv(amsmt 310841 pro-
forg Jektloperne Tyern de lma,lmgerﬂ,dcl,,,fo:,e,t;ageq, ved jsganningen: ;Det,ser(netop
denne sammenhacng, som Radontlamformatlonon besknven mRadons,unver—
sionsformel viser hvordan man, hvis man kender alle pro_]ektxoner entydigt
kan beregne, hvordan den oprindelige funktion ma se ud. I pra.ksxs glar rlnan

naturligvis kun endeligt mange mahn}:c}""““ ARETRNIAGE=T

1): Foldningsmetdderi: et emaf deirekonstruktionsalgoritiher], derikarudledes af
« Radons; inyersionsformel! | Foldningén igarud: pai atyinodererenprofilerne Hor
-wide tilbageprojiceres forjat mindsképunkispredningenu-Se-figuiidly ald

a, Ensanden analytiskimetodekan lfds ved en: sammensaetnn‘lgvaful’d)urlertra.ns-
formationer, men matemdtnsk «Vll”(](,ll Sgsalbiiiden Radohtiansfotmitionen.
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Figur 1.6: Den oprindelige profil, f(z), modereres med en funktion, A(z). Den
foldede funktion, f.(z), tilbageprojiceres. Bemaerk at et punkt placeret uden for
det oprindelige objekt modtager bade negative og positive bidrag fra profilerne,
og derved far vaerdien 0. [Brooks & Di Chiro, 1976, s. 710]. '

Den metode, der anvendes i de nyere scannere er foldningsmetoden. Vi vil i
kapitel 4 komme med en mere matematisk beskrivelse af metoden.

1.2 Udvikling og teknisk beskrivelse

Vi har valgt at beskrive CT-scannernes udvikling ud fra de forskellige gene-
rationer, man traditionelt har opdelt scannerne i. Den tekniske beskrivelse
vil vaere mest udfgrlig for de nyere scannere, dvs. 3. og 4. generations scan-
nere. De tekniske data vil vaere en generel sammenfatning af oplysninger
om de nyeste CT-scannere i Danmark; nemlig Siemens Somaton Plus-S fra
Rigshospitalet og Picker PQ-2000 fra IHerlev Amtssygehus. Visse tekniske
oplysninger stammer fra en samtale med ingenigr Nils Thyme fra firmaet
General Electric.

1.2.1 CT-scannerens udvikling

Englenderen G.N. Hounsfield® var en af pionererne indenfor udviklingen af
CT-scanningsteknikken i starten af 1970%erne. De fgrste forsgg, han foretog,
blev udfgrt med en gammastrale. Sclve scanningen af et enkelt tvaersnit

3G.N. Houusfield modtog i 1979 sammen med A.M. Cormack Nobelprisen i fysiologi og
medicin for deres arbejde vedrgrende C'I-scanning.
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tog 9 dage pa grund af gammastralens lave intensitet. Derefter tog det
s& 21 time for computeren at rekonstruere billedet. Alligevel var de forste
bllleder opmuntrende. Den enkelte detektor (og der var kun den) optog
28000 malinger. [Hounsfield, 1980, s. 23].

Man gik da over til de kraftigere rgntgenstraler, hvilket forkortede scannings-
tiden til 9 timer. Denne @ndring farte til bedre billeder, men det var stadig et
dbent spgrgsmal om eventuelle svulster ville kunne registreres. Hidtil havde
man kun arbejdet pa laboratoriescannere, men udviklingen begyndte nu at
tage fart, og i 1972 kunne firmact EMI - pa baggrund af Hounsfields resulta-
ter - praesentere den fgrste hjernescanner til klinisk brug. EMI-scanneren var
saledes den prototype man vidercudviklede og den er dermed repraesentant
for den fgrste generation af scannere. EMI-scannercn benyttede en iterativ
rekonstruktionsalgoritme. [Hounsfield, 1980, s. 23].

En CT-scanner bestar groft sagt af et patientbord og en rgntgenkilde med
tilhgrende detektorer, samt en computer til brug ved lagring og behandling
af méledata. Under scanningen kgres patientbordet ind i "gantry’et” s
indeholder rgntgenkilden og detektorerne. Gantry et kan vippes op til 25- 30°
. til begge sider. Se figur 1. 7

-gantry

patientbord

Figur 1.7: Moderne CT-scanner.

Traditionelt har man inddelt scannerne i 4 generationer.

Scannerne i 1. generation var parallelscannere, som opererede med to detek-
torer og to rgntgenstraler. Man scannede to forskellige snit pa samme tid, -
og denne tid var omkring 4 minutter. P4 denne tid optog man 200 malinger
fra 180 vinkler, dvs. 36000 m'fxlinger ialt pr. snit. [Swindell & Barrett, 1977,
s. 34]. -

2. generation af scannere havde en scanningstid, som var pa mellem ti se-
kunder og to minutter. Forbedringen bestod i, at man havde en rakke kilder
og detektorer, si man kunne forctage flere parallelle malinger af gangen fra
samme vinkel. {Swindell & Barrett, 1977, s. 34].
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Kvaliteten af de fgrste billeder med henblik pa densitetsmaling var meget hgj.
De gav en ret praecis vardi for densiteten i de enkelte punkter, men overgange -
mellem forskellige densiteter var ikke sa pzne, og dermed kunne billederne
vare vanskelige at tolke. Det viste sig, at behovet for pane billeder, der var
lette at diagnosticere ud fra, var stgrre end for et ngjagtigt densitetsbillede.
I udviklingen af de moderne scannere, har man derfor lagt mest vaegt pa
at gore billederne si pane si muligt. Hvis man ville bruge en CT-scanner
til at bestemme kalkindholdet i en knogle ud fra densiteten af den, sa ville
det :derforfkunne,gmes mere praccist pa de gamle-scannere end. pa de nye.
[Overlage Karen Damgaard, Rigshospitalet].

Det nye i scannernes 3. generation er, at man sender stralerne i vifter. Der-
med kan man med én rgntgenkilde daekke hele objektet med straler pa en
gang. Denne vifte har en bredde pa 42-44° grader, hvilket er tilstraekkeligt
til at daekke objektet. Detektorerne sidder pa et cirkeludsnit med centrum
i rentgenkilden og roterer sammen med denne. Med denne teknik er man i
stand til at scanne et snit pa 2-3 sekunder, heri er. rekonstruktlonen indreg-
net, dvs. man har billedet med det samme.

P4 de nyeste 3. gellerati011s scannere er der mulighed for at vielge at lave
dynamisk scanning. En dynamisk scanning vil sige, at man indstiller alt
pa forhdnd; veelger snittykkelse, rgntgendosis mm. og patientbordet kgrer
sa automatisk igennem gantry’et. Man behgver altsd ikke sidde og trykke
pa teend/sluk knappen. Ved dynamisk scanning foregar rekonstruktionen
samtidig med det enkelte snit.

Eksempler pa hvor hurtigt forskellige omrader kan scannes dynamisk pa PQ-
2000 scanneren [Picker, Product Data, s. 5):

Omrade Antal snit | Tid
hoved 15 1,5 min.
maveregion 25 2,5 min.

Scannerne i 4. generation har en stationar detektorring til forskel fra 3.
generations udsnit. Det nyeste i 4. generation er spiralscannere. Fremfor at
tage et snit af gangen og derefter rykke lejet frem til naste snit, beveeges lejet
samtidig med, at scanningen foregar. Ved spiralscanning behgver man blot
at velge det omrade, der skal scannes, og kan si bagefter lzgge de enkelte
snit ind, hvor inan gnsker det. Rekonstruktionen laves fgrst bagefter, og selve
scanningen gar meget hurtigt. Denne type erstatter dog ikke 3. generation
fuldsteendig, men er hensigtsmarssig nar man scanner sma bgrn, der har
svaert ved at ligge stille.




AFSNIT 1.2 _ 19

Man har ogsa forkortet scanningstiden ved, at de nyeste scannere ikke stop-
per roteringen af rgntgenkilden mellem hver snit, men lader den dreje uaf-
brudt selv ved almindelig scanning af et enkelt snit af gangen, sa tiden ved
opbremsning og igangsetning undgas. Man er nu gaet bort fra opdelingen
i generationer til fordel for en opdeling efter overordnede mekaniske prin-
cipper. Parallelscannerne i fgrste og anden generation herer til de sakaldte
rotations- translationsscannere, idet detektor og kilde forst skal translateres
(bevaeges langs en ret linie) og dercfter rotere. Tredie og fjerde generations

viftescannere bygger pa et fuldrotatorisk prmclp al detektorer og rgntgen-
kilde.

1.2.2 Teknisk b‘eskrivelse

To af de v1gtxgste tekniske detaljer ved C'I-scanncren er rgntgenkildens samt
detektorernes placering og virkemade. :

Rontgenkilden er placeret i gantry’et og kan vaere fuldroterende, dvs. at kil-
den laver en fuld omdrejning pa 360°. Pa =xldre scannere blev rgntgenkilden
slukket mellem hver maling. T de hurtigste nye scannere er rgntgenkilden
‘derimod taendt hele tiden, men den er palagt en gitterspaending, som ger,
at fotonerne kun kommer ud i ”pulse”. Disse puls¢ kommer med passende
mellemrum, sadan at kilden lige nar at blive drejet til en ny vmkel Denne
teknik er hurtigere end at slukke rgntgenkilden.

Rontgenstralen passerer ydermere gennem et lag af forskellige filtre for at
mindske den sakaldte beamhardening effekt, der giver anledning til en af de
storste fejl. Denne fejl kaldes ogsa Hounsfieldstriber. Disse filtre skal optage
de lavenergiholdige fotoner. Man er interesserct i at fjerne fotoner med lavt
energiindhold, fordi disse absorberes hurtigst af vaevet. Ellers ville der ved
scanning af et lille omrade blive absorberet relativt mere straling, end ved
scanning af et stgrre omrade. '

Desuden modvirker man beamhardening effckten, ved at sgrge for, at
stralerne tilbagelaegger stort set samme liengde i scanningsobjektet. Dette
gores vha. et sikaldt "kropsfilter” af plexiglas. "Kropsfilteret” har facon
modsat kroppen, sdledes at de yderste straler i viften ferst ma tilbagelegge
en lang straekning gennem filteret. For viftens midterste straler, som passe-
rer de tykkeste steder i kroppen, er filteret meget tyndere. Pa den made vil
effekten af de lavenergiholdige fotoner blive ens for alle linier i snittet.

Detektorerne optager rgntgenstralerne, efter de har passeret genniem ob jek-
tet. De er ogsa placeret i gantry’et og kan cnten rotere med rgntgenkilden
rundt eller veere stationaere. Se figur 1.8.
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Figur 1.8: a) Roterende detektorer, b) stationzere detektorer. [Alexander et al.,
1986, s. 52J;

Hvis de roterer med rundt daekker de et cirkeludsnit, der har centrum i rent-
genkilden og er bredt nok til at fange hele viften af straler. Nar detektorerne
er stationere, er de placeret i en ring omkring abningen. Selve detektorerne
kan vaere gas cller halvledere (faststofs).

I roterende gasdetcktorer har man et trykkammer fyldt med gas, som regel
xenon, der ioniseres af rgntgenstralingen. I trykkammeret er der desuden
‘nogle blylameller, der optager de rontgenstriler, de rammes af, siledes at
de afbgjede straler ikke giver anledning til nogen registrering. Det betyder,
at xenongassen kun ioniscres al de striler, som rammer lige ind mellem
lamellerne. Se figur 1.9.

blylameller <T 3 PRI

rontgenstriler

uils

Figur 1.9: Blylamellerne i gasdetektoren sikrer, at den enkelte detektor kun
modtager striler fra én retning.

Denne ionisering giver anledning til en strgm, som detektoren registrerer.
Strgmmen omdannes ved brug af en kondensator til en spaending. Stgrrelsen
af spaendingen er et udtryk for intensiteten af rentgenstralen, og det er denne
stgrrelse, der lagres i computeren. Stationere halvlederdetektorer fungerer
principielt pd samme made; dvs. at en strgm omdannes til spznding, der
sa optages. Den enkelte detektor er dog ikke konstrueret sddan, at den kun
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modtager striling fra én retning. Den skal kunne modtage straling fra en
vinkel, der dackker hele objcktet, dvs. samme vinkel som viften sender staler
i. Se figur 1.8B. Det samtlige antal mélinger af et enkelt snit er oppe pa
omkrmg 5 millioner. [Picker, Produkt Data, s. 2].

I de forste kliniske scannere benyttede man kun 36000 malinger til rekon-
struktion af et enkelt billede, si pa dette omrade er der sket en valdig
udvikling. Det er dog ikke sidan, at man stadig forsgger at forbedre scan-
nerne, ved at lave endnu flere malinger. Den stgrrelsesorden, man nu er
oppe pa, ma nok anses for den optimale. Det vil ikke veere sidan, at mere
information altid vil give bedre billeder, der er en graense for hvor meget
information, der kan udnyttes {Stockham, 1979, s. 721]. Fremtidige tekniske
forbedringer af CT-scannere vil derfor vicre pa andre omrader, formentligt
hurtigere scannere og ggede muligheder for billedbehandling.

1.3 Scanningsprocedure

Beskrivelsen af arbejdsgangen ved scanninger er en sammenfatning af besgg
og samtaler med overleger og radiografer pa amtssygehusene i Herlev og
Roskilde samt Rigshospitalet i l\¢benlmvn ‘

Fer man kan lave en scanning er der visse parametre, der skal veelges. Disse
parametre kan opdeles i dem, der pavirker miledata og dem, der hgrer til
billedbehandlingen.

1.3.1 Maledataparametre

Nogle af de overvejelser, der ligger bag fastleggelsen af de forskellige pa-
rametre, bunder i gnsket om at reducere stgjniveauet. Stgj-er et resultat
af statistiske fluktuationer i antallet af fotoner i rgntgenstralen og kan ikke
fjernes helt [Shepp & Kruskal, 1978, s. 421]. Det kan dog reduceres ved at

forhgje rgntgendosen, idet der eksisterer flg. sammenhang mellem dosis og

stgjniveau: Stgjniveau ~ a—-—' Siemens Quality Guide, s. 9].
) J OSIS‘ )

De to parametre, som har stgrst betydning for stgjen, er rgntgenstralernes
startintensitet og de enkelte snits tykkelse. Jo tykkere snittene er, jo flere fo-
‘toner slipper igennem, og dette mindsker stgjniveauet. Imidlertid er det ikke
hensigtsmaessigt med alt for tykke snit, da dette giver anledning til en fejl i
billederne, der kaldes "partial volume effect”. Hvis snittet er tykt, kan der
‘inden for samme snit vare forskellige typer vaev i forskellige lag af snittet. De
forskellige vaevstyper vil sa overlappe hinanden pa billedet, og dermed ggre
det upracist. Det gelder altsd om at finde en balance mellem acceptabel
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-snittykkelse og stgjniveau. Ved fastleggelsen af rgntgendosis tages patien-
-.tens stgrrelse ogsa med i betragtningerne. Stralernes vej gennem-en tyk
person er laengere end gennem en tynd, hvilket betyder, at startintensiteten
skal veere hgjere, for at en tilstrackkelig stor intensitet er tilbage, nar stralen
nar detcktoren. Groft sagt reducereres den resulterende straleintensitet med
-50% per 4 cm forgget kropstykkelse. Dosis kan reguleres bade ved fastlag-
“gelsen af startintensitet og ved fastleeggelsen af scanningstid. De normale
scanningstider er pa 1 til 3 sekunder, men det er muligt at opna meget hgje
doser ved f.eks.. 4 eller 8 sckunders scanning, og dermed kan man nedsztte
stgjniveauet ved serligt vanskelige scanninger. [Siemens Quality Guide, s.
17). ’

Udover dosis og snittykkelse valges afstanden mellem de enkelte snit og
hvor stort et omrdde, der skal scannes. Ved en scanning laves der fgrst
et oversigtsbillede ved at placere rgntgenkilden i en fast position og kegre
-patientbordet igennem. [ princippet svarer et sadan oversigtsbillede helt til
et traditionelt rgntgenbillede, bortset fra at det ikke er optaget pa en film.
Billedet kommer frem pa computerskaermen, og radiografen udvalger det
~-gnskede omrade i samrdd med en lege. Derefter fastlaegges antallet af snit
og dermed ogsa afstanden mellein de enkelte snit. Se figur 1.10. Strukturerne
imellem snittene vil man selvfiglgelig ikke fa noget billede af, men afstanden
vil typisk dreje sig om en halv cm.

Inden patienten scannes, skal der endvidere vaere taget stilling til, om det er
ngdvendigt at give kontraststof. Dette bestar af iod eller barium, som enten
kan drikkes, sa det gar i mavetarmkanalen og uyrerue, eller indsprgjtes sa det
gar i blodbanen. Kontraststof bruges til at gare det nemmere at skelne sma
densitetsforskelle, f.eks. kan det tydeligere ses, hvad der er mavetarmkanal
og blodbane, sidan at mistolkninger forhindres.

Endelig kan det vare npdvendigt at vippe gantry’et, oftest hvis det er et
omrade, der indeholder meget knoglestruktur, siledes at man kan "komme
bag om” knoglen, f.eks. nederst i kranict.

Af de parametre, der pavirker maledata, er dosis og snittykkelse de vigtigste.
Det skyldes, at det i hovedsagen er dem, der bestemmer, hvor meget rgnt-
genstraling, der kommer igennem patienten og dermed stgjniveauet. Stgjni-
veauet har en kraftig indflydelse pa kvaliteten af malingerne, der selvfglgelig
er altafgarende for billedernes ngjagtighed. Imidlertid er der flere parame-
tre, der skal indstilles. Disse har dog ingen betydning for selve maledata,
men hgrer til billedbehandlingen. Hvis maledatacenc lagres i computeren, vil
de neeste parametre, som navnes, kunne @ndres uden at man mister noget
information. Det er forst, hvis det kun er de rckonstruerede billeder, der er
lagret, at disse parametre er altafggrende.




Figur 1.10: a) Oversigtsbillede af et kranium med markering af de valgte snit.
b) Eksempler pa rekonstruerede tvaersnit fra kraniet. [Scannerafsnittet, Roskilde
Amtssygehus, 1992).
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1.3.2 Billedbehandling

Hvis rentgenpersonalet gnsker-at se billederne af snittene, efterhinden som
de males, er det ngdvendigt at udvalge et bestemt Hounsfield-interval.
Hounsfield-vaerdier er et mal for, hvor meget rgntgenstraling forskellige
vavstyper absorberer. Skalaen er fastlagt pa falgende made:

i = 2= = Pyand g9

#vand
hvor p er den linezre absorptionskoeflicient. Vand fir Hounsfield-vaerdien 0
mens gas far vaerdien —1000. Hele skalaen gir fra —1000 til +3000. Vavsty-
per med meget hgje densiteter som knogler vil ligge mellem 300 og 3000. For-
skellige Hounsfield-veaerdier repracsenteres ved en gratone, jo mgrkere farve
jo mindre absorption. Grunden til, at man ikke bare kan valge at se pa hele
skalaen pa et billede, er at gjet ikke kan skelne mellem sa mange nuancer.
Man skulle sdledes kunue skelne mellem 4000 forskellige nuancer, hvilket er
temmelig langt fra de 30-40 stykker, gjet i virkeligheden kan skelne. Lgsnin-
gen er derfor at udvalge, hvor stor en intervallengde man vil betragte, samt
hvilken Hounsfield-verdi, der skal vaere intervalcentrum. Dermed har man -
valgt preecis, hvilke Hounsfield-verdier billedet vil indcholde. Se figur 1.11.

Problemet bliver at udvelge det rigtige Hounsficld-interval. Hvis maéledata
lagres, kan man bare prgve sig frem, men hvis dette ikke er tilfeeldet, er det
et meget vigtigt valg. Typisk vil computeren kunne lagre maledata fra ca.
40 paticnter [Overlege Helle Lindewald, Roskilde Amtssygehus]. I hoved-
traek giver et stort Hounsfield-interval mulighed for at se mange forskellige
verdier. Det vil dog ikke viere muligt at skelne mellem vaevstyper, som
ligger teet op ad hinanden. Dette er derimod muligt ved et lille Hounsfield-
interval. Her vil der til gengaeld viere mange vaerdier, som slet ikke afbildes,
idet vaerdier udenfor intervallet enten forckommer sorte eller hvide.

I praksis bestemmes intervallets licngde og centrum ud fra en vurdering af de
forskellige vaevstypers deusitet i det pdgaeldende omrade, samt en vurdering
af hvor store afvigelser, det er ngdvendigt at kunne sc.

En anden ting, der skal valges for at fa billeder frem er en filterfunktion.
Disse filterfunktioner bestemmer, hvad der serligt skal fremhaves i billedet,
det kan l.cks. vaere skarpe kanter eller sma detaljer i blgdt vaev. Filterfunk-
tionen udggr en del af rekonstruktionsalgoritmen og har dermed noget at
gore med, hvordan Radontransformationen anvendes i praksis.
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Figur 1.11: a) Tveersnit af brystkasse rekonstruerct med et Hounsfieldinterval,
der fremhaever lungestrukturen. b) Samme tvarsnit rekonstrueret med et inter-
val, der fremhaever knoglestrukturen. [Scannerafsnittet, Roskilde Amtssygehus,

1992).
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- Til billedbehandlingen hgrer ogsa muligheden for 3-dimensional rekon-
struktion. ”3-dimensionale billeder” laves ved simpelthen at stakke de
2-dimensionale snit. Dermed kan man fi et billede af de forskellige 3-
dimensionale strukturer. Dette kan f.eks. bruges, hvis man skal operere
en misdannelse i kraniet, da vil det vaere nyttigt at kunne se den rumlige
udformning. Det er dog ikke noget, man bruger sarlig tit ved normale scan-
‘ninger. En ting, som oftere udnyttes, er muligheden for at leegge snit ind i
andre vinkler end oprindeligt. Computeren konstruerer det ud fra de samme
‘maledata, som benyttes til de oprindelige snit, s kvaliteten bliver bedre jo
tyndere snit og jo kortere afstand, der er mellem snittene.

Parametrene, der hgrer til billedbchandlingen, er altsi vigtige i forhold til
at fa det bedste ud af maledata, men vil sa leenge maledata er lagret i
computeren, kunne variercs efter gnske.

1.4 Opsafhling

Kernen i CT-scanning er at sende rentgenstraler gennem et snit fra mange
forskellige vinkler. Stralernes intensitet efter passagen méles af detekto-
rer, der udnytter rgntgenstrilernes evne til at ionisere en gas. Andring i
stralernes intensitet efter passagen tages som et udtryk for densiteten af vee-
vet i det omrade, strilen har geunemtraengt. Billedet dannes i en computer
ved at sammenholde de mange forskellige data.

Radontransformationen beskriver den matematiske sammenhzng, der er
mellem de malinger, man far ved CT-scanning, og den densitetsfunktion,
der beskriver tvaersnittet. Pa den made giver Radontransformationen grund-
laget for, at man overhovedet kan rekonstruere densitetsfunktionen ud fra
maledata. Samtidig er den rckonstruktionsalgoritme, der i praksis skal be-
regne, hvordan billedet ser ud, udviklet ud fra Radons inversionsformel.

Litteratur benyttet til dette kapitel

Brooks et al., Principles of Computer Assisted Tomography (CAT) in Radi-
ographic and Radioisotopic Iimaging, 1976

Gordon et al., Image Reconstruction From Projections, 1975

Hounsfield, Computed Medical Imaging, 1980

Shepp & Kruskal, Computerized Tomography: The new medical X-ray
technology, 1978
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Kapitel 2
Modelopbygning

Nar et tvaersnit af kroppen ved en scanning skal rekonstrueres ud fra
malingerne, ggres det ud fra en algoritme. Denne algoritme er imidlertid
ikke taget ud af den bla luft, men bygger pi en matematisk teori. For
at komme fra praksis til teori, mi man lave en model af nmlmgerne Ne-
denstaende figur er en skematisk oversigt over de modelantagelser, man er
ngdt til at ggre. Det er beskrivelsen af rgntgenstralerne og det tv;nrsmt der
gennemstrales, som forenkles i modellen.

matematisk modelverden

“virkeligheden”
) . tveersnit af
rontgenlys legeme
v
strdle med
partikel-
egenskaber
> . . 2-dimensional flade | 1
g.c(.ymcmsk beskrevet ved en '
linie densitetsfunktion ‘
i

Figur 2.1: En skematisk opstilling af modellen.

Efter en gennemgang af hvordan man mé opfatte tvaersnittet og rgntgen-
stralerne, fglger en udledning af sammenhangen mellem vievets densitet og
réntgenstralernes intensitet. Nir denne sammenhang er kendt, er vi i stand
til skrive malingerne i C'I-scanning séledes, at disse viser sig at vaere i neer
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sammenhang med selve Radontransformationen. Til slut vil vi, da vores
problem tilhgrer klassen af inverse problemer, beskrive forskellen mellem
direkte og inverse problemer.

2.1 Tveaersnittet

Det billede, der fremkommer ved en CT-scanning, er ikke et fotografi. Det
er derimod en afbildning af en densitetsfunktion pa en flade. Densitets-
funktionen reprasenterer de forskellige strukturer i et snit. Hvert punkt
pa fladen har tilknyttet et tal, som angiver densiteten. Hvad der i virke-
ligheden er forskellige vacvstyper og knogler, reprasenteres siledes ved et
tal. I praksis ma man ngdvendigvis male absorptionen i et snit af en vis
tykkelse. Sa selvom snittet er ganske tyndt (typisk omkring 2 mm) er situ-
ationen den, at man maler i tre dimensioner, men kun afbilder dette snits
densiteter i to dimensioner. Her ligger derfor modellens ene antagelse. Kun
i tilfeelde hvor snittets densiteter i tykkelsen er konstante, se figur 2.2, vil
den 2-dimensionale afbildning vacre korrekt.

i objektet set oppefra
! {(parallelt med tvzzrsnit)

billedmatrix
" tvaersnit

Figur 2.2: lllustration af hvorledes, der kan opsta fejl i billeddannelsen, nar
snittets densiteter ikke er konstante i tykkelsen. [Alexander et al., 1986, s. 27].

2.2 Rogntgenlys

En fuldstaendig beskrivelse af rgntgenlys og absorption ville fore meget vidt.
Det er imidlertid heller ikke ngdvendigt med cn sadan beskrivelse for at
forsta, hvordan de to stgrrelser indgar i denne sammenhaeng. De efterfgl-
gende beskrivelser skal derfor opfattes som et relevant udpluk af en meget
kompliceret teori. Rgntgenlys har, som alt lys, bade partikel og bglgeegen-
skaber. Bglgeegenskaberne udnyttes bla. ved bestemmelse af krystallers
struktur, idet forskellige strukturer giver anledning til forskellig afbgjning af
rentgenbalgerne.



AFSNIT 2.3 ____ ‘ 29

I scanneren er det imidlertid rgntgenlysets partikelegenskab, der udnyttes.
Dette ses bade i den made detektorerne fungerer pa, og den made strilen
absorberes pa. I detektoren ioniseres en gas, nar den rammes af en rgntgen-
strale. Populeert sagt vekselvirker de enkelte fotoner i réntgenstralen med
de enkelte gasmolekyler. Ogsd i absorptionen foregir processerne som en-
kelthzendelser mellem fotonerne og molekylerne i vaevet. I begge tilfeelde er
det altsd ukorrelerede handelser der sker, dvs at haendelserne finder sted
upavirket af hinanden. :

2.3 Absorption

Som naevnt flere gange tidligere tolkes :wcndring i rgntgenstrilernes intensitet
direkte som et udtryk for densiteten i det gennemtraengte vaev. For at retfeer-
digggre dette er det ngdvendigt at kigge naermere pa, hvorda,n r¢ntgenstraler
opfarer sig, nar de passerer gennem stof.

Vekselvirkninger med vaevet medfgrer bade absorption og spredning af rgnt-
genstrdlen. De hyppigst forekommende processer er fotoclektrisk effekt,
Compton-effekt og pardannelses-effekt. Rontgenstrilens energi og det stof,
der gennemtraenges, bestemmer hvilke af disse, der finder sted. Det er derfor -
nok at se pd de processer, der finder sted ved cnergier svarende til dem, der
anvendes i scannernes.rgntgenkilder og ved lette stoffer, som menneskevav
hovedsageligt bestar af. Den fotoelektriske effekt dominerer ved lave ener-
gier og tunge stoffer, herefter folger Compton-effekten for middelenergier og
alle slags stoffer, mens pardannelsen forst finder sted ved hgje energier og
tunge stoffer. Da man i CT-scanning bruger rgntgenstraler af en energi, der
i denne sammenhaeng er lav, vil pardannelsen ikke finde sted, og vi vil ikke
omtale den narmere. Se figur 2.3. ’ A

I scannerne benyttes typisk rentgenstraler med energier omkring 120 KeV?
[Scannerafnittet, Roskilde Amtssygelius]. Menneskevaev bestar hovedsage-
ligt af grundstoffer med atomnumre omkring 5-20. Af figur 2.3 fremgér det,
at det vil vaere Compton-effekten, som dominerer. Ved Compton-effekten
vekselvirker fotoner i rgntgenstrilen med frie elektroner i veevet. Fotonen
afgiver noget af sin energi til elektronen og resultatet bliver bide en retnings-
og energizendring af strilen. Ved den fotoelektriske effekt afgiver fotonen al
sin energi til en bunden elektron, og man kan derfor tale om en ren absorp-
tion.

Sammenhwengen mellem absorption og vavets densitet varierer for de for-
skellige processer. Er det alene Compton-effekten, der er tilstede, far man

Tkiloelektronvolt.
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7’ R BLASRIAL T T TTITITT T l;V‘l'YYTT T T v rrer
120 - - - -pardannelses-effekt 1 - - -
- _ dominerer -
100} / -
" fotoelektrisk effekt )
801 dominerer N
60 .
40 -
L ) Compton-effekt .
20 . dominerer
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Figur 2.3: Sammenhang ml. hvilke absorptionsprocesser, der finder sted og
henholdsvis rgntgenstralens energi og atomvagten af det stof, der gennemtraen-

ges (Z er atomnummeret). Vi befinder os i det skraverede omrade. [Evans,
1955, s. 712].

imidlertid den simpleié;ﬁunmenh;nng at den absorberede intensitet er propor-
tional med densiteten i vievet [Heitler, 1984, s. 364]. For at kunne udnytte
dette, forsgger man at fjerne energier i rgntgenstralens spektrum, hvor de
andre processer vil finde sted. De lave energier i spektret vil hovedsagelig
forarsage fotoelektrisk effckt, og det vil medfare en forgget absorption.

Derfor kan man centrere spektret ved at sende rgntgenstralen gennem et
filter, hvor hovedsagelig lavenergifotoner absorberes, inden rgntgenstrilen
rammer kroppen. Da spektret eendres, som rgntgenstralen passerer gennem
objektet, se figur 2.4, far det betyduing, at der absorberes stort set lige meget
i hver projektion, hvilket der ogsa tages hojde for i filtret.

Tl/! max, ’i\ Iomat 1 mar. )
X g trum
i i 1) Fotonspektrum 1 0- Folonspe
0 J Fotonspekirum | fter passage _ efter passage
] - gennem 20 cm ILO i gennem 30 em 1,0

0.5- 051 057 B |

0.1 0.1 0.17

AT 411 T e LA B S I B A

0000 kv -» A VN ? o 100 oy
Figur 2.4: Rgntgenstralens fotonspektrum efter at have passeret objekter af
forskellig tykkelse [Image Quality Guide, Siemens, s. 40].
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2.3.1 Absorptionslov

Vi har nu set, at man kan betragte sammenhaengen mellem absorption af
rentgenstraler og vavets densitet som linezr, men vi ved endnu ikke hvordan
absorptionen foregar i forhold til det stykke vej rantgenstralen tilbagelagger.
Det fglgende udtryk 2.1 beskriver en rgntgenstrales absorption ved passage
gennem vaev. : '

I = Ipe™™ - . (2.1)

hvor:
Iy = begyndelsesintensitet
I = slutintensitet
s = tilbagelagt afstand
u = .absorptionskoefficient

Som fglge af antagelserne om, at kun Compton-effekten er til stede, vil p
vare proportional med densiteten i det vaev stralen passerer. Vi vil nu vise,
at ligning 2.1 stammer fra de simple antagelser, at antallet af absorberede
fotoner er proportionalt med intensitcten samt den tilbagelagte afstand, se
figur 2.5. -~ = o

]
FEN\
|

Figur 2.5: AEndring i strileintensitet efter strilen har tilbagelagt afstanden As.

Antager vi, at dette galder, kan vi nemlig skrive

Io+AI-Iy = —plAse
al Is ;
As H '
Al
—+ul = 0

As
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Denne ligning vil, nar man lader As gf’i imod 0, ga imod

dI
— I =90
ds+“

Dette er netop en linezr :(jiffere|1t.ia.]lig1|ixng af 1. orden af typen

dy '

som med begyndelsesbetingelserne f(a) = b har lgsningen
f(z) = be=A) hvor A(z) = /P(t)dt

Vi har derfor

Alz) = //l.d.;

f(z) = be'f"d" og I{a) = Iy
' I = Ioe_f“ds

Er p1 konstant fas den simple sammenhang i ligning 2.1. Deiine ligning gael-
~ der under ideelle betingelser, hvor strilerne er meget smalle, alle fotoner har
samme energi og det stof, der gennemtraenges er homogent. I virkeligheden
vil strilen passere gennem mange forskellige materialer, og p bliver derfor
en funktion afhaengig af stedet (2, y) hvilket giver:

1
— = exp [—/ /L(n:,y)(ls]
I/ L

Modellens anden del ligger her. Stralen opfattes nu som en ret linie (L)
gennem et 2-dimensionalt omrade. Vardien af et enkelt linieintegral vil
svare til en projektion, Pr, af en enkelt strile og fas ved at tage den naturlige
logaritmefunktion:

I
P =-h (—) = / w(z, y)ds
Iy L

Vi er hermed néet frem til en ligning, der udtrykker sammenhzengen mel-
lem en funktion P, der angiver projektion af strilerne og funktionen g,
der star for absorptionskoefficienten. De forskellige absorptionsprocesser,
Compton-effekten, den fotoclektriske effekt osv. vil bestemme daempnings-
koefflicientens stgrrelse. Da der, som fgr beskrevet, kun tages hensyn til
Compton-effekten, og intensiteten derfor er proportional med absorptionen,
kan vi tillade os at opfatte dempningskoeflicienten som et udtryk for densi-
tetsfordelingen. Det endelige resultat bliver sdledes en ligning, der udtrykker
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projektionerne som linieintegraler af densitetsfunktionen. Da projektionerne
svarer til maledata ved en scanning, har vi fundet frem til en sammenhang
mellem disse og den densitetsfunktion, vi er ude efter at bestemme. Radon-
transformationen transformerer netop en funktion over i dens hmemtegraler,
derfor bliver denne teori relevant her.. '

- 2.4 Direkte og inverse problemer

Rekonstruktionsproblemet i CT-scanning hgrer til klassen af inverse pro-
blemer. Det tilsvarende direkte problem ville vare, hvis vaevets placering
og densitetsveerdi var kendt, at beregne hvor meget striling, der ville blive.
absorberet i de forskellige retninger.

Inverse problemer er meget udbredte. Seismiske malinger til beregning af
f.eks. oliefelters placering er et kendt cksempel. Her sendes der bglger fra
jordoverfladen.og ved at iegne pa det signal, der kommel tllbdgc kan even-
tuelle oliefelter lokaliseres.

Man kommer ofte ud for, at inverse problemer har stor fglsomhed pa be-
gyndelsesbetingelserne. Det vil sige, at bare en lille fejl i maledata vil give
et helt forkert resultat. S& galt gir det ikke med Radontransformationen,
den er rimelig stabil. Var den ikke det, ville det veere umuligt at lave scan- -
ningsbillederne sa gode, at de kunnc anvendes i diagnosticering.: Generelt
for inverse problemer gaxelder det, at entydigheden gar tabt. 1 vores tilfelde
bestar vores maledata af et endeligt antal malinger, og dette er i fglge tco-
rien ikke tilstraekkeligt til at kunnc benytte Radons inversionsformel. Derfor
benytter man en algoritme til at beregne densitetsfunktionen. Det er ikke
noget problem at finde en densitetfunktion ud fra denne algoritme, som er
en korrekt lgsning til milingerne, men det vil ikke vaere den eneste mulige
lgsning til disse malinger, og man er derfor ikke sikret, at scannmgsbn]ledet
er fuldstendig korrekt.

2.5 Opsamling

Gennem dennc modellering er vi nu i stand til at opfatte malingerne som
en Radontransformation af densitetsfunktionen i et tviersnit. Det vil derfor
veere muligt at bestemme densitetsfunktionen, hvis man kender en precis
sammenhang mellem en funktion og linieintegralerne af samme funktion.
Som sagt udtrykkes netop denne sammenhang ved Radons inversionsformel.
Naste kapitel vil give en grundng matematisk forklaring af denne sammen-
haeng. :
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Modelantagelserne far konsekvenser for resultatet af scanningen. Billeder-
nes-kvalitet er afhangig af, hvor store tilnzermelser der ligger i at beskrive
virkeligheden ved denne model. Man er ngdt til at vurdere, hvor korrekte
antagelserne er i forskellige situationer. Som hovedpunkterne i modellen, sa
opfattes rgntgenstralerne i fgrste omgang som en strom af partikler. Dette
fremgar af overvejelsernc om deres absorption, idet vi kigger pa vekselvirk-
ninger mellem fotonernc i strilen og elektroner i vavet og altsi slet ikke
beskzeftiger os med bglgefaenomencr. Derudover opfattes stralerne som geo-
metriske linier i udledningen af sammenhangen mellem densitetsfunktionen
og straleprojektioncrne. Denne opfattelse muligger, at vores miledata kan
opfattes som vaerdien af linieintegralet hen over disse linier. Tvarsnittet op-
fattes som en flade karakteriseret ved ¢n densitetsfunktion. Vi vil i kapitel
5 sammenkaede modelantagelserne med de fejl, som vi har erfaret, at man
slas med i CT-scanning, men forst vil vi som sagt kigge naermere pa den
matematiske teori, og hvordan man benytter denne til at beregne densitets-
funktionen.

Litteratur benyttet til dette kapitel”

Beiser, Concepts of Modern Physics, 1967, s. 40-60.
Evans, The Atomic Nucleus, 1955, s. 712.
Heitler, The Quantum T'heory of Radiation, 1984, s. 362-367.

Produktbrochurer fra Picker og Siemens.




Kapitel 3
Radontransformationen

o ’ 0 .
I kapitel 2 om den matematiske model er det allerede blevet beskrevet, hvor-
dan Radontransformationen ser ud. Vi fandt ud af hvilke tilnzrmelser, der
skal ggres, for at man kan skrive méledataenc fra CT-scanning som linieinte-

graler over densitetsfunktionen, og skrev, at dette netop var en Radontrans-

formation. At dette stemmer, vil vi nu vise. I dette kapitel bliver Radon-
tra,nsfor_matidnen defineret, og dens inversionsformel gennemgaet. Derudo-
ver ser vi'pa de grundlaeggende egenskaber ved Radontransformationen, som
er ngdvendige for at kunne genhemfm'd udledningen af inversionsformlen.

Vi vil ogsa se pa, hvordan Radontransformationen haenger sammen med Fou-

riertransformationen. Denne sammenhang udnyttes ofte ved rekonstruktion

i praksis.

Kapitlét vil blive illustreret af et par eksempler, hvor vi Radontransformerer
simple matematiske funktioner. Deres funktion er at lette forstielsen af selve
Radontransformationen. De matematiske begreber bliver si vidt muligt 1g-
bende relateret til CT-scanning, sadan at det tydeligere fremgar, hvordan
de forskellige stgrrelser hanger sammen. Vi vil legge stgrst vaegt pa den
2-dimensionale udgave af saivel Radontransformationen som dens inversions-
formel, da der i de typer af scannere, som er omtalt i kapitel 1, udelukkende
finder 2-dimensional rekonstruktion sted.

I kapitlet vil vi indskraenke os til at Radontransformere en sarlig klasse
af meget peene funktioner. For det forste vil vi lade dem vaere uendeligt
ofte differentiable, eller ihvertfald sa ofte, som det er npdvendigt. Det er
derudover kun en udvalgt del af disse, vi vil behandle, nemlig de funktioner
som er "hurtigt aftagende” eller har "kompakt stgtte”. At en funktion er

35
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hurtigt aftagende, vil sige, at den tilstraekkeligt hurtigt gdr mod nul (i alle
retninger). Det vil-mere pracist sige, at der for-alle k skal gelde, at

er begraenset.

Altsa at den n’te afledede gir hurtigere mod Tiul end ethvert polynomium
gar mod uendelig. Kompakt stgtte vil sige, at funktionen har veerdien 0
uden for et afgranset omride. Nar begrebet "statte” senere anvendes, me-
nes der det omrade, hvor funktionen har veerdiet forskellig fra nul. T forhold' '
til anvendelsen af Radontransformationen til at rekonstrucre en funktion fra
dens projektioner, giver det ingen problemer at antage, at funktionerne har
kompakt stette. Det betyder blot, at de objekter, man kunne gnske at re-
konstrucre, ma vaere afgraisede. Med hensyii til at kraeve at funktionerne
skal veere differentiable, kunne det se ud som ori, der var et problem, for
det er spergsmalet, om densitetsfunktionen er kontinuert i f.eks. overgangen
mellem knogle og vaev. Dette far dog ikke den store betydning, da man bare
kan approksimere den diskontinuerte funktion med en differentiabel funktion. -
Denne approksimation kan laves sa pracis, som-man gnsker den, idet funk-
tionen kun er ikke-differentiabel i ei lille maangde De fordele, vi opnar ved
denne indskraenkning, er store. Det betyder nemlig, at vi uden bekymring
kan zndre pa rakkelplgen af forskellige integrationer og differentiationer.
Og om vi tager greensevardier for eller efter vi differentierer /integrerer er
ligegyldigt.

3.1 Definition

I 1917 viste Radon, livordan man kan rekonstruecre en funktion af n variable
ud fra kendskab til funktionens integraler over de (n—1)-dimensionale hyper-
planer. Ilan beskaftigede sig altsd med inversionsformlen til Radontransfor-
mationen. Selve transformationen afbilder en funktion over i de tilsvarende
integraler. En funktion med to variable afbildes over i linieintegraler, i tre
dimensioner afbildes der over i fladeintegraler osv. Mere praecist gaelder der
at:

Ved Radontransformationen, R, transformeres en skalarfunktion, f, med
vektorvariable, over i integralerne over hyperplanerne i R™.

Vi koncentrerer os om den 2-dimensionale transformation, da det er denne,
som anvendes i CT-scanning.

Hvis f: R? — R, savil R(f) = f angive linicintegralernce af f. For at kende
R(f), skal man kende samtlige linicintegraler af f.
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Da transformationen af en funktion af to variable, f(z,y), vil bestd af alle li-
nieintegraler af f, vil det vaere hensigtsmaessigt af ﬁnde en passende notation
for de linier, vi skal integrere over.

I R? kan en linie, L, angives ved de polare koordinater (p, ). Ligningen:
L :p = zcos(8) + ysin(6) ' (3.1)

vil for et givent (p,f) definere den linie, der gir igennem punktet
(p (09(0) psin(6)) og vmkelret pa vel\toren (p cos(8), psin(8)), se figur 3.1.

N

Sy -

b X
Figur 3.1: Linie defineret ved koordinatséttet (p,9).

Radontransformationen af funktionen, f, vil for ethvert koordinatszt, (p, ),
angive linieintegralet af f over den llme der er defineret ved f01me1 3.1.
Definitionen kan herefter sl\uvcs '

RU)(p:6) = f(p,0) = /, F(,y)ds (3.2)

- Nu er det tydeligt at se sammenhangen mellem CT-scanning og Radon-
transformationen. Tidligere fandt vi frem til, at en maéling kan skrives som
linieintegralet af densitetsfunktionen over den linie gennem kroppen, som
rgntgenstralen passerer. Alle malinger i et tvaersnit af kroppen udggr derfor
et udsnit af Radontransformationen af den densitetsfunktion, som beskriver
dette tvaersnit. Notationen vi benytter til at angive, hvilken linie der inte-
greres over, har en ner relation til de parallelle striler, der blev benyttet i
de fgrste scannere. Hvis vinklen 6 holdes konstant, og p varieres, opnas et
profil. 1 et profil vil de linier, man integrerer over, ligge parallclt. Senere
vil vi se pd, hvordan man parametriserer disse lmler men fgrst vil vi give et
forholdsvis enkelt eksempel. :
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Eksempel 1

Som fgrste eksempel pa Radontransformationen har vi valgt en meget sim-
pel funktion, som har funktionsvierdien 1 indenfor enhedscirklen og ellers
veardien 0. '

f(w,y)={

Denne funktion har tydeligvis kompakt statte, men det bemarkes at funk-
tionen:ikke er kontinuert pa randen. Vi undlader derfor at integrere over
randen. Udenfor randen (2% + y% > 1) er transformationen triviel, idet funk-
tionsvaerdien er 0, og da stgtteomradet ligger symmetrisk omkring origo, vil
integraler over alle linier, (p,#), hvor |p| > 1 give 0. Vi skal derfor transfor-
mere indenfor stgtteomradet.

1 for m2+y27§ |
0 forz?+4y?>1

Hvis dette skal relateres til scanning, sa vil f(x,y) repraesentere et tvaersnit
af et objekt f.eks. en cirkelrund knogle med fuldstzendig ensartet densitet.
Pa figur 3.2 er funktionen afbildet.

Figur 3.2: Funktion med konstant verdi 1 indenfor enhedscirklen, og ellers
vaerdien (.

Da funktionen er konstant 1 inden for integrationsomradet, svarer vardien
af et linieintegral til laengden af liniestykket indenfor enhedscirklen. Af figur
3.3a fremgar det, at lengden af liniestykket er vafhangigt af vinklen 6. Det
er derfor nok at betragte funktionen fra én vinkel og generalisere dette for
at finde Radontransformationen af funktionen.
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Figur 3.3: Linier defineret ved koordinatsat (p,8). a) @ varieres og p holdes
konstant, b) p varieres og ¢ holdes konstant. Nar p varleres fra —1 til 1, fas et
profil. ' :

Alle hmemtegl aler fra én vinkel betegner objektets profil. For dette obJekt
vil alle profiler derfor vzere ens. Vi vil nu regne os frem til Radontransfor-
mationen for vinklen 8 = 90°. Dermed vil p variere langs y-aksen. Se figur
3.3b. Hvis vi kalder liniens skaeringspunkter med enhedscnrklen for (—a,p)
og (a,p), si vil lengden af liniestykket vare lig med 2a Dette kan nemt
beregnes vha. Pythagoras laeresaetmng

A+p?P=16a=+1-p?

Dermed kan Radontransformationen for 6 = 90°, 'f'(p, 90°), udtrykkes.:
f(p,90°)=,‘2 1 -p? for —1<p<1

Nar p varieres langs y-aksen, fir vi hele profilet for § = 90°, se figur 3.3b.
Da Radontransformationen af funktionen er uafhaenglg af vinklen, kan det
generelle resultat uden videre skrives:

R(P8) = [(p,6) =2V/1=p*  for —1<p<] . (33)

Afbildingen af den Radontransformerede funktion, R(f)(p,8), ses pa figur
34. : .
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Figur 3.4: Radontransformationen af funktionen i a) polare og b) kartesiske
koordinater. '

3.1.1 Parametrisering og notation

Nar man skal beregne Radontransformationen af-en given funktion, er linie-
integralerne naturligvis ikke altid si simple som i det foregdende eksempel.
For at beregne integralerne er det derfor ngdvendigt at parametrisere den
linie, L, vi skal integrere over. L, som er givet ved ligningen i formel 3.1
kan parametriscres vha. enhedsvektorerne € og €. Se endvidere figur 3.5.

7

€ = (cos(f),sin(8)) og &1 = (—sin(8),cos(h))
Linien kan sa bheskrives ved

a(t) = p€ + 1€+ = (pcos(8), psin(8)) + (—tsin(8), t cos(f)) (3.4)

Nar t gennemlgber hele intervallet | — oo, 00[, vil alle punkter pd L blive
gennemlgbet.

Radontransformationen kan nu skrives
f00)= 1.0 = [ s = [ fatiia o a
Da |la’(t)]] = ||(— sin(8), cos())|| = 1, kan vi skrive:

f(»,&) = /_co S(p€ +t&r) dt
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D X
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Figur 3.5: Parametrisering af L ved enhedsvektorerne £ og £t

Bemark at notationen f(p,0) er akvivalent med f(p, §), og at linien L kan
skrives ' ‘ C :

p==zcos(f) +ysin(6) & p=(z,9)-&

Iszer i hgjere dimensioner er enhedvcktoniotationen praktisk, idet der her vil
indga flere vinkler i de polare koordinater, og disse vil alle vere indeholdt i
. k . . .
Radontransformationen kan ogsa beskrives ved et fladeintegral, hvor vi ind-
forer ”Diracs deltadistribution”. Denne distribution, §(2), er indfgrt af fysi-
keren P.A.M. Dirac og er meget anvendt i fysikken og matematikken. Fysisk
kan den opfattes som en beskrivelse af impulsen af en meget stor kraft, der
kun virker i et meget lille tidsrum. Derfor er den defineret ved nogle ret
specielle egenskaber: ‘ ‘ '

/6(x)d.1‘ =1 §(z)=0 forx#0

Matematisk giver dette som en funktion ingen mening, idet de to kendeteg-
nende egenskaber ved funktionen er modstridende. Har.man en funktion,-
som er konstant 0 i alle punkter med undtagelse af ét, s vil integralet over
denne funktion have veerdien 0. Derfor ma man udvide funktionsbegrebet, til
det man kalder gencraliserede funktioner eller distributioner. Ud fra denne
udvidelse tolkes deltadistributionen saledes [Hansen, 1971, s. 15-20]:

Hvis en funktion f(t) er kontinuert i to, er

/b f()8(t — to)dt = { J(to) hvis @ <29 < b -

0 ellers
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Deltadistributionen giver os mulighed for at skrive Radontransformationen
op som et dobbeltintegral. Deltadistributionen "piller” sa at sige den linie
ud, som vi gnsker at integrere over. -

0= [ [ 1@uie-¢- @i

Dobbeltintegralet far kun veerdi i den del af fladen, hvor linien lgber, og
bliver pa den made det samme som integralet af funktionen over linien.
Man kan sige, at nar vi Igser det inderste integral, sa skal vi pa 2’s plads i
funktionen indsatte det udtryk, vi far ved at isolere z i ligningen p = £ - .
Nar vi derefter varierer y, sa far vi netop alle punkterne pa linien, og nar vi
sa integrerer i forhold til y, fir vi linieintegralet. Vi kan derfor skrive:

/_ /_ [z, y)8(p— & - (z,y)) dzdy =
/ J(x,y)ds = f(p,€)
p=E-(z.) s

3.1.2 Udvidelse til flere dimensioner

For vi giver endnu et eksempel pa Radontransformationen af en funktion
med to variable, vil vi udvide definitionen forst til tre dimensioner og der-
efter generelt til n dimensioner. Da udvidelsen ikke er direkte relevant i
forbindelse med anvendelsen, vil vi ikke ga i dybden med dette.

I to dimensioner havde vi koordinatsettet (p,£), hvor £ = (&,€2). Ko-
ordinatsaettet definerede en linic gennem punktet (p&;, p€;) og vinkelret pa
punktets stedvektor. Dette kan nemt udvides til tre dimensioner, saledes at
£ = (61,62,8). (p,§) angiver det plan gennem punktet (péy, p€s, p€3), der
har punktets stedvektor som normalvektor. Dette plan er beskrevet ved:
p=2E-(2,y,z). € er stadig en enhedsvektor, men nu blot i tre dimensioner.
Se figur 3.6.

& = (cos(8) cos(yp), cos(8) sin( ), sin(F))

For at parametrisere planet skal vi bruge to linezert uafhzengige normalvek-
torer til £, lad os kalde dem &7 og €7. Planct kan beskrives ved:

alt,s) = p€ + L&} + s€5 (3.5)
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—>Y

Figur 3.6: Planet beskrevet ved p = € - (z, ¥, 2).

Radontransformationen i tre dimensioner ser da siledes ud:

R = fo.00= [ sy

/oo /00 S(VE + 13 + 563 )dsdt ©(3.6)

Ligesom det i to dimensioner var tilfzeldet, at lla’(t)]| = 1, har vi her brugt
ot S A

da(t, c) , 8
RN

Vi kan ogsa bruge Diracs .deltadistribution i tre dimensioner, ligesom vi
gjorde det i to. Nu er det blot et plan, vi skal "pille” ud:

f(P, £ = /_00 /—oo /—oo f(w,y?z')é(p— £- (z,y,z))dxdydz

= / f(z,y,2)dS (3.7)
p=§-(z,y:2)

Opskrivningen med Diracs deltadistribution kan uden videre generaliseres
til » dimensioner. £ er i si fald en enhedsvektor i n dimensioner og
p=§-x, (:c = (z1, Z2,..,2,)) bestemmer hyperplanet med n—1 dimensioner
vmkelret pa £ og g(,nnem punktet p§.

F(p,6) = / f@)(p- € 2o = | o /@15 . (38)
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Det skal her forstas, at integralerne er multiple, og der skal integreres fra
—oo til co i-alle integraler. - S

Eksempel 2

Vi er nu tilbage i to dimensioner, hver vi vil vise endnu et eksempel pa,
hvordan man beregner Radontransformation af en bestemt funktion. I dette
eksempel vil'vi ggre brug af notationen med deltadistributionen. Lad funk-
tionen veare givet ved

[(z,y) = e+

Dennne funktion tithgrer klassen af hurtigt aftagende, uendeligt ofte diffe-
rentiable funktioner, sa den er "pan™, hvilket ses af figur 3.7.

f(z,y)
2

< 7z S

:' \
s R

QR RS

M R R
R L IR

SRR LA ’*‘u’b’%.’

&. ..{. (Z Y,

>,

Figur 3.7: f(z,y) = e~ (" +4"),

fn &)
- / S~ (67 + Eay))dady (3.9)

-0 J =0

R(S)(p,€)

hvor (&€ = (&1,62)).

Sa skiflter vi variable:

v = &+ by

v -&2 4+ Gy

I
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Jaéobi~determinanten: J(u,v) = J(z,y)" 1

e = | E B |- 86
5 %'j -6 &
= '512+€22=||€||:1®J(U,v)?1

2

Bemeerk at u? 4+ v2 = 22 4 y%. Vi kan nu skrive

oo = [ : ( / : e u)du) dv

o0 2 o 2
= / e 6(p—u)du/ e~V dv

o0
2

= e“”z/ eV dv : A (3.10)

-0

Sa er v1 naet et godt stykke af vejen, og skal blot belogne mtegralef
f_ e~""dv. Det kan vi ikke uden videre; sa vi ma ga en lille omvej og
f¢rst finde kvadlatet af dette mteglal

_roo 2 r OO o
(/ e'-'”'dv)’ / e dz - / : c"?zdy
/ / y dzdy

Vi omskriver til polere koordinater: (z,y) = (r cos @, 7sinp), Jacobi-
determinanten: J(r,¢) = r, og skriver sa: '

2T poo 27 o0 o .
[ o= [T e o= [Tao=s
o Jo ' 0 2 o 7 2Jo

Hvilket s giver

/ e~ dv = VT

-
og dermed
o0
e""z/ ¢y = \/7—rc_p2©
—co -
R(e= N p,€) = [(p,€) = Vre

P& figur 3.8 er den Radontransformerede funktion afbildet bade i polzere og "
kartesiske koordinater. :
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3.2 Basale egenskaber

I det folgende vil vi bruge opskri{{ningen al Radontransformationen med .
enhedsvektornotation, f(p, £). Egenskaberne er ikke saerlige for R2, sa vi har
valgt at generalisere til » dimensioner. Integraltegnet fR" dx star saledes

for integralet over hele rummet.

Vi har valgt at indskraenke beskrivelsen il fortrinsvis at indeholde de egen-
skaber, der er ngdvendige for udledning af inversionsformlen. Derudover
har vi beskrevet, hvordan man kan beregne Radontransformationen af en
funktion, som Laplace-operatoren virker pa. Dette er gjort, idet det illustre-
rer, hvordan Radontransformationen med fordel kan anvendes i en anden
sammenhang end lige netop CT-scanning, nemlig til losning af partielle dif-
ferentialligninger.

3.2.1 Symmetri, homogenitet og linearitet

Den egenskab ved Radontransformationen, som forst falder i gjnene er dens
symmetricgenskab. Egenskaben fglger af, at koordinatsettene (—p, —€) og
(p,€) definerer den samme linie. For Radontransformationen geelder der
saledes:

J(=p,=8) = f(p, &) (3.11)

Radontransformationen af en given funktion for koordinatsattet (p,€) er
den samme samme som for koordinatsattet (—p, —§€), idet der simpelthen
integreres over den samme linie.




AFSNIT 3.2 _ a7

En anden vigtig egenskab er homogenitet. En funktlon siges at vaere homo-
gen af graden p, hvis der galder f¢lgende

f(tz) = #(f(=)) o (312)

Radontransformationen viser sig at vaere homogen af graden —1. I gennem-
gangen af dette kigger vi pa f(sp, s€), hvor s er en skalar. Det er dog vigtigt
at veere klar over, at selve Radontransformationen, ”den rigtige Radontrans-
formation”, kun er defineret for enhedsvektoren og ikke for andre vektorer.
Men ved at se pd udtrykket f(sp,s€) og omregne dette til et udtryk med en
enhedsvektor, vil den normale definition af Radontransformatlonen kunne -
anvendes pa udtryk med en vilkarlig vektor.

Bemark at hvis vi blot tolkede f(sp, s€) ud fra definitionen uden at tage
hgjde for, at vi ikke har en enhedsvektor, sa ville vi integrere over hyperplanet
sp = s€-x & p = £-x, og Radontransformationen ville altsi vaere uafhaangig
af konstanten s. Vi ma derfor se pa d(‘ltadlstubutlonen og dens egenskaber,
nir man ganger med konstanter.

/_ : f(z)6(az)dz

Vi skifter variabel: u = az, du = @ dz, og skriver sa

1 [ u 1
I—a—|/_oo f(z)é(u)du =~ m[(()}) =
I‘ll_|/—.oo f(z)b(z)dz (3.13)

Det er ngdvendigt at tage den numeriske vierdi af a, idet der ogsa skal sub-
stitueres i integralets graenser. Hvis a < 0 er graemerne byttet, og fortegnet
@ndret.

Vi kan nu skrive

j(sl’a s§) /R" f(x)b(sp — s€ -x)dzx
/ [(2)8(s(p - € - ))dz
R»

=1 b(p— € -a)d
s /R,lf(w.) (v ) |
17 () BERD)
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Hvis man sammenligner ligning 3.14 med 3.12 ses homogenitetsegenskaben.
Ligning 3.14 kan dog fortzlle flere andre ting. Ved at indsztte s = —1 be-
kreefter den for det fgrste symmetricgenskaben. Det er nu muligt at beregne
udtryk, hvor det ikke er enhedsvektoren der indgar. Dette er en fordel, fordi
det medfgrer, at man kan tillade sig at transformere en funktion til en anden
funktion, hvor Radontransformationen er nemmere at beregne, selvom det
betyder, at vektoren ikke lengere er en enhedsvektor. Det skal der sa blot
reguleres for sencre vha. formel 3.14.

Radontransformationen har endnu en paxn egenskab, idet den er en linezer
transformation: R(e¢; f+c29) = ¢\ R(f)+c2R(g) hvor ¢; og c; er konstanter.
Dette ses nemt af at: -

Ricrf + c20)(1,€) / (2 f(2) + c20())b(p— £ - @)de

o [ f@dbty - € 2)ia +er [ o(@)o(p - ¢ 2)de
le(?’» 6) + (:2.’)(-7)3 6)

3.2.2 Forskydningsegenskab

Radontransformationens forskydningsegenskab er vigtig i udledningen af in-
versionsformlen. Derudover skal den anvendes i beregning af Radontrans-
formationen af de retningsafledede af en vilkarlig funktion. Malet hermed
er at kunne beregne Radontransformationen af en funktion, som Laplace-
operatoren virker pa.

Forskydningsegenskaben er: R(f(z —a))(p,&) = f(p— & -a,§)

Dette falger af:

R(f(z - a))(p,§)

/ flx—a)d(p— € -z)dz
R»

f(Wop—€-(y+a))dy idety=z-a

R
. /R"ﬂy)ﬁ((p—ea)—e-y)dy
= fip-€-a,8) idtz=y (3.15)

l ovenstaende er der foretaget to variabelskift. Det sidste er helt trivielt. Ved
det fgrste variabelskift, hvor z —a erstattes af y, bliver Jacobi-determinanten
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1. Afblldnmgen y=z—-avilei?2 dnmensmner se saledes ud: T = yl +ay
og z2 = Y2 + a;. Jacobi-determinanten ville vare:

oz 3z

1 0.

Jwew=| 3 2| =[g )=
92 3y2

Konstanten a, der lzegges til den gamle variabel x, forsvinder altsa i diffe-
rentiationen. Det betyder, at variabelskift, hvor der ikke sker andet end, at
en konstant adderes til de oprindelige variable, umiddelbart kan foretages
uden at bekymre sig om Jacobi-determinanten.

3.2.3 Partielt afledede

Den afledede af f 12k retningen ser saledes ud:

f(z + hey) - f(z)
3 h—vO Il

(3.16)

Vi gnsker al ﬁnde Rddontlansfmnmtmnon af denne

of\, oo Sl her) = f(x)\
R () .0 - P(l QRS LT

h—0

= lim 2 (RUS(@+ hes)) - RU) (. (317)

Granseveardien kan rykkes udenfor, fordi de funktloner, vi behandler, er
"pxne”, dvs. de er uendeligt ofte differentiable og er enten hurtigt afta-
gende eller med kompakt stgtte. Resten af omskrivningen kan vi lave, fordi
Radontransformationen er linear. 1 naste skridt anvendes forskydningse-
genskaben formel 3.15 med a = —hey til at skrive:

8 .
( / )( ,§) = lim E (f(p+ her- €6 — [(p.6)) (3.18)

Vi definerer nu: er & = & (dvs. den K'te koniponent af £). .
1 :
hszt@.E:—— »
Nar h gar mod 0, vil ¢ ogsi g& mod 0, og vi kan derfor skrive: ,
af o € . A
R(ZD)wo= = mEiup+io-fne)

Jiw+t, £ f(p,f)

= & lim
t—0

£ 3—{)(;»,& . (3.19)
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= Vi ser her, hvordan Radontransformationen ggr det simplere at arbejde med
- partielle differentialligninger. At differentiere i-forhold til de forskellige vari-
able, férsimples til at differentiere i forhold til én, nemlig p, og sa multiplicere
med den tilhgrende komponent af enhedsvektoren. Det bliver endnu mere
enkelt, nar vi kommer til Laplace-operatoren.

" Vi har forcl¢bjg fundet ud af at:

( )( £) = & f: &)

I Laplace-operatoren er det den anden afledede, der beregnes. Stgrrelsen af
denne fglger umiddelbart af ovenstacende:

% f f
R(m)( 0, €) = &* (» &)

Det er nu muligt at bcrcgne Radontransformationen af den "Laplace-
~ opererede” funktion:

o Drf i 0*f
R(Af)7= R (('):1:12 Jday? oot 073112)
2 2f
_ 5.‘% +&29—f+ +£nz(.7 !
_ 2
- ()])z (f] + £2 + &%)
o2 f
= Ser=21 20

Radontransformationen af en funktion, som Laplace-operatoren virker pa,
findes saledes simpelthen ved at beregne Radontransformationen af funktio-
nen og differentiere denne to gange i forhold til p.

Nu skulle vi sa have et godt nok kendskab til Radontransformationens basale
egenskaber for at udlede inversionsformlen. For dette vil vi dog placere
Radontransformationen i forhold til den nok mest kendte transformation:
Fouriertransformationen.

3.3 Fouriertransformationen

Der er en nzer sammenhang mellem Radontransformationen og Fouriertrans-
formationen. Da Fouriertransformationen bliver benyttet til mangt og meget
i praksis, har man efterhanden udviklet nogle ret effektive metoder til at Fou-
riertransformere numerisk. Man kan derfor lave en rekonstruktionsalgoritme,
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der udnytter denne sammenhang. Det er dog ikke den rekonstruktionsalgo-
ritme, vi vil se pad. Men vi vil senere udnytte, at det kan vaere mere enkelt
at arbejde med Fouriertransformerede funktioner.

En narmere beskrivelse af Fouriertransformationen og udledningen af Fou-
rierintegralet findes i appendiks.

Fouriertransformationen i n ‘dimensioner er givet ved:
FOk = fk) = [ fareheds

Den tilhgrende inversionsformel ér:
f(=) = / f(k)e2rk g e (3.21)
: Rn Co L )

Det skal bemzerkes, at definitionerne kan viere lidt anderledes i nogle bgger.
For at finde sammenhzengen mellem de to transformationer omskrives form-
len for den n-dimensionale Fouriertransformation af f(z) til et udtryk, hvor
deltadistributionen indgar. Dette ggres selviglgelig, fordi deltadlstrlbutxonen
indgar i definitionen af Radontlansformatlonen ‘

(k) = /_ s f(z)el“"‘.""‘ﬁ(t—k-m)dmdt (322)

I formel 3.22 er ¢ et reelt tal. Idet vi skifter. varlable til k = s& og t=sp
kan fglgende omskrlvnmger laves:

f(s&) = s / /Rnf(a-)e‘v”?””é(sp.—sf-z‘)dzdp
= /oo emiemep " f(a:)&(p—f-a:)dzdp ' (3.23)

Ud over variabelskift er formel 3.13 benyttet til at beregne, hvilken indfly-
delse en konstant, her s, har pa deltadistributionen.

Det inderste integral er identisk med definitionen af Radontransformationen
af funktionen f(x). Sammenhangen mellem Fouriertransformationen og
Radontransformationen er dermed givet ved (se ogsa figur 3.9):

f(S€)=/ f(p,€)e™*" 7 dp o y (3.24)

Hgjre side er den éndimensionale Fouriertransformation af Radontransfor-
mationen af funktionen f i den retning, der cr givet ved s€. Dette betyder,
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Figur 3.9: Sammenhangen mellem Fourier- og Radontransformationen i n
dimensioner. [Deans, 1983, s. 98].

at den n-dimensionale Fouriertransformation kan opnas ved fgrst at Ra-
dontransformere den givne funktion og dernast beregne den 1-dimensionale
Fouriertransformation. Pa operatorform kan det skrives mere kompakt:

-7:11(.[):}:1.;

Ved at indsette f(s€) i inversionsformlen for Fouriertransformationen, lig-
ning 3.21, kan Radontransformationen udtrykkes ud fra Fouriertransforma-
tionen:

f&) = [ tsgrcm s (3.25)

Ud fra denne formel kan Radontransformationen beregnes vha. Fourier-
transformationen. Dette gares ved fgrst at tage den n-dimensionale Fourier-
transformation af funktionen og derefter den inverse én-dimensionale Fouri-
ertransformation i retningen givet ved s§.

f=(FR)FuS)

Fouriertransformationen kan ogsa bruges til at komme tilbage til den oprin-
delige funktion, hvis Radontransformationen af den pagaldende funktion er
kendt.

f = (]:n)_l]'—l(f)

Vi har nu set, at Radontransformationen og Fouriertransformationen er taet
forbundne. Nogle af mellemregningerne var forholdsvis nemme at udfgre,
fordi inversionsformlen for Fouriertransformationen minder sd meget om
selve transformationen. Pa det punkt adskiller Fouriertransformationen sig
klart fra Radontransformationen, hvilket vil fremga af naeste afsuit.
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3.4 Inversionsformlen

Ved en scanning vil maéleresultaterne udggre et udsnit af Radontransforma-
tionen af den densitetsfunktion, som man ¢nsker at rekonstruere. Da det
saledes er Radontransformationen, som er kendt, er det inversionsformlen
for den 2-dimensionale Radontransformation, som er relevant nar vi skal
beregne, hvordan tvarsnittet ser ud.

Inversionsformlen til Radontransformationen kan konstrueres pa flere forskel-
lige mader. Den metode, vi vil bruge, tager udgangspunkt i nogle identiteter,
som ikke uden videre har noget med Radontransformationen at ggre. Idéen
er at omskrive disse identiteter, sa de kommer til at indeholde et udtryk, der
er identisk med definitionen af Radontransformationen.

Der er to forskellige identiteter til hhv. ulige og lige dimensioner. Det bety-
der, at inversionsformlen ogsa vil veaere forskellig, alt efter hvilken dimension
vi befinder os i. Da vi skal bruge inversionsformlen for to dimensioner, har
vi kun brug for den .”lige” identitet, men for at forstd baggrunden for op-
splitningen, skal de alligevel praesenteres begge to. -

For ulige dimensioner n > 3:
. N . _ _
srr ) @) = 0T [ [ sl v - eldyde (3.20)
I€l=1 JRr
For lige dimensioner:

(@r) (-1 () = A7 A 1 S TONINIE - (u = @ldude (327

[Courant & Hilbert, 1962, s. 679].

Identiteten 3.26 er den mest simple af de to. Men prol)lcmct i at anvende
den for lige dimensioner ligger i, at Laplace-operatoren-af en ikke hel grad
feks. VA sa ville optrade. Det er muligt at regne med en sddan stgrrelse
[Deans, 1983, s. 115], og man kan derfor opna en invei‘510nsf6rmel, der er ens
for lige og ulige dimensioner.” Det er dog ikke ngdvendigt for os at bruge den
felles udgave, da vi kun har beliov for 111ver51011sformlen i to dimensioner.

Disse identiteter er ikke udledt specielt til brug ved Radontmnsformatlo-
nen, og da udledningen er ret kompliceret, vil vi ikke komme ind pa den
her, men blot tage dem for givet. De er udviklet til det formal at oplgse
en funktion i nogle andre, som er nemmere at arbejde med. Dette ggr man
f.eks. ogsa i Fouriertransformationen, hvor en funktion oplgses i sinus- og
cosinusfunktioner. Med identiteterne hér kan man oplgse en vilkarlig funk-
tion i "plane beglger”. En plan bolge kan beskrives ved en funktion, hvor de



54 KAPITEL 3

variable kun indgéar som en linearkombination af hinanden. Den plane bglge
er saledes kun afhangig af én rumkoordinat, der er en linearkombination af
de oprindelige variable.

3.4.1 Udledning af inversionsformlen

Vi tager udgangspunkt i identiteten for to dimensioner
wntf@) =08, [ [ fw)nle: - 2)ldyde (3:28)
i€li=1 JR?

Ideen i udledningen af inversionsformlen er at fa omskrevet denne identitet
til et paent udtryk, der indeholder Radontransformationen.

Vi starter med at se pa det inderste integral i identiteten. Logaritmefunk-
tionen omnskrives til et integral over deltadistributionen. Derefter foretages
et variabelskift, z = y — z, ved hjzlp af forskydningsegenskaben, se 3.15,
saledes at vi far en Radontransformation frem:

/ f@)n € - (y - ))dy / i) / Tl pl6(p - € - (y - z))dpdy
R? R2

—00

/_oo In |p| /m f(¥)s(p— & (y — z))dydp

[ il [ ste + 26— - azdp

/ n Il f(p+ &z, €)dp

Dette udtryk kan nu sattes tilbage i identiteten ligning 3.28, hvorefter vi
har fglgende:

2 f(z) = Ay ool f(p -z, €)d .
4n?f(z) = A 4 o / " Inlplf(p+ € -, E)dpag (3.29)

1 ligning 3.29 har vi et udtryk, hvori Radontransformationen indgar pa hgjre
side og funktionen selv pa venstre. Vi har derfor faktisk allerede en inver-
sionsformel. Det er dog muligt at arbejde videre pa den, sd den bliver lidt
enklere. Det ggr vi ved at rykke Laplace-operatoren ind i det inderste in-
tegral. Dette kan uden videre lade sig gore, da vi stadig holder os til de
omtalte paene funktioner.

A, /H . / oo + € 2, s

:Aen:l /_Z In|p|A.f(p+ & -z, E)dpdE
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Vi har nu behov for at udregne Laplace-opefatoren af f(p'-i- §-z,£). Dette
gores ved at bruge kedereglen:

n

> (%)zf'(p+£-=§,£)

=1 .

Af(p+ & -x,€)
= Y &/ (r+€-2,8)
=1 ' o

0% . .
= safr+€-2,0 (3.30)

hvort=p+ & x. Ovenstiende indsacttes i ligning 3.29:
2 oo 62 .-
@)= [ [ il €2 g
Neli=t oo - 0%

Vi tager nu det inderste integral ud, og undersgger det nzermere. Det fgrste
vi gor, er at skifte variable til p = t — £ - . Det udtryk, der fremkommer,
integreres sa vha. partiel integration: ' : :

o 2 ' 00 92 L
[ wblgziore o= [ wli-g el o

-0 - 00
A o 8 F o
= - L 22dt+ |In|t - € - x| f(L,€) (3.31)
]Z_-_oo 1—-€&-a } ot oo
hvor sidste led bliver hul, da funktionen pﬁ grund af den "kompakte statte”
antager veerdien nul i oo og —oo.

I fprste led bliver nzevneren 0 ved t = £ -z, hvilket jo ligger i det interval, der
integreres over. Derfor eksisterer dette integral ikke i normal (Riemannsk)
forstand. Nar vii stedet opfatter det som en ”Cauchy-hovedvardi”, markeret
ved symbolet £, sa kan vi vise, at det alligevel giver mening. Nér vi har vist
dette, er vi faktisk faerdige med udledningen af inversionsformlen.

Cauchy-hovedverdien finder vi ved at opdele intervallet omkring det proble-
matiske punkt, sadan at vi far tre intervaller:

]—o00,00[=] -0, -z —€c]U[E-z—¢,6-z+e]U[E T+ ¢,00]

Det specielle her, som ggr, at Cauchy-hovedveerdien giver mening, er, at
vi opdeler intervallet med den samme laengde (+e) pa begge sider af det

problematiske. punkt.
t

Da vi ikke er interesserede i at udregne verdien af integralet, men blot vil
vise, hvordan vi kan opfatte dets eksistens, kan vi ngjes med kigge pa et lidt
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simplere integral af samme type:
b
][ -f—@da: "~ hvor 0 € [a,b]
a T

Nu er det smart at starte med at reekkeudvikle f(z), fordi vi sa kan betragte
et endnu simplere udtryk, idet der kun er eksistensproblemer i fgrste led af
rekken.

f(z) = f(0)+ f(0)z + %f”(O)z2 + restled

Integralet kan nu skrives:
b . b
f @dz = ][ (f—g@ + f(0) + %f”(O)m + restled) dz

Som det kan ses, er der kun problemer i integralet af det forste led i raekken,
fordi det er det eneste, hvor = optraeder i n®evneren. Derfor ngjes vi med at
se pa dette led:

b —£ € f( b rr
][ I(—de = &dx + md? + / ﬂ—oldz
a T a T e T e @

Nu er problemet indskraenket til det midterste integral. Ideen er at fjerne
dette integral og i stedet lade € g lige hurtigt mod nul fra begge sider. Se
figur 3.10.

14

u

bl >

Figur 3.10: Cauchy-hovedvardien.

Pa denne made er vi kommet ud over vores singularitetsproblem, og vores
integral har faet mening, hvis vi blot opfatter det som en ganske serlig
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graensevaerdl - Cauchy-hovedvardien, hvis denne eksnsterer (Spiegel, 1968,
s. 263]

[ B ([ e [ 220

Dermed har vi ogsa godtgjort, at vi kan opfatte det mtegral fra formel 3.31,
som vi skal bruge i mversnonsformlen

_][ funf) i

wP—&T
ved hjzlp af Cauchy’s hovedvaerdi.

Vi er nu i stand til at skrive inversionsformlen for to dimensioner ved. at
sette ovenstaende udtryk tilbage i formel 3.31:

/Ifll 1 ][OU ;)p—g wd_dﬁﬁ

f(p,E) '
CI I o

Inversionsformlen for Radontra,nsforma,tlonen hzanger ikke si nzert sammen
med definitionen af selve transformationen, som det var tilfzeldet med Fou-
riertransformationen og dens inversionsformel. Umiddelbart er den ikke sa
nem at anvende pga. det singulaere integral, der ggr, at man skal se pa
Cauchys’s hovedvardi for integralet. Problemet lgses ved at approksimere
dette led i inversionsformlen. -1 praksis er der altsi to problemer ved at
anvende inversionsformlen direkte. For det fgrste at den kraever uendeligt
mange malinger og for det andet, at den indeholder en singularitet.

4w2f(¢)

f(=z)

3.5 Opsamling 3
Radontransformationen i to dimensioner opskriver en funktion som linieinte-
graler. Vardien af de enkelte linieintegraler kan sidestilles med de malinger,
man foretager ved en CT-scanning. Man kan derfor sige, at det man far
ud af en scanning er et udsnit af en Radontransformeret funktion. Inver-
sionsformlen for Radontransformationen skulle derfor veaere en metode til at
finde densitetsfunktionen, der beskriver de indre strukturcr i det snit, man
er ude pa at rekonstruere. Det viser sig, at inversionsformlen af flere arsager
ikke kan anvendes direkte pa maledata. Nzaste kapitel vil genncmga hvilke
omveje, der er ngdvendige i praksis.
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Kapitel 4
Rekonstruktionsalgoritmé

Det kan ikke umiddelbart lade sig gore at anvende inversionsformlen pi
méledata. Dette skyldes 2 ting: Dels udggr maledataene kun et udsnit af
Radontransformationen, idet man kun méler p3 et endeligt antal striler, og
dels mdga,r der en smgul;m funktion i lllVelSlOﬂSfOI’Hllell da nzvneren vil
blive 0, nar p = £ - z. o

Ud fra inversionsformlen kan man udlede flcrcvforskellige analytiske rekon- -
struktionsalgoritmer. I foldningsalgoritmen, som vi vil udlede, er hovedtraek-
kene fgrst at moderere maledata ved at folde dem med en anden funktion,
og dernzst at tilbageprojicere disse modererede maledata. Den funktion,
der skal foldes med, er singuler, hvorfor-udtrykket er vanskeligt at beregne
numerlsk Det er derfor ngdvendigt at approksimere den singulzre funktion
med en "paen”, integrabel funktion, der uproblematisk kan behandles nume-
risk. Udledningen vil ikke vare fuldstaendlg, men v:l skitsere den metode,
der bruges til rekonstruktion i scanning.

I praksis kendes Radontransformatlonen af densitetsfunktionen i over 5 mil-
lioner punkter - nemlig det antal malinger, der foretages ved en scanning.
Til trods for det store antal mélinger, er det stadig et endeligt antal. For at
kunne integrere over maledataene er vi ngdt til at antage, at Radontrans-
formationen i de linier, der ikke er mélinger for, ville kunne beregnes ved at
lave linezr interpolation mellem de kendte vardier.

Den rekonstruktionsalgoritme, vi vil skitsere, passer med geometri;n i pa-
rallelscannere. Det fglger af den notation, vi hele tiden har valgt at beskrive
Radontransformationen med, hvor (p,f) angiver en linie og alle vaerdier for
forskellige p’er til en fast vinkel, 6, angiver et profil. I praksis benytter man
altid viftescannere, som har en anden geometri. Her udggr et "profil” ikke
et saet malinger af parallelle striler.” Vi vil dog holde fast i den "parallelle
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notation”, idet udtrykkene ellers ville blive lidt mere besvzerlige, uden at det
ville give-en stgrre forstaclse for princippet i rekonstruktionsmetoden.

4.1 . Analyse af inversiciisformlen

Vi vil i dette afsnit vise, at inveisionsformlen kan "pakkes ud”, s& man
kan se, at den bestar af en foldniiig af Radontransformationen-ied en an-
den funktion, og derefter en tilbageprojcktion, hvilket giver den oprindelige
funktion.

Fgrst vil vi skrive noget generelt om foldning og om tilbageprojektion, hvor-
efter vi vil lave selve udpakningen.

4.1.1 Foldning

Foldningen af to funktioner f og g, er funktionen f x g givet ved
(Fe9)@) = [ fwiste - vty - eV

I udpakningen af inversionsformlen vil vi fa brug for nogle basale egenskaber
ved foldning. Vi udleder disse i én dimension, da foldningen i inversions-
formlen kun foregar i én variabel.

Symmetri:
Ivg=9+f
Det folger af definitionen for foldning.

(f*g)()

/ f(y)g(z — y)dy

/mfu—ummmu

/ g(uw)f(z — u)du
(9* N(=)

Fra 1. til 2. linic har vi foretaget et variabelskift med v =z — .

Differentiation:

(S *g)(t) = (f*g")(1)
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Udtrykket kan udledes ved brug af definitionen samt partiel integration.

(' + 9)() /wf@mu—m@

[f(p)g(t - p) ( / fp)g’(t—p)dp)

= f*g)(f)

Det forste led i den particlle integration bliver 0, da vores funktioner har
kompakt stette, hvorved det giiskedé resultat opnas.

Fouriertransformationen af en foldning:

F(f+g9)=F(f)-F(g)

idet

Il

(F(f+9)) (k)

” (/w f(1)g(z - t.)dt) —

([ swate - i)
" f(lf)f‘f""‘)'"”c (/oo gz - t)é‘”"(“’“)’“dz) dt
oo’ f(t‘)sf'-"z’"k (/oo g(u)e lé"de1L) dt

’ f(,i)c—-‘i?rrlkdl) (/ g(u)e—-ﬂwukdu)

J(k)g(k) | -
(FUNKRNF(9))(k) o (42)

X

‘Fra linie 1 til 2 er der byttet om pa integrationsraekkefslgen, hvilket med
vores typer af funktioner er tilladt. Fra liniec 2 til 3 opdeles integralet i det
der udelukkende afhzenger af ¢ og det z afhengige. Det har vi gjort ved
at have multipliceret med e=*2"* i det yderste integral, og tilsvarende med
e?™* i det inderste. Fra 3. til 4. linie skiftes der variabel i det inderste
integral, idet u =z —t. '
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4.1.2 “Tilbageprojektion

Ved tilbageprojektion transformeres der fra det "Radontransformerede” rum
tilbage til det oprindelige (z,y)-rum. Det skal forstds pa den made, at den
- tilbageprojicerede funktion for hver (z, y)-koordinat far den vaerdi, der frem-
kommer ved at integrere funktionen over samtlige (p, 8), hvor (z, y) ligger pa
den linie, som (p,8) reprasenterer. 1 Radontransformationen integreres der
over_samtlige punkter pa linien (p,6), og i tilbageprojektion integreres der
over samtlige linier gennem punktet (z,y). P4 den made er det en slags dual
transformation til Radontransformationen, men det er altsd ikke den inverse
Radontransformation. Tilbageprojektion fordrsager nemlig punktspredning -
af den oprindelige funktion.

Tilbageprojektion (B) cr defineret ved:

B(f)(z,y)

1l

/‘" f(p,0) do (4.3)
0
/7r f(x cos(8) + ysin(8),0)dd

0

3
3 J(p, &) dE
2 /jgii=1 e

idet € = (cos(0),sin(d)). Alle skrivemaderne er awkvivalente. Nar 6 varieres,
fas netop alle de linier (p,6), som gar igennem punktet (x,y).

Eksempel

Vi vil prgve at tilbageprojicere en meget simpel funktion, som vi kender fra
kapitel 3, formel 3.3 nemlig Radontransformationen af den funktion, som
har veerdien 1 indenfor enhedscirklen, og cllers er 0.

f(p,0)=2/1-p? for-1<p<l

Tilbageprojektionen af denne funktion er ikke sa let, som det umiddelbart
kunne se ud til.

B2Vl = p?)(r,p) = / 21 - p2dé forr <1
0

Det "vanskelige” indtraeffer, fordi p er afhaengig af 6:
p = (zcos(d)+ ysin(F))
= (rcos(p) cos(8) + rsin(p)sin(6))
= (rcos(p - 0))
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2. linie fremkommer ved indsattelse af de saedvanlige polxre koordinater.
For at komme til 3. linie, bruges en trigonometrisk additionsformel. Vi har
sa fglgende integral:

B(2y/1 = p?)(r,p) = 2/ V1 -r2cos?(p —0)d forr < 1
0 .

Ovenstdende udtryk geelder kun for r <_1, men den tilbageprojicerede funk-
tion vil ogsd have stptte uden for dette omride. Udtrykket er vanskeligt at
beregne, men man kan na frem til folgende [Jesper Larsen]:

. 4E(r?) | forr <1
V1= 021 o) = . , =
3(2 l—9p )(7,99) = { ’17(E(7l—2) _'TT;II"(%)) forr > 1

hvor

K(z) = /5(1 - :csinz(()))_% o
0

E(z) = /5(1,—313]112(0))% do-
o o .

[Abramowitz & Sfegun, 1972, s. 590]. K(z) og E(z) er det komplette
elliptiske integral af hhv. farste og anden art. : :

Den tilbageprojicerede, funktion ses pi figur 1.1.

B(/)(z,y)

7
il

4L TIRes 1Ty

2 157459392,

n:,,'," J

£55; 0058
',' (Y 0:
R

-2

a

Figur 4.1: Tilbagep.rojektion af funktionen f(p,8) = 2(1 - pz);‘,
. 1 a1 .
a) B(2(1 - p*)7)(z,y). b) B(2(1 - p*)7)(r).
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For r = 0 far tilbageprojektionen vardien 27 og for r = 1 far den veerdien 4. -

Sammenlignet med- den oprindelige funktion antager den tilbageprojicerede
funktion for hgje veaerdier. Derudover kan man se punktspredningen, som er
omtalt i kapitel 1. -

4.1.3, Udpakning af inversionsformlen

Allerfgrst vil vi lave nogle simple omskrivninger af inversionsformlen:

_ 3 f(P,E)
Jey) = /6” .][Npp—s : pde
n )., [(p.€)
= 47r2_/ )[,\ ])’-—f wd])dﬂ

2 f(p,€) '
= 27r2/ ][ 2’ p— dpdf (4.4)

Vi kan se, at det-yderste integral i formel 4.4-er det integral, der svarer

til tilbageprojektionen, se formel 4.3. Nu vil vi se pa den funktion, der -

tilbageprojiceres og i den forbindelse defineres

apf(l 6)

f:(t,f) = f z — P

hvort = £ - .

(4.5)

Med denne notation kan inversionsformlen skrives mere kompakt:

f(-'lf, y) - I 2Bf*(tv£)

f(z,y) er altsi givet ved en tilbageprojektion af f,(t,€) samt en skalering.
Vi vil nu fortsatte analysen af f,(2,£).

][m GG
—00 l—-]) .
1 0d .
= = a—pf(P»E) (4.6)

P
Inversionsformlen kan sa udtrykkes som en tilbageprojektion af en foldning.

160 =05 [ (55 00,0 @0

hvor foldningen opfattes som Caunchy’s hovedvardi. Dette kan vanskeligt
beregnes numerisk, netop fordi % er en singulaer funktion.

£, 6)

i
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4.2 Approksimationer

For at man kan anvende inversionsformlen numerisk, ma man forsgge at
finde en peen funktion, hvormed den singulzre funktion, der er indeholdt
i foldningen, kan tilnzermes. Det kan umiddelbart vare svaert at forestille

sig en integrabel funktion, der kan tilnaerme :—,. Det viser sig imidlertid, at
hvis man Fouriertransformerer 1p,. far man en funktion, der nemmere kan
approksimeres. Nar man tager den inverse Fouriertransformation af denne
approksimerede funktxon far man en. integrabel funktion, der tllnaermer %.

Denne funktion far vaerdlen 0 forp=0.

Vi omskriver derfor inversionsformlen til et udtryk der indeholder Fourier-
transformationen.

fen) = g [ (5 goig)

272 P ()]
1 o . a"' ..
= — — % — dé
51 [ 77 (5 5 0.0)

g ff-‘ (f(l)f(iff(p,e») o

Fra linie 1 til linie 2 har vi intet gjort da F og F=! ophaever hinanden, og
linie 3 ﬁemkommel ved brug af 4.2. :

Vi vil nu finde en funktion, c(p) der dpplokmnercn f( ~) i stedet for en, der

approksxmerer % '

fan) ~ g [ 7 (wFgimen)aw (4.7

For at finde &(p) vil vi tage Fouriertransformationen af %.

. o) .
]:(l) =/ -1—6'2’”kpdp
p —co P

Vi indfgrer en ny variabel:

T = 2mlk|p
dz

& ke
i 2 |k|
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For k > 0 fas fglgende:

1 < 1k o -
= J[_O;,E-ZFE‘"‘_ -

0, —iT
€
= f - dr
—_——e T

® cosT —isinz
= —dx
oo T

COoST tsinz
= ][ Qi d.?:-—/ dz
oo . T e X

. % sinx
= -1 dz
ey X

oyt
. sin a
= —22/ dx
0 KA

2T
2

= -7

I ovenstaende udledning har vi benyttet Eulers identiter:
e = cosz +ising

og
™ = cosz —isinz
Integralet af =2*%, fra —oo til oo er 0, hvis det opfattes som Cauchy’s hoved-
verdi. Integralet af ®2£ fra —oo til 0o er ikke singulaert, hvilket kan ses ved
rekkeudvikling. Da 2% er en lige funktion, svarer integralet fra —oo til oo

til to gange integralet fra 0 til oo. [ ¥4z = Z_ [Spiegel, 1991, s. 96].

For k < 0 fas noget naesten tilsvarende:
1 oo eia:
F(-) = ][ —dz
P oo T
][°° cosz + isina
—dz
—oo z

0o
) sin
21 da
0 €T

T
= -
"2

i

= 7
Disse to udtryk kan sammenfattes til:

f(%) = —imsgn(k)
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hvor sgn(k) er signumfunktionen, der har denne definition:

_J1 fork>0
sgn(k)—{ -1 fork<0

For at na frem til den funktion vi folder med i praksis, skal vi farst approksi-
mere funktionen'i 4.8 og derefter tage den inverse Fouriertransformation af -
denne approksimation. ' ' '

Vi vaelger nu at approksimere F( %) ved at lade den antage veerdien 0 udenfor
et bestemt interval. Dette ggres ved at gange en vaegtfunktion, w(k), pa é(k):

ék) = —ijrsgn(k)w(.k) R (4.9)

hvor w(k) er defineret som:

_J 1 forke —%,’2—1
w(k) = { 0 ellers

Vi tager nu den inverse Fouriertransformation af udtrykket i 4.9.

—i7r/
0 - g . :
= —ir / sgn(k)ez"fk”dk-l—/ “sgn(k)e? P dk
- A - 0 S
. 2 . .
0
= iTr/
_ _1_627rikp 0 _ _1_e2m'kp
2p _a 2p Jo

L riap) (L minp 1
2p  2p 2p 2p

1 1 . .

l_) _ 2_1) (e—mAp + eyrzAp)
1
v
1
Y4

(XIS

(FH@)(P) sen(k)e 4P

[N

A

Dik } 2,
e2mkp g — z7r/ e%"‘”dk
‘ Jo

(XT3

[N .

1
- _:2;(2 cos(mAp))
_ cos(mAp)
v P  : o :
= ]l)(l - cos('7‘r/lp)) = ¢(p) (4.10)



68 KAPITEL 4

Figur 4.2: a) f(p) = L. b) c(p) = L(1 - cos(3mp)).

P’

Pa figur 4.2 ses bade % og den approksimerede funktion, ¢(p), for A = 3.

Udtrykket i 4.10 er den funktion, der skal approksimere % og altsd den funk-
tion vi folder med. Ved at indsatte 4.10 i formel 4.7 far vi en approksimation
for inversionsformlen, der ser ud som fglger :

1 1 J
flz,y)= —/u ;(l — cos(TAp)) * a—pf(p,{)dﬂ (4.11)

272

For at undga at skulle tage den afledte af Radontransformationen, valger vi
at omskrive 4.11 til :

f(z,y) = #/0 (%C(P)*f(l)’f)) dd (4.12)

4.3 Praksis

For at lave integralerne i den approksimerede inversionsformel om til sum-
mationer over de malinger, der rent faktisk er, benytter vi "trapezreglen”.
Vi viser et simpelt eksempel, der tydeligt forklarer princippet i denne regel.
Eksemplet gennemgas udfgrligt, da det er vigtigt at vaere helt fortrolig med
metoden, for den overfgres til inversionsformlen.
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A,
1 2 3 A 5 o 3

b
<
b
"

& x

Figur 4.3: Den |nterpolerede funktion f(:c) A’erne betegner arealerne af de
tilhgrende trapez er. : S

Trapezreglen

Vi gnsker at integrere en funktion f(2) fra z = 0 til z = 5. Desvaerre kender
vi kun funktionens veerdier for z € {0,1,2,3,4,5}, sa derfor laver vi lmeaer
mterpolatlon mellem funktlonsvaerdlerlle Se’ ﬁgur 4.3.

Integralet af funktlonen kan nu skrives som summen af disse arealer:
. :
| @) de = A1+ Aot o+ g+ 4
o e P

Stgrrelsen af arealerne er glvet ved:

O+ F) S+ )

A1 = 2 2

osVv.

Der skal selvfglgelig ganges med laengden al delintervallet, men det har i
dette eksempel lengden 1. '

Integralet kan nu skrives:

/(’Sf(x)dx _ f(O);f(l) + f(l);f(?) ot f(4).;f(5)
F0) +2f(1) +2/(2) + 2/(3) + 2f(4) + F(5)
2

5

N 1
DG = 5((0) + £(5)

1=0

o |
(B+2+4414143)-5(3+3)=11
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* Dette kan generaliseres til en v11karhg funktlon f(2):
] f(z) da = Z f(z:)az - —(f(wo) + f(22))A
1=0
Hvor A:v = |2a=%2| er laengden af det ‘enkeltg delinterval.

Nu vil vi sd overfgre trapezreglen til rekonstruktionsalgoritmen

Vi starter med at betragte selve foldmngsdelen af algorltmen Definitionen
af f,..(t £) kendes fra formel 4.5. Det vi nu skal bruge, er den approksnmerede

form.
(%c(m ' fr.))

= /00 f(p,8)c(t —p) dp

X

f(1,0)

Der er endnu ikke taget hensyn til, at der kun eksisterer et endeligt antal
* maledata. Dette ggres ved at nummerere de p’er og 6’er, der méles pd. Da
foldningen kun foregar i p-variablen, og altsa er uafhaengig af 8, vil vi i fgrste
omgang kun nummerere stralerne, idet der for hver vinkel, 8, er et bestemt
antal straler, der males pa. Vi indfgrer derfor nogle indeks:

p; angiver den i’te strale i hvert profil. f(pi,8) er vaerdien af malingen for
den 7’te strale i profilet for 8. Ap er afstanden mellem to straler.

i€ [-N,N]

tr angiver ligeledes den k’te plads i profilet, sidan at f,(tk,O) er veerdien af
det "foldede méiledata” for den k’te plads i profilet.

ke [-N,N]

Den diskrete foldning kan nu skrives:
fu(t,0) =~ Z f(pir0)c(te — pi)Ap

_§(f(P—N»0)C,(tk —p-nN)+ f(pn.O) (1 — pn))Ap

Det foldede maledata til et bestemt ¢ i et profil afhzenger siledes af samtlige
malinger, f(p;,0), 1 det samme profil. :
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Det var de foldede maledata, men fgr rekonstruktionen er fuldendt, skal disse
tilbageprojiceres. De vinkler der scannes fra, kalder vi 6;. A er afstanden
mellem vinklerne. ‘ '

j € [0, M]

Da t er athangig af 8, sa er t; naturligvis ogsa afhaengig af ;. Pa side
64 substituerede vi £ - © med t. Nu substituerer vi tibage, sadan at t;’s
afhaengighed af §; kan udtrykkes.

t = ‘£~z
= vzcos(0)+ysin(‘0)

Dermed far vi

ty = z cos(6;) + ysin(6;)

Sa er der (nasten) ikke mere, der forhindrer os i at rekonstruere densitets-
funktionen.

. M :
1 — .
flz,y) =~ 577 Zf,.(:ccos(@)-{-y'sm(Hj),Oj)AO
o J=0

—%f,(z cos(bo) + ysin(bo), 60)A0

- %f;(w cos(Oar) + ysin(bp), OM))AO)

Nu har vi gennemgaet de vigtigste trin i udledningen af foldningsalgoritmen.
Den form af algoritmen vi er naet frem til, passer til malinger fra parallel-
scanning. Nar algoritmen skal benyttes til rekonstruktion af maledata fra
viftescanning, skal koordinaterne ndres i forhold til den aktuelle geometri.

Der er desuden et led, vi har undladt ved tilbageprojektionen. Vi har anta-
get, at der altid vil g& én strale fra hvert profil igennem ét bestemt punkt
(z,y). Dette vil naturligvis ikke veere tilfeeldet, nar der kun er endelig mange
malinger. Nar man fra en bestemt vinkel skal bestemme vaerdien af det fol-
dede méledata, der hgrer til linien gennem et bestemt punkt (z,y), kan det
derfor vaere ngdvendigt at beregne denne vardi vha. linezer intérpolation
mellem de 2 omkringliggende foldede méaledata.
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4.4 -Opsamling

Det vi nu har gennemgaet i dette kapitel, er en grovskitse af hvordan re-
konstruktionen ved CT-scanning foregar. Princippet er at approksimere den
singulaere funktion, der indgar i inversionsformlen, nemlig %, med en "pan”
funktion. I vores gennemgang ligger approksimationen i valget af A, idet
A bestemmer hvor stort "frekvensinterval” % approksimeres indenfor. Men
funktionen, c¢(p), kan naturligvis. vaelges pa-mange mader; og hvordan-den
prcist ser ud i scannerens computerprogram, er en fabrikshemmelighed,
som vi-ikke har haft mulighed for at fa oplyst. Valget af ¢(p), vil have be-
tydning for det endelige billede, forstaet pa den made at man ved at andre
denne funktion ogsa ®ndrer hvilke vaevstyper, der bliver fremhaevet mest pa
billedet. I kapitel 1 blev denne funktion omtalt som en filterfunktion, der
skulle velges far scanning. ‘

Der findes andre- rekonstruktionsalgoritmer end foldningsalgoritmen.
Sddanne andre analytiske algoritmer vil matematisk vaere akvivalente med
foldningsalgoritien, da ogsa de bunder i en omskrivaing af Radons inver-
sionsformel. Udledningen af de andre algoritmer vil derfor indeholde stort
set de ‘samme trin, som udledningen af foldningsalgoritmen. Disse vil blot
optraede i en anden rakkeflglge.

Det viser sig, at billeder dannct ud fra samme maledata, men vha. forskellige
algoritmer ikke ngdvendigvis bliver ens. Forklaringen er, at pa et eller andet
tidspunkt i udarbejdelsen af algoritmen, vil det altid vare ngdvendigt at
foretage en approksimation. Det kan derfor i forskellige algoritmer, vere
forskellige funktioner, man ma approksimere, og det er dette, som medfgrer,
at algoritmerne ikke altid er axkvivalente i praksis. [Deans, 1893, s. 126].

Litteratur benyttet til dette kapitel:

Apostol, Mathematical Analysis, 1971, s. 489-493.
Deans, The Radon Transform and Some of its Applications, 1983.
Ledley, Introduction to Computerized Tomography, 1976, s. 259-271.

Rowland, Computer Implementation of Image Reconstruction Formulas,
1979, s. 9-36.




Kapitel 5
Teori og praksis

Vi har indtil nu set pa, hvordan man kommer fra praksis til teori. I dette
kapitel vil vi vurdere konsekvenscrnc af de modelantagelser og metoder, der
er gjort brug af undervejs. Af hensyn til de lesere, der er gaet let hen over
de mere matematisk tunge kapitler, vil vi starte med en opridsning af de
vigtigste pointer i sammenkaedningen af teori og praksis. ‘
Resultatet af modelkapitlet'var en formel, der udtrykte sammenhangen mel-
lem en méling angivet ved P og en funktlon i, der beskrlver vavets absorp-
tionskoefficient. '

Py = /IJH(z,y)ds . (51)

L angiver hvilken linie i snittet, den pagzldende rgntgenstrile beveaeger sig
langs. (z,y) er stedkoordinater i dette snit, saledes er u afhwengig af hvor
i snittet, man befinder sig. Eftersom absorptionskoefficienten opfattes som

proportional med vavets densitet, vil det vaere muligt at fa et billede af det-

gnskede tvearsnit ved at beregne funktionen p(z, y). Det er netop til dette
formal, at Radontransformationen kan benyttes Radontransformationen af
en funktion f er defineret ved:

fe.0= [ st (5.2)

Linien L er her angivet mere precist ved koordinatsattet (p,0). Koordina-
“ terne har en direkte relation til de parallelle straler, man oprindelig brugte i
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Figur 5.1: Profil fra vinklen 8 = 40°. p angiver de forskellige straler.

scannere. @ angiver fra hvilken vinkel profilet er taget, og p angiver en strale
i dette profil. Se figur 5.1.

Ligheden mellem formel 5.1 og 5.2 er tydelig. Mélingerne fra en scanning kan
derfor opfattes som et udsnit af Radontransformationen af p(z,y), noteret
ved i(p,8). Radons inversionsformel angiver, hvordan man kommer tilbage
til den oprindelige funktion, nar den Radontransformerede funktion er kendt.
Denne formel kan derfor bruges til at finde densitetsfunktionen p(z,y), idet
i er givet.

Inversionsformlien kan efter et par omskrivninger opskrives pa fglgende made:

1 1 0
z, = -—B — % —1 2, 0
wz,y) = 5 (p a7 (7 ))
Symbolerne B og * er det vigtigste at bide marke i. * angiver en foldning
mellem de to stgrrelser i parentesen, og B fortaeller, at resultatet derefter
skal tilbageprojiceres. Overordnet siger formlen, at maledataene ji forst skal
foldes med en funktion 1, og at de foldede méledata derefter skal tilbagepro-

P
jiceres (B).

Nar maledataene foldes, bliver hver enkelt maling i profilet modificeret i
forhold til hele profilet. Herved undgas den punktspredning, der ville opsta
ved en tilbageprojektion af de oprindelige maledata.

Man kunne nu tro, at problemet var lpst. Men flere forskellige ting gor, at
inversionsformlen ikke kan bruges dirckte. For det forste er den funktion,
som maledatacne skal foldes med singulaer, idet % ikke er defineret for p = 0.
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Dette afhjzelpes ved at tilnaerme % med en funktion, ¢(p) (se afsnit 4.2), der

er pen i matematisk forstand. Funktionen 1 erstattes simpelthen i formlen
af en anden funktion, som approksimerer den bedst muligt uden at give
anledning til problemer:

Wa) = 3B () i) (53)

Hvordan c(p) ser ud helt preecist, kan vi ikke sige noget generelt om. I praksis
bliver der brugt forskellige foldningsfunktioner, alt efter hvad der skal frem-
haves pa billedet (f.eks. gere kontraster tydeligere, se ogsa afs. 1.3.2). Dette
punkt er noget, CT-scannerfirmaerne konkurrerer om at udvikle optimalt, og
det er derfor ikke muligt at fa oplyst, hvilke funktioner, der anvendes.: Men
hovedsagen er, at méledatacne modificeres fgr de tilbageprojiceres. Og at
den foldningsfunktion, der star for modereringen er approksimeret i forhold
til den, der optraeder i Radons inversionsformel. ’

Da malingerne fra en scanning ikke umiddelbart kan sidestilles med en funk-
tion, er det ngdvendigt at diskretisere inversionsfornilen. I stedet for (p, )
er man interesseret i at have nogle tal, der angiver vinkel- og strdlenummer.
En sidste ting, der tages hensyn til er scannerens geometri. Formel 5.3 ville
vaere til at bruge direkte ved parallelscanining. Der skal altsé laves en koordi-
nattransformation, der passer til de nuvzerende C'T-scanneres viftegeometri.

Nar alle disse ting er foretaget, har man opnaet at omskrive Radons inver-
sionsformel til et udtryk, hvori malingerne fra en scanning kan indsattes
direkte. Det er derfor blevet muligt at anvende den matematiske teori, Ra-
dontransformationen, pa nogle helt praktiske stgrrelser:

Ligning 5.1, som gjorde det muligt at sidestille malingernc med en Radon-
transformation af densitetsfunktionen, bygger imidlertid pa en del antagel-
ser: For det forste opfatter vi et snit som varende uden tykkelse, altsa en
flade. Dernzst antager vi, at rgntgenstralen kun udbreder sig langs, en geo-
metrisk linie. Stralen, som i virkeligheden har bade belge- og partikelegen-
skaber, forenkles til at skulle opfattes som bestiende af fotoner, der alle har
samme energi. Endelig veelger vi at sige, at absorptionen af rgntgenstralen
er proportional med kroppens densitet. De fysiske objekter har siledes fiet
nogle idealiserede egenskaber, der ikke stemmer helt overens med virkelig-
heden. Spgrgsmalet er, hvor gode dissc antagelser er. En made at besvare
dette spprgsmal pa, er at kigge pa de fejl, der optreaeder i scanningsbilleder.
P& forhand er det klart, at der er mange kilder til fejl, fra rﬁntgeﬁstrileme
passerer gennem objektet, og til det ferdige billede viser sig pa skarmen.
Udover modelantagelserne, kan man forestille sig, at bade algoritmen og rent
tekniske detaljer kan forarsage ungjagtigheder. P3 baggrund af, at vi kun
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har haft mulighed for at give en principiel beskrivelse af den anvendte algo-
ritme, og derudover ikke er bekendt med hele den tekniske side af sagen, er
det interessant at se, hvor langt vi kan na i forstaelsen af de enkelte fejl.

5.1 APlacering af fejl

Undervejs i projektforlgbet har vi besggt tre scanningsafdelinger. Laegerne
pa disse afdelinger har, ud over at fortzelle om selve arbejdsgangen ved en
“scanning ogsa, sat os ind i problemerne ved tolkning af billederne. Ud fra
disse samtaler har vi valgt de fejl, som optraeder oftest, og som derfor er
vigtigst at {a hold pa.

En fejl, der tit optraeder er "partial volume effect™. P& billedet ses den som
skygger ved f.eks. knogler. Fejlen er nem at placere som en fglge af anta-
gelsen om, at et snit ingen tykkelse har. Idet man forspger at beskrive et
snit af kroppen pa en flade, reducerer man noget 3-dimensionalt til noget
-2-dimensionalt. Det, der kan give vanskeligheder er organer, som ligger pa
skrd i forhold til den retning, snittene tages i. Fejlen ses i randen af det
pagzldende objekts afbildning pa billedet, fordi det kun vil veere en del af
det, som ligger i snittet. Pa den made kan noget af objektet fa tildelt en
lavere densitetsvaerdi end det egentlig skulle, da kun en del af det males i
snittet. Problemet kan afhjalpes ved at ggre snittene tyndere. Det medfp-
rer imidlertid mere stgj, hvilket sa igen ma afhjxlpes med en sterre dosis.
Ydermere kan det modvirkes ved at vippe gantry’et, siledes at man undgar
de problematiske omrader. Se figur 5.2.

Figur 5.2: Partial volume effect ses gverst i billedet som en skygge langs hjer-
neskallen. [Lange et al., 1989, s. 14].
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Fejlen er naturligvis et problem, men som regel vil laegerne kunne genkende
den. I nogle tilfxlde kan det dog vare umuligt at skelne, og man er derfor
ngdt til at traeffe et valg, der senere kan vise sig at veere forkert. Vi har
f.eks. kendskab til en erstatningssag, der blev rejst pa baggrund af, at et
barn var blevet fejlbehandlet. Det drejede sig om en hjernescanning, hvor
man observerede en skygge langs selve kraniet. Den blev tolket som en
blodansamling, og man valgte derfor at operere, men fandt intet. Hvis det
havde vzret en blodansamling, ville det have veret fatalt ikke at operere.
Da en blodansamling ville have set ud pa samme made, og det derfor ikke
var muligt at skelne, blev erstatningssagen tabt. [Overlege Sven Dorph,
Herlev Amtssygehus]. Det, der kan ske, er alts3 ikke bare, at sygdomme kan
blive overset, fordi de forveksles med fejl pa billedet, men 1kke eksisterende
sygdomme kan ogsa blive diagnosticeret.

Hvis en patient har en indopereret metalclips giver det anledning til en meget
kraftig forstyrrelsc af billedet. Fejlen ses som et stjerneformet mgnster med
metalclipsen i centrum. Se figur 5.3. Dette ligner kraftigt punktspredningen,
som er omtalt i kapitel 1. Foldningen af maledataene skulle afhjelpe netop
dette feenomen. Nar det alligevel viser sig, ma det skyldes, at foldningsfunk-
tionen bliver approksimeret i algoritmen. Jo stgrre densitetsforskellen er,
jo vigtigere bliver foldningsfunktionen. En lille approksimation i foldnings-
funktionen, vil derfor ses tydeligt netop i store overgange som ved metal.

En medvirkende arsag kunne endvidere vere, at de tunge stoffer, som me-
talclips bestar af giver anledning til nogle andre absorptionsprocesser end
resten af vaevet. Antagelsen om, at der er proportionalitet mellem densitet
og absorption bunder i, at det er Compton-effekten, som dominerer: Dette
er imidlertid ikke tilfaeldet ved tunge grundstoffer som metal. Her vil den

* fotoelektriske effekt have stgrst indflydelse. Nar den fotoelektriske effekt
-optraeder i stor udstraekning, stiger absorptionskoefficienten. Metallet vil

siledes absorbere s meget, at der ikke l@ngere er den samme ploportxona-
litet mellem vavets densitet og absorption. . ¢

o o e
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Figur 5.3: a) Oversigtsbillede af kraniet, hvor placeringen af metalclipsen kan
ses. b) Pa scanningsbilledet ses metalfejlen som et stjerneformet mgnster ud fra
metalclipsen. [Scannerafsnittet, Roskilde Amtssygehus, 1992].
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‘Den fotoelektriske effekt optraeder ogsa ved de lave energier i rgntgenstralens
spektrum. Dette forarsager en af de mest udbredte fejl; beamhardening (ogsa
omtalt i afs. 1.2.1). Fejlen kan derfor placeres som en falge af opfattelsen af
rgntgenstralen, som bestiende af fotoner med samme energi. At de lave ener-
gier i rontgenstralespektret absorberes hurtigst, giver fejl, hvis absorptionen
af stralerne ikke er af samme stgrrelsesorden. En méade at modvirke beam-
hardening pé, er at lade stralen passere igennem et "kropsfilter”; siledes
at alle stréler tilbagelegger den sammie afstand. Herved vil det veere den
samme del af rgntgenstrdlens energispektrum, der er blevet absorberet. P3
billedet ses beamhardening som striber. Se figur 5.4.

Figur 5.4: Beamhardening effekten ses svagt som en vifte af striber nederst i
billedet. [Scannerafsnittet, Roskilde Amtssygehus, 1992]. '

Ud over de gennemgiede fejl findes der en del andre, som med det samme
kan placeres som resultat af noget, der kunne viere undgiet. Det gaelder
f.eks. detektorfejl eller striber i billedet foraxsag,u af, at den person, der
bliver scannet, har bevaget sig.

De fleste fejl er forholdsvis lette at genkende. Det gaelder speciclt for stri-
berne, der optraeder ved beamhardening og det stjerneformede mgnster ved
punktspredning. Skygger der optraeder ved partial volume effekten kan veere
lidt mere problematiske, som det fremgir af tilfeldet med den manglende
blodansamling. .

Gennemgangen af fejlene gav det lLsultaL at de g,lun(lla‘ggcndc modelanta-
gelser faktisk spiller en stor rolle for billedkvaliteten. Da en del af fejlene
saledes bunder i noget meget fundamentalt, vil de ikke viere til at eliminere
fuldsteendig. Eftersom vi ikke har kendskab til alle led i de algoritmer, der-
rent faktisk bliver anvendt i scannere, skal gennemgangen selvislgelig tages
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med et vist forbehold. Det har ikke varet hensigten at denne rapport skulle
munde ud i nogle fuldstaendige forklaringer af samtlige fejl, der findes pa bil-
leder. Hovedformalet har vaeret at afklare, hvordan Radontransformationen
anvendes i CT-scanning. At denne forstdelse s viste sig at kunne give en
del af forklaringen pa de mest typiske fejl er et tegn pa, at en forstaelse af de
mest fundamentale principper i en given matematisk model ogsd kan vaere
givende pa andre niveauer.



Appendiks A
Fouriertransformation

Fouriers saetning siger, at enhver "paen” periodisk funktion kan udtrykkes
som en uendelig sum af cosinus- .og sinusfunktioner. Dette kaldes Fourier-
rzkken for en given funktion. ‘

Hvis funktionen har perioden 2!/, kan den opskrives som felgende Fourier-
raekke: o o

: - t t. | g
=2+ ;(an cos( =) + bu sin(“1-) (A1)
hvor a, og b, er Fourierkoefficienterne:
: t
an = 1/ f(t)cos(ﬂ)dt
lLJ Sl ‘
!
t
b, = 1/ f(t)sin(ﬂ)dt
l -y l

Ved Fourieranalyse af en funktion bestemmer man hvilke frekvenser og bgl-
gelengder, der indgar i Fourierrakkens cosinus- og sinusfunktioner. Se figur
Al '

A.1 Fourierkoefficienter

De forskellige cosinus- og sinusfunktioner, der indgr i Fourierrackken for en
given funktion, udger en mangde af ortogonale basisfunktioner for funktio-
nen. Nar vi finder funktionens Fouricrkoefficienter, s bestemmer vi kompo-
nenterne i forhold til disse ortogonale funktioner. Hvordan disse komponen-
ter findes, vil vi beskrive med et lille simpelt eksempel:
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Figur A.1: Fourieranalyse af en period{sk funktion. [Alonso, 1980, Vol. 1, s.
360]. '

V er en vektor, der kan udtrykkes ved en lincarkombination af de tre orto-
gonale vektorer X, Y og Z.
V = (7.1)( + (L-zY + (l3Z L=4
VX = o9 X - X+aY X +a32 - X &

VX = a)X|*
VX
a = = A.2)
R Y (a2

idet det indre produkt mellem to ortogonale vektorer er nul.

Vi definerer det indre produkt mellem to funktioner saledes:

{
<fg>= [ g
1
Cosinusfunktionerne er ud fra denne definition ortogonale (p og q er forskel-
lige hele tal):

t t ! t t
< cos(ﬂ}r-—),cos(g;r—) >= / cos(l)—;r—)cos(g)dt =
~1 4

l pri qmt : g ! prt qmt
[———sin(T)ms(T)] + ~/ sin(—l—)sin(—l—)(ltz
-1

pr —1 P
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[—qulﬂ cos(-p—)sm( q7rt ] + —/ cos(—-—) cos(— q7rt )dt &
/l cos(-—’r—)c (q1rt dt = —/ cos(——)co (qm)dt
-1

For 1, # 1 ma det indre produkt vaere 0, for at hghedstegnet er opfyldt.

Fourierkoefficienterne kan beregnes vha. A.2.

< f(t), cos('"’t f f(t) cos(2f )dt
nA : ||C°S(n”)||2 ‘ f_lcos2(1,’¥)d§

hvor
! ' . nwt l
! t sin(22%)
[{cos (—)dt [2-{-——-—"4,1_1,[1 ]-lj—-l
ngmed bliver Fourierkoefficienterne -

L ,
%/;l f(tl)cos(nT#t)dt

Noget tilsvarende kan vises for sinusfunktionerne

Ved at bruge Euleridentiteten, e = cos(go) + ¢sin(p), kan Fourlerraakken
skrives pa-kompleks form:

f(t Z ene i (A.3)

n=—oo

hvor

1 [ nx ‘
cn=gp [ SO G 00,5142,
_l .

Sammenhaengen mellem de komplekse og de reelle Fouuexkoefﬁcnenter bliver
derfor:

1 f! amt
cn = —/ f(t)e T dt

= / S(t)(cos( ) - zsm(—lﬂ))(lt

L= ( 11))
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I den komplekse Fourierraekke indgar a, og b, saledes for bade positive og
negative vardier af n- For at A.1 og A.3 skal veere xkvivalente galder der-
-at: ' -

G, = G_pn
by = —b_n
Vi har da:
) = Y cad™®
n=—~09
> t
= %”:Z_oo(an - z'bn)(cos(z%r—t-) + isin(%-))

(_Cos(ﬁ;r_t) + isin(nTﬂ)) + bn(—1 cos(z%ri) + sin(nTﬂ)))

|
[T
—
=
a

Da sinus er ulige og cosinus er lige fas

nwt nwi

anisin(—T—) = ~(L_nisi11(—-r) -
t t
by, cos( ZLTW') = —b_,icos(— %

Disse led forsvinder derfor, nar der summeres over n fra minus uendelig til

uendelig. Ligeledes fas:
1 {
Ay cos(zl—;—r—) = a_, cos(——%)

.l
bnsin(z;'—t) = b_"sin(—%)

Dermed far vi til slut:

f(ty = % i": (a,,cos(z-;—r—t-)+bnsin(z;r—t))

n=-—-0oo

a > nrwt . nmt
30 + ;(an COS(-‘I_‘) + bn SIII(T))

Dermed har vi vist sammenhangen mellem A.1 og A.3.

A.2 Fourierintegralet

Fouriertransformationen af en funktion viser sammenhaengen mellem fre-
kvens og amplitude pa de bglger, der indgar i Fourierraekken for funktionen.
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Dvs. at variablen i den Fouriertransformerede funktion er frekvensen og
funktionsveerdien er et udtryk for amplituden. Fouriertransformationen af
en periodisk funktion er saledes en diskret funktion.

Hvis funktionen ikke er periodisk, bliver Fouriertransformationen kontinuert,
og der er amplituder til alle frekvenser. Se figur A.2. Fourierraekken er sa’
ikke lengere en raekke, men et Fourierintegral.

Vi vil her skitsere hvordan Fourierintegralet kan udledes ud fra den kom-
plekse Fourierrakke, og dermed na frem til Fouriertransformationen og dens
inversionsformel. Ideen er, at undersgge graensevardien for Fourierraekken,
nar periodelengden gir mod uendelig.

1 ff L am o nm '
f(t):Z_j 5/.1 f(t)g'*Tdt et (A.4)

t

Vi substituerer med k =  og Ak = ;.

oo !
f(t) = Z Ak /4 F(1)e= 2Tk g 2Tkt

n=—o0oo

Fourierintegralet fas nu ved at tage graensevardien for [ gdende mod uende- »
lig: ‘ ‘ -

f(t) = /_Oo /_ (et kg

Det inderste integral defineres nu til at veere Fouriertransformationen F( f),
og det yderste integral inversionsformlen. '

A = [ e

ft)

/ RNk dk
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— Figur A.2: a) En ikke periodisk funktion. b) Fouriertransformationen af funk-
tionen. [Alonso, 1983, Vol. 2, s. 295-296].
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Af: Mogens Brun Heefelt.

"FREKVENSAFHANGIG LELNINGSEWE I AMORET GERMANIUM".

Specialerapport af: Jgrgen Wind Petersen og Jan
Christensen.
Vejleder: Niels Boye Olsen.

"MATEMATTK - OC FYSIKUNDERVISNINGEN I DET AUTO ~
MATISERELE SAMFUND".

Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre

25-27 april 1983.

Red.: Jens Hgjgaard Jensen, Bent C. Jorgensen
og Mogens Niss.

Projektrapport af: Biger Lundgren, Hemning Sten Hansen
og John Johansson.
Vejleder: Torsten Meyer.

92/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".
2, Materiale
Projektrapport af: Biger Iumdgren, Henning Sten Hansen
og John Johansson.
Vejleder: Torsten Meyer.

93/85 “THE SEMIOTICS OF QUANTUM — NON - LOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

94/85 "TREENIGHEDEN BOURBAKI - generalen, matematikeren
og anden".
Projektrapport af: Morten Blomhgj, Klavs Frisdahl
og Frank M. Olsen.
Vejleder: Mogens Niss.

95/85 "AN ALTERNATIV DEFENSE PLAN FOR WESTERN EURCPE".

96/85"ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".
Af: Bjarme Lilletorup.
Vejleder: Bent Sgrensen.

97/85 "CN THE PHYSICS OF A.C. HOPPING OONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

98/85 "VALGMULIGHEDER I INFORMATIONSAIDEREN".
Af: Bent Sgrensen.

99/85 "Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels Jprgensen og Mikael Klintorp.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

100/85 "TALSYSTEMETS OPBYQNING".
Af: Mogens Niss.

101/85 “EXTENDED MOMENTUM THEORY FOR WINDMILLS IN
PERTURBATIVE FORM".
Af: Ganesh Sengupta.

102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELLER, BELYST
VED MODELIER OVER KZERS FODEROPTACELSE OG - OMSETNING®,
ProYjektrapport af: Lis Eilertzen, Kirsten Habekost, 1i11 Ren
og Susanne Stender. :
Vejleder: Klaus Griinbaum.
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103/85 "@DSLE KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE IDEER".
Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen
Vejleder: Bent Sgrensen. .

104/85 "ANATOGREGNEMASKINEN OG I.DRENZLIG\]INGER

Af: Jens Jzger.

105/85"’mE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF. SPRCIFIC HEAT AF THE
(TASS REANSITION". .
Af: Tage Chris:ensen.

"A SIMPLE MODEL, AF AC HOPPING CONDUCTIVITY".

Af: Jeppe C. Dyre.

Contributions to the Third International Conference
on the Structure of Non - Crystalline Materials held
An Grencble July 1985.

“OUANTUM THEORY OF EXTENDED PARTICLES".
Af: Bent Sgrensen.

106,/85

119/86 "DET ER GANSKE VIST -~ — EUKLIDS FEMIE POSTULAT
.KUNNE: NOK SKABE RRE I ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

120/86 "ET ANTAL STATISTISKE STANDARIMODELLER".
. Af: Jgrgen Larsen

"121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MECHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

123/86 “GYMNASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERDEN".
Fysiklarerforeningen, IMFUFA, RIC.

124/86 "OPCAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986. .
125/86 "UVBY,@ — systemet — en effektiv fotametrisk spektral-
klassifikation af B-,A- og F-stjerner”.
Projektrapport af: Birger Lundgren.

126/86 "OM UDVIKLINGEN AF DEN SPRECIELLE RELATIVITETSTEORI".
Projektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen

107/85 "EN MYG GPR INGEN EPIDEMI", -
- flodblindhed som eksempel pd matematisk modelle- * Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.
ring af et epidemiologisk problem. .
Projektrapport af: Per Hedegird Andersen, lars Boye, 127/86 "GALOIS' BIDRAG TIL UDVILINGEN AF DEN ABSTRAXTE
‘CarstenHolst Jensen, Else Mane Pedersen og Erling ALGEBRA"
Mpller Pedersen. PrOJektra'mort af: Pernille uand, lleine Larsen &
Vejleder: Jesper Larsen.. Lars Frandsen.
- ~ Vejleder: Mogens Niss.
108/85 "APPLICATIONS AND MODELLING IN THE MATEMATICS CUR - :
RICULUM" ~ state and trends - 128/86 "SMAKRYB" - om ikke-standard analyse.
Af: Mogens Niss. Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klintorp.
Vejleder Jeppe Dyre. .
109/85 "COX I STUDIETIDEN" Cox's regressionsmdel anvendt pa
studenteroplysninger fra RUC. 129/86 "PHYSICS IN SOCIETY"
Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat— Lecture Notes 1983 (1986)
ler og Torben J. Andreasen. .
Vejleder: Jgrgen Larsen. Af: Bent Sgrensen
“PLANNTN SECURITY". 130/86 "Studies in Wind Power"
110/85 f\f Beng Fs?;ensen ™ Af: Bent Sprensen
111/85 JORCEN RUNDT PA FLAIE KORT". 131/86 "FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fY,sik/histoLie-
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quincnes projekt om naturanskuelsens historiske udv1kll*xg
og Jimmy Staal. og dens samfundsmessige betingethed.
: Vejleder: Mogens Niss. Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brend,
Andy Wiered. .
"112/85 "VIDENSKABELIGGREISE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVATION Vejledere: Jens Hoyrup, Jorgen Vogelius,
FREM TIL, 1950 - BELYST VED EKSEMPLER". . Jens Hejgaard Jensen. :
Projektraprort af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal, " ) "
Frank C. Ludvigsen, Armette Post Nielsen og Finn 132/86 "FYSIK OG DANNELSE .
Physant. Projektrapport af: Seren Breond, Andy Wiered.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen. Vejledere: Karin Beyer, Jergen Vogelius,
113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11v. 133/86 "CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojcilechowski. ENERGY SERIES NO. 15. )
AF: Bent Soerensen.
114/85 "ANVENDEZ]’.SE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
. AF KONTIGENSTABELILER" . -=
Projektrapport af: Ione Biilmann, Ole R. Jensen
. 0g Anne-Lise von Moos. . 134/87 "THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"
) vejl : Jfrgen en. Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Host Pedersen,
-115/85 "MATEMATIKKENS UDVIKLING OP TIL RENESSANCEN". Petr Vis&or
Af: Mogens Niss.
116/85 "A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER- 135/87 "INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
NELDEL RULE". N TEORETISKE FORUDSATNINGER"
Af: Jeppe C. Dyre. MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
117/85 "KRAFT & FJERNVARMEOPTIMERING" Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen
Af: Jacob Mprch Pedersen. ] )
5 Vejleder: Bent Sprensen 136/87 "Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendcmmens
118/85 TILFEIDIGHEDEN OG N@DVENDIGHEDEN IFYLGE forste og andet mode med grask filosofi”
PEIRCE OG FYSIKKEN". Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen
Af: Peder Voetmann Christiansen Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hejgaard Jensen
137/87 "HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE

FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling

Af: Jeppe Dyre

Ve]ledere- Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.




138/87. "JOSEPHSON EFFECT-AND CIRCLE MAP."

Paper presented at The International

Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena
".at Universities and Schools, "Chaos in

Education".

By: Peder Voetmann Christiansen

132/87 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik _
durch Fortschritteé in der Erkennbarkeit
der Natur"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell

140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"

By: Jens Graveseg

141/87 "RADIOMETERS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR ~
ET TEKNOLOGIHISTORISK PROJEKT"
Projektrapport af Finn C. Physant
Vejleder: Ib Thiersen

142/87 "The Caldérdn Projektor for Operators With
Splitting Elliptic Symbols"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pd NAT-BAS"

af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Context and Non-Locality - A Peircean Approach

Paper presented at the Symposium on the
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Como Lecture.
Joensuu, Finland, 6 -~ 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
ICMTA 3, Kassel, FRG 8.-11.9.1987

By: Mogens Niss

146/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"
~ en ny frekvensbaseret mdlemetode.
Fysikspeciale af Jan Vedde
Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr visdor

147/87 "Rapport om BIS pa NAT-BAS"
redigeret af: Mogens Brun Heefelt

148/87 "Naturvidenskabsundervisning med
Samfundaperspektiv"

af: Peter Colding~-Jargensen DLH
Albert Chr, Paulsen
149/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
germanium prepared in ultra high vacuum"
by: Petr Visdor
150/87 “Structure and the Existence of the first sharp

diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ”

by: Petr Vii&or

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematikprojekt af:
Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

Vejledar: Mogena Nisa

Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

152/87

“"PSEUDO~DIFFERENTIAL PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY
OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE
PROBLEMS"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek
Krzysztof P. Wojciechowski

153/88

154/88

155/88

156/88

157/88

158/88

159/88

160/88

161/88

162/88

163/88

164/88

165/88

“"HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITRRE
0G CIVILE KREFTER'- - -

Et eksempel pd humanistisk teknologihistorie
Historiespeciale

Af: Hans Hedal

Vejledér: Ib Thiersen

s
"MASTER EQUATION APPROACH' TO VISCOUS LIQUIDS AND
THE GLASS TRANSITION"

By: Jeppe Dyre

"A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

by: Michael Pedersen
"THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC

CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS"
by: Jeppe C. Dyre

" STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL:
A pseudo-differential approach.'

by: Michael Pedersen

"UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE IN
RANDOM WALK MODELS"

by: Jeppe Dyrc

"STUDIES IN SOLAR ENERGY"

by: Bent Serensen

"LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO"

by: Jens Gravesen

"PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS:

Dirichlet feedback control problems'

by: Michael Pedersen

"PIGER & FYSIK - OG MEGET MERE"
AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,

Jette Reich , Mette Vedelsby 3

"EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
PERMEABILITETEN FOR BLOD-NETHINDE-BARRIEREN"

Af: Finn Langberg, Michael Jarden, Lars Frellesen
Vejleder: Jesper Larsen

"Vurdering af matematisk teknologi
Technology Assessmgnt
Technikfolgenabschatzung"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek, Glen Pate med
Martin Bohle-Carbonell og Jens Hejgaard Jensen

"COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY"

by: Jens Gravesen
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166/88 "Grundbegreber i Sandsynllgheds-A
. regningen"

Af: Jorgen Larsen

167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modeller"

Af: Jergen Larsen

167b/88 "BASISSTATISTIK 2. Kont1nuerte
modeller" o

Af: Jorgen Larsen

168/88 “"QOVERFLADEN AF PLANETEN MARS"
Laboratorie-simulering og MARS-analoger
undersegt ved Mossbauerspektroskopi..

Fysikspeciale af:
Birger Lundgren

Vejleder: Jens Martin Knudsen
Fys.Lab./HC@

169/88 '"CHARLES S. PEIRCE: MURSTEN OG MORTEL
TIL EN METAFYSIK."

Fem artikler fra tidsskriftet "The ‘Monist".

1891-93.

Introduktion og overszttelse:

Peder Voetmann Christéansen

170/88 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK"

Sahtlige opgaver stillet i tiden
1974 - juni 1988

171/88 "The Dirac Equation with Light-Cone Data"

af: Johnny Tom Ottesen

172/88 "FYSIK OG VIRKELIGHED"

Kvantemekanikkens grundlagsproblem
i gymnasiet.

Fysikprojekt af:
Erik Lund og Kurt Jensen

Vejledere: Albert Chr. Paulsen 6g
Peder Voetmann Christiansen’

173/89 "NUMERISKE ALGORITMER"

af: Mogens Brun Heefelt

174/89 " GRAFISK FREMSTILLING AF
FRAKTALER OG KAOS"

af: Peder Voetmann Christiansen

175/89 " AN ELEMENTARY ANALYSIS OF THE TIME

DEPENDENT SPECTRUM OF THE NON-STATONARY
SOLUTION TO THE OPERATOR RICCATI EQUATION

af: Michael Pedersen

176/89 " A MAXIUM ENTROPY ANSATZ FOR NONLINEAR

RESPONSE THEORY"

af : Jeppe Dyre

177/89 "HVAD SKAL ADAM STA MODEL TIL"

af: Morten Andersen, Ulla Engstrom,
Thomas Gravesen, Nanna Lund, Pia
Madsen, Dina Rawat, Peter Torstensen

Vejleder: Mogens Brun Heefelt

178/89 "BIOSYNTESEN AF PENICILLIN -~ en matematlsk model'" .

af: Ulla Eghave Rasmussen. Hans Oxvang Mortensen,.
Michael Jarden -

vejleder i matematik: Jesper Larsen
blologi Erllng Lauridsen

179a/89 "LERERVEJLEDNING M.M. til et eksperimentelt forleb
om kaos"

af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer

179b/89 "ELEVHEFTE Noter til et eksperlmentelt kursus om
kaos"

af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer .

i80/89."KAQS I FYSISKE SYSTEMER eksemplificeret ved
torsions- og dobbeltpendul”.

af: Andy Wierzd, Safen Brend og Jimmy Staal
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

181/89 "A ZERO-PARAMETER CONSTITUTIVE RELATION FOR ‘PURE
SHEAR VISCOELASTICITY"

by: Jeppe Dyre

183/89 "MATEMATICAL PROBLEM SOLVING, MODELLING. APPLICATIONS °
AND LINKS TO OTHKR SUBJECTS - State. trends and

issues in mathematics instruction

by: WERNER BLUM, Kassel (FRG) og
MOGENS NISS, Roskilde (Denmark)

184/69 “En metode til bestemmelse af den frekvensafhangige

varmefylde af en underafkelet vaske ved glasovergangen"

af: Tage Emil Christensen

185/90 "EN NESTEN PERIODISK HISTORIE'"
Et matematisk projekt
af: Steen Grode og Thomas Jessen

Vejleder: Jacob Jacobsen

186/90 "RITUAL OG RATIONALITET i videnskabers udvikling"
redigeret af Arne Jakobgen og Stig Andur Pedersen

187/90 "RSA — et kryptografisk system"

af: Annemette Sofie Olufsen, Lars Frellesen
og Ole Msller Nielsen

Vejledere: Michael Pedersen og Finn Munk

188/90 “FERMICONDENSATION - AN ALMOST IDEAL GLASS TRANSITION"
by: Jeppe Dyre

189/90 "DATAMATER I MRTEMATIKUNDERVISNINGEN PA
GYMNASIET OG H@JERE LAREANSTALTER

af: Finn Langberg
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190/90 WFIVE REQUIREMENTS FOR AN"" HE e e 201/90 "Underaegelse af atomare korrelationer i

'APPROXIMATE NONLINEAR: RESPONSE A ] T amorfe stoffer ved rentgendiffraktion®
- THEORY" ’ . . . ’ : i . af: Karen Birkelund og Klaus Dahl Jensen
. byr Jeppe Dyre S oL ) Vejledere: Petr ViEEor, Ole Bakander

Ly . -

I N mrsay o o 202/90 "TEGN OG KVANTER"

191/90 ' "MOORE COHOMOLOGY PRINCIPAL S - ,
© -BUNDLES AND ACTIONS OF GROUPS " R o Foredrag og artikler, 1971 %.
ON C*-ALGEBRAS" —,; Co = ’ : . _ af: Peder Voetmann Christiansen )

bv Iain Raeburn and Dana P. w:.l.llams . ' .

) 203/90 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK" 1974-1990
: e e T el afleser tekst 170/88

+12192/90 ,"Age dependent host mortallty in’ the i S e -

o dynamics of endemlc mfectlous diseases . _. R - .

-and. - - : - . . 204/91 "ERKENDELSE OG KVANTEMEKANIK"

SIR—models of the epxdemiology and natural ) o . -

“selection of co-circulating influenza virus S et Breddemodul Fysik PrOJekt

-*with partial cross-immum.ty" FE - R ' af Thomas Jessen

- ”11‘ R S Véjleder: petr Visdor

¥ ,ViggQ VA‘nd.reasen S
-205/91 "PEIRCE'S - LOGIC . OF VAGUENESS"
. . by: Claudine Engel-Tiercelin

v Stipg:Andu ‘ Department of Philosophy
By ‘St}g;rmdur’%de,r?en : . Université de -Paris-1
. " e _ : (Panthéon-Sorbonne)

" 193/90 -"Causal 'Va.ndADialgnosAtic ﬁéasoning"

.194a/90 - “DETERMINISTISK KAOS®™ -~ - :
a/90 - "DETERMINIS o5t . _ 206a+b/91 "GERMANIUMBEAMANALYSE SAMT
Projektrapport af : Frank Olsen . A - GE TYNDFILMS ELEKTRISKE
LT SN S . EGENSKABER"

' ) : : : : . Eksperimentelt Fysi iale
194b/90 "DETERMINISTISK'KAOS" N LT - _, ’ P N ysikspecia

.- Kerselsrapport - af: Jeanne Linda Mortensen

og Annette Post Nielsen

Projekt t af: Frank 01 . .
‘roje rapport ati framt Disen Vejleder: Petr Viscor

195/90 "STADIER PA PARADIGMETS VEJ" ; . - " ' y
" - Et projekt om den videnskabelige udvikling 207/91 Isoﬁsggmggg ggL?gSEONDUCT ION
" der ferte til dannelse af kvantemekanikken. B
Projektrapport for 1. modul pd f&sikuddan— . N . by: Jeppe C. Dyre

nelsen, skrevet qf: .

) 208/91 "LANGEVIN MODELS FOR SHEAR STRESS
FLUCTUATIONS IN FLOWS OF VISCO-
ELASTIC LIQUIDS"

Anja Boisen, Thomas Hougdrd, Anders Gorm
Larsen,” Nicolai Ryge.

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen
by: Jeppe C. Dyre .

196/90 “ER KAOS N@DVENDIGT?" 209/91 "“LORENZ GUIDE" Kompendium til den
danske fysiker Ludvig Lorenz,
1829-91.

af: Helge Kragh

- en projektrapport om kaos' paradlgmatiske
statug i fysikken.

" af: Johannes K. Nielsen, Jimmy Staal og

Peter Beggild
210/91 “Global Dimension, Tower of Algebras,

and Jones Index of Split Seperable

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen i .
) . " Subalgebras with Unitality Conditien.

- oL : by: Lars Kadison
197/90 “Kontrafaktiske konditionaler i HOL

af: Jesper Voetmann, Hans Oxvang Mortensen oz 211/91 "I SANDHEDENS TJENESTE"
Aleksander Hest—Madsen ) . “
- historien bag teorien for de komplekse tal.

VeJleder: Stig Andur Pedersen af: Lise Arleth, Charlotte Gjerrild,
Jane Hansen. Linda Kyndlev, Anne
Charlotte Nilesson. Kamma Tulinius.

. 1 - ] "
198/90 '"Metal-Isolator-Metal systemer Vejledere: Jesper Larsen og Bernhelm
Speciale Booass~Bavnbek
af: Frank Olsen
- ’ 212/91 '"Cyelic Hemology of Triangular Matrixz
Algebras™
199/90 "SPREDT FAGTNING" Artikelsamling

by: Lars Kadison
af: Jens Heojgaard Jensen i

200/90 "LINEZR ALGEBRA OG ANALYSE"

Noter til den naturvidenskabelige basis--
uddannelse. .
af: Mogens Niss

213/91 '"Diseage-induced natural selection in a
diploid host
by: Viggo Andreasen and Freddy B.Chriatiansen




C . 214]91

"Hallej i ®teren"" - om
elektromagnetisme. Oplag
til underv1sn1ngsmaterlale
i gymnasiet.’

Af: Nils Kruse,
Kristian Hoppe,

Peter Gastrup, L
Jeppe Guldager
Hans_Hedal"

Vejledere: Petr Viscor,

v

"Physics and Technology of Metal-
Insulator-Metal thin film-structures
.used as planar electron emitters’
by: A.Delong,’ M Drstlcka, K.Hladil,
"V.Kolarik, F. Olsen; P.Pavelka and -
Petr Viscor. ) o

"Kvantemekanik pé_PC'eren"

~af: Thomas Jessen

daisse

" 222/92

e 223/92

" 225/92

226/92 "

19782

Lézg/gzﬂ

“Two papers on APPLICATIONS AND MODELLING

"IN THE MATHEMATICS - CURRTFUIUM“ .
‘by:- Mogens Niss - Lo

n"A Three—Square Theorem"

by Lars Kadlson :;

"RUPNOK: - stationer stromning i elastiske ror"

af: Anja 801sen Karen Blrkelund Mette Olufsen_

"Vejleder Jesper Larsen :‘

_”Automatlsk dlagnosticerlng i dlgitale kredsleb"
" af: .Bjern’ Chrlstensen Ole Meller Nlelsen

VeJleder Stlg Andur Pedersen

. "A BUNDLE VALUED RADON TRANSFORM WITH
’ APPLICATIONS TO INVARIANT WAVE EQUATIONS"

by:. Thomas P. Branson Gestur Olsfsson and -
Henrik Schlichtkrull . o . '

10n the Representations of some Infinlte Dimen51onal
: Groups and Algebras Related to. Quantum Physics

by: Johnny T. Ottesen

THE_FUNCTIONAL DETERMINANT‘
Ly:vI%Omae P. Brahsoﬁ

UNIVERSAL AC CONDUCTIVITY OF NON-METALLIC SOLIDS AT
LOW TEMPERATURES

“by.: Jeppe C: Dyre

"YATMODELLEN" Impedansspektroskopi i ultrarent

en-krystallinsk silicium

af: Anaa Bomsen, Anders Gorm Larsen, Jeeper Varmer,

Johannes K. Nzelsen, Kit R Hansen, -Peter nggmld

" og Thomas Hougaard -

VeJleder Petr stcor

"METHODS AND MODELS FOR ESTIMATING ‘THE GLOBAL
CIRCULATION OF SELECTED EMISSIONS FROM ENERGY -

- CONVERSION"

' by: Bent ‘Serensen

| 227/92

228/92°
B Fire artiklér af:

229792

230792

\

'vzgia/92

231B/92°

'232/92

233/92

234/92

235/92

.Ve]leder.

v‘af Jesper Voetmann, Karen Blrkelund

,"Computersimulering og fysik"’

af: Per M.Hansen, SCeffen Holm, e
Peter Maibom, Mads K. Dall Petersen, .
" Pernille Postgaard, Thomas' B. Schroderk .
Ivar P.. Zeck: - !

Peder Voetmann Chrlstlansen"_

“Teknblogi og. historie"

‘Mogéns Niss,. Jens, Heyrup, .Ib Thiersen,." .
Hans Hedal N - R L e
A , o

MMasser af information uden betydning"
En diskussion af informationsteorien’
i Tor Nerretranders' "Mark Verden" ‘og
en skitse til et alternativ basseret .
pa andenordens kybernetlk og semlotlk
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