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Abstract

I teksten, der er en RUC-rapport pa fagene matematik og datalogi,
opstiller vi en matematisk model for elektrontransport i silicium, di-
skuterer lgsningsforholdene og anviser en numerisk metode til lgsning
af problemet.

Vi beskriver endviderc en koukret implementering 1 programmerings-
sproget SIMULA, der kan lose generclle diffusionsproblemer med for-
skellige typer af randbctingelser. 1 tekst nr. 231B findes kildetekster
til denne implementering.
Emneord: Partielle diflerentialligninger, Numeriske metoder, Matema-
tiske Modeller, Diffusion.
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Indledning
Den stiﬁlgghde _anvendels%: af digitalelektronik stiller til stadighed stgrre

krav til halvlederteknologien og dermed til faststoffysikken.

Iforsgget pa at konstruere hurtigere, mindre, billigere og mere driftsikre
komponenter er Jagten pa nye halvledermaterialer lige s& aktuel idag,
som da den fgrste transistor si dagens lys. Derfor er det vigtigt at

udvikle enkle og sikre metoder til at bestemme halvlederes ma,tetlalee- B

genskaber.

Lektor Petr Vis¢or ved Roskilde Universitetscenter udvikler for tiden
en eksperimentel metode til maling af den indre modstand i halvleder-
materialer - dette kaldes ogsd bulk-resistiviteten af stoffet. Vi har i

samarbejde med Petr Vis¢or opstillet en matematisk model som be- .

skriver elektlontransport i halvledermateriale.

Et vigtigt a,spekt i forbindelse med opstillingen af denne model, har vee-

ret at specificere passende rand- og begyndelsesbetingelser. Deri ligger

der et sakaldt inverst problem, idet malet er at opstille et ligningssy- =
stem hvortil de kendte maleresultater er lgsning. De ukendte st¢rrelser o

. er iseer systemets randbetlngelser

Lgsning af dette inverse problem involverer gentagne numeriske bereg- .
‘ninger af den opstillede differentialligning, idet ﬂere forskelhge rand og .
begyndelsesbetmgelser skal afprgves. : A

'Til dette formal har vi udviklet et stykke programmel, der kan udregne S

en lgsning for et glvet ligningssystem af den pagaeldende type. -

Det er hensigten, at programmet skal kunne bruges i andre lignende
problemstillinger. Derfor er det mere omfattende, end det strengt taget
er ngdvendigt for dette konkrete problem. '

Denne opgave har ledt os frem til felgende problemstllhng, som efter
"vores valg falder i to dele. '

1. Vi vil undersgge under hvilke rand og begyndelsesbetingeiser, mo-
dellen er egnet til at beskrive den ekperimentelle opstilling.

2. Hvorledes opnar vi den forngdne baggrund og forstaelse til at
kunne producere et kvalificeret bidrag til fagfolk fra andre fag-
omrader (i dette tilfelde Petr szcor) Dette bidrag skal besta i
en rapport over vores arbejde samt i et program, der skal kunne.
bruges i arbejdet med modellen, efter at vi har forladt arenaen.
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Laesevejledning - malgrupper - struktur
Projektrapporten bestar af 4 dele: ’

1. Elektrondiffusion i silicium

En selvstaendig rapport, der er taenkt som en rapport over vores
arbejde med modellen. Den er primaert henvendt til Petr’ Vlscor
men ka.n laeses af andre med samme baggrund.

2. Matematlsk baggrund

Her gennemgas den matematiske viden, som har vaeret ngdven-
dig for at vi har kunnet opstille og forsta den matematiske model.
Denne del er henvendt til laesere, som ikke har den forngdne ma-
tematiske viden til at lase projektets fgrste del.

3. Numerisk metode

En uddybning af den numeriske metode, som anvendes i del 1,
som blandt andet henvender sig til personer, der vil udvide det
medfglgende program med andre numeriske metoder.

4. Datalogisk metode

Information om, hvorledes den numeriske metode er realiseret i
praksis, findes i denne del. Den er primaert henvendt til personer,
som skal vedligeholde og videreudvikle programmet.

Problemformuleringens fgrste del vedrgrer saledes kun del 1 af projek-
tet, mens anden halvdel hgrer til hele projektet.

Vi anbefaler at laesere fra de forskellige faggrupper prioriterer projektet
som fglger

Faggruppe Del

1 2 3 4
Matematikere [ + + +
Dataloger (+) + +
Fysikere + (+)

Symbolet + betyder at delen bgr lases.

Personer der kun er interesserede i de matematiske aspekter kan saledes
undlade at laese del 4, medens personer der kun er datalogisk interes-
serede kan overspringe del 2.

S )




Del I

Elektrondiﬁ'usion i
" halvledere







| I‘ndledning til Del 1

~ Petr Viséor har udviklet en eksperimentel metode, hvor man ved elek-
- trisk impedansspektroskopi (EIS) kan bestemme et givet materiales in-
dre specifikke modstand ogsa kaldet bulk-resistiviteten

- I denne samrrienhagng er malemetoden fgrst afprgvet pa en kendt halv-

. leder, nemlig krystalinsk N-silicium, hvori den indre specifikke mod-

. stand er velkendt. Da resultatet af disse malinger stemmer overens
med de kendte vardier, er der grund til at mene, at modellen er rigtig.

I sa,marbejde med Petr Viséor har vi opstlllet en teoretisk/matematisk
model for det fysiske eksperiment, for pa baggrund af denne verificere
den fysiske' model. Dette er, hvad sker i de farste kapitler.

Derefter lgser vi problemet dels analytisk i et simplificeret tilfeelde og
dels numerisk i et mere realistisk tilfzelde. Den numeriske l¢sn1ng sker
ved hjeelp af det program, vi har udviklet til formalet. De numeri-
. ske metoder, der benyttes, bliver kort forklaret for at. glve et 1ndbhk 1
tankegangen.

- Endehg vil vi sammenligne de eksperimentielt malte vaerdier med de
pa baggrund af den matematiske model beregnede verdier. Vi tager
- her udgangspunkt ien bestemt prove, der er malt Pa; nemhg pr¢ve nr:

N-Si 94.

Bagest i denne del findes en brugervejledning til programmet (side
59) samt en symbolliste over de benyttede parametre, deres eventu-
“elle vardi i overensstemmelse med prgve nr. N-Si'94 og parametrenes
dimensioner (side 83).

Vi henviser til denne symbolhste for, at godtgme de foretagede dlmen-
swnsbetra,gtnmger







'Kapite_l 1
Elektrondiffusion i silicium

I dette kapitel vil vi fgrst beskrive den fysiske model for elektrondiffu-
sion i en halvleder. Derefter vil vi udlede diffusionsligningen for model-
“ len, ved brug af to af Maxwell’s ligninger (Gauss lov for elektrlsk felt
og Ampere-Ma.xwell’s lov) : N .

Den eksperimentelle maleopstilling bestar af en halvleder - i dette til-
feelde krystallinsk N-silicium - med padampede guldelektroder, der er
tllsluttet en vekselspaendlngskllde, se figur 1. 1. '

11 Metal-halvleder overgang _

Vi ser: fgrst pa, hvad der sker i halvlederen (N-Si) i det gjeblik guldet
padampes, altsa for prgven indsattes i et elektrisk kredslgb.

‘Nar guldektroderne pddampes halvlederen, vil kontakten mellem ma-
terialerne skabe en ladningstransport mellem disse, se figur 1.2.-

Elektronerne fra halvlederens ledningsband vil hoppe over i iavere ube-
satte energiniveauer i guldet, da de herved opnar en energigevinst. -
Denne udtgmning af elektroner i halvlederen vil forarsage et elektrisk
felt E(z,t), som bevirker at strgmmen af elektroner fra halvlederen til
guld bremses. Nar den energi, der vindes ved, at elektronerne vandrer
fra N- silicium til guld, svarer'til den energi eV(z, t), der tabes pa grund
af det élektriske felt, standser udt¢mmngen af elektroner, og der opstar
“en hgevaegt x




Elektrondiffusion i silicium

N-Si

? 5

Figur 1.1: Prgven indsat i et elektrisk kredslgb

Energi

)

Y :

Figur 1.2: Metal-Halvlederovergang
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" Depl Bulk Depl

Fiéur 1.3: Inddeling af zoner i halvlederen
Kemisk po-te’n'ti‘ale

Kemisk potentiale p° (:c t) er et udtryk for, hvor meget energi en ekstra
elektron skal have for at blive tilfgrt et givet materla.le, ved en glven
tempera,tur og et givet tryk.

Hvis man gnsker at tilfgre et metal en ekstra ladningsberer, skal denne
have en energi svarende til energien af elektronerne i det sidst besatte
‘energiniveau i metallets gverste valensbind. Energien af den sidste
- elektron i det yderste band er saledes et direkte udtryk for det kemxske
: potentlale i metallet.

Normalt, nar man regner med kemiske potentialer, ser man pa. forskelle :
i kemiske potentialer Apc"(m t), se figur 1. 2 :

Aph(z, t) er saledes et udtryk for den energi der friggres nar en elektron :
hopper fra halvleder til guld. : :

Ovenstaende beskrivelse af elektro'nva.ndringen defineres nu ved det |
~ elektrokemiske potentiale:

pelh(z,t) = p(x,t) + eV(z,t)
Nar Aut(z,t) = —eV(z,t), er der ligevaegt.

1.1.1 Ladnmgsfordelmg i prgven

.De omrader, som delvxs udt¢mmes for elektroner, kaldes for depletxon— :
omraderne, og det ubergrte omrade i midten af halvlederen, kaldes for
bulkzonen, se ﬁgur 1.3.. : ‘
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¥+ +Hh)

. Au N-Si

1
Voo e oy

|

Figur 1.4: Ladningsforskydning i Metal/halvleder-overgangen

Udtgmningen af elektroner i halvlederen medfgrer, at der opstar en lad-
ningsforskydning igennem systemet. Denne er asymmetrisk, da densi-
teten af ladningsbeerere er stgrre i metal end i halvledere, se figur 1.4.

I N-silicium betyder den lave ladningsdensitet, at de elektroner, der
bliver flyttet til guldelektroderne, skal hentes relativt langt inde i halv-
lederen. Dette har en stor indflydelse pa ladningsdensiteten.

De elektroner der tilfgjes guldlaget gger derimod ikke ladningsdensi-
teten markbart i guldet, idet mangden af dem er forsvindende lille i
forhold til dem, der er der i forvejen.




1.2 Prgven indsettes i et eksternt felt v 9

Energi Energi

| ;. ?
\_ &
Ey
R . : | E,
N-Si N-Si
- For sammenforing Efter sammenforing -

Figur 1.5: Energibﬁnd fgr og efter udt¢mning '

Da elektronerne bliver tiltrukket af det posxtxve felt i N- sxhcxum, og da
guld er ]edende, stiger eIektrondensxteten forholdsws meget tll venstre
for. kontaktpunktet '

Efter padampnmg af guld pa halvlederen vil de enkelte energiniveauer
i henholdsvis guld og N-silicium zndres pa grund af den ekstra frem-
- komne potentlelle energl se ﬁgur 1 5 ~

1.2 Prgven indsazettes i et eksternt felt

~ Hensigten med den fysiske model er at bestemme bulk-resistiviteten i
N-silicium. P& grund af dén ladningsudtgmning, der sker ved metal-
halvleder overgangen, vil ladningsfordelingen i prgven veere inhomogen.
Udtgmningen medfgrer, at der vil vaere ferre frie ladnihgsba‘erere og
dermed en stgrre specifik modstand pa halvlederens overflade, se figur
1.6 Det betyder at. man ma tage hgjde for overflade-effekterne. '

Indsattes proven i et elekt_nsk kredslgb, kan systemet betragtessom en
. pladekondensator (gulde]ékt:oderne) med et dielektrikum (N-silicium),
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P

Ladningsbarere

o
X

Figur 1.6: Fordelingen af frie ladningsbaerere i prgven

der har en indre modstand. Som model for en kondensator med en
indre modstand kan man da bruge en parallelforbindelse bestaende af
en ideel kondensator og en modstand, et sikaldt RC-led. Men da lad-
ningsfordelingen ikke er homogen gennem hele prgven pa grund af lad-
ningsforskydningen, ma vi betragte systemet som en serieforbindelse
af parallelkoblede RC-led, hver med en homogen ladningsfordeling. Vi
deler prgven op i tre omrader: '

e Depletion
¢ Bulk

¢ Depletion

Dette illustreres pa figur 1.7

Kapaciteten C af en ideel kondensator afhanger udelukkende af dielek-
tricitetskonstanten € og geometrien af kondensatoren:

Ae
C=7T

hvor

d er afstanden mellem pladerne
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<, C, C,

| | ||
i 1} i

RD Ry R,

.Figur 1.7: Serie af tre parallelkoblede RC-led
. A"er areale_t'af lplademe.

Nar prgven patrykkes et eksternt elektrisk felt Eext (), vil elektronerne
beveege sig mod den positive elektrode og hullerne mod den negative
elektrode. Denne transport af ladninger inducerer et internt elektrisk
: felt Eint(z;1). Det totale felt over prgven er saledes glvet ved:

Etot(z,t) = Eext(t) + Eine(z, t)

Det interne felt giver anledning til et. spandingsfald over prgven, men
dette kompenserer den eksperimentelle opstilling for, sa.ledes at forspget
foregdr ved konstant spaending se figur 1.1.

Vores interesse begranser sig til den interne spanding Vi.(z,t), da
det er denne, der giver information om ladningsfordelingen i prgven og
dermed om bulk-resistiviteten. Fremover vil V(z,t) og E(z,t) betegne'
de interne spandinger og felter, hvis ikke andet anglves

~ For en-ideel pladekondensator gzlder, at sammenheengen mellem span-
».'dmgsfa,ldet over kondensatoren og la.dmngen er:

© Q(z,t) = CV(z, i) : (1.1)

Idet fysiske eksperiment males den fgrnzevnte kompensatlonsstr¢m og

da

() = 2Q(,1) (12
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kan man ved (1.1) og (1.2) finde spaendmgsfaldet i proven V(z,t).

I vorés matematiske model findes denne spanding pa en anden made, og -

det er derfor muligt at vurdere hvor godt teori og virkelighed stemmer :'_:" "‘

overens.

“En af Maxwell’s hgmnger (Gauss lov for elektrisk felt) siger, at dwergen—
sen af det elektriske felt er lig ladningsdensiteten divideret med dielek-
tricitetskonstanten. Idet vi antager, at der kun sker ladningstransport
i x-aksens retning, bliver Maxwell’s ligning defineret ved: -

OE(z.) _ plat)
Oz €

E(x,t) - A o) 4z

€

Den interne speaending over hele prgven fas da ved:

V(L,t) = / E(e,t)dz —/OLLzﬁ(i—’tlda”:dx (1.3)

Ved stgrrelsen p(z,t) forstas den totale ladningsdensitet i prgven. Den
er givet ved summen af mobile ladninger p™*(z,t) og lokaliserede lad-
ninger (donorer) p'°*, dvs

p(z,t) = p™(z,t) + p'* (1.4)

Vi kan antage at p'* er konstant i hele prgven, idet donorerne er bundet

til bestemte pladser. Det er derfor kun stgrrelsen p™°(z,t) der udtryk-
ker bevaegelse af ladningsbarere (strgm). Denne stgrrelse er givet ved

P = p" + Ap(a,t) (1.5)

hvor p*“* udtrykker de mobile ladninger i bulkzonen. Disse ladnin-

ger influeres ikke af aktiviteten pa overfladen, hvorved ogsd p*** kan
antages at vere konstant.

Man kan endelig argumentere for, at antallet af donorer og antallet af
mobile ladninger i bulkzonen er lige store, dvs

pbulk + plok =0 (1.6)
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idet donorer og mobile ladninger har modsat fortegn.

Dermed er den interessante stgrrelse endringen 1 mobile ladninger i
provens overflade, og p(z,t) kan derfor reduceres til -

p(zyt) = P, t) + o'
- — pbulk _*_Ap(z"t)_*_plak

= Ap(,t) - (1.7)

Ladningsdeﬂsiteten er imidlertid ikke en kendt stgrrrelse, men ved
hjzlp af to af Maxwell’s ligninger samt ovenstiende udtryk, er det
muligt at udlede en partiel differentialligning i p(z,?).

I modellen findes den inducerede spaending V altsi pa baggrund af den :

. ~ beregnede ladningsdensitet p(x,t). I det eksperimentelle tilfeelde findes ey

V(z,t) pa baggrund af den madite ko’mpenéationsstmm I(z,t).
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B Udledninééh af
diffusionsligningen

Vi vil nu udlede en ligning for ladnmgsdens1teten i prgven pa baggrund
af to af Maxwell’s ligninger, sa vikan fa et udtryk for den interne spzn-
ding. Undervejs vil der blive foretaget nogle approxlmatloner saledes, -
_at vi ender med en lineeer partlel dlfferentlalhgmng, som vi kan 1¢se

a ‘De to Maxwell- hgnmger der benyttes er:

V-E(z,t) = ”("’;’v ) (2.1)
‘ ) OE(z,t '
V x B(z,t) = pj(z,t) +;ue——‘(;—2 (2.2)
Hvor 4 o ‘
- E er det elektriske felt
p er den totale ladningsdensitet
€ er en dielektricitetskonstant
‘B .er det magnetiske felt
p magnetisk permeabilitet _
j - er stremdensiteten, dvs antallet af ladmnger

som strgmmer igennem en flade pr. tidsenhed.

Str¢mdens1teten j er givet ved

(a0 = ZF G,

®19

Hvor
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e er elementarlatdninge:ﬁ
o er ledningsevien i prgven

Dén totale kraft der indgar i j(x,t)', a;fhaenger af aeﬁdringexi i det elek-
trokemiske potentiale .

F(:L',t) = euel°h(z,t)
= V() + iz, 1)
— le| E(z,t) + Vu(z, 1)

Ialt er strgmdensiteten udtrykt ved,

o
le|

idet e er negativ (vi beskaftiger os med N-silicium).

i(2,t) = Z(le|E(m,t) - Vuh(z,8) - (2.3)

For at komme frem til en ligning i p(z,t) skal p*(z,t) udtrykkes som
funktion af p™**(z,t). Af udtrykket !

bulk _Ec!x,t!—gelc"!zll!

Pz, t) = P AT (2.4)
= phutk e——u—lEC" :T" it (2.5)

hvor

p?* er ladningsdensiteten af mobile ladninger i bulkzonen, ved ener-

giniveauet E.. .
E. er energien i ladningsbandet i N-silicium.
k er Boltzmanns konstant.

T er temperaturen i prgven.

'Dette udtryk kommer af Boltzmanns statistik for halvledere samt E.(z,t) =
E. +eV(x,t) og p*'h(z,t) = puP(z,1) + €V (2,1)
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Heraf fis: -
pmob(z, t) | = phulke —{—7.&—1 o
log pmob(z t) — lOg pbulk Ec-# !-"-‘ t) o
z, : h(x,
"log—’;!“‘_tz = #_k(’.l'_tl otz q)
;f"(’ ) = kTlog ”—pnﬁ—’ﬂ + E,
Gradlenten af pe (.1: yt) bhver 1f¢lge kaederegelen
‘ - bulk mob (. 4)
. ch : - al P p (x) t)
= kT——M mob
: Tpmob(%t)?/’ (:c,t‘)
" ‘Inds:éettes‘.détté 1 ligni_ﬁg (2.3) fas “
s(e )= H(_|6|E('wat).—kTp—mmVP (2:1)) . (26)

:Djevn"» elekﬁrisk’e ledhings'evné o afhaériger af bade étedet"og tiden, og den - "
peer givet ved den mobile la.dmngsden51tet gange moblhteten af de mobhe
":,,ladmnger I : :

B o= '"°b(:z:. tu , (27)

Indsaetter vi (2 7i hgnmg (2 6 far vi hgmngen

i
. !

: r } h',_.‘ : . J(x1t) = UE(IB,t)— pmof(x 3) lel

pukT:
le]

;.i.:”.-Udtrykket for g er kun indsat i det ene led i j(z, t) da vi ¢nsker at
: opstllle en lmeaer dlffusmnshgmng

V mob( )
= oB(z1) - GG (’2.85',

Hvis vi. ser pa. ‘den anden Maxwell- ligning (2.2) og udnytter at et rota:
e tlonsfelt er dlvergensfnt vil: '
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V- (VxB) = 0&

V'uj(x,t)+v,u€3E((9::,t) - e
~V-j(z,t) = év'%@

o 5
-V.j(z,t) = sgt-VA-E(x,t)

Idet vi antager, at E(z,t) tilhgrer C2,

Ved at bruge den f¢rste Maxwell-ligning (2 1) fas fglgende hgnmg for
divergensen af j(z, t):

9 pla,t) _ 9,

7 ' ameb((E t) 7
mob lok — 3
€5 Gl (@) +p"] =

(2.9)
idet vi har anvendt ligning eq:ny antagelse 1, samt at p'°* er konstant
i tiden.

Vi har nu to ligninger, (2.8) som udtrykker strgmdensiteten j(z,t), og
(2.9) som udtrykker minus divergensen til j(z,t). Nar ligning (2.8)
indsaettes i ligning (2.9), fas diffusionsligningen, idet vi her laver en
fgrste approximation.

Vi antager fremover, at o er konstant. Denne simplifikation er ngdven-
dig for at opstille en lineer differentialligning.

Hvis Ap(z,t) i ligning (2.7) er meget lille i forhold til p*“*, er det i

orden at antage at o er konstant lig med p**/* - u. Det skal her naevnes
at det godt kan lade sig ggre at fremstille degenerede halvledere, hvor
dette er opfyldt.

Ligningerne (2.8) og (2.9) giver

L mob _ ameb(z’ t)
le' Vp (.’L‘, t)) - ot Aad
pET o dp™*(z,1)
el ot

-~V . (cE(z,t) —

—oV - E(z,t) + V. Vpm(z,t)
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~ Da vi kun regner i en dimension, og benytter Maxwell’s ligning (2.1),
kan ovensta,ende udtryk omskrlves til:

' 2 ,mob y mob
_oPot) | pRT 0% (z,t)  _ 9pm(z,1)

e e oz? . - ot -
mob . 2 ;mob
0p™(x,t) _ pkT 07p™"(2,t) | %p(x,t) =0

Bt Te] ~ 0z2

.jVed brugﬂ af udtrykket ‘(1._5) kan dette omskrives som fglger

a(pb“lk(.'l:,t) + Ap(;p,t)) 3 p,]cT 62(pbu“‘(x,t) + AP(_xyt)) + EAP(-'E 't),

o B lel Oz?
. - '(?Ap(x,t) ”kTazAp(a},t) i
TR F S Y B )

' Am)‘gande’s endelig identiteten (1.7) fas

dpat) Pzt o
- ot - z? +5

. hvor D := Ei'l (Dette udtryk er kendt som Einsteins relatlon)

pei=0 @iy

ngnmg (2. 10) er en linezr parabolsk dlfferentlalhgmng i p(z,t), som ,: e

‘ -beskriver vores approximation til elektrond1ffus1onsproblemet

For at lgse denne skal vi modellere nogle passende begyndelses- og rand-
betmgelser :

21  Begyndelses- og fa_ndbetingel‘sef

" 1 dette afsnit skal vi se pa nogle passende begyndeises og ra,ndb_etin;
gelser til den partielle differentialligning, som vi har opstillet. Dette .

har udmentet sig i en del diskussion, som her Vvil blive opsummeret.

~ Forst preesenteres en begyndelsesbetingelse for modellen, dernzst ser

- vi pa nogle randbetlngelser i idealiserede tllfaelde hvorefter vi glver et
N endellgt bud pa randbetmgelserne
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2.2 Begyndelsesbetingelsen

Ved systemets begyndelstilstand forstar vi den la.dnihgsfordelirig, som .. "

er i proven til tiden ¢ = 0, med andre ord: ladmngsfordehngen i det
gjeblik et eksternt elektrisk felt patrykkes prgven. :

If¢]ge ﬁgur 1.6 side 10 er fordelmgen af frie ladninger mhomogen derfor
vil det vare oplagt at valge denne fordeling som startbetingelse. Nu er
det imidlertid tilfzldet, at depletlonomradets bredde er lille i forhold til
hele prgvens udstraaknmg Betragter vi derfor systemet rent makrosko-
pisk, vil prgven i praksis udvise elektrisk neutralitet, hvilket implicerer,
at ladningsfordelingen_p(z,t) er konstant 0 igennem hele prgven.

Dette skyldes, at de positive ladninger, som er modelleret ved "huller”
ikke kan bevaege sig. Disse kaldes for ioniserede donorer. Tilsvarende
er de negative ladninger repreesenteret ved elektroner, som kan bevage
sig. Disse betegnes mobile ladninger. Ladnmgstaetheden kan derfor
beskrives ved:

p = lel [-p™ + p'*] (21
som ogsa er opstillet i ligning (1.4).

Som en approximation vealger vi hermed begyndelsesbetingelsen

p(z,0)=0

2.3 Randbetingelser

Ved randbetingelserne forstas to matematiske funktionsudtryk, der an-
giver, hvorledes ladningsfordelingen p eller dennes afledede udvikler sig
i tiden ved prgvens venstre kontakt (z = 0) henholdsvis hgjre kontakt
(z = L). Til at beskrive randbetingelserne matematisk vil vi benytte
kontinuitetsligningen for p(z,t) i de to kontaktpunkter:

dp(z,1)
ot

= —Vj(z,t)forz =0, L

Da ladningsfordelingens tidslige udvikling hznger ngje sammen med
strpmdensiteten, vil vi i det fglgende se pa de implicerede strgmme
omkring kontaktfladen.
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N-51

ofs o= o] o)

4444 [+ +++

B D Y PARY

Figur 2.1: Perfekt isolerende kon_takter

2. 3 1 Perfekt isolerende kontakt

~ Ved en perfekt 1solerende kontakt lgber der ingen strgm over randen, ‘
derfor ophobes de ladmnger der er pavirket af det eksterne felt ved
endepunkterne, se figur 2.1

Randbetingelserne kan nu formuleres p& mindst to forskelllge mader
Enten er asndrzngen i ladningstathed proportional med det eksterne
felt, eller ogsa er selve ladningstaetheden proportional med feltet. Dette
kaldes henholdsv1s Neumann? eller Dirichlet randbetingelser.

Neumanh randbetingelser

le har p4 side' 17 udledt et udtryk for str¢mdensnteten i pr¢ven pa
grundlag af Maxwell’s hgmnger : '

ie,t)= 0E(,t) - DVp(=,1)

Idet vi kun ser pa- strgmme i x-aksens retning, og hvor D = 1%

Da vi ser pa perfekt isolerende kontakter, hvor der hverken l¢ber str¢m 3
fra venstre eller h¢]1‘€ over randen, ma

7(0,1) = 0

. ?Disse kaldes normalt Cauchy_' randbetingelser
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hvilket g‘-iver,va:g; o -

dp

—(O; t) = E(d,t)

g
oz D

Af symmetrigrunde er hzldningen for ladningsdensiteten den samme i
henholdsvis venstre- og hgjre endepunkt for prgven (se figur 2.1). Der-.
for vil den samme randbetingelse ggre sig gaeldende i hgjre randpunkt-

'__(Lvt) =

- E(L,t)

h;rbr E ér det ékstqrne felt.
Dette er givet ved:
E(t) = Eoe' %) = cos(wt + @) + i sin(wt + @)
Det virkelige felt som szttes pa prgven er naturligvis reelt, det vil sige
E(t) = Eq cos(wt + ¢)

Da begyndelsesbetingelsen er identisk 0 for alle , ma den afledede med
hensyn til z ligeledes vaere 0 for t = 0. Dette betyder at ¢ = 7 + pr,
hvor p er er helt tal. Vi kan derfor veelge E som:

E(t) = Epsin(wt)

Dirichlet randbetingelsen

Betragter man figur 2.1, kan man med god ret havde, at ladningstaet-
heden p(z,t) i randpunkterne er direkte proportional med det eksterne
felt panar en faseforskel. Dog vil det gelde, at ladningsdensiteten i
venstre randpunkt er lig minus ladningstztheden i hgjre randpunkt

p(0,t) = —p(L,t) = kE(z,t) hvor E er det eksterne felt
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2.3.2 Perfekt 'ledende kontakt

Ved en perfekt ledende kontakt vil der ikke vere nogen ophobning af
ladninger, og ladningstatheden p(z,t) vil derfor vaere ens pa begge sider

" af kontakten. Str¢mmen er dermed konstant i kontaktpunkterne og vi

far
iz, t) = konstant, forz=0,L &

~Vi(z,t)=0forz=0,L -
" . Dette giver randbetingelsen

B 1= P21 2
3501 = 5,11 =0

Vi mener, at der er et problem ved denne randbetingelse - idet det .

elektriske felt slet ikke optraeder her. Hvis begyndelsesbetmgelsen er
0, har dette system den trivielle lgsning 0. Vi har derfor valgt ikke at
. »arbejde V1dere med denne randbetlngelse

2.3.3 Et reélistisk bud pa den blandede kontakt

I det virkelige forsgg er l\ontakten hverken perfekt ledende eller perfekt - o

' lsolerende men en blanding af disse yderligheder.

Det er en erfarmgssag, at der for pada.mpnmg af for eksempel guld P& N-: o 4
silicium dannes et lag 8111c1umd10x1d (Si0,) pa randen 1det rensnmgen_ . L

af krystallens overflade ikke sker i vakuuin.

Ser vi pa kontaktfladen mellem guld og N- silicium, forestxller vi os, at
der er et lag siliciumdioxid med en vis udstrekning Az, se figur 2.2.

Az skal bestemmes, hvilket ggres som tidligere beskrevet; side 10, hvor T

vi deler prgven op i et antal parallelkoblede RC-led, der er seriefor-
* bundne. Disse led udvides nu til fem serieforbundne led, se figur 2.3

De fem serieforbundne RC-led kan reduceres til et system bestiende af

* tre led, idet de to led, der;symboliserer metal-halvlederovergangen, slds -

sammen og de to led; der symboliserer depletlonzonerne slas sammen,
se figur 2.4.

I' forbindelse med randbetmgelsen hviler. mteressen udelukkende pa

metal-halvleder overgangen. Vi ser i modellen for det indre af pre-.
++ ven bort fra depletionzonerne,. hvﬂket er-en approx1mat10n vi ggr, fordi

" vi lineariserer modellen. Vi kan tillade os dette; da vi tager hensyn til
depletlonzonerne i randbetmgelserne 1det o antages at vaere konstant
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: iEner:gi R o o
| Egsion |

Au el E(S)
E4SiO) N-Si

Sio,

Figur 2.2: Metal-halvlederovergangen med et lag 5:0, i overgangen

C CM.s Cp CM-S C
L I I I I
| I i | innll
N YAV B AV AV B VAVAVE B VAVAVS
R, Ry.s Ry Ry-s Ro

Figur 2.3: Parallelkoblede RC-led i serieforbindelse. M-S betegner metal-
halvlederovergangen, D depletionzonen og B bulkzonen
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N —
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[w)

N —
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o
@)

[w]

®y Ry R

Figur 2.4: Det reducerede systerﬁ

Siliciumdioxidlaget kan altsi betragtes som en pérallelforbindelse af en

‘modstand og en ideel kondensator med en veldefineret kapacitet

Am — 6(5202)A<=>
Cu—s .
s Ae — eﬁ(.S'z'Og)A"A

o 2Ce.z‘p

£(S10;) er dielek'tricitet.,skbnsta.nten for siliciumdioxid.
‘A er kontaktfladens tvaersnitsa.réal.
Az ér bredden af siliciumdioxidla.get,' den er ah‘sliet til,l_l, 3A. »

Cezp er den malte kapac1tet som er gnvet ved Cegp = C M-s. Det skyl- -
"+ des, at vi maler kapaciteten over hele pr¢ven hv1lket mvolverer
begge kontaktflader. : S

Betragt nu de 1admngsstr¢mme der foregar i metal- halvleder overgan-
gen, se figur 2. 5 : g

" Den samlede la.dnmgsstr¢m opdeles i tre forskellxge bldra.g
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= é R 7=
~ x="0 . ) x=L -
' T — ps. Jps =
T E v:; - - > jSVB - jsg <— ’ g
o dor ‘ or
N4 —Pp N : n, <4— —"“1

Figm"2.5: Strgmme ved randen

Jor(z,t) - Kvantemekanisk tunneleringsstrgmdensitet.
JBs(z,t) - Stremdensitet som fglge af forskelle i kemisk potentiale.

Jsa(z,t) - Termisk eksitationsstrgmdensitet fra overfladen ind i N-
siliciumsoverfladen.

I metal-halvleder overgangen sker ladningstransporten mellem guld og
N-siliciumoverfladen dels ved kvantemekanisk tunnellering gennem
oxidlaget og dels ved termisk emission fra overfladetilstanden til bulk-
siliciumtilstanden, se figur 2.2. Den sidste skyldes de elektroner, der
eksiteres sa meget, at de kommer over energibarrieren i kontakten. Vi
ser dog bort fra denne, da tunnelleringsstrgmmen er den dominerende.

Idet Az kendes og, da barrierens hgjde er veldefineret, er det muligt at
udlede et udtryk for den kvantemekaniske tunnelleringsstrgmdensitet
Jor(z,t). Vi vil ikke udlede dette her, men blot angive resultatet, som
ifolge Petr er givet ved:

. KE(z,t)Ax
Jor(z,t) = ———(—A—)—‘-

hvor A er prgvens tversnitsareal, og K er en konstant.
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Da tunneleringsstr gmmen kun foregar i meta.l-ha.lvlederovergangen gen-
nem oxidlaget, vil udtrykket kun give memng fort=00g z = L.

Det viser sig imidlertid at K netop antager den reciprokke vardi af
Rp_s. Dette verificerer hypotesen om, at der er et lag siliciumdioxid

mellem guld og N- sxhcxum Tunnellenngsstr¢mdens1teten udtrykkes NS

saledes ved

ext(T,1)Ax :
jor(a,1) = ————-—A'%M _)S (2.12)

~ Det negative fortegn skyldes, at tunnelleringsstremmen for elektroner
'_er modsat rettet det elektriske felt se, figur (2.5). R

I overgangen fra N- silicium til siliciumoverfladen (BS) 'l¢ber en strgm

- drevet af forskellen 1 kemisk potentlale Deri kan som tldllgere
(side 17) udtrykkes ved. ' :

| st(w,:t) = oE(z,t) - DVp(z,1)

~ Idet o = pu, kan jps skrives som:

ibs(e,0) = ple, OWE(z, )~ DVp(e,0)  (213)

I overgangen fra siliciumoverfladen til N- silicium (SB ) l¢ber der en ter— S

“misk eksntatlonsstmm Den fremkommer ved at nogle elektroner i
siliciumoverfladen opnar s3 stor termisk energi, at de overvinder ener- h
gigabet AE, se figur 2.2 side 24. Denne strgm betegnes med jss, og er
1f¢lge Petr Viséor givet ved:

isB(z,t) = N leletFvy 21

izjhvor Nc er den effektive tzethed af elektrontilstande i N-siliciums led- - 4
- ningsband, og den termiske hastigh"ed vr er ifglge equipartition teo-
. o

] Avremet givet ved proportionalitéten vr =

Vi har-nu udtryk for de tre delstrgmme, som den totale la,dr_xingsstm%n .
er opdelt i. Disse skal s& sammenszttes til et endeligt udtryk for; hvad
- der sker. p kontaktfladerne. (z-=.0) og (z = L). .

Af Maxwell’s llgnmger, se side 18 ligning_ (2. 9) fas:

o
Vi@, ) = -7 (=)
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hvor p,(z,t) er ladmngsdensxteten pa randen. Ved at. integrere og be-,

" nytte divergensteoremet fas

/ v-‘j(x,t)do - a”’(z t)dv@
14 .

/j(:c,t) .nds = a”’(z t)dv

Hvis: pr¢ven er i hgevaegt vil ps(z,t) veere konstant i forhold. tll tlden,

hvorfor:

3p..,:::t) /ap,xt) 0

Vi kan saledes opstille et udtryk for den totale ladningsstrgmdensitet
pa randen, idet:

/j(a:,t) -nds = 0&
s
(er(z,t)-mi +jBs(z,t) - ny + jsn(z,t) - m)A = 0

Fortegnene af de enkelte delstrgmme, vil ifglge figur 2.5 veere forskellige
i de to kontaktpunkter.

For (z = 0) fas:

J'QTV(% t) — jps(z,t) + jsp(z,t) =0
For (z = L) fés:

—Jjer(z,t) — jps(x,t) + jsp(z,t) = 0

Indsettes udtrykkene for ligning (2.12), (2.13) og (2.14) i ovenstiende
formler fas:

_%%3__? _ (,,(o,t)w(o,t) -

9p(0,1)
b Oz

) e

+ Nc|e|e?_£vr =0

i kontaktpunktet ved z = 0, og

ENE
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4 .E;_z;%)‘A_Sz _ (p(o,t)uE(o,,t) - D‘?P_gi’_tl) | (2.;6)

+ NC'CIC%?)T =0

i kontaktpunktet ved z =

Forst skal vi dog definere en stgrrelse for Q,(t), som er den totale
ladning pa overfladen.

Nar prgven patrykkes et eksternt elektrisk felt, vil ladnmger fra N- -oa% -

' siliciums ledningsband blive transporteret -over i siliciumdioxid over-

fladen. Det antal ladninger, der siledes kommer fra N- silicium til N- : SR
,sﬂlcmmoverﬂaden er defineret ved stgrrelsen af Q,(t) Denne transport

af ladninger glver anledmng t11 et lokalt felt over randen, som er glvet
ved

Elok(O‘,t) = E:;,k(L,t) = fQ"(t) . (2.17) ;

Ae

'-her antages dxelektnc1tetskonstanten at veere et gennemsmt af dlelek-
tr1c1tetskonstanten for henholdsvns N-silicium og s111c1umd10x1d ' '

- l-( (i) +‘e(sz‘02))‘

Vi kan nu opst1lle et udtryk for randbetlngelserne, som vi mener de

ser ud i det realistiske tilfzlde.

E(z,t) er her givet ved ‘
E(,t) = Eeat)+ Eii(s,t)

Q.
= Ee:rtl(t‘)'_ A ( (Sz)+€(5102)) :

-Idet z kun kan antage vaerdlerne 0 og L

__ ngmng 2.15 kan reduceres il folgende:

For (:1:—0) fas _
9(0,t) _ lel Q.
o Y (E”‘“) e (Sl)‘*'E(SlOz)))

5By e
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o og for (z = L) ligning (2.16) fas . .

op(Lit) _ el Qu(t) :
5 = ottt (Bt~ %(e(Sz)+s(Szoz))>
: 1 |
) ( Eez(t)Cr + Cz) . A (219)
" Hvor
- Az
Cr = ARp_s

- .og

= N, |e|v;re'éTE

Ideto beregmnger er udtrykkene for E(z,t) og u = —U ifglge Emstems
relation indsat.



.......

Kapitel 3
ngnlngen brlnges pa
dlmen51onsl¢s form

I kapitel 2 har vi opstlllet den lmeaare parabolske partlelle dlfferentla,l-
' llgnmg 3 : : o '

. 2 ’

) ' G | | P
2w D+ =0 @y

~ . Hvorz" € [0 L)ogt € [0, oo[
For lettere at kunne arbejde. med denne llgnmg, skal den bnnges pa

_dimensionslgs form. Enhederne for de enkelte parametre er anglvet i
symbolllsten side 83.

Vi 1ndf¢rer de dimensionslgse stgrrelser:

SRERET R : t = —t' hvorte€(0,00f .
U@y = AL E B2

“Po

~ Hvor

)
4

- L .‘er brbvens leengde

3
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Po er’ eri fast stgrrelse for p, det kan for ekéempel vare en formodning S

om, p's maksimale eller minimale stgrrelse til en given tid. Vi
benytter her ladningsdensiteten i bulk, pb*/.

‘At de indfgrte palametre er dnmensnonsl¢se mdses ved f¢lgende dlmen-
smnsbetxa.gtnmger af de enkelte parametre: :

: ) A o ,
dimfz] = dim %] = g =t
. BT L m~2kg~'sC?
dim(f] = dim .et] = m‘3kg'132028 =1
. Sy Cm™3
-dlm[U] = dim E] = o= 1

Transformationen af diffusionsligningen bliver med disse parametre fgl-
gende:

Den fgrste stedafledede
gp _0Opdz 1 dp 1 OUpo po0U

0z’  O0zdx Loz L 0z L Oz

Den anden stedafledede

&*p 9 9p _ 9 10p 18U _ po8°U
O(z'")? T 02'0r'  0s'LOx L 0x2  L? 0z

Den tidsafledede
dp _Op it o dpU _ opo OU

'~ dtor & ot ¢ ot
Indsattes dette i ligning (3.1) fas:

opo OU DpoaU opo _
e o) Trgp@it U =0 e
De 82U
W(m,t) Tty (:1: )+ U(z,t) =0 &

(.'L‘ t) ~ 2U (2, t)+U(z,t) =
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"Hvor a = -,%‘;

Ligningen er dimensionsl¢s, hvis a er dimensiensl(as, hvilket ses ved

=1

DC} _ m?s7Im 3kg71s2C?

dlm[a] d1m [L"’ m2m'3kg"1302

_3 1 Randbetlngelserne brlnges pa d1-

mensmnsl¢s form

Vi skal i dette afsnit bringe de opstillede randbetingelser pa dimensions-
lgs form. Det er dels de randbetingelser, som vi opstillede 1 ligningen
-for den perfekte isolator - side 21, og dels de randbetingelser, som v1,.

opstlllede i den mere reahstlske llgnmg side 29. S

3.1.1 Den perfekte 1solator

1 dette tllfaelde er de opstxllede randbetingelser Neumann betmgelser

Disse bringes pa dimensionslgs form ved at benytte den samme varia-
beltransformation som i selve ligningen. Desuden 1ndf¢res den dlmen-
: 31onsl¢se parameter R

Vi far saledes f¢lgende dlmen81onsl¢se randbetmgelser for den perfekte :
1sola.tor o

Qﬂ(i',t') = %Eosin(w't')l_% |

.‘ax v .
_ au’éz,t) _ L,,Zzb;o sin (wt) ¢
aqa(z,t) = 7sin‘:(wt)

‘idet z antager vae,rdieme‘.(_) ogl.’
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Eezt er givet ved Egsin(wt) som vist pé side 22.

Konstanten v = Lefo evrudim‘ensi(')nsl(és hvilket frerﬁgfir af:
Y= "D €0 T

.- [LoE, mm~3kg~'sC?*Vm~!
dim | — = :
poD. - Cm™3misl
_ sCV-
T m2kg -
_ s’Ckgm?s~2C™! _1
= ey =

3.1.2 Den realistiske randbetingelse

I dette tilfzzlde er randbetingelserne ogsa Neumann betingelser, disse-
kan ligeledes bringes pa dimensionslgs form ved at benytte variabel-
transformationen z = z'/L og t = %t'. Som for settes w = Zw' og
E.zt = Epsin{wt)

Randbetingelse for den mere realistiske ligning, se side 29,

P o Qs
75(0.t) = kTP(O’t)(EOS‘“(“’” A%(e(Si)+€(Sioz)))+

Il)- (Egsin (ug't')C1 - &

2220,0) = LLpo(0,1) (Easin(u) - A%(a(Si)g—?:e(SiOz))) '
_é_ (Egsin (wt)Cy — C,) &
700 = o (Besnten - sy Ve +
p_o% (Eosin (wt)Cy — Cs) &
Z_Z(O’t) = LU, + ()
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er dlmen816hsl¢s da &(t) og n(t) er dimensionslgse. Ovenstaende r'arid-
betmgelse er for tilfeldet z = 0. Udregnmgerne for z=1Ler tilsvar-
rende.

{(t)er dimensionslgs da:

| T ' Qs )]
t)] = E
dim{e(0) dlm[kT ( psinfu) - %(e(Sz)+e(5102))
B . mC it CmZ A
T kgm?s2K-'K (mkgs ¢ f”_77121cs4"m"8202)

_ s*’C mkg mkg _1
7 kgm \ s2C s2C

n(t) er dimensionslgs da:

“d.ilfln[ﬂ('lf)]'_‘—‘ di“}[ 2 (Eosm(w;)cl Cz)]

Dpo
= dim [—'% (Eo sin (wt)A}?; e -—N |e| VTeW)] |
T m2s-1Cm3 (s""-C’ m?m2kgs-1C-2? m Cms )

_ sm? [ C _ C _1
T C \sm? mi/)

~.Dimensionerne for de enkelte symboler er stillet op i samme raekkef(zllge,
.. som selve symbolerne i de pageldende udtryk.

3 2 Dlmensmnsl¢s A
begyndelsesbetmgelse

"I de tllfaelde hvor vi har gjort hgmngen og dens randbetmgelser di-,
- mensionslgse, er begyndelsesbetingelsen den samme.. Den ska.l hgeledes '
gores d1mensmnsl¢s og vi far herved : a o
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Ligningen bringes pa dimensionslgs form

U(z,0). =0 ;for 0<z<1



Kapitel 4
Analytisk Igsning

I dette kapltel vil vi angive en analytisk lgsning til dxffusmnshgnmgen.
for den perfekte isolator - se a,fsmt 2. 3 1.

Generelt vil vi lgse llgmngerne numerlsk men for at unders¢ge kor-

: .rektheden af de numeriske metoder, som vi har anvendt, benytter vi

sammenligning med en kendt analytlsk l¢sn1ng, I dette tllfaalde l¢sn1n- o
gen. for den perfekte isolator . .

4.1 Opdellng af dlffusmnshgmngen i to'j:*f
’ delhgmnger R

Det er f¢lgende-diffusionslignirig, soim Vi gnsker at lgse: -

ou, . o S

%(w,t) ‘Zlf(x t)+U(:c t) =0 |
ou U oU . S R
F‘(O,t) = E(W’ t) = '7-81-"‘(”{), o ‘(4,1) ,

‘; Vl ha.r skaleret lxgnmgen sa. T € [0 .

) V1 benytter superposxtmnsprmcnppet il a.t dele llgmngen op 1 to sim- f

 plere problemer som hver isaer opfylder en lidt 31mplere partiel differen- .

 tialligning. . Det kan vi tlllade os, da ligningssystemet (4 1)-er hneaert:
' med lmeaere begyndelses- 0g randbetmgelser iU (z t) Lader vinu -
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» (:c t) og W(z,t) veere valgt saledes at U(x t) = (V + W)(z,t), kan
~ vi Igse ligningssystemet (4 1). Dette giver f¢lgende ligningssystem:

ﬂl;l?(%,t) -2 (V : W’( D+V W) = 0
oV +W) - OV +W) _ o
3 T(O t) = T(W,t) = ~vsin(wt)

V(m,t) velges, siledes at den opfylder randbetingelsen. Det betyder
at: :

V(z,t) = zvsin(wt) 7 (4.2)
hvilket giver

ov 62V

51 ——(z,t) - ag— —(z,t) + V(z,t) = zyw cos(wt) + z7 sin(wt)

= q(sin(wt) + w cos(wt))z
V(z,0) = 0

151% av .
&-(O,t) = -a—m(r,t) = ~vsin(wt)

For at kompensere for det heterogene led, som opstod i ligningen for
V(z,t) vil vi vaelge at opstille W(z,1), s3 dette sker:

%’:/—(:c,t)— 9 W(:z,‘ t)+ W(z,t) = —v(sin(wt) +w cos(wt)) z
W(z,0) = 0
ow

0 (0 t) = 1(7rt) = 0
(4.3)

Da funktionen V(z,t) er eksplicit givet i ligning (4.2), far vi saledes
reduceret problemet til af finde et funktionsudtryk for W(z,t).
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4‘.1’.1‘ ' Fijnktiohen W(z,t) bestemmes

.Antag at W(z, t) kan skrives som en generel cosinusrakke. Randbetm-
" gelsen giver da, at W(a: t) ma have formen

- W(z,t) an(t cos(nz) (4.4)

n=1

~ hvor raekken og dens aﬂedede konvergerer umformt Regner vi formelt
il

a;: Znan(t) sin na:)

©on=1

hvorved ra.ndbetmgelsen i (4 3) opfyldes

: Desuden vil:

) g
Q—.‘g/_x(f-’_t_). = —-Zn an t)COS(Tl-T)

n=1

awgf_,t_) _ éqz(t) +3 " al(t) cos(nz)

n=1

" Venstresiden af differentialligningen i (4.3) kan' nu skrives som

+ al (t) cos nr)) + o Z (n fan(t) cos(n;c))

1 ) . n=1

. ao(t? + Z cos m:

- n=1

o0

+ Z t) + (an +1) Yan(t )cos na:) (4.5)

n=1

1=
(=]
—~
L )
~—

2 T2

v ,Hmresnden af dlfferentlalhgnmgen i (4.3) kan founerudvnkles efter cosi-:
.. nus, 1det founerraekken for z mdsaettes - se lemma 4.1 s1de 44
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;&(sin(wt:).ji- w cbé(wt))x

: =" i'y(sin(c;f‘t)‘-f-»w cos(w.f))v (g_ - %Z cos(mx))

= —% (sm(wt) +w coé('&’;t)) +

Z 47(sin(wt2r:-n:a cos(wt)) cos(rﬁ:v)

n=1 R
(4.6)
Hvér' m=2—1

For ulige m > 0 kan man nu opstille en ordinar heterogen differenti-

alligning af fgrste orden, som bestar af fourierkoefficienterne fra ligning

(4.5) og (4.6). .
al (t) + (am? + 1an(t) = —7}% (sin(wt) + w cos(wt))

Lad nu &k = %},-.
Da vil *

a,,(t) + (am® + 1)an,(t) = s(sin(wt) + w cos(wt))

Lgsningsformlen for fgrsteordens differentialligninger giver nu fglgende,
idet begyndelsesbetingelsen sammen med ligning (4.4) giver at a,,(0) =
0:

am(l)

t
= e"("’"‘z"'m/s/ elom*+1)7 (sin{wr) + w cos(wT)) dr
0

t t
= e-(em®+)t, (/ elom®+1) sin(wr)dr + w/ elam*+1)r cos(wr)d'r)
0 0

. t
- et o em? + Dsinlor) —uwosor)]

(am? +1)2 + w? o
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—(am +1)t,€w [e(am2+l)r((

K

41

‘ ((am +w .+ l)sm(wt) + am wcos(wt)

e (am2+1) +w2

(am2 + 1) + w?

(am2+l)t

am + l)cos(w'r) +QSIH(WT))]

am L‘J)

For llge m > 0 kan man pa tllsvarende vis opstllle en ordineer differen- °

y tlalllgnlng af fgrste orden, i dette tilfaelde vil den dog vaere homogen

~ idet founerkoefﬁcnenten i hgmng (4 6) er. nul for- hge m. Dette glver

derfor

aly(t) + (am? + Dan(t) =

am(t) =

04:’»

(am +1)t o

-(._4;7'),

- Begyndelsesbetmgelsen giver at am(O) = 0 =c= 0 ngnmg (4 8) har- :
derfor den trivielle l¢snmg am( )=

- 'VFor m 0 fas l)gnmgen

2

2.

- 0.

_-L¢sn1ngen til denne dlfferentla.lllgmng er -

Funktlonen W(z,t) bliver, derfor ’

ao(t)
3 -. 2 |

:4 .
. s Z mz((am2

_ ((am +w? + 1) sm(wt) +am’w (cos(wt) 7("""'2*1)‘,)) cos(rri:f)

hvorm—2n—1

—I'y sin‘(u;t) +
2 .
1 R
+ 1) +w“~’)

27 s1n(wt)

= - 27(5m(wt)4—wcos(wt)) |

| "(‘4{55

Ny

Hvis raekken og dens relevante aﬂedede l\onvergerer umformt vil an-:; Yo

tagelsen pa side 39 vaere opfyldt, hv1lket bctyder at W(a: t)
l¢smng t1l l)gmng (4 3)

(4 8) er
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~ Uniform konvergens af r?ekken for W(z,t)

A'Razkken

Zmz am2+1 2+w2)

n=1 .
'(sin(wt)(am2 + w? +A\1) '+ am?w (cbs(wt) - e'("""z“‘)‘)) cos(mz)

konvergerer uniformt, hvis reekkerne

- am? + w? + 1 . -
; (o 4 D)7 + o) St cos(me) (4.9)
= am?w 10 :
; m2((a.m2 + 1)2 n wz) cos(wt) cos(mx) ( . )

0o am w —(am?1)t

nzﬂ m?((am? +1)? + wz)e cos(mz) (4.11)

hver iszer konvergerer uniformt. Vi vil nu vise uniform konvergens af
disse tre reekker. Da det er de samme beregninger, der skal gennemfg-
res for alle tre summer, vil vi her kun beskrive konvergensen af (4.9)
detaljeret.

Rakken (4.9) har den konvergente majorantrakke.

o0

Z am? +w? 41
Hatmi + 1 4+ 2am? + w?)

sin(wt) cos(mz)| <

a+%+;nl—2
o?mt 4+ 1+ 2am? + w?

-]

n=1

0

> =
sz4

n=1

[sin(wt)] |cos(mz)| <

Vi skal ogsa vise at de ledvist differentierede reekker i funktionen for
W (z,t) konvergerer uniformt.
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De afledede med hensy;i til stedet.

.1 dette tilfaelde vil vi ligeledés benytte raekken (4.9). Vi vil her kun vise - '
beregningerne for den anden stedafledede, idet de er tilsvarende for den .
forste afledede. I dette tilfzelde vil vi ligeledes vurdere raekken for den ' .-
anden stedafledede med en konvergent majorantreekke idet '

o : 2 2 .
mia+w+1 . 2
:; m?(a?mt + 1 4 2am? + w?) sin(wt)m (?Q-S(.»mx) <
© o+ & 1 ‘ '
)P Pl |sm(wt)| |c0s(ma:)| <
—~ a2m2+—+2 + 2
oo |
Yoo
n=1 c2m2

_ Umform konvergens af de ¢vr1ge raekker (4 10) og: (4 11) vises pa: tllsva-
rende made. ‘ ‘ : : . .

_Den aﬂedede med hensyn til tiden.

Nar vi skal vurdere konvergensen af reekken for den afledede med hensyn o
til tiden, vil der i rakkerne (4.9) og (4.10) ikke vaere nogen sndring i

- forhold til vurderingen af konvergensen for selve r&kken. Det skyldes . -
at vi kun far multipliceret den oprindelige reekke med en konstant.. .
Rakken for den tidsafledede af (4.11) kan, hvis a > 0, vurdetes med *
en konvergent majorantrakke, idet: ' B C a R

' ' = cos(mz o
| mAetmt + T+ 2am? ¥02) L TS (mz)) <
(am2+ 1)(am2w) |- am?41)t
‘ Z m?(a?m? + 1 + 2am? + w?) le (am®4 ?."Ig‘:,!o‘s(mx)l <
n=1 SR ) :,i ' T
= c4m2

Da Vi “hermed kan vise uniform konvergens - af de tre delraekker, vil -
raekken og rekkerne af afledede i funktionen for W(z t) ogsa konvergere
umformt hvorved antagelsen pa side 39 er opfyldt :

N
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Lemma 4.1 z har cosinusrekken

o

) |

. der er uniforml konvergent.

Bevis :
Ved foﬁriérudvikﬁng kan z skrives som :

[o o]
hvor

a, =

O\;
8|
[« 38
)
2
S
5
=
8

1
n

Rl 3w F|N0

N TN

lcos(na)lt

= (-1 -1)

n?

A
= nn?
{5

for n ulige
for n lige

27"
a = —/zdw
T Jo

211 07
- - —;1;2
n [2 ]o

= 7

g

Analytisk lgsning .

; T = g - %Z COTST(nT;m'_) hvor m =n -1

[x sin(nz)]§ — 11—1/: sin(n:c)da:)
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4.1.2 Lgsning U(z,t) til di_’ﬂ'erﬁentialligningssyst.e-‘

Ligning (4.1) side 37 kan nu lgses, idet vi af ovenstaende beregninger e
far: ' o L L o

- ‘U(m,t)=V(z,t')+W(x,t)=) S (412) A

zy sin{wt) — -;E'y sin(wt) +
4~ i 1 cos(mz)
7w Lt (em?+1)2 +w? m?

((Otm2 +w? +1)sin(wt) + am?w(cos(wt) — 'e-(""{2+1)t))

Idet vi satter

ro= (qm2+l)2'+~a)lz'
k= am?+w? +1
8 = am_w

| = aﬁz2+1

- kan (4.13) skrives som

) I.ZU,('x’t)  = 7‘(3 - Zr') si“(“;t‘) + .. o L (#13) 5

o0 - . I .

&1, L cos(mz)
q - (k { t) —e7t)) ———
' q; ; ( s_m(‘ug:‘) +s (cos(cg ) ~ € )) .
Dette kan eftervises ved indsettelse i (4.1). :
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4.1. 3 Skalermg af mtervallet

For dlrekte at kunne sammenhgne den analytlske Igsning med en til-
svarende numerisk,-skal .z- lntcrva.llet &:ndres sa z € [0,1] istedet for
'€ [0,7].

Vi betragter det problem, der er l¢st analytlsk

U, , . U S
| | W(x’t)-— o =3, t)+U(x t)y=0 (4.14)
hvor z’ € [0, 7] og ¢ € [0, 00[.

Vi definerer nu variabeltransformationerne

T
r = —

T
t =t

Ifglge kadereglen fas den z-afledede af fgrste orden

oU(a',t') _ 8U(z,t) 9z _ 18U(a,t) t)
9z’  0r Ox' w Oz
aU(z,1) ou(z',t')
9r az’

Den z-afledede af anden orden bliver derfor

QU (2, 1) _ BU(x, 1) ( 1 BU(z,t)) _ 1 9U(@,) (1)

dz”? Oz r Oz T2 Oz Oz
BU(z,t) ()
gz " Oz

Tilsvarende er

au(a',t')  0U(z,t)
ar ot

Ligning (4.14) kan nu opstilles for z € [0, 1]:

ou ,0°U

5 —(7wa,t) - ar? 527 —(rz,t)+ U(nz,t) =0 (4.15)




Kapitel 5
| Numeﬁsk udr_égnipg

- Vi har i kapitel 2 opstillet en differentiallignih__g af f¢lg'ende_, typé
v, . FU S
B —aga O HAUEY =0 (G1)
hvor - v
C xE[Ol] ogte[Ooo[

Vi har endvxdere angivet en analytlsk l¢smng iet enkelt specnaltnlfaelde

For at kunne Igse ligningen for den mere reahstxske randbetmgelse op:
stlllet i afsnit 2.3.3 vil vi anvende numeriske metoder . For en grundx- e

gere gennemgang henvises til [10, del 3).

' Betingelsen for at behandle en dlfferentlalhgmng numerisk er, at den

er reprasenteret pa diskret form hvilket betydér, at l¢sn1ngen tll den’
kun skal beregnes i et endehgt antal punkter. '

. Denne diskretisering bestar ganske simpelt i, at hver d1mens1on ilig- e

ningens domeerie opdeles i et antal punkter som vist pa ﬁgur 5 1.

Saledes udvaelges fra 1ntervallerne

[0, 1] N punkter’ rned den mdbyrdes afstand Az

[0,00]. T punkter med afstanden At, men det g¢res pa-en sadan rnade, ;
at der ﬁndes en endelig sluttld t1 = TAt. ' ‘

Vl deﬁnerer nu den numerlsk beregnede vaerdl for U (zA:z, ]At)

: Ui = u(zAg:,]At),: U(zA:c;]At)
fori=0,.;NeNogj=0,.,TecN

47 .
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- 48 - ' ’ : ) ; Numerisk udregning

-0 0 ~ = ’ N
()
' }At
T

Figur 5.1: Ligningens domane opdelt i N x T punkter
5.1 Crank Nicholson

Nu betragter vi ligning (5.1) lokalt omkring et punkt
U(ZA.’B, (] - 1/2)At) ~ Uij-1/2-

Ved brug af Taylorudvikling fas:

ou

5 ({0, (i - 1/2)at) = &;—‘t‘-’:l + O(AL?) (5.2)
%}’f-(mx, (j — 1/2)At) = (5.3)

1 /0% . . o*U . . 4
3 (_8—3;7(2Ax’ (7 — DAY + Eﬁ(zAz,]At)) + O(Az®) =

1 (ui-l,j—l — 2u;j-1 + Uit1,j-1 + Wim1,; — 2Ui 5 + Ui,

4
2 Ax? Az? ) +0(4s%)

Af figur 5.2 ses det, at
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1, »J-1 i+1,j-1
I I o
et * e St O-"'-"'-“""---“‘lO""
| ! I
I x i,j-1/20 |-
I | - ' |
m=Qmm=——mm——— e L e et o--
I 1 N
i-1,j i,j i+1,j
Figur 5.2: Approximation af punktet z
UliAz,(j—1/2)at) = St ¥i Lopny o (5.4)

2

Vi kan nu omskrlve ligningsystemet (5.1) ved at indsatte ligningerne
- (5.2), (5. 3) og (5. 4) 1det vi'ser bort fra (’)(Atz) og O(A:c ) "

Uiy — Uipj—1 _

At L
o (ticyo1 = 2uio1 + Uig o1+ Uien = 20 Uiy
8 (“z_—lti‘_a) 58
. 2 -. ) N . K
. Dette ka,ldes Crank-Nicholson skemaet for llgnmg (5 1) Ved at samle Lo

- alle u. pa venstre s1de og U.j—1 pa h¢Jre fas:

Uiy g(u.-_l, 2u'.,+u.+1.,) 4 Buis

At 2 Az? 2,
Uijo1 | @ (Uim15m1 — 2uijor + Uigrj1° _ﬁui,,’-l
At 2\ - Az?' o 2
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L‘adrnu
_B2)r1 B
7 i Cr.= @ At+2 +1
o .
NGO AN
C: = «a At 2 1
" Da fas:

—uio1,; + 201U — Uigr; =

" Ui-1,j-1 + 209U i1 + Uig1 1 (5.6)

Det er denne ligning den numeriske metode bygger pa. Som det ses kan
man ikke udregne u;; eksplicit udfra u veerdierne til tidsskridtet fgr,
det afhzenger ogsa af nabopunkterne u,_;,; og ui41,;. Derfor ma man for
hvert tidsskridt opstille og lgse N — 1 ligninger med N — 1 ubekendte,
hvor N er antallet af stedskridt. Pa matrix form kan ligning (5.6)
skrives som

[ 201 -1 7 [ Uy,; 1
-1 20, -1 Uy ;
-1 201 -1 UN-2,5
| -1 201 i | UN-1,; i
[ 202 1 ] [ U1,;-1 ]
1 202 1 U251
1 202 1 UN-2,5-1
] 1 202 ] | UN-1,5-1 j

For hvert tidsskridt der tages, skal der saledes lgses et ligningssystem
som det ovenstaende.

Til dette formal kan der benyttes forskellige metoder. Det er umiddel-
bart oplagt at benytte almindelig Gauss elimination.

Vi har dog valgt at benytte en iterativ metode kaldet SOR (Successive
Over Relaxation). Den primare fordel ved denne metode er, at den
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kan generahseres sa det er muhgt at lgse ikke lmeaare partxelle differen-
tialligninger [3 side 260]. . Dette er ikke- muhgt ved brug af a,lmmdehg

Gauss elxmmatlon

. En anden fordel ved de iterative metoder er, at man har mere styr pa
nma.gtlgheden end man har med eliminations metoden. Ved elimina-
tion skal matricen omskrives til normalform, hvilket betyder at man
skal foretage en hel del additioner, multiplikationer og divisioner. For
hver regneoperation initroduceres en lille regnefejl, som muligvis, men
ikke ngdvendigvis, vokser ved de-efterfolgende regneoperatloner Det
er derfor lidt vanskeligt at sige, hvor stor den totale fejl er, nar man er .
* feerdig med at eliminere [11, side I11,1,1]. o

Ved de iterative metoder udnyttes at iterationsformlen har lgsninger -
som tiltrazkkende fixpunkt i det (N — 1)-dimensionale rum. Dette gzl- -
der i vores tilfzzlde. Ved omskrivning af ligning (5.6) kan derfor opstilles
iterationssystemer, som konvergerer mod den gnskede I¢smng Ngjag-
~ tigheden af resultatet er nu blot et spgrgsmal om, hvor mange gange
man itererer. Dette betyder, at man selv kan fastseette, hvor ngjagtigt

man gnsker at regne. Stor n¢Jagt1ghed betyder mange iterationer, lille
n¢Ja,gt1ghed fa. Det skal dog navnes, at n¢1agt1gheden i datamaten
ogsa saetter visse begraensmnger
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K‘apitel 6 |

. L¢sriihgeri k‘oinver-tl‘eres»- til
fysiske stgrrelser

Den numeriske lgsning u(:c t) tll den linezere partielle dlfferentlalhgnmg R

" med de realistiske rand- og begyndelsesbetingelser bestar af en masse
. ufysmke tal, der dog har noget at ggre med ladmngsdensxteten oz, t)

I den eksperlmentelle metode forefindes maleresultater i form af de :
fy31ske stgrrelser impedans-Z og a.dmxttans Y. '

N For at sammenligne de matematiske resultater med de eksperimentielt

malte, skal vi fgrst omsaette u(z,t) til fysisk la,dnmgsdensmet p(:z: t), .
derefter skal vi pa baggrund af p(z, t) finde udtryk for henholdsvis im-
pedans Z og admittans Y.~

Grunden til at vi dimensionerer de numeriske l¢snmger nu, fremfor f¢rst

" at ggre det nar vi har udtryk for impedans og admittans, er at vi kan

forestille os, at en del af mellemresultaterne som for eksempel p(x t)

. og- th(L t) ogsa kan have en fysisk mteresse

B 6.1 Fra l¢smngen u(a: t) t11 ladnmgsden—fi e

s1teten p(z',t)
Da den numeriske udregmng af lgsningen er fundet pa. baggrund afi'._f
et dimensionslgst problem, skal l¢snmgen u(a: t) d1mens1oneres for en »
~sammenligning er mulig. :

. Vi tager fat i de variabeltr ansformationer, som er blevet benyttet tll at...
B .g¢re problemet dxmensxonslqsst 0g benytter deres mverse udtryk.’

53
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i Lﬁsm'rigen konverteres til fysiske storrelser

Vi har fré ligning (32) varia,beltransformqtioneme

-~

r = ¥
=.7
t = fg-t'
: €
. - ' t’ .
U(z,g) = 220 (61)
; o
hvor
z' €0, L] z €[0,1)
t' €0, 00] t €[0,00]
po = p¥, En typisk konstantveerdi,

her ladningsdensiteten i bulk

Ladningsdensiteten p(z’,t') er saledes givet ved

plz

") = polU(z,t) (6.2)

Da nu verdierne findes som de diskrete punkter u;; := U(iAz, jAt)

defineres u; ; = u(iAz, jAL).
ningen

p(a',t)

p(z’,t') kan da findes direkte ved bereg-

p(iAZ,jAY)
p(z'AxL,jAtg)
Po“(iAl'a ]At)

Poli,;
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6.2 Fra ladmngsdenmteten p( t) til'imf‘
pedansen Z ( y o -

Da maleresultaterne er anglvet i impedans Z (w) skal de udregnede veer-
dier for ladmngsdens1teten plz;,t) omregnes til ‘dette. - c

Af ligning (1.3) side 12 fandt vi, hvordan det totale interne spaendings-
“fald over prgven kan findes pa baggrund af ladnmgsdensnteten p(:c t)

V;M(L,xt)-_—_; "~ Mdidx -
‘ A o Jo €

pa samme made som det er gJort i formel (1. 3) i kapltel 1

' Efter samme formel opstllles et udtryk for sarnmenhaengen mellem det
eksterne felt og den eksterne spaendmg Det -antages, at- Em(w t) =

-Eoe""‘fer konstant ‘med hensyn til z, hvxlket er rlmehgt salaenge fre- ‘
kvensen w ikke bhver alt for stor .

Vizt(w, t) '= Vet

‘. ; / Ee"‘"dz

; E e""tL =>

o= WL )

» Det eksterne felt kan udtryl\kes som tilfgrsel af ladmnger tll pr¢ven
Denne stgrrelse kaldes Qw(w t) og udledes pa f¢lgende made idet
Gest(w,t) er et udtryl\ for overﬂadeladmngsdenmteten med d1mensxonen

1L

e, g

mE

Qezt(wa t) : | AQe;t(b t)

jq;;:(w,t) = 05"6“"‘ R O
qg:ct " =E0€ S : N ’ . (64)\

‘vTil”savmrnen ‘g'i\;ef (6.;4)._0'g (6.3:) udtrykket
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AVQ&CM_

Qezt(w t) - L

(6 5)

VNar systemets mput Qe:ct et periodisk varlerende med frekvensen w," S

- vil det tota.le interne spaendmgsfald over prgven variere med samme
frekvens nér ¢ —. oo.

Da dette totale interne’ spzendmgsfa.ld V.,,t( t) er opsf&ét som réalktibn
pa den eksterne tilforsel-af ladninger Qz:(w;t), kan vi opstille resporis-
funktlonen [9 31de 102ﬂ'] :

. _ Viut(w,t)
“G(w,t
: ’ (w ) chzt(w t)
hvor Qm(w t) er input og Vi, (w,t) eroutput.

Da disse to stgrrelser ikke ngdvendigvis svinger i fase, introducerer vi
nu den frekvensafheengige faseforskel ¢(w) til udtrykket for Vipy(w, t) og
lader w optraede som fri vana.bel :

Vint(“), t)‘= Vot'nt(w)ei(chS(w)) ’ (66)

Responsfunktionen kan nu skrives som en funktion ¢ : R} —¢:

Gt) = GEe
Vint (w)eHut+ol)
AVpeeivt
_ Vint(w)eiwteid () L
AVpeetwt
W (w)er
- AVge

Responsfunktionen er dermed en funktion af w alene.

(6.7)

Impedansen er da givet ved

s o G)
A==

og admittansen ved
; Plw) = -
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6.2.1 Opdeling i realdel og imaginaerdel

Da det ofte er interessant, at plotte realdel og imaginaerdel af Z(w) og
Y(w) hver for sig eller mod hinanden, vil vi opstille formler for disse.

Impedansen

Indseettes responsfunktlonen i udtrykket for 1mpedansen fas ved hjaelp
af eulers formel

_ Vo™ (w)L(cos($(w)) + zS>1r1(<15(w)))

Z(w) - AVperw
_ Vg™ (w)L(i cos($(w)) = sin(¢(w)))
- . - AVpew g
ReZ(w) = V""( ;ﬁ;r;(ﬂ w))
Vo™ (w) sin(¢(w)) o,
S idet Vo= ~FoL  (68)
~Admittansen

P4 tilsvarende méde findes 1magmaerde1en af admxttansen
_ zAVosw

Vit (w) cos(‘¢(‘ w))L + zVo"“(cg) sin(qﬁ(w))p
_iAVpew(V3" (w) cos(9(w)) L —bz'vg'.*‘(w)sin(qs(w))f:)

(Vo™ (w) cos(@(w))L)? + (Vg™ (w) sin($(w)) L)

‘_zA%eon‘"‘( w) cos($(w)) L + AVeewVirt(w) snn(¢(w))
A NZEOD;

i AVoew cos(p(w)) + AVoew sin(d(w))
) Vi @)L ”
Imile) - - Ahesenlol)

EyAcw cos(p(w))
vOfnt(w)

_Y(w) =

idet Vp = —EoL (6.9
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Kapitel 7
Brugervejledning

I dette kapitel giver vi de oplysninger der er ngdvendige for at kunne
anvende det medf¢lgende system til l¢smng af’ dlffusnonsproblemer -

"DIFFUSYS ' M»,
DIFFUSYS TM er mstalleret pa SUN arbejdsstatlonen ved navn "euler”,

der p.t. har til huse i bygmng 3.1.5 pa instituttet for kogmtlonsforsk—'
ning. ,

I det fglgende antager vi derfor at DIFl“USYSTM anvendes pa maskmen
“euler”. Brugervejledningen fremtreaeder derfor eksempllcerende

DIFFUSYSTM er beregnet til at 1¢se homogene lmeaere parabolske an-
- denordens dxﬂ'erentmlhgnmger af typen :

.02u

Bt (m t) — (m t)+ﬂu(:z t)
u(z,0) = h(z)

0 ze0,1) t>0

Randbefingelserne for x = 0 kan enten veere af typen

A u(Ost) = fO(t)
eller

20, = t)u(0.0)-+ (0

P3 samme made kan randbetingelserne for x = 1 vare enten

59
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u(l,t) = fi(t)
eller

_g_:(l,t) = fi)u(1,t) + qi(t)

Givet konstanterne a og 3, randfunktionerne fo(t), go(t), fi(t),g:(t) og
begyndelsesfunktionen h(z) kan programmet danne en tabel med funk-
tionen u(x,t) i et forudbestemt antal punkter.

Det forudsattes her, at bade ligning samt begyndelses- og randbetin-
gelser er bragt pa dimensionslgs form.

7.1 En typisk arbejdsgang

Dette afsnit giver et eksempel pa lgsningen af et givet problem uden at
ga i alle detaljer. :

7.1.1 Problemet

Vi forestiller os, at du er stillet overfor problemet

du 0*u
Et—(:t,t) - 075;(1‘,” =0
u(z,0) =1

u(0,t) = Epsin(wt)

du oy -
%(l,t) = u(1,t) + 2t sin(wt)

det vil sige, at
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a = 07
g =0
h(z) = 1

fo(t) = Eosin(wt)
go(t) = 0 bruges ikke

() = 1
Qltt) = 2tEqsin(wt)
Boo= 25 | |
w = 2mv, A (1)

~hvor v er en variabel, du skal definere nar programmet udfgres.

7.1.2 Lgsningen

For at finde fun‘ktionsvaerdier for u(z,t) skal du nu beslutte dig for,
hvilke punkter (z,t), du v1l beregne Dette ggres. ved hjaelp af f¢lgende
stgrrelser:

e spacesteps:

Antal opdelinger af :i:-intervallet (for eksempel 100).

e timesteps:

- Antal opdelinger af t-intervallet (for eksempel 100).

e final time:
Den tid, hvor beregningen skal slutte (for eksempel 1).

Alle disse parametre skal nu indtastes i programmet, sa det kan udregne
. den konkrete l¢snmg
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Start af datamaskinen

For at komme i kontakt med "euler” ggres fglgende.

Tekst skrevet med denne type er det som euler skriver til dig. Tekst
skrevet med denne type skal du indtaste efterfulgt af returknappen.

e Tend skaermen foran. Euler vil nu skrive

e euler login: -

diffu (dit brugernavn, indtastes)

e password:

forfatterne. Du kan ikke se det mens du taster.)

Du er nu i kontakt med euler og er kendt under brugernavnet diffu.
Der vil ga et lille stykke tid, mens euler abner sine vinduer for dig.

Du vil nu se en bla skeerm med to vinduer i. Vinduet til venstre
er en tekst editor, hvori du senere skal specificere problemet og vin-
duet til hgjre kaldes kommandovinduet og bruges til at skrive ordrer til
DIFFUSYS M.

Hver gang du vil skrive i et vindue, skal du placere musens markgr i det
pageldende vindue og klikke med musens venstre knap. Dette fortzller
systemet hvilket vindue, der skal acceptere de tegn, du taster.

Du klikker med musen i hgjre vindue og prgver at skrive kommandoen
help. Du far nu alle de mulige kommandoer at se. Dette omfatter

generelle komandoer, til at arbejde med systemet DIFFUSYS M samt
de specielle kommandoer, som eventuelt er tilfgjet systemet i en konkret
anvendelse af dette.

Euler vil nu udskrive fglgende

Foelgende komandoer benyttes til at koere diffusionsligninsprogrammet.

numcalc - Loeser det problem, som er sat i problem.sim
numerisk. :
graphmake -~ Genererer grafer, fra loesningsfiler.
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‘gfaphdrav . ' - Tegner genererede grater _
view : ) - V1ser 1oesn1nger paa skaermen i form af tal

Foelgende komahdoer‘behyttes til at atbejde'med ByStemetﬁ

llist' s .+ = Viser de fller, som -er genereret samt
, problem.sim. *
print =~ . .- Printer en graf ud..
clearproblem I Genetablerer 11len problem sim, hv1s den
S ' er blevet slettet.
reset - o - Genetablerer systemet hv1s det er blevet
- 5 " .slettet.
erase . - -Sletter en: fil. : -
clear . . JLSIetter filerne * num, * ana, * d1f *, graph
o - og.x.ps.
help - - = —_V1ser ‘dette dokument

'-i_Foelgende kommandoer beﬁytﬁeé til at behandle impedaﬁs og admiﬁtané;

- eis - L¢ser d1£fus1onsl1gnxgen for de forskell1ge
- ‘“frekvenser. og gemmer henholdsv1s 1mpedansen

. ‘ og admittansen pa fil. , : :
impadm T - Genererer grafer for henholdsvis 1mpedansen og
’ ) admlttansen D1sse kan tegnes med graphdrav

- Dette glver en overSIgt over kommandoerne i DIFFUSYSTM Det kon—"-'f.' .
~ krete problem specificeres nu- ved “at skrive i filen PROBLEM.SIM.
- Dette er en lille del af programmet, hvor- de ‘stgrrelser, som du skal -
“angive findes. Du henter PROBLEM.SIM ind i teksteditoren ved at . -
 klikke i feltet file i gverste venstre hmrne af edltorvmduet med musens-.
- hajre knap. Herefter skal du angive filnavnet PROBLEM. SIM.i det der--.. .
“til indrettede felt. Du far som saedvanllg adgang til dette felt, ved at
_klikke i det med musens venstle knap. - :

- Tekstfilen PROBLEM SIM indeholder: dels eksempler og ve_]lednmg og'
dels de programllnler som. du skal kode. Indrammet tekst er kommen-. © .

, ,-ta,rer og vejledmng til dig.og som sadan ignoreres det af selve program-‘ R
met De steder, hvor du skal skrive er linierne efter kommentarerne. '

‘Du kan bevage teksten op ‘og ned i vmduet 'ved at bevaege pllen ] h¢Jre..,z
‘side af. tekstvinduet. Dette gores ved at pege pa pxlen med musen; holde. -
- venstre knap nedtrykl\et og ﬁytte musen i den ¢nskede retnmg Du ka.n ;

) ogsa bruge pllta.steme til at bevaege teksten '

lPR@BLEM SIM ser ud som f¢lger
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Det er i denne programdel at den konkrete d1£tus1onslxgn1ng skal
beskrlves : : : -

ngn1ngen har tormen K A S ;;‘
" da f.vﬂ d@) T
- (x, t) - alpha -——-(x, t) + beta u(x t) = o
th Coes dxdx
hvor u(x,t) er den ubekendte funktiop, -

~ alpha tilhoerer R+ og
:beta tllhoerer R\R

Randbetingelserne har formerne :

venstre side (x=0) :

du B - . :
--(0,t) = £(t)u(Q,t) + g(t) (Neumann) eller
dx

u(0,£) = £(t) (Dirichlet)

hoejre side (x=1) :

du : :

--(1,t) = £(t)u(1,t) + g(t) (Neumann) eller
dx '

ul1,t) = £(t) A‘ (Dirichlet)

hvor £(t) og g(t) er vilkaarlige kontinuerte funktioner.
Begyndelsesbetingelsen har formen :
u(x,0) = h(x)

hvor h(x) er en vilkaarlig kontinuert funktion defineret paa
intervallet (0,1].

Programmet loeser ligningen numerisk ved brug af SOR metoden,
og skal dertil bruge foelgende stoerrelser :

Final time: Tidspunktet hvor udregningen af u(x,t), skal stoppe.
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| Spacesteps: Antal punkter, som x-inteérvallet opdeles i (f.eks .10).f'
| Timesteps : Antal punkter, som t-intervallet opdeles i (f.eks 400).

4

l.

|- , . -

| Yderligere vejledning kan faas i den medfoelgende brugervejledning.
I o o f

+
+

c;ass-PROBLEH;
- begin

‘long real beta = 1/3; -

+ ._._._.__.._.___.._._

Ligningens koefficienter alpha og beta skal angiVes efter
lighedstegnet, i form af et rationelt tal afsluttet med. et
semikolon. ' ' o ‘

Eksempel :

1.4738;

long real alpha

long real alpha.= 1;
. long real beta

!
+
+

L]
. e
e

5.0.R. parametrene timesteps, spa@édfeps.bg final_time skal -
angives her, hver efterfulgt af et semikolon, idet

- spacesteps, timesteps er hele tal.
- final_time er et rationelt tal.

Eksempel :

integer timesteps = 1000;

integer spacesteps- = ' 50;. ) !

long rqal\final_time = 1.B; . . AR R

. B . . . l ,

integer timestepé' = 1000; o S : ' : f???ﬁ
. integer .spacesteps = 35; - o ' NI
long real final _time = '100;
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| Brugervejledning

Begyndelsesbetingelsen (t=0)

Eks;mpel 1
hfzé 0;

Ekséwpei 2 :
h:= 2 *x;
Eks§ﬁ§31 3:

h := if x < 0.5 then 2 * x
else 2 * (1 - x);

o e e e o e e o - — — — — — — — -

Det er kun de i eksemplet naevnte linier, der Qkal skrives.

class Init;
begin
long real procedure h(x);
long real x;
begin
h := 0;
end;
end ** class Init **;

{En funktion af x;

—.-——..——._—_—-..——"-—.-—.—-_-—,_-.0.

Randbetingelserne i venstre side (x=0) :

Eksempel 1 (Neumann - randbetingelse) :
boolean Neumann = TRUE;

f := 0;
g := 1.3 * cos(anglefreq * t);

Eksempel 2 (Dirichlet - randbetingelse) :

boolean Neumann = FALSE;

t := E_O * sin(angletreq * t);

Det er kun de i eksemplerne naevnte linier, der skal skrives.

o - w— — — . wn mmm cem e — — — — o
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A
| (g’s vaerdi er ligegyldig i Dirichlet tilfaeldet.)

class Left;- 5# :
begin G :
boolean Neumann = true; _ 'Typen;

long real procedure f(t);
long real t;
begin
£ :=0;
- end;

long real procedure g(t);

long real t; ‘

- begin’ . N :
~g := E_O * gin(anglefreq * t);
‘end; ' T :
end ** class Left #%;

Randbetingelserne i hoejreside (x=1) : -
Det er kun de i éksepplérne'haéVnte linier, der .skal $k:ives,
Eksempel 1 (Neumann - randbetingelse) : -

boolean Neumann = TRUE;

'
I
|
I
I
I
|
I
I :
| f :=0; -

| g := cos(anglefreq * t);
| .

|

I

I

!

I

|

I

Eksempel 2 (Dirichlet - randbetingelse) :
boolean Neumann.=¢FALSE;
£.:=56 * exp(10 * t); -

. (g’s vaerdi.er ligegyldig i Dirichlet: tilfaeldet.)

class Right; -
begin . ~ :
boolean Neumann =-true; : !Typen; -

_ long real procedure £(t);
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long real t; o - " ) _ s
begin I - 1
f :=0;
- end; -

long real procedure g(t);

- long real t;
begin ‘ :
" g := E_O * gin(anglefreq * t);
end; _

end ** class Right #%;

Definition af konstanter :

De konstanter, som benyttes i ligningen, samt i dens randbetin-
gelser beskrives her. Det er konstanter af typen:

long real - reelle tal med stor ﬁraecision.
Teal - reelle tal.
integer ~ heltal.

3 -9

32-9
Eksempel

I randbetingelserne defineret ovenfor benyttes konstanterne E_O
og pi, de defineres som foelger:

long real pi 3.1415926538979;
long real E_O = 22.22;

Tal angivet paa eksponenetform for eksempel 3 10 skrives som :

— e em o e — — e — — e — i — — . — oo

long real pi
long real E_O

3.14159265358979;
22.22;

| Definition af variable :

|

| De variable, som benyttes i ligningen, samt i dens randbetin-
| gelser beskrives her. med variable menes de symboler, som skal
| indlases i programmet fra tastatur eller fil.
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Eksempel:

fra tastatur eller 1il. Denne defineres som: foelger
long real anglefreq;

Derefter indlaeses den fra tastatur eller 111 nar programmet
udfoeres, idet fglgende skal g¢res :

anglefrqq 1nrea1 £ 2 p1;
Skal variabléne indiases fra téstaturet kan’man eventuelt fgr

ved at skrlve

outtext("Frekvens (Hz) ");
breakont1mage,

»Det er teksten mellem citationstegnene i 11n1en med outtext

som g1ver den ¢nskede meddelelse t11 brugeren

.¢p_______.____—_'._'-.___—.__.—_.—-__

1bng real angleffeq;ﬁ.

indlasningen meddele brugeren hvad der sker Dette kan g¢res.
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I def1n1txonen af randbet1ngelserne i ovenstaende kommentarer er |i 
benyttet varlablen "anglefreq", som er et: tal, som skal 1nd1aeses|

pﬁttext(“?rekvensv(ﬂz) )
breakoutimage; , , :
anglefreq . .:= inreal * 2 ¥ pi; h

end * class PROBLEN *;

f

Du skal nu g ned og rette i lini‘en', hvor konsta.ri‘t'en aipha er .déﬁhfzrét:'

._1;

~16ng r€a1 albha = ;
'Den’ bliver herefter til: S T
.Along real alphé = 9.7;

Dette svarer siledes til den vardi for a, som er defineret. i skemaet’
(7.1). Nar konstanten deﬁneres er det v1gt1gt at huske semlcolonnet
efter tallet ’ . : o ‘

.
»
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P& denne made r_g}fés alle dé;implicefede konstanter o, 3, spacesteps,
timesteps og final time sattes til den tid i programteksten.
Begyndelsesbetingelsen skal specificeres efter linien

class Left; ;

Dette’r.‘gmes ved at rette liqién for h til -

h :=-1;

Bemasrk at .lighgastégnet herer = 5ette skyldes at bégyn&éléesbé—
tingelsen kan veere et funktionsudtryk i modsatning til konstanter som
for eksempel a.

Venstre sides randbetingelse angives i linierne efter s@tningen -
class left; -

Her skal skrives to ting

o Neumann := FALSE;

Dette betyder, at det drejer.sig som en Dirichlet randbetingelse.
Her ma kun skrives enten TRUE eller FALSE.

e f := EO0 * sin(anglefreq * t);
Her angives sa selve randbetingelsen Egsin(wt) (w = anglefreq).

Hgjre sides randbetingelse angives nu i linierne efter
class right;

Her skal skrives tre stgrrelser

¢ Neumann := TRUE;

Det er en afledet randbetingelse og der skal specificeres to funk-
tioner:.

Her angives sa funktionen f;(t), der skal multipliceres med den
ukendte funktion u(1,t).
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o g :=2* t * sin(anglefreq * t); -
og funktionen gl(t)

Efter dette defineres de. implicerede konstanter, det er i dette tllfaelde
~ konstanterne Eq og 7. de defineres nu som fglger :
long real EO = "25
1oi1g real pi = 3.1415926538979
Til sidst skal variablen w deﬁneres den skal indlases fra tastaturet og
er glvet ved w = v * 27, hvor ¥ er fxekvensen som skal mdlaeses
Dette ggres ved f¢rst at definere vauablen |
- long real omega; ' o
Nu skal vaerdien 1ndlaeses det ggres som f¢lger
' outtext(Indtast varlablen v );"' ‘
breakoutlmage,
omega := 2 % pi * inreal;

Efter at det konkrete problem, som skal l¢ses er blevet beskxevet skal
PROBLEM:SIM gemmes igen. Dette ggres ved igen at. khkl\e i feltgt
file med musens hgjre knap og vaelge punktet save current ﬁle

. Nu er DIFFUSYS '™ Klar til at arbejde med dlt problem nar du beder '
‘om det. Her beskrives de kommandoer, som benyttes nar selve systemet

DIFFUSYSTM benyttes, efter denne beskrivelse kan der vaere yderllgere
vejledning i konkrete anvendelser af systemet,. .

Det Opstlllede llgnmgssystem lgses, ved at l\hl\l\e i kommandovmduet
med musens venstre knap og sknve ',

numcalc

Hvis du ellers har tastet rigtigt, vil dette starte llgnmgslqsselen Som
“det forste vil DIFFUSYSTM bede om et navn, som filen med l¢smngerne
skal have. Du kan selv valge dette navn, men hvis du bare trykker pa
returknappen, far 1¢sn1ngerne navnet ”dlffusxon

[y

Herefter vil du se f¢lge_r}de ud)slmft.
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0.7000 Delta x

beta = 0.0000 Deltat = 0.01
Spacesteps = 100

Timesteps = 100

Finaltime =1

Indtast frekyehsenz;

Her indtastes sa den ¢nskede veerdi, for eksempel 100, og nar dette er
g]ort kgrer pxogrammet videre som f¢lger

Et punktum = 10 tidsskridt

Regner .......... Faerdig !
L¢gsningerne gemmes, det tager et gjeblik.

Lgsningerne er nu gemt p4 filen diffusion.num

Det filnavn, du har valgt, har faet suffixet .num, for at DIFFUSYs M
kan se, at det er en fil med numeriske lgsninger.

Nu vil du gerne se nogle grafer for den nyligt udregnede lgsning, men
forst skal du udvaelge hvilke typer grafer du vil se:

Dette ggres med kommandoen
graphmake

som beder dig om det filnavn, som indeholder lgsningen. Nar du har
angivet dette, ses folgende:

u(x=k, t) =~ tryk t
u(x,t=k) - tryk x
>
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Hvis du taster x vil du f& plottet x pa fgrsteaksen og u pa andenaksen for
fastholdte t veerdier. Taster du t vil graferne udtrykke u som funktlon
~af t for fastholdte x veerdier. :

Prgv at taste x efterfulgt af retur.

Du vil'nu blive bedt om at angive for hv111\e fastholdte tldsvaerdler du "
vil generere grafer. SR

angiv t vardier i intervallet [0,1]
N . .

~ Her kan du pr¢ve a.t ta.ste 010305 eftelfulgt af retur. Graferne vil
nu bliver gemt pa en ny ﬁl ved navn

diffusion.graph
Nu kan du vaelge at se disse ved at give kommandoen
graphdraw

~ Duviligen bhve bedt om ﬁlna.vnet (her dn‘fusxon) hvorefter de tre gra.fer

pr:«nsenteres iet nyt vmdue
Klik'nu i feltet hardcopy.

’

_ Her kan du vaelge at danne en fil ved navn diffusion.ps. Du kan ogsa
veelge at prmte grafen dlrekte ved at angive prmternavnet mac

Filen diffusion. ps kan senere prmtes med kommandoen
print dlffusmn ps

For “at a.fslutte arbejdet -placeres musens markgr et sted ”i det blfi”
og der klikkes med hgjre knap. Her kan punktet exit veelges, hvilket
~ afslutter systemet. Nér du herefter far en hvid skeerm skrives logout
og du kan slukke for termmalen og ga fra datamaslunen

Dette eksempel skulle kunne give enide om gangen 'y systemet For at
‘producere et szt grafer over l¢smngen g¢res i-neevnte raekkef¢lge

: :1.- Serv de konkrete parametre i programﬁlen PROBLEM SIM og
“gem den. .

"9, udfer korriméﬁdoen numcalc fér at ﬁ’nde lgsningen.
3. "udf¢r graphmake for at udvaelge nogle gxafdata

4. udfgr graphdraw for at se grafel ne.
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7.2 Syntaksfejl e

: Hvis du i PROBLEM SIM ha.r 1ndtastet noget, som programmet 1kke
forstar, vil du se en fejlmeddelelse nar du forsgger at udfgre numcalc.

Fejlmeddelelsen giver oplysmng om fejlens art samt i hv1lken linie den
ﬁndes

felt. Dette giver en menu hvor du kan valge punktet select line at
number. Her indtastes linienummeret fra fejlmeddelelsen og markgren

For.at rette fejlen skal du’ gi il edltorvmduet og finde linien med fejlen A
Dette ggres ved at. klikke med musens hgjre knap i ed1t01ens hvide .~

hopper til den-pagzldende hme Der er det sa op til dig at indtaste = -

den korrekte kode.

Hvis alt gér galt, kan du give ordren clearproblem som kopierer en frisk
PROBLEM.SIM ind, hvorefter du kan begynde forfra.

7.3 Strukturen i DIFFUsYs M

Den centrale del af systemet er programdelen PROBLEM.SIM, som er
den del af hele programmet, hvor den konkrete diffusionsligning skal |
specificeres. Dette foregar i programmeringssproget SIMULA, hvorfor
det er npdvendigt at overholde visse syntaksregler, nar man retter i

PROBLEM.SIM. Dette er beskrevet i afsnit 7.3.1.
DIFFUSYS'M bestir derudover af fslgende kommandoer :

help Giver en kommandooversigt.

numcalc Udregner I¢sningén til det i PROBLEM.SIM specificerede pro-
blem.

anacalc Udregner bdde en analytisk og en numerisk lgsning til proble-
met sa de kan sammenlignes. Det kan for eksempel veere at man
gnsker at fa en ide om de optimale x-t opdelinger og saledes kali-
brere den numeriske ligningslgser i forhold til en kendt analytisk
Igsning. NB ! Denne kommando forudsatter at man har program-
meret en analytisk lgsning i programdelen _anacalc.sim. Dette
kraever kendskab til programmering i SIMULA, og kommandoen
er derfor ikke inkluderet i kommandooversigten help.

graphmake udvalger og genererer grafer fra lgsningsfilen.
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graphdraw Tegner graferne pa skarmen.
view glver mulighed for at se matricen med l¢sn1ngsvaeld1erne

list Viser en oversngt over alle filer med f¢lgende sufﬁxer

.num Numeriske lgsninger

.ana Analytiske lgsninger

.dif Differencen mellem analytlske og numeriske l¢smnger
.graph Grafdata genereret af graphmake.. '

.ps’ Grafer i prlntbart format (postscript).

print Printer grafer ud, hvis de ﬁndes som .ps filer.

clean Sletter alle filer med ovenstaende suffixer, samt andet overflgdigt.
Dette bgr ggres hvis man ikke leengere kan overskue alle sine filer,
-eller hvis man l¢ber ind i pladsproblemer

. .erase <filnavn> Sletter en fil.

- clearproblem Henter en ny kopi af PROBLEM.:SIM. Denne kommando skal
e bruges, hvis man har lavet utilsigtede rettelser i PROBLEM.SIM
og ikke kan rekonstruere dens. oprindelige form: Den kan ogsa
bruges, hvis man er kommet til at slette den.

reset Det samme som clearproblem men henter samtlige systemﬁler -
ind igen. : :

help Udskriver en oversigt over disse kommandoer.

7.3.1 PROBLEM.SIM

Filen PROBLEM.SIM er en del af programmet -numcalc og er som
sadan skrevet i programmeringssproget SIMULA. Det er imidlertid
ordnet siledes, at det kun kraver et yderst begraenset kendskab til
SIMULA, for at kunne angive nye parametre i denne programdel.

Tekst der er omsluttet af ! og ; tjener som kommentalel og har ingen
indflydelse pa.selve programmet.

Disse kommentarer har til formal; at udpege de steder, hvor der skal
skrives. Endvidere giver de eksempler pa lovlige indtastninger.
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Der er fem konstanter, som skal specificeres. En konstantspecifikation
kan foreksempel se ud som fglger:

integer spacesteps = 100;

Her angives den aktuelle veaerdi i stedet for 100. Det almindelige lig-
hedstegn angiver, at der er tale om en konstant veerdi, der-ma.saledes
ikke skrives funktionsudtryk her. Ordet integer betyder at konstanten
skal tilhgre de hele tal Z. Hvis der for eksempel star long real foran
navnet, betyder at den gerne ma vare et decimaltal, eksempelvis 1.23.

Konstanterne alpha, beta og final_time er siledes af typen long real,
hvor spacesteps og timesteps er af typen integer.

Begyndelsesbetingelsen h(z) kan derimod meget vel veere et funktions-
udtryk, og optreeder derfor som en procedure i SIMULA. Dette behg-
ver man ikke at bekymre sig om, man observerer blot at lighedstegnet
nu er et := (tildelings lighedstegn) og at den frie variabel, der ma an-
vendes er x.

long real procedure h(x); long real x;
begin

h :=7 % x; ! Her maa der andres;
end;

Reglerne for funktionsudtryk er gennemgaet i naste afsnit.

Randbetingelserne er ogsa funktionsudtryk, og har den ekstra kompli-
kation, at de kan vare enten Dirichlet eler Neumann randbetingelser.
Dette skal valges eksplicit for bade venstre og hgjre side ved at satte
den logiske konstant Neumann lig TRUE eller FALSE (sand eller falsk).

Alt hvad der vedrgrer venstre sides randbetingelser foregar i fglgende
omgivelse:

class left;
begin
boolean neumann = FALSE;

long real procedure £(t); long real t;
begin

T := t#%2 + ¢;
end;

long real procedure g(t); long real t;
begin
g :=0;




7.3 Strukturen i DIFFUSYS M S S

end;

end;

Hvis den logiske konstant neumann er FALSE benyttes kun funktions-
udtrykket for £. Er den TRUE benyttes bade f og g. Funktionerne ma
afhenge af t, samt de parametre, som indlases i programmet under
kgrslen. '

Hgjre sides randbetingelser angives pa tilsvarende made i omgivelsen

class right;
begin
boolean neumann = TRUE;

long real procedure f£(t); long real t;
begin o '
t := 8.4 * (cos(b*t) - 1) ;

end; o

long real procedure g(t);'long real t;
begin - ‘

g := exp(18.01 * t) + te=(-1) ;

end; :

end;

Om det er hgjre eller venstre side, der er tale om kan ses af ordet efter |
class. T

I henholdsvis begyndelses- og randbetingelserne kan der ogsa vere
anvendet konstanter og variable, som skal defineres sidst i PRO-
BLEM.SIM. Konstanterne defineres pa formen : -

long real pi = 3.14159265358979
Variablene defineres pa formen :
long real x;

Herefter skal de indlzses i PROBLEM.SIM dette gores ved at skrive.
~.nogle sztninger som de, der er vist i eksemplet pa side 71.

De angivne funktionsvardier, konstanter, variable og logiske konstanter
er kun eksempler. : ‘ '
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7.3.2 Syntaks af funktionsudtryk

Funktionsudtryk angives pa en meget naturlig made i SIMULA:

tal

plus
minus
gange
division

_potens

angives med cifrene 0123456789 samt . (korhma.) og evt
fortegnet -

angives med +
é,;xgi;és med -
angives med *
angives med /
angives med **
angives med exp(x)
angives med cos(x)
angives med pi

angives med sqrt(x)

Der geelder de saedvanlige prioritetsregler saledes at

og

axb+c=(axb)+c

ax(b+c)=axb+axc

endvidere kan man bruge parenteser somn normalt. regneudtrykket

cos((2n — 1)7r)ed(2n—1)2
2n -1

skrives saledes i SIMULA notation

cos((2+n-1)*pi) / (2 * n - 1) * exp(d * (2%n-1)#**2);

Derudover kender SIMULA de fleste almindelige matematiske funktio-
ner, som for eksempel

cos sin exp cosh sinh arccos arcsin tan arctan tanh sqrt.

For en grundig indfgring i dette henviser vi til [6] og [7].
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7.3.3 Gaffelfunktioner

En speciel type funktioner, de sakaldte gaffelfunktioner kraever en lille
smule mere SIMULA. ‘

@nsker man at opstllle fglgende begyndelsesbetmgelse

h(z) = { 2z forz e [0,1]

2(1-z) forze )3,1]

gores det saledes i SIMULA:

- h(x) := if x <= 0.5 then 2 * x
else 2 * (1 - x);

Her behgver man ikke at spgrge om z er uden for intervallet [0, 1] 1det
det ligger implicit i det dimensionslgse problem.

Den samme funktion kunne have vaeret udtrykt som fglger

" h(x) := if x > 0.5 then 2 * (1 - x)
’ else 2 * x;

hvoraf det ses at >= svarer til > mens < svarer til < Pa tllsva,rende vis
skrives < som <=. -

7.4 Editering

Editoren i venstre vindue bruger piltaster som normalt. Man kan slette
et tegn med DEL tasten og fa ny linie med retur. Man henter en fil
ved at klikke i feltet file med den hgjre knap pa musen, klikke i

det fremkomne vindue i feltet load, herefter klikkes i det fremkomne : .

vindue og i dette skrives det gnskede filnavn. Til sidst tastes retur og
filen hentes. :

Man gemmer filen igen ved at klikke ﬁ)gd den hgjre knap pa musen i
feltet file, herefter klikkes der i feltet save current file eller store
as new file afheengigt af om den editerede t;el\st skal gemmes under
det samme navn eller have et nyt.

Vi henviser her til den medfglgende editormanual for en fuldstaendig
gennemgang af editoren.
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7.5 Musen ;

Med musen kan man hele tiden placere en markgr forskellige steder pa
skeermen. Denne bruges normalt til at velge hvilket vindue, man vil
skrive i, idet man klikker en gang pa musens venstre knap for at tande
markgren i det pageldende vindue.

Musens hgjre knap fremkalder forskellige menuer afhangigt af hvor
markegren er placeret nar man trykker.

I feltet file vil menuen for eksempel besta af punkterne

e Load File...
e Save Current File
e Store as New File...

Include File...

Empty Document

Prikkerne betyder, at man skal angive et filnavn.

I det bla omrade fas en del generelle muligheder, som for eksempel at
afslutte.

I teksteditorens hvide omrade giver menuknappen adgang til faciliteter
som for eksempel sggning af et linienurnmer.

7.6 Beregning af fysiske stgrrelser

Da selve lgsningen pa diffusionsligningen ikke umiddelbart kan samme-
lignes med maleresultater fra det fysiske problem, har vi implementeret
en konkret applikation til dette formal.

Dette program skalerer fgrst og fremmest lgsningen, sa den er et udtryk
for den faktiske ladningsdensitet - p(z,¢).

Derneest udregnes den inducerede spending pa baggrund af ladnings-
densiteten, dennes amplitude og faseforskel i forhold til den eksterne
spanding.

Endelig beregnes Impedans og Admittans af prgven, som funktion af
vinkelfrekvensen w.
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‘Da disse stgrrelser er funktloner af flekvensen ma hele problemet ud-

" . regnes mange gange med forskellige vardier af w.

- Derfor skal du skrive en fil med de vaerdler -som skal udregnes. Den kan

“for eksempel hedde frekvenser. Dette ggres ved at danne et nyt tekst-
dokument, og i dette skrive de relevante frekvenser under hma.nden De
skal veare af typen integer - heltal. :

Dernzest skriver du- l\ommandoen EIS, som vil sp¢rge om to tlng dels
navnet pa filen, hvori de enkelte frekvenser er gemt - det kan for ek-
_ sempel vaere frekvenser, og dels navnet pa den fil; som- resiiltatet skal
' gemmes i - det kan for eksempel vare diffusion. Nar dette er gjort
} beregnes hele problemet for hvert eneste w i filen frekvenser. '

Naér EIS er feerdig (og det kan godt.tage sin tid), har den gemt vaerdler '
for impedans og admittans pa fil. Grafer for disse kan fas ved at bruge
. kommandoen impadm, som genererer grafer for disse st¢rrelser Dlsse ,
- grafer hedder, hvis der er- valgt navnet diffusion Lo '

diffusion.num.imp og diffusion. num. adm

' ‘Endehg kan graferne plottes ved at, benytte kommandoen graphdraw
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7.7 Symbolliste

SYMBOL' BETYDNING.

c(si)
((si01)

o

Ein’t(x.s t)

s Eext(zs t)

" Ey-

th(.’l},t)
ezt (.’1: t)

. (Vo)m:

densxteten af mobnl¢

la.dmnger i bulk

effe'ktiv' 'densitet af

- elektrontilstande i

N- s111c1ums ledmngsband

;elektrokemisk potentiale

kemisk potentiale

elektrisk mébili@et
af mbbile ladnin'ger

. dxelel\trlatetskonstant :

for S]llcmm

dielektricitetskonstant
for Silici‘um_dio‘xid' ’

elektrisk ledllipgsevne'

~ internt eléktriék felt

ék_stefht eléktris.k_:“felt,

R

amplituden af ‘det eksterne -

elektriske felt. - .

intern spending - °

“ekstern spaeqfiihg .

arx}plituden af den .-

" _interne spending

7005

T 4.22.107

3.2-10%

S 015

1.062 - 1071 |

3.43-10°1

0.01

22,22

- TALVERDI -ENHED
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SYMBOL BETYDNING TALVERDI -ENHED
. J (a:, t) :'elektrisk’vstmmdex‘]-éitet : Am™?

Jor(z, t) tunnelleringsstrgmdensitet Am~?
ved.randen : '

jp-s(z,t) éfr;mdensitet fra bl:l]k ' Am=?
randen

Jjs_p(z,t) strgmdensitet fra randen Am~?
til bulk

p(z,t) total ladningsdensitet Cm™3

Ap(z,t)  endring i ladningsdensitet Cm™3

gé“’k | ladningsdensitet i bulk 0.0676 Cm™3

pmob densitet al mobile ladninger Cm™3

plok densitet af lokaliserede Cm™3
ladninger '

C kapacitet F

Crm_s Si0,-lagets kapacitet 1.93.10°° F

Cp kapacitet 1 depletion F

Cg kapacitet i bulk F

R modstand Q

Ruy—s modstand i S70;-laget 1417.12 Q

Rp modstand i depletion 9)

Rgp modstand i bulk 9]
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SYMBOL BETYDNING TALV/ERDI ENHED
T temperatur hvorunder for- 300 K
spget foregar ' ‘
k- - .,B<‘)ltvzina,r}.ns konstaﬁt ’ 1.38 -107% JK~'.1
e elerhenta;'i#dningen 1601071 ¢
- D 'di.ffusio’rlskotnsténten 388 »1.0_‘3l | rﬁ?s“_
| L leengden af _br¢ven | 2;25.'7 1072 m
A tveersnitsarealet af ‘pf¢;'en 635 107° 'rﬁz '
: A(l) ndtraekninger; af,-.é'iOflag_et  1_1,3~,'-’10??° ) m
4 AE | A. energifbrskellen meller'n':léd- 06 | eV |
: ningsbandet og kemisk poten- T
tiale i N—siliciu;p'ved 300K
E, - Ehérgieh :i -.lédri‘.ihgsb‘éindet ;V |
E,, Energien i valér}sbiﬁdet' eV |
| Q: tot;ml la.dnihg 'pé ranéen' - 7.61- 10-1! : Cm2
- VT termxsk hastlghed af mobile 6.74 -,,_1,0;‘ rjr'zs“l.
‘ladmnger ' . - B
, w frekvens soﬁl liggél i inter-'g

vallet [5Hz - 13M Hz)

sxonsbetragtnmger .
V = kgm?s2C- -l N = kgms™1
#C = As J=Nm_

Q=val - F= Nflnz'?C’z .

~Hertil tilfgjes nogle vaesentllge enhedel som en ‘hjaelp txl brug i dlmen-
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_7.8 Fortolkning af resultater

- Maleresultaterne fra den eksperimentelle opstilling fremstilles fgrst og
" fremmest i grafer, hvor log(w) er plottet mod henholdsvis log(ReZ) og
log(ImY). '

Derfor er det ngdvendigt, at_ogsa de teoretiske resultater fremstilles pa
- samme made.

Vi har derfor skrevet et program, der p3 baggrund af den dimensionslgse
lgsning udregner

e den interne spanding i tabelform
e amplituden af den interne spanding
o faseforskellen mellem ekstern og intern speending

o realdelen af impedansehr og imaginardelen af admittansen

Vi har gjort dette for to forskellige randbetingelser:

Den perfekte isolator

Ligningssystemet for den perfekte isolator (se side 21) giver anledning
til en ladningsfordeling som vist pa figur 7.1

Den beregnede interne spanding bliver som vist pa figur 7.2 hvilket
svarer til vores forventning.

Fasen ligger i intervallet [—%, 7] og er i dette tilfelde negativ.. Dette
giver negative vardier for realdelen af impedansen, da det er sinus der
indgar i denne. Derfor er det wmuligt at fremstille de gnskede grafer,

hvor logaritmen til ReZ optreaeder!®.
Vi har ikke forfulgt dette narmere.
Grafen for admittansen ser ud som pa figur 7.3.

Da der ikke foreligger nogle eksperimentelle resultater for den perfekte
isolator, kan vi ikke vurdere dette resultat.

"

'Da fasen i praksis altid ligger i intervallet [0, 3] vil det anfgrte problem med
negative vardier for impedansen forsvinde.
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7.8 Fortq]kning:af ;esu!tater

| u(x, t=k)

YxAlO'6 o '

800.00 - ‘ < ‘
' B o [ t=40E+007 -

©600.00

400.00 -

200.00 -

L 0.00

~-200.00

-400.00

600,00

-800.00 SRS S L %
S 000 050 1000

Figuf 7.1': L’adningsfordelingeqf i,en’p.'erfekt. i$o|'qt6r' o
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Y x 10'3

w T

<l

80.00
60.00

' "40.00
20.00
0.00

- -20.00

-40.00
-60.00

-80.00

oo LWV VUV

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

Figur 7.2: Beregnet intern spaending for den perfekte isolator
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-admittans |

-10.00 : ' )

1400 — '. (1
. -16.00 —— S f
| _7-18.0;)- -
2000 - -
2400 Vil
. -26.00', /-_../?

500 1000 1500

Flgur 7.3: Logaritmen til admlttansen for den perfekte lsolator som funk- ;

~ tion af logaritmen.til frekvensen w ',




X x 109

0.00 5.00

Figﬁr 7.4: Ladningsfordelingen for den blandede kontakt som funktion
af frekvensen w

Randbetingelsen for den blandede kontakt

Ligningssystemet med den realistiske randbetingelse (se side 23) giver
anledning til en ladningsfordeling som vist pa figur 7.4

Vi ser os ikke i stand til at forklare denne graf, men vi mener ikke denne
ladningsfordeling giver os nogen anledning til en rimelig udregning af
Impedans og admittans.

Her har vi stadig problemet med at fasen kan give anledning til at ne-
gative vaerdier for realdelen af impedansen. Vi observerer nu fglgende:
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‘Sammenfatning

Programmet kan lgse diffusionsligningen for forskellige randbetingelser.

Vi har pd behgrig vis testet den del af programmet, der har med lgsning

" af diffusionsligningen at ggre. Endvidere er resultaterne for den perfekte~ -

isolator i overensstemmelse med vores forventnmger

Generelt er der dog et problem med at beregne realdelen af Impedan-
sen, hvis den skal forudszettes at veere positiv. Dette skyldes dog ikke

programmerlngsfe]l men et, problem med hvorledes vi bar. fortolke re-
sultaterne. : :

Endelig mener vi at kunne sige, at den opstillede sakaldt realistiske

randbetingelse ikke svarer til det system, den skal modellere. Den be-

regnede ladningsfordeling svarer ikke til noget som modellen beskrlver

og vi mener at randbetingelsens mangel pd symmetri er i uoverensstem-

melse med vores intuitive billede af situationen. Der er imidlertid ikke

grund til at tro at den model, der hgger til grund for selve d\ffusxons- :
_ ligningen er forkert. R

Skulle fremtidige fors¢g med programmellet antyde nogét, sadant, ma
man tage de forskellige antagelser op til revision. Det drejer sig forst
og fremmest om lineariseringen af ligningen (side 18). Her antager vi
- at o er konstant, hvilket den faktisk 1l\l\e er. Tages der h¢Jde herfor v11 .
dlffusmnshgmngen blive ikke-linezr. ) L

Vi konkluderer endelig, at man bgr fortsaette arbejdet med at opstllle"
randbetingelser, og at - man med fordel kan.anvende vores programmel EE
til at bestyrke eller afkraefte txltroen txl dlsse ‘ '
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Denne del er baggrunden for den teori, der blev anvendt i Del 1, hvor
differentialligningen for den perfekte isolerende kontakt blev lgst ana-
lytisk. Vi vil i det fglgende beskrive, hvorledes homogene partielle
dlfferentlalllgnmgel af anden orden, med konstante koefficienter klas-
sificeres, linearitet, superpositionsprincippet. samt. entydlghed og kon-
tinuitet af lgsninger til lineaere partielle differentialligninger . Partielle
differentialligninger af anden orden er ligninger med funktioner af flere
variable, hvori der indgar miridst en afledet af anden orden. De afledede
kan vaere taget med hensyn tll en eller. flere, af de vanable der 1ndgar
_ i funktionen.

Vi vil gennemga en del af t’eo'rien‘genelelt med et par s1debemaarkmnger
" med den aktuelle ligning. Afsnittet om maksimumsprincippet tager dog
direkte udgangspunkt i denne llgmng, da-dette ikke umiddelbart lader
sig generalisere. Udfra dette vises ogsd. eks1stens og entydlghed for den

aktuelle llgnmg Sidst i delen findes de saetnmger vi undervejs refererer
til. ’
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Kapitel 8

Kla351ﬁkat10n af partlelle

'dlfferentlalllgnlnger af anden -
~ orden med konstante
: koefﬁc1enter.

Andenordens pa.rtxelle dlfferentlalhgnmgel klassnﬁce1es i t1e forskelhge_
 grupper.

. Parabolsl\e llgmnger .

o Hyperbolske llgnlnger

o Elhptlske ligninger

Vi ser pa den pa.rtielle aiffely'entia]lign’ihg af andén order{;_"'

~a2u ' 9% 02 '
at2 FTAR t)+B(’3t6 (“’ t)+Cax2(

=0 '-<éfi=5 o

' hvor A ,Bog. C er konstantex I det f¢lgende er undenfmstaet at u er en .
funktlon af z og t. : :

I denne ligning laver vi i(zil‘iabeltraﬁs&rmationehf -

€(z,t) = actft
n(w,*t)"é;.7$+5i"- ,

o7
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Ved kaederegel fas de aﬂqdede med hensyn til £ ogn:
du - du af 4o du dn
at 0{ ot dn at
' Bu
= ﬁ —_—
6

e ude, ouin
dz | 9t dr  Onox

_ au' Jdu
S %y
Pu (DO 8Dy Ou _Ou
w = (ot o) (75 +55)
00t udy 9*u Oy d%u J¢
= Pae ot +6W'5?+ﬂagaq5?+ ndE ot
0%u
_ g0 207U
b 0¢? +2 ﬂéafﬁn +é on?
Pu (006, 200 (0u, o
9z> ~ \9tdz ' onoz) \“oc T Vo
_ 32u 9 Puodn 0*u On 0%u o
= Y% 9r T o 0x T “9eon 02 T V900 Ba
,0%u *u ,0%u

“ g e, T o

0%*u _ (_6_%_{__«_9_@) (ﬁaqu&au)

Ozt 060  Onox O
0% 0¢ u 017 0%u 9y O*u B¢
= Paa 528x+ﬂ3 20¢0 o as t 5eay s

%u *u 0u 0*u
= Pogg P anag t oea + 1
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Nu kan fglgende udtryk opstilles for ligning (8.1):

‘ .0 26u .

o (ﬂ a£2+2ﬂ56€a 5 )+
*u

B(pads + (ﬂ7+6a)a€a +676 5+

,0%u 2u
a¢z +2a73€3n + -677?) T
8?u "

(AB2 +Bfak Cal) g+

‘C' (o?

2

| (2Aﬂ6 + B(By + 6a) + QCa'y) 062 B

'»*(A52+357+cy )———o - (8;3)'

N Man kan nu spgrge om der ﬁndes en passende koordlnattransformatlon :;
sa hgmng (8. 3) kan omskuves tll den 81mplere form

. .Denne form kan kun opnas, hvis :

AB ¥ BfatCol=0 . . (8:5)
A62+B<57+07 =0 . (86)

. saettes A C' 0 l\an llgnmg (8.1) omskrlves tll

R
B@r@t AO

' _som ved variabelskiftet { =z og n=t glver den enskede, form i (8 4)

Anta.g nu A # 0, da skal @ 76 0 og v # 0. Nar dette er opfyldt kati.

- ligningerne (8.5) og (8.6) d1v1deres med henholdsvns a? og 'y Herved Ui
fas to a,ndengla.dslxgmnger i é og s o
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| Hyperbolsk "|.ParaAbolsk | Elliptisk -

Fortegn for B2 — 4AC n 0 -
. . 2u 2
Standardfprm 38:;17 g;’-z- %"_2. + gf_z

Figur 8.1: Skema overklassiﬁka:tion af partielle differentialligninger

B ) -
LY.
«a «

+C=0
2 5

A= +B-+C=0
7

Lgsningerne til disse er givet ved:

B _ -BxVD
a 2A
‘ -B
§ _ -BxVD 8.7)
v 2A
hvor diskriminanten er:
D = B® —4AC

Klassifikationen af den partielle differentialligning (8.1) bestemmes ud
fra diskriminanten D i ligning (8.7). Hvis D er positiv, kaldes lignin-
gen for hyperbolsk, hvis D er nul kaldes den for parabolsk og hvis
D er negativ kaldes den for elliptisk. Pa figur 8 ses et skema over
klassifikationen.

D >0 : Det hyperbolske tilfelde. Variabeltransformationen, som
giver den gnskede form i ligning (8.4) opnas ved direkte at aflaese
o, B,v og 6 1 ligning (8.7), vi far herved at :




01

a = 24
B = -BxVD
Y ='2A‘
6 = —B#\/B

som er et valg; der opfylder ligning (87) |

Variabeltransformationen i (8.2) bliver saledes:

§=2Ax+(—B+\/—'
np=2A4z+(-B = \/_)

For at det skal vaere mullgt at transformere t.llbage til de oprin- .
delige variable, skal n # ¢, hwll\et betyder at B 76 6. Derfor er ,3 .
.- valgt til plus- l¢sn1ngen 0g 6. til minus- l¢snmgen L

- Ved denne transforma.tlon bllver det hyperbolske tllfaelde, ved .
mdsaettelse i llgnmg (8 3):

5%
3{ 817 -

(2486 + B(fy + 5a) + 2Ca7)
(2A(B2 - (VB? = 4AC) )+
B(2A(-B + VB? —4AC) +

S o -
2A(-B — \/32 - 440)) + 2C4A2) aa&;n =

0%*u
13 67)

(2,4'_'(‘3 B2+4AC)+B( 4AB)+SCA2)

| -
1A(B 4AC) 36 =0

© D =0: Det parabolske tilfelde. |
B _2C

D=B—-4AC 0@2—,‘;:3
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Lesningen til andengradsligningen (8.7) i g, er i dette tilfzlde

givet ved: ‘
N
A—3+B—+C =0 =
Q o .
g _ _B__2%
@« 24 B

Transformationen bliver saledes:

¢ = 2Az - Bt
n =t

hvor = yz + 6t kan veelges for vilkarlige y og 6, saleenge % ﬁ-.
I dette tilfzelde kan vi ikke opna formen i ligning (8.4), da trans-
formationen ikke kan blive entydig. Den parabolske ligning (8.3),
er i dette tilfzlde givet ved:

2

(2486 + B(B~ + 6a) + 2Cay) g {gﬂ

-+

2
(467 + By + 0% =

o2
u
0+(A+B-0+C~O)W_
*u
o =0

D < 0: Det elliptiske tilfelde. 1 dette tilfeelde findes der heller in-
gen variabeltransformation, saledes at formen i ligning (8.4) kan
opnas. Derimod viser det sig, at transformationen:

¢ = 2Ax — Bt
T V4AC - B?
n =t
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giver den elliptiske ligning |

*“‘(Ee‘ﬁ—z)ﬂ

Dette fas ved mdsaettelse af a = m, ﬂ Wﬁ, ’7 =
0 og 6 =11 ligning. (8 3) h

BEMZERKNING 8. 1

De tre klasser som ligning (8. 1) kan henfgres tnl er navnglvet pa‘
baggrund af hvorv1dt formen pa « den kvadratlske form

- Az? +Ba:t+Ct2 —-Ca:+At+A

repraesenterer en hypelbel par abel eller elhpse

-Enhver ligning af founen (8 1) kan omformes til en af tle muhge |
: standardformer som v1st pa ﬁgur 8. :

L 8.1 Generahserlng til alle partlelle dlffe-‘r
- rentlalllgmnger af anden orden med¥
konstante koefﬁc1enter |

'Genérelle,a,ndenordens lllne‘aereA partlelle dlﬁerentx_alligniﬂgér pa forme'ri:;

(O P P

atz(:et)+ aat(zt)+0 (2,1) + | o
Dgt(m t)+Egu(a: i)+Fu(1 t)='0 - (88)

klass1ﬁce1es afhaenglgt af om prmcnpaldelen det vil s1ge

L Pulet) | L ulat)

+B

: at? . ', dzdt -~ - 9z
.er hyperbolsk parabolsk eller elllptlsk og dette bestemmes udeluk-

“kende af. om dlsknmmanten B2 4AC er st¢rre end, mmdre end ellerv, .
lig med 0. ‘ S g - ' '

L C --u(:c,t) to : (8 9)
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BEM/ERKNING 8.2
Den a,ktuel-le 7diff1is‘§ionsligning

“Ou, v, - -
—(w,t)—a-(,h—z(x,t)—ku(a:,t)-:()

- er parabolsk, da:

B*—4AC=0"-4-0-(~a)=0



Kapitel 9

- Linearitet |

Lineare partielle differentialligninger udmaerker 31g ved at summen af

‘et antal Igsninger altid selv er en. l¢snmg

9.1 Linearitet af dlffusmnshgnmgen |

Vi betragter en andenordens partiel dlfferentlaloperator L der vxrker

pa en funktion wu:

| Hv1s u(w t) og v(x,t) er v1lka1hge funl\tlonex der er to gange dlfferen— :_’:
tiable s3 vil funktionen au(z, t) + bv(z,t), hvor a,b er konstanter, ogsa, . -

Lu] = v%%—'aa 2+ﬂu
AN
? (a— +,B)

- veere to gange 'differentiabel. Hvis operatoxen L virker pa funktxonen'
- au(z,t) + bu(z,t) fas f¢lgende > |

- L]au + bv]

N
\3t =~ “9z2

_aL”[u]_'+‘ {)!J[t{]

, Y
(gt-— afa-% + ﬂ) (au + bv)

#8) (u>+b(a

105

= - as—

at .

| 62, :

a 2

e
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Dette er netop betinigelsen for linearitet.

Sattes operatoren L virkende pa u(z,1) lig med en funktion F(:v t) fas
en lmemr partiel dxfferentlalhgnmg ,

L[u] = F(a,t)

Den ubekendte funktion u(z t) er som regel ikke bestemt ved dlfferen-
tlalhgmngen alene, men ogsa ved et st af begyndelses- og randbetin-
gelser. Hvis disse betmgelsel ogsa cr linezre i u(z,t), fas det linezre
system,

Liu) = F
Lifu] = fi
Lofu] = f;
Ll = f (9.1)

hvor L;, i€ {1,2,...,k} angiver begyndelses og randbetingelserne.

9.2 Superposition

Eksistensen af superpositionsprincippet betyder, at en sggen efter en
lgsning u(z,t) til (9.1), kan deles op i spgen efter funktioner, som hver
iszer er lgsninger til en del af problemet.

Antag at der findes en lgsning v(x,t), som kun lgser problemet

Lv]=F

men, ikke tilfredsstiller begyndelses- og randbetingelserne i ligning

(9.1).

Da kan vi definere en funktion

w=u—v




9.2 SuperpositiOn - | ‘ | " — 107 ¢

som i fglge llnearlteten af L, er lgsning til den homogene partlelle dif- .-
ferentlalhgnmg :

‘L[w]=L[.u].—L[v]-’-=F.,—F='0-

Derfor kan lgsningen u til den heterogene partielle differentialligning
-skrives som summen af den partlkulaere l¢smng v og den homogene
lgsning w : :

Lgsningsfunktionen w, skal derfor opfylde lignings’syste_rnezt:“' '

Ll = o
'Lx[w] = fx—L;[U]
bie = -l

Liw] = fi— Li[v]

. Pa ngjagtig samme made kan dette syst_erh erstattes med ‘andre .‘syste'_-

" mier, hvor en eller flere af funktionerne f; er nul. Dette ggres ved at

B finde en funktion v;, der" t:lfredsstlllel nogle af’ restukt]onerne for L[u]
og’ subtrahere den fra u. S : '

‘Problemet i llgmng (9.1) kan saledes splittes op i k mmplere problemer, :
hvor hvert problem l\un har een betingelse, der 1l\l\e er homogen

" Antag for eksempel at Uo er l¢smng til systemet:

i !

L[UO] ‘= 1:7
R - - Tafuw] =0

e -og,'aﬁ Uy er l¢sniné til syé_'temet:
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L[“l] =0

Ll[ul] = f1 '
Lg[ul] = 0
CLifw] = 0 - (9-'2.)

Pa ngjagtig samme made defineres nu lgsningerne til u,,. .., u.

k
u-—-E Ui

i=1

Heraf fas at funktionen

' ér lgsning til det oprindelige heterogene problem i ligning (9.1).

Dette princip kan ogsi anvendes pd hver enkelt delproblem. Hvis vi
har en hel mangde funktioner {v(!),v(?), ...}, hvor

LY = 0
Lz[v(i)] =0
Lo = 0

og safremt f, kan udtrykkes som en linearkombination af L;[v(")):

fi = a Lo + (lle[U(z)] +- 4 anLl[v(n)]

vil funktionen

n

Uy = Z a;v(i)

1

vere lgsning til problemet (9.2).

Dette kaldes superpositionsprincippet og kan generaliseres til en
uendelig sum som fglger:
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" Hvis f; kan ﬁdtrykk’es ved_ en uniformt konvergent sum

zat |

i=1

Igsning, idet L; virker ledvis i summen.

9.3 Konsekvenser af superpositi_oh

9.3.1 Entydighed af heterogené ﬁdi_ﬁ'ere'nt'ial“lignin.
: En konsekvens af superposxtxon er, at spmgsmalet om entydlghed af

. lgsninger til heterogene linezre problemer reduceles txl at unders¢ge
" entydighed af l¢snmger tll homogene problemer. S '

Antag at bade u og er l¢snmger til den lmeaere heterogene dlﬂ'eren—,
tialligning (9 1). Da vil funktionen v = u — 4 vaere l¢sn1ng txl den
homogene dlfferentlalhgnmg, det vil. 31ge, at- '

L] = 0

. Ll[v] = ._0
- La[v] =0
*Lk[v] ‘=:“ :’0 = | | .(9..3)

;_Systemet (9.3) har den t11v1elle l¢smng v =0. Hv1s l¢smngen tll dlffe-, .
+ tentialligningen er entydig, vil u — & = 0 og ligning (9.1) har hgjsten i
~lpsning. Hvis v derimod ikke er identisk nul vil u + av vare l¢snmg til

ligning (9.1) for enhver l\onstant a. : :
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9.3.2 - Kontinuitet, af heterogene differentiallignin-
‘ ser ‘ ,

Spgrgsmaélet om kontinuitet kan reduceres ved hjzlp afisuperposit'itdrns-
" princippet. Lad u vaere lgsning til ligning (9.1) og @ veere lgsning til
det beslegtede problem

L@ = F

L = Fi
L@ = f,
L = f,

Vi kan da betragte lgsningsoperatoren L, som afbildningen:

L:(F')fhf%“',fk) —u

Hvis ovenstaende system er kontinuert skal der da galde, at

Vee R 36 R:
max (|F =F||,|fi = Fulls-- o [fs = Fil]) S 6= lu—7|| < e (9:4)

Sattes nu

v = u—1u

G = F-F
n = fl—Tl
9k = fk_.—f—k

ses det, at v er lgsning til problemet
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,.L.[v] - ¢

'.L;[v]‘ —.
| Lali) = .

Lo} = g | (9 5)

.__.Sp¢rgsmalet om kontmuxtet i lxgmng (9 4) kan derfor formuleres tll

Ve € R e R: mM(IIGII Hgnll, llgkll) < 5 = Ilvll < € '(9 6) -

: Konklus1onen pa dette er, at sp¢rgsmalet om kontmultet ‘af lmeaere he-

~ terogene, dlﬂ'erentlalllgmnger kan reduceres til at undels¢ge kontmultet

“ af linezere homogene dlfferentlalhgmnger med homogene begyndelses og
o randbetmgelser S J O A

| 9 4 Kontmultet og entydlghed af l¢sn1n-; |
| ger tll partlelle dlfferentlalhgnlnger

I dette afsmt il vi unders¢ge om den lmeaale partlelle dlfferentlalhg-
nlng : SR : o

Ou, ' d*u

: _6t(x t) a (a: t)+ﬂu(x t) 0

(a t) = fl( )

u(b,t) = fa(t) O
i(2,0) = a0 Con

.af anden orden med konstante koefﬁcxenter, er kontmuert og har en{; '
. entydlg lgsning. - . B

‘.»Da, ligning (9 7) e1 lineeer, gaelder supe1posntlonsprmmppet hvorfor o
" . spgrgsmalet om l\ontmmtet og entydighed kan besvares,. ved at ufi- :
B 7ders¢ge den homogene llgmng Tll dette forma] udleder vi et maks1—j' %
mumsprmcxp for hgnmgen ‘ A : A
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4

(@i to

a b x
Figur 9.1: Skitse over de dele, som skal undersgges

9.4.1 Maksimumsprincippet

Seetning 9.1 Lad u(z,t) € C? opfylde systemet

Ju 0*u
il - — : <
50 (z,1) aawz(w,t)-}-ﬂu(a,t) < M z€labl,t€]0,ty

u(a,1),u(bt),u(z,0) < M, M>0 (9.8)

a, B er positive konstanler.

Hvis funktionen u(z,t) er lgsning til diffusionsligningen og hvis rand og
begyndelsesbetingelserne er begrensede, sa kan u(z,t) ikke antage sit
maksimum ¢ noget indre punkt:

V(x,lt) € la,b] x [0,41]: u(z,t) <M

Bevis :

Da u(x,t) er kontinuert og defineret pa en kompakt mangde, vil
den antage sin stgrsteveerdi (maksimum) i et eller flere punkter.
Det kan enten veere pa randen eller i et indre punkt.

Da u er kendt for t = 0 og = @, b, skal maksimumsundersggelsen
kun forctages i to tilfalde:
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1 De mdre punkter

2. Randpunkter hvor t = ¢,.

. 1. Antag at u(z, t) har et posntxvt maximum > M i det mdre
_ "+ punkt (Zo,t0) € Ja, [ x ]0,4[ se ﬁgur 9.1
1 dette punkt v1l

u(mO) tO) >M

L |
gt = 0
& :
52 Z(lo,to) <.0
A Dérfor vil :
5'{-(:‘; t) — g’;(x t)+ﬂu(x t)>M

‘ hv1lket er i modstrid med den homogene lxgmng (9. 8) Derfor R
'mau(xt)<M Y(z,t) € Ja, b x ]0,4;] ‘
2. Antag nu at u(z,t) har det posntlve maximum > M i rand-
punktet (zo,%0) € Ja,b[ x ¢, se figur 9.1. ' T

I dette punkt vil 3‘: > 0da funktlonen i f¢lge antagelsen :

o umuhgt l\an veere aftagende i graensen tll ti. e

Derf01 er ‘ 4
'L‘t(.:l:o','to.)’ > M.
5(?9,%) 2 0

G,
az:(xO)tO) S 0

Her fau vi s& meget desto mere at:

Qu(z,1) __ Oz, ) +3 ( ) S M ‘

oY oa? ST
. hv1ll\et 1gen glvel modstrid med lxgmng (9 8) hvoffor- S
u(z, t)<M V(:zt e]a b[xt, N _ o SRR

v D .
A "
B IR

. Pa. samme made kan det v1ses at u(x t) antager sn, mzmmum pa ra.n-

y
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9.4.2 AEnt.ydighed‘ bg kontinuitet
Entydighed -

Entydighgden' af lgsninger til ligriing (9.7) kan findes pz‘i:fy)lgende madeé:
Antag at funktionerne v(x,1) og w(z,;t) begge er lgsninger- til ligning

(9.7). Davilu(z;t) = (v—w)(2,t) pa grund af lineariteten veere lgsning
til ligning (9.8), hvor M = 0. : ’

Maksimumsprincippet og minimumsprincippet giver herefter, at

4 u(:v,vt) =v(z,t) —w(z,t) =0

Vz,t 1 hele domenet.
At u(z,t) = 0 betyder da, at lpsningen v(z,t) er entydig - se side 109
Denne entydighed sikrer dog ikke at der faktisk findes en lgsning !

Kontinuitet

Ifslge superpositionsprincippet er det tilstraekkeligt, at undersgge kon-
tinuitet af det homogene problem.

Lad v(z,t) vare lgsning til systemet (9.7), hvor F(z,t) = 0: Ifglge
ligning (9.6) er det da nok at undersgge om

Vee R3s € R: max(|F[[, LAl 1f1 1 llgll) < 8= |lull < e
Da ||F|| = 0 far vi
max(0, || full . 1.f2ll s llgll) = max (il £ 1}, I £20 5 Hgll)
Nu siger maximumsprincippet at
max(|lAll, 10, llgl) S M =uw< M

Satter vi nu M = é§ = ¢ fas kontinuiteten.




~Kapitel 10
 Fourierrakker

Lgsninger tll partielle differentialligninger kan ofte udtlykkes som uen-
delige summer af funktioner. For at kunne udtrykke disse summer,
benytter vi os af, at lgsningen til dlfferentlalhgnmgerne er defineret pa.
et endeligt interval, hvilket medfgrer at de funktloner, som 1ndgar i
l¢smngen kan udv1des saledes at de bliver perlodlske '

" ~De reekker som l¢smngen beskuves ved kaldes fourlerraekker, og de er "",.-
"deﬁneret som f¢lger . ’ ' S .

10 1 | -._,_"Ge'n_erel‘l,e, v‘;fouhriel’?rae,l;{ker -

Lad 'H veere et vilkarligt hllbertrum en generel fourlerraakke for T E 'H' A
er da deﬁneret ved : . . . :

e Yrede 1 0 w0y

‘ ’;"Det mdre produl\t (z,eq) kaldes founerkoefﬁcnenten , 08 €y er en mak-'s_’
snma,l -ortonormalbasis i hllbemummet - se side 129.: - T

i ngmng (10 1) er en generel fourleuaekl\e ldet den gaeldel ialle sepa,-"'_," E
. "rable Hilbertrum — Hllbertrum med en numerabel ortonormal basns

T

T 115
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10.2 Den trigonometriske fourierraekke .

: I:fa.d L*(|a, b)) veere meengden af fu'nﬁtioner, hvor det geél'der at

/ it 2)lfide < oo

ogrlraAd L*({a, b)) vaeréfl‘(voti'entstrukturen, hvori der for to funktioner f
og g glder, at

frge / (If(z) - g(z)))*dz = 0 (102)

Af ligning (10.2) ses det, at funktioner, der er ens naesten overalt iden-
ficeres i L*([a, b]).

Funktionsrummet L?([a, b]) er et Hilbertrum, med det indre produkt
defineret ved

(f,9) =

g(z)dz

og normen defineret ved

IFll = (f, /)%

Endvidere har L*([«, b]) den ortonormale basis

e, = e;"T’L(a-ﬁ-bv?x)

Den generelle fourierraekke i ligning (10.1) bliver i dette tilfeelde defi-
neret ved:

b , ,
f = Z(fa Cn)en = Z (b 1 / f(fl?)e_ "‘T;’(H'b_zz)dfv) ef’:’%(a+b—2x)
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10.3 K,énverge_ns af foui'ierraakker

I de f¢lgende afsnit ser vi pa, hvnll\e klav der skal opfyldes for at etablere
konvergens af trigonometriske four1e1 rekker. -

BN

I kapitlet: behandles der kun fourierraekker for funktionen f,som anta-
‘ges at vare perlodlsl\e me peuoden 27r det er raekl\el af typen

EZQQF”f

n

_h"vor ff)ufiérkdéﬁicienten ca(f) ‘f;rfai givet ved
el =5 [ i
R
- og da e~ udg¢r et mtonormalsystem i LZ( [~, 7r]) vil Bessels uhghed .

By ‘(saetnlng 114, side 1‘)9) gaelde f01 funl\txoner f € Lz([—r 7r])

Det vil s1ge at B
- Zm swmﬁw

4 'hv1lket 1mphcerer at cn(f) — 0 nérn — 0.

10.3. 1 Punktvxs konvergens :

‘ I bev1set for punktv1s l\onvergens 1ndga1 form]en for kvotlentraekken,
. summeret fra —N- tll N ' ‘ :

| “;,:'Z'_Lemma 10 1 Summen afq for n'€e { N, N}, hvor |q| < 1-,e"r:="'j.,5 w
o "gwet ved . R

e ’.- T
ki . q —-q- :
Y Sy = gt
Sv=) 4 Ty
wonE=N -

- Bevis :
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Sn(l-q) =

SN—SN.(‘]
N N1
S 3
n=—N n=—N+1

q"'f'ﬁ- gt *ﬁ

q—N _qN+l .
l-g¢

O

L'(-x,7) defineres ved kvotientstrukturen, hvor f ~ g &
S 1f =gl = 0 0g hvor [ |f| < oo.. Lad nu f vare periodisk og

defineret i L'([—, ]). Betragt i denne sammenhang afsnitsfglgen

N
Sn(0) =

n==N

Z cn(f)einﬂ

N "
= X (% / f(¢)e""°‘d¢) e

n=-N

1 (" AR
= 5 [ 10 Y ey

n=—N

1 -8 N )
= 5[ er0 Y e (o=4-0)

n=-N

N
1 i —in
= 5 [ fo+0) Y e

n=-N

- = / f($+0)Dy(#)ds (4 =9)

hvor

N

Dn(g)= ) e

n=-N
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" kaldes den N'te dmchletkerne

If¢lge lemrna 10.1 er sumtmen -

O N - ) _ _.!-¢ .
n—-N ; ‘ 1 € o

(N+3)io _ o—(N+})ig

e’ — ¢34
sin((N +3)¢)
ﬁn(%¢)
‘ Tlllaegges W va91dlen 2N +1 f01 ¢> (glaensevaerdlen for -
¢ —0), geelder formlen f01 DN(¢) i hele mtervallet [—7r 7r] |
. DN(¢) €r en Izge funktion, det vil 51ge v

Du(=6)= Du(g), ¢ -7, NeIN

da’ _ B
o N ' N o A
DN(¢) Z —ind Z (cos(n¢ - zsm(n¢)) Zcos(nqS)
. - n_—N . n__—N ' S IEEEE ,n=1 ¥ e

Desuden observeres:at

1

..S:etmng 10.1 Dznzs TE‘ST , e P
En: tzlstraskkelzg betzngelse for, at Fou1zerrcekken Zn__oo cn(f) ind, for F

§ en. funktion f €: Ll([—-n' 7r]) er. konvergent J punktet 0 med summen .

. S En__oo Cn(f)emo 61‘ at | . 'l
im If(0‘{.+ ¢)ﬂf f0 - fé') f,_~2.5|. |

< 0.
$=0 RO

" Bevis ;-
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Fourierrakker

~ ‘Da Dy er en lige funktion gelder-det at

S(0) = —/ 10+ DM@

v & / 0+ 6) \Dx(9) )dg + o / f(0+¢DN(¢)
B —/ 0~ ¢D~(¢d¢+—/ 10+ 6)Dn(8)ds

= = / [0+ 8) + [(8 — ) Dw(#)dd

Og da . A
3= [ Dxlee=1

ifglge ligning (10.3) vil

- 51; / SDw(6)d = / 28 D (9)ds
Beregnes differencen mellem Sy(6) og S fs
Sn(0) = § =
r [[ @+ )+ 70 - 6)Du@)as - 5- [ 25Dn(9)d6 =

sin((N +3)¢)
sin(34)

sin((N + %)(ﬁ)dgb

1 n
37 [ U040+ 10 6) - 25) i =

Ly (JO+8)+/(0 $)-25) ¢
27 ® sin(3¢)
Dette giver at udtrykket Sy(0) — S er fourierkoefficient for funk-

tionen
(fO+o)+f(0-¢)-25) ¢
¢ sin(%qS)

med hensyn til ortonormalbasen {1,cos((n + 1)¢),sin((n+1)¢)}.

g(0) =

I fglge Riemann Lebesque’s lemma side 131, vil ¢,(g) = Sn(6) —
S — 0, hvis g(0) € L'([-=,7]). Kravet til punktvis konvergens
er derfor transformeret til at vise, at g(#) € L'
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1 [T|(f(0+)+[(0—9)—25) ¢ R
27 Jo é S sm( ¢)\d¢< (10 4) s
1M (9+¢)+f(0 ) — 25)
21 Jo ¢ - o

1

idet sup¢€]6 " (_:57)) 9. .

En tilstraekkelig betingelse for, at 1nteg1alet i hgmng (10. 4) skal -
eksistere, er; at g er begranset, hvxll\et betyder at graensevaerdlen
4 af g(¢) for ¢ -0 skal eks1stere I -0

Dm1 s test ses ofte formuleret dnekte ved llgnmg ( 10 5) som glver den"
~ preecise betingelse for punktv1s l\onvelgens o o

Fourlerraekken for f.€ Ll([—‘lr r]) er konvergent i punktet 6 med sum-
: ' men S En__oo ca(f)e™ hvis og kun hv1s

/I(f(0+¢)+f(0 ¢) 23)| lig <o TS

' hvor6>0

-BEM]ERKNING 10.1

Dll’llS test er spec1elt opfyldt hvis f €. C1 og S f( ) 1det
| f(0+¢)+f(0 4)~-2f(0)
£(8 4 6) — £(6) f(0,f—*¢)‘ - f(8)
FO+¢)=f(0)  f(0—4)— £(6)
R
f(0+¢)—f(9'), (0+¢) f(o)
EETER
O =Te)=0 " g0

+
|

1




122 _ _ — ' Fourierreekker -
'10.3.2  Uniform konyergens : A -

. Lad f veere en periodisk funktion, med en periode pa 2r, det vil sxge,

at f(—‘ir) = f(‘il') samt [ € C]([—w 7})-

Lemma 10.2 For f € C‘(f[—ér,w])'gaelder der, at -

ealf') = inca(f)

Bevis :
wll) = 5 [ rea
1 —lﬂ -'ZTL
= E[f(o 17 / £(6) °do
= neca(f)

Setning 10.2 Fourierrekken Y00 __ c.(f)e™ for f € C([-m, 7))

n=-—00
konvergerer uniformt mod f(0).

Bevis :
Da f € C([-n,7]) = f € L*([—=,7]), kan vi ifglge lemma 10.2
og Bessels ulighed side 129 for f' fa, at

o0

Y e = 3 lel P < IFI

n=—oo n=-—oo

Ved brug af Cauchy-Schwarz ulighed for summer side 125 giver
dette konvergens af raekken, idet
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n=-=00 .

. . 1 .%

Her er benyttet at

=N 1 201 T2
L E gy
D;V oof |
| 3 Jea(H

;”_"oo ca(f)em? konverge—
rer denne uniformt mod en funktion f, mien-da.f €- Cl([—7r 7r])
er Fourierraekken punktvns konvergent mod f(0) for alle 0 € R,

det vil 31ge a,t f f, i f¢lge bemaarknmg 10.1- 51de 121 0,

er en kohvergent majorantraekke for

Der er imidlertid flere funktioner end de dlfferentlable som har en
fourierraekke; der konvergerer umfox mt. Dlsse funktloner er netop de, -
der tllh¢rer f¢]gende klasse: -

N {10= [ s+t 1€ L%[—w 1) o) =0, k€@

: T

Disse funktloner er kontmuerte peuodlske og dxfferentlable naesten
‘overalt med g :

| | S Al:}':g‘e L?([_ﬁ,fr]).,
' Her geelder ligeledés at - A o
| : chn(f) = cn(g) -

. og, at fourlelraekl\en for f € 7'(1([—1r 7r]) konvergere1 umformt
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10.3.3 Oversigt C
qurierraekken for f konvergerer o

Punktvis mod hv01 L

o[04 ;f(é_'— 9

=0

hv1s og kun hvns

/ If(0+¢)+ /(0 — ¢) — 25]

d¢<oo

‘  Uniformt ”mod f, hvis og kun hvis -

f € Ma([~m,7]) =

3
{f(()) =,/‘ g(0)d0'+k | g € L*([~7,7]),co(g) = 0, kG(E}




Kapltel 11

‘Diverse satninger

I dette kapxtel vil de saetninger, lemmaer og deﬁmtloner der er blevet ‘
: benyttet i det fmegaende, bhve pr aesenteret '

-'  Saetnmg 11 1 Cauchy- Schwarz’ ulzghed : : ,
-Forallez,y €V, hvor V er et veLtm rum med et zndre produkt gazlder

der, at “
(= ,y)l ( w)(y,y)

‘Bevis :

Uhgheden er trivielt opfyldt fory = O Hvis uhgheden derudover _
~skal geelde for alle y, kan vi. anta.ge, at (y,y) = 1. Hvis dette ikke -
er tilfeeldet, kan'vi definere y’ = “ M hvorefter bevnset forl¢ber 2
‘som nedenstaende For alle a eq fas at

,m) eraa( vy)

@ ,> |
T,z) = d?(x_,ty).—‘a(‘y,x,);"-}- aa(.,,g)- L
(z39) (ygi‘)'+g‘a_l: L
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- Den sidste lighed fas, som en konsekvens af antagelsen (y,y)-= 1.
Veelges specielta = (z,y) fas

0 < (22)

(2,9) = (2 0){3:2) + (2, )(0,2)
= (z,2) = fz,y)I

- (1.)
- (v.7)

Ak

= (z,a)=(y,7

Det skal bemarkes, at der kun gelder lighedstegn i uligheden,
hvis 2 = ay, det vil sige hvis = og ¥ er lineart afhengige. Dette
ses af fglgende

l{ay, y)|*

= |’ (%, 9)(y,y)
= {ey, ay)(y,y)
= (z2)(.y)

(2, y)[*

Definition 11.1 Ortogonal/-normal mengde To vektorer z,y € V
kaldes ortogonale, hvis (x,y) = 0. En ortogonal mengde (eller et or-
togonalsystem) M, er en mengde af p(zrvmtogonale vektorer, fra
Hilbertrummet H. Mangden M er ortonormal (eller et ortonormalsy-
stem), hvis ||z]| = 1 for alle z € M.

Sztning 11.2 Pythagoras setning

Lad z,,...,z, vere et ortogonalsystem, da gelder folgende

Yowl = Nl

i=1 i=1

Bevis :
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n - 2

(ZzanJ)

..'

i= i=1 " j=l
ZZ (zir2;)
i=1 ]_.
n - . .
= D (o)
=1
: n.
) 2
= le@]l,

=1

Deﬁmtlon 11.2 Underrummet U

Lad U vere et underrum af V. Ved span(el, ;e,;)‘fvorst.ds 'a‘lle endelige

L lznearkombznatzoner af vektorerne el, .y € somudspaender underrum-
“met U, T R

"‘Saatmng 11. 3 Bessels approa:zmatzonssaetnmg

. Lade,... e, vere et endeligt eller telleligt ortonormalsystem ¢ -Hil-
- bertrummet M. For ethvert x € H findes der netop en -vektor u, €

ved

. For en mlkarlzg‘ vektor v =y 'z\‘,'é; E IS"pan(el,..;.,,_en),géeldcr dé,_r. Lo
' .'iendvzdere at- . S S g

||:1:—v” ||:L u”+Z|:ce, _.|2 (1.2

=1 - R ' . 7:;‘--;:,'”

‘u er sdledes x’s orthogonalp%o‘jekiion” pa span(e;l,;..‘,‘en). a _,' '-.'-_',- ’

Bevis : - S

;span(el, Li€n), saledes at (a: - u)_l_span(el, ..1€q), 0g den er gzv‘et"
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ngnmg (11 1) fas.nu. af f¢lgende idet u € span(ey,...,en). Det- -

vil sige, at u = 21_1 p,e,, men da (z - u)_Lspan(el, .yey) vil
0= (z —'Z,u e,,eJ (z,e;) Zp, e,,e_7
. =1 3

(x,e,-) =p;fori=1,2,...,n
"Ligning (11.2) fglger nu af Pythagoras satning, da (:c——u)_l_(u—v)A
lz=2l* = |lz—u+u—v|
= e —ull® + |lu—v|*

af dette fas ligning (11.2) direkte idet

=l = |3 e Z/\e]

=1

. n 2

= Z(w,ei)ei—)\iei
i=1

= S e~ del?
=1

= >z, e) = Al el
=1

= ) lz,e) = A
i=1

BEMZARKNING 11.1
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For v € span(ey,...,e,) gelder der'i fglge Bessels approxima-

tionssaetning, at ||z — v||'> ||z — ul|, hvor der geelder > nér u # v.

‘Vektoren u er altsa den vektor i span(ey, . . . y€n), der har den kor-
. teste afstand til z. Denne vektor kaldes den ortogonale pro_]ektlon
i afzpa span(el, . ,e,,) ‘ :

' "‘Saetnmg 11.4 Bessels uhghed

- . Lad igen (el, . e,,) vere et endelzgt eller taellehgt ortonormalsystem i
- Hilbertrummet ’H Da gtslder det for alle x G 'H at . '

Zl (z, el < |2l
z"ll__- : S
.. Bevis :

F¢lger dnekte af Bessels apploxxmatlonssaetnmg og brug af par-
sevals hgmng (deﬁmtlon 11. 4) saet blot v = 0 L ‘ 0

' -_.Deﬁmtlon 11. 3 Ortonormalbaszs A'

- Lad H vere et Hilbertrum, og lad Ubesta af endelzg eller’ tazllehg mange »
“ortonormale vektorer (e,),eI ‘En vektor z € H, vil da tilhgre det af U .

. frembragte afsluttede’ underrum W “hvis og kun hvzs der ﬁndes en folge -
~(a,),51 af skalarer, saledes at r = Zk aje;, o9 hvor PB/E Iakl < +o0.

L ( ),61 vil da kaldes for en ortonormal baszs, for Hzlbertrummet ’H hvzs :
o W="H, det betyde1 ‘at enhver veLtor z€ 'H har formen ’

z= z:(g,,,e,.)e'j
| ..'Fﬂlgen (€i)ier er total, hvzs man af (:v e;) —10 for alle z G I kan slutte: -
at:z:_,‘_()_ S R : A s

:-Saatnmg 11 5 Or tonormalbaszs

-A"Fﬂlgen (€i)icr er en ortonormalbaszs ¥} hzlberhummet 'H hvzs og kun
'hvzs en affﬂlgende tre betzngelser er opfyldt '

o 1.-.'»

Ve, yG’H y)i= Z e,,y

t=1
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VzeM: |lz = Y Kz, e’
LT B R
.
(e‘,-),-elicir en total fé;lge iH 7
Bevis :
=

Beviset for (1) fasaf o = 32 (z,e)e; og y = Yoy, ede; da

Ex,y) - (g(m,é;‘)ei,g(y,e,‘>ej)
- gu,efxe;,gw,eﬁe»
= Z;(m &) g (y,¢€;){ei, €5)
- gu,eme;,y)

Beviset for (2), er en fglge af ovenstiende, idet det er et special-
tilfaelde af dette.

Beviset for (3), ses af definitionen for at veere en totalfglge, samt
af (2):

Hvis z er ortogonal pa alle ¢;, fas af (2) at

(z,e;) =0forallei = ||lz]*=0=>z=0
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Da vi har at f¢lgen (e,),eI er total, og stter viy=32(z el
sa v:l - ‘ . :

EA(.x ~ye) = (o= Z(x,e-‘)ei,?:‘) |
= (z,€;) — E(z €; (e,,e,

t—l
= e = (ne)=0
‘Heraf far vi resultatet .
z-y=0—-z=y

Derfor ses det at (e;) er en basis. -
. : . .
Deﬁmtlon 11.4 Fourzcrraekker og Parsevals ligning Rcekkeudmkhngen' :
T = Y. (x,e)e; kaldes ofte for Fourzeruekkeudmklzngen for z med -
- hensyn til ortonormal busen (e;); tallene (x z,€). kaldes ofte for Fou- o

rzerkoeﬁ‘iczenterne for z i ortonormal basen €, og lzgnzngen Hz“
oy =z )| kaldes for Parsevals Izgmng :

" Lemma 11.1 Riemann - Lebesque For funktzoner f € Ll([—7r 7r]) er

i Jourierkoefficienterne veldeﬁnerede og de7 ga';ldm som i L2 at cn(f)
0, — oo :

Bevis :

Farst bevises det at for_urierkéefﬁcienteme éi"—"ve‘ldeﬁnereae for

furnktioner f € L'. ‘Dernzst viser vi at L*([—r,7]) ligger taet i

L'([-m,7]). Det er bevnset for dette;-som benyttes til'at opfylde g

saetningens-krav.

Fourierkoefficienterne er v'el‘deﬁneredeA for fe ‘L“([—'w,ﬂ']) da °

/:” |f(:v)_e—-'nz~| dz = / lf(_;w)ldx,._': ||f||1‘ <o ;

T : ST
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. Diverse satninger

.- Bevis for, Lz([—w 7r]) hgger taet i Ll([-—7r 7r])

_ Vl deﬁneler funl\tlonen

L L FO) Cor @) <A
- f"('é) -‘{ 0 for |f(0)] > A

hvor f € 7111{;([—7r,~7r]) og A>0.

Funktionen f4 € L2([=7, 7)) idet }'A(O) < A siledes, at |

/_ ' If'(?)l’do < / ' A"’dé =21 A (11.3)

“Ud fra ligning (11.3) og definitionen af f4(0) kan vi observere at:

1. |f(8) = fa(8)] — 0 for ethvert 6 (punktvis) for A — oo

2. 1f(6) - Ja(0)] < |£(0)] for alle 6

Nar disse to krav er opfyldt, vil Lebesques majorantseetning
11.6 side 133 betyde, at :

Ilf—fA||1=§7—r/_ 17(0) = f4(0)[d8 — 0 for A — oo

Til et givet € valges nu A sa stort at:

lealf = )] = |2 /"(f() F4(0))e db
< / |(f(8) — f4(6))e~°| do
- / I (0))do
= ||f = fall
P
- 2

Da f4 € L*([—m,x]), findes der et N saledes at |c,(f4)] < £ for
[n| > N.



_ 133 _f-“{{

Herefter kan vi vurdere: =

el = e fat )l
el = )l leal£a)
< NE = Fall + leala)

€.

A

CIA

for |n| — oo.

Vi kan altsilkonklude‘ré, at

Healf) = 0. for  fn] = oo

A_‘Saatnmg 11.6 Lebesques ma]orantsaatmng o

" Lad fo(z) vere en folge af Iebesque zntegrable funktzone7 de7 konver-
gerer punktvzs mod f. - :

o 'Hms der ﬁndes en funktzon g med, f |g| < ) saledes at -

Vn ,fnl < g

o daerf, oglimf, = = f mteymble og '

/nw~/fw

f(')r_n — 00. -

Det derskal llndels¢ges for at l\unne ombytte 1ntegrat10n og graenseo—-" .
vergang er f¢lgende , A

f 1 Yz :'lfn(:v')l .,_,‘f(:t). (pu'nkivis konV(a.,x‘géﬁs;‘).. 2

[

jide't det er forud’sat at |g| er integra.l:)el.
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Kapitel 12

Numérisk;»behahdling af
“diffusionsligningen |

Vi ha.r tldllgele fundet en analytlsk lgsning tll dlﬂUSlonsllgnlngen med -
.en Neumann randbetmgelse Det"er ikke alle tllfaelde hvor en sadan
l¢sn1ng overhovedet lader sng opstllle : :

" Eksémpel 12.1.
| .Bétragt systemet. |

. aa(tj(x t) - ag U(x t)+ﬂU(a: t) —0

) =K

gE(O,'t),ﬁtlog?'(t)': | S :
gZ(r t) \/Zsm(t)‘

Det vil Vaere om end. ikke umuhgt sa 1hve1 tfa]d ubehagehgt at”
forsﬁge at finde en analyt:sl\ Iasnmg til-dette prob]em Det ka,n o
1m1dlez tid Iet Iﬂses ved bru ug af numenske metode1 ’ S

"A._..';Vl v1l derfor i denne del besl\rlve numerlsl\e metoder til 1¢snmg a.f lme- -
: 2ere, pala,bolsl\e dlfferentla.lllgmnger ' - '

.
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138 S Numerisk behandling af diffusionsligningen

. En vigtig grund tll at anveude numeriske metoder er, at lgsninger kan.
beregnes sa hultlgt at man har mulxghed for at kunne eksperimentere
med ligningens forskellige parametre, i et forspg pa at tilpasse model-
len til det system den modellerer. Det kan for eksempel vaere,-at man
gnsker at tilpasse en af dc indgiende parametre ved at udregne lgsnin-
- gen for en hel skare af veerdier, hvorefter man- udvaelgel den, der passer

bedst.

En god numerisk metode forenent m(-d en hurtlg datamasklne reahserer
muligheden for

1. at lgse langt flere problemer, end det er analytisk muligt og

2. at ggre det sa hurtigt, at det er praktisk muligt at eksperimentere
med parametrene.

Vi vil i dette kapitel uddybe den numeriske metode, som blev beskrevet
i kapitel 5 i del 1. Her galder ligeledes at de satninger, der refereres
til, findes sidst i denne del.

Det forudseettes i det fplgende, at systemet er bragt pa dimensionslgs
form, og at intervalleengden er skaleret sa z € [0, 1].

12.1 Crank Nicholson

Betragt ligningen

('c t) — 2U(z t)+ BU(z,t) = (12.1)
u(a:,O) =0
u(0,1) = u(1,¢) =0 (12.2)

Hvis funktionen U(z) € C*, kan U(z + Az,t) og U(z ~ Az, t) beregnes
ved hjzlp af taylorudvikling i :

U(z + Az, t) =

U(z,t) + AzU'(z,t) + éA:cgU"(a:, t) + %Ame'U”’(x,t) +...
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Uz — A;c,t) = .
U-(z,"t)‘ — AzU'(z,t) + %Az’ljf‘(aq,'t) _—'—V%Aza'U'.”(z,-t)f
addition af de to taylon-egkker giver at |
Uz — Az,t)+ U(z + Az, t) = 2U(.:v' t) l+.A.I.‘1:2U"(x t) + O(A:z:“) :

Hvis blot U € C?, kan man app10x1me1e leddet i llgmng (12 1) svarende
t11 & [,J ved:

Lignmg (12.1) kan herefter skrives som

oU o*U
gt—(x,t) = O/-é—w-;(x,t')—ﬂU(CL',t)

2

Z(;_z (U(z = Az, 1) =20 (2, 1) + Uz + A, 1) - BU(2,1)

- f;(U‘(w—.A.x,t)—( 4 Bas )U(a: t)+U(a:+Ax t))

Vi opdeler nu intervallet [0,1] i N delintervaller af laengden Az og
identificerer funktionen U(iAz,t) med Vi(t),7 =1,2,...,N = 1. Det
folger nu at V(t) er lgsninger til folgende system af 01d1naere 1. ordens
koblede dlﬂ'erentlalhgnlnger

| %}Q_;.é(k;l(t),—( Az )V( )+ Vi (2 ))

hvor Vo = Vi = 0 ifolge lignibng.(12.2)

Dette kan skrives pa matrixformen

dv(t)
ik C V() S (123)
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hvor V(t) = [Vi(), Va(t),. .., Vn_1(1)]T og :

(2 4 ) (ZM) -
Az? (Az2 + B) -A_c;:—"'
C = ‘- .
ﬁ (A:A':2 )
- Az:2 (A:c"’ + ﬂ)
idet matricen er multipliceret med faktoren Yt

Lgsningen til ligning (12.3) er givet ved

V(t) = ceC
hvor ¢ = V(0)
Betragter vi denne lgsning til tiden t + At fis

V(t+ At) = ceClt+an
CeC(t)eCAt

= eCAtV(1) (12.4)

Stgrrelsen e“* kan nu approximeres for eksempel ved taylorudvikling.

Der findes imidlertid en hel familie af approximationer, kaldet Padé-
approximationer, hvoraf taylorudviklingen kun er en mulighed - se 3,
side 116]. En af disse Padé-approximationer giver Crank-Nicholsons
formel, som ifglge [4, side 251] er den foretrukne, idet den béade er enkel
og ngjagtig.

Dette giver fglgende approximation

cCAt ~ I+ %AtC
I-1A1C

Lad u approximere V i punkterne t = jAt, j € IN. Ligning (12.4) kan
da skrives som



12.1 Crank Nicholson _

u(t + At) =

(I— %At())u(t +AL)

Lad nu

a—éaan*a+§aunw0
(1+AtC)u(t)

2

ui,; = ui(jAt)

Ligning (12.5) kan da skl‘ives ved

oAt

141

(12.5)

Lader vi nu

og

( cht 1 ﬁ?t +1 - e
_ﬂA_tQ — aAt X . =
2Ax ‘ 2872 .
L 201AAxt2 'Z% + @ +1 L UN-1,
[ -G -1 2 U1j-1
© adt oo .ﬂ!. Lo
2Az? . Ax? .
L . l ZO'AZ.\zt"’ -_(aA.z') ﬂAt +1 UN-1,j-1
hvilket er ensbetydende med
2(22(4+9+1) -1 ur,
: -1 2 (A;c’(_li_I + g) + 1) | 'f“ifl.j .
z2 /1 T .
( 2 (T(E N g) - 1) ! [ S Ui
1 R 1 X :
Azr? ;
i 1 2 ( = Zl_t — g) - 1) | [ UN-1,j-1
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i 2
I I I
R il L bt o--
I I I
e bt O=-====s—-=m—o—- o=-
I I l
i-1,3 i,j i+1,)

Figur 12.1: Funktionsvardien i punktet (i, §) afhaénger af funktionsvaer-
dien i de gvrige gitterpunkter. ’

Far vi Crank-Nicholson skemaet som vist pa side 50
= Uim1,5 + 20105 5 — Uig1j = vic1jo1 + 20204 jo1 + wipr 5o (12.6)

Ligning (12.6) udtrykker en sammenhaeng mellem funktionsverdierne
u(z,t) i punkterne (: — 1, ), (%,7), ({+1,7) og punkterne (: — 1,5 — 1),
(5,7 =1), (¢ + 1,7 = 1)1 figur 12.1

Lgsningerne til dette lineare ligningssystem vil da approximere lgsnin-
ger til ligning (12.1)




Kapitel 13
Iteratiye metodér

Crank Nicholsons formel til lgsning af dlffusmnshgmngen er et linezert
A hgmngssystem af founen ' :

Au=b . (13:1)
hvor i 4 o ' '
26, -1 . 1
-1 20, -1 ' .
A = o Te, ' ’ - (13.2)
] _—1‘ : 2C] J v
u= (ul J,’UQ J, . ’U,N I’J)T

det vil sige 1¢smngsvel\t01en tll det ]’te tidskridt og

(20, 1 : ' 10 _u,_J_l
1 2C, 1 Uz, j—1 :
b= S N O )
‘ ‘ 1 2C, 1 UN-2,j-1 ’
| - 1 202 i | UN- 1,5-1 ]

_idet b til et givet tldsskndt kan opfa.ttes som konstantsmle da den kun
afhanger af tidligere tidsskridt.

En iterativ metode til l¢smng af hgnmgssystemer er kendetegnet ved, at
en fgrste approximation er.brugt til at beregne en anden appr ox1mat10n
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som igen bliver brugt til at den tredie siledes at-den (n 4 1)'te iteration
altid beregnes pa baggrund af den n'te. Den iterative metode siges at
veere konvergent, hvis forskellen mellem to iterationsskridt gar mod 0,
nar iterationsantallet gar mod uendeligt.

De fglgende afsnit behandler forskellige iterative metoder anvendt pa
Crank-Nicholson formlen.

For oGerskuelighedens skyld vil metoderne blive fremstillet i fire dimen-
sioner, de lader sig dog let generalisere til flere dimensioner.

13.1 Jacobiiteration

Betragt ligningssystemet

apty + a2y + @133 + ey = by
a2 Ty + ATy + T3 + ATy = by
4312 + @322 + a33T3 + azgry = bs
any + @42Ty + Q433 + GaaTy = by

hvor vi antager at a;; # 0.

Dette kan da omskrives til

1

rn = _(b] — a12T2 — 41373 — 014934)
a1
1
T2 = "—(b2 — 42171 — A23T3 — 024-’134)
Qa22
1
r3 = —‘—(ba — az1Ty — aszr; — 034-’54)
33
Iy = a—(b4 — 41Ty — U42T9 — (1,431‘3) (134)
44

Ved hjzlp af denne omskrivning kan ethvert z; beregnes pa baggrund
af de gvrige z-veerdier. Lad :1;,(") betegne den n’te iteration af den ¢’te z-
vaerdi. Verdiernei den n+1’te iteration opnas da ved iterationsskemaet
svarende til ligningerne (13.4)

n ]" n
3’(1 o= a"‘(bl - alzm(zn) - (1133?;(3“) - aMmg ))
11
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n 1 | V n | .
mg ) - (bz - a211:( ") 02333( - ‘12 x‘(, )) :
as; : A
1 ' i
x:(;l'f'l) — (b3 —_ (13113( ) —_— aazxg ") — Q34 :l"‘(i ))
a3s ' '
x‘(; W = (b4 - a411‘( " am& ) - 043935;’ )') (13.5).
44 : : ' .

-13.1.1 Jacobnteratlonsmatrlcen

" Man kan udtryl\ke en k& atrlx A som en sum af dens dxagonal "
. elementer, dens nedre’ tleka.nt og dens ¢vre trel\ant det v1l sige "~

A=D-L-U -.(Q@j
hvor o | ., _
o » “fein 0. 0 0

[0 a2n 0 0
P=1o o dg3 - .0
200 0 “ay |
fo 00 o]
1 _ |an . 0 00
' L— a31 0 0
o | an, {_{4"2_"? 043 0
- og | ]
~T0 a12 Q13 - Q14
- 0 0  az azq.
“U=19 0 o a3y
| 0 0 0 0. J

Lxgnmgssystemet ( 13 4) skrevet pa matrleorm bllver da ;f‘ N
(Q;Lgﬁm=;b@“ |
””Iﬁ'=(L+Um+b@
: X = D (L + U)x + D‘lb

S

og hgnmgssystemet (13 5) kan sknves som .

AUSBXU4DT )
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Iterative metoder _'

“hvor ] B = D“(L + U) kaldes punkt Jacobl lteratlonsmatrlcen (Ordet »

”punkt” 'refererer til at den algebraiske hgmng approximerer differenti- -

alllgmngen 1et antal punkter).

123.14.2" J acdbiiteration pa diﬁ'ﬁsiohsl}igningéﬁi

Vi kan nu opsl\nve Jacobntera.tlonsmatrlccn fox hgmng (13 1) 1det ko-
efﬁcxentma.tucen (13.2)-opsplittes i D, L og U

2C, 0 0 O
— 0 20, O 0
;.D - 0 0 2C;, O
0 0 0 2,
0 .0 0 0]
-1 0 0 0
L=l 1 0 o
| 0 0 -1 0]
og , 7
[0 -1 0 0 ]
0 0 -1 0
“U=l0 0.0 -1
(0 0 0 0 |
Jacobiiterationsmatricen bliver siiled4es
B 0 (2C))! 0 0
rpa—" (2c)™! 0 (2G,)™? 0
1 _ 1 1
. D (L + U) - 0 (‘ZC])_, Q- (201)—1 (138)
0 0 (2Cy)! 0

og den konstante sgjle bliver pa tilsvarende made

2Couy jo1 + ug iy
-1+ 2Coug-1 + uz,5-1
ug,j-1 + 202Uz 51 + ug 51
u3;—1 + 2C5u4 51

D™'b = (2¢1)

ved indsattelse af (13.3).
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- Dette gi\_/_é__;‘fff-’i?‘ifqratidnéskema‘ct
Culth = Bu("’+D”b=>

" + uf_"'_)l it b
D26

hvor L S T
“by = Ui-l,j—l ‘l+ 2C2Ui,j;.i' + u:_'+1,j—1_j

| _13 2 Gauss—Seldel 1terat10n

o Man kan' forbedre Jacobuteratlonsmetoden, som den er vist i hgmng : .
(13.5), ved at udnytte at alle betegninger: foregar "fra venstre mod f’ BT RS

. hgjre” saledes, at den n+1 te iter atlon afeen glven 1- vaerdl er tllgaengehg . -
forallest¢rrezvaerd1er : Lo : S

" Man benytter saledes hele: tlden den senest mullge 1terat10n i beregnm- o
: gen Dette glvel lteratlonsfm mlen ) IR '

_azg"“) = —(b= alzw(g )~ a3 :z:g — al Ty ))
A an o . L '
:tg"“) = :;—(bg - (12 :vg 1 )—— a 3:1::(, ')'4'a2;1x‘(,7);)

x:(’n-H).__ ___(bs_alzg+) as; (n+)_a :ESI))

--_hasa . L [N R,
M = (b4 — aa a:( 1 )~ ay mg"+ ). —ay zg"’q?) '(-13.9) '
S v a44 - .
.Denne forbedxmg giver, 1f¢lge [3] en hurtxgere konvergens af 1terat10-- po

.1'13 2.1 Gauss-Seldel 1terat10nsmatrlcen
Vi benytter opsphtmngen _
B A o= D L U

p& samme made som i fornge afsmt om Jacobntera.tlonsmatucen (13 6)
- og far hermed at ' ' o

LN

R
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x = D(L+U)x+D'be
Dx = Lx+Ux+b

Helt analogt kan Gauss-Seidel iterationsformlen pa matrixform da. skri-
ves - :

U Dx™) o Lx®H) L Ux® 4 b o
(D-L)x™Y = Ux"+be |
x™) = (D - L)"'Ux™ 4 (D - L)"'b

hvor (D — L)~'U er punkt Gauss-Seidel iterationsmatricen.

13.2.2 Gauss-Seidel iteration pa diffusionslignin-
gen

Gauss-Seidel iterationen for diffusionsligningen giver nu skemaet

u"t) = D-L)y'Uu™+(D-L)'b=>

(n+1) n)

S T 201

hvor

bi = ui_y jo1 + 2Cou; joq1 + Uigr,j-1

13.2.3 Successive Over Relaxation - SOR

Formlen for Gaus-Seidel iterationen kan skrives som

Dx(") = Lx(") L Ux™ +b &
x = DL 4+ Ux™ + b)

(13.10)
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. Forskellen mellem to Gauss-Seidel iterationer kan nu skrives som
X = pe (Lx("“) + U;xﬁ%) + b) Cx™ o

"x.("*:.;"_) —x(") = D_1 (Lx("“) + Ux(“) + b - Dx("))

. x(g"“) = (") +D7! (Lx("“) + Ux™ + b Dx("))

Dette viser, at den n +l te iteration kan skrives som summen af x(™ og
. en storrelse, der 1epxaesenterel korrektionen ved dette 1te1at10nsskr1dt '
Hvis denne korrektion har samme fortegn mellem to 1l;'erat10nsslxr1dt
kan man med en vis rimelighed foivente, at iterationer 'ne vil konvergere
- hurtigere, hvis denne l\orrel\tlon bliver gget (se [3, side 262)).

- Derfor multlpllceres korlektlonsvektoren med en sl\a,lar w, der, som vi R
. senere skal se, antager vardier i mtervallet [1 2] w kaldes ogsa. acce- -, . .
g _'leratlonsparameteren - :

x"H) = x(")+wD (Lx("+1)+Ux(")+b Dx("))
a- wD"‘L) (1) = (1= )I+wD"U)x(")+wD“b®
Q) (I- wD“L) (1= )I+wD 1U)x(“)
4 (I wD“L) D" ‘b

. Nar denne formel anvendes kaldes metoden Successxve Over Relaxatlon o
- forkortet SOR. Ved w = 1 fas Gauss- Seldel formlen : '

i 1.3-.'2.4 SOR.iterati’onsr‘ril;it;ficé.n .
- . v,.SOR 1terat10nsmatucen l\aldet H(w) er glvet ved
o H(w ) (I- wD"L) ((1—w)I+wD“U)
hvxlket giver SOR: sl;emaet R

x("“)—H( )x("’+(1 wD"L) 'wD™'b . (131)
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/1325 SOR iteratib_p pa diﬂ'usionsligninéen

' Iterationsskemact for den konkrete version af diffusionsligningen fas -
lettest ved at:tage ud§angspunl\t i Gauss-Seidel sl\emaet som f¢lger
addel og subtlaher u pa 11¢Jx(331den

: ("'H) (n) - '
< (n+l) (n) + i1, + ut+l 5] + b u(ﬂ-)
. . "]

i 2C1
Multiplicer korrektionsstcs.r‘reisen med accelerationspara.meteren w:

‘ (n+1) (n) \
(n+1) (n) + w : 1,7 + u1+l J + b u('n')
' WJ '7.7 : 201 7

Udtrykket kan nu omskrives til

iag) {(n)-
+ur s+ b;
(n41) _ i—1,5 141 (n)
Uij, =W ( . 2C, : ) +(1 _w)ui,j‘

hvor
b = u;_y,jo1 + 2Cou; jo1 + Uig1 -1

13.3 Randbetingelser og iterationsmeto-
der

Betragt Gauss-Seidel iterationsskemaet i ligning (13.10). For i =1 og
i=N-1 ser skemaerne saledes ud

(n+1) (n)
Y o Uy,  Fujy;th
L - 201
by = wugj-1+2Couy ;-1 + U451
og
S ufg )+l + by
N-1, (201)
byvo1 = un_zj-1 4+ 2Coun-1;-1 + unj-1
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.hvor stdrrelserne ug ; og un ; er givet ved randbetingelserne i problemet.
Man kani“altsa opstille et Gauss-Seidel iterationsskema for et problem
- med 1kke'l,10m0gene Dirichlet-randbetingelser

U ey 0%
Y —(z, t) a >
u(z,0) = 0
O =f)
v u(Nt) = g(t)

a5 +ﬂU(x ) = (1312)

ved at definere _ N ) : S o
| = fjayy 7 |

Og A I C

| un; = g(j.At) |

(13.3.1 Neumann randbetlngelser

. Vi vil nu opskrive et 1teratlonssl\ema for plob]emet hv01 xandbetlngel-
“serne er af Neumann typen ' : '

ou. il

\ 1 (01 = g (®1) +8U ) = 0
, wwn=o :
ZU( ) fo( ) (0 t)+go( ) |
T 0= HOUMD e s

Disse randbetmgelsel l\an analogt med opstxllmgen af Crank Nlcholson &
A skemaet s1de 138 a.])pIOleeleS ved hjaelp af taylor udvnklmg

(?U ' ’lt,.HJv' u, ~1,j

- Ladnu (fo)i = fo (jArt) og’ (go) (JAt)
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For 2 = 0, det vil sige}._i? 0, fés da folgende : o
PR = (fo)as + (90); > :
uai = g 28a(fo)uos = 28a(ge);  (13.14)
og forj 1 | o o o
7;-1.1'—1 = iAlx,j—lw—: éAx(fé)j-luo,j—l —VL?AQ?(QO)j—l (13-15)
Crank-Nicholson formlen for i.= 0 ser saledes ud .

M_y,5 + Uy,; + b()
2C,

bo = U-1,5-1 + 202’(10J_1 + U1,5-1 (1316)

Ugj =

Punkterne (—1,7) og (=1,5 — 1) er fiktive, men kan elimineres ved
indsettelse af (13.14) og (13.15) i (13.16). Saledes konstruerer vi funk-
tionsveerdien u_y,; (henholdsvis u_, ;_;) ved hjelp af gradienten i z for
at kunne udtrykke Crank-Nicholsons formel p& randen.

Dette svarer ganske til at udvide funktionen kontinuert og differentia-
belt omkring et intervalendepunkt.

Vi indsztter nu udtrykkene for u_, ; og u_y;-; i (13.16)

U—1,j
™

1 -~ ~
U = 2_0{(”"j = 282(fo)juo,; — 282(g0); +u1,; + bo)

bp = u1,-1 — 28z(fo)j-1u0,5-1 — 2Aa¢(go)j—£+2czuo,j-1 + U1

U—1,5=-1

Dette giver at

1
UQJ‘ = C—l(u"j — A.’L‘(fo)j’lto'j - A:C(QQ)J +

1,5-1 — Az(fo)j-1u0,j-1 — Az(go);j—1 + Caug ;)

Samles wug j-leddene pa venstre side fas
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(1 +',-’—A.$(f0)j> ,; = (w1, tui-i +(Cs— Az(fo)j-1)uojo1 — = o7
g A0 J s = | tos =
3 Az(go); — Az(go)j-1)

hvilket alt i alt giver Crér;k-Niéholson skemaet for 7 = 0:

G+ Aalfa); Y |
bo = wy;- 1+(02—A~'L(f0)1 1o j- I*Ax(go) -1 (13-17)

Up,; =

= B2(g0); + bo)

Pa tllsva.rende made konstruexes skemaet for z = N men- her er det
UN4+1, der skal elimineres: '

~ Lad nu som for (f1); = fi(jAt) og (gl) (]At)
“For i =N, fas da f¢lgende '

UNHLj — UN-1; . V :
JQA:E : = (fl)JuNJ+(gl) ‘i

uNg = un- -1+ 2A$(f1) uNJ + 2Af’«'(gl)

.,'ogfor]—l

+

UN+1,j-1 = UN- 1,j-1. +°A1(f1)J 1UN; 1+2Aa(gl)1 1

' Crank Nlcholson fox mlen for 1= N ser saledes ud .

_ | UN-1,; +UN+1,j + by
' 20

by = UN 1] 1+2C2UN,J l+uN+1] '

UN,j

'Vl mdsaettel nu udtlykkene for uN+1] og uN.H,J 1 og far Crank
Nlcholson skemaet fore =N~

UN,; = . m(uN-m‘ +,;.A-73.(.(Il)j + bN) . '. ' (1318)

by = UN 1,1 bt (C2+A1(f1)1 l)uNJ 1+AT(91)
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Samles a.lt dette fis matuxhgnmgen

L [@rssiiy -1 1 [ wi ]
1 °C, -1 . - u; |
2120 -1 | uniyy
i o= (G- Az(f)) | | uwg |
(Cz Az(fo)j1) 1 ]
1 - 20, 1
o »
A - | 1 20, 1
st N L 1 (Co+ Az(fi)j-1) |
[ woi | [ —A2((90)-1 + (90);) |
. - Uy,5-1 7 0 ’
| + : (13.19)
UN-1,j-1 | 0
uni-1 | | A((g)j-1 +(91);) |

Vi kan nu opskrive SOR formlerne for Neumann problemet

z €]0,1]
n w n n n
f']“) = 2 ( ,_T;) + uf+)1,j + b;) +(1- w)ut(',j)
b, = Ui—1,j-1 + 2Cgui,j_1 + Uip1,5-1
=0
(n+1) _ w (n)
W7 = e asg; (4 Asle0) + o) + (1 -]
bo = upj-1+(Cy— Azx(fo)j-1)uo;-1 — Az(go)j-1
z=1 |
(n41) w (n+1) (n)
W = gy (o Anle + ) + (1wl

bv = un-1,j-1+(C2+ Az(fi)j-1)un,j-1 + Dz(g1)j-1
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hvor

',og_

; 13;4 A(':celéraftioﬁ%ﬁarﬁnétereh w -'

'Dette afsnit handler om hvmledes w kan vaelges saledes at. SOR 1tera,—' o
- tionen konvergerer hurtigst mullgt

". SOR iterationen kan skrlves som
u™) = g (w)u(")+(I wD“L) wD"‘b 0 (1320) ¢

~ ‘hvor H(w) som sagt e1 glvet ved ' .A
H(w) = (I~ wD*L) (1 - @) +uDU)

4 (1320) kan 6gsa skrlyes

u(nt)) = (w)u(") +k &
u™) = H(w) (H( )u(""l) + k) + k &

u+) = H(;J)("ﬂ)u@ +-»H(w)<“"i>.k +- § tke

_0

'i)ad nu A (w) vaere egenvégl‘diemg for H(w), det vil siéé

- hvor v, er en til A s(w ) h¢1ende egenvektm Da. H(w) er 1njekt1v udg¢r I
: ir.maengden af egenvektoxel ne en basxs for(L‘N ) og u(o) kan udtrykkes sorn'
- en hnearkombmatxon af dlsse ‘ ,/- : .

L

!
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N

ul® = Z CsVs

8- |

Iterationsleddet kan derfor skrives som

N

H(w)u(o) = H(w) chvs = Z c;Hw)v, = Z CsAs(w) Vs

s

Vi kan nu lave fglgende vurdering af iterationsleddet (13.21) side 155

S N :
; IH(nH,,)(w)U(O)I = Zx\;""l(w)c,va

N .

YA ) lesve|

8

IN

N .
< Z max |/\'s‘+1(w)| A
L

N
< (max, |As(w)])"H! Z s Vs

Heraf kan vi se at H(w) er en kontraktion, hvis max, |,(w)] < 1, hvor-
ved ligning (13.20) har et fixpunkt [8, side 19]. Den samme betingelse
gelder for konvergens af summen Y _, H(w)™k Iterationen konver-
gerer endvidere hurtigere, jo mindre egenverdierne er. Vi sgger derfor
det w, der minimaliserer H's egenvardier.

Det er ifglge [3, side 277] muligt at udlede en formel for w, hvis matricen
A er 2-cyklisk.

I bekraeftende fald gelder nemlig folgende sammenhang mellem SOR
iterationsmatricen H(w)’s egenverdier (1) og Jacobiiterationsmatricen
B = DY(L + U)’s egenvaerdier u:

(A +w—1) = 2?? (13.22)
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Fra denne ligning kan det vises, at den verdi wj, de1 optimerer SOR
iterationen, er glvet ved

2

wp = Yy .. (13.23)

hvor p(B) = max | | er spektralradlen af Jacobiiterationsmatricen. Lig-
ningerne (13.22) og (13.23) vises i afsnit 13.4. 3

I det fplgende definerer vi begreberne 2-cyklisk matrix og konsistent
ordning. Vi viser endvidere at ‘matricen A i Crank-Nicholson formlen
opfylder dette. Derefter kan vi vise sammenhaangen mellem Jacobi-
og SOR- iterationsmatricernes egenvardier, og vi l\an udlede formel
(13.23), hvoraf det- bedste w bestemmes

13.4.1 2-cykliske matricer

Definition 13.1 2 'cylcliske matricer
EnON x N matriz ka‘ldes 2—cykli5k, hvis folgende to betingelser er opfyldt:

1. der ekszstere1 2 dzs;unkte maengder S og T fra mengden W =
[1,2,.:.,N], saledes at SUT =W. :

2. hvis a; # 0 skal en aff@lgende tre tzlfaslde gazlde 1=7,
(7,7) € (S, T) eller (z ]) € (T, 3).

Dette illustreres bedst gennem et eksempel. Vi tager her udgangspunkt
i matricen A 1 Crank Nlcholson formlen (13 2) side 143

Eksempel 13.1. En 2-cyklisk matrix
Se pa tridiagonalmatricen

[2C, -1 0 0 0
-1 2¢, -1 0 0
A= 0. -1 2¢, -1 O
0 0 -1 26, -1
0 0 0 -1 2C

L -
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Idet vi ser bort fra diagonalen og placerer de pvrige indices<(t, ),
hvor a;; # 0 i henholdsvis S og T vil:

S T
1=1 ] =2
1=1311=2
=3 |1=2,4
j=3,5]i=¢
i=5 |j=4

hvor i og j angiver henholdsvis reekkenummer og sgjlenummer.
Mengderne er nu givet ved

S =1{1,3,5}, T=1{24)
hvilket giver at SUT = {1,2,3,4,5}.

Da N =5 har vi saledes vist at tndxagonalmatrzcen er 2- cykhsk

Der gelder folgende seetning om 2-cykliske matricer

Satning 13.1 En matrizc A er 2-cyklisk hvis og kun izvis, der findes
en rekkevektor v = (m,72,...,IN) € ZN | siledes at hvis a;; # 0 og
i#jsder|y—7l=1 »
Beviset findes i (3, side 290].

En vektor med disse egenskaber kaldes en ordningsvektor for matri-
cen A.

Hvis A er 2-cyklisk, kan vi finde to ordningsvektorer v() og v | med
verdier i IN  (mod 2) idet

(1 _ { 0, hvisie S

T 1, hvisteT
og
(2) _ 1, hvisze S
R 0, hvisieT
Ordningsvektorerne for eksempel 13.1 er da
= (0,1,0,1,0)
og

v =(1,0,1,0,1)
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Deﬁmtlon 13.2 I\onszatent ordning

En 2—cykhsk N x N -matriz er konszstent ordnet hvis der ﬁndes en
' or y = = (71,02 - .:,9N), sdledes at hvis a;; # 0 sd er kom-
' po_nentemc 1*7 stzgende ordnet efter komponenternes verdi: ‘

Satning 13.2 Huis matmcen Aer 2—cykhsk sa ekszstm er-der en per—l
mutatwnsmatrzx P saledes at PAPT er konszstent ordnet

" 'Bevis :'

Lad v vare en ordnmgsvel\tor for A. Ved at ombytte komponen- )
. terne kan man opna ordnmgsvektonen v, hvor l\omponenterne er .
ordnet i stxgende raekl\ef(zslge P kan nu konstrueres pa f¢lgende,
méde: Narto elementer i og-j ombyttes i, opskuves den elemen-
teere permutatlonsmatux P;; (Enhedsmatrlcen med sgjle i og 7
ombyttet) Nar de naste to elementer m og n ombyttes opskri-
ves' permutatlonsmatrlcen P...., hvorefter den multlpllceres ind
fra vénstre pa P; ;- Saledes fortszettes indtil alle ombytmnger er
foretaget og vi har matricen P =...P,, ,P; ;. Vektoren v er da
en ordnmgsvekton for den l\onsmtent ordnede matrlx PAPT -

Da. matrlxploduktet Pm nP,,‘ ikke kommuterer, vil P lkke vare
entydxgt bestemt SO ] R |

;-

“Eksempel 13.2.

' Ordningsvektozén 71( ) (l 0,1,0 1) fra eksempe] 131 ordnes
‘ved at ombytte I\omponent 1 og 4. Dette gzver permutatzonsma-
. tncen :

e + - ¥

o

1]
o = OOO
coo~o
O~6-H_'o‘c
cooo
-0 0.0 0
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. og matricen -

2, 0. |-1 0 -17

1 0 26 {-1 -1 o0 -
“PAPT = "1 =120, 0 o0

. 10 =110 20, 0

S -1 00 _0 201 1

Denne matux kaldes blok- trzdxa,gonal og er kendetegnet ved at

vare pa formen
D1 A
B; D
hvor D; er diagonalmatricer.

Matricen A i Crank-Nicholson formlen (13.2) side 143 er altsi netop
en 2-cyklisk matrix, som kan ordnes k01131stent

13.4.2 Egenveerdierne for SOR- og Jacobi - itera-
tionsmatricerne

| Satning 13.3 Hois en b)ok tridiagonalmatriz A opsplittes som
A=D-L-U
pd samme mdde som i ligning (13.6), sd er
det(D — L — U) = det(D ~ aL — o™ 'U)

for a # 0 vilkdrligt valgt.
beviset findes i [3, side 278]

Egenveerdier for Jacobi-iterationsmatricen

Egenveerdierne for Jacobi-iterationsmatricen B = D~Y(L + U) er rgd-
derne i ligningen det(uI — B) = 0:
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'det(;zI - D"}:(L +U) = 0o

det(D'l)det(/tD ; _
det(uD L- U) =0 . (13.24)

- '1det detD‘1 = 2D ;é 0.

| Egeﬁvaerdier’for S()_R-iteration:sm‘atiricen
Egen\{aerdierne X for SOR ‘iterat‘io'nsm‘ati'icéﬁ |
S H = (I-wD™'L)}((1 - &)L+ D'U)
er r¢dderne i det[AI H] =0
:_det[/\I H] = det[A\(I - wD™'L)" (1- wD“L)
' ~(I~ wD‘lL) (1 - )I+wD"U)] .
= det[(1- wD"L) I wD“L) (l—w)I wD‘lU)
= det[(I- wD“L) ‘D"(,\D AwL—wU (l—w)D)]'.:
= det{I=wD™'L)" ‘D'l((/\+w—1)D NoL —wU)]
=‘-det[(/\+w—1)D AL — wU]/ (det[I - wD" ‘L]det[D]

men da (I—wD™'L) er en nedre tlel\antsmatnx med et- taller i dlagona-
~ len, er determinanten af denne lig 1. Endv1dere er det[D] # 0 Derfor '
fas egenvaeldxeme af llgmngm L -

LI

det[(A+w—1)D AL - wU)] 0

Da det ér glvet at A=D-L U er en blok tudlagonal matrlx sa,". B
S gaelder ifglge saetmng 13 3 at - -

det[ (A + w— l)D AwL wU)] :
# det[(/\ + W l)D —-a)\wL —a” wU)] o
=0 ‘ |

for a,w #0. -
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13,4.3 Sammeénhazngen mellem egenvzerdier og
- accelerationsparameter

Nu kan vi vise ligning (13.22) side 156
B;avié . | o _»
saet nu a? = } og v;elg d = )\";"', )\ #0 Da.fis
| detfA +w—-1)D = Mw(L+U)] = 0e
AV dethPw A +w-1)D—(L+U)] = 0

detAHw' (A +w-1)D— (L+U)] = 0

ﬁHvor Ner dimensiénen af matricen. Sammenholder vi dette med
ligning (13.24) . :
~det[fgD - (L+U)]=0"

férvi
po= AVl Atw-1) &
A+w—1)7% = Iyl

Vi kdn nu vise formlen i ligning (13.23) side 157.
Bevis :

Udgangspunktet er at ggre spektralradius for H(w) sa lille som
mulig, det vil altsd sige at vi vil minimalisere udtrykket max |}
som funktion af w, (se eventuel side 156). Denne funktion kan
findes ud af sammenhangen-

A+ w—1) = 22y’ (13.25)

Dette kan omskrives til

Adw-1 = \/wa &

1
——A+1—l = Vi

w W
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. : Y3=_!‘;'

- :Figur 18.1: Skaering mellem I,iqién og parabolen o

-la,d nu

cn-lo=—(A-1)
yp = Vip

Plottes y—1 og J2 indien A X y graf kan. l¢sn1nge1ne aflzeses
som skeringspunkterne mellem linien og parabolen. V1 er ude
efter at minimalisere den stgrste egenvaerdi |A|: Dette minimum "~ |
findes pa grafen ﬁgul 13 1 fra’ [3 side 283] ‘hvor lmlen kun r¢rer NEATY
parabolen i et punkt. SRR

Vi omsl\uvel nu llgmng (13 _),til; en a,ndengtadsligning ':i.-'/\:;. N

(/\+w—1)2= /\wp ¢>
: ,)\2+2)\’(.w—'1_),;+ (w=1)? = )\w;t g

Pt +2;\(‘-(w.-;;_1) _ ;w?,'ﬁ) + w1y -,=“ 0 (13 26)
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'Digkriminﬁgte“ for denne andengradsligning er

u=4((<w-.1)—§wfn2) r(w—l)’) RNCEED)

Seettes D = 0 kan vi finde det w, der rhinima)iéerer max |A|. |

0e

=
TN
——
€
|
|
D |
&
[~
=
~
~—
~
| .
T
|
e
~—
1}

_ 1 | ~
(W =1+ quh’ —(w =Dy —(w=1)" = 0&

V4—w,u —(w-1w? = 0&
| ,
sz,uz-(w—-l) = 0= (13.28)
1+ /1= 2
w o= —r—
2#?

Pluslgsningen vil give en tangent, der rgrer parabolen i et A > 1.
Dette vil give en divergent iteration i det en kontraktion, ifglge
Banach’s fixpunktssetning [8, side 19], jo kreever at A < 1. Vi
veelger derfor minuslgsningen og omskriver den som fglger :

2(1 — /1 - p?)
pu? ‘
21 -v1-p2)(1 +/1-p?)
T 1)
2(1 -1+ p?)

Pl + /1 = p?)
2
14 /1 —p?

Lgses ligning (13.26) nu med D = 0 fas
_ 2w —-1) - %w2#2) £0 _1,,

5 = gwu —(w-—-1)

A
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Vi indsatter nu udtrykket for 1w?u? fra ligning (13.28)
A ='2(u“) —-1) - (w".—- 1) =w-1

da SOR iterationen kun l\onvelgerer for |/\| <Lvil0<w< 2
Dette er ingen leStlll\thll i forhold til udtrykket for w.

Endelig galder det, at hvis |u| = p(B) (det vil sige den stgrste
egenverdi af Jacobiiterationsmatricen), sa vil ogsa |A| veere stgrre
end for nogle andre u (se [3, side 284]). Og da konvergensen er
determineret af minimum af max ||, erstatter vi y med max |p| =

p(B) i foxmlen for. w og far

. 2
Wy =

"1+ /1= p%B) , i

'Spektralradi.us af Jacdbiitérétionsmatmcen . v &

Vi skal nu finde p(B) og dexmed wy for Jacobuteratxonsmatrlcen B ;
" hvor B = D-Y(L 4 U) er givet som i ligning (13.8).

Egenvaerdnerne til en tudxagonalmatux af formen

o 6le .
6 8 o
8 -~ .
SR i

- findes ved at betragte den tll egenvaeldleme Iz h¢rende egenvektor v
‘Dergaelderjo, _ S L T N S

' &
'

Tv=pv & (T-pulliv=0
Dette givef anledning til li'gnings-s'yistemet

hvor j = 1,2,...,(N—-1)ogvg=vy =0
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Lad nu v; = Km? hvor. K # 0 og m # 0 er konstanter [3 side 153]
Ved: substltutlon af‘dettc i (13.29) fas

ckm’ '17+ (a = /‘l)[\-"vn" + b mi*! = 0&

c+ (a —p)m + m? = 0=

., ' : . m
E . . m =
.- - , L, L . no

Hvis vi saledes har to lgsninger v; = Km] og v; = Lmj, sa vil linear-
kombinationen af disse give den mere generelle lgsning

e Fend "
UJ_I&ml-\LLmZ
_i

Da vy = QN = 0 far vi ligningerne
K+L=0 og Km}+Lm) =0
Af disse to fas .

L = —-K }
=

LmY = —Km¥
7o ()
= oo (™) 21
K ma

n
1 .
612773 : :
771‘2

oo % (13.30)

M2

hvor s =1,2,...,(N —1).

I en normeret andengradsligning vil produktet af r¢ddeme give kon-
stantleddet, det vil sige at mym, = §. Al dette fas my = som kan
indsaettes i (13.30):

bm’

c 213 o
—— = e N
)
bm?
bm? —izms
—_— == e N <
c

m e ()
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) C % ims
m=(3) ¥

.Summen af rgdderne i en normeret andengradshgmng er 11g minus ko-
efﬁcxenten t11 forste- gla.dsleddet det vil snge . :

Pa samme made fas:

» ‘-'(d.—'. /‘»a)' o

@) - g
a+b(§)%*(e%?£—.i‘-¢:ﬁ?)"' =" /.zsl @ | S
a+2¢82cos (%) - (13.31)

, 'lc"<”)

gy = - ——CO0S8 .

B = G\
Spektralradius'ﬁhdes nu ved at maximalisere u&t_rykket

)

Funktionen har mgen stat10nae1e punl\ter i mtervallet s €1, N - 1],,
'hv1lket ses af f¢lgende : - , :

P(B) = msax(l‘s) ma.x ( -él:cos (WS)

il
1 c8 = pN -




168 ER . _ - Iterative metoder

hvorpe Z . R o : : o

Vi skal alts3 spge rh“a‘ksimum i endepuhktérﬁe s=1ellers=N-1.
Da vi regner numerisk er det dog-ligegyldigt, idet cos antager samme
numeriske storrelse i de to endepunkter. Valger vi's = 1 fas udtrykket -

2 .
wp = ' (13.32)

B 1+ \/1 = (& cos(&))?
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13. 5 Stabllltet og konvergens

13.5.1 K‘?nvergéhs af numerisk lgsning

Vi vil i dette afsnit uﬁdérse_sge, hvor godt différensligningen’

F(u) = 2= Yiamt

At -

a u:—l,] 1 — 2u; - 1+u,+11 v Uimnj — 2w + Uiy 4
L9 R : Azr? - R R '
Bl iy 13.33) |

"._approksimerer differéntialligningeh

) = %(t/(m 0- g(f(x 1)+ BU(z, 1) ,(13_.’34);

Vi. antager, at begyndelses— og 1andbetmgelser er txlstlaekkellgt paene ) :
det vil sige, at de skal vare dlfferentxable med hensyn tll 2 og t samt.. o
o lmeaere med hensyn til U(x t). ' S

A vHv1s denne approxxmatlon sl\al vaele rlmellg, skal llgnmgen vare stabll ;
. og konvergent ' ; - :

.‘.‘
E

""DiSSévbegrebgl; defineres i det-fglgende: &
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Konvergens

- Lad U{z,t) veere den eksakte lgsning til differentiallig-

- ningen (13.34), og lad u;; vaere den eksakte lgsning til dif-
ferensligningen .(13.33), s& vil differensligningen konvergere
mod differentialligningen hvis og kun hvis

Vi, g (U(iAZ, jAL) —u; ;) = 0 for Az = 0,At — 0
- Differensen U(iAz, jAL) — u; ; Kaldes for diskretionsfej-
len. Stgrrelsesordenen af denne afhenger af afstanden mel-
lem de efterfglgende gitterpunkter se figur 5.1 side 48 samt
antallet af begyndelsespunkter, der anvendes til at approxi-
mere de afledede, nar de beregnes ved brug af taylorudvik-
ling. <

Generelt kan diskretionsfejlen mindskes ved at mindske
Az og At, men nar de mindskes vil antallet af ligninger,
som skal lgses gges. Ved lgsning af konkrete problemer, vil
stgrrelsen af Az og At afhenge af, hvor mange tidsskridt
der skal beregnes, samt hvor meget tid der kan anvendes til
disse beregninger. Disse faktorer skal tages i betragtning,
nar sterrelsesordenen af diskretionsfejlen skal vurderes.

Til sidst er det vigtigt at naevne, at det er svert at
beregne et preecist overslag over konvergensen, da det eks-
plicitte udtryk for denne ofte indeholder ukendte afledede
af funktionen u(z,t), som hverken har en pvre eller nedre
greense (2, side 45].

Stabilitet

De ligninger, som rent faktisk lgses, er naturligvis ende-
lige differensligninger og de lgsninger, som beregnes til de
efterfglgende tidsskridt, er alle fremkommet {ra de kendte
begyndelsesbetingelser. Hvis der undervejs ikke introduce-
res nogen afrundingsfejl, under beregningen af de enkelte
tidsskridt, vil det veere muligt, at beregne den eksakte lgs-
ning til differensligningen i alle punkter u; ;.

Essensen af begrebet stabilitet er, at udviklingen af
fejl 1 beregningen af lgsninger i de enkelte tidsskridt, bli-
ver begreenset i forhold til den givne begyndelsesbetingelse.
Saledes at lgsningen bliver sa eksakt som muligt.
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For differentialligninger med linezre begyndelses- og
randvardibetingelser, har Lax og Richtmeyer [2, side 53] de-
fineret stabilitet, ved at betragte, hvordan perturbationer af
begyndelsesbetingelsen forplanter sig, efterhanden som der
regnes frem i tiden. Hvis perturbationerne bliver mindre
som tiden gar, siges metoden at vare stabil. Hvis pertuba-
tionerne vokser lineert, findes der metoder, som kompense-
rer for denne vackst, hvorved stabilitet alligevel kan opnas
(se [1, side 57}). Vokser de derimod eksponentielt med tiden,:
siges metoden at vaere ustabil.

Kompatibilitet :

Det er nogle gange muligt at abproximere en differenti-
alligning med en differensligning, som er stabil, men hvor
lgsningen af den konvergerer mod en anden differentiallig- -
ning end den gnskede. Hvis dette er tilfaeldet, siges diffe- .
rensligningen at veere ll\l\e kompatll)c] eller inkonsistent. [3,
side 40] ‘

Kompabilitet beregnes ved at se pa differensen mellem
differentialligningen og differensligningen.

Lad U(z,t) vaere lgsning til differentialligningen (13.34),
det vil sige at L(U) =0, og lad u;; veaere Igsning til diffe-
rensligningen, (13.33) det vil sige at F(u) = 0.

Hvis vi nu lader v veere en kontinuert funktion af z og t,
med et passende antal kontinuerte afledede, saledes at L(v)
kan evalueres i alle punkter (zAz, jAL) sa vil l.uml\umgs—
fejlen T; ; veere givet ved : '

T;j(v) = Fijo) = L(vi ;)

Hvis . .
T;;(v) — 0, nar Az — 0,At -0

siges dif[erensligningen at veere kompatibel med differenti- -
alligningen. 1 dette tilfalde har vi beregnet den fejl, der
opstar ved at erstatte L(v; ;) med I ;(v).

Ofte vil man i praksis ikke benytte denne generelle be-
regning, men istedet for v;; benytte U(x,t), sa kaldes tr-
unkeringsfejlen lokal i forhold til L(U). T dette tilfelde, vil
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den lokale tl'tlrlkel'illgsfejl'Lpunktel; t,) veere givet ved:

T;; = Fi;(U)

Hyvis differensligningen skal vaere kqmpatibél ‘med differenti-
alligningen, skal denne fejl ogsd g& mod nul, nar henholdsvis
Az, og At, gr mod 0. -
Da den ;differeffiialligning, som vi skal undersgge er linezr, kan vi be-
nytte os af Lax’s saetning [3, side 72], som siger :

Satning 13.4 Laz’s ekvivalens setning

En lineer differensligning som approksimerer et lineert problem kom-
patibelt konvergerer, hvis og kun hvis den opfylder stabilitetskravet.
Altsa '

linearitet, kompatibilitet, stabilitet = konvergens

Det er altsa tilstreekkeligt at undersgge, om ligning (13.34) er kompa-
tibel og stabil med hensyn til differensligningen (13.33).

13.5.2 Kompatibilitet
Lad U;; = U(i:Az,jAt). Ved indsettelse af U i ligning (13.33) fas:

Uij = Ui

P ==—7

a (Uirj-1 = 2U; jox + Ui -1 + Uicy 5 = 2Us 5 4 Uiy 5
i +
2 Ax?

g(U,',j + Uij-1) (13.35)
Hvis vi antager, at U kan differentieres tilstrakkeligt mange gange i
bade tid og rum, kan vi finde udtryk for stgrrelserne i (13.35) ved
Taylorudvikling i et enkelt punkt. Vi foretager nu to taylorudviklinger
i Ui j—1 med hensyn til ® og en taylorudvikling i samme punkt med
hensyn til {. Herved fas:
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R3

~Pa samme made bliver

Det f¢lgef_ da at

173

aU,] ] 20 U;] 1
5:1; + ZA B
0 U -1

3 1J 4
+6A T 93 _A e
aU,] 1 A 28 U,] 1

3:1: T 9x

3 U. 1 a4Uz 1
‘eA dz B o A ’ Oz 3.
OU; j1 ,0%U; i

o +-2A- R

OL 1 U ;4

3 i,j—1 J—1
+64t. ot 24 ot

Ui+1,j;1_ = Uz, 1+ Az—7—

Ui—l,jfl = Ut]l Az ——

Ug,_,' = U',j 1+At

Vi deﬁnerer'riudqn celntl‘ale differenskvotient operator

ops U Uy
“Vitdi T T Ag

5;(55U§;}~1)
Uipgicr U“-%a—.l)

T Az
U"+1"]‘_] - 2U; 7—1 + iUtL:—‘l,].-‘l
, Ax?

2
) -6.'L’Uiv‘j_l

: s

Indsaéttes ﬁdti‘ykkene (1336) og (13:37) i-dette {3s

| o 402U-' i 1,0 ;-
ay o DY 1 A 20 Vi
63U“"."f ./ 0zx? + 12A . Oz (

L U = QUi 4 Uini s
. 9 Vil 1] -1,7
i v

aU,]l :

)

(13.36)

(13.37)

(13.38)
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" Stgrrelsen 5§U,, ka.n(Ta.yloru”dviHesri 62U; ;-1 ved bi{ug af ligning (13.38)

.5’U,, = 5'-’(/,, 1+ At(;9 62U + O(A) (13.39)

Vi oberverel nu at andenmdensleddct (pa, naer konstanten a) i ligning
(13.35) kan udtrykkes ved

:1)'(55[]{,1‘—1 +82Ui5) =

A fUicrjo1 = 2Us -1 + Uigajo1 + Uiy j — 2Ui 5 4 Ui
2 Az? .

Denne stgrrelse kan derfor udtrykkes ved ligningerne (13.39) og (13.39):

1
-2—(6§U,-,,-_1 + 82U, ;) =

[ SRR

6 8 U, -1 a 1 a U,’ j—1
2 J= O 1 4.2 J
(25 R TR e AU R )

82Us 51 + (At%a g’i = +0(AtAz )) =
277, .
° gli—*i" +O(Az?) + %%Ata aU ;- to(ansh) - (13.40)

Desuden finder vi udtryk for 22 og U i (13.35) ved at bruge (13.38):

Ui; — Uij=x _ AU, ;-1 + -I-AtazUi'j—l

At ot 2 ot?

PU; ;4 U, 5
L9 Vi 30 Vij1
6At 513 + — 52 At ekl
oU; ;-1 + 19, 0U; Ui i1

a T2at e

+

+ O(At?) (13.41)
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og .
-Ui‘,j—l + Ui, _ laU Uiy 28 U'J_1 |
' a U -1 3 U -1
2 A0 Vi 49 Vij1
12At ot3 ,+ At T o
10 o -
= U,J 1 + At26t '!j—l.+ O(At ) : (1342)

Ved indsattelse af (13.40), (13.41) og (13.42) i (13.35) f?_‘is:

_ an.j'-l 82Ui,j—i | : L .. .

3 ‘<'0t"__a;'6a:2 +ﬂ"U"'J'—1. |

At9 (Uijen  Uiyey | .0\ -
8t ( a9 "0z +ﬂU']_l> |

+ ol @) + O(AF?) +0(AtA?)

F(Ui:yj'-l)

Men da L(U,’,]‘_]) =0 og da:(Q(AtAzz) .niajoriseres' af O(sz)fis ‘

F(Uijo1) =0 ( )+(’)(At)—>0 f01 A:c At—-»O

" s
R

'hvorfor Igsningssystemet ér kompatlbelt .

13.5.3 Stablhtet Dxrlchlet randbetlngelser

Vi betragter nu Crank Nlcholson fmmlen som OpStlllet i llgnmg ( 12, 6)A |

- afsmt 12 1:
~tio1,; + 201U 5= Uigr = tiz,i-1 F 202U o1 + Uiga i
Har ligningssystemet ra'ndbetinge]seme;

uo; = di; og un;='dn_1;

kan det pa matrixform skrives
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(2, =1 0.0 0 0] [w, ]
-12¢, =1 0 0 0 ug,j
0 -1 20 <1 0 0] uy _
| 00 0 0 -1 2Ci | | unoig]
[ 202 1 00 0 0 1 [ Urj-1 1 [ dl,j;l ]
1 202 1 00 0 - Ug,5-1 0
0 1 202 1 0 0 Uz, j-1 . + 0
0 0 001 20, | | uniiyr | | dviijon |
eller bare

Buy; = CUj_l +dj-q
Eftersom B er invertibel, kan dette skrives som
- _n-1 -1
uj = B Cllj_l +B dj_]_
Lad A = B-1C og f; = B-1d;. Da vil
uj = Aujg+fig

= A(Auj_z +f5_2) + £

...........

= Aug+ AFMo + A2 + A3y 4 f5, (13.43)

Vi vil nu undersgge, hvorledes en pertubation af begyndelsesbetingel-
sen forplanter sig, nar der regnes frem i tiden. Lad ug og ug vare
begyndelsesbetingelser med den indbyrdes forskel:

ep = uf, — Up

Vi gnsker af Beskrive hvordan

-

udvikles, nar j vokser. Ved (13.43) fas:

b
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o Al
ej = uj u; = A'eg

hvis u* og u har samme vaeldler pa randen Dette glver 1f¢lge llgmng
(13.47).side 187 at . '

llesll < llA%][lleoll
~ men da '

1A% = |AAY < JJAJIIASY < o < (AP

o

Alesll < AP fleoll - (13.44)

~ Den naturlige definition af stabilitet er-derfor: R

‘Deﬁnlﬁon 13.3 Stabilitet
- Losningsskemaet er stabzlt hvzs ||A|| < 1

' If¢lge saetnlng 13.7 snde 187 er det endda tllstrael\kellgt at vise at
p‘(:.A) <1
‘Udregr'iing'af p(A)

DaBogCer mvextlble og l\ommutel er glvex formlen for egenvaeldlerne
i hgnlng (13 31) i det l\on]uete txlfaelde ' : '

= (04 '<-1)<-1>cos (%))4‘ (26 + 2T Teos () -

(= -lres(®) 0
Al+§)+1+cos(ﬁ") . .

" - For a >0 og ﬂ 2 0 vil det gaelde at

max [)\,'[‘ = p(A) <1

. L - L L . f » ..' %
.- og systemet er dermed stabilt, for faste randbetingelser.

i
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13.5.4 Neumann randbetingelser

Et randbetingelserne afledede med konstante funktioner f

%g(o, t) = foU(0,t)+ go(t)J
x :

PN = AU +0i(0)

fas specielle iterationsskemaer i randen. Disse kan samles i en matrix:
ligning ‘ ’

[ (Ci + Az fy) -1 ] [ Ug,j ]
-1 X 201 -1 ) ) ulyj
R X : =
-1 2C,; -1 UN_-1,;
L ol (Gi-bef) || wwy
[ (Cy— Azfo) 1 ]
1 2C; 1
. x
1 20, 1
L . 1 (Cy+Azfy) |
tojor | [ —A2((g0)i-1 + (90);) |
Uy,j-1 0
: + : (13.45)
UN_1,j-1 0
L unia | | Ae({;)i-1 4 (91);)

hvor konstanterne Cy og C, cr som defineret pa side 141. Vi multi-

g]icerer nu dette ligningssystem med %%. Diagonalelementerne bliver
a
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oAt aAt [ Az? szﬂ
—9 / = 2 — -
Am?uc-l - Aa? (Ata+ 2a +1>
2
SN 1+.Ax At,@+2aAt‘
‘ ' 2Az?
Az?B + 20 At .
= 2 = 13.4
4 (1+ ] ,Amz) (13.46)

" Vi omdgber nu st¢rrelser1i_e s_z'i' '

_ Az + 20
= —

og

At
Am2

r =
hvorved hgnmg (13 46) l\an sl\uves
dr,?Cl _o(l4qr)
Pa tilsvarer.ldevvis far vi at :
N

,E()C‘ A = CYl7 r)Cg i (1 -—q'l‘) ’

Vi multxpllcelel nu fmste og sidste 1aekl\e i lngmng 13 45) med 2 og far
= f¢lgende : : -
Stgrrelsen 2(Cy + A:Lfo) bliver ved multlphl\atlon med ar tll 2ar(C’, +f'

] A:cfo) hv1lket glver at L o S

2(.l‘5+ qr) + 207',A‘-"3fo =2 +2r(q+alzfs) | L

o og"télgmen'tevt.,;pi‘ plads nr. (1,2) og N,N-1 bli.Ver
rear

Pa denne made kan li’g»‘iiingssyst‘emet skrives
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[ 2+ 2r(q + anfo) —2ar : _ ]
. —ar 21+qr) —ar -
—~ar 21+ gr) —ar h
—2ar 24 2r(q - alzfr) |
§ U, 1 -
ful,j
UN-1,j
[ YN
[ 2 - 2r(g + alzfy) - 2ar ]
ar 2(1—qr) ar
X
ar 2(l—-gqr) . ar
2ar 2-2r(q — alzfy) |
[ woior | [ —A2((90)i-1 + (90);) ]
ulvj_l 0
: +
UN-1,j-1 0 ’
| ung-1 ] | Bz((g1)i- + (91);) |

Dette kan nu skrives pa en kort form

(2INy1 = rTN41)uy = (2INg1 + 7TNe1)ujo1 + byg
= (4IN41 — (2IN41 = *TN41))ujoy + by_y.

hvor vi har skilt 2 gange enhedsmatricen ud af systemet, og hvor T er
givet ved (N +1) x (N + 1) matricen

[ -2(¢+ aAzfy) 2a
a -2 a

a -2 a
20 -2(q—aAzf)

=
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Dette ski’-ivés nu
: Bu; = (4IN-1 - B)‘_lj%l"*' '?5-,1'- :

' Endelig fas.
' (4B- -—IN_ )UJ 1+B bj 1-

hvor B er rna.trjcen ‘

g+ abefy)  “ar
o Lar L 2(14gr) —ar

L S e 24e) —ar
' L o S L —2ar. 2+-2r(q-+:aAz‘fi

| ._Systemet er nu stabxlt hvxs spel\tralladms af 4B 1 _ I er rnmdre end
eller hg 1 Det vil s:ge at ‘ o o

X §_1<1 '

- fbr.‘alle' A hvor A erve‘:n égeﬁvznrgli,for B.

S | »<._.;_ <l &0 =< o
Ay 1SPeusys?

| hvxlket betyde1 at A > Vi benyttel nu Brauers sa:tmng 13 6 Slde 185
til at finde ud af, hvoxna1 dette ga:ldel ' o S

R "Lad . a5y VEETE €l dlagonalelement hvor ‘s 7& 1 og '8 # N + 1 La.d P
~ veere den numeusl\e I?el\l\esum flatxukl\et @ss.

;‘A‘.V,'Elementet a,s l\an nu- antage txe fmsl\elhge vaerdler:

1 a,_, = 2(1 + q1) (Det mche af hgnmgen)
2 Qgs, = 2 + ‘77'( + aA'vfo) (Venstle snde)

o X 4 =2 +: 27f_(¢1f CYAI?fl:){('I?I(?’J,,I'?. snde).'-'_

" Tilfelde 1:
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: k as, = 2(1 + qvl‘)Aog P; = 2ar. ,
Braters s&tning giver da at

A - 2¢r} < 2ar =
—2ar <A —2— 2qr < 2ar ' =

242g-a)r SAS242q+a)r

For at A > 2 skal det gelde at

_ A2+ 20 _ Aa?p
a 2 T g

hvilket er opfyldt for 4 > 0.

Tilfeelde 2:

>0

Velges diagonalelementet a;, fas P, = 2ar.
Anvendelse af Brauers sztning giver uligheden

A =2 =2r(¢+ alzfy)| < 2ar

af hvilken vi far

—2ar <A -2 -2r(¢+ aAzfy) &

24 2r(¢q+aAzfo—a) <A

Da XA > 2 kraever vi altsa at

g+alAzfy—a > 0&

Az?
2 4 +alafy 2 0&
2afo
Az > -—
- B

Tilfeelde 3:
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Vaelger v1 nu dlagonalelementet ann far vi helt analogt

IA - 2 - ‘)r(q - aAa:fl)| < 2ar
hv1ll\et glver ullgheden
- =2ar £ A= 2"—12‘7"(q - aAa:fl) & »
‘2+21":( —aAa:fl —a) < /\A‘ S

Da A> 2 kraever vi altsa at

q- aArfl —a. 20@ .
A2?8 e
w9

- aAa:fl 2 ;'0 @ :
I épecial'tilfaéfdeﬂ B =0 fas pa samme rﬁide

ez

. og B
anf1<0

Brauers saetnmg siger, at f01 enhve1 egenvaeldl ﬁndes de1 mmdst et
“ 65558 uligheden |\ — ay| < Py er ‘opfyldt.. Den 81ger ikke: hvﬂke S,
"~ der opfylder uhgheden Nar vi vil opstille et sa.mlct stabilitetskrav pa
- parametrene skal det clel f01 gdelde at alle kla.v er opfyldt sarntldlgt R

. . ‘For‘
B0
Chg0

" er ligningen js'éilmedés ubetinget 'SVLa_bil.'f
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13.5.5 N‘yttiﬁge saatnin‘ger

_ S&tmng 13. 5 Ger. sclzgmmc fmste saatnzng

Storrelsen af den starste egenveerdi i en kvadratisk matriz A er aldrig
storre end den Gtmste reekke- eller sgjlesum 1 matrzcen

Bevis :

Ladi—X; veere en egenvaerdi i N x N matriceri A og lad x; veere den -
korresponderende egenvektor (vy,v,,...,vn).:Da kan ligningen

AX,' = /\,'Xi
skrives
vy + apva+ - Fav, = An
Anvy + QU2+ 4 Qo = AUy
A1V + AgoU2 + -+ + Asn¥Uyp, = Aivs

Lad v, veere den stgrste af (vy,vs,...,v,), udvalg den s’te ligning
og divider med vy:

/\i=asl (y'l')+as2(1£>+"‘+asa+"'+a3n(‘v—n)
R v, U,

Derfor er
I/\ll S la'sll + las2! +-.- + |asn|
fordi

—| <1 foralle:
Us

Hvis denne razkkesum ikke er den stgrste, vil den stgrste rackke-
sum stadig majorisere |X;]|.

Teoremet geelder helt analogt for sgjlesummer, da den transpone-
rede har samme egenvektorer.

0
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| Saetmng 13 6 Braucvs sa-;tnuu

Lad P, vere den s 'te rakkesum fratr wkket dzagonalclementet as,. Alle’ __: -
As egenmerdzer l1gJer da znden i mindst en af cirklerne '

I/\ — Qg —‘

Denne setning kaldes ogsa Gerschgorms 2. saztnzng, eller czrkelteo-
remet ' :

Bevis :

If¢1ge saetning 13.5 gelder ' o L
/\ = as'l (v > + dsl2 (U2> +--- + Ays + : 'Faan (E"l>
Us /. vs ‘ ) L . L ps
Derfor er | ‘ - | - _; o
. IAt - assl » . | S ‘ 3 : o
as1 ('v_l) +-- + .a;”‘flv (.vs_.l») +'a03+1l <v8+1) + o '-}*"-asn (
o Vs /) . a » ’U;?. ‘ 'U‘,. / A B 1

< fanl el 40 sl o el = P

i

_13 5. 6 Vektor- og matrlxnormer '

Normen af en vel\tm X er deﬁnelct ved et tal tllhmende IR+ Dette tal. -
, »anglver et mal for stgrrelsen-af den’ pa,gaeldende vektor og det skrives, <7
- som |{x||. Normen defineres som en afblldnmg fra vektormmmet md 1',5,, e
Ry, der opfylder f¢lgende 3 axxomer : S :

-

”xll 2‘0., thS X 750 og . "x": 0,. ‘. hvis . x ~ 0 i

llexll = lef x| for e
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Il + vl < Il + iyl

HVIS x har l\omdlnatleplaascntatlonen (:vl, .-+Zn), vil de mest brugte .

normer vaere defmelet som fglger :

| Nérm
\ ‘ n
1%l = lea] + [22] + ..+ [2a] = ) |2
V i=l

2 Norm

Ixll2 = (lz1]* + o2l + .- +lqnl : = [Z lw:l}

=1

Supremum Norm

I/l = max |z

Normen af en matrix A er ligeledes defineret ved et tal € R, Dette tal

angiver et mal for stgrrelsen af den pagaeldende matrix, og det skrives,
som ||Al]|.

Der gelder fglgende axiomer for matrixnormer A.

1. 4
|All >0, hvis A ¢'0 .6g* I|A]| =0, hvis A=0
2.
llcAll = |cllAll for ce@
3.
A + B[l <Al + B
4.

IAB|| < [lAllIB|




. Vektorer og matricer optraeder ofte i de samme udtryk hvorfor de begge
~ skal opfylde aksiom 4 ovenfor. Hyvis vektor--og ma.tnxnoxmer er kom-
pa.tlble skal- f¢lgende ulxghed geelde:

||Ax||<||A||nxu - - (1347) -

" Definition 13.4 Matrunmm

Lad A vereen N x N matri iz, X en veklor af dimension N. Hvis || - ||
er en gwet vektomorm ‘da kan vi velge matru:normen afA ved

IAl = s A

Eksempel 13.3. Sammenvhérende véktor- .'Q'g matrixnormer ‘
| 1-Norm B o
||A||1 = maxz Iawl

. r"l

V2
Al = /(& )TA>]\
" Hvis A er reel og qvmmetusk vil

AL = [P(AD = A= pa)

Supremum Norm

7’ 2 Norm

“Alloo = m.aX"Z |as;

_Saatnmg 13 g Lad A vere en N X N matrz:c Da il gaelde
| )< IIAH

~ Bevis ¢

Lad \; veere egenv’azrdf ‘fo‘r A, mé‘fc.l'.égenVektor.. Xi. Davxl L

Il = sl = lAxill < uAlmx,u
Y ESTVR @
max X = pl4) < Al
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N , Dette og de fglgende kapitler handler om, hvorledes man i pra.k31s -vil

L Relaxation - SOR

o _'~hvor uer en funl\txon af z og t, og koefﬁaenterne a> 0 og ,B > 0

;o .'_Kap‘itfel f14.‘

i ;fD.Vesi“g'n » af en |
~ diffusionsligningslgser.

lgse en dn‘fusmnshgnmg, ved br ug af 1terat10nsmetoden Successnve Over'

:lefusxonshgmngen Igses ved brug af et SIMULA plogram som ér de-
-~ signet til formalet. Dette vil blive beskrevet dels ved det overordnede
- design, og dels ved dokumentation af den konkrete lmplementermg

1 det konkrete system, har vi valgt at begraense problemet til linezere pa—
rabolske dlfferentlalllgmnger med konstante koefficienter, linezre ra.nd—
‘betingelser-og med funl\t.lonel af T som begyndelsesbetmgelser

' Det er llgnmger pa fmmen

Ou d®*u

E-t—(:v t) az— (@) t)+ﬂu(a: t) = 0 (14;1)4

‘Med begyndelsesvand;er pa for men

wWe0)=fz) - (4.

‘og med :andbeting’else; pi féfi]lel}“:' o ' L
° Ne’uménn i‘é.'ridbétingelsei‘

191

o



192 g - o Design af én'diffusionslignihgs]ﬁser.
. Dil;iph]et randbetingelser : |

i‘z(:v,t)_—.f(t) :c=0,1  og vt 7 ‘,(14_4)

ngnmgen skal da lmes for et antal punkter, defineret ved et antal z-
veerdier - stedskridt, og et antal t-vaerdier - tidsskridt (se kapltel 12).

; Proglammet er pumaalt henvendt tll Petr Viscor ved RUC, der a,rbej-

der med en konkret elektrondiffusionsligning, hvor randbetingelserne til
stadighed modificeres i forspget pa at modellere det fysiske problem (se
kapitel 2.1). Ydermereer parametrene a og 3 udtryk for materialekon-
stanter, som ikke altid-er kendte. Hensigten med programmet er da at
afprgve og tilpasse alle disse stgrrelser.

Denne malsatning har sat rammen for vores design. Det er iszer meget
fleksibelt for forskellige valg af randbetingelser. Programmet er deri-
mod ikke helt sa fleksibelt hvad angar selve ligningen, her har vi dels
udeladt det sikaldte driftsled 2%, og dels kraever vi at ligningens ko-
efficienter o og 8 ikke ma vare funktioner af z og t. Endelig har vi
begranset os til en lineer ligning. P& trods af disse specialiseringer,
kan programmet alligevel anvendes til at lpse langt flere diffusionspro-
blemer end det konkrete, se endvidere afsnit 14.6 om muligheder for
udvidelse af programmet.

Vi forudszetter at brugeren har et vist kendskab til at arbejde med
datamaskiner, her taenker vi specielt pa handtering af editorer samt et
minimalt kendskab til programmering - ikke ngdvendigvis i SIMULA.

Det skal bemarkes, at algoritmen til at lgse disse ligninger ikke tager
hgjde for, om det opbtillede problem overhovedet giver mening. Saledes
kan den angive Igsninger pa inkompatible problemer eller prgve at ud-
regne ikke stabile systemer.

Algoritmen skal siledes anvendes med en god portion teoretisk bag-
grund og almindelig omtanke.

Med henblik pa denne malgruppe har vi designet diffusionsligningslg-
seren.

14.1 Det overordnede design.

Vi har lagt stor vaegt pa, at programmet skal veere
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. Fleksibe]t fbr ud\;ide'lser og endringer.
. Gennemskueligt“fof:déhdef skal vedligeholde det.

' ¢ Enkelt-at anvende for brugeren.

o Driftssikkert, forstaet pa den made at det Teagerer fornuftigt ved
feJl fra brugerens 51de : -

* Af hensyn til ﬂeLSJblllteten er ploglammet delt op i flere selvstaendlge :
programmoduler, saledes at man ved andle spec1ﬁkke anvendelsel let» e
kan tilpasse desngnet til dlsse fonmal " : T

14.1.1 Prbgrammeﬁs modulef -

 Idet f¢lgende beskrives det oveloldnede des1gn af den konkrete 1mple—'
mentering. Derefter f¢lge1 en mere detaljeret argumentation for dette
design, samt en pr&sentatlon af nogle alternatxve desxgnmuhgheder '

| Problemet

I dette modul, som er l\onstmeret som én l\lasse class
PROBLEM, skal br ugeren deﬁnele det konkrete matematl-
ske problem. Det’ besteu i at specxﬁcere de relevante para—
metrel hgmngen ' : '

) SOR—fa,ciliteten‘ ..

-~ Dette modul, der llgeledeb er l\onstluelet som en klasse

- PROBLEM class SOLVER, indeholder fac111teten til at

. udf¢re SOR. ltelatlon Det e1 her. algorltmerne til nume-
risk lgsning af de tldllgexe besl\revne problem er placeret -
Klassen erklaerer de. relevante’ obJel\ter, procedurer og sim- -

. . ple variable men udfgrer dem ikke. -

“Da class’ SOLVER skal l¢se det konl\rete problem som'
. €er defineret 1 cla.ss PROBLEM er den praeﬁxet med class Cdoem
o PROBLEM S ot , T

Numerlsk probleml(z)ser

B
sk
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Ploblemlmelcn er et program -'_numcalc, som ved brug
-af SOR-faciliteten lgser den llgmng, der er defineret i i class
PROBLEM. Resultatet gemmes pa fil.

Numerlsk-Analytmk testvae1 ktg]

Testvan l\tmet er: ct program —:_anacalc, som dels lgser
den konkrete ligning defineret i class PROBLEM ved brug.
af SOR-faciliteten, og dels Igser det samme problem ana-
lytisk i de samme & — ¢ vardier.- Den analytiske lgsning
beregnes direkte i dette program og bgr naturligvis svare til
den ligning, som er defineret i problemet. Nar de to Igsnin-
ger er beregnet, beregnes differencen mellem dem, hvorefter -
begge Igsninger og fejl gemines pa filer.

Dette program bruges kun til at teste, om de numeriske

: Igsninger er rigtige og-har kun relevans, nar der foreligger
*en analytisk lgsning.

Databehandling

Do

Nar ligningen er lgst, er resultaterne gemt pa fil. Man
skal s& kunne valge, om der skal tegnes grafer af lgsnin-
gerne, eller om man bare vil have skrevet resultatet ud pa
skaerm eller printer. :

Hvis der skal tegnes glafor, benyttes programmerne
-graphmake og _graphdraw. Her skal brugeren fgrst kunne
veelge hvilken Igsningsfil, der skal tegnes grafer for. Der-
efter kan man velge, om graferne skal afbilde lgsningerne
som snit langs t-aksen u(x = k,t) eller snit langs x-aksen
u(z,t = k), hvorefter der veelges til hvilke steder (z) hen-
holdsvis tider (t), graferne skal tegnes.

Hvis man i stedet gnsker at fa resultaterne skrevet ud
pa skarm eller printer, benyttes programmet _view, som
udskriver de konkrete tal,

Brugergreenseflade

Vi har valgt at brugeren direkte skal kunne benytte
denne samling programmer og klasser ved at skrive nogle
kommandoer, der er implementeret som styrefiler, der sgr-
ger for at de valgte programmer oversettes linkes og keres.
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En ovexslgt over disse sty1eﬁ]e1 kan fas ved at taste l\om-
“mandoen help." ' '

Samspillet mellem de enkelte plogxammoduler er vist pa ﬁgur 14.1. .
Dobbeltstregerne indikerer direkte. nedal vnlng, medens enkeltstregerne_
antyder datastr¢mmen ‘

i

| 14 2 Opstllllng af hgmngen - class PRO-
BLEM | '

" Formalet med denne p10g1 amdel, er at brugeren sl\al kunne spemﬁcere
- de forskellige pa.rametle, som tllsammen deﬁnerer det konkrete ma.te-
E _.'ma,tlske problem. :

- Disse parametre er:
o Diffusiéns]igningeﬁs ‘koeﬂicienter a og ﬂ;'sé li"gnihg (14 1') o

e Begyndelsesbetmgelsen sen flll’ll\thll f(:z:) se llgnmg (14 ‘))

leken type ldndbetmgelsel der anvendes I venstre og hmre s1de %
- Dmchlet elle1 Neumann betmgclsel ' .

De valgte randbetmgelsel for z = 0 1 tll alle ¢.

- Dmchlet ra,ndbetmgelsel - en funl\txon f( ), se hgnmg (14 4)

.~ Neumann 1a.n(lbetmgelser - to funktloner () og g(t) se lig- o
ning (14 3).. EE B T

Hvor mange stedsl\udt der sl\al belegnes

Hvor mange tldssl\udt de1 sl\al belegnes

Sluttxden - tll hv1lken tlcl Sl\dl belegmngen slutte

V1 har ovelvejet f¢lgende tre alteluat:ve metoder til desxgn a,f denne .
- programdel ; e T : S L e
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- Class PROBLEM

Class SOLVER.

_numcalc ' ' : _anacalc
-graphmake _view
-graphdraw

Figur 14.1: Diagram over samspillet mellem de enkelte programdele.
Dobbeltstregerne indikerer direkte nedarvning og linierne symboliserer da-
taoverfgrsel.
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e Et program med en interaktiv dialog med brugeren,' saledes at
brugeren definerer ovenstaende parametre efterhianden som pro-
grammet kgrer. Disse parametre skal sa verificeres inden de vide-

- nes.

o En separat klasse, hvori brugeren skal skrive de valgte parametre
i SIMULA, som sa skal oversattes og derefter lmkes sammen med
resten af ploglammet mden det k¢res

e En fil, hvori blugelen skriver de valgte parametle Denne fil skal -

leses .af et program, der ‘kan generere den ngdvendige SIMULA—
~ kode og mdsaette den i den ovcnfor besl\revne klasse.

Det f¢1st beskrevne c1031gnf01slag har vi f01 kastet, da det vil vacre meget
tidskraevende at opstille grammatikken og l\onstruexe en parser for de
af brugeren indtastede udtlyl\ Derudover skal de indlaeste funktions-
_ udtryk kunne evalueres pa l\¢1et1dspunl\tet hv1lket v1 finder uforholds-
meessigt besvaerhgt K : - :

Generaliteten af et interaktivt program vil ikke vare sarlig hgj da det
formentlig vil blive ret kompliceret at tilfgje nye type1 palametle som
for eksempel en ny type 1andbetmgelse "

Fordelen ved dette fmslag er, at det er meget 31l\l\ert at bluge da

brugeren ikke. kan lave andre fejl end forkerte 1ndtastn1nger som vil -+

blive afv1st af den lmplementexede parser.

Det andet forslag, vil derlmod have den’ ulempe, at brugeren skal ‘edi-
tere i selve kildeteksten til klassen.. FeJlagtlge indtastninger vil i dette
tilfeelde betyde, at’ blugelen preesenteres for SIMULA oversatterens
fejlmeddelelser. Dette kraever at brugeren ikke forholder sig direkte

afvisende over for omgang med datamaskiner og plogxammermgssprog '

| Ydermere kan bmgexen let l\omme til at aendxe sa meget 1 luldeteksten,
at han ikke kan genoprette en-korrekt SIMULA syntaks. : Derfor skal
der vaere mulighed for at hente en frisk kopi af PROBLEM.SIM.~

"Vi har dog alligevel benyttet dette designforslag, hvilket er ~3rsagen til
vores krav om et vist minimum af kendskab til programmering.
Til programmet skal falge en bruger vejledning, hvori der er beskrevet

_hvorledes man skal handtere denne klasse, samt den-ngdvendige infor-
‘mation om, hvordan palametxene sl\al dcﬁneres 1 SIMULA.

rebringes til den programdel, hvori den numeriske lgsning bereg- -

.
5
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Fordelen ved at definere problemet i en separat klasse er, at det er let

“at tilfgje nye typer parametre, hvis programmet skal udvides til at veere
mere generelt, eller hvis det skal andres til at arbejde med en anden
variation af problemet. ~

Det tredie designforslag, ser vi umiddelbart, som en udvidelse, af det
andet forslag, idet det vil implicere konstruktionen en praprocessor,

: som~pa baggrund af en brugerindtastet fil genelelel den n¢dvend1ge '
SIMULA Lode til dén separate klasse.

14.2.1 Design af class PROBLEM

I designet af class Plob]cm har vi puorxtelet hensynet til brugeren
meget hgjt. Vi har saledes tilstrabt at kildeteksten indeholder s f3 og
sa simple programinstruktioner som overhovedet muligt.

" De ngdvendige kodelinier er blevet kommenteret meget grundigt og pa
en sadan made, at:brugeren ved hjelp af diverse eksempler kan se,
hvorledes de enkelte parametre og funktionsudtryk skal indtastes.

Konstanterne «, 3, spacesteps (antallet af stedskridt), timesteps
(antallet af tidsskridt) samt final_time (den gnskede sluttid), er alle
erklaret som konstanter i SIMULA-forstand. Her skal brugeren kun
indtaste de aktuelle talveerdier.

Nar disse simple parametre er indtastet, skal begyndelses- og randvaer-
difunktionere indtastes. Dette har vi valgt at ggre 1 nogle objekter, som
ligningslgseren direkte kan benytte. Vi har saledes erklaeret klasserne

class Left - den venstre randbetingelse (z = 0)
class Right - den hgjre randbetingelse (z = 1) og

class Init - begyndelsesfunktionen (¢ = 0).

I class Left og class Right har vi valgt at erkleere en logisk variabel
der angiver, hvilken type randbetingelse der er valgt (Neumann eller
Dirichlet). Det koncept at vi har benyttet en logisk variabel, skal dog
&ndres, hvis man gnsker at definere en tredie type randbetingelser.
Afhangigt af den logiske variabels vaerdi, skal brugeren herefter definere
de relevante funktioner, der findes som attributprocedurer i klasserne.

I class Init dcfineres begyndelsesbetingelsen pa samme made som i en
attributprocedure.
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14.3 SOR-faciliteten - class SOLVER

Formalet med denne programdel er at lgse den konkrete ligning ved
brug af lteratlonsmetoden SOR, som er forklaret og gennemgaet i del
3, side'154."

Iterat:onsskemaet for selve dlffusmnsllgnmgen ser ud som. f¢lger

n+1 : w n41 n)
s_; ) = ()C](flj)+us+1] )+(1 )z]

v"-.'-b" = “t-IJ 1+~C2UI,J 1+u:+l,g 1 f01 x € ]0 1[ (14.5)

“hvor. _

-

Hv1s randbetingelserne er af. Neumann typen ser de konesponderende
1terat10nsskemae1 saledes ud

e B Y . o (n)
Yo = Cl+Aa:(f(,) ( A’“(J") +b°)+“ ‘*’)“

bo. = wa - 1+ (Cz - AT(fo)J 1)“0,1 1= Az(JO)

Ly

(1) | W (n+1) (n)
Ung = C] A:L(fl) (“N 1J+AT(!11) +b1v) +(l—w)uNJ

' ..'bN.‘=- UN- 1,- 1+(02+AT(f1)J l)uNJ 1+Aﬂ7(91)

Randbetmgelsex af Dmchlet typen sl\al 1l\l\e itereres men kan l)eregnesA'
- direkte - se side 151.

. Nér ligningen lgses i de af blugel en deﬁnexede mte1valle1 sl\el det efter‘
folgende algoritme:

"St¢rrelsen af et stedskridt Az = —Ll__ og stcmelsen af et tndsskr:dt
1pacesteps
) 2 t = !mal_hme

t;meateps .
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~ Algoritme 14.1 Tteration
1. Fgrst indsaettgés bégyndelsesvardliierne for alle z € -[O, N]tilj =
2. For alle j> 0 udf¢res nu :

~ (a) Veerdierne fra j —1'te rakke kopneres til 7 te rakke. Dette

_ giver nogle fornuftlge begyndelsesvaerdler til SOR iteration. . -

(b) Stgrrelsen b; beregnes for ethvert i € [0, N].

(c) Sélenge forskellen mellem n'te og n + 1'te iteration er
stgrre end en valgt tolerance ggres fglgende:

‘i. Der beregnes en iteration af venstre randvaerdi, uo ;.

i. Herefter beregnes en iteration af de indre punkter, u; ;
fors:=1tli:=N —1.

ili. Endelig beregnes en iteration af hgjre randvaerdi, uy ;.

14.3.1 Strukturen i SOR faciliteten

Da formalet med dette modul er at stille SOR algoritmen til radighed
for forskellige programmer og med forskellige varianter af diffusions-
ligningen har vi lavet SOR faciliteten som en generel klasse - class
SOLVER, der er prafixet med class PROBLEM. Programmer, der skal
anvende SOR algoritmen prafixes da med SOLVER.

Til at handtere veerdierne af lgsningen pa en fornuftig made, har vi
defineret en klasse - class matrix, der varetager disse behov. Et objekt
af class matrix indeholder matricens dimensioner, et todimensionalt
array, en procedure til beregning af differensen mellem to matrxcer,
samt en procedure til at gemme vardierne pa fil.

De eneste satninger, som er i klassen, er beregninger af de generelle
parametre, som er specifikke for SOR metoden.

I vores forsgg pa at realisere algoritme 14.1 har vi haft flere designforslag
oppe til overvejelse. I naeste afsnit viser vi udviklingen af et af disse
forkastede designforslag. Dette ggr vi primeert for at begrunde det
endelige design, men ogsa fordi vi finder, at det belyser den vigtige
problematik, der ligger i, at designet bade skal vere funktionelt og
generelt. Den laser, der kun gnsker at se det feerdige design, kan springe
frem til afsnit 14.3.3 side 204.
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14.3.2 Et f¢rste des1gnforslag

I vores fgrste foxs¢g pa at designe class SOLVER foxestlllede v1 os,at s

der skulle deﬁneles nogle l\lassel af f¢lgende type

class Rand : .
v1rtual +-long real"’ procedure functlon, ’

Rand class Neumann;.
begin . :
- 1ong real procedure functlon,

end; -

s N
~ Rand class Dlrlchlet
';begln ‘ . -
‘long real procedure function;

end‘ﬁ
N ref (Rand) rarldNe, randléi'; -
K '-rendNe = new Neumann; =!I dette eksempel vaalges

Neumann randbet 1nge1 ser.

' If¢lge denne stxul\tm l\an obJel\tel ne af de foxsl\elllge 1andbet1ngelser'
erklaeres med den felles kvalifikation, ref (Rand) hvorved virtualspeci-
: fikation sikrer at den rigtige randveerdi beregnes. Dette ggr det muligt
“at programmere selve 1terat10nsskemaet uaihaengngt af randbetmgelse—:_'.iz

o stypen.

"“Denne enl\le struktur 0pfylde1 1m1dle1t1d 1kl\e vores mal for, hvad pro-“-v £

" grammet skal kunne, idet det skal vaaxe muhgt at vaa]ge fors]\elllge rand- g e

R betingelser i venstxe og h¢_]le 51de o v ',

- Derudover skal deqlgnet opfylde at der 1 Neumann randbetmgelsen". '
B llgmng (14.3) defineres to funktioner, som optlaedel uafhaenglgt af hin-
anden i SOR- ltexatlonssl\emaet : o

Med respel\t for disse luav l\an class PROBLEM se saledes ud
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clasé ﬁand;x _
virtuel : long real procedure function;
Rahd class Neumann_f_left;-‘
begin - |

long real procedure function;

=

end;

Randiclass Neumann_g_left;
begin S
long real procedure function;

end;
Rand class Neumann_f_right;
begin '

long real procedure function;
end;
Rand class Neumann_g_right;
begin

long real procedure function;
end;
Rand class Dirichlet_left;
begin

long real procedure function;
end;
Rand class Dirichlet_right;

begin
long real procedure function;
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end ;

.ref (Rand) NefL, NegL, DL, DR;

NefL :- new Neumann_f_left; 'I dette eksempel valges;
‘NegL' :~ new Neumann__g_left; !Neumann randbetingelser;.

: ' i venstre side. ;
-~ DL .:- new D1r1ch1et left; !Dirichlet i hgjre side.;

DR - .new D1r1chlet rlght

Det ville ikke vare helt s& overskueligt for brugeren med disse 6 for- .
‘skellige klasser, da han udover definitionen af de- enkelte funktloner,
“skal definere op til fire objekter ngtlgt Dog vil det vare enkelt at

. introducere en helt ny type 1andbet1ngelse

Selve SOR iterationen havde vi pa baggl und af ovensta,ende klassehle-
_ rarkx udtaenl\t pa fﬁlgende mdde ' -

LA

procedure leftboundary ' oK

"Hvis'<objektet D1r1chlet left -/- NONE> sa

- <udfgr dirichlet randbet1ngelse> ellers
<udf¢r en Neuman 1terat10n> o ‘

procedure rlghtboundary SN otk
-~ Hvis <objektet Dirichlet rlght /- NONE> sa o
<udf¢r dirichlet randbet1ngelse> ellers - .ﬁjAﬂﬁf~
<udf¢r en Neuman 1terat10n> ﬂf_ _ ‘ _’ ',f‘ ‘
Y procedure 1nterlor x .jvag,V. L ?. ﬂu s &{
- <udf¢r en 1terat10n i de 1ndre vard1er> o

v i

;‘procedure calculus o

: for alle <t1dsskr1dt> g¢r
sélange der skal 1tereres g¢r
<1eftboundary>




204 _ : . Design af en dfﬂ‘usionsligningél;zﬁser.

<interior> R
<r1ghtboundary>

: Procedure calculus fungeler som den kontrolstruktur, der udf¢rer den
“.e27. generelle SOR iteration med de valgte randbetingelser.

r . Der er i dette design det problem, at hver procedure selv udfgrer sin

o del af iterationen helt feerdigt inden kontrollen overlades til det naste

objekt. Dette er imidlertid ikke matematisk forsvarligt idet konver-

gensen af funktionen i et randpunkt i Neumann tilfeeldet afhznger af
funktionsvaerdien i indre punkter og omvendt (se kapitel 12).

En lgsning pa dette er at lade alle de involverede procedurer foretage
et enkelt iterationsskridt af gangen. Problemet i dette er imidlertid
at parameteren b; kun skal beregnes en gang for hvert tidsskridt (se
ligning (14.5). Det. vil derfor veere spild af tid at beregne den i hver
eneste iterationsskridt. '

Beregningen af b; vil derfor ngdvendigvis skulle placeres i procedure
calculus udenfor iterationslgkken. Dette gdelagger naturligvis hele ge-
neraliteten, og giver et rodet og aldeles uigennemskueligt program.

R e
i

%

h
8

Vi gnsker os derfor en muhghed for at fa begge fordele samtidigt, det
vil sige at

1. De enkelte procedurer i leftboundary, interior og rightboundary
udfgrer kun et iterationsskridt af gangen.

2. Parameteren b; beregnes kun en gang for hvert tidsskridt og denne
beregning foregar, der hvor den hgrer hjemme, nemlig 1 leftbound-
ary, interior og rightboundary.

Den pracise formuleringen af dette krav ledte os frem mod det endelige
design.

14.3.3 Det endelige design

Strukturen i algoritme 14.1 kan implementeres ved hjelp af korutiner.

Dette er specielt et argument for at bruge programmeringssproget SI-
MULA, idet faciliteten her er indbygget i sproget.
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%fcff;n‘(‘i‘ — equation ' >

' right: | e
bound _.7 L

- ~ eval . ——

-

Figgry 14.2: Korut_iner‘__g :

Det elegante 1 dette design er, at det 1eﬂel\terer det ma.tematlske pro-
_ blem, idet iteration i randen’ og iteration af det indre l\an spllle sammen
. .da de forskelllge ob]el\tcl sklftes til at iterere.

.

C Vi har i lighed: med (6, side 6. 10] i ‘denne model deﬁnelet en generel:
klasse - class coroutine, der fungeler som. praeﬁx for alle de ob Jekter
der skal virkesom kox utmel :

De mullge randbetmgelsm

. ‘Neumann lef:tv_
e INe.um.;a;vhn right A
- e Dirichlet lef
e _Diricmet 1‘-ig‘1_{t_-'

; sa,mt begyndelsesbctmgelsen og selve llgnmgen blwe1 saledes deﬁneret
som korutiner. Fordelen ved dette er tre tmg '

1 Det er uhyre simpelt’ at lave om pa, eller tilfgje nye begyndelses
og randbetmgelsel BEE R 3
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2. Konstanten b; kan bm egnes inde i de enkelte korutiner samtidigt
med, at den kun udregnes en gang for’ hvert tidsskridt.

3. Styringen af iterationen saint kontrollen med optaelling"'af tiden . -

. kan ovellados til en solvstaandxg "kontrol” korutine - eval, som
_ vist pa ﬁgux 14.2:

Procedure calculus, soin skal sgrge for at beregningerne sker, bestar
saledes kun af to instruktionecr:

e resume 1n1tbound S?ct den korutine i gang, der beregner be-
gyndelsesbetingelser.

e resume eval - Sat kontrol-korutinen i gang

Nar ligningen saledes er lgst til alle tidsskridt, sgrger eval for at overlade
kontrollen til sit aktiveringspunkt.

14.4 Problemlgseren - program _numcalc

Opgaven for denne programdel er, at udfgre beregningen ved hjalp af
SOR faciliteten, samt at sprge for at resultatet gemmes pa en fil, saledes
at brugeren senere kan behandle de beregnede data.

Dette er implementeret i programmet numcalc. Vi har valgt at lade
programmet virke interaktivt, saledes at brugeren pa kgretidspunktet
velger et filnavn, hvorefter resultatet af belcgmngeme gemmes under
navnet <filnavn>.num.

Som en lille, men ikke ubetydelig detalje, har vi lagt vagt pa at bruge-
ren kan se, at der sker noget mens computeren star og regner. Det sker
ved, at der tegnes ct antal prikker pa skaermen, mens der regnes lgsnin-
ger ud. Da lgsningerne ofte vil besta af mange tal, tager det ligeledes
et stykke tid at fa resultatet gemt pa fil, hvilket vi ogsa forteeller.

Dette er nok detaljer, men man skal ikke undervurdere den psykologiske
betydning af, at brugeren informeres om, at alt forlgber planmaeessigt,
mens en langvarig proces forlgher.
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14.5 Hj=elpe faciliteter

Her fglger en reekke faciliteter til afprgvning af den numeriske fnetode, '
: prcjf,senta,tion af talmaterialet, handtering af fejlsituationer med videre.
~14. 5.1 Sammenllgnmg med analytlsk l¢smng
Formalet med denne plognamdel er, at l\unne teste om de 1terat10ns-'
skemaer, som .vi har implementeret er rigtige. Selve testen skal forega,

~ ved at sammenllgne noglc a,ndlytlsl\e l¢snmger med de tllsvarende nu-
merlske lgsninger.

Vi har valgt at gore dette, ved at lave et program _anacalc, som er

prafixet med class SOLVER.

Denne ploglamdel virker pa omtlent samme made som selve pxoblem- ‘
" lgseren, da det gor systemet mere ensar tet S

.,F¢rst vaelger brugeren et ﬁ]navn som er udgangspunl\t for dé’ navne'
: som systemet skal bluge til at gemme de for sl\elllge da.ta A

" Nar detteer gjort udregnes den numensl\e l¢smng til den ligning;.som er

- ngjagtigt som i. ploglammct _numcalc Rcsultatet af beregmngerne
gemmes pa filen <ﬁ]navn> num, O :

Derefter belegnes den analytlbl\e l¢snmg af hgnmgen i de samme punk— :
ter, som den numeriske lgsning blev beregnet. Ofte er en a.nalytlsk lgs- -
ning defineret ved en konver gent uendellg sum. | dnsse tilféelde beregnes
et passende antal led i summen, indtil fejlen mellem' den beregnede- og
) den rigtige l¢sn1ng er mindre end en glven tolelance :

Resultatet. af den analytxske lgsning, gemmes pa ﬁlen <ﬁlnavn> ana.

- .Til sndst beregnes dxffelensen mellom de to l¢snmger, og dette resultat ” e
gemmes i <ﬁlnavn> dlf ' :

" Det er en. fomdsaetmng iox menlngslyldte resn]tatel at der er overens- .
stemmelse ‘mellem den hgnmg som er deﬁnelet i class PROBLEM og-i‘, e
- den ligning. som l¢ses af det analytxsl\e udtlyk : Lo

. Denne programdel er pmnamt sl\levet med henblll\ pa. afpuévmng af a
cla.ss SOLVER R - o
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14 5. 2 Databehandlmg L .

De ﬁler, som er blevet genereret af pxogrammerne numcalc °g
_anacalc, skal behandles saledes at resultaterne kan preesenteres pa
en passende made. Vi har valgt at lade brugeren valge mellem to mu-
ligheder. Enten kan han [ genereret grafer for lgsningerne, eller ogsa
kan han f3 udskrevet de l\onl\xete tal.. - . -z

Vi ¢nsker: at kunne be]1an1(lle data fra alle de relevante programdele
samtidigt, se figur 14.1 - det vil sige bade for den numeriske og den
analytiske lgsning af ligningen. Vi har valgt at ggre dette pa en sddan
made, at brugeren interaktivt valger hvilke filer, der skal behandles.

I denne forbindelse har vi légt vaegt pa, at almindelige brugere af pro-

grammet kun har interesse i den numeriske Igsning, hvorimod brugere,

der vil teste program/programendringer har behov for at kunne be-
handle alle de beregnede data fra den analytiske lgsning. Vi mener
derfor, at brugeren kun skal sparges om, hvilke filer der skal behandles
i de tilfzelde, hvor der eksisterer flere muhgheder

14.5.3 Grafer

Til grafbehandling har vi valgt at bruge et c-program ved navn xgraph.
Dette er meget simpelt at anvende, da det som inddata skal have nogle
talpar svarende til punkter i planen. Vi har forelgbigt valgt kun at
udskrive todimensionale grafer, snit langs t-aksen u(z = k,t) eller snit
langs x-aksen u(2,t = k), da det er den type, som skal anvendes af
brugeren. Viser det sig, at der er brug for grafer i tre dimensioner, er
dette en oplagt udvidelscsmulighed.

Selve grafbehandlingen foregar i to tempi. Fgrst genereres graferne ved
brug af programmet _graphmake, derefter tegnes de ved brug af styre-
filen graphdraw. Grunden til denne opdeling er, at brugeren har behov
for at generere flere forskellige grafer fra samme lgsningsmatrix. Skal
disse for eksempel prasenteres for udenforstaende er det praktisk at alle
de ngdvendige graffiler cr genereret pa forhand saledes at lgsningerne
uden videre kan fremstilles.

Generering‘af grafer forcgar interaktivt med brugeren. Under kgrslen,
skal fglgende valg gores:

e Filnavn.
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‘o Graftype - u(z = k, t) eller u(z,t = k).
e Hvilke grafer - til hvilke sted/tidsskridt.

- X Hv11ke l¢snmge1 - ‘hvié der “eksisterer flere filer med nav-
net <filnavn>, skal der velges mellem <filnavn>.num,
<ﬁlnavn> ana og <ﬁlnavn> dif. o

Det er dog v1gt1gt i selve 1)10g1 ammet at teste, om det valgte filnavn
eksisterer. T '

Pa baggrund af de valgte informa.tioner, kan der nu genereres fil(er) til

de gnskede grafer. Disse tegnes s3 ved at sende den genererede fil til SR

programmet. xglaph Nar gralen er tegnet pa skaermen, er det muligt - :
“at gemme den p3 fil f01 dexeftel at’ l\unne prmte den Dette foregar'-l
dxtekte i xglaph

14.5.4 Direkte udskrivning af resultaterne’
" Der er to formal med dette program; Dels test af programmet op mod
i forvejen kendte vandlcl - for cksempel fra en'bog. Dels at brugeren,,‘

" skal kunne veelge, at fa alle de beregnede tal ud.

Denne programdel virker ogsa mtctal\tlvt med bxugelen der. skal dog' |

kun vzlges en ting, nemlig hvilken/hvilke filer, der sl\al behandles Ind-

holdet af disse udsknveq dexeftel 1mkl\ev1q

14 5 5 Brugergraenseﬂade o E o - k

Selve betjenmgen af systcmct sl\al tmega via et ovexsl\uellgt a.ntal kom- R
. ma.ndoer, der er realiseret som styleﬁlel i det. pagaeldende opexatlvsy- o
.- stem - i dette tllfaelde UNIX Se i bmgexve_]lednmgen side- 74 for en -
, oversigt over disse. '

~ ‘Som omglvelse fonestxllel vi 0s X- Wmdows som er den korrekte om-' ST
- givelse for ploglammet X- gldph ‘Her har vi ]avet en opsaetmng S& -

- brugeren far to vmduel Et til l\ommandoer og et som tekstedltor
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14.6 Udvidelsesmuligheaer.,

Undervejs i deSJgnet har vi bergrt en del mullgheder for aendrmger og
udvidelser af programmet. I dette afsnit, vil vi prove at give en over51gt
over de mest oplagt(' udVI(lolscsmuhghedel ’ :

14.6.1 . Selve lighingén : |

Her er der to udvidelser, som umiddelbart kan laves for at generalisere
programmet til at arbejde med en stgrre klasse af lineere parabolske
differentialligninger.

Dels kan det sakaldte driftsled a;f rimelig let medtages i iterationsske-
maet, og dels kan man udvide class PROBLEM saéledes at ligningens
koeflicienter a og f# bliver funktioner af z og t. ‘

Onsker man at udvide programmet til at handtere kke linecere‘]ignin-
ger, kan et sddant led ifslge [3, side 260] (for eksempel (3%)?) medtages

1 1iterationsskemacrne.

Kan man opstille iter atxonssl\cmaﬂ for dette, lader de sig implementere
i vores struktur.

14.6.2 Randbetingelserne :

Vi har implementerct to forskellige typer randbetingelser, man kunne
dog sagtens forestille sig andre, for eksempel randbetingelser af typen :

u(0,t) = /Otf(r)(lr +k  u0,0)=k

Vi har ikke lavet denne udvidelse af programmet, da en ligning med
randbetingelser af denne type kan transformeres til en anden ligning,
med randbetingelser svarende til de som er beskrevet i programmet.

Det er alligevel en udvidelse af programmet, som er relativt nem at
overskue, maske bortset fra designet med de logiske variable, som er

defineret i class PROBLEM.
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14._6.3 De enkelte,modUlei‘ :

Da programmiet er opdelt i sa mange enkelte moduler, kan man let.
andre for eksempel den bruger gmenseﬂade vi har. lavet, saledes at den
* bliver mere avanceret. . "

“Ligeledes vil det veere oplagt al udvide grafhandtermgen til ogsa a.t
tegne tredimensionale grafer, eller man kan tilfgje et ckstla ‘modul, som
_'beha,ndler de udlegnede data pa en anden made
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| 3 _graphdlaw

. Kapit‘.}el 15»

= Implementerlng og
' '.dokumentatlon

15 1 Generelt om programmets 1mple-
| menterlng

Vi har valgt at implementele pldélamlhet i SIMULA, pa grund af det
. objektorienterede design, hvori vi bldndt andet ‘udnytter de mdbyggede"

* korutiner. Programmet ér udviklet og: korei: pé en-SUN4 sparc station’
" under operativsystemet UNIX, men vi- hax pr¢vet at flytte det til en.
Data General Eclipse MV20000, hvor det uden ndringer’kan overszet-
tes og kere under operativsystemet AOS /VS: Programimet kan desuden
‘med meget fa aendungel ovexsaettes af- PC- Slmula og kere under MS-

.DOS.

" Dog kraever vores udfommmg af selve glafplaesenta.tlonen adgang til

OPENWINDOWS pa en SUN masl\me X- WINDOWS eller llgnende

_Opdelmgen i selvstaendlge pxogammer betydel 1m1dlelt1d at udreg-'
~ ning, grafgenerering og. graftegning kan. fmega pa fmskelhge maskmer,
~ og at andre gn afpxzesentdtlonspnogmmmel kan . traede i stedet f01 vores:

'.' ~15 2 Dokumentatlon

Generelt har yi lagt st01 v&gt pa at p10g1 ammets kommentermg samt::"_'f:
. at beskrlvelsen af dets deslgn (se l\a,pltel 14) er lavet saledes, a.t det er |

a3
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et at yedligeliclde, for en udei‘ifprst?x.endg: der kender lidt til problemet
og til SIMULA, men som ikke tidligere har haft kendskab til:dette

program.

- Da denne del primaert er henvendt t'il":'e_n person, der sk:ﬂ Vedligéhoide_
~programmet, har vi valgt at ledsage alle klasser, procedurer og hoved-

programmer med et kommentarhoved som vist pa figur 15.1. Dette

_ skulle-indeholde alle relevante oplysninger s& som modulets funktion,
~ modulets kontekst, inddata, uddata og sa videre. I selve programdelene

tjener dette som dokumentation, mens det i class PROBLEM tjener
som vejledning til den bruger, der skal specificere den konkrete ligning
se figur 15.2. Derfor er der ogsa forskel pa kommentarernes struktur.
I class problem beskriver de problemet i detaljer, mens de i de gvrige
moduler-er mere programmeringsorienterede.

I andre dele af programmet end class PROBLEM rummer et kommen-
tarhoved saledes information om fglgende punkter:

e Programdelens navn og art

Hvilke inddata, der kreeves

Hviiken omgivelse der er, herunder kendskab til globale variable.

Hvilke uddata programdelen giver

Funktionen af koden - hvilken algoritme benyttes.

Hvilke andre procedurer benyttes

e Hvem kalder denne programdel.

Saledes er det hensigten at kildeteksten skal kunne supplere forrige
kapitels principielle oplysninger med mere programmeringstekniske de-
taljer.

15.3 Handtering af fejl.

Dette afsnit omhandler handtering af fejl. Det er vigtigt, at program-
met kan udskrive brugbare fejlmeddelelse, nar en fejl detekteres. Til det
formal har vi skrevet en lille procedure, som kan udskrive eventuelle fejl-
meddelelser, og hvis fejlen er alvorlig, stoppe programmet. Procedure
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Inddata

~Omgivelser:

-Uddata

Kalder

: Coroutine,class‘init;al_value

: ref(Init) initfuhc.

: Begyndelsesvaerdlerne 1ndsaettes iu’s element-;¥f§
Funktion :
.'begyndelsesvaerdlen til alle stedskrldt (Fra 0't11

_spacesteps) iy matrlcen uoelm

: Inltfunc s h(x) ‘her har brugeren programmeret be

Kaldes af :

‘'samme. Selve kroppen 1 klassen udfoeres naar -

-
5

MatrlxobJektet u, som oprettes af saetnlngerne-i'
i‘class SOLVER. S
1nteger spacesteps - global variabel i SOLVEBJ”'
long real delta x - global variabel’i SOLVER;'f.

array i foerste soejle dvs for t =.01,
Paa baggrund af 1nputparameteren Initfunc, som. er

det objekt, hvori den konkrete begyndelsesfunkt:”n
er defineret (i- class PROBLEM), indsaettes

.’_‘_

gyndelsesbetlngelsen til den konkrete d1ffu51on
ligning. ol : ‘ ’

g
anh,

saetnihgerne i class SOLVER, men da det ér en 66fkf o
routine class, vil objektet detachere med det

procedure calculus udfoerer. saetnlngen
resume(lnltbound) '

- = = = - - = - - - - - — - 8 = - - - = b

Figur 15.1: ,.V,En"t'ypi‘sk kqmm’:entari pr.ogr’é‘mme‘t'
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Randbetingelserne _i venstré side (x=0) :
Det er kun de i eksemplerne naevnte linier, der skal skrives.
Eksempél 1 (Neumann - randbetingelse) :

boolean Neumann = TRUE;

f := 0Q;
g := cos(0.2xt);

Eksempel 2 (Dirichlet - randbetingelse)
boolean Neumann = ‘FALSE;
f := 1.3 * sin(0.7%t);

(g’s vaerdi er ligegyldig i Dirichlet tilfaeldet.)

——— s - —— W —— P T — - — " - - - - —— — " W - —— P - -

Figur 15.2: En typisk kommentar i class problem
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‘i”dif‘fu.error” tager som arguxﬁeqter en féjlmeddelelse og fejln’iQeauet R
- (errorlevel). Afhangigt af vardien af fejlniveauet kan fglgende ske

o errorlevel =
 Meddelelsen udsl\uves og ploglammet standses

) errorlevel =1 .. TR :
Meddelelsen udsl\uves og plogl ammet afbrydes hvxs brugeren ¢n-_
- sker det.

e errorlevel # 1,.. el\sempelws 0
Dette er blot en advarsel, hv01 meddelelsen udskuves og pro-
grammet derefter ioxtsaettel ‘

~ Procedure dn‘fu_euol er el\stcm og I\an benyttes hv01 det findes be-
lejligt.

Der er en rakke band pa de br ugelspeaﬁcerede par ametre og hvis de

brydes bliver de numeriske beregninger meningslgse - se ogsd kapxtel
12. Hvis brugelen fox ‘eksempel’ setier antallet af tldSSl\l‘ldt til —10
- giver det ingen mening at udfme SOR algorltmen “

Den numeriske metode er beregnet til at virke for bestemte typer a,f:;”
.. inddata, og kan derfor 1l\l\e fm ventes at, vul\e for data uden ‘for 31t
definitionsomrade. ' ‘

Vi har detfor valgt at 1ndsactt(, en uxel\l\e betmgelsessaetmnger i be-

gyndelsen af class solver’s progr ramkrop, som underspger om.de kritiske
. parametre er acceptable.’ Hv15 1l\l\e udskuves en releva.nt fejlmeddelelse ;
' . og programmet stoppes ‘ : '

De parametell\rav som stllles er: * o : 5 P
1 alpha>0 S : R
" Ellers bliver systemet llStdl)llL og man llSll\elel a,t SOR lteratlo-,

nen ikke l\onvelgelm hv1ll\ct I)ety(lel at ploglammet gal i uende- .'
llg lgkke. : : : L .

1 tllfaeldet alpha 0 kan’ Cl og Cg end 1l\l\e udlegneS da alpha,".' '
" optraeder som dwnsor : . CLoa

2. beta. >0. : . o
_.Hvis dette ikke opfyldes |)]I\’Cl systemet llgelcdes ustabllt og som o
for rml\elel man ubrydelig lol\l\e ' : -
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3. final_time > 0.
" Der kan ikke régnes tilbage i tiden.

4 timesteps > 0.
Der skal udfgres mmdst el tldssl\udt

I 3. spacesteps > 0.
= Der sl\al Udf¢leb mmdst ét stedskndt

Der Ean undertiden opsti fejl ved ﬁl’behandling. Ofte kan deét skyl-

~ des pladsmangel eller forkerte rettigheder. Det er sveert at afhjelpe
sadanne fejl i et program, men de kan registreres, og man kan udskrive
fejlmeddelelser. Vores program ger dette hvis:

1. Resultaterne eller graffilerne ikke kan gemmes pa fil. Dette kan
for eksempel forekomme, hvis der ikke er plads nok pa filsystemet,
eller hvis brugeren ikke hd.l‘ rettighed til at gemme pa pladelage-
ret. For os er det kun sket, nar vi har gnsket det - ved afprgvning
af programmet.

2. Der er fejl i en fil som lases. Dette er ligeledes kun sket ved
afprgvning.




Kapitel 16
‘Afprgvning

: Dette kapitel omhancllel afprévning af programmet. Formalet med en
" afprgvning er at sikre at programmet virker efter hensigten - ogsa i
forskellige specialtilfalde. En af de ting man hurtigt opdager nar man
. arbejder med datamaskiner er, at plogrammermgfejl ikke kan’ undgas
. Kun ved en systematlsk test af. ploglammet l\an man g¢re sig hab om :
- at brmge dlsse ned pa et mlmmum R

Vi har opdelt teststlategnen som f¢lge1

o Ekstern test, hv01 selve pxoglammet betxagtes som en black box,' |
~ idet vi kun betlagtel f01holdet mellem mddata og uddata Den
ekstelne test er xgen opdc]t i f¢lgende N : :

I -
- Funl\tlonstest som er en afp1¢vnmg med foxskelllge ploble-
‘' mer,. hvox vi pa forhand kender de gnskede uddata. Nar -
' ploglammet opfylder denne test gal vi v1dexc til

-~ Graensetest, som er en systematlsk afp1¢vn1ng, hvor inddatta i

+ inddeles i zel\vlvalensl\lassex for hvilke plogrammet forventes", ‘
at reagere ens. Ploblammet skal afpl(bves for alle kombma—_ o

tlonel af data fra dmse cnl\vwalensl\lasser

. Intern test Den interne alpmvmng er en dcta.ljelet gennemgang:.f o .
af alle forgreninger i plogmmmet hvor man- s11\xer sig, at der lkke P

. er loglsl\e fejl elle1 ovexflmhge saetnmger '

Programmet er detelmnmstlsl\, hwll\et vil’ snge at man til ethvert st H
mddata i teorien l\an for udsxge uddata, txlfaeld:ghed spxllex 1kke md To".-. e

219
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- programkgrsler med samme inddata giver samme uddata. Dette bety-

der desvarre ikke, at resultatéine er lette at gennemskue. Lgsningerne
til problemer som vores program skal finde, kan ikke umiddelbart veri-
ficeres, da de er ret komplekse. Eftersom vi ikke kan opstille analytiske A
lgsninger for alle de forskellige typer problemer, som programmet kan
lgse, ma vi ngjes med at analysere dem, hvor lgsningen er kendt. Dette

. er den fgrste del af den eksterne afprgvning - funktionstesten.

‘Den systematiske grasnsetest og intern afprgvning er gjort hierarkisk

ud fra den strategi, at vi {grst afprgver de moduler, der ikke afhen-
ger af andre moduler. Nar disse underliggende dele er afprgvet, kan
de antages at fungere korrekt, og man.kan bevage sig et skridt op i
hierarkiet, og afprove de overliggende moduler. Med "moduler” menes
her klasser, procedurer og programmer. Som eksempel pé greensetest,
har vi valgt at gennemgé class SOLVER. En udskrift af denne findes
i den vedlagte kildetekst, lige cfter class PROBLEM. Dette modul er
systemets hjerte, hvor regncarbejdet sker, og den er derfor det mest
oplagte afprgvningseksempel.

16.1 Funktionstest - sammenlignving af
programresultater med kendte lgs-
ninger

Vi har, i funktionstesten af programmet primeert interesseret os for,
om det regner rigtigt. Til at underspge dette, har vi lavet nogle min-
dre test-programmer, som begge kan udregne analytiske lgsninger til
forholdsvis simple systemer, det vil sige ligningssystemer som lader sig
lgse analytisk. I det ene tilfaelde har vi brugt en analytisk lgsning, til
et bestemt system angivet i (3, side 33]. I de andre tilfeelde har vi
brugt de lgsninger, som vi har fundet for elektrondiffusionsligningen
med Neumann randbetingelser - se side 45.

Dette testprogram er gennemgaet i design afsnittet. Ved at sammen-
ligne resultaterne, kan vi underspge, om programmet opfgrer sig som
det begr for disse tilfaclde.
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16.1.1 Problem 1

Test programmet: ” _anacall.sim” udnegnel analytnsl\ og numerlsk l¢s-
ning af f¢lgende llgmngssystem

a2
a (a t) =0
med randbet‘ingels‘g?i"‘
au
E(O t) = U(O t)
ou
et m

o'g.begyndels'esbetingels'é: B
| ( /(2,0) =1 '
Den analytlsl\e l(asnmg tnl detto systcm er 1f¢lge [3 side 33]
sec . o (o l , |
_42{ 3+4a2 - cos( an(:z: 2))} (0 ,<.::1: <€1_).A

\_hvvorla,, er dg;posntlve'ra)(ldqr i ligningen -

N =
atana = 5
Visatte : o
spaccbteps =.20.,~
tlmosteps = 200 -

~ final tlme = 1.

I ﬁgur 16.1 er graferne for hade den numeusl\e og den analytlsl\e l¢sn1ng_
: }vxst 1 samme kooxdmatsystem U afblldes som funl\tlon af z, set til 5"
S forskelllge fastholdte tider. Grafer ne tll de fonsl\clhge tider, er stlplede‘ o
B .pa. hver deres made C’)velst i hmxe llj¢ll]e l\a,n ses hvilke markerlnger o

N
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vx03
| ' S =0.10
900‘00 / D \ -t-:-:uo--g-(-)--..
: =050 ~
800.00 / V ‘ \ g
' B | =010~
600.00 T s =030
- , "\..\f =0.50
500.00 — 4 =070
e i 1=0.90
400.00 r’ Pl ] kY ~
200.00 r',‘.’-——. e ~ ]
X
0.00 0.50 1.00

Figur 16.1: Den numeriske og analytiske Igsning af problem 1
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Yxl()"6 , . )
200,00 —+ — =0.10
18000 - e —————
160.00 A B AN — | 050"
140,00 —|—/— — \ o
20,00 A',"'-""‘ - f"’  ‘~.-_\\ ‘ v'.-"\ ;
-0.00 ,.“‘ ,.;.;.;x»_-.'----~; \v‘\ -
200 et L
000 2050 - - 100

“ Figur 16.2: Diffe‘renéen ‘mellem de to I¢§ﬁinge’r a.,f problem 1

der h¢re1 til hv1ll\e gr afer. De ¢vexste fem angiver den numevzske l¢smng:' ;
til tiderne ¢ = 0.1,0.3;0.5,0.7 og 0.9. De nederste fem angiver den :
tilsvarende analytiske lgsning. At man kun kan, se fem grafer i alt, i '
. stedet for 10 (fem for analytisk: lysning og fem for numeusk) skyldes,- C
- at den analytlsl\e og numeriske lgsning ligger oven i hinanden: R

- Ser'man pa dlffexencen mellem analytlsk og numensl\ l¢snmg, ‘kan mé,fl. -
'f.faﬁgur 162 '

Denne er igen vist for de sammet verdier som fgr: Graferne markerer -
differencen mellem den analytlsl\e og numeriske- l¢snmg Differencen - ..::
‘starter ‘h@jt, men falder s& studt, ned til deir anden side'af nul. Den. .
; ﬂader en del ud pa vejen. Den maksimale difference findes til- tlden‘l- C
: 01 og er-ikke merc end 2 x 10~ -4, Det konkludeles dexfor at "
- programmet i dette tllfaelcle hm 1cg_.,net ugtlgt ’
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16.1.2. Problem 2

I det andet testprogram har vi brugt. de lgsninger, som vi har fundet for
elektrondiffusionsligningen med Neumann randbetingelser.. Program-
designet er gennemgéet i kapitel 14, og den analytiske udregning er
gennemgaet i kapitel 4 Del 1. Ligningssystemet er givet ved:

au DU

5 (@t —ago (2 )+ Ulz,1) =0

med randbetingelser:

U, W,
?);(Oat) —-»‘.a—l_‘(l,t? = Apsin(wt)
og begyndelsesbetingelse:

U(x,0) =

Hvis man satter

a = 1
A0=

w =

[ B —

spacecsteps =

o
o]
[w=]

timesteps =

[a—y

final_time =

far man folgende grafer.

Figur 16.3 viser den numeriske og analytiske lgsning til fastholdte tider
1 samme koordinatsystem.

Som fgr er de {orskellige grafer angivet med hver sin signatur angivet i
gverste hgjre hjgrne. De averste fire angiver graferne til den numeriske
lgsning til tiderne ¢ = 0.1,0.5,0.8,1. De nederste angiver den analyti-
ske lgsning til samme tider. Som det ses, ligger graferne peant oven i
hinanden. Graferne over differencerne ser ud som pa figur 16.4.
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Y x 10'6
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Afprgvning
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Figur 16.4: Differencen mellem de to Igsninger af problem 2
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'Som det ses er den maksimale afvigelse meget lille. Vi konkluderer at
graferne ser rimelige ud, og at programmet derfor ogsa i dette tilfalde
opf¢rer sig som fox ventet :

1613 Andj‘e, prdblémer

o Vi har desuden afprgvet p;ogi -ammet pi et eksempel gennemreg-
net i [3, side, 33] og fact overensstemmende resultater, dog med
enkelte og sma afvigelser pa 4. dec1mal (en mal\mmal 1elat1v fe_|l_
pa 0.1 promllle) - :

"o Endelig har vi pravet det trivielle tilfzlde, hvor begge randbe-
~ tingelser og beg,yndclsesbctlng,elsen alle er sat til 0. Vi fik, ll\ke
ovenasl\ende nul-som msultcxt f01 al]e x og alle t.

16 2 Graansetest af class SOLVER

.Forma,let med glaensetest er at undersajge, om plogrammet reagerer
fornuftigt pa alle typer af inddata. Da der er uendehgt mange forskel-

- lige kombinationer. af inddata, opdcles de derfor i &kvivalensklasser: -

Hvis for eksempel en blugex seetter alpha til nul, ma det forventes,
at programmet finder fejlen, og stopper uanset andxe inddata. En stor
sekvivalensklasse af inddata er den, hvor programmet for ventes at regne

. rigtigt. P4 denne méde er funktionstesten blot den del af den eksterne
- afprgvning, hvor mclddta tilhgrer en aekvwalensl\lasse hvor der kan si- -

- ges noget fornuftigt om 1csultate1 ne. .
~ Class SOLVER’S inddata speuﬁcmes i class PROBLEM. Der er tale

-, om nogle parameter veerdier, ‘nogle flag og funktioner - se 7. Inddata ° |

skal. natu1]1gv1s skrives pa god SIMULA :facon, semlkolonel med vxdere o

ma lkke udlades. Ellers l\an ployammet ll\l\e oversattes. .
| Vi ha.r‘testet‘.ekspli(_;it;,pi 'f¢lgehdc:’

) alpha. < 0 I"ejlen fanges
o alpha, >0, Plogxdmmct kerer som det sl\al

) beta. < 0 I"c;len fa.ngcs

B i




228 i _ ‘ . At;prgvning

¢ beta > 0. Programmet korer som det skal. - -
; spacesteps = 0. Fejlen fanges..

* spacesteps = 1. Programmet kérer som det skal.

[y spacesteps > 1.:P1'og1’a.1‘111§1ét kerer sérﬁ det gkal.

0 Tilsva;;ende f(irltin'les;gaps. :

o final_time < OV.VFejlen fanges.

e final time > 0. Programmet karer som det skal.

e Programmet er provet for bade Neumann og Dirichlet randbetin-
gelser, og resultaterne ser fornuftige ud.

e Randverdifunktionerne er prevet sat til:

1. funktioner af =
2. konstanter # 0
3. funktionen 0

og det ser ud til at virke.

Vi har desuden pl‘;a\-;et fplgende funktionstyper:
e Begyndelsesfunktionen er pragvet sat til:

1. en funktion af ¢
2. konstanter # 0

3. funktionen 0

16.3 Intern afprgvning

Den interne afprgvnings hovedformal er at finde logiske fejl i program-
met. -Alle muligheder for forgreninger skal udtgmmes ved at alle logi-
ske granser (for, if og while) skal veere besggt af instruktionspegeren.
Dette gores ved at alle lpkker skal (for og while) tjekkes for 0, 1 og
flere gennemlgb. Alle if-satninger skal prgves for begge forgreninger.
Saledes skal den interne afprgvning sikre, at alle programlinier er bliver
afprgvet. Ofte er der i programumer faciliteter som ikke benyttes under
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nqrmé.le omstaeﬁdigheder. Disse facilitetcr kan derfor ikke dakkes af .
den eksterne afprgvning, men ma afprgves specielt. Endelig kan man
med‘intern afp'r(avning‘ﬁnde overflgdige satninger, som skal slettes. -

Vi har udfort de interne af[)mvnmger ved hjaelp af SIMULA systemets -
" debugger. '

" class SOLVER giver f¢lg(,ndc interne tests (se eventuelt progra.mud-
sknft) : _

1. linie 98. Tilfeeldet hvor filen kan ibnes deekkes af él\stem test.
Det andet tilfalde afp1¢vcs ved' at. lade en bruger som 1kl\e har_ -
sl\nvelettlghedel til Iagelet afpmve ploglammet '

~ 2. linie 106. Den el\stcme test sikre, at l¢l\l\en kgrer mmdst en gang
3. hme 108 Lxgeledes lxex L¢]\l\en l\mex mmdst en gang
4. linie 149 Samme hex_.
.. - 5. linie 150 Samme liél‘.
6. linie 208, Sami}'{’e her.

: 7. linie 975. Ploglammet l\ommm md i kmutmen whlle TRUE ;
- do. Kan ikke ga gdlt C -

8. linie 280. -Tillxelde endpomt 0 og endpomt>1 dael\kes af denv;» .
eksterne test. Tllfacldet endpomt 1 a.fp1¢ves specxelt o

' 9 llme 283. Hvxs man l\ommel md i for l¢l\l\en linie 280 kommer |
" man ogsa ind i whlle l(z)l\l\cn Se lmle 278.-

10 linie 285 Som linie 'ZbO.

11. linie 291. Dmme satning er testet grundigt med debuggeLen .
 Begge tilfzelde (err > eval.err og err < eval.err) forekommer i de
_ ekstelne afpmvnmgcn og sat mngcn v1rke1 efte1 hensigten.. =

112, lmle 363.- Plogxammot l\ommcl ind i l\oxutmen hvis der regnes L
" 'pa, Neumann mn(lbetmgt lscn wlule TRUE do

- 13. Man l\ommel dltld md 1 wlule 1¢l\ken Se hme 376

I
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14.

15.

16.
17.

Afprovning

linie 383. Her fandt vien fejl. Fgr den interne test, var denne
linie preecis som linie 291 og linie 477. Ved intern test viste det sig

~ imidlertid, at betingelsen i linien altid er sand medmindre bade

err og eval.err er nul. Betingelsessaetningen blev derfor @ndret til
en ubetinget tildelingssetning.

linie 457. Programmet kommer ind i korutinen hvis der xegnes pa
Neumann mndbctmgolsen whlle TRUE do. Kan-ikke ga galt.

Man kommer altid m(l i while l¢l\l\en Se linie 470.

linie 477. Er ikke daekket af ekstern test. Det er langtfra ofte
at betingelsen opfyldes men det sker. Vi afprgvede pa fglgende

~ ligningssystem:

18.

19.

20.

21.

ou o0:U
T, ’—H'- el B t =
T (x,t) — 76 5483:2 (z, H—U(x,t) 0

med randbetingelser:

ou
Ox

0,t) =0

ou
dx

og begyndelscshetingelse:

——(1,1) = 65.367 cos(2000t)

U(2,0)=0

Det vil sig en rolig begyndelsesbetingelse og venstre rand, sammen
med en hurtigt skiftende hgjre rand. Fejlen bliver derfor naturligt
stgrst pa hgjre rand.

linie 535. Programmet kominer ind i korutinen for Dirichlet rand.
while TRUE do. Kan ikke ga galt.

linie 542. Man kommer altid ind i lgkken. Se linie 538.

linie 601. Programmet kommer ind i korutinen for Dirichlet rand.
while TRUE do. Kan ikke ga galt.

linie 608. Man kommer altid ind i lgkken. Se linie 604.
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i - 22. linie 669. Man kommer altid md i l¢kken j har begyndelsesvaer-
- dien nul. :

23. linie 672. for Iskken kgrer mindst en gang.

24. linie 675. Ved eksternt test har vi set, at prikkerne vnke1 som de ‘
~ skal. Bade for 1< spacesteps <10, ~og spacesteps > 10.

25. linie 683 Man kommen altld md 1 l¢l\l\en Se lmle 681
26. linie 771- 760 Dae]\I\ct afl el\stem test

27. linie 782. Denne saetnmgmkrer blot, at noof_waitpoints bliver
sat til 10, h,vi.é timesteps er stgrre end eller lig med 10. Ellers - -
settes den til timesteps. Da timesteps ikke kan blxve nul, ved
noof_waitpoints. heller ikke blive nul Denne er blugt som d1v1sor B

i linien efte1 '

28. llme 792. Daekket af ekstern test.

29. linie 794. Daekket- af ekqlern test.

BEM}ERKNING 16 1 G

‘ runden tll at vii llme 771 ikke har sl\revet

if alpha <= 0 then
dlffu error("Alpha skal vaere > 0", 2);;

er, at programmet i dette tilfzelde ikke kan finde fejlen alpha =
0. Pa trods af at alpha er erkleret som konstanten 0. Vi kan -
" 'ikke forklare dette, og sl\ydex derfor forelgbigt skylden p& vores = -
"UNIX SIMULA oversatter. Vi‘har provet det ovénstdende’ ogsd i ..
‘pa Datalogls Eclipse-maskine, og- de1 kan fejlen alpha =0 godt" -
findes. Vi har 11\l\e undms@gt det ncexmele ' : S
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| K_ap'itel' 17
' Konklusion

17.1 Processen
- Vihari le}sbet'"a'f dette px"ojekt gjort»f(zslgeqde:

) Beskaeftlget os med pmt,\cllc cllffe1e11t1alllgn1ng61
o Medvnl\et til at opstllle modellen af det fymsl\e pxoblem e

"o Udvnl\let ploglammel tll lc»)snmg af ploblemet

Vi har gennem hele forlgbet haft mange konfrontationsmgder med Petr

Viscor, hvor vi specielt har diskuteret opstlllmgen af de bedst mullge
- . randbetingelser: Det faglige udbytte heraf har varet stort, da vi har -
faet et indblik i hvor l\omplxcenet modellering af eksistérende fatnomener o

.kan vaere. Derudover har vi hgstet nogle vaerdlfulde erfarmger gennem\ g
denne tvaerfagllge l\ommuml\atlon -

Disse elfarmgﬂ kan opudses som f¢lge1

. Det er vigtigt at etablcm en fdel]es synsvml\el pa. det pxoblem man'_ R
“vil lgse. Dette kan veaere vansl\cllbt da fagenes sprogbrug og reference- .-

ramme er foml\ellxg Groft sagt er fysikerens verden kontinuert, data- 5
logens d]Sl\let mens matcmahl\el ens ikke behgver at eksnstme

iDa, vi sa at sige har l\ombmmet tre fagormadel har vi pa naermeste .
 hold oplevet hvorledes det samme pmblem tager sig meget forskelhgt‘.’_ _
-+ -ud afhengigt af, hvxll\e bullel man ta;:,el pa. Dette er 1llust1eret i ﬁgur ‘

17.L . : |

233
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Den fysiske diﬂ'uéionsligning:

pkT 9p(r,1)
~o¥ - Efr, HWV Vp(r,t) = —

vm;v =0,1) = plz = L) = Fex

Den datalogiske / numeriske diﬂ'usionsligning:
n+l1 _ i n+1 b 1 —
ut] - ‘)C] (’U,‘ 1,7 + U’:-H J + ) + ( LO)'U,

bi = w11 +2Cu -1 + tig1,j-1 for z €]0,1]

=10
) L R— (11,; — Axg0; + bo) + (1 — w)uy ;
0.5 C, + A:w:j'Oj W IV 0.7
1)0 = Uyj-1 + (C‘2 - Aﬂ?fo]'_l)lto'j_1 — A:CgOJ‘_.l
z=1
uttl = ———w-——(uN_l i+ Axgl; + by) + (1 —w)uly;
N Cl - A:ltf]j 7 ’ ”

by = un-y i1+ (Co+ Axfli)un ;-1 + Azgly

Den matematiske diffusionsligning:

du 02
Llu] = -;?—t-(a:, 1) — a —(z,t) + Bu(z,t) =0

du

o —(0, 1) c) (L t) = vysin(wt)

Figur 17.1: Det samme problem betragtet gennem forskellige fags briller
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" Processen har hovedsageligt forlgbet ved, at vi gennem mgder med
repraesentantex for alle tre fagomrader efterhanden har dannet vores
~egen synsvml\el og fmstaelse for ploblemet S

17.2 Problémet

Pa baggrund af de'hne proces har vi skrevet en rapport, der er tenkt
som et feedback til Petr Vis¢or og andre. fysxl\ele med tilsvarende inter-
esser og som udggr plojel\t;mppmtens f¢1st.e del.

Konklusionen. pa denne fmstc dcl er,
- at. proglammet leve1 op Ll vores designkrav,
- at vi har tiltro til clen mat'ematlske model,’

- at vi er usikre paugtnghcden af de xandbetmgelsex vi har opstlllet
- for den blandecle l\ontal\

Vi forestlllel 0s, at de ufor ]\]dl lige resultater, som fas af dlsse 1andbetm-
 gelser, eventuelt skyldes ustabilitet i iter ationsformlerne: Resultaterne
i kapitel 12 antydu nemlig, at de funktioner der optlaedm som koeffi-
cienter til funktionen selv, skal have modsat foxtegn og det hal de zkke.
ide opstillede landbetmgolqcx

Som naevnt i konklusionen pa del 1, ﬁnde1 vi det betaenl\elxgt at rand-
betingelserne i Neumann tllfdcldet ikke har en symmetri mellem venstre
og hgjre side af praven. Dctte er et resultat af at det kun er to af de tre
strgmme som optreeder i i udlcdmngen der er afh&'nglge af det eksterne

felt.

At vi alhgevel tror pc\ den matematnsl\e model sl\yldes at den alene er
-udledt pa baggrund af' Maxwells ligninger. Men hvorvidt den dermed
repraesenterer den: el\:.peumentc]le fyS1sl\e opstnllmg, er svaer for os at-
vurdere. -

1

17.3 ‘z‘Séfhmenfatnlng

For at besvare hele projektets plol)lemfmmulexmg, ma vi sige, at vi
har sat os ind i problematikken pa cn sidan’ méde, at vi nu ville kunne
fortsatte samarbejdet med Petr Viscor og assntele ham i udv1khng og
vurdering af modellen.
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KUNNE NOK SKABE RZRE I ANDEDAMMEN".
Af: Tben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

-

".:120/86 "ET ANTAL STATISTISKE s'mmmm“.

o Af: Jgrgen Larsen

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "CN THE MECHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

123/86 "GYMNASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERDEN".
Fysiklzrerforeningen, IMFUFA, RIC. -

124/86 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

125/86 "UVBY,@ - systemet - en effektiv fotametrisk spektral-
klassifikation af B-,A- og F-stjemer".
Projektrapport af: Birger Lundgren.

126/86 "OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI".
Projektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak-.Jensen-
Vejledere: Karin Beyer & “tig Andur Pedersen.

127/86 "GALOIS' BIDRAG TIL UDJIKLINGEN AF DFN ABSI'RA"TT‘
ALGERRA" .

Projektrapport af: Pernllle Sand,
Lars Frandsen.

Vejleder: Mogens Niss.

Heine Larsen &

128/86 "SMAKRYB" - om ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

129/86 "PHYSICS IN SOCIETY"
Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

130/86 "Studies in Wind Power"

Af: Bent Sgrensen
131/86 "FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsma@ssige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher,
Andy Wiered.
Vejledere: Jens Hoyrup, Jergen Vogelius,
Jens Hojgaard Jensen.

Se@ren Brend,

132/86 “FYSIK OG DANNELSE"

Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jorgen Vogelius.
133/86 "CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.
ENERGY SERIES NO. 15.

AF: Bent Serensen.

134/87 "THE D.C.

Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pedersen,

Petr Viscor

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES~
TEORETISKE FORUDSETNINGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

135/87

136/87 "Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristend:. .

forste og andet mede med grask filosofi”
Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hpjgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDMI'UR
FASTE STOFFER" -~ Resume af licentiatafhar:

Af: Jeppe Dyre

137/87

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christianscen.

3

AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"



b s

38/87 "JOSEPHSON EFFECT -AND CIRCLE MAP."

Paper presented at The Internatmnal

Workshop ‘on Teaching Nonlinear Phenomena

at Universities and Schools, “Chaos in
Educatwn“. Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987

.Peder Voetmann Chr‘lst'lansen
: "Machbarkelt nichtbeherrschbarer Technik.

durch Fortschrltte in der Erkennbarkelt
der Natur"

: The Calderon Pro;ektor for Operators With
spln:tmg Elllptlc Symbols" .

by Bemhelm Booss-Bavnbek og
: Krzysztof P. WO]c1echowsk1

: ursusmaterlale t11 Matematlk pa NAT—BAS"

.af Mogens Brun Heefelt

Context and Non—Locallty - ﬁ Peircean Approach

Paper presented at the Synpos:.mn on the :
medatlons of Modern: ‘Physics The Copenhagen

oensuu, Flnland, 6 -8 august '1987.
Peder Voet;mann Chrlstlansen

] "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING TN MATHEMATICS CURRICULA"

uscrlpt of a plenary lecture dellvered at
ICMI?\ 3, Kassel FRG’ 8 -11.9.1987

) 148/87 "Naturvidenskabsunderviening med
H'JSamfundsperspektiv"

' af Peter Colding-ergensen DLH
Albert Chr Paulsen

}f”In-Situ Measurements of the density of amorphous
' germanium prepared in 'ultra’ high vacuum"

by Petr Viscor

fStructure and the Existence of the first sharp
‘diffraction peak in amorphous. 'germanium -
. -prepared “i{n UHV afd neasured in-situ“

by Petr Viﬁlor

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING"

' MatematikproJekt af -
Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy staal

154/884"MASTER EQUATION APPROACH TO VIscous LIQUIDS AND

152/87 "PSEUDO-DIFFERENTIAL PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY.

o OF CERTAIN SPACES’ or ELLIPTIC BOUNDARY VALUE
PROBLEMS" R

by Bernhelm Booss-Bavnbek .
Krzysztof P. Wojciechowski

153/88 "HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITERE

“0G CIVILE KREFTER"

Et eksempel pa humanistisk teknologlhlstorle -
) Hlstoriespeciale

L Af Hans Hedal
: 'Vejleder Ib Thlersen_

'THE GLASS TRANSITION"
! - $

By: Jeppe Dyre

. 155/88 "A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION

OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
-SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR" .

“.by Michael Pedersen

-+ 156/88 "THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC

CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS"

e

by: Jeppe C. Dyre

157/88," STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

"BY-FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL
A pseudo-dlfferentlal approach " ’

by: Michael Pedersen .

''158/88 “UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE v

RANDOM WALK MODELS" -
by: Jeppe Dyre -

159/88 "STUDIES IN SOLAR ENERGY"

by: Benb Szrensen f

160/88 "LOOP GROUPS 'AND- INSTANTONS ™ DIMENSION Two"“ '

': by Jens Gravesen

16}/38 "PSEUDO—DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
’ OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS:

. Dirichlet feedback control problems"
by Michael Pedersen s
Tk
162/88 "PIGER & FYSIK - OG MEGET MERE"
) AF: Karin Beyer Sussanne Blegaa, Birthe olsen,
Jette Reich , Mette Vedelsby '

163/88 "EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF Co
e ~PERMEABILITETEN FOR_BLOD—NETHINDE-BARRIEREN"

Af: Finn Langberg. Michael Jarden. Lars Frellesen
Vejleder: Jesper Larsen . . e

.

164/88 "Vurdering af matematisk teknologi
- 2" . Technology Assessment
' Technikfolgenabachatzung"

Af: Bernhelm BoossTBeynbek, Glen Pate med
Martin Bohle-Carbonell og Jens szgaard Jeﬁsen

165/88 "COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY" :

by Jens Gravesen




166/88 “"Grundbegreber i Sandsynligheds-. 178/89 "BIOSYNTESEN AF PENICILLIN - en matematisk model”
regningen" ]
af: Ulla Eghave Rasmussen, Hans Oxvang Mortensen,

Af: Jergen Larsen Michael Jarden

vejleder i matematik:'Jesper Larsen

biologi: Erling Lauridsen
167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modeller" & €

Af: Jorgen Larsen

- - Bl ’ - 179a/89 “LERERVEJLEDNING M.M. til et eksperimentelt forleb
167b/88 "BASISSTATISTIK 2. Kontinuerte om kaos"
modeller" . af: Andy Wiersd, Seren Brend og Jimmy Staal

Af: Jergen Larsen -
: Vejledere: Peder Voetmann Christiansen

Karin Beyer

168/88 "OVERFLADEN AF PLANETEN MARS" °
Laboratorie-simulering og MARS-analoger 179b/89 "ELEVHEFTE: Noter til et eksperimentelt kursus om
undersegt ved Mossbauerspektroskopi. Kkaos" W
Fysikspeciale af: - 3 ' :

. - ~af: Andy Wiered, Seren Breond og Jimmy Staal o
Birger Lundgren . -
Vejleder: Jens Martin Knudsen Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Fys.Lab./HC@ Karin Beyer

169/88 “CHARLES S. PEIRCE: MURSTEN OG M@RTEL
TIL EN METAFYSIK." '

Fem artikler fra tidsskriftet '"The Monist"
1891-93.

180/89, "KAOS I FYSISKE SYSTEMER eksemplificeret ved
torsions- og dobbeltpendul®. ’

af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

Introduktion og oversattelse:
181/89 "A ZERO-PARAMETER CONSTITUTIVE RELATION FOR PURE

Peder Voetmann Christéansen SHEAR VISCOELASTICITY"

by: Jeppe Dyre
170/88 '"OPGAVESAMLING I MATEMATIK"

Samtlige opgaver stillet i tiden
1974 - juni 1988 183/89 "MATEMATICAL PROBLEl SOLVING, LODZLLING. APPLICATIC i

AND LINKS TO OTHER SUBJECTS - State. trends and
171/88 "The Dirac Equation with Light—Cone Data"

af: Johnny Tom Ottesen

issues in rathematics instruction

by: WERNER BLUII, Kassel (FRG) og

172/88 "FYSIK 0G VIRKELIGHED" " S NISS, Roskilde (Denmark)

Kvantemekanikkens grundlagsproblem . . :
i gymnasiet. 184/89 "En metode til bestermelse af den frekvensatirmginoe

Fysikprojekt af: varmefylde af en underafkolet veske ved glagoverspuimn

Erik Lund og Kurt Jensen .
af: Tege Emil Chrigtensen

Vejledere: Albert Chr. Paulsen og

Peder Voetmann Christiansen

185/20 “EN RESTEM PERIODISK HISTORIE"
Et matematislk projekt

173/89 YNUMERISKE ALGORITMER" af: Steen Grode og Thomas Jessen

af: Mogens Brun Heefelt Vejleder: Jacob Jacobsen

174/89 " GRAFISK FREMSTILLING AF 186/20 "RITUAL 0G RATIONALITET i vidonshkebers udvikiingh

FRAKTALER 0G KAOS" redigeret af Arne Jakobsen og Stig Andur Pedorsen

. ¢
af: Peder Voetmann Christiansen 187/20 "RSA - et kryptografiol systea® a

af: Annemette Sofiec Olufsen, Lars Frolleson

175/88 " AN ELEMENTARY ANALYSIS OF THE TIMF
DEPENDENT SPECTRUM OF THE NON-STATONARY
SOLUTION TO THE OPERATOR RICCATI EQUATION Vejledere: lichael Pedersen og Finm Munk

af: Michael Pedersen

or; Ole [Inller Hieluen

186720 YFEANXCONDRUSATION .- AN ALMOST IDMAL GLASS v -
176/89 " A MAXIUM ENTROPY ANSATZ FOR NONLINEAR

RESPONSE THEORY" by: Jeppe Dyre

af' : Jeppe Dyre 189/90 "DATAMATER L MACHEHMATIRUADERVY Ui
GYMNASIET OG HOJERE LEREANSTALTEX
177/89 "HVAD SKAL ADAM STA MODEL TIL"

af: Morten Andersen, Ulla Engstrom,
Thomas Gravesen, Nanna Lund, Pia .
Madsen, Dina Rawat, Peter Torstensen . o

Veijleder: Mogens Brun Heefolt

af: Finn Langberg




"FIVE' REQUIREMENTS FOR AN
'APPROXIMATE NONLINEAR RESPONSE
THEORY"

190790

Jeppe Dyre

OORE COHOMOLOGY, PRINCIPAL
:BUNDLES AND ACTIONS OF GROUPS
ON. C’—ALGEBRAS"

Ialn Raeburn and Dana P. Williams

ge —-dependent host mortality in the .
dynamics of endemic infectious diseases

and

SIR-models of the epidemiology and netural
selectlon of co—circulatlng influenza virus
A th Dartial cross-immunity" -

Y Niggo Andreasen

‘i9§790” "Causal and Diagnostic Reasoning"

¥: Stig.Andur Pedersen

ETERMINISTISK KAOS"

Frank Olsen

: Pb@jqktrapport af &

S

"DETERMINISTISK KAQS"
Koqqelsrapport

194b/90

-Qjektpappprt af: Frank Olsen '

'STADIER PA- PARADIGMETS VEJ"
t ‘projekt om den videnskabelige udv1kling
. der rzrte til dannelse af kvantemekanlkken.

PrOJektrapport for 1. modul pé fysikuddan—
lsen, skrevet af: ;

Anja 801sen Thomas Hougard. Anders Gorm
‘L sen, Nicolal Ryge.

eJleder: Peder Voetmann Christiansen

R KAOS N@DVENDIGT?"

en prOJektrapport om kaoa' paradigmatiske
tatus i fysikken. . .

’ af Johannes K. N1elsen. Jlmmy Staal og
Peter Bzggild

VeJleder Peder Voetmann Christiansen -

‘.'h%§7]90, "Kontrafaktiske konditionaler i HOL

af Jesper Voetmann, Hans Oxvang Mortensen og
! Aleksander Host-Madsen

BN

' ,Véjleder;.Stig Andur Pedersen

hxi:l: o ~198/99 ‘"Metal—Ieolator—Metal systemer"

Speciale

;vgf: Frank Olsen

"% :199/90 "SPREDT FEGTNING" Artikelsamling
: "'af: Jens Hojgaard Jensen

200/90 "LINEER ALGEBRA OG ANALYSE"'
: Noter til den naturv1denskabellge basis-

"jéf{ Mogens Niss

-201/90

- 202/%0_

- 203/90

“Undersegelse af atomare korrelationer i
.amorfe stoffer ved rantgendiffraktion"

af: Karen Birkelund og Klaus Dahl Jens n
Vejledere. ‘Petr Viscor, Ole Bakand .

“TEGN OG KVANTER"
Foredrag og artikler, 1971-90.

éf: Pedéf Voetmann Christianéén

"OPGAVESAILING I 'MATEMATIK" 1974—19901
afloser tekst 170/88

204/91 “ERKENDELSE OG KVANTEMEKANIK®
et Breddemoddl'FYSik.Projekﬁ
af: Thomas Jessen o
Vejleder: Petr viscor

205/91 'PEIRCE'S LOGIC OF VAGUENESS"

by: Claudine Bngel—Tlercelln
Department of Philosophy:
Université de Paris-1 :
'(Pantheon-Sorbonne)

206a+b/91 'GERHANIUHBEAHANALYSE SAMT“‘
‘A - GE TYNDFILMS ELEKTRISKE
EGENSKABER"

Eksperlmentelt Fy51kspec1a1e kN

af: Jearnine Linda Mortensen
og Annette Post N1elsen s

- Ve]leder- Petr vlscor f

""SOME REMARKS ON AC CONDUCTION K
IN DISORDERED SOLIDS” L

207/91 -

]eppe C. Dyren

"LANGEVIN MODELS FOR SHEAR STRESS
FLUCTUATIONS IN FLOWS OF
ELASTIC LIOUIDS”_ - o

' 208/91

by: ]eppe'C. Dyre. ™ .

"LORENZ GUIDE" Kompendium'
danske’ fy51ker Ludv1g Lorenz
[ 1829-91: .

‘af.

209/91 “den

Helge Krégh

"Global Dlmen51on; Tower of Algebras,
"and ]ones Index of Split Seperable
Subalgebras w1th Unltallty Conditlon

210/91 .

S .

by Lars Kadlson

211/91 ’7 SANDHEDENS TJENESTE"!

- htsforten bag teorien fbr de komplekse tal.

‘af Lise Arleth, Charlotte Gjerrild,
Jane Hansen. Linda Kyndlev, Anne
Charlotte Ntlaaon ‘Kamma, Tulmntus"

Vejledere: Jesper Larsen og Bernhelm
Booss-Bavnbek :

"Cyelie Hamology of Trvangular Matr1z
. Algebrasg!!

by:

212/91
Lars Kadison

213/91 'Wzaease induced natural selection in a

dszOLd host
'by Vzggo Andreasen ‘and Freddy B. Chrtstzansen



214|91 "Hallsj i @teren™ - om
elektromagnetisme. Oplag
til undervisningsmateriale
i gymnasiet.
Af: Nils Kruse, Peter Gastrup,
Kristian Hoppe, Jeppe Guldager
Vejledere: Petr Viscor, Hans Hedal
215|91 "Physics and Technology of Metal-
Insulator-Metal thin film structures
used as planar electron emitters
by: A.Delong, M.Drsticka, K.Hladil,
V.Kolarik, -F.Olsen, P.Pavelka and
Petr Viscor.
216{91 "Kvantemekanik p& PC'eren"
af: Thomas Jessen ' )
217/92 "Two papers on APPLICATIONS AND MODELLING
IN THE MATHEMATICS CURRTCULUM"
by: Mogens Niss
218/92  "A Three-Square Theorem"
by: Lars Kadison
1219/92  “RUPNOK - stationar stremning i elastiske rer"
T - - -
) af: Anja Boisen, Karen Birkelund, Mette Olufsen
Vejleder: Jesper Larsen
220/92  "Automatisk diagnosticering i digitale kredsleb"
af: Bjern Christensen, Ole Meller Nielsen
Vejleder: Stig Andur Pedersen
221/92 "A BUNDLE VALUED RADON TRANSFORM, WITH
APPLICATIONS TO INVARIANT WAVE EQUATIONS"
by: Thomas P. Branson, Gestur Olafsson and
Henrik Schlichtkrull
222/92 On the Representations of some Infinite Dimensional
Groups and Algebras Related to Quantum Physics
by: Johnny T. Ottesen
223/92  THE FUNCTTONAL DETERMINANT
by: Thomas P. Branson
524/92  UNIVERSAL AC CONDUCTIVITY OF NON-METALLIC SOLIDS AT
LOW TEMPERATURES
by: Jeppe C. Dyre
225/92 MHATMODELLEN" Impedansspektroskopi i ultrarent
en—krystallinsk ailicium
af: Anja Boisen, Anders Gorm Larsen, Jesper Varmer,
Johannes K. Nielsen, Kit R. Hansen, Peter Boggild
og Thomas Hougaard
Vejleder: Petr Viscor
226/92 "METHODS AND MODELS FOR ESTIMATING THE GLOBAL

CIRCULATION OF SELECTED EMISSIONS FROM ENERGY
CONVERSION"

by: Bent Sorensen

227/92

228/92

229/92

230/92

231Aa/92

231B/92

"Computersimulering og fysik"

af: Per M.Hansen, Steffen Holm,

Peter Maibom, Mads K. Dall Petersen,
Pernille Postgaard, Thomas B.Schreder,
Ivar P. Zeck

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

“Teknologi og historie"
Fire artikler af:

Mogens Niss, Jens Heyrup, Ib Thiersen,

Hans Hedal

L399

"Masser af information uden betydning”

En diskussion af informationsteorien
i Tor Nerretranders' "Mark Verden" og
en skitse til et alternativ basseret
pd& andenordens kybernetik og semiotik.

af: Soren Brier

"Vinklens tredeling - et klassisk
problem"

et matematisk projekt af

Karen Birkelund, Bjern Christensen
Vejleder: Johnny Ottesen

"Elektrondiffusion i silicium - en
matematisk model”

af: Jesper Voetmann, Karen Birkelund,
Mette Olufsen, Ole Mgller Nielsen

Vejledere: Johnny Ottesen, H.B.Hansen

"Elektrondiffusion i1 silicium - en
matematisk model" Kildetekster

af: Jesper Voetmann, Karen Birkelund,
Mette Olufsen, Ole Moller Nielsen

Vejledere: Johnny Ottesen, H.B.Hansen



