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Abstract

Dette er et matematikprojekt om stationare strgmninger i elastiske rer.
En dynamisk strgmningsmodel udviklet af C. Cancelli og T. J. Pedley
gores stationaer. Denne forsimplede differentiallignings-model kan stort
set lgses analytisk. Nogle fa udtryk ma beregnes numerisk, hvorfor
computerprogrammet RUPNOK opstilles. Programmet indeholder hele
strgmningsmodellen og er dokumenteret og forklaret.

Ved brug af programmet undersgges modellens begransninger og fgl-
somhed overfor parameteraendringer. Cancelli og Pedley’s statiske re-
sultater har det dog ikke vaeret muligt at reproducere, hvilket diskuteres.

I samarbejde med overlege dr. med. Svend Mortensen, Glostup Am-
tssygehus, relateres de simulerede strgmningsprocesser til strgmninger
i det mandlige urinrgr. Specielt forsgges det at give en forklaring pa
et indenfor urologien ofte observeret men endnu ikke forstaet tryktab i
de sidste 2/3 af urinrgret. Det ma dog konkluderes, at modellen i den
forbindelse er utilstrakkelig.




Forord

Denne rapport er et resultat af projektarbejdet udfert af Karen Bir-
kelund, Anja Boisen og Mette Sofie Olufsen i efteraret 1991 ved
matematik-overbygningen pa Roskilde Universitetscenter. Projektet er
et modul 2 projekt for Karen Birkelund samt Mette Sofie Olufsen og et
modul 3 projekt for Anja Boisen.

Vi takker vores vejleder Jesper Larsen for god og engageret stgtte i
projektarbejdet samt overleege Dr. med Svend Mortensen for deltagelse
i diskussionen af aspekterne for relationen mellem model og virkelighed.

Januar 1992, Karen Birkelund, Anja Boisen og Mette Sofie Olufsen.
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Indledning

Leegevidenskaben beskeftiger sig blandt andet med at beskrive og for-
klare de processer, der foregir i den menneskelige organisme, og en
stor del af forskningen i dag vedrgrer strgmningen i blodarer, urinveje,
luftveje og tarmsystem under forskellige former for belastning.

Dette skyldes, at netop kredslgbssystemerne er af vital betydning for
den levende organisme, og samtidig har de ofte en meget indviklet og
kompliceret funktion. Derfor involverer forskningen pa dette omrade
i stigende grad biologiske, fysiske og matematiske modeller, der kan
afspejle kredslgbssystemets indviklede funktioner.

Falles for menneskets forskellige kredslgb er, at de bestar af elastiske
rer, der kan kollabere, nar forskellen mellem det indre tryk (i reret) og
det ydre tryk (omgivelserne) overstiger en vis kritisk veerdi.

Der er blevet opstillet flere mere eller mindre simple matematiske mo-'

deller for strgmning i elastiske rer. En af disse modeller er udarbejdet
af C. Cancelli og T.J. Pedley. Deres arbejde findes i tidsskriftet Jour-
nal of Fluid Mechanics, 1983, vol 157, side 375-404: "A separated flow

model for collapsible-tube oscillations”.

I denne rapport vil vi beskrive stremning i elastiske rgr med udgangs-
punkt i denne artikel. Cancelli og Pedley betragter et dynamisk system,
mens vi begranser os til at behandle det stationaere tilfzelde. Dels fordi
en stationzer stremningsmodel er lettere at overskue, nar betydningen
af de enkelte parameterveerdier skal undersgges, og dels fordi vi har en
formodning om, at den stationare model er tilstrekkelig til at beskrive
de vaesentlige traek ved systemet.

Ferst giver vi en generel indfgring i hydrodynamik, for at fremme
forstaelsen af det fysiske system. Derpa fglger en redeggrelse af Cancelli
og Pedley’s dynamiske model, som vi derefter arbejder videre med i det
stationzere tilfeelde.

Til lgsning af det stationare system har vi udviklet et program i pro-
grammeringssproget Pascal. Hertil har vi benyttet forskellige former
for numeriske lgsningsmetoder, der vil blive forklaret.

Ved brug af programmet har vi forspgt at reproducere nogle af Cancelli
og Pedley’s resultater. Desuden har vi undersggt modellens fglsomhed
overfor zndringer af udvalgte parameterverdier. Programmet samt
dokumentation hertil findes som appendiks til rapporten.
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Endelig har vi haft kontakt med overleege Dr. med Svend Mortensen,
urolog ved Glostrup Amtssygehus, der har beskaeftiget sig meget med
forskning af det mandlige urinvejssystem.

Generelt mener Svend Mortensen, at de hidtidige matematiske model-
ler er utilstraekkelige, ndr stremmen gennem et urinrgr skal beskrives.
Dette gaelder bade for modeller vedrgrende elastiske rgr og for modeller
vedrgrende stive ror. I begge tilfzlde passer de beregnede sterrelser og
de eksperimentelle data ikke overens. Denne uoverensstemmelse skyl-
des, at der i eksperimenterne ofte observeres et stort tryk- og energitab
i de sidste 2/3 af rgret, der ikke kan forklares teoretisk ved de eksiste-
rende strgmnings-modeller.

Strgmningen igennem urinrgret er abenbart mere kompliceret end som
sa. Den lader sig ikke forklare ved et par fysiske grundszatninger og lidt
matematisk snilde. Spgrgsmalet er nu, om det overhovedet er muligt
at opstille en acceptabel model, der samtidig er overskuelig. Svend
Mortensen tvivler, idet systemet synes meget komplekst.

En del matematikere og medicinere har beskaftiget sig med problem-
stillingen, men har ifglge Svend Mortensen ikke naet banebrydende re-
sultater inden for de sidste 20 ar. Derfor vil selv en undersggelse af den
stationzre strgmning vare af interesse. (Rent biologisk vil urinstrgm
veere stationzr i et par sekunder.) Svend Mortensen har dog pa for-
nemmelsen, at det for urinstrgmme vil vaere umuligt at finde stationaere
lgsninger, idet systemet vil begynde at svinge.

Da ingen model er blevet fundet serligt egnet, fortolker urologer stadig
deres maleresultater ud fra et empirisk grundlag. Ved en sadvanlig un-
derspgelse males trykket i bleeren, rgrets tvaersnitsareal og hastigheden,
hvormed man lader vandet. Ud fra disse malinger er det ikke muligt at
forklare &rsagen til et eventuelt vandladnings-problem, men af erfaring
ved man hvilken behandlingsform, der passer bedst til en given maling.
Behandlingerne skulle ifglge Svend Mortensen vaere vellykkede i langt
de fleste tilfeelde.

Under strgmningen i et urinrgr forekommer der ifplge Svend Morten-
sen et stort trykfald i den midterste del af rgret. Figur 0.1 viser det
teoretisk beregnede relative trykfald, der er bestemt ved hjzlp af den
stationzre Bernoulli-ligning, overfor det malte trykfald. Disse malinger
er foretaget tre steder i urinrgret pa 10 forskellige personer, de afsatte
punkter viser saledes variationen over de enkelte malinger. Dette tryk-
fald optager en del urologer og fysikere, men endnu er man ikke i stand
til at forklare fenomenet. Dette skyldes primert, at de eksisterende
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malemetoder ti] registrering af tvaersnitsareal, tryk og stremningshas-
tighed ikke kan give et precist billede af hele strgmningsforlgbet, men
kun kan foretages udvalgte steder i rgret. Derfor er det for eksempel
sveert at konstatere et eventuelt kollaps. Ved kollaps forstas en kraftig
indsnaevring af urinrgret.

Total head/ Pves

1.0 1
. 0 —T - - T 1} V
0 ' 5 10 15 20
Distance from the bladder, cm
Calculated; ——

Measured: median—{» }-quart. ]-ronge

Figur 0.1: Trykfaldet i det mandlige urinrgr under vandladning, kilde:
Svend Otto_Mortensen, Cross-sectional areas in the normal male urethra
during voiding, side 96, 1989

Ingen matematisk model har vist sig forklaringsdygtig. Pa trods af
dette vil vi med udgangspunkt i den statiske model forsage at give
nogle bud pa arsagen/arsagerne til dette store tryk- og energitab.

Projektets formal kan fglgelig opsummeres til:

e at opstille en stationaer model for vaskestremning i elastiske regr.




e at undersgge om Cancelli og Pedley’s resultater kan reproduceres.
¢ at undersgge modellens fglsomhed over for parameterandringer.

e at give en mulig kvalitativ forklaring pa det store tryk- og ener-
gitab i det mandlige urinrgr.

De tre forste punkter er medtaget, for at opstille og forsta modellen
samt for at kontrollere vore resultater med dem, der er beskrevet i
Cancelli og Pedley’s artikel. Sidste punkt er vigtigere, idet vi her for-
sgger at relatere resultaterne til Svend Mortensen’s arbejde med det
mandlige urinrer.



Kapitel 1
Hydrodynamik generelt

I dette kapitel vil vi kort introducere et par af hydrodynamikkens grund-
begreber. Til dette formal vil vi kun betragte stremninger i en dimen-
sion i vandrette, stive rgr, hvorfor enkelte af de udledte ligninger skal
&ndres en smule, nar vi senere omtaler elastiske rgr.

Nogle af hydrodynamikkens vasentligste love kan udledes pa baggrund
af antagelser om masse- impuls- og energibevarelse. Disse love vil blive
forklaret pa baggrund af de navnte antagelser.

1.1 Massebevafelse

Antages det, at vaeskestrsmmens masse er konstant, kan den sakaldte
- kontinuitetsligning opstilles. For langt de fleste vasker er det rimeligt
at antage, at de er usammentrykkelige - det vil sige, at densiteten p af
veesken er konstant. Da urin og vand, som er de vasker vi betragter,
regnes for usammentrykkelige, vil vi her begranse os til at arbejde med
denne type vaesker. Det betyder, at den fernavnte massebevarelse kan
sidestilles med volumenbevarelse.

Betragtes vaesketransport i et stift rgr, vil et krav om volumenbevarelse
betyde, at den mangde vaske, der strgmmer ind i rgret pr. tidsenhed,
er lig med den mangde vaske, der strgmmer ud af rgret pr. tidsenhed.
Dette beskriver stort set kontinuitetsligningen for stive rer i en dimen-
sion. En matematisk formulering af kontinuitetsligningen for elastiske
ror findes i kapitel 2 side 17.
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-— A

— dz
Pdyd: (P + & dz) dydz

=
——

————

b dr —

Figur 1.1: Krafterne pd en vaskepartikel nir der kun er strgmning i
z-aksens retning. '

1.2 Impulsbevarelse

Hvis der i et system er impulsbevarelse, fglger det, at Newton’s 2. lov
ma galde. Normalt benyttes Newton’s dynamiske love, nar vekselvirk-
ningen mellem partikler skal beskrives, men ved at opdele vasken i
sakaldte vaskepartikler kan disse partikellove overfores til love for vee-
skestrgmninger. Da en vaskepartikel er en infinitesimal del af vasken,
hvori antallet af molekyler er konstant, vil partiklens masse m og der-
med ogsa dens volumen vere konstant.

Betragtes en sadan partikel, ma der ifglge Newton’s 2. lov gzlde, at:

dp(z,t) du(z,t)
= m— = Y F(z,1) (1.1)

hvor p og u er henholdsvis partiklens impuls og hastighed, mens
Y. F(z,t) er summen af de krefter, der virker pa partiklen. Vaske-
partiklens masse kan beskrives ved (dz dy dz) p, se figur 1.1.

Krafterne langs partiklens ydersider skyldes vaeskens viskositet. Disse
viser sig oftest at veere ubetydelige, og vil i vores beregninger blive
udeladt.

I det fglgende underforstas henholdsvis sted- og tidsathengigheden af
de variable.

Krafterne virkende pa partiklens endeflader er givet ved vaskens tryk
P pa de pagzldende flader. Nar trykket pa hgjre endeflade, se figur 1.1
skal bestemmes, er det ngdvendigt at beregne trykket i punktet z + Ax.

|




1.3 Viskositet — _ A .7

Dette gores ved at Taylorudvikle P(z + Az) til fgrste orden i punktet
z=0.

P(Az) ~ P+ aa—f Az + o(Az)?

Den resulterende kraft i partiklens z-retning F; er saledes for Az — 0
givet ved:

Fo = pdydz— (P+22az)aydz = -2 drdyd:
’ oz oz

Indsattes dette i ligning (1.1) fas:

dzdydzp%:—t = —%?dxdydz &
du 1 0P
I = —-;a—x' (1.2)

Men da u er'en funktion af bade z og t, kan det totale differential ‘;—‘t‘
omskrives til:

du Ju Ou _c_if Ju Ou

T o ama T atat

hvilket indsat i ligning (1.2) giver, at

Ju du 1 oP
'a—t'i‘u’é;:—;-a; (13)

Denne ligning kaldes ogsa Eulerligningen og beskriver str¢mningexi af
en vaske, der ikke pavirkes af viskose krefter. @nsker man at tage
hgjde for disse krzfter, ma Eulerligningen tilfojes et friktionsled.
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"

Figur 1.2: Tvarsnit af rgr med laminar strgmning. Hastighedsprofilen er
parabelformet.

1.3 Viskositet

Vaesker kan vaere mere eller mindre klabrige eller villige til at strgmme.
Denne egenskab kaldes for viskositet og skyldes, at der vil veere en vis

-~ friktion mellem de enkelte vaeskelag.

Betragtes for eksempel vaskestrgmning igennem et cirkelrundt rer, vil
vaesken langs rgrets inderside ligge neesten stille, hvorefter hastigheden
vil stige jeevnt, nar vi i et givent tvarsnit nzermer os rgrets centrum.

For laminare stremninger, det vil sige stremninger uden turbulens, vil
hastighedsprofilen i et tvarsnit af rgret veere parabelformet. Dette
folger af Poiseuilles lov [Rubinow, side 161]. Udtrykket kan intuitivt
forklares ved, at de enkelte vaeskeelementer traekker i hinanden.

Hvis veesken derimod ikke er viskos vil hastigheden vare den samme
overalt i rgrets tvearsnit. For at beskrive friktionen mellem vaskelag
med forskellig hastighed indfgres den dynamiske viskositetskonstant g,
med enheden Pa-s. Oftest benyttes i stedet den kinematiske viskosi-
tetskonstant v = £ med enheden m? s~!

1.4 Reynoldstal

En anden vigtig stgrrelse inden for vaskedynamikken er de sakaldte
Reynoldstal Re. Reynoldstallet er en dimensionslgs stgrrelse og er de-
fineret som:

ta u
Re = PY% _ U@
7 v
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hvor a er en karakteristisk lengde, her radius af rgret, idet det antages
at dette har et cirkulert tveersnit. Stgrrelsen ¥ er en karakteristisk
hastighed, her stremmens gennemsnitshastighed.

Reynoldstallet benyttes blandt andet til at klassificere stremninger.
Vaskestremmen kaldes sdledes laminar, nar vasken er velordnet og
Re < 1. Nar veesken bliver kaotisk og Re 3> 1 betegnes strsmmen
turbulent. Man kan dog ikke fastsztte en bestemt vaerdi, for hvilken
stremmen bliver turbulent, da dette blandt andet afhanger af geome-
trien i rgret.

1.5 Energibevarelse og energitab

Hvis energien i systemet bestaende af vaeske og rgr er bevaret, kan der
opstilles en ligning, som udtrykker, at summen af de forskellige ener-
giformer er konstant. Indenfor hydrodynamikken er energibevarelsen i
‘stationzere strgmninger udtrykt ved Bernoullis ligning:

1
§pu2+pgz+P = konst

hvor z er rgrets afstand fra en given referenceflade - eksempelvis jordens
overflade, og g er gravitationskonstanten. Det fgrste led kan fortolkes
som vaeskens kinetiske energi pr. volumenenhed og det andet led som
vaeskens potentielle energi pr. volumenenhed. Det sidste led - trykket
i rgret - har samme dimension som de forrige led og kan fglgelig ogsa
opfattes som en form for potentiel energi pr. volumenenhed.

Da vi betragter et vandret rer, det vil sige med en konstant z-veerdi,
kan Bernoullis ligning forkortes til:

1
Epu2+P = konst (1.4)

Antagelsen om energibevarelse er yderst rimelig for stive rgr med lami-
nar strgmning, men bliver tvivlsom, nar strgmningen bliver turbulent
eller rgret elastisk. :

Dette skyldes for det farste, at turbulent stremning altid er forbundet
med et vist energitab, (mere herom i kapitel 2). For det andet begynder
elastiske rgr ofte at svinge, hvorved man udover vasketransporten i
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Figur 1.3: Et elastisk rgr med den gennemsnitlige vaeskehastnghed U og
med en bglgeudbredelse i rgrets vaeg.

rgret vil fa en bglgeudbredelse i rgrvaeggen. Hvis den gennemsnitlige
stremningshastighed ¥ i rgret er nul, vil bglgeudbredelsen forega med
hastigheden ¢. For @ # 0 fis, som vist pa figur 1.3 bglgehastigheden
¢ — U mod strgmmen og hastigheden ¢ + @ med strgmmen.

Er den gennemsnitlige vaeskehastighed lavere end bglgehastigheden c
i rearvaeggen, er bglgeudbredelse mulig i begge retninger. I dette til-
falde kaldes stremmen subkritisk @ < ¢. Overstiger den gennemsnit-
lige veeskehastighed derimod stgrrelsen af c, er en bglgeudbredelse mod
strgmmen umulig, og stremmen betegnes superkritisk @ > c.

1.6 En tilstandsligning

Ved brug af ligningerne for masse- og impulsbevarelse, har man faet
formuleret en kontinuitetsligning og en bevaegelsesligning for systemet.
Der mangler sa kun en beskrivelse af systemets opfgrsel under forskel-
lige tryk - en sadan sammenhang beskrives i en tilstandsligning for
systemet, ofte ogsa kaldet en rgrlov (af engelsk tubelaw).

For at opstille en tilstandsligning er et ngjere kendskab til strgmnings-
forholdene ngdvendigt. Ligningen kan derfor ikke beskrives generelt,
men kan tenkes at afhange af rgrets tvaersnitsareal og af traekket pa
langs af rgret, ogsa kaldet den longitudinale spanding.

I det fglgende gennemgas en konkret model af vaeskestrgmning 1 elasti-
ske rgr, hvor vaesken regnes for usammentrykkelig.




Kapitel 2

Gennemgang af Cancelli .og
Pedley’s model

Eksperimentelle undersggelser af vaeskestrgmninger i elastiske rgr fore-
tages ofte ved brug af en sakaldt Starling resistor; en kasse under tryk,
hvori et elastisk rgr er udspandt mellem to stive rgr. Starling resistoren
er egentlig udviklet til at indga i en modellering af kredslgbssystemet i
den menneskelige organisme, men er siden blevet genstand for en selv-
‘steendig og mere generel forskning af fznomenet vesketransport. Et
eksempel pa sadan et eksperiment er gengivet pa figur 2.1.

Et ror af et elastisk materiale opspandes mellem to stive rgr. Trykket i
de stive rgr betegnes henholdsvis p; og p;, mens trykket i det elastiske
rer bénzevnes p. Dette fysiske system placeres nu i et kammer med kon-
stant tryk p, hvorefter man fra et reservoir med konstant tryk sender

L [ 4
_\/_
é%;l’l — U p Pz(;)
TN

Figur 2.1: Et typisk eksperiment med en Starling resistor.

11
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en usammentrykkelig vaske (f.eks. vand) gennem rgrene. Nar vi i det
felgende blot refererer til rgret, menes der det elastiske rgr.

I disse forsgg ligger Reynoldstallene i intervallet 500 — 5000, hvilket
er i overensstemmelse med tilsvarende forsgg med urinstrgm. I forsg-
gene observeres det dog naesten altid, at rgrets ydervagge, for et stort
omrade af parametre; begynder at svinge - selv i eksperxmenter designet
til at undersgge stationaere strgmninger.

Der har varet en del forsgg pa teoretisk at forklare disse svingnin-
ger, men ifglge Cancelli og Pedleys’s artikel har de alle veeret en smule
mangelfulde. Enten er modellerne ikke i stand til at inddrage bglgeud-
bredelsen i rerets vaegge, hvorfor det er umuligt at skelne mellem sub-
og superkritisk stremning, eller ogsa kan modellen ikke tage hgjde for
eventuelle energitab under turbulente strgmningsforhold.

Det er derfor Cancelli og Pedley’s mal pa baggrund af de eksisterende
- modeller at udvikle en ny og bedre modelleringsmetode, -der blandt
andet kan tage hensyn til bglgeudbredelse, energitab og spandingen pa
langs af rgret. Pa trods af disse forbedringer skal modellen betragtes
som en kvalitativ beskrivelse af de vigtigste stremningsfeenomener. Det
er ikke dens mal, at give en eksakt simulering af de enkelte faktorer.

I den fglgende gennemgang af den konkrete model har vi valgt ikke
at inddrage bglgeudbredelsen, idet vi udelukkende er interesseret i de
stationzere lgsninger. Hvis sadanne lgsninger ikke eksisterer, vil det dog
vare narliggende at formode, at dette skyldes svingninger i systemet.

Ferst en gennemgang af Cancelli og Pedley’s model, dernast en beskri-
velse af vores metode til bestemmelse af modellens stationaere lgsninger.

2.1 Introduktion

Modellen tager udgangspunkt i den en-dimensionale strgmningsteori,
hvilket vil sige, at strgmningen kun betragtes i z-aksens retning. Dette
indebzrer, at de karakteristiske stgrrelser: A (tveersnitsarealet), p
(trykket i rgret) og @ (den gennemsnitlige hastighed pr. tvarsnit) er
funktioner af z og t.

Bemark at man i modellen benytter den gennemsnitlige hastighed @ i
stedet for u. Dette skyldes, som tidligere navnt i kapitel 1 side 8, at
hastigheden pa grund af vaskens viskositet ikke er ensartet i et givent
tvaersnit af roret.
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Ved brug af tilstandsligningen samt ligningerne for masse- og impuls-
bevarelse vil der i det fglgende blive lagt band pa systemet, saledes at
det bliver muligt at opstille en matematisk model.- Nar rand- og be-
gyndelsesbetingelserne er fastlagt, er det herefter muligt at bestemme
en entydig lgsning for systemet og dermed for den matematiske model.

2.2 Ligninger for rgrets elastlske egen-
skaber

Rogrets elastiske egenskaber har stor betydning for stremningens karak-
ter, og kan beskrives ved trykforskellen p — p., ogsa kaldet det trans-
murale tryk. I mange modeller antages det, at det transmurale tryk
kan udtrykkes ved en funktion, der kun afhznger af tvarsnitsarealet
A. Funktionen benzvnes P(A) og kan i princippet bestemmes ekspe-
rimentelt.

Det er lykkedes teoretisk at finde udtryk for P(A), der er velegnede
for henholdsvis sma og mellemstore vardier af tversnittet A. Model-
len benytter et udtryk for middelstore veerdier af A [Flaherty]. Dette
udtryk har formen:

P(A) = K, P(a), hvor a= Aio’ (2.1)

hvor Ap er det cirkulare tveersnitsareal, nar det transmurale tryk er nul,
og K, er en konstant med dimensionen N m~2. I stedet for at benytte

de fittede funktioner for P(A) opgivet i [Flaherty), vaelger Cancelli og
~ Pedley i deres model at forbedre disse, saledes at den afledede af P(a)
er kontinuert. Graferne for funktionerne er vist pa figur 2.2 side 15.
Den modificerede udgave af P(«a) opgives til:

P(a) = k(a—ay+aze(@=09)) for o > 0.95
Tl (b + a1 for a < 0.95

hvor konstanterne er givet ved:

a, = 12.410926

a2 —_ 1 + 03 6—0.0501
1-1.5(0.95)"2%
az =
k(11
b] = k (az —asz — 095) - (095)--l s
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Sterrelsen k er en dimensionslgs konstant; der sattes til 100.

Det er i tilstandsligningen, at Cancelli og Pedley forsgger at forbedre
modellen ved at tage hensyn til den longitudinale spending i reret.
Dette er ikke medtaget i ligning (2.1), hvor der kun tages hensyn til
@ndringer af tveersnitsarealet.

Men andringer i tveersnitsarealet vil i realiteten give anledning til. en
spaznding i leengderetningen, og samtidig vil der, nar rgret er opspandt
mellem to stive rgr, vere en vis begyndelsesspnding. I felge Cancelli
og Pedley mener McClurken et al. (1981), at denne begyndelsesspaen-
ding har en vasentlig indflydelse pa trykforholdene. McClurken et al.
har derfor opstillet fplgende tilstandsligning:

. T
p-p = P(a)- 2 (2.2
hvor

o T er speendingen i rgrets leengderetning pr. omkreds. Denne an-
tages at veere tilnarmelsesvis konstant.

e R er rgrets krumningsradius i lzengderetningen. Den er negativ
nar reret buler ud (konveks), det vil sige nar trykket inden i rgret
er stgrre end pa dets yderside. Den er tilsvarende positiv, nar
rgret kollapser, det vil sige der sker en kraftig indsnevring af
roret, som felge af lavt indre tryk (konkav).

Denne nye tilstandsligning er ifglge Cancelli og Pedley stadig en grov
approksimation, hvorfor det er ungdvendigt at beskrive forholdet mel-
lem R og tvarsnitsarealets form mere detaljeret.

Ved et kollaps har McClurken observeret, at spandingen i rgrets laeng-
deretning har den sterste effekt, der hvor rgret er tilnaermelsesvist fladt.
I det flade rgr vil der veere en afstand y mellem de to parallelle sider
- se figur 2.3. Denne afstand er ifglge McClurken proportional med A,
hvilket giver:

y=pA

Da rgret ikke altid er kollapset, antages det, at denne ligning ogsa kan
beskrive radius af det cirkelrunde rgr. Det betyder at:

Dy
?-ﬂAo



2.2 Ligninger for rgrets elastiske egenskaber _ 15

P(a)
P(a)

1-a!'® fora<l
k(a—1) fora>1

60 | B T ~ T H N | - ¥ ¥
40 + "grafet’ _

sy
L
[

— (b — a”1%) for a <0.95
Pla) = k (a—a;+a3e(@0%)) for a >1

50 T T T T T —
" grafto”/——»

Figur 2.2: De to forskellige funktioner for P(a), for k = 100. Den
nederste graf benyttes i Cancelli og Pedley's model. Det ses, at denne
kurve er forskudt lidt nedad i forhold til den oprindelige, hvorimod grafernes .
form er nasten identiske.
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()

Figur 2.3: Et sammenklappet rgr med afstanden y mellem de to parallelle
sider.

hvor D, er diameteren af det cirkelrunde rgr i hvile og Ag er tvaersnits-
arealet af samme. Isoleres 3 i de to foregaende ligninger fas sammen-
hangen:

Do

AoA

D
0

2A

2 [
o

Vi beskriver nu krumningen « = & som funktion af y. Fra [Fabricius,
side 20], har vi, at « er givet ved:

. . _ D .
hvor vi kan indsatte y = 37 A:

L_ Dogaf (Do 24\
R - 2Ao 6.132 2Ao Bx

Indsattes dette udtryk i ligning (2.2) fas den endelige tilstandsligning:
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A A+ AA

Figur 2.4: Et udsnit af rgret med tykkelsen Az

' -3/2 -
, D, 8%A | D, 8A\?
- = T = 5 ) 2.3
P Pe P(A) T2Ao 61'2 (1 + (2Ao 61) ) ( )

'~ der som gnsket indeholder spendingen T pa langs af reret.

Efter at have fundet et udtryk for rgrets opfarsel ved forskellige trans-
murale tryk, benyttes det, at der i rgret ma vaere massebevarelse.

2.3 Kontinuitetsligningen

Hvis rgret er elastisk og vaesken usammentrykkelig, ma det gelde, at
den mengde vaeske, der i et givent tidsinterval At strgmmer ind i et
tvaersnit af tykkelsen Az minus den mangde vaske, der stremmer ud
i samme tidsrum, svarer til rgrets eventuelle rumfangsaendring.

Ved at betragte figur 2.4 er det muligt at opskrive udtryk for henholds-
vis den indstrgmne og udstrgmne vaeskemangde i tidsrummet At. Den
indstrgmne vaeskemangde er givet ved:

A(z)a(z) At (2.4)
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For at bestemme den udstrgmne vaeskemangde ma vi kende arealet og
stremningshastigheden i punktet z+Az. Vi Taylorudvikler henholdsvis
A og U i punktet z = 0, og far:

A(Az) = A+ %gAz +o(Az)?
Cw(Az) = w4+ g—gAz + o(Az)?

Herved kan vaeskemangden, der forlader reret i tidsrummet At, skrives
som:

A(z + Az)u(z + AziAt
= A(Az)u(Az)At

—_ 6_‘4 2 - _a_ﬁ 2
= (A+ % Az + o(Az) ) (u+amAz+o(Az) )At

_ _0A 0u 2
= (uA+u5-:;Ax+A6—xAx+o(Ax))At

Samtidig er det muligt, at bestemme rgrudsnittets volumen V til tiden
t og til tiden t + At. Volumen til tiden ¢ er givet ved:

Mens vi for tiden t + At atter Taylorudvikler i ¢t = 0, hvilket giver:

V(t+At) = V(AL = (A + %%At + o(At)z) Az

Det er efter disse udregninger muligt at indsatte i sammenhzngen:

vaskemazngde ind - vaskemzngde ud = volumenandring
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Det vil sige:

AT At - EA+EQA;Az+A@Az+o(Az)2)At =
Oz Oz
AAz — (A+%—':At+o(At)’) Az

Lader vi nu Az — 0 og At — 0 fas differentialligningen:

a . _ dA _
E(Au)dzdt-’r'gt‘dfdt =0 «

—(AT)+—=— =0 - (2.9)

Denne ligning kaldes kontinuitetsligningen for systemet, idet det be-
markes, at den kun gelder, nar den betragtede vaske er usammen-
trykkelig. Vi mangler nu blot at opstille en bevagelsesligning.

2.4 Bevagelsesligningen

For usammentrykkelige, ikke viskose vaesker har vi pa baggrund af viden
om impulsbevarelse, se side 7, udledt Eulerligningen- (1.3), som er givet
ved:

du 1 0p

u
—_— "t T — = — ==

ot dr = p oz

Denne ligning tilfgjes i modellen et friktionsled F @ (hvor F er funktion
af A og u), hvis matematiske udtryk varierer afhangigt af storrelsen af
A og Re. Herved fas den udvidede bevegelsesligning:

0u ou 130p

— 40— "= —==—-F1u .

6t+u6:c - p Oz “ (2:6)
Da strgmningen i modellen er turbulent, skal ligningen dog korrige-
res endnu engang, da der skal tages hgjde for et vist energitab. Nar
trykgradienten i rgret overstiger en given veerdi, bliver stremningen se-
pareret. Dette separationspunkt betegnes med xs@z, og det tilsvarende
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590”2

ui

Figur 2.5: Vaskestrgmning fgr og efter separationspunktet z,

A

Y4

Figur 2.6: Stationzr strgmning i rgr med varierende tvaersnitsareal.

tvaersnitsareal betegnes med A,. Det meste af vaesken vil efter sepa-
rationen bevage sig med en ensartet hastighed ug. I et omrade langs
rerets inderside vil vaesken veere stillestaende - se figur 2.5.

Det stillestdende veeskelag bestar af en mangde strgmhvirvler, der pa
grund af gnidning mod den omgivende vaske og rer forarsager et ener-
gitab til omgivelserne.

Separationen forekommer ikke, som man intuitivt forventer, ved rgrets
mindste tvarsnitsareal, men afhenger af trykgradienten gf. Begrebet
trykgradient lader sig nemmest forklare ved at simplificere modellen.

Vi betragter derfor en stationar strgmning - det vil sige en strgmning
uden acceleration - i et rgr med varierende tvearsnitsareal. Vaskens
hastighed vil da vzre stor ved et lille tvarsnitsareal og lille ved et stort
tvarsnitsareal, idet det kraeves, at vaskefluxen er konstant 1 hele rgret.
Har vi to tvarsnit A; og A;, hvor A; > A,, som vist pa figur 2.6, med
de tilhgrende hastigheder u; og u,, vil det galde, at:

Al uy = A2 Ug (27)
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hvilket giver, at u; > u;. Herefter kan vi ved brug af Bernoullis ligning
(1.4) side 9 finde sammenhaengen:

1 2 1 2
P th = Spurtp

hvorefter det ma konkluderes, at p; > p;. Trykket varierer altsa gen-
nem reret, og trykgradienten er modsat rettet hastighedsgradienten
%‘. Ydermere vil trykgradienten, nar den overstiger en bestemt kri-
tisk vaerdi, give anledning til separation. I modellen er trykgradientens

kritiske veerdi givet ved:

d_P= " pU*

Is De (2.8)

hvor v, er en numerisk konstant, der afhanger af rgrets geometri.

Efter separationen antagés det, at vaeskestrgmmen forbliver separeret .

i resten af rgret. Det vil sige fra = := z, til z := L, hvor L er rgrets
leengde. I dette omrade vil der som fglge af den separerede strgmning
vare et energitab, hvilket i det fglgende skal beskrives ngjere.

Forst skrives hastigheden et givent sted i reret u(z,y, z,t) ved:

u(z,y,2,t) = u(z,t)+u'(z,y,z2,1) (2.9)

hvor %(z,t) er middelhastigheden pr. tveersnitsareal, og u'(z,y,z,t) en
afvigelse fra denne middelhastighed. Men %(z,t) er defineret som:

__l o 1 T 4

u—A/AudA = A/A(u+u)dA
= ﬂ+l/ 'dA
- A Au

hvilket ngdvendigvis giver, at:

1
- "dA = .
_AAu A 0 (’210)

Dette er en nyttig observation, der benyttes i det fgplgende. Systemets
bevagelsesligning (2.6) kan nu opstilles i u(z,t) i stedet for i T(z,t): .
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a-’-ua = -—;5:;— u (2.11)

hvilket sammen med ligning (2.9) indsattes i ligning (2.11):

ou+v) 10 - e _10P_ po.
o tagoty) = Fa+v)

Integreres der over tversnitsarealet fas:

[(0@+w) 18 Ny [(12, pasu
/A( 5 +2ax(u+u))dA— —/A(paz-i-F(u-i—u))dAﬁ

o7 1 'Y
A—67 —/—a-;(u+u) dA = — — - FTA (212)

Iligning (2.12) er ligning (2.10) blevet benyttet. Det resterende integral
skal nu omskrives:

R
E/a—m(“+“)d’4“
' dA+ = /az 2Tu dA+/

Da u'(z,y,2,t) € Ax L, hvor z € L og y, 2 € A, er en kontinuert
funktlon der er differentiabel med hensyn til z og da den partielt af-
ledede , ligeledes er kontinuert i meengden A x L, kan integration
og d:fferentxatnon ombyttes [Elbrgnd, Bind 3, side 123]. Ved endnu en
gang at ggre brug af ligning (2.10), kan udtrykket forkortes til:

1 o2 2
5 A 3 + / (u)* dA (2.13)
Indseettes ligning (2.13) for integralet (2.12) fas, efter at have forkortet

med A, felgende udtryk:
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g_+5%(-u= ) 21113/( Y dA = Fu  (2.14)

Integralet f,(u’)? dA kan atter omskrives. Ved at betragte figur 2.5, er
det muligt at opstille et udtryk for u’ i den separerede strgmning, idet
hastigheden er nul ved rgrets vaegge:

' — _ J uo—1u arealet med uniform strgmning.
~ 1 0 —u omradet langs rgrets vagge.

Da vi betragter stationere stremninger kan vi ved brug af relationen
(2.7) indseette T = 4¢ u, i forrige udtryk:

S 41y,  arealet med uniform strgmning.
- B - Z2typ  omridet langs rgrets vagge.

Herefter fas fglgende omskrivning af integralet:

/A ()" dA = /A(Uo - %w)z dA; + /A _A'(—%u()2 d(4-A,)

Da vi betragter sma andringer af tvaersnitsarealet, antages det, at in-
tegranden er konstant. Herved kan integralet beregnes som:

/A(u')zldA = ug(l :)A +22 2(A- A)
= ug(A,<1—2%)+—'§-)
= ( ,—’—:;) | (2.15)

Vi mangler nu blot at differentiere integralet (2.15) med hensyn til z:

1 1 0 A?
24 az 240z \ °\"" A
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Da-vi kun betragter stationare strgmninger og da vi ser bort fra frik-
tionsleddet, kan bevagelsesligningen (2.14) reduceres til:

18 [, ., WA20A
_5;(-2-11) = E-Zb; A(u) dA = 2143 ax (216)

Samtidig vil hastigheden uo vare konstant i den parallelsidede strgm,
hvorfor trykgradienten er nul.

Udtrykket (2.16) er positivt, da vi for det betragtede omrade ved, at
rgret udvider Slg 4 > 0. Herved kan det konkluderes, at arealet vil
stige jevnt, hvorved der efterhanden vil blive dannet et stadigt stgrre
omrade uden bevagelse pa begge sider af den hurtigtflydende strgm.

Da trykgradienten er nul i en parallelsidet strgm, er det umuligt at
genskabe et tidligere hgjere tryk. Men for nogle fysiske systemer vil en
trykstigning veere mulig. For at tillade denne trykstigning (energitil-
vaekst) indfgres leddet (x — 1) i ligning (2.16):

(x—l)%(ga’) = e fwr (2.17)

hvor x er en konstant mellem 0 og 1. Hgjresiden udtrykker middelafvi-
gelsen fra den gennemsnitlige hastighed pr. tvaersnitsareal @. Er denne
afvigelse nul, er der intet energitab, hvilket skrives som:

A% /( )" dA =

Konstanten x er folgelig 1 for stremninger uden energitab, det vil sige
for stremninger uden separation. Eksisterer der derimod et energitab
vil middelafvigelsen stige. Jo stgrre middelafvigelse desto stgrre ener-
gitab. For x = 0 har vi den tidligere beskrevne situation, hvor en
trykstigning er umulig.

Vi har i denne argumentation betragtet stationare strgmninger. For
strgmninger med acceleration vil der veere en tidsforsinkelse mellem
separation og udviklingen af den hurtigtflydende strgm. Pa baggrund
af malinger udfgrt af Pedley og Bertram i 1983 konkluderes det, at
denne tidsforsinkelse er negligeabel. Herved bliver det muligt at ind-
saette ligning (2.17), der egentlig er udledt for stationzere strgmninger,
i bevagelsesligningen (2.14). Efter indsettelse fas:
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a=02_ 0 (1, p 2 (L
—Fu = 6t+az(2u+p)+(x l)az (2u e

ou _gu _ 10p o |
-57+xub; = —paz Fu (218)

hvilket er bevaegelsesligningen for omradet med separation. For strgm-
ning uden separation x = 1, reduceres ligning (2.18) til ligning (2.6).

2.5 Systemets ligninger

Hermed er ligningerne til en beskrivelse af systemet endelig blevet op-
stillet. Systemet bestar af:

Kontinuitetsligningen (2.5):

' ?_A+6(EA) _
ot " 0r

hvor

e U(z,t) er den gennemsnitlige strgmningshastighed pr. tvaersnits-
areal og

o A(z,t) er tveersnitsarealet af det elastiske rgr

En tilstandsligning (2.2):

, T
P—Pe = P(A)_E

hvor

e p er det indre tryk i reret,

e p. er trykket i det omgivende kammer,




"~ hvor
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o P(A) er et udtryk, der beskriver det transmurale tryk som funk-
tion af A og

e T er spzndingen i rgrets leengderetning.

R er givet ved relationen

_1_ = D° 8’4 14 .I_)E._a_é:z -
R - 2A0 61'2 i 2Ao az

Bevagelsesligningen (2.18):

o F er friktionskreefter,
e x er en konstant mellem 0 og 1, som angiver energitabets stgrrelse,
o p er densiten af den betragtede vaeske og

e p er trykket i rgret.

I systemet er der 4 randbetingelser, da = optraeder i 3. orden i QB og i
1. orden i 5 Desuden er der to begyndelsesbetmgelser dat optraeder
il. orden i henholdsv:s og m Disse betingelser skal nu behandles.

2.6 Ligningerne for randbetingelserne

Det elastiske r¢r er i begge ender fastnet til stive rgr, og i endepunk-
terne er tvarsnitsarealet derfor fast. Dette giver, idet vi forudsatter, at
de to stive rgr har samme tvaernitsareal A,, felgende randbetingelser:

A(O, t) = A1

A(L, t) = A1
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Reservoir 7(0,1) : u(L,t)
Pr p(0,1) p(L,t)
=0 |Stiftrer | Elastisk rgr |  Stift rgr

L.

U, _\

Al . A1 ﬁ(L7t)
3 L . 1 ‘ p=0 I
1 I 1

. L, L Beholder

——

Figur 2.7: De forskellige rgrdele samt reservoiret med trykket Pr

Fastspaznding mellem to stive rgr har samtidig en betydning for hastig-
heden og trykket i enderne af det elastiske rgr. Dette giver anledning
til yderligere to randbetingelser, der kan forklares pa fglgende vis :

Vi forestiller os, at veesken, som skal stremme.igennem det elastiske ror,
kommer fra et statisk reservoir, hvorefter den fgrst stremmer gennem
et stift ror, s3 gennem et elastisk rer, for til sidst at blive ledt ud af
systemet gennem et tilsvarende stift ror.

Ser vi pa den fgrste del af denne proces, fgr det elastiske ror, vil fglgende
vare geeldende :

"o Trykket i reservoiret er givet ved Pg'og hastigheden her er 0.
o Trykket ved starten af det elastiske rgr er p og hastigheden er .
e Lzngden af det stive rgr er L,.
Trykket 1 det elastiske rgrs endepunkter kan nu beregnes ved at benytte
bevagelsesligningen (2.18), for rgr med laminar stremning x = 1. I den

forste del af systemet skal bevaegelsesligningen beregnes i punktet (0, t)
- se figur 2.7

Ju _ Ju 1.0p _ _
E’(Oat) + u(O,t) a_z(o’t) = _; a_x(oat) - F(A’u(oat)) U(O,t) <
%—?(O,t) + % (-;—ﬂz(o,t) + B(%t—)) = —F(A,4(0,t))%(0,t) (2.19)

Leddet
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| (% (-*’(o t) + (;t))

kan ved approksimation af differentialkvotienten omskrives til:

192 pOL) _ Pa
I =55 p= u(Ot)+p(Ot)-PR

Indsaettes dette i ligning (2.19) fas

du, 1, op(08) Pp o oo
at (O,t)+2L1 u (Oﬂt)+ Llp L]P - F(A,u(O,t))U(O,t) (2'20)

Friktionsleddet F(A,%(0,t))%(0,t) saxttes i folge Cancelli og Pedley til

2 2
—A# hvor k, er en konstant med dimensionen kg m~7. Indsattes

dette udtryk i ligning (2.20) og isoleres p(0,t) fas den tredie randbetin-
gelse:

p(0,t) = Pr— %pa’(o,t) -rL %(o,t) -k ATW(0,1) | (221)

Den sidste randbetingelse beregnes pa samme vis, idet vi, som vist pa
figur 2.7 har

o Trykket ved enden af det elastiske ror er p(L,t) og hastigheden
ved enden af det elastiske rgr er (L, 1).

e Trykket ved slutningen af det stive rgr er 0 og hastigheden ved
slutningen af det stive ror er stadig u(L,t).

e Langden af det stive ror er L,.
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I denne ende af det elastiske rgr, skal bevaegelsesligningen beregnes i
punktet (L,t) og er derfor givet ved:

%?(L,t) + 5‘9; (- 2(L,1)+ 2L t)) = —F(A,9(L,t))T(L,t) (2.22)

hvor leddet:
0 1_2 p(L, t))
2 (3ewn+ 2
igen ved approksimation af differentialkvotienten kan omskrives til:

(1wn+9) - (weo+ L)
' L, B pL,

Indsaettes dette i ligning (2.22) fas

ou p(L,t) _ N
at(L t) — L, - — F(A,u(L,t))a(L,t) (2.23)

Friktionsleddet F(A, w(L,t))w(L,t) er som ovenfor ifglge Cancelli og

Pedley givet ved —’—Al-l;—;(l—'—'—). Indsattes udtrykket i ligning (2.23), og
~ isoleres p(L,t), fas den fjerde og sidste randbetingelse:

a—(L t) + ko A2 @%(L, 1) (2.24)

p(L,t) = pLz 5

2.7 Ligningerne for begyndelsesbetingel-
serne

Den fysiske forklaring pa begyndelsesbetingelserne er en del lettere at
gennemskue end den vi har beskrevet for randbetingelserne. Til ti-
den t = 0 antager vi, at tvaersnitsarealet over hele det elastiske rgr er
konstant A,. Dette giver betingelsen:
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A(I, 0) = Al

Tilsvarende antager vi, at hastigheden @ er konstant og subkritisk 4,
til tiden ¢t = 0, hvilket giver betingelsen:

Ti(z, 0) = .ﬂ]

2.8 Ligning for trykket i reservoiret

Ud fra vores begyndelses- og randbetmgelser for de stive rgr kan vi,
hvis vi antager at - :

L1 = L2

og
p(0, t)lg:o = p(L, t)l::o

beregne begyndelsesvaerdien for Pg. Det benyttes at A(z,0) = A,
og u(z,0) = T,;. Randbetingelserne i ligning (2.21) og ligning (2.24)
undersgges nu for ¢t — 0:

1 Ot
p(0,8)],mp = PR"§P“1 p Ly al ki A T
og
6—
PLit)lmo = L5t + kA TS

Da vi har antaget, at de to udtryk er identiske, kan Pg isoleres af
ligningerne:

1
Pr = 5pﬁf+k,A§'ﬁf+k2A'fﬁ§ &

1
Pp = ﬁf ('2'P+(k1 +k2)A§)

hvor det er blevet benyttet, at ?-'ﬂ = 0.
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2.9 Ligning for trykket i kammeret p,

Trykket b., i det omgivende kammer er i den dynamiske model beskre-
vet ud fra henholdsvis en begyndelsesvaerdi p., og en trykforggelse p.,
Stgrrelsen p,, kan udledes ud fra randbetingelsen pa side 29 da det
forudszttes at til ¢t = 0 er det transmurale tryk nul. Stgrrelsen p.,
er en forpgelse af det ydre tryk p., over en kort tidsperiode. Denne
forarsager, at et kollaps pabegyndes i rgret. Da vi ser pa de stationare
lgsninger, er det kun interessant at betragte det ydre tryk, nar der ikke
lngere er endringer i systemet, det vil sige efter trykforggelsen. Her
vil det ydre tryk i rgret vare givet ved:

Pe = Peo t Pey

2.9.1 Udledning af p,,

Nar begyndelsesvaerdien p., skal bestemmes betragtes ligning (2.2), som
er givet ved: '
. T
pe = p(z,t) - P(A)+

Denne betragtes i et givet punkt, eksempelvis z = L, hvor randbetin-
gelsen opstillet i ligning (2.24) for trykket i rgret er givet ved:

p(L,t) = pL, %(L,t)+k2Af-H2(L,t)

Da vi gnsker at beregne p.,, skal ovenstaende ligninger betragtes for
t = 0, hvorfor den longitudinale spaending er nul. For hastigheden fas
U = u,, hvilket betyder, at leddet p L, %“}(L,O) = 0. Fort = 0 fas
saledes ligningerne:

P = p(L,0) - P(A)
p(L,0) = ki A?u}

Ud fra disse ligninger fas hermed:

P, = ky A2 2 — P(A) (2.25)
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Pe

Pey ¢

Figur 2.8: Det ydre tryk p,

2.9.2 Udledning af p,,

Kollabering i rgret pabegyndes ved at have det ydre tryk over en kort
tidsperiode tp - se figur 2.8. For t < g kan vi betragte de to punkter A
og B pa figuren. Ved at beregne kurvens haldning i disse punkter, kan
et udtryk for trykstigningens stgrrelse opstilles, idet den for 0 < t < ¢g
er givet ved:

Pes _ Pe~ Pe

_— = — &
to t
t
Pe = Pey = D t_ (226)
0

For t > t, fas det konstante udtryk:

pe = Peo +pc, (2-27)
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2.10 Systemet pa dimensionslgs form

Vi har nu udledt et szt af ligninger med tilhgrende rand- og begyndel-
sesbetingelser, som beskriver vaskestrgmning i elastiske rgr. For let-
tere at kunne arbejde med dette system af ligninger, bringes systemet
pa dimensionslgs form. Til dette formal introduceres nye symboler for
storrelserne med dimension. Saledes betegnes det dimensionsbehaftede
tryk eksempelvis p’, mens det dimensionslgse tryk betegnes p.

Ferst en oversigt over de benyttede dimensionslgse parametre:

o = A
=
z = id
= D
u = 'i, hvor ¢ = kK,
Co ' P
- P
P=
t' o
t = —
Dy
F o= F' D,
Co
o = T
pci Do
L
A= —
Dy

@nsker man at kontrollere, om de enkelte udtryk virkelig er dimensions-
lgse, kan fglgende enheder indszttes:
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. . kg

m3
_ m
Co, U =
S

kg

7 K, —

kg

T H ;?

Nogle beregninger foretages adskillige gange, hvorfor vi starter med at
gennemga disse:

0A A 0t 0A o Jda ¢

gt—' = —5?-677=-5t—D_0=A°-5t__D—;, (228)
9A _ 8A Bz 9A 1 _ A da

3 = 9290 9z Dy D, 0z (2:29)
J YUNAT TN VR
9z ~ 0z \ 0z Do) 6z’ D 8z2 = D? Ozx? '
u _ uot due g Ou (2.31)
ot ~— otot Ot Dy, D, Ot ‘
gu _ Judr dul _ o Ou (2.32)
dr' 8z ' 08z Dy D, Oz )

I disse beregninger har vi - udover kadereglen - gjort brug af: A = a Ap
og U = ucy.

Det er nu muligt at ga i gang med de faktiske ligninger. Vi begynder
med kontinuitetsligningen (2.5):

0A _0A Aaﬁ

Wity =0
co Oa ucyAo da c Ou
Aopat T Dy T e T ®
Oa Jda ou
hufind - — = 2.33
5 Tvar T8 0 (2:33)
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I denne beregning er ligningerne (2.28), (2.29) og (2.32) blevet benyttet.
Dernast bevaegelsesligningen (2.18):

du _ou 10y .
% xu——; = ;%—F A
¢ Ou ¢ Ou pes Op . ¢
Do.é_t-+ DOEE _pDo 6.1: FDo et
Ou Ou dp
— —_— = = 2.34
R S b (234)

Vi har her anvendt ligningerne (2.31) og (2.32), samt relationerne:
p=pcipog F' = ED—?. Herefter skal systemets tilstandsligning (2.3)
geres dimensionslgs:

i

, Do 8%A Do 84\*\
r—p = P(A)-T=92{ o 94
P =P (4) 2 Ay 02" (1 + (2 Ao 63:’) ®

. _ K,Pa) o & 1+l(§g 2\
P=P = pck 2 0z? 4 \ 0z )

idet vi har benyttet iigningerne (2.29) og (2.30) samt indsat:
T=o0pct Dy, P(A) = K,P(a) og p = ppcl. Udtrykket kan dog

2
omskrives yderligere, da K, = 22

[y

[\

P(a) o 0% 1 (8a\?\
P=Pe= = = 5 5 (1 t3 (6.7:) (2.35)

Rand- og begyndelsesbetingelserne gores nu pa lignende vis dimensions-
lgse. Forst randbetingelserne for tvarsnitsarealet:

A(0,tY=A, & | a0,t) =0

ALY) =4 & [ aht) =
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Dernast randbetingelserne for trykket:

’ n- ’ ) ' ou 3 = '
:'p(oat) = PR—'2'pu2(0’t)"leaq;(oat')—klAguz(ovt) g
_ 1 2 Ll au kl anguz(O,t)
POY) = Pa=5ui(00) - B (0,0 - A2

P(O, t) = PR - %uz(o'; t) - ’\l %lt—‘(o’ t) -Mn a? uz(o’t)

. . . . . L ky 2 A2
idet vi har gjort brug af omskrivningerne: A;2 = 352 og m2 = =22,

Sterrelserne 1, og 7, fortolkes som de enkelt-energita‘i), der forekommer
i de to stive rer. Disse tab reguleres pa kontrolhanerne a og b pa figur
2.1 side 11. I den anden ende af r¢ret for £ = L fas ved hjelp af de

samme omskrivninger:

p(L,t) = kgAfﬁz(L,t')+pLg%—7(L,t') &

)
p(01) = maa? u2(\ 1) + Ay b—;‘(),t)

I gvrigt er Py i de sidste par udledninger blevet omskrevet til Pgr, hvilket
bevirker at:

/ 1 _
1 ulc?
Pp = (5,; + (k1 + k)o? A?,) p‘cg &

1
Pr= (5 +(m + nz)af) ul

Udtrykket for det ydre tryk p. geres dimensionslgst, ved at ggre hen-
holdsvis p., og p., dimensionslgse. Udtrykket for p., er pa forhand en
dimensionslgs konstant, hvorfor vi blot skal omskrive pe,.
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Med de nye symboler, fas fglgende udtryk for p,,:

P, = k2 AZul - P(A))

hvilket pa dimensionslgs form kan omskrives til:

2 2 42 2 C%P
PP = kraj Aguicg— ——Plar) &
~ ko A2 1
Py = 2p ol — ;P(al) <

' 1
Peo = 7)203“3 - ;P(al)

Sluttelig kan begyndelsesbetingelserne omskrives:

A('\0)=A, & | a(z,0) =0

T(',0) =1 & | u(z,0)=1u

Ligningerne (2.33), (2:34) og (2.35) udggr nu sammen med de nye rand-
og begyndelsesbetingelser det dimensionslgse system.
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Kapitel 3

Stationzere lgsninger

Pa baggrund af Cancelli og Pedley’s model, refereret i forrige kapitel,
vil vi her opstille et udtryk for sterrelsen af tveersnitsarealet @ som
funktion af positionen z i rgrets leengderetning. Dette vil vi beregne ud
fra det stationzre tilfelde af de opstillede ligninger. Ved at betragte
disse pa dimensionslgs form, kan vi udlede et udtryk, der ved numerisk
lgsning giver et billede af sammenhzngen mellem a og z. Friktionen
i systemet antages at veere meget lille, hvorfor vi i det fglgende ser
bort fra denne. Hertil skal dog bemarkes, at friktionsleddet indgar i
randbetingelserne. Ved at benytte disse betragtninger, bliver systemets
ligninger som nedenfor, idet vi fremover vil betegne a(z) med a:

au(z) = ¢ (3.1)
u(z) d’;(;) = - d’;(;) for0< = < z, (3.2)
x u(z) dl;(:) = - d’;(;) forz, <z <A (3.3)

N{w

da a. 2\
p(z) = pe+%P(a)—%F(l+§(j—x)> (3.4)

Den fgrste ligning er kontinuitetsligningen, de naste to er bevaegelseslig-
ningerne og sidste udtryk er tilstandsligningen for systemet. Stgrrelsen
q er vandfgringen i reret.

39
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De tilhgrende randbetingelser er: o

R

—
(=)
I

o)) = & (3.5)
p(0) = PR—(%+'71 af) wX(0) (3.6)
P = madui() (37)
Pa = (3+m+mad)ad (38)

Derudover antager vi, at fglgende gennemgangsbetingelser er opfyldt:

¢ Krumningen i separationspunktet z, er kontinuert, det vil sige:

d’a

dz?

d*a

dz?

(3.9)

To= Tt

¢ Hzldningen i separationspunktet er kontinuert.

Hyplge Cancelli og Pedley side 392 vil separationspunktet ligge
lidt til hgjre for minimumspunktet z,;,, det punkt hvor tveer-
snitsarealet af rgret antager sin mindste veaerdi. Som tidligere
forklaret (se kapitel 2 side 21) vil separationen ske, nar trykgra-
dienten bliver stgrre end

dp(z)
dz

> 7 u(z)?

Vi antager derfor, at separationen pabegyndes nar

_ 2
dr N u(2)

Ved at anvende ovenstaende kriterium for separation i bevaegelseslignin-
gen (3.2) kan vi fastlegge et band for, hvornar separation sker. Herved
fas:



du(z) dp(z) N

u(z) dr dz
'“(z)df) = muz)?
-d:(;) = mu(z)

Af ligning (31) haves u(z) = £, som indsettes i ovenstaende udtryk

d3 q
Td - M ©
1 da 1
e& = Ts

da

:1'; = nha.

Betingelsen i séparationspunktet bliver saledes

doa :
E T, =m alxa (310)

Af ovenstaende er det nu muligt at udlede et udtryk for tvaersnitsarealet
som funktion af z. Udledningen foretages pa baggrund af ligningssy-

stemet (3.1) - (3.4), randbetingelserne (3.5) - (3.8) samt gennemgangs-
betingelserne (3.9) og (3.10).

Bevagelsesligningerne (3.2) og (3.3) integreres.
For 0 < z < z, fas:

/'u(’x)g#dz = /—%L;—)dm &

u(z)® + p(z) = ho' (3.11)

For z, < z < ) fas:

/xu(z) dt;(;) dz = /— dp(z) dz &
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Sxu(z) +p(2) = by (3.12)

Integrationskonstanterne ho og h, skal bestemmes, hvorefter det er mu-
ligt at fastlegge q. Indsettes txlstandshgmngen (3.4) og udtrykket
u(z) =2 (3.11) og (3.12) fas:

ho = §a_+p°+ P(a)

-3
o d?a 1 [da\?
—_——— - — < .
5 Ta? (1+4(d:c)) for0<z <z, (3.13)

1 ¢? 1
h, = §X25+Pe+;f’(a)

3

o &a 1 (da\?\ ’

—_——— - —- < .
2dz2(1+4(d3:)) forr, <z <A (3.14)

Sterrelserne ho og h; kan nu bestemmes ved at indseette randbetingel-
serne (3.6) og (3.7) i henholdsvis (3.11) og (3.12)

1 ¢* 1 q?
he = == - = 2
0 20[¥+PR (2+ma,) 7 &
ho = PR—m¢’ (3.15)
2 2
q 2 9
h — —_— —
1 2Xa§+772 157 Aad
1 2
hy = =y — .
1 2Xal+7]2q (3.16)

Tilbage er blot at fastleegge g. Dette ggres ved i separationspunktet
a(z,) at benytte gennemgangsbetingelsen i ligning (3.9) og subtrahere
(3.13) og (3.14). Det giver
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1 ¢’
ho —hy = 5(1—)()";5 (3.17)

idet vi fremover vil benytte skrivemaden a, for af(z,).
Ligeledes subtraheres (3.15) og (3.16)

2

1
ho—hi = Pa-m¢*— x5 —m¢? (3.18)
27 aof

Sammensettes ligningerne (3.17) og (3.18) fas:
2

1 ¢ . 1 ¢ 5
-(1 - — = Pp - —_——_ Y — - &
2( X)af R— T 2xa§ 729

_1
L /1 1 1 1\°?2 »
g = P; (i(l—x).;§+’h+’72+§X;?) (3.19)

Det er nu muligt at bestemme ¢, hvis a, er kendt, og derefter kan hg
og h, fastleegges af ligningerne (3.15) og (3.16).

Men a, er endnu ikke kendt. For at bestemme «, integreres ligningerne
(3.13) og (3.14). S -

Ligning (3.13) integreret giver saledes

‘ /h0d0/=

1 ¢° 1 o d*a 1 (da\?\ ?
('2-‘5+pe+zp(a)—§a?(l+z(£) da =

ho a + konst = (3.20)
_3
14? 1 o d*a 1 (da\?)
—§E+pca+E/P(a)da—/§E(1+Z<-&;> da

Betragt nu det sidste led, skriv ds som Z—; dz og benyt substitutionen
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dr =

Z@ 1+l d_a ’ _7d
2 dz? 4 \ dx @

1
= —20 -4 konst
Y

-2
= d - + konst

(1+i@7)

Integralet skal beregnes i intervallet fra 1 til a, hvorfor ligning (3.13)
for 0 <z <z, giver

2

20
(3.21)
(143’

Q=

1 1 [°
Co=—= +(p,—ho)a+—/ P(s) ds +
2 k J,
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| Ligeledes vil man i intervallet z, < z < A f4 integralet af (3.14) til

+(p,.—h1)a+.%/laP(s)ds+ - 2¢ 7 (322)

H(®))

Integrationskonstanterne ¢y og ¢; kan bestemmes ved brug af gennem-
gangsbetingelsen i ligning (3.10).

Cl=--§-

R |],

Saledes bliver co:

= 1L et / P(s)
Co = 2 a, Pe — No)a, + $) as
0g (3.23)
+ I
(1+52He?)
og c; bliver:
1 [
o = —U—+(pe-h1)a,+—/ P(s) ds
) k),
. (3.24)
.+ - T
(14 37e?)

Ved at xsolere 2 i ligningerne (3.21) og (3.22) kommer man frem til et
~udtryk, hvoraf a, kan bestemmes

Seet

1q2 1 a
go(a) = co+§——(pe—ho)a—E/ P(s) ds
1
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og -
. g? 1 [°
a{a) = a+ -2-;-(pe-fh1)a— -’;/1 P(s) ds
Da bliver i:—" i intervallet 0 <z<z,
20
2 % = go(a) \ad
(1+1(®))
1 (da\? 402
14— = ——
4 \ dz go(a)?
da\? 402
(&) - Ge)=m

ligeledes vil 5% i intervallet z, < z < X vare givet ved:

(&)

Endelig fas:

_ 402

= 4(o5m 1) = At

d_a
dz
do

dz

+y/fola) for0<z <,
+y/fila) forz, <z <A

Da det elastiske rgr antager det stgrste tvarsnitsareal i enderne og
det mindste et sted derimellem, vil {'d'-z‘l veere negativ i intervallet
0 < z < Zyin Og positiv i intervallerne z,,;, <z <z, 0g z, < z < A,
hvor z, er defineret - se figur 3.1. Dette giver fglgende udtryk for z, i
de to intervaller, hvor den er defineret:

Tmin S r S I,

Ts

/amin
oy

1
Jo(s)

1

o+ / Vo)

ds

(3.25)
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. R - . . d
Figur 3.1: Fortegnsvarlat.loner for 52 .

(3.26)

r, = A—/c:l-\/—-j%ds

Hvis ovenstaende ligninger for z, sattes sammen, fas fglgende udtryk

for \:

[T [Lame [
@ 1

= /a’ ! ds+/al—1—4ds+ —ds
Amin Vfo(s) oy Vfo(s) amin \/ 0(8)
o l
¥ / V0 A

ds

(3.27)

o 1 o 1 1
A =2 —_— ds ‘ ds
/am.-n V fo(s) * /a (\/fo(S) * \/fl(S))

I ligning (3.27) er der det problem, at fo(a) bliver nul i punktet am;n.
Dette tages der hgjde for ved at Taylorudvikle fo(a) i punktet amin.
Indsaettes forste led af denne Taylorrakke i den reciprokke kvadratrod,
fas et udtryk, der ligesom fo er udefineret i ami,. Det kan imidlertid
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-vises, at differensen mellem disse to udtryk er nul i am;,, hvorfor vi i
de numeriske beregninger sztter integranden i ligning (3.28) lig nul for
a = Qmnin.

Vi Taylorudvikler fo(a) i punktet @min: 7

fO(a = amin) fO(amin) + if% (a - amin)

-1 deO(amt'n)
+ 27 da?

fo(emin)(@ = amin) + (@ = @min)’

(a - amin)2 + o(a - amin)a

Indsattes ovenstaende approksimation i integralet fas:

[

o 1 1 ] ] 1
= il do
/amin ( fo(a) \/f(,)(am"n) \/Cl ~ Qmin i \/f(’)(amin) \/a - amin)

_ /aa ( 1 _ 1 1 )da
Omin \ 'V fo(a) \/f(’)(amin) \/a = Qmin

(as - amiﬂ)

2 folamin)

(3.28)

Det kan nu godtgeres, at integranden i ligning (3.28) kan seettes lig nul
for o = amin.

For at vise det vil vi fgrst Taylorudvikle fo(a) til anden orden i punktet

a = Omin-:

fO(a = amin) =

f(’)(amin)(a - amin) + %f(')'(amin)(a - amin)2 + 0(0' - amin)3

Indsattes dette i integranden i ligning (3.28) fas:
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S| -
\/f(‘,)(am:'n‘)(aul_ amin) + '12' f(,),(amin)(a - amin)2
1 !

\/f(',(am,-,,) \/CY — Qin

1

1
-1
VoY e (\/1+ e )

o1 - Blemslla—ems) )
- \/f(’)(amin)(a - amin) (1 | 4 f(;(amin) 1
= - (’),(amm (Q amm)%

4('fo(amm))
= 0 for a = amin

Ved andet lighedstegn er det benyttet, at der for sma z.geelder

1 1

~]l—--2

(l+:r)%— 2

Dette har nu givet os de mere specifikke ligninger, som skal benyttes for
at finde z, ud fra kendskabet til a,. Tilbage er at bestemme a,. Det ggr
vi ved iterativt at fitte en vardi, saledes at ligning (3.27) er opfyldt.
Den pracise fremgangsmade, vil blive forklaret i nzste kapitel. Her
beskrives, hvorledes konkrete talvardier findes for de opstillede udtryk.

Vores egentlige mal er som tidligere navnt at beskrive tvarsnitsarealet
som funktion af stedet. For at opna dette, skal vi generalisere ligning-
erne (3.25) og (3.26) til at gelde for ethvert z. Ligeledes skal vi danne
en tilsvarende ligning for z € [0; Zmin). Dette kan ggres ved at integrere
op til det gnskede tveersnitsareal, da vi nu har beregnet et udtryk for
@,. Derved fis z(a), som ved inversion giver os det gnskede resultat:

Vi far altsa ligningerne:
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0S$S$min

a 1 :
r = - - d .
~/01 VfO(s) ’ (3 29)

Tmin S < .’L",:

Omin 1 a 1
T = - ds d
Lz Voo R B

T ='/\—

oy 1
—ds
/a 76) (3.31)

Dette er de ligninger, der giver z(a), men fgr disse ligninger kan op-
stilles, ma adskillige konstantberegninger foretages. De vaesentligste
ligninger i dette kapitel vil blive opsummeret i kapitel 4. Konstant-
beregningernes rekkefpglge gennemgas i afsnit 4.4, side 58, mens den
overordnede algoritme til beregningen af z(a) opstilles i afsnit 4.5, side

61.

Da vores beregninger siden skal relateres til Svend Mortensens ekspe-
rimentelle arbejde, bestemmes samtidig stgrrelsen:

H(z) = 5u(e) + ) (3.32)

der indeholder information om energi og tryk i rgret. Det relative tryk-
fald er givet ved:

AH _ H(z,)-H())
H(z,) ~  H(z,)

(3.33)

idet trykfaldet fgrst opstar efter separationspunktet z,. Udtrykket for
H(z) afhenger fplgelig af positionen i rgret, og kan beskrives ved hjeelp
af ligningerne (3.11) og (3.12).
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H(z) = %u(z)2+p(z) = hy for0<z<z,

og
H(z) = pxu(al +p(e) +5(1-x)u(@)}

H(z) = h+ ';-(1 - x)u(z)* forz, <z <A (3.34)

Ved brug af disse udtryk og ved brug af relationen u = I kan ligning
(3.33) omskrives til:

H(z,) ko «
aH_ h-j0-wg
H(z,) = ho

Benyttes ligningerne (3.15) og (3.16) kan ovenstaende udtryk omskrives
endnu en gang:

Af ligning (3.19) isoleres Pr

' 1 1 1 1
PR=‘12(§(1_X)&_2+771+712+§X'&'2‘)
)

1

hvilket indsat i ovenstaende udtryk giver det endelige udtryk for den
relative zndring af funktionen H:
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. 2
AH , IXGHme-1(1-0%
H(z.) 92(%(1'X);1§+01+02+';‘X:1f)-'71‘12
| — :%X;,I'g'*',aﬂz—’li(l"x)a%{

JA-x)F+m+ixE

(-2 (& +3%)
(I=-x)az+2m+xzr




Kapitel 4

Fra model til resultat

I det fglgende kapitel vil vi beskrive en algoritme til at beregne a som
funktion af positionen i det elastiske rgrs leengderetning. Dette ggr vi
ved at benytte de ligninger, som er opstillet i kapitel 3. Sidst i ka-
pitlet beskrives beregningen af H(z). Formailet med dette kapitel er at
skabe et overblik over, hvordan ligningerne opstillet i forrige kapitel skal
bruges for numerisk at beregne tversnitsarealet. Derfor er de vigtige
resultater fra det forrige kapitel gentaget her.

For beskrivelsen af beregningen af a(z) er der to udtryk, som skal bereg-
nes. Dels skal ligningen for rgrets elastiske egenskaber P(a) integreres
fra 1 til @, og dels skal vi eksplicit beregne det mindste tveersnitsareal
Omin. Sterrelsen af am,, indgar blandt andet i integralet (3.27) side 47.

For at sikre en sammenhangende gennemgang har vi. valgt at foretage
ovenstaende beregninger for selve algoritmebeskrivelsen.

4.1 Integralet af P(a)

De elastiske egenskaber ved rgret, er beskrevet i kapitel 2 side 13, og er
her givet ved:

k(a—ay+ a3 e"°'(°'°'95)) for1 > a>0.95

Pla) = { ~ (b + a1%) for0<a<095 (4D

Som det fremgar, bliver integralet delt i to funktioner afhangigt af a,
se eventuelt den nederste graf pa figur 2.2 side 15. Derudover skal det

33
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bemaerkes, at integralet af P(a)-i modellen kun optrader med fakto-
ren 1/k foran. Derfor vil vi i det fglgende medtage denne faktor ved
beregningen af integralet. Integralet opdeles pa fglgende vis:

For a i intervallet 1 > a > 0.95 fas:

%/la P(s) ds

a
= / (s — az + aze™(=0%)) g
1

1,]° o
—-32] — [az2 8]y + aze™ 0‘95/ e % ds
2 5 1
[+

(az _ 1) —a, (a _ 1)—:+ as ea,o.ss [___1_ e;a, a] .
ay 1

as _ - az _
02__2__a20+a2__e aj(a 0'95)+'—€ a3 0.05

a a,

N = DN

/ P(s)ds = kl+ 102 —aya - 43  -01(a=05)
1 2 ay

hvor

l\l - a2_l+ﬁ§_ea,—0.05

- 2 a,

For o i intervallet 0 < a <0.95 fas:

%/IOP(.S) ds

0.95 1 o
= / (s — az + aze™79%%) ds 4 —/ = (by +71°) ds
1 k Jo.ss

1 0.95 1 0.95
- 32 - [01 812.95 + as ea; 695 | __ -~ e—a;s
2 1 ay 1

1 a - o
~ ([bl sloes + [_23 0'5]0.95)
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(0.952 = 1) —a;(0.95 1) — 8 , 93 -a,005
a ay

N ==

~ £ (by(a = 0.95) = 2 (™% — (0.95)°%))

= —0.04875 + 0.05 ap — - 4 =2 g=21005
01 a’l

+ % (5:0.95 — 2(0.95)%% — by a + 2a7°%) o

/ P(s)ds = k2+ % (b a+2a7%%) (4.2)
1 ' o
hvor
k2 = —0.0487540.05a; — =2 4 &3 g-m1005
. a
+ % (620.95 — 2(0.95)7%%)

4.2 Det mindste tvaersnitsareal a,,;,

Det mindste tvaersnitsareal kan beregnes ved at indsatte ami, i ligning
(3.21) side 44, idet der benyttes, at for a = aunin vil %% = 0. Da vi
antager, at amin < 0.95, indsaettes udtrykket (4.2) i ligningen. Denne
kan herefter omskrives til en ligning af 4. orden i \/amn.

2 bl Qmin 2

+(pc-h0)amin+k2" p +k\/m+2a"‘co

b rm"n2
= (pe — ho) amanz————-—”: +k24+20 —c

1 ¢

2 Amin

2 1 ¢
+ e

k vV Qmin 2 \/Qm;nz

Settes nu 2 = /amin samtidig med, at ligningen forleenges med z? fas:
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4
(pe—ho)a:“—b’ac +(k2+2a-co)z7+g-f-lq2 =0 <«
i k 7 k. 2
az*+bz*+cz+d =0 (4.3)
hvor
b
a = (pe"hO)—T:-
b = (k2420 —¢)
_ 2
T %
1
d = —=¢? - -
2‘]

For at finde ay,;, skal vi altsa finde et nulpunkt for 4. gradsligningen i

z, og derefter sztte am;, = 2.

4.3 Selve algoritmen for o;

Nu har vi faet fastlagt de udtryk, der er ngdvendige for at beskrive
selve algoritmen. Dette ggres i to trin, fgrst bestemmes konstanten a,,
og derefter beregnes a(z).

4.3.1 Bestemmelse af o,

Konstanten a, bestemmes ved bisektion. Separationen sker lige efter,
at rgret har antaget det mindste tvaersnitsareal an;,. Da minimums-
punktet ligger mellem de to stive rgr hver med tveersnitsareal o, og
da amin > 0, md a, ligge i intervallet [0; a;]. Ved bisektion halveres
dette interval kontinuerligt, og det naste a, sgges i det halverede inter-
val. Intervalendepunkterne betegnes henholdsvis Qpinds Og Quern- For
hvert geet af a, beregnes alle implicerede konstanter samt det mindste
tvarsnitsareal a,,i,. Dette minimumspunkt indgar som den ene inte-
grationsgraense i ligning (3.27) side 47. For hvert nyt gat kontrolleres
verdien af a, ved at sammenligne integralerne i ligning (3.27) med .
Dette leder frem til fglgende algoritme:
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Algoritme 4.1 Bestemmelse af q,

1. Intervalendepunkterne til bisektionen fastsazttes ved:

QAmindss = 0

Quores = 1

2. S3 lenge vi ikke har gaettet et a,, som er tilstrekkeligt précist,
fortsaettes bisektionen, idet fglgende punkter skal udfgres:

(a) Det naste a, gttes ved beregning af bisektionspunktet - midt-
punktet i intervallet : , ‘

a. = Umindst F Xoreran
s = T
(b) Konstanten g beregnes ved ligning (3.19)

(c) Konstanten hy beregnes ved ligning (3.15)

(d) Konstanten h, beregnes ved ligning (3.16)

(e) Konstanten ¢y beregnes ved ligning (3.23)

(f) Konstanten c; beregnes ved ligning (3.24)

(g) Det mindste tvarsnitsareal ay,;. beregnes ved ligning (4.3)

(h) For at undersgge, om dette a, er tilstrekkeligt praecist, be-
regnes hgjresiden i ligning (3.27) side 47. Stgrrelsen af dette
udtryk sammenlignes derefter med den dimensionsigse leengde
af rgret A,

ay 1
resl :=. /a’ \/m ds

g 1 .
res2 := /a‘ \/m ds

resd := / ! ds
Omin fO(s)

(i) resultat := resl + res2 + 2 res3 — A\

(j) Hvis resultat ~ 0 er a, gattet tilstraekkeligt pracist, ellers

(k) Hvis resultat > 0 er gattet for hgjt, og vi skal lave den naste
bisektion i intervallet [a,; @pr], hvorfor Qpine, 1= a;, ellers
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(1) Hvis resultat < 0 er gaettet for lavt !, og vi skal lave den naste
bisektion i intervallet [apinan; @), hvorfor a,,,.., := a,

4.4 De enkelte punkter i algoritmen

1 det fglgende kommer en gennemgang af de udtryk, der benyttes til be-
regning af de forskellige konstanter. Stgrsteparten af ligningerne findes
i kapitel 3, men er for overskuelighedens skyld ogsa medtaget her.

4.4.1 Beregning af konstanterne g, hy og h,

-1
2

1 /1, 1 1 1
= P:{-(1-y)= Sy —
q R(Q( X)a3+"‘+”2+2"a3)
he = PR"?l‘]2

1 q2
hi = —y—=— 2
1 zxa§+nzq

4.4.2 Beregning af konstanterne ¢y og c;

Konstanterne ¢ og ¢; bliver forskellige athengigt af, om a er stgrre
eller mindre end 0.95. Nar integralet af P(a) fra 1 til a, indsettes, fas:

For a > 0.95 .

1 ¢? 20
= -§;+(pe-h0)as+ ) T
: (1+51fel)?

+ k1 + lcv2 —a;a— 83 g-a(e-0.95)
2 ay

1Dette og ovenstdende razsonnement burde veere bearbejdet analytisk, hvilket vi
ikke har haft tid til at gere. I stedet har vi testet programmet empirisk, og ud fra
disse resultater dannet denne fremgangsmetode.



4.4 De enkelte punkter i algoritmen : - : 59

20
(1+14202)}

2
X q
- —— — C—h s
C 2aé+(p 1)a+

+ k1 + laz —aa-— as e—a:(a—0.95)

For a < 0.95
1 ¢? 20
o = —Eq—+(pe—ho)a,+ T
@ (1+37iad)?
o 1 4 -}
+ k24 E(—bla+2a )
2 2
G = _§L+(Pe—hl)aa+ z T
- (1+5ied)?
1 1
.‘) - — -5
+1\-+k( ba+2a )
Hvor:
1 a3 _g4 005
kl = az-—.—+——6 !
2 ay
k2 = —0.04875+0.05a, — <2 + 22 ¢=210.05

a a;

+ % (b, 0.95 -2 (0.95)-%)

4.4.3 Beregning af o,

Minimumspunktet amin bereghes som beskrevet side 56 ved at finde
nulpunkter i et 4. gradspolynomium. Dette ggres ved brug af Newton
Raphson’s algoritme, som er beskrevet i kapitel 5.
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4.4.4 Beregning af integralerne for et o,

De tre integraler, som indgar for hvert a, beregnes forskelligt. De to
integraler med granserne fra a, til o, beregnes direkte, ved numerisk
integration, hvorimod det tredie integral med granserne fra am;, til a,
skal omskrives, som tidligere nzvnt side 48

For at kdpne foietage den numeriské integration, har vi brugt Rornbe;g
integration. Algoritmen hertil er beskrevet i kapitel 5. Her vil vi derfor
kun beskrive de integraler, der skal beregnes.

oy 1
7 resl := / : ds for 0<z<z,

V fo(s) -

oy
res2 :=/ 1 ds for z,<z <A

Vi(s) -

For at undga det singulare punkt i tredie integral omskrives udtrykket
til:

resd :=

) 1 - 1 1 (as - amin)
~/o: ,,( \00(3) \/fé(amin) Vs = a"‘in) ds+2 Jolamin)

mi

Hvor fo og f; er givet ved:

me) = 4(of-1)  me0n

med

2 o
w@)=cot ;L —(pe—ho)a—1 [(Pe)ds for 0525,
2 a k J
qu 1 o
g,(a)=c1+—-—-—(p,-h1)a——/ P(s)ds for z,<z<A
2 a k J

Tilsvarende er f i punktet ami, givet ved:
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_ 3202 gh(@min)

Jolemin) = = e

hvor gy er beregnet ovenfor, blot skal o erstattes med apin. ‘Endelig
beregnes g;

1 ¢°
2 a?m'n

1y 1
go(Qmin) = — — (pe — ho) - T P(amin)

4.4.5 Det samlede resultat beregnes

Resultatet af beregningerne findes ved:

résultat = resl 4 res2 + 2res3 — A

Det angiver som tidligere nzevnt ngjagtigheden af det valgte a,

4.5 Beregning af a(z)

Efter at konstanten ami, er beregnet kan ligningerne til beskrivelse af
a(z) bestemmes. Den dimensionslgse laengde af rgret opdeles nu i tre
intervaller, hvorefter man ved brug af ligningerne (3.29), (3.30) og (3.31)
side 50, kan generere data for tversnitsarealet som funktion af stedet.
Disse data kan herefter - med et andet program (gnuplot) - plottes
saledes at vi far tegnet de inverse grafer; tvaersnitsarealet som funktion
af stedet. Dette program beskrives ikke, da det ingen indflydelse har
pa lesningen af vores problem. :

Algoritme 4.2 Bestemmelse af a(z)

1. Vardien for

o
z(a) = / ! ds

a fo(s)

beregnes i et antal skridt for a € [a1; amin)-

For hvert skridt gemmes henholdsvis vardien for z (resultatet af
integrationen) og vaerdien for a pa fil.

Vi far siledes vardier for z € [0; Zmin)-
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2. Vardien for

o= [ g L

beregnes i et antal skridt for a € [amin; @)

(4.4)

. For hvert skridt gemmes henholdsvis vaerdien for z (resultatet af
integrationen) og verdien for a pi fil.

Vi fir siledes vardier for 2 € [Tmin;2,]. Nir @ = ampin s®ttes
integranden lig nul (jzvnfgr side 48 i kapitel 3).

3. Vardien for

« 1
z(a) = A+ / ds
ay fl(s)
beregnes i et antal skridt for a € [a,; a1).
_ For hvert skridt gemmes henholdsvis vaerdien for z (resultatet af
integrationen) og vardien for a pa fil.

Vi far siledes vardier for = € [z,; A).

4.6 De enkelte punkter i algoritmen

De to integraler beskrevet i henholdsvis punkt (1) og punkt(3) beregnes
direkte ved brug af Romberg’s metode til numerisk integration, som er
beskrevet i kapitel 5.

Integralet i ligning 4.4 omskrives ved Taylorudvikling, for at eliminere
det singuleare punkt, som optrader her - se side 48. Dette giver fglgende
resultat:

z(a) _/"'( ! - 1 1 )ds+2 Qs — Omin
- amin \ V fO(S) \[f(l)(amin) \/a = Qmin f(’,(am,-n)
oy 1
—_—d
AL
[ )
Omin fﬂ(s) f(,)(amin) Q= Qnpin
@ — Qmin

+2 ) — for Tpmin <z < 24 (4.5)

f(')(amin)
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Alle de implicerede funktioner er givet ngjagtigt som beskrevet pa side
60, og er derfor ikke gentaget her.

4.7 Beregning af H(z)

Sterrelsen H(z), som er udledt pa side 51 er givet ved udtrykket:

ho . for0<z< 1z,
H(z) =

hi+3(1—x)u? forz, <z <A

Algoritmen for denne beregning er meget analog beregning af o(z), idet
resultatet, som beregnes i de samme tre tempi som a(z), gemmes pa
fil sammen med den tilhgrende z-vardi. Disse data kan sa ligeledes
tegnes, eksempelvis ved at benytte programmet gnuplot.

Algoritme 4.3 Bestemmelse af H(z)

e Nar a, er beregnet findes

ay l

a, fl(s) ds

T, := A—

o Ved beregning af de tre integraler til a(x) gemmes henholdsvis = og
a i en tabel.

o Efter hvert integral er beregnet beregnes H(z), hvorefter bide den
tilhgrende z-vaerdi og resultatet H(zx) gemmes p3 fil.

Derudover er det ligeledes relevant at kende stgrrelsen af det relative
energi- og tryktab, hvorfor denne ogsa bgr beregnes.
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Kapitel 5
Numeriske’ metoder

I den stationaere vaeskemodel kan neesten alle udtryk beregnes analytisk.
Kun nulpunktssggning og integration af udtrykkene i ligningerne (4.3)
side 56 og (4.5) side 62 i kapitel 4 ma foretages numerisk. De anvendte
numeriske metoder der presenteres i det fglgende er hovedsageligt hen-
tet fra bpgerne William H. Press: Numerical recipes in Pascal [Recipes]
og J. Stoer og R. Bulirsch: Introduction to numerical analysis [Stoer).

5.1 Nulpunktssggning

Nar vi skal finde nulpunkterne i 4. gradspolynomiet

f(z) = azt+bat+cz+d (5.1)

hvor konstanterne som tidligere beskrevet er givet ved

| b
a = (p.—ho)— 7 ’
b = (k2420 — )
c = 2
=z
1
d = —=¢
59

benytter vi Newton Raphson’s algoritme. For at benytte algoritmen ma
folgende krav veere opfyldt. Dels skal funktionen f(z) vare kontinuert,
og dels skal f'(z) # 0i det interval, hvori nulpunkterne sgges. Det fgrste

65
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)

_

Figur 5.1: Ved at forlenge tangenten i det betragtede punkt findes naeste
approksimation af nulpunktet som liniens skaring med z-aksen.

krav er i vores tilfzlde altid opfyldt. Derimod kan det ikke udelukkes,
at funktionen har lokale ekstremumspunkter. For at opfylde det andet
krav, ma vi derfor udvide metoden en smule. Fgrst beskrives Newton
Raphson’s metode, dernzst den benyttede udvidelse af algoritmen.

Newton Raphson’s metode kan geometrisk forklares ved, at man ud fra
en startapproksimation til nulpunktet zo beregner henholdsvis f(zo) og
f'(zo). Dernast forlnges tangentlinien i punktet (o, f(z0)), sdledes at
den skerer z-aksen. Skaringen med z-aksen z; benyttes herefter som
den nye approksimation til nulpunktet, se figur 5.1. Denne procedure
gentages, indtil forskellen mellem det fundne og det analytisk beregnede
nulpunkt ligger indenfor en pa forhand fastsat tolerance.

Ved brug af Taylor-udvikling kan metoden udledes algebraisk. Dette
gores ved at raekkeudvikle en funktion i en omegn af punktet z,, hvilket
kan skrives som:
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f(Tn41) =

120 + (@n)(nss = 2a) + 3 IO nn = z)*  (52)

hvor £ € [Zn41 = Zn; Zns1 + Zn)

For pzne funktioner og i en lille omegn af z,,, det vil sige for sma vardier
af z,41 — zq, kan vi 1 ligning (5.2) ngjes med at betragte de fgrste to
led. Da vi er interesserede i at ﬁnde nulpunktet for den approksxmerede
funktion, beregnes f(zn41) =

f(@n41) = 0 &

f@a) 4 f(@a)@ari—2za) = 0 &
_ . @)
S T )

Dette udtryk kaldes Newton Raphson’s formel og beskriver, hvorledes
vi ved hjelp af forrige approksimation kan beregne et nyt nulpunkts-
g=t. Fejlen pa et givent nulpunkts-geet kan beskrives som:

En = Ipn—a

hvor a betegner det analytisk beregnede nulpunkt. For at undersgge

metodens konvergensegenskaber, udledes et udtryk for forholdet mellem

Entl Og En-

I det fglgende antages det at f'(a) # 0, hvilket giver at f(z) # 0 for

alle z i en given omegn af a. Hermed er det muligt, at raeekkeudvikle f
~omkring punktet z,:

f(@) = f(on) + [@n)a = 2a) + 5 (€)= 2.)

hvor ¢ € [z,—a; z,+¢]. Da f(a) = 0{as der ved division af ovenstdende
ligning med f'(z,), felgende udtryk:
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fle) . _ IOz
FZEN S ¥ TP B
" o 2
a—Top4 = —f(g);?;zn;n) =4
o e
e YIEN)
Lader vi z, — o fas:
o 653

Enyl = €, 2f'(a)

hvilket viser, at Newton Raphson’s metode konvergerer kvadratisk.
Denne hurtige konvergens bevirker, at algoritmen er meget anvendt
inden for nulpunktssggning. Dog har metoden et par svagheder.

Beregnes funktionen i et punkt langt fra den sggte rod, er Newton
Raphson’s metode meget upracis. I dette tilfzelde burde man medtage
flere led i Taylor-udviklingen i ligning (5.2), idet stgrrelsen zn41 — Z,
ikke l2ngere kan regnes for lille.

Derudover kan funktionen have lokale ekstremumspunkter. Skal f un-
derspges i nzrheden af et sadant punkt, vil f'(z) veaere meget lille og
det efterfglgende nulpunktsgeet stort - se figur 5.2.

For at undga disse former for fejlberegninger kombineres Newton Raph-
son’s algoritme med bisektion. Er vi langt fra nulpunktet, kan vi ved
bisektion hurtigt indsnaevre det betragtede interval. Samtidig er det
med denne metode muligt at tage hgjde for eventuelle lokale ekstrem-
umspunkter.

Nar bisektionen anvendes, ma det kraves, at funktionsverdierne i in-
tervalendepunkterne har forskellige fortegn. Kan betingelsen om for-
tegnsvariation i intervalendepunkterne ikke opfyldes, benytter vi New-
ton Raphson’s algoritme. Det antages da, at et punkt hvori f'(z) = 0,
er et nulpunkt.

Dette leder frem til fglgende overordnede algoritmer for henholdsvis
den forbedrede version - rdsikker - og den oprindelige version - rdnewt
- af Newton Raphson’s algoritme.
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f(=)

Figur 5.2: Eksempel pa funktion hvor Newton Raphson’s formel ikke kan
benyttes til nulpunktssggning.

Algoritme 5.1 nulpunkt

1. fl:= f(start_pkt) og fh := f(slut_pkt).

2. Hvis fl og fh har forskelligt fortegn (f1 fh < 0) s3 udfgres rdsikker
pa intervallet [start_pkt; slut_pkt]

3. ellefs udfgres:

(a) Lad z gennemlgbe intervallet [start_pkt; slut_pkt[ Fortegnet for
f(z) i alle de undersggte punkter sammenlignes med fortegnet

for fh.

(b) Hvis vi finder et f(z), som har modsat fortegn af fh, udfgres
rdsikker pd intervallet [z;slut_pkt].

(c) Hvis alle vardier af f derimod har samme fortegn, udfgres rd-
newt, idet nulpunktet, hvis det eksisterer, ma findes i et punkt,
hvor z-aksen er tangent til grafen for f. For at finde nulpunk-
tet s3 pracist som muligt, benyttes som startpunkt det af de
undersggte punkter, som numerisk set er tattest pa nul.
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- Algoritme 5.2 rdsikker [Recipes, side 290] -

1.
2.

Hvis- fl er negativ s3 sattes zl := start_pkt og zh := slut_pkt.
el|ef; udfgres: |

(a)_en ombytning af fl og fh.

(b) V:t:l := slut_pkt og zh := start_pkt.

Den fgrste approksimation af nulpunktet beregnes ved

start_pkt + slut_pkt
2

T, =

Den fgrste funktionstilvaekst approksimeres ved
. , dx := |[slut_pkt — start_pkt|

og den forrige tilvaekst dxold := dx

. S3 lange vi ikke har fundet en approksimation, der opfylder vores

krav om ngjagtighed, eller s3 lenge vi ikke har niet gransen for
antallet af iterationer, ¢ < max.it, udfgres:

(a) Beregn henholdsvis f(z,) og f'(zn).

(b) Hvis hzldningen df af f er lille, eller hvis vi er i et lokalt eks-
tremumspunkt, dvs hvis df = 0, eller hvis f er stor i forhold til
dxold df udfgres bisektion:

i. Sat den forrige funktionstilvaekst til denne ved:
dxold := dx

ii. Vi beregner en ny funktionstilvaekst

zl + zh

dx :=
X 2

iii. Det nye z, beregnes ved z, := zl + dx.

iv. Undersgg om vi har fundet et eksakt nulpunkt, ved at
checke om z,,_y = z,,

(c) ellers udfgres Newton Raphson's algoritme:

i. Lad dx := é og T, =z, — dx
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ii. Undersgg om vi har fundet et eksakt nulpunkt, ved at kon-
trollereom z,,_, =z,

(d) Undersgg nu om vi har itereret lenge nok, dvs om
|dx| < tolerancen. | sd fald er vi ferdige.

(e) ellers udfgres:

i. beregn den naste vardi for henholdsvis f(zs) og f'(zn)

i. hvis f(z,) < 0 sa=ttes zl := z, og fl := f ellers sxttes
zh:=z,08 fhi=f
iii. Tel antallet af iterationerop ved 1 ;=1 41

6. Hvis vi har fundet et nulpunkt, dvs hvis vi har itereret mindre end
max.it gange, returneres nulpunktet ved rdsikker := z,

7. -ellers udskrives en fejlmeddelelse til brugeren, og det opniede z,

returneres ved rdsikker := z,,

Algoritme 5.3 rdnewt [Recipes, side 290] -

1. Den fgrste approksimation af nulpunktet beregnes ved

zl + x2
f)

~

I, =

2. S3 lenge vi ikke har fundet en tilstrakkelig pracis approksimation,
eller s3 laenge vi ikke har ndet graensen for antallet af iterationer,
1 < max.it, udfgres:

(a) Beregn henholdsvis f(z,) og f'(z,).
(b) Hvis f'(z) > 0, dvs hvis |f'(z)| > tolerance s3 udfgres Newton
Raphson’s algoritme:
i. Lad dx := % Og Tp = T, —dx
ii. Undersgg om vi stadig er indenfor det interval, hvori nul-

punkterne skal findes. Hvis ikke udskrives en fejimeddelse -
pa skarmen. :

ii. Undersgg nu om wi har itereret lnge nok, dvs om
|dx| < tolerancen. | s3 fald er vi faerdige.

(c) ellers, hvis |f| > tolerance, findes der et lokalt ekstremum-
spunkt, som ikke er et nulpunkt. '

(d) Tzl antallet af iterationer op ved i := i + 1
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. Hvis vi har fundet et nulpunkt, dvs hvis vi har itereret mindre end

max_it gange returneres nulpunktet ved rdnewt := z,,

. ellers udskrives en fejlmeddeielse til brugeren, og det opniede z,

returneres ved rdnewt := z,,
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f(z)

IoA Iy T2 I3 ‘ T4 Zs

Figur 5.3: Funktionens definitionsinterval opdeles i n delintervaller.

5.2 Numerisk integration

Der eksisterer adskillige metoder til at bestemme integralet af en funk-
tion numerisk. I datalogiske opslagsvarker som for eksempel William
H. Press: Numerical recipes in Pascal [Recipes], kan man alt efter krav
om ngjagtighed og funktionens udseende valge en passende algoritme.

I vores modelbehandling benyttes Romberg’s integrationsmetode, som
varmt anbefales i eksempelvis [Recipes] og i J. Stoer og R. Bulirsch:
Introduction to numerical analysis [Stoer]. '

I det fglgende skal metoden beskrives matematisk. Dog har vi for at
sikre en sammenhangende og overskuelig beskrivelse valgt ikke at med-
tage alle beviser. Beviserne er ikke trivielle men kan findes udferligt
beskrevet i blandt andet [Stoer]. Er beviset udeladt, opgives i stedet
* en reference hertil.

5.2.1 Introduktion

Vi gnsker at integrere en funktion numerisk i intervallet [a;b]. Dette
interval opdeles i n delintervaller af lngden h - se figur 5.3.

Disse intervallers endepunkter navngives, som illustreret p4 figuren med
Zo,Z1,...,Zy. Et vilkarligt z; kan derfor skrives som:

z; = zo+th, fori=0,1,...,n
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Funktionsvaerdierne f(z) i de enkelte punkter betegnes med:

f(Ii) = f;

Nar et givent antal funktionsvardier kendes, kan funktionen approksi-
meres med en integrabel kurve. Ofte approksimerer man funktionen i
de beregnede punkter ved hjzlp af et polynomium, hvis grad afhen-
ger af antallet af delintervaller, dette vil blive uddybet senere. Hvis
funktionen er defineret i intervalendepunkterne zo og z., kaldes in-
tegrationsmetoden for lukket. Disse funktionsvardier er markeret pa
figur 5.3 med o. Er det derimod ikke muligt at beregne funktionen i in-
tervalendepunkterne - eksempelvis pa grund af en singularitet - kaldes
metoden for aben.

Da lukkede integrationsmetoder er de letteste at handtere, har vi i

vores model elimineret det singulzere punkt, siledes at vi kan benytte
de lukkede metoder.

Romberg integration er baseret pa en udvidelse af trapez-summen, der
i sig selv er en velkendt integrationsmetode. De to integrationsmetoder
er udviklet ud fra de matematiske teknikker ekstrapolation og interpo-
lation, hvorfor ideen i disse indledningsvis skitseres.

5.2.2 Interpolation og ekstrapolation

I numerisk integration - ogsa kaldet kvadratur - beregnes funktions-
verdien kun i et endeligt antal punkter: zg,zi,...,2z,. Integralet af
funktionen beregnes da ved, at disse punkter forbindes med en glat,
integrabel kurve. Approksimeres funktionen i intervallet mellem den
mindste og den stgrste z;-veerdi, kaldes metoden interpolation. For-
lenger vi derimod funktionen ud over de kendte endepunkter benzaevnes
metoden ekstrapolation.

Ofte sgger man at danne en kurve gennem punkterne ved hjzlp af poly-
nomier, men ogsa trigonometriske funktioner er meget anvendte. Kva-
draturformlerne er udledt ved hjzlp af polynomisk interpolation eller
ekstrapolation. I det fglgende beskrives to formler til inter- og ekstrapo-
lation. Det er Lagrange’s formel og den noget mere avancerede Neville’s
formel, som begge modellerer funktioner ved brug af polynomier.
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Lagrange’s formel

Lagrange’s formel siger fglgende:

Ud fra n + 1 arbitreere stgttepunkter (z;, f;) vil det vaere muligt pa en-
tydig vis at konstruere et polynomium af grad n gennem disse punkter.

Dette formuleres i fglgende satning:

S@tning 5.1 Givet n+1 stgttepunkter (z;, f;), hvori =0,1,...,n og
z; # i vil der, nir i # k, eksistere et og kun et polynomium P € Il,

med P(z;) = f;.

Symbolet II, betegner mengden af alle reelle eller komplekse-polyno-
mier P, hvis grad ikke overstiger n. Disse skrives pa formen:

P(z) = ap+a1z+ a2z’ +---+a,2"

Bevis:

Entydighed: Ferst betragtes de to polynomier P, og P, € II,;, hvorom
det galder at:

Pi(z)) = Py(z;) = f; for i=0,1,...,n

Herefter defineres polynomiet P(z) = Pi(z) — Px(z) € II,. Det vil
da gelde, at polynomiet P(z) har mindst n + 1 forskellige nulpunkter,
nemlig punkterne z;, hvor i = 0,1,...,n. Dette skyldes, at P;(z) og
P,(z) i disse punkter har den samme vardi. P(z) ma fglgelig.veere
identisk nul, hvilket giver at Pj(z) = P,(z).

Eksistens: Ved brug af hjaelpepolynbmier Li(z)e U, for:=0,1,...,n
kan man konstruere et interpolerende polynomium P(z), hvilket viser
eksistens af polynomiet P(z).

Hjzlpepolynomier pa formen

1 hvisi=k
Li(zg) = b = { 0 hvisi# k (5.4)
kan benyttes til konstruktion af P(z).

De sakaldte Lagrange polynomier opfylder denne betingelse og er givet
ved: '
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() = (‘U‘-’50)"'(3-Ei-I)(I-xiH)“-(:c-z,,)
Li=) (zi — 20) + -+ (Ti — Tim1)(2i = Tig1) -+ (Ti — Tn)
= 1=,

ik
k=0

Dette kan nu udnyttes til at generere de i sztningen opstillede krav,
ved at P(z) skrives som en sum af produkter mellem L;(zx) og f; idet:

n n =z
P) =3 5 [l = (5.5)
i=0 ik !
k=0 '
: i —
- - - Li(z)

a

Ovenstaende udtryk opfylder kravene i setning 5.1 og kaldes Lagrange’s
formel. Den har, som vi siden skal se, en stor teoretisk betydning. 1
praksis vealger man dog ofte en udvidet udgave af Lagrange’s formel;
kaldet Neville’s formel. Dette skyldes at Lagrange’s formel ikke giver
noget estimat af den fejl, der altid optraeder, nar der benyttes numeri-
ske approksimationer, og at formlens kompleksitet ggr den indviklet at
implementere [Recipes]. Inden Neville’s algoritme beskrives, vil vi dog
anskueligggre Lagrange’s formel ved et lille eksempel.

Eksempel 5.1 Lagrange’s formel

Givet stgttepunkterne

To | T1 | T2

0[1(3
og funktionsvardierne

fol il fo

1132

skal vi finde det interpolerende polynomium P(z) og specielt vaerdien P(2).
Vi starter med at bestemme hjzlpepolynomierne:
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(z-1)(z-3) (z—1)(z~3)

L(=) = G=n0=3 = 3
_ (z=0)(z-3) _z(z-3)

L= = a9 = 2
_ (z=0)(z-1) =z(z-1)

L=} = GO =" 6

Herefter kan P(z) bestemmes ved brug af ligning (5.5): '

2
Pz) = ) fiLiz)
= (e-1)E-3)-3e(c=3)+52(z=1)
5, 17

_ 2.2 -0
= .6z+6::+1

Endelig kan vi ved at indsatte z = 2 bestemme P(2)

10
3

Neville’s formel‘

Neville’s formel er baseret pa, at et interval med mange stgttepunkter
opdeles i delintervaller, som hver indeholder fa stgttepunkter. Der in-
terpoleres s3 i hvert enkelt delinterval, hvilket tilsammen danner den
fuldsteendige interpolation for hele intervallet.

For en mangde af stottepunkter (z;, f;) beskriver Neville’s formel et
interpolerende polynomium ved:

Piyiy..ii € Ik
Dette vil ifglge seetning 5.1 opfylde:
Ro‘x---"k(m"j)=fl','a forj=0,1,...,k

Disse polynomier er forbundet indbyrdes ved fglgende rekursionsformel:

Py(z) = fio (5.6)
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Pii,.i(z) =

(.‘l: - Iio)_P.‘,i,...i,,(-T) — (I - zik)P"oil---ik-l (z) (57)

xig — zio .

Bevis: For at bevise ovenstaende rekursionsformel, skal det under-
sgges, om hgjresiden af udtrykket har- de for P,;,. , ‘karakteristiske
egenskaber. Benavner vi hgjresiden R(z), kan vi nu beregne dennes
veerdi i yderpunkterne z;, og z;, samt i et vilkarligt punkt z;:

(zio = xio)Pixiz---l'k(xi'o) - (zio - zik)Pioiz iy (zio)

T — T,

‘R(z!’o) =

= Pigi;...i,;_;(xio)

Tilsvarende fas

R(zi,) = Pii,..(zi)
= f"k

og for punktet z;

(mi) - 'T"o)Pixiz---ik(xl'o) - (x‘j - mik)Pl'ol'j..J'k_l (Iio)
xik — Ty
(m'} ~ zl'o)fij - (mi, = T )fi,

Tip — Tig

R(z:,)

= ft',

for j =1,2,...,k — 1. Da vi tidligere har bevist, at polynomiel inter-
polation er entydig, ma det konkluderes, at R(z) = Py, .. 0

Ved brug af ligningerne (5.6) og (5.7) er det muligt at fastlzgge et
polynomium af 1. grad ved P,,;, og af 2. grad ved P,,.

Denne rekursive fremstilling af Neville’s formel ggr det muligt at illu-
strere brugen af den i fglgende tabel:
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j=0 1 2
fo=F,
- J 2 -
fl = Pn ' >Pioi,.',
P,
f2 = P,

Kender man to nabovardier i venstre kolonne, er det altsa muligt at
beregne det fglgende polynomium rekursivt. De to nabovardier kaldes
for forzldrene, mens det nye polynomium betegnes datteren.

Symbolet P, i, kan saledes tolkes som det 2. gradspolynomium, der
er sammensat af de to 1. gradspolynomier, P, og P,;,. Disse .
gradspolynomier er ligeledes dannet pa baggrund af de tre punkter
P,,, P, og P,,. Vardien k betegner saledes, hvor mange gange vi har
benyttet rekursionsformel (5.7), det vil sige polynomiets grad.

Ofte benytter man i Neville’s formel en lidt anderledes notation, der
direkte inddrager stgrrelsen af polynomiets grad 7 indekset. Dette leder
frem til fglgende konvention mellem de to notationer:

Tor = Tigek = Pigiyin = Piitrita..itk

Pa tilsvarende vis-benyttes fglgende notation for z idet:

Ty = Tigk = Ty,

Ved denne notation kan de rekursive beregninger anskueligggres i fgl-
gende tabel:
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k=0 12
T'(ho) = Too
Tl.l
T(hy) = Tio > T3
T2,l
T(hs) = To

og rekursionsformlen (5.7) kan samtidig omformuleres til

TJ,O = fao
T _ (.‘t e xs-k)Ta.k-l - (.’L‘ - .‘C,) Ts—l,k-l
s,k —
Ty — Ty-k
Tyk-1 — Too1 k-
= Topr + 22— ‘1* ! (5.8)

hvor 1 < k < s, fors=0,1,...,n. I afsnit 5.2.4, hvor ovenstaende
udtryk anvendes, er z = 0. Herved reduceres formlerne for T} til:

TO.O = fso
Tyior = Ty ke
Ts.k = Ts,k-l + L ;_-_k_ _ 11 k-1 (5.9)

Efter denne introduktion af interpolationsmetoder, der senere ogsa be-
nyttes som ekstrapolationsmetoder, skal kvadraturformlerne beskrives.

5.2.3 Newton-Cotes integrationsformler
Betegnelsen "Newton-Cotes formler” dakker over en lang rakke inte-

grationsformler, hvoraf de simpleste kendes fra gymnasiets prasenta-
tion af integralregningen; trapez-sum og Simpson’s regel. Disse udtryk
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og flere til kan alle udledes ud fra den samme grundformel, hvilket vises
i det fglgende.

Newton-Cotes metoden approksimerer integranden med et polynomium
af samme grad som antallet af delintervaller, hvorefter det modellerede
polynomium integreres over hele intervallet. Til approksimationen af
polynomierne benyttes Lagrange’s formel (5.5). Da det vil veere fordel-
agtigt at udtrykke z i termer af intervalleengden h, indfgres koordinat-
transformationen

z = a+ht, fort=0,1,...,n

hvor a er intervallets venstre endepunkt. Indseettes koordinattransfor-
mationen i ligning (5.5) fas det interpolerende polynomium af grad n:

Pu(z) = Pu(a+ht)

z": fi 'Li(a + ht)

1=0
hvor:

n

) a+ht—a—hk  {gt—-k:
Liath) = Ha+hi-a—hk = Hsz_

k#i k#i

Efter at have fundet et polynomium, der gz‘i'r gennem de beregnede
stottepunkter, skal dette polynomium integreres:

/a b P.(z) dz ) dt

il
bl
“\5.
-
e
=
"
+
£

n b
= hZ/ fi Li(a + ht) dt

=0 Vo

= hzn:fiai

=0

hvor a;’erne kaldes vagte og er givet ved:
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a = /n Li(a+ ht) dt (510)

0

Folgelig kan det konkluder&s, at der for ethvert naturligt tal n kan
dannes en Newton-Cotes ligning:

/b Pu(z) ds = hzn:f.-a; (5.11)

=0
hvor

b—a

n

fi = fla+hi) og h =

De fgromtalte veegte er rationelle tal med den egenskab at:

n
- a; = n

Dette kan indses ved at betragte ligning (5.11) i tilfeldet f(z) = 1, det
vil sige, at P,(z) = 1. Da f(z) = 1 ma der derfor gzlde, at f; =1 for
t=0,1,...,n. Herved fas:

b n
/ ldz = hZf;a,- <
¢ 0

b—a = hia; <

=0

n
n=Ea,'

1=0
Ved at variere antallet af delintervaller i Newton-Cotes ligning kan der

udledes forskellige integrationsregler.

Felgende eksempel viser trapez-summen:

Eksempel 5.2

Trapez-summen fremkommer ved at beregne Newton-Cotes ligningen for
tilfeldet n = 1. For at udlede reglen beregnes de enkelte vaegte ved brug
af ligning (5.10):
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I
'O\:‘
Of e
(I
b |

&
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I
—~
|
L
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—
P
&

.ag

|

Ved at inds=tte vagtene i ligning (5.11) fas

/:Pl(:t) dz =

‘Ved at udfgre tilsvarende beregninger for stgrre vardier af n, kan mere
indviklede integrationsformler findes. I nedenstdende tabel har vi op-
givet Newton-Cotes formlerne for n = 1,2 og 3

(fo+ f) (5.12)

o) >

n | veegte |navn fejlestimat

1|33  |trapez-sum |A® L f)(¢)

2331 |simpson-sum | A% L f(4)(¢)

35555 ssum h® g S(E)
Fejlvurdering

Nar man skal vurdere en beregningsmetodes anvendelighed, er det op-
lagt at studere den valgte metodes approksimationsfejl. For Newton-
Cotes formlerne og for den senere beskrevne Romberg integration kan
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£(0)

N\

N

b~

- P

o> O
1 et
o

Figur 5.4: Midtsummen, M, skal beregnes for intervallet [—1h; 14]

fejlen beregnes ved hjelp af den sakaldte Euler-Maclaurin summations-
formel. Vi vil ikke gennemga denne formel, men blot benytte et par af
dens resultater i de fglgende afsnit.

Dog vil vi for at illustrere fremgangsmetoden gennemga en fejlvurde-
ring af midtsummen. Denne beregning er meget simpel og kan ikke
umiddelbart generaliseres til Newton-Cotes formlerne. For uddybende
forklaring kan [Stoer, side 131-136] anbefales.

Skal midtsummen beregnes for et enkelt delinterval, det vil sige ved
hjzlp af to stgttepunkter (zo, fo) og (z1, 1) fas:

M= 1 (252 (-2

For at lette de fglgende beregninger sattes zo = -% hogz = 3h
jeevnfer figur (5.4).

Stamfunktionen F til f kan herefter Taylorudvikles i z = 0:

F(z)

F(0)+ F'(0)z + %F"(O) 2 + %F”’(() z?

FO)+(0)z + 3 £(0)2 + 5 (6)2°

Herefter kan integralet over delintervallet [—1k;1h], skrives som:
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'_i';f(z) dr = F(-;-h)-p(-%,h)

= FO0)+ 5 fO)h+5 SO R+ 5 (6K -

1 1 ’ 1 "
FO+ 3Ok =5 SO R + 2 (E)F
= JO)h+ 55 F(6) B + g5 S(E) B

Forste led i dette udtryk er bidraget til midtsummen, hvorfor fejlen pr.
interval er givet ved:

FUE)+ (&) s _ f(E) s
s b S Th

idet vi benytter, at f er kontinuert saledes at der i intervallet eksisterer

et £, for hvilket f(£1) < f(£) og f(£2) < f(£).

Udvidelse af Newton-Cotes formlerne

I behandlingen af Newton-Cotes formlerne har vi-indtil videre kun be- -
tragtet et enkelt interval af lzengden nh, men formlerne kan udvides til
at geelde for flere pa hinanden fglgende intervaller.

" Eksempelvis kan Trapez-summen (n = 1) benyttes N gange. For et
enkelt interval (z,; 7,41} fas approksimationen

I = glf(z;)+f(za+l)l

hvor z; = a + th, for: = 0,1,...,Nog h = 9;,—“. Onsker vi en til-
nzrmelse af integralet over hele intervallet [a;b] adderes ovennavnte
approksimation af de enkelte intervaller:

T(h) = TV

5.13
= h[igﬂ+f(a+h)+---+f(b-h)+igﬂ] ¢19)
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1 .
fa Jo
2 o . .
fa
3 . . . . .
f2 Je
4 o . . . . . . . .
h fs s fr

Figur 5.5: Halveringer af intervallengden k. | fgrste skridt beregnes f,
og f», mens det i andet skridt kun er ngdvendigt at beregne f;. | tredje
skridt beregnes f, og fe, endelig beregnes f;, fa, fs og fr i fjerde skridt.-

Pa lignende vis kan de gvrige Newton-Cotes formler udvides, men i det
felgende vil vi kun beskaftige os med ligning (5.13), da det er denne,
der benyttes i udledningen af Romberg’s integrationsmetode.

At udvide formlerne er en klar fordel, idet man undgar overflgdige be-
regninger. Hvis man efter en beregning af Trapez-summen fordobler
antallet af intervaller - af hensyn til ngjagtigheden - kan de tidligere
fundne funktionsverdier stadig benyttes. Man kan lgst sagt genbruge
de foregaende beregninger, hvilket er illustreret pa figur 5.5.

Ved at udvide formlerne er det samtidig muligt at opstille nye og mere
forfinede integrationsmetoder, hvilket Romberg integration er et eksem-

pel pa.

5.2.4 Romberg’s integrationsmetode

Betragter vi endnu engang den udvidede Trapez-formel (5.13), er det
muligt ved hjzlp af Euler-Maclaurin formlen at bestemme stgrrelsen af
approksimationens fejl. For at foretage fejlvurderingen antages det, at
der for den betragtede funktion f gelder, at f € C?™*2? pd intervallet
[a;8). Ved beregningen af fejlledet, som ikke er medtaget her, viser
det sig, at fejlen udtrykkes i termer af intervalleengden h, hvor h kun
optrader i lige potenser:

b
T(h)_/ f(t)dt = Tlh2+72h4+"‘+7m+2h2m+2

Hvis
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To = /abf(t) dt

kan trapez-summen skrives som:

T(h) = o+ T h*+ mh® + -+ + T B2 4 Ty R¥™H2 (5.14)

Koefficienterne: 71, 75, ..., Tm42 €r opgivet i [Stoer, side 131} og inde-
holder alle en afledet af funktionen f. Ordenen af funktionens afledede
er voksende og i den sidste koefficient 7,4, indgar, som ved fejlvurde-
ringen af midtsummen, funktionens afledede i punktet &; f>™*2(£(h)).

Hvis m — oo kan ligning (5.14) skrives som en uendelig rakke, der
ikke npgdvendigvis konvergerer, men som i praksis giver en tilstraekkelig
pracis approksimation for sma verdier af h, [Stoer, side 132]. Rakken
kan opfattes som et polynomium i h?, der giver den gnskede verdi af 7,
nar h = 0. Folgelig kan vi ved at ggre intervallengden stadigt mindre,
finde bedre approksimationer af integralet 7o.

For eksempel kan man, som vist pa figur 5.5, ggre intervalleengden
mindre ved fortsat at halvere intervalleengden

h

homboa, b=, k=,

hm—l
5 e hm_T

For hver intervalleengde h; bestemmes sa den tilsvarende Trapez-sum i
de enkelte punkter.

Tyo = T(h;), forj=s—k, s—k+1,

P& samme vis som i afsnit 5.2.2 opstiller vi herefter et 1nterpolerende
polynomium T, k(h;) isterrelsen h?, hvor 1 < k < s < m:

Tox(h) = ao+a B2+ -+ ap h2™ (5.15)

Ved tidligere interpolationer kravede vi, at P(z;) = f; - jeevnigr sat-
ning 5.1. Dette omskrives her til betingelsen

Toalhi) = T(h;), j=s—k s—k+1,

hvilket betyder, at den ekstrapolerede sum stemmer overens med
trapez-summen i de kendte stpttepunkter.
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“Efter at have opstillet det interpolerende polynomium i ligning (5.15),
kan de ekstrapolerede veaerdier bestemmes - nzrmere bestemt T, x(0).
Dette ggres ved at antage, at det fundne polynomium ogsa gelder for
-h = 0. Nar den ekstrapolerede verdi T, (0) er fundet, benyttes denne
som approksimation til det gnskede integral 7.

Denne beregningsmetode kaldes Romberg integration. Metoden forud-
stter ingen speciel ekstrapolationsmetode, men Neville’s formel skulle
som tidligere naevnt vaere sarligt velegnet. ; :

Den ekstrapolerede verdi defineres som
7‘.-‘.s,k(o) = Ta,k

hvilket kan bestemmes ved hjelp af ligning (5.9):

Ta,k—l - Ta—l,k—l
Ta,k = Ta,k-l + (M)z . (516)
h,

Hermed har vi faet en metode til rekursivt at beregne en arbitreer verdi
af T, . Som tidligere kan de enkelte rekursionstrin opstilles i et skema.
Dette illustreres i fglgende eksempel.

Eksempel 5.3

Vi gnsker at beregne integralet:

/olf(t)dt = /Olt"dt

Ved at benytte intervallengderne: hy = 1, by =
felgende vaerdier:

(N1

, hy = § beregnes
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k=0 1 2
T'(ho) = Too
7T,
T(h)=Tpo > I,
YL
T(hy) = Ts o

~ Beregningerne i de enkelte T}, i giver fgigende:

Stgrrelsen Tp o er kendt ud fra trapez-summen i ligning (5.13)

1
Top = 3

og stgrrelsen T ¢ beregnes tilsvarende ved

% (f(20)

(L,
2\16
9

32

)

+1(3)+
2)

til sidst fis pa samme made T ved

1
T = Z(
113
512

f(0)

2 2

+f(§)+f(%)+f(§)+

2)

Stgrrelsen T}, beregnes af rekursionsformlen (5.16)
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og stgrrelsen T, ; bestemmes tilsvarende ved

I, = T2,0+-———-—T2'0 —2’T1,o

() -1

. o om L
T 384

Det endelige resultat T;; findes ved

T2,1 — Tl.l

(1) -

77 5
_ 17 +§'§z—§
4

38 15
_ L (T80
T 384 5\ 384

1

)

hvilket er i overensstemmelse med den analytiske Igsning.

T, = Topp+

5.2.5 Algoritmer til integration

I dette afsnit gennemgas de enkelte algoritmer, som er implementeret
for at kunne benytte Romberg’s integrationsmetode. Det er i alt tre
forskellige algoritmer. Den fgrste algoritme benyttes til at beregne de
enkelte trapez-summer, den anden beskriver Neville’s metode til ekstra-
polation. Den sidste algoritme er Romberg’s integrationsmetode, der
benytter de to forrige algoritmer.
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- 5.2.6 Traphez-summer

Vi ved fra side 85, at trapez-summer kan generaliseres til at geelde over
hele integrationsintervallet [a; b}, saledes at der for hvert skridt beregnes
en ny trapez-sum. Dette kan udtrykkes ved fglgende:

T(h) = h @+f(a+h)+---+f(b-h)+%b)] (517)

Hvis funktionsvardierne i endepunkterne er kendte, kan resten af
trapez-summen findes ved blot at betragte funktionsvaerdierne f(a+ik)

For hver iteration beregnes kun de nye punkter i intervallet, og selve
resultatet findes ved at halvere intervallengden og addere resultaterne
fra denne og forrige iteration.

Disse ord leder frem til fglgende algoritme, som er baseret pa, at den
bruges en gang for hver iteration, der beregnes.

Algoritme 5.4 trapez [Recipes, side 125]

1. Hvis det er den fgrste iteration, sd beregnes trapez-summen i de to
endepunkter ved:

(5= o) L@+ I8

trag =
rap.sum 5

2. Ellers beregnes:
(a) Antaliet af punkter antal_pkt gemmes til senere i variablen
temp.
(b) Intervallzengden beregnes ved
. b—
intlgd := ——2_
antal_pkt

(c) Det fgrste nye punkt, hvori trapez-summen skal beregnes findes
ved:

1.
z = a+ 5 int_lgd

(d) | alle de nye punkter antal_pkt beregnes summen, ifglge udtryk-
ket i ligning (5.17) ved: '

sum := sum+ f(z)

r = z+intlgd
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(e) Den endelige trapez-sum findes som nzvnt ved at halvere
skridtlengden for denne og forrige iteration samt ved at addere
de to summer "trapsum” fra den sidste iteration og summen
"sum"” fra denne iteration. Da vi i summen for denne iteration
kun har adderet funktionsvaerdierne, skal vi i fglge udtrykket
(5.13) side 85 huske at multiplicere summen med intervallang-
den. Dette giver fglgende trapez-sum: )

trapsum := 1 trap.sum + (b—a) sum
P T2 P temp

(f) Til sidst fordobles antallet af punkter, hvori trapez-summen skal
beregnes, siledes at der ggres klar til naste iteration.

'5.2.7 Ekstrapolation

Neville’s algoritme til ekstrapolation forudsaetter, at funktionsveer-
dierne, hvilket svarer til de enkelte trapez-summer, er beregnet pa
forhand. Dette er vardierne svarende til ¥ = 0, som er opstillet i
skemaet pa figur 5.6. Derudover skal man vide, hvor stor fejlen ma
veere. Dette gemmes i variablen n, fejlen er siledes givet ved O(N?") i
folge [Recipes, side 129]. I vores program har vi i de fleste kgrsler valgt
n =3J.

For at finde det ekstrapolerende polynomium benyttes herefter rekur-
sionsformlen, idet vi som beskrevet pa side 88 kun benytter den for
h=0:

Ta,k—l - Ta-l,k-l
hyi \ 2
(%) -

Algoritmen beskrevet her, er som de gvrige algoritmer til integration
taget fra [Recipes]. Algoritmen er programmeret iterativt, men vi vil
ikke i detaljer beskrive de enkelte trin, der skal til for at fglge itera-
tionen. Pointen er, at de trin, som huskes for hver iteration, kun er
resultatet svarende til T’erne med ring om pa figur 5.6. Den gvrige in-
formation der er ngdvendig for at danne det endelige resultat, gemmes
i to tabeller kaldet henholdsvis rekurs_sum_1 og rekurs_sum_2.

Top = Topa +

(5.18)
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Figur 5.6: Rekursionen beregnes kun i tilfzldene T, 4,7, ; og 132

Algoritme 5.5 ekstrapolation [Recipes, side 92]

1. Vardierne for trapez-summerne svarende til k = 0 indsattes i tabel-
lerne rekurs_sum_1 og rekurs_sum_2.

2. Den fgrste ydervardi, svarende til T, o pa figur 5.6 gemmes i variablen
res.

3. For k Igbende i intervallet 1 til n beregnes fglgende:

(a) De enkelte bidrag til den endelige vaerdi af T', det med ring om,
beregnes. Disse resultater gemmes i tabellerne rekurs_sum_1 og
rekurs_sum_2.

(b) Sidste led af rekursionsformlen (5.18) beregnes for det T med
ring om, og resultatet gemmes i variablen rekurs_dif.

(c) Det forelgbige resultat gemmes i variablen res, ved at hele re-
kursionsformlen benyttes idet:

res; := res + rekurs_dif

5.2.8 Romberg integration

Romberg’s integrationsmetode bestar som beskrevet i afsnit 5.2.4 af to
trin. Fgrst beregnes de indledende trapez-summer og dernaest udfgres
der ekstrapolation pa disse summer. Disse trin gentages et antal gange
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ved at- antallet af punkter, hvori trapez-summerne skal beregnes for-
- dobles for hver gang. En yderligere specificering af disse beregningstrin
leder frem til fglgende algoritme.

Algoritme 5.6 romberg integration [Recipes, side 129]

1. Variablen; der fortller om integrationen ‘er kénvergerét, iterations-
tzlleren og den fgrste vagt initialiseres til henholdsvis falsk, 0 og

1.

2. Sa l=nge vi ikke har fundet et tilstrakkeligt pracist resultat eller
anvendt algoritmen ud over det maksimale antal iterationer max.it
sd udfgres:

(2)
(b)

(c)

(d)

lterationstzlleren talles op med j := j + 1

Trapez-summen beregnes, idet iterationstzlleren fortaller hvil-
ken gang det ggres. Resultatet af summen til det givne antal
punkter gemmes i tabellen trap_sum.

Hvis der er udfgrt s3 mange iterationer, at antallet af begyn-
delsesvaerdier giver den gnskede orden af ekstrapolationen s
udfgres fglgende, idet intervallengden og begyndelsesvaerdierne
er gemt i tabellerne pol_1 og pol 2.

i. Ekstrapolationsalgoritmen aktiveres med ovenstidende ta-
beller som inddata samt med variablen k, der angiver stgr-
relsesordenen af fejlleddet i den numeriske integration.

il. Hvis den absolutte vardi af den sidste halvdel af rekursions-
formlen (5.18) er mindre end res, s3 er integrationen giet
godt; ok settes til sand. Res er det endelige resultat af
ekstrapolationen multipliceret med den tilladte tolerance.

Hvis ok stadig er falsk, dvs hvis vi enten ikke har opfyldt, at
alle begyndelsestrapez-summerne til ekstrapolationen er bereg-
net, eller hvis antallet af punkter, hvori trapez-summerne er
beregnet, medfgrer at ekstrapolationen ikke er praecis nok, si
beregnes den naeste iteration ved:

Resultatet fra denne trapez-sum gives som begyndelsessum til

den naste sum; trap_sum[j + 1] := trap_sum[j]. Vagtene til
intervall®ngden i ekstrapolationsproceduren justeres;

intJgdlj +1] := EJ%"U_]
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3. Hvis ok stadig ikke er-sand, sa har vi brugt for mange iterationsskridt,
. og der udskrives en fejlmeddelelse til brugeren.
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4 Kapitel 6
Kgrsler

Efter at have beskrevet selve modellen, hvordan den skal fgre til resul-
tater samt et kapitel om anvendelsen af de numeriske metoder, vil vi
nu beskrive resultatet af alle disse anstrengelser. Dette leveres i-form af
grafer og tabeller for de kersler, der er udfgrt med det til formalet ud-
viklede pascal-program. Resultaterne prasenteres i en ukommenteret
form, idet vi her tager stilling til deres betydning for modellen.

Resultaterne fra vores kgrsler prasenteres i to afsnit. Fgrst beskrives
korslerne med de parameterverdier, der i Cancelli og Pedley’s dynami-
ske model fgrer til stationzere lgsninger. Dernaest beskrives kgrsler med
andre variationer over de variable. Disse afsnit indledes begge med en
beskrivelse af de konstanter, som indgar i de enkelte kgrsler. Vi har
dog ikke medtaget veerdierne for de konstanter, som indgér i udtryk-

ket for rgrets elastiske egenskaber P(a), da de ikke andrer sig ved de
forskellige korsler: Disse er beskrevet i kapitel 4 side 53.

Ved alle kgrsler angives vaerdier for tveersnitsarealet i separationspunk-
tet a,, separationspunktet z,, det mindste tversnitsareal ami,, z-
verdien ved amin, kaldet z,,n, 0g det relative tryk- og energitab AH

. . . o 4 H(z,)*
Udover disse vaerdier preasenteres ogsd de specielle parametre for cfe
enkelte kgrsler. Alle disse data praesenteres i tabeller.
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6.1 Kgrsler med vaerdier fra den dyna-
miske model

I Cancelli og Pedley’s artikel er fglgende parametervardier benyttet til
at beregne resultater for de stationzre tilfzlde.

0.20 eller i 0.50

X —
m = 50.00
n2 = 40.00 eller 50.00
x = 1.00
L3] = 0.10
Pey = 0.05 eller 0.20
nmn = 030
A = 2000
= 2.00

o

derudover indgar konstanterne

1
Pr = (5 + (m + n2) 0‘?) uj

og
1
Peg = ’72“3 - ”;P(al)

som kommer fra randbetingelserne, se kapitel 2 side 31. Den sidste
konstant giver sammen med p,, konstanten p. = pe, + pe,, som direkte
indgar i de opstillede ligninger. For nogle af de opstillede parameter-
verdier er der mulighed for flere forskellige valg, og det er ikke alle
kombinationer, der giver en lgsning pa det opstillede system.

I kgrslerne med vores program har vi i fgrste omgang forsggt at rekon-
struere Cancelli og Pedley’s resultater for stationzr strgmning. I dette
arbejde er der imidlertid opstaet et problem. For de i artiklen opgivne
parametervardier er det ikke muligt at.genskabe Cancelli og Pedley’s
resultater. Det har kun i et enkelt tilfeelde vaeret muligt at bestemme

konstanten a,, hvilket i gvrigt gav anledning til en forkert kurve for
a(z), se side 100.

Cancelli og Pedley havder pa side 392 i deres artikel, at p,, = 0.5, men
ellers benyttes p,, -veerdierne 0.05 og 0.2 Vi valgte derfor fgrst at afprgve
disse to vardier for p,,, for derneest at fitte os frem til de veardier for
Pe,, som resulterer i plots, der ligner Cancelli og Pedley’s mest muligt.
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I det fglgende vil vi skitsere de resultater, som vi med udgangspunkt i
den ovenstaende strategi har opnaet ved kgrsler med vores program. I
den forbindelse er der for hver verdi af p., lavet tre kgrsler, da Cancelll
og Pedley varierer nogle af de indgaende konstanter.

De gennemgaende valg af parametre er:

m = 500
. ay = 1.0
Uy = 0.1
" = 0.3
A = 200
c = 20

De tre forskellige kersler er lavet ved fglgende valg af parametre:

Karsel a:
x = 02
7, = 50.0

- Korsel b:
x = 05

Kersel c:
x = 02

De folgende grafer illustrerer den manglende overensstemmelse med
Cancelli og Pedley’s resultater. Graferne er genereret for tilfeeldet "a”,
hvor p., = 0.5 og p., = 0.5. For tilfzeldene "b” og "c” har det ikke vaeret
muligt at finde lgsninger. (Cancelli og Pedley’s resultater forefindes pa
figur 7.1 side 116 i kapitel 7). I dette tilfzclde er veerdierne

T, = '17.90
a, = 0.05
Tmin = 1732
Qmin = 0.04

AH
ey = 0.76
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(44
] 1 1 T 1
nhpedan —_—
08 F -
06 -
H(z) .
04 -
02
0 i i 1
0 5 10 15 20

For at illustrere det relative tryk- og energitab -}fa—) har vi medtaget
ovenstaende graf for H(z). Vi kunne have genereret graferne for H(z)
for alle de gvrige kgrsler praesenteret i dette kapitel. Da graferne alle har
samme form pa neer et varierende tryk- og energitab, har vi valgt kun
at beskrive det relative tryk- og energitab, da det er denne information,
vi senere far brug for.

De kersler, vi har lavet for at undersgge, hvad der er problemet med
det ovenstaende resultat for a(z), preesenteres i det fglgende.
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Feorst beskrives vaerdierne for z,, a,, Zmin, Omin 08 ,‘}—’:) for p., = 0.05
og p., = 0.2 samt for de fittede vaerdier af p.,,. Dernast vises de
enkelte kurver for a(z). Disse kan godt virke noget ensartede, men
for helhedens skyld har vi valgt at medtage dem alle.

grafnavn | p., | pe, Zs| Q| ZTmin |Qmin | 7

res005a |0.50 | 0.05 | 14.85 | 0.40 [ 12.05 | 0.08 | 0.04
res005b [ 0.50 | 0.05 | 14.27 1 0.37 | 11.48 |- 0.09 | 0.03 |
res005¢ |0.40|0.05 | 14.87 | 0.40 | 12.08 | 0.08 | 0.05
res02a | 0.50 {0.20 | 17.00 | 0.10 [ 16.47 | 0.09 | 0.43
res02b 1 0.50}0.20 | 17.19 [ 0.08 [ 16.93 | 0.08 | 0.44
res02c  [0.40(0.20|16.83 |0.11.(16.21 | 0.10 | 0.46
resfita 0.5010.1416.32{0.14 | 15.41 | 0.12| 0.29
resfitb 0.50{0.14 | 16.49 {0.11 | 16.05 | 0.10{ 0.29
resfitc 0.40{0.14 1 16.15]0.15]15.08 | 0.12| 0.31

refitla [0.50 | 0.08 | 15.04 | 0.25 | 12.70 | 0.13 | 0.11
|refitlb | 0.50 { 0.08 | 14.74 { 0.21 [ 12.97 | 0.14 | 0.10
refitlc 0.40{0.08 {14.98 10.26 { 12.54 | 0.13} 0.12
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Ferste kersel a med p,, = 0.05, p., = 0.5 0g a, = 0.40

1 T T B
" res005a”
08 [ 7 -
06 | 4
a , :
04F -
02 .
0 i 1 |
0 5 10 15 20
T

Fgrste kgrsel b med p,, = 0.05, p., = 0.5 og a, = 0.37

1 ‘ T T T
" res005b”
08 | -
0.6 -
a

04 -
02 F o

0 i i i

0 5 10 15 20

Forste kgrsel ¢ med p., = 0.05, p., = 0.4 og o, = 0.40

1 T Y T
”res005¢”
0.8 + -

0.6 | -

04 .

02 -




1
0.8
0.6

04

0.2

1
0.8
0.§
04

0.2

1

6.1 Kprsler med vardier fra den dynamiske model 103
Anden kgrsel a med p, = 0.2, p., = 0.5 og @, = 0.10
T T T
"res02a” —
1 A . . 1
5 10 15 20
z
Anden kgrsel b med p,, = 0.2, p., = 0.5 og a, = 0.08
! - : I 1 1
”l’CSO2b” —
1 I ] V -
5 10 15 20
z
Anden kgrsel ¢ med p., = 0.2, p,, = 0.4 og o, = 0.11
1 | ]
"res02c” ——

0.8

0.6

04
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Tredie kersel a med p,, = 0.14, p., = 0.5 og a, = 0.14

1

0.8

0.4

0.2

1

0.8

0.6

04

0.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

Keorsler

0.6

1

"resfita” —
-
1 4[ 1
5 10 15 20
z
Tredie kersel b med p,, = 0.14, p., = 0.5 og a, = 0.11
1 ) T
"resfith” —
1 I 1
5 10 15 20
T
Tredie korsel ¢ med p., = 0.14, p., = 0.4 og @, = 0.15
H i H
"resfite” —
| 1 (|
5 10 15 20



6.1 Kprsler med vardier fra den dynamiske model 105
Fjerde kgrsel a med p,, = 0.08, Peo = 0.5.0g a, =0.25
1 T T T
"refitla” —
08 | -
06 -
o .
04 -
02 -
0 | . | - | .
0 ) 10 15 20
z
Fjerde kgrsel b med p., = 0.08, p., = 0.5 og a, = 0.21
1 T - - S e—
"refitlb” ——
08 - -
06 | -
a
04} -
0.2 | _
0 1 1 i
0 5 10 15 20
z
Fjerde kgrsel ¢ med p., = 0.08, p., = 0.4 og a, = 0.26
1 T T T
"refitle” —
08 S
0.6 [ .
a
04| .
02} .
0 . | A1 |
0 5 10 15 20
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6.2 Kgrsler med andre parameterveaer-
dier

Vi har endvidere foretaget korsler, hvor vi fastholder parametervardi-
erne for grafen "resfitc” pa side 104, men pa skift varierer enten v, x, 0
eller ;. Vi har ikke medtaget grafer for alle de foretagne kgrsler, da det
er et meget omfattende og uoverskueligt materiale. I stedet vil vi kun
vise et repraesentativt udvalg, saledes at grafernes zndring som fglge af
de enkelte parametervariationer illustreres.

Kgrslerne prasenteres i fglgende rekkefglge:
1. Variationer over 7,
2. Variationer over x
3. Variationer over o

4. Variationer over 7

6.2.1 Variationer over 7,

I dette tilfeelde er veerdierne af de gvrige variable sat til:

m = 50.00
T2 = 40.00
a = 1.00
Uy = 0.10
A = 20.00
c = 200
P, = 040
P, = 0.14
x = 020

Der er foretaget kgrsler med fglgende veerdier af v;: 0.00, 0.09, 0.20,
0.35, 0.50, 0.6, 0.69, 0.7, 0.8, 0.90 og 1.00

For verdierne 0.00, 0.90 og 1.00 har det ikke vaeret muligt at finde
resultater. For vardien 0.69 var det ngdvendigt i den numeriske inte-
gration at zndre stgrrelsesordenen af fejlleddet fra O(N'?) til O(N8)
for at fa integrationen til at konvergere. Vi har medtaget graferne for
yderpunkterne 1, = 0.09 og v, = 0.8. Kgrslerne med de gvrige vaerdier
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af 4 resulterer i kurver, hvor formen zndres lgbende fra ”gam009” til
"gam08”. 1 nedenstaende tabel vises de beregnede stgrrelser for alle de
navnte vardier af 4.

grafnavn | 7 z, Q; | Tmin | Qmin

gam009 [0.09|15.59[0.1497 [15.08 | 0.15 | 0.30
0.20 [15.92 | 0.1486 { 15.01 | -0.14 | 0.30 |
0.3516.25 | 0.1461 {15.15| 0.12 | 0.31
0.50 [ 16.51 | 0.1433 | 15.42 | 0.10 | 0.32
0.60 [16.65 | 0.1415 | 15.59 [ 0.09 | 0.33
0.69|16.77 | 0.1399 [ 15.82 | 0.08 | 0.33
0.70 [ 16.78 | 0.1397 | 15.78 | 0.08 | 0.33
gam08 |0.80|{16.90 | 0.1380 | 15.96 [ 0.07 | 0.34
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| 7 .= 0.09 og a, = 0.1497

1 i

Korsler

08 |
06}
04}

02F

”gam009” —

v = 0.80 og a, = 0.1380

15

20

1 i

0.8 I

06 -

0471

”gam(08” ——

15

20
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6.2.2 Variationer over x

I dette tilfzlde er vaerdierne af de gvrige variable sat til:

m = 50.00
M = 40.00
a = 100
u; = 0.10
nwn = 030
A = 20.00
c = 200
P, = 040
P, = 0.14

Der er foretaget kersler med fglgende vardier af x: 0.0, 0.1, 0.2, 0.3,
0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.90 og 1.0

For veerdierne 0.9 og 1.0 har det ikke vaeret muligt at finde resultater.
For disse variationer er alle resultater prasenteret i nedenstaende ta-
bel. Desuden har vi medtaget graferne for yderpunkterne x = 0.0 og
x = 0.8.

‘grafnavn b% z, Qs | Tmin | Amin

chi00 0.00 {16.16 | 0.1646 | 14.74 | 0.13 [ 0.31
0.10 | 16.14 | 0.1561 | 14.89 | 0.12 | 0.31
0.20 {16.15 | 0.1470 | 15.08 | 0.12 | 0.31
0.30{16.17 | 0.1372 }15.30 | 0.12 | 0.31
10.40 | 16.22 | 0.1265 | 15.54 | 0.11 | 0.31
0.50 | 16.29 | 0.1147 { 15.77 | 0.11 | 0.32
0.60 |16.41 }0.1015]16.04 | 0.10 | 0.32
0.70 [ 16.59 | 0.0865 | 16.34 | 0.08 | 0.33
chi08 0.80 | 16.88 | 0.0687 | 16.74 | 0.07 | 0.34




110 Kgrsler

x = 0.0 og a, = 0.1646 )

1 , ; :
. ”chi00” —
0.8 -
06 | _
« :
04 | | o i
0.2 .
0 1 1 N
0 5 10 15 20
A

x = 0.8 og a, = 0.0687

1 I T |
"chi08” —
0.8




6.2 Kgrsler med andre parameterverdier 111

6.2.3 Variationer over o

I dette tilfzlde er vaerdierne af de gvrige variable sat til:

50.00

h =

N2 = 40.00
ay = 1.00
Uy = 0.10
0! = 0.30
A = 20.00
P, = 0.40
P, = 0.14
x = 020

Der er foretaget korsler med f¢lgende vardier af o: 0.2, 0.5, 1.0, 2.0,
3.0, 4.0, 5.0, 10.0 og 20.0.

I dette tilfelde har vi fundet resultater for alle de afprgvede vardier.
Da resultaterne er mere forskellige end ved variationerne af v, og x,
har vi i dette tilfzlde medtaget tre grafer. Det drejer sig om graferne
for ¢ = 0.2, 1, 20. Derudover ses - som ved de gvrige variationer af
parameterveerdier - alle de beregnede stgrrelser i nedenstaende tabel.

grafnavn o z, @ | Tmin | Omin

-sigma02 | 0.20 | 18.68 { 0.1456 | 18.43 | 0.14 [ 0.31
0.50 [17.92 10.1455 [17.39 | 0.14 | 0.31
sigmal 1.00 [ 17.15}0.1457 | 16.45 | 0.13| 0.31
2.00 [16.15 { 0.1470 [ 15.08 | 0.12 | 0.31
3.00 | 15.46 { 0.1495 [ 14.10 | 0.12 | 0.30
4.00114.93 10.1532 {13.36 { 0.11 | 0.29
5.00 | 14.49 1 0.1582 [ 12.72 | 0.11 | 0.28
10.00 | 13.60 | 0.2135 | 10.70 | 0.10 | 0.17
sigma20 |20.00 {13.82|0.2906 | 10.14 | 0.06 | 0.10
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6.2.4 Variation over 7,

I dette tilfzelde er veaerdierne af de gvrige variable sat til:

‘o
A
T
Uy
De,
X
"N
o

1.00
20.00
50.00

0.10

0.14

0.20

0.30

2.00

Der er foretaget kgrsler med f¢lgende vardier af 7,: 0, 10, 20, 30, 40,

50, 60 og 70.

I denne sidste variation har det ogsa vaeret muligt at finde lgsninger
for alle de afprgvede vardier af ;. Her er de reprasentative grafer,
som vises, givet ved vardierne 7, = 0 og n, = 70. Alle de beregnede
resultater er desuden angivet i nedenstiende tabel.

grafnavn 72

Ts

Q,

Tmin

Qmin

eta00 0.00
10.00
20.00
30.00
40.00
50.00

.60.00

eta70 70.00

15.33
15.55
15.78
15.97
16.15
16.32
16.48
16.62

0.1970
0.1804
0.1671
0.1562
0.1470
0.1392
0.1324

13.35
13.85
14.32
14.72
15.08
15.41
15.74
15.91

0.12
0.13
0.13

0.12]

0.12
0.12
0.12
0.1

0.1264
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Kapitel 7

Diskussion

Som beskrevet i kapitel 2 har Cancelli og Pedley opstillet en model for
turbulente veeskestrgmninger i elastiske rgr. Modellen tager i modsat-
ning til tidligere, lignende modeller ogsé hgjde for longitudinale speen-
dinger i rerveeggen, bglgeudbredelse samt energitab i strgmningen.

* Modellens validitet demonstreres ved grafiske lgsninger for nogle be-

stemte parametervalg, der er typiske i eksperimenter med Starling re-
sistorer.

Dette er gjort ved brug af en tillempning af MacCormack’s endelige

-differensskema, som er en af de gaengse numeriske metoder til lgsning

af hyperbolske ligninger. Denne metode er pracis indtil anden orden
bade med hensyn til sted Az og tidsskridt At. Vi har ikke undersggt
denne metode, men blot konstateret valget i [Cancelli/Pedley, side 385).

Princippet i denne og tilsvarende dynamiske lgsningsmetoder er, at man
lader tiden ga, indtil lgsningen narmer sig en ligevaegt. Nar dette er ~
tilfzzldet, kaldes en eventuel lgsning til ligningssystemet for stationeer.
Sadanne lgsninger ses pa figur 7.1 for tre forskellige parametervalg. Den
gverste graf viser hastigheden u som funktion af z samt funktionen for
energibalancen H(z); den nederste graf viser tvarsnitsarealet a som
funktion af stedet z. '

Vi har i det forrige beskrevet, hvorledes de i modellen opstillede lig-
ninger lgses i det stationere tilfeelde, og vi har forsggt at lgse dem
for samme parametervalg som Cancelli og Pedley. Vores resultater er
fremlagt 1 kapitel 6.

Det har kun varet muligt at generere grafen for a(z) i tilfeeldet "a”.
Dette resultat er ikke tilfredsstillende, da det ikke kvantitativt ligner

115
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Steady-state solutions when there is dissipation due to flow separation: plots of
H = p+]u® (closed triangles), u (closed rectangles), @ against x. Marks on the a-curves indicate the
points of flow separation. Parameter values: ¢, =1, A =20, 9, =50, 0 = 2, u, = 0.1, p,, = 0.5,
J=0,y,=03. Curves (a) 7, = 50, x = 0.2; (b) 7, = 50, x = 0.5; (c) 7, = 40, y = 0.2.

Figur 7.1: Kilde: Cancelli og Pedley: A separated-flow model for
collapsible-tube oscillations, side 392

Cancelli og Pedley’s resultat. Derimod er der kvalitativ overensstem-
melse mellem vores og Cancelli og Pedley’s graf for H(z,). Vi far et
alt for stort tryk- og energitab og niveauet fgr separationspunktet er
ligeledes alt for hgit.

Da vi ikke har veeret i stand til at reproducere Cancelli og Pedley’s
resultater, har vi overvejet fglgende:

e Er der fejl i programmet
o Er der trykfejl i Cancelli og Pedley’s artikel
e Er det overhovedet stationzre lgsninger Cancelli og Pedley har
fundet
Test af programmet

Vi har som det fgrste gennemregnet alle ligningerne i vores model, og
underspgt om de er rigtigt skrevet i programmet.
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Derudover har vi undersggt, om de benyttede rutiner til henholdsvis
integration og nulpunktssggning er korrekte. Dette har vi gjort ved at
teste rutinerne overfor kendte funktioner, hvortil man ogsa analytisk
kan beregne henholdsvis integralet eller finde nulpunkter. I disse be-
‘regninger konstaterede vi overensstemmelse mellem de analytiske og
numerisk beregnede lgsninger.

Programmet som et samlet hele er imidlertid vanskeligt at teste,
da samspillet mellem de indgiende beregninger bliver meget kom-
plekst. Dette skyldes, at de indeholder mange variable, der ikke
kan beregnes analytisk. Vi har som alternativ testet alle konstant-
beregningerne i programmet, ved for givne vardier af konstanterne:
X; O, M, M, T2, A, U1, @1 OF P.,, at beregne alle de implicerede kon-
stanter: ¢q, ho, hi1, co, €1 Og a,, i et regneark, for at se om vi fik
samme resultat i programmet; det gjorde vi. Ligeledes har vi for givne
a, beregnet funktionsveerdierne for de i integralerne indgaende funk-
“tioner. Disse har vi derefter plottet i et regneark. For at teste, at
programmet leverer analoge resultater, har vi her genereret de samme
grafer. Denne sammenligning resulterede i helt identiske grafer fra de
to forskellige beregninger.

Vi tror derfor, at programmet er korrekt, hvorfor det ma veere andet-
steds forklaringen skal findes.

Eventuel fejl i artiklen

Da vi ikke har fundet fejl i vores beregninger eller i programmet, har vi
derfor studeret Cancelli og Pedley’s artikel ngjere. De angiver, hvilke
parametervalg de benytter til at fremstille de tre lgsninger, og det
fremgar af artiklen side 384, at p., seedvanligvis antager veerdien 0.05
-og i et enkelt tilfzlde veerdien 0.2. Men pa figur 7.1 fremgar det, at
parameterveerdien p., = 0.5 er benyttet. For denne vardi har det ikke
vaeret muligt at fremstille nogle tilfredsstillende lgsninger.

Vi har da prgvet at a&ndre parameteren p,, til 0.05 og til 0.2, hvilket
kvalitativt gav et panere resultat, se graferne pa side 102, men langt
fra tilfredsstillende. Dette gor sig, i alle tre tilfeelde, geeldende for begge
grafer a(z) og H(z) for hvert valg af p,, .

I Cancelli og Pedley’s artikel er det kun her, veerdien p,, = 0.5 op-
_ treeder, mens veerdierne p., = 0.05 og p., = 0.2 optrader flere steder.
Dette samt resultatet af at benytte sidstnzevnte parametervalg opfor-
drer os til at tro, at der er en trykfejl i Cancelli og Pedley’s artikel.
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Dette er dog ikke forklaring nok, da der stadig er uoverensstemmelser
mellem vores og Cancelli og Pedley’s resultater.

Vi har i denne forbindelse sendt et brev til T.J. Pedley i hab om, at
han kunne afklare dette spgrgsmal, men vi har p.t. ikke faet nogen
tilbagemelding.

Kaotisk opfersel

Som en sidste mulighed har vi overvejet, om Cancelli og Pedley rent fak-
tisk har opnaet en ligevaegt-situation i deres simuleringer. Det fremgar
ikke nogetsteds i deres artikel, hvor lenge de lader simuleringen kgre,
sa vi har ikke varet i stand til at vurdere, rigtigheden af de fundne
stationzere lgsninger.

En anden mulighed kunne vere, at systemet opfgrer sig kaotisk sadan
at forsta, at det umiddelbart kunne se ud til, at en ligevaegts-tilstand
var opnaet, men at det til et senere tidspunkt atter bliver ustabilt.

Hvis dette er tilfeldet, kan det forklare uoverensstemmelsen, idet vores
lgsninger helt sikkert er stationere lgsninger.

7.1 Kogrsler med varierende parameter-
valg

Da vi ikke har kunnet generere grafer i overensstemmelse med Cancelli
og Pedley’s, har vi for forskellige vardier af p., genereret grafer for at
undersgge, for hvilke vaerdi af p,, vi fik grafer, der kvalitativt og kvanti-
tativt ligner dem fra artiklen. Dette er de fittede resultater praesenteret
i kapitel 6 side 104. Det er i disse kgrsler bemerkelsesvaerdigt, at vi
ikke kan finde en verdi af p,,, som tilfredsstiller alle tre parametervalg
angivet pa figur 7.1. I den forbindelse vil vi navne, at parameterveerdi-
erne for "a” og "b” passer for p,, = 0.08, hvorimod parametervardierne
for "c” har p., = 0.14.

Sluttelig har vi fundet lgsninger for varierende veerdier af 43, x og o og
for fastholdte parametervalg svarende til "resfitc”, jevnfgr kapitel 6.
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For variationer med +, observeres fglgende:

Stgrre vardier af v, giver anledning til en meget lille formindskelse i
a,, separationen sker lidt senere og trykfaldet gges meget lidt.

Ifglge Cancelli og Pedley side 381 andres den kvalitative opfgrsel ikke,
hvis 71 varieres fra 0.3 til 0.2. Vores grafer viser ydermere, at der ikke
er nogen vasentlig forskel helt ned til 4 = 0.09. For stgrre vardier
71 2 0.5 viser det sig imidlertid, at grafens form zendres.

For variationer med x observeres fglgende:

Mindre energitab (stgrre verdi af x) forarsager, at a, mindskes, (det vil
sige stgrre kollaps), separationspunktet rykkes mod hgjre og tryk- og
energitabet gges, hvorimod sterrelsen af det relative tryk- og energitab
er nzesten konstant (det stiger ubetydelig lidt).

Nar vi gger x (energitabet mindskes) fremkommer der stgrre kollaps i
roret (o, mindskes). Dette virker umiddelbart meerkeligt,

da man for stgrre vardier af x skulle forvente et mindre energitab og
dermed en stgrre gennemstrgmning [Cancelli/Pedley, side 392).

Dette stemmer overens med Cancelli og Pedley’s observatloner 1 artik-
len, hvor de ogsa er overraskede over dette fanomen.

For variationer med o observeres f¢lglende:

For stegrre longitudinal spanding (det vil sige for stivere rgr) bliver
kurverne mere glatte, hvilket kan forstas intuitivt. Separationspunktet
rykkes til venstre, (det vil sige separation sker tidligere), og tveersnits-
arealet 1 separationspunktet gges, mens det relative trykfald mindskes..

Cancelli og Pedley har i artiklen i ingen resultater for forskellige veerdier
af o.

Kvalitativt ma det konkluderes, at der er overensstemmelse med Can-
celli og Pedley’s resultater pa trods af, at vi benytter en anden veerdi
af p.,. Vi observerer samme opfgrsel, nar vi varierer de indgéende pa-
rameterverdier.
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_ For variationer med 7, observeres fglgende:

Nar modstanden n; i enden af rgret mindskes, gges det relative tryk- og
energitab vasentligt, hvilket ogsa er i overensstemmelse med udtrykket
for -HA(TH.) side 52, da 7, optrader i navneren i dette udtryk.

Samtidig sker der et lidt mindre kollaps, og det sker lidt tidligere, nar
n2 mindskes. Der er dog tale om nogle meget sma zndringer, hvorfor
vi ma konkludere, at det veasentlige ved variationer med 7, er den store
tilvaekst i tryk- og energitabet.

Disse observationer er, som alle de gvrige observationer, i overensstem-
melse med den kvalitative opfgrsel, som ogsa Cancelli og Pedley har
“fundet. Vi mener derfor, at selv om vi ikke far de samme kvantitative
resultater, sa viser den generelle opfgrsel sig at vaere korrekt. Derfor
kan vi kun undre os over, at vi ikke kan genskabe deres resultater pree-
cist. Dette tyder pa, at de to forskellige lgsningsmetoder enten ikke
stemmer fuldsteendigt overens eller,

at der er de tidligere omtalte problemer med Cancelli og Pedley’s re-
sultater.

Vi mener, at vores implementering er meget palidelig, idet vi har haft
lejlighed til at sammenligne den med et lignende program, som Jesper
Larsen tidligere har fremstillet. Da det viste sig, at der var uoverens-
stemmelser mellem vores og Cancelli og Pedley’s resultater, blev dette
program tilpasset den reviderede model, og kegrsler herfra viste sig da
at vere identiske med vores.

Vi mener, at dette understreger, at forskellen mellem vores og Cancelli
og Pedley’s resultater ikke skyldes programmeringsfejl fra vores side.

Det ville veere hensigtsmassigt at afprgve den dynamiske model. Dels
for at undersgge systemets svingninger og dels for at undersgge, om man
derved ville opna overensstemmelse med Cancelli og Pedley. Dette har
desverre ikke varet muligt af tidsmassige arsager, men det er et oplagt
og interessant projektemne for andre studerende.
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7.2 Modellen kontra det fysmloglske sy-
stem

I det f¢lgende vil vi prgve at diskutere, hvordan vores teoretiske re-
sultater stemmer overens med Svend Mortensen’s observationer af det
mandlige urinrgr. Problemet for Svend Mortensen var, som beskrevet i
indledningen at forklare et 30 % tryk- og energitab i de yderste 2/3 af
urinrgret. Dette svarer til, at vi skulle kunne observere et tilsvarende
tab i slutningen af det elastiske rgr. '

Vi mener, at kunne forklare et sadant tab, hvis der forekommer et
vasentligt kollaps i reret. De kgrsler vi har foretaget med den fittede
veerdi for "c”, som er vist i tredie kgrsel pa side 104, understgtter
denne forklaring. Dog vil variation i modstanden i enden af rgret kunne
medfgre meget stgrre tab (hvis 5, er lille).

En &ndring af denne modstand, kan som beskrevet ovenfor medfgre
meget forskellige tryk- og energntab

Disse tryk- og energitab forekommer kun, hvis der optrader kollaps i
det elastiske rgr. Svend Mortensen tvivler pa, at det mandlige urinrgr
kollaberer. Han er dog ikke helt sikker, da der i urinrgret eksisterer
et blindt omrade, hvor man ikke med de nuvarende metoder kan male
tvaersnitsarealet af urinrgret. Derfor kan der, selvom det er lident sand-
synligt, veere et kollaps i rgret, saledes at denne model kan sige noget
om det problematiske tryk- og energitab. ‘

En anden forklaring kan vere, at systemet begynder at svinge, hvilket
er hvad Svend Mortensen mest tror pa. Vi kan ikke med vores resultater
afvise denne tese, men vi kan heller ikke kontrollere den, da det ligger.
udenfor emnet i denne rapport. Dette skyldes dels, at vi kun betragter
de stationare lgsninger og dels, at vi ikke har vaeret i stand til at
indsezette Svend Mortensen’s faktiske vardier for strgemning igennem
det mandlige urinrgr, da de ikke er kompatible med vores parametre.
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Alt i alt leder dette frem til f¢lgendé konklusion:

e Vi har arbejdet med de stationzre tilfzelde i Cancelli og Pedley’s
artikel og erfaret, at der ma vere en fejl i enten vores made at
lgse modellen pa eller i deres artikel.

e Vi har ikke afkreftet formodmngen om, at trykfaldet skyldes
svingninger i systemet.

e Huvis der er et kollaps i det mandlige urinrgr, kan vi forklare det
store tryk- og energitab i rgret, ellers ma dette spprgsmal stadig
sta abent.



Appendiks A

Programdokumentation

I det fglgende beskrives en dokumentation af det program, der beregner
tvarsnitsarealet som funktion af positionen z i det elastiske rgr. Do-
kumentationen kan ikke sta alene, men skal lases sammen med resten
af rapporten, hvor de enkelte metoder og algoritmer er beskrevet.

Formalet med de enkelte procedurer og funktioner beskrives. Derudover
praesenteres de enkelte rutiners ind- og uddata, globale variable samt
eventuelle funktions- og procedurekald. I udskriften for dokumenta-
tionen vises fgrst det pageeldende procedure- eller funktionshovede og
derefter fglger kommentarerne.

PROGRAM RUPNOK;

{ » +
{Bavn : Program RUPROK
| |
IFunktion : Programmet beregner stedet som funktion af tvarsnits-|
| arealet samt tryk- og energitab i et elastisk rgr, |
| modelleret ved en Starling resistor. ' |
| |
|Uddata : En fil ved navn "alpha_graf" bestdende af to talsgj- |
ler. I fgrste sgjle angives positionen x i det elas- |
tiske r¢rs langderetning, og i anden sgjle angives |
I
|
|
|
|
I
I
I
}

stgrrelsen af det tilhgrende tvarsnitsareal alpha.
Der genereres tilsvarende en fil ved navn “h_graf",
som angiver vardien af

H(x) = p(x) + 1/2 u~2(x).

Kaldes af: Selve programmet startes ved at aktivere pascalpro-
grammet *RUPNOK.PAS"

$ e e o - — —— —— — — —

123



124 Programdokumentation

CONST

!lavn : Konstanter

|Funktion : I det fglgende erklares de konstanter, som benyttes
I globalt i programmet. Fgrst erklares konstanterne,
der anvendes i beregningen-af q, h_0, h_1, ¢_0 og
c_1. Dernast erklares de konstanter, der indgdr i
beregningen af nulpunkter i 4. gradspolynomiet.
Endelig defineres de i integrationerne benyttede
konstanter.

b - e ——
) mm e e e . —— o w—

{ Konstanter til konstberegninger }

{ Konstanter til integralberegning }

TYPE

{ +
|Navn : Typer 1
I |
|Funktion : I det fglgende erklares de i programmet benyttede |
typer. Der er tre forskellige typer; to array’s ]

og en funktion. Funktionstypen benavnes fx. |

|

De to array’s benyttes dels i forbindelse med inte-|
gration og dels i forbindelse med generering af de |
endelige uddata. Funktions-typen gg¢r det muligt at |
overfgre en funktion som parameter til andre funk- |
tioner og procedurer. |

3

§ e o — —— — —

VAR

{
{Bavn : Variable

|

|Funktion : I det fglgende erklares de variable, som benyttes
| globalt i programmet. De er organiseret efter
samme princip som konstanterne, hvilket giver fgl-
gende rakkefglge for erklaringerne af de variable:

+

- Variable til at bestemme konstanter
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-
*

Variable til at finde alpha_s

Variable til at finde nulpunkt (alpha_min)
Variable til integration

Variable til at beregne det endelige resultat

) o - —

{ variable
{ Vvariable
{ Variable
{ variable

{ Variable

til at bestemme konstanter }

til at finde alpha_s }

til at finde nulpunkt - alpha_min }
til integration }

til at beregne det endelige resultat }

{#sxxes%x PROCEDURER TIL GENERERING AF TEST DATAFILER sssssssssx)}

PROCEDURE gemfunk(funktion: fx; ¢_n, h_n, ki, fra, til: double;

{

antal_skridt: integer);

|Navn

I

| Inddata
|

Uddata

¢ gemfunk

: funktion - en af integranderne i de tre integra-
ler, der benyttes til at finde alpha_s. Integran-
den er givet ved en af funktionerne:

1/8qrt(2_0) eller
1/8qrt(£_1) eller
1/8qrt(£_0)-1/8qrt(£_0’)*1/sqrt(alpha-alpha_min)

¢.n - En reel konstant, c_0 eller c_1
h.n - En reel konstant, h_0 eller h_1
ki - En reel konstant, chi eller 1

fra - En reel konstant, der angiver hvortfra da-
tagenereringen skal starte.

|
I
I
|
|
|
|
|
|

|
|
|

|

|

|

|

|

|
til - En reel konstant, der angiver hvor datage- |
' nereringen skal slutte. |

|
antal_skridt - Antallet af punkter, som funktionen|
skal beregnes i. |

|

: En datafil med to kolonner af tal, hvor der i hverl
kolonne er antal_skridt tal. |
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|Funktion : gemfunk er en procedure, der er erklaret for at |
teste, om funktionen funktion er rigtig. Denne |

test udfgres ved: |

i

|

|

|

! ,

| ‘Proceduren opretter en fil med et brugervalgt

| navn, hvori henholdsvis funktionsvardien for funk-|
| tion, ‘og den tilhgrende x-vardi i intervallet |
I [til;fra] gemmes. I alt genereres der antal_skridt|
! x- og funktionsvardier. |
|

|

|

|

|

|

|

Kalder ¢ Proceduren funktion, som er parameteroverfgrt her-|
til. |

|

Kaldes af: Hovedprogrammet, nir der gnskes en test af, om |
funktionen funktion er rigtig. |

: ' -}

PROCEDURE gemfunknp(a, b, ¢, d: double; antal_skridt: integer);
{ .

|Eavn : ‘gemfunknp
|

{Inddata ta, b, ¢, d - Reelle tal, som er koefficienter
| til 4. gradspolynomiet:

a*x~"4 + b*x"2 + c*x + d

antal_skridt - Antallet af punkter som 4. grads-
polynomiet skal beregnes i.

— o - —— — - —

|

|

|

|

|

|

|Uddata : En datafil med to kolonner af tal, hvor der i hver|
| kolonne er antal_skridt tal. I
I |
|Funktion : Ved brug af denne procedure er det muligt at tes- |
i te om 4.gradspolynomiet er rigtigt. Denne test |
| udfgres ved, at proceduren opretter en fil med et |
i brugervalgt navn, hvori henholdsvis funktionsvar-|
| dien for 4. gradspolynomiet, og den tilhgrende I
| x-vardi i intervallet [0;1] gemmes. I alt genere- |
| res der antal_skridt x- og funktionsvardier.

|
|
I
|

|
|
- |
Kaldes af: Hovedprogrammet, nir der gnskes en test pi, om 4. |
gradspolynomiet er rigtigt. |

}
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{#*s+ GENERELLE PROCEDURER, SOM BENYTTES I HELE PROGRAMMET »s»s}

FUNCTION integral_P(alpha: double): doudble;
flavn : integral P

:Inddata . : alpha - Den vardi, hvori integralet skal beregnes.
iOngivelser: Kendskab til de globale konstanter a_l og k.

Kendskab til de globale variable a_2, a_3 og b_1.
Disse beregnes i de tre fgrste satninger i hoved-
programmet.

Uddata : Vardien af integralet af P(alpha).

|

!

!

|

I

| .
|Funktion : Beregner integralet af funktionen for elasticite-
I, ten af det elastiske rgr P i punktet alpha.
|
|
|
|
|
|
I
I

Kaldes af : Funktionen er generel. Den kaldes fra flere for-
skellige steder, og pi flere forskellige niveauer.
Det er i:

Hovedprdgrammet,
funki (hvor f_n(alpha) beregnes) og i
anddiffi (hvor 1/sqrt(f_0’(alpha)) beregnes)

AW e et o e e - e e e = — - — - —

PROCEDURE fejl(fejltekst: string);
{- : +
INavn : fejl I
| I
“|Inddata : fejltekst - En tekst. |
I I
|Funktion : Proceduren fejl skriver en tekst ud pA skarmen, |
| for at ggre brugeren opmarksom pA at en programdel|
bruges forkert. Programmet stoppes ikke, da der |
flere steder godt mi opstad en enkelt fejl, som |
senere ophaves. F.eks konvergerer den numeriske |
integration ikke altid. Dette er ikke en fejl, der|
behgver at stoppe programmet, men brugeren skal |
vare opmerksom pd, at integrationsresultatet ikke
kan benyttes.

skellige steder fra, og pA flere forskellige ni-
veauer. Det er i:

I
|
I
Kaldes af : Proceduren er generel, og den kaldes flere for- |
|
I
|
I

rdsikker (funktionen der finder nulpunkter. Leder
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- vi efter nulpunkter i det -forkerte in- | -
terval eller, bruges der for mange ite- |
rationsskridt, udskrives en fejlmeddel- |
else.) ] 1

rdnewt (som rdsikker, men funktionen bruges kun, |
se kapitel 5, hvis rdsikker ikke kan be-|
nyttes.) |
polint (ekstrapolations-procedure, der udfgres, |
nir de ngdvendige begyndelsespunkter er |
fundet.) ' |
anddiff1 (hvor 1/sqrt(f£_0'(alpha)) beregnes, hvis |
2_0’(alpha) = 0) og i |
romberg (integrations proceduren, hvis der er |
brugt for mange iterationsskridt.) |

}

§ e v ovn e am a ———  o- —— — —

{#»sx+¢+ FUNKTIONER OG PROCEDURER TIL AT FIRDE NULPUNKT ###ss#+}

FUNCTION nulpunkt(start_pkt, slut_pkt,
tolerance: double): double;

{ S

|Navn : nulpunkt

|

|Inddata : start_pkt og slut_pkt reelle tal, der angiver in-

| tervalgranserne for det interval, hvori nulpunkt-

erne skal sgges.

tolerance; et reelt tal, som angiver, hvor pracist
nulpunktet skal beregnes.

Uddata : Den x-vardi hvori nulpunktet findes.

Funktion : Funktionen beregner nulpunktet i 4. gradspolyno-
miet

£(x) = a®x"4 + bsx"2 + c*x + d

hvor konstanterne er beregnet globalt i hovedpro-
grammet. Det ggres ved at benytte en udvidelse af
Newton Raphson’s metode - rdsikker - i de tilfal-
de, hvor vi i intervalendepunkterne kan finde
funktionsvardier med forskelligt fortegn. Newton
Raphson’s metode ~ rdnewt - benyttes direkte i de
tilfalde, hvor alle funktionens vardier er enten
positive eller negative. Dermed antager vi, at
funktionens nulpunkt er et ekstremumspunkt. Algo-
ritmerne til nulpunktssggning er gennemgiet ngjere

|
I
I
|
|
1
I
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
1
|
|
|
|
|
1
I
!
i kapitel 5. ]
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Kalder

Proceduren )
funk - Som beregner vardien af f(x) og f’(x).

og funktionerne

rdnewt - Som finder nulpunkter, nir funktions-
vardierne i intervalendepunkterme har
samme fortegn, eller
rdsikker '~ Som finder nulpunkter, niAr funktions-
vardierne i intervalendepunkterne har

+
*

{

g oo o e = — ———— — — —— i —

forskellige fortegn.
Kaldes af: Hovedprogrammet, nAr vi skal finde alpha_min.
PROCEDURE funk(x: double; VAR £, df: double);
INavn : funk |
1
Inddata : x - Et reelt tal; den vardi hvori funktionen i |
proceduren skal beregnes. 1
’ !
|Omgivelser: Kendskab til de globalt definerede koefficienter |
a, b, c og d til 4. ‘gradspolynomiet og dermed |
ogsa kendskadb til den fgrste afledede i x. !
|
|Uddata f - Den konkrete funktionsvardi i punktet x og. |
df - Funktionsvardien af den fgrste afledede af |
funktionen i punktet x. |
I
[Funktion : Proceduren bruges, ndr vi for at beregne |
alpha_min skal finder nulpunkter i 4. gradspoly- |
| nomiet. Den beregner henholdsvis funktionsvardi- |
I en af selve 4. gradspolynomiet og af den fgrste |
I ‘afledede i x. |
I |
[Kaldes af: Proceduren kaldes af funktionerne nulpunkt, |
| rdnevwt og rdsikker. I
+ }
FUNCTION rdnewt(x1, x2: double): double;
{- +
|¥avn : Rdnewt |
i |
IInddata : x1 - Et reelt tal som angiver, hvor vi skal |
! starte med at sgge efter et nulpunkt. |
| x2 - Et reelt tal som angiver, hvor vi skal |
|

slutte med at sgge efter et nulpunkt.
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| . ] ,
IOmgivelser: funktionen benytter procedure fejl og funk.
I
|Uddata : Den x-vardi hvori nulpunktet findes.
|
|Funktion : Funktionen beregner ved brug af Newton Raphson’s|
algoritme - se kapitel 5 - et nulpunkt for 4. |
gradspolynomiet angivet i procedure funk. Hvis |
et sAdant ikke findes, vil vi bruge for mange |
iterationsskridt og brugeren fir en fejlmeddel- |
else pA skarmen. |
|
Kalder : Procedure funk, nir henholdsvis funktionsvardi atf|
4. gradspolynomiet og dets x afledede skal bereg-|
nes. ) |
, |
Procedure fejl, nir brugeren skal meddeles at der|
er brugt for mange iterationsskridt. |
|
Kaldes af: Funktionen kaldes af funktionen anulpunkt, nir |
rdsikker ikke kan bruges - dvs hvis der ikke kan |
findes et interval, hvori fortegnet aft funktions-|
vardierne i intervalendepunkterne skifter. |

e s - w— — — d— - o SAis . — — o o —

dien i punktet x2.

}
FUNCTION rdsikker(x1, x2, f£1, fh: double): double;
{
|Navn : Rdsikker
|Inddata : xi - Et reelt tal som angiver, hvor vi skal
| starte med at sgge efter et nulpunkt.
| x2 - Et reelt tal som angiver, hvor vi skal
I slutte med at sgge efter et nulpunkt.
| f1 - Et reelt tal som angiver funktionsvar-
| dien i punktet xi.
|
i
|

IOmgivelser: Funktionen benytter procedure fejl og funk.
|
(Uddata : Den x-vardi hvori nulpunktet findes.
|
{Funktion : Funktionen beregner ved brug af en udvidelse af

| Newton Raphsons algoritme - se kapitel 5 - et
nulpunkt for 4. gradspolynomiet angivet i pro-
cedure funk. Algoritmen bruger Newton Raphson’s |
metode direkte, i de tilfalde hvor £’(x_n) har |
en vis stgrrelse. Nir f'(x_n) derimod er nul el-|
ler meget lille, benyttes i stedet bisektion till

|
I
I
|
|
|
i
!
th -~ Et reelt tal som angiver funktionsvar- |
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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at komme tattere pd nulpunktet.

Hvis der ikke indenfor et begranset antal itera-
tionsskridt findes et nulpunkt, vil brugeren
modtage en fejlmeddelelse.

Kalder : Procedure funk, nir funktionsvardien af henholds-
vis 4. gradspolynomiet og dets fgrste afledede
med hensyn til x skal beregnes.

Procedure fejl, nar brugeren skal meddeles, at
- der er brugt for mange iterationsskridt.

Kaldes af: Hovedprogrammet, i de tilfalde hvor funktions-
' verdierne i intervalendepunkterne har forskellige
fortegn.

i

I
!
|
|
|
|
|
!
|
|
I
I
I
!
I
|
}

{#*sss0s2ssenxsees FUNKTIONER TIL INTEGRATION tttt;tttttttttttt}
{ Funktion der beregner 1 / sqrt(£_0’(alpha)) }

FUNCTION anddiffi(alpha: double): double;
{ : . '

|Navn : anddiffl
I
lInddata .: alpha - Et reelt tal - det tal hvori funktionen
| skal beregnes.
I I3
|Omgivelser: Kendskab til de globale variable:
| :
a_1, a_2, a_3, b_1, k samt
p_e og h_ 0 ' samt
and_q

vardi, se nedenfor.
Funktion : Funktionen beregner vardien af:
.1 / sqrt(£_0’(alpha))

Det pracise udtryk for £_0' er beskrevet mere de-
taljeret i kapitel 4 side 60.

IKalder : Funktionen integral_P
|

|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
' |
Uddata : Funktionen returnerer et reelt tal - en funktions-|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
. |
IKaldes af: Funktionen anddiffi kaldes dels i funk2. Her indgar|

~
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funktionsudtrykket, som_et led i en Taylorudvik-
ling. Se i gvrigt kapitel 4. Derudover kaldes
anddiffi fra hovedprogrammet.

‘4;—-

|
|
I
}

{ Funktion der beregner 1 / sqrt(f£_0) }

FUNCTION funki {(c_n, h_n,'ki. alpha: double): double;

{ -

" |Navn

|
|Inddata
|

Omgivelser:

Uddata

Funktion

Kalder

|
|
]
|
|
|
|
|
i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|Kaldes atf:
|
|

<+
*

: funkil

: Funktionens inddata er de reelle variable:

alpha - Det tal hvori funktionen skal beregnes.

c_n - En variabel, der sattes til en af konstan-
terne c_0 eller c¢_i athangigt af hvilken
funktion, der skal beregnes.

_ En variabel, der som c¢_n sattes til kon-

"stanten h_0 eller h_1. ) )

ki - En variabel, der sattes til 1 hvis c_n og
h_n er sat til henholdsvis ¢_0 og h_0.
Ellers sattes den til konstanten chi.

-4
-
[}

Kendskab til de globale variable:

sigma, p_e og and_q

vardi, se nedenfor.

: Funktionen beregner vardien af:

1 / sqrt(£_0(alpha))

Det pracise udtryk for £_0 er beskrevet mere de-
taljeret i kapitel 3.

: Funktionen integral P

funk2 og af hovedprogrammet. I hovedprogrammet skal
funkil integreres, hvilket bevirker, at integra-
tionsproceduren fir funki som argument.

|
|
|
|
i
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
i
|
I
: Funktionen returnerer et reelt tal - en funktions-|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
}
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{ Funktion der beregner
1/8gqrt(2_0) - 1/8qrt(£_0’(alpha_min) 1/sqrt(alpha - alpha_min)
} .

FUECTION funk2 (c_n, h_n, ki, alpha: donble): double;
{
|¥avn : funk2
I .
|Inddata :. Funktionens inddata er de reelle variable:

| alpha - Det tal hvori funktionen skal beregnes.

| c.n En variabel, der sattes til en af konstan-
| terne c_0 eller c_1 afhangigt af hvilken
| funktion, der skal beregnes.

| h.n - En variabel, der som c_n sattes til kon-
I stanten h_0 eller h_1.
I

|

|

|

|

ki - En varxabel der sattes til 1 hvis c_n og
h_n er sat til henholdsvis ¢.0 og h_O.
Ellers sattes den til konstanten chi.

|
|
|
|
|
|

|

|

|

|

|

|

|

I
Omgivelser: Kendskab til de globale variable: I
| |
| sigma, p_e og and_q |
I |
1Uddata : Funktionen returnerer et reelt tal - en funktions-|
vardi, se nedenfor. |

: : |

Funktion : Funktionen beregner vardien af: |
!

I

I

|

I

I

I

|

|

|

|

|

|

I

|

|

I

3

1/8qrt(2_0) - :
1/8qrt(£_0’'(alpha_min) 1/sqrt(alpha - alpha_min)

Det pracise udtryk for henholdsvis £_0 og 1.0’ er
beskrevet mere detaljeret i kapitel 4.

ende udtryk, benytter vi funktionerne funkil og
anddiff1l, til at bestemme vardierne af 1/sqrt(f£_0)
og 1/sqrt(2_0’(alpha_min)).

Kaldes af: Hovedprogrammet, hvor vi skal integrere denne funk-
tion. Herved fir integrationsproceduren funk2 som

|

|

!

|

|

|

|

I

I

|

|

IKalder : For at kunne beregne funktionsvardien af ovensta-
' .

I

I

|

|

|

|

| argument.

{ De naste procedurer bruges til integration. }
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PROCEDURE polint(tabl, tab2: intarray; n: integer;
VAR res, rekurs_dif: double);

flavn : polint
:Inddata ! tabl og tﬁbz er tabeller med reelle tal, hvori de
| punkter, der skal extrapoleres ud fra, er gemt.
:Dmgivelser: Kendskab til procedure fejl.

:Uddata : Det ekstrapolerede polynomium i punktet O.

— - — — — — o o-— ——

[Funktion : Selve algoritmen er beskrevet i kapitel b side 93 |
{ og vil derfor ikke her blive gennemgiet i detaljer|
Algoritmen beregner det ekstrapolerede polynomium, |
ndr skridtlangden i intgrationsproceduren er nul. |
Dette ggres ved brug at fglgende rekursionsformel: |

|

T(s,k-1) - T(s-1,k-1) |

. - T(s,k) = T(s,k) +° : : g
1
|

(h(s-k) / h(1))"2 -1

|
|
|
|
|
|
|
|
| hvor (s,k) betegner indeks analogt med beskrivel-
|
|
|
I
I
|

|
|
sen i Neville’s algoritme. |
|
Kalder : Procedure fejl, hvis vi dividerer med nul i rekur-
sionsformlen. !
|
Kaldes af : Procedure romberg. |
}

PROCEDURE trapez(funktion: fx; c_mn, h_n, ki ,a, b: double;
VAR trap_sum: double; ite_nr: integer);
{
{Navn : trapez
I
{Inddata : funktion - Den funktion over hvilken trapez-summen
] skal beregnes. Denne er af typen fx.
c_n, h.n og ki
-~ Reelle tal der angiver, om funktionen
er funkl eller funk2.
aogb - Reelle tal som angiver begyndelses- og
slutpunkt for trapezsummen.
trap_sum - Selve trapez-summen er det reelle tal,
som proceduren returnerer. Derudover
indeholder den resultatet fra den for-
rige trapez-sum, nir proceduren kaldes.
ite_nr —~ Angiver med et helt tal, hvilken ite-
ration der beregnes.

———— — — — — — — — — — — —
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|

Omgivelser: Proceduren benytter den globale variabel, der hed-|
der antal_punkter. Da algoritmen hele tiden for- |

dobler antallet af punkter, hvori trapez-summen |

beregnes, er det ngdvendigt, at denne variabel ik-|

ke nedlagges, nir proceduren slutter.

Uddata : Trapez-summen for denne iteration beregnet i an-
tal_punkter punkter.

Funktion : Proceduren beregner trapez-summen i en given funk-|
tion fra a til b ved at benytte algoritmen beskre-|
vet i kapitel b pa side 91. ~ 1

e e — -

I
I
}

Kaldes af : romberg integratiom.

PROCEDURE romberg(funktion: fx; c_n, h_n, ki, a, b: double;
VAR fejlmrk: boolean;
VAR res: double);
{ - -
|Navn : romberg
| ,
|Inddata : funktion - Den funktion for hvilken integralet
I skal beregnes. Denne er af typen Ix.
| c.n, h_n og ki
| - Reelle tal som angiver om funktionen er|
[ funki eller funk2. ‘ |
| a og b =~ Reelle tal der angiver den nedre og gv-|
| re granse for integratiomen. |
| fejlmrk ~ En boolsk variabel, der sazttes sand,
I
I
|
|
|

+
h g

hvis integrationsmetoden ikke konver-
gerer.

res - Et reelt tal hvori resultatet af inte-
grationen returneres.

|

|

I

I

I

|
IOmgivelser: Kendskab til procedure fejl. |
| I
|uddata : Resultatet af den numeriske integration fra a til |
1 b af funktionen funktion. |
I : I
IFunktion : Proceduren benytter rombergs integrationsmetode. |
| Algoritmen for romberg integration kan lases i |
kapitel 6 pA side 94. |

|

I

i

!

|

funktion fgrst integreres ved at beregne trapez-
summen for et givent antal punkter. Dette antal

|

|

1 I korte trak gir metoden ud pd, at den betragtede
|

|

] athanger af den gnskede pracision. Derefter ud-
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fgres der for at opnd et mere pracist resultat
ekstrapolation over disse trapez-summer.

Kalder ¢ trapez-sum og polint.

Kaldes af : Hovedprogrammet.

+

W o e e —

{#sssess PROCEDURE TIL AT GEEERERE DATAFIL MED RESULTAT s#sesss}

PROCEDURE beregn_h(tabel: resarray; VAR £il: text);
{
|Navn : beregn_h

|

‘tInddata : tabel - Et resarray - en tabel, hvori resultatet
| for beregningen af de enkelte tvarsnits-
| arealer gemmes.

| © £il - En 4ben fil, hvor de data, der beregnes i
l . _ R

i

- © proceduren, gemmes.

IOmgivelser: De globale konstanter h_0, h_1, chi og and_q.

|

|Uddata : Proceduren tilfgjer en vardi af x og en vardi at
| H til fil, hver gang den udfgres.

|

|Funktion : Proceduren beregner funktionen H(x), der indehol- |
der information om tryk- og energitabet i det ela-|
stiske rgr. Funktion beregnes ud fra fglgende
formler:

— v v — — —— — i — — — ——

For 0 <= x <= x_s fis:
HB(x) = h_0
For x_s < x <= x_1 fés:
HE(x) = h_1 + 0.5#(1 - chi)*and_q / alpha
De enkelte vardier af x findes ved at sld op i ta-
bellen tabel's fgrste rakke, og alpha findes pa
tilsvarende vis ved at sla op i tabellen tabel’s

anden rakke.

Selve resultatet gemmes pi fil, siledes at der
senere kan genereres grafer for de fundne data.

Kaldes af : Hovedprogrammet, nir H(x) skal beregnes.

B - — —— —— — —— — - — - — —— — — — -

Ly e v wen e e e s —. —— e —— m— — — — — — —
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{*ss22220n2200000s00s222s¢ HBOVEDPROGRAM #es22ssssss82028s85258883}
{ : -4
I¥avn : HOVEDPROGRAM |
| I
|Inddata : Alle globalt erklarede variable og konmstanter. |
| |
|Uddata : Datafiler med alpha(x) og H(x). |
| !
I
|
!
|
I
I

|Funktion : Programmet er inddelt i tre dele. I fgrste del be-

| regnes alle konstanter, der er ens for hvert nyt gat
pa alpha_s. Det er konstanterne: a_2, a_3, b_1 og'
P_R. :

|

|

I

| Dernast findes alpha_s. Konstanterne q, h_0, h_1,

| €_0 og c_1 beregnes, hvorefter integralerne beskrev-|
I et i kapitel 3 pd side 50 bestemmes. -
| : I

| Det sidste trin i programmet bestir i at generere |
| data til at plotte henholdsvis alpha(x) og H(x). Till

| dette formil benyttes dels integralerne pA side 50 |

| og dels relationerne pa side 50-51. S
| I
IKalder : Programmets enkelte dele aktiveres fra hovedprogram-l

| met. Dvs at alle funktioner og procedurer enten kal-|

| des direkte eller fra underfunktioner og procedurer.lk

- 3

begin

{ : : , . -=+
IOmgivelser: For at beregne de her beskrevne konstanter, skal

1 " tidligere globalt erklzrede konstanter benyttes:

I a_1, alpha_1, gamma_1, eta_1, eta_2, u_l og chi.

|
IFunktion : Her beregnes fgrst konstanterne a_3, a_2 og b_1

I som bruges i funktionen P(alpha) For narmere for-
klaring se kapitel 4 side 53-54.

I
I
!
|
|
I
|
I
Dernast beregnes konstanten P_R, der indgir i [
randbetingelserne, se kapitel 2 side 36. |
|
|
|
I
I
I
|
|

De n=ste fire konstanter and_alphal, and_gammai,
q_eta_chi_alpha og q_varfaktor er hjalpekonstan-
ter, der senere bruges, nir konstanterne q, h_0,
h_1, ¢_0 og ¢_1 beregnes.

Endelig defineres variablerne min, max og fundet.
min og max bruges til at angive granserne for
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intervallet, hvori alpha_s skal sgges. Da vi sg-
ger et tversnitsareal i intervallet fra 0 til %,
er disse variable initieret til vardiernme 0 og 1.
Fundet er em boolsk variabel, der angiver, hvornir
alpha_s er beregnet tilstrakkeligt pracist.

Variablen er initieret til false og sattes senere,
nar alpha_s er fundet, til -true.

$ e mm e = ——— —

|
|
|
|
I
I
|
|
¥

{ }
{Omgivelser: Ovenstiende beregnede konstanter og de globalt |
| erklarede konstanter eta_1, eta_2, chi, sigma og |
| p_e. , |
IFunktion : Den generelle funktion er en lgkke, der gentages, |
indtil alpha_s er beregnet tilstrakkeligt pracist. |
Dette er implementeret ved, at lgkken bliver ud- |
|
|
I
I
|
|
|
!

fgrt, si lange variablen fundet er false.
Lgkken udfgrer fglgende:

- Det nye alpha_s gattes ved bisektion, halvvejs
inde i det af min og max definerede interval.

- Konstanterne q, h_0, h_1, ¢_0 og c_1 beregnes.
Undervejs beregnes en hjalpekonstant, for at
reducere antallet af beregninger. Hjalpekonstan-|
ten betegnes and_gq. |

- For at beregne de tre integraler, som er beskre-|
vet i algoritmen pi side 50, skal vi kunne fin- |
de alpha_min. Dette ggres som bekendt ved at be-|
regne nulpunkter i et 4. gradspolynomium. Ber |
beregnes koefficienterne a, b, ¢ og d til poly- |
nomiet, siledes at de ikke skal beregnes for I
hver eneste iteration under nulpunktssggningen. |

- Fra kapitel 3 ved vi, at alpha_min < alpha_s. |
Vi sgger derfor nulpunktet i intervallet fra 0 |
til sqrt(alpha_s). Vi betragter kvadratet pa |
alpha_s, da den omtalte 4. gradsligning er en |
funktion af x = sqrt(alpha_s). Herved fAr vi |
defineret henholdsvis st start- og et slutpunkt. |

- Nulpunktet findes herefter ved at kalde procedu-|
re nulpunkt, med det fundne start og slutpunkt. |

- Efter alle disse beregninger er vi nu i stand |
til at beregne de tre integraler, som beskrevst |
i tidligere navnte algoritme. Det ggres ved at |
kxalde integrationsproceduren romberg med de tre |
funktioner, der skal beregnes. Vi har i program-|
met valgt at satte en prik for hver gang lgkken |
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gennemlgbes. Herved kan brugeren se, at der sta-|

dig regnes. |

- Resultatet af det tredie integral, skal pA grund|

af det taylorudviklede led, som adderes og sub- |

traheres, summeres med udtrykket: |

|

2 * 1/1_0’(alpha_min) * sqrt(alpha_s-alpha_min)|

|

idet funktionen anddiffi kaldes med argumentet |

alpha_min. ‘ |

- Efter at integralerne er beregnet, tindes resul-|
tatet, ved at benytte formlen, som beskrevet i

kapitel 4 side 61:

idet res1, res2 og res3 er resultaterne af de
tre integraler. Lambda er en globalt defineret
konstant.

- Hvis en af integrationerne ikke lykkedes, anta- |
ges det, at alpha_s var for hgj og derfor sattes|
max := alpha_s : |
ellers |

~ Sammenlignes resultatet med 0, er det: . |
stgrre end 0, |

‘var alpha_s for lav og min := alpha_s |
mindre end 0, _ |
var alpha_s for hgj og max := alpha_s |
indenfor tolerancen |
var alpha_s tilstrakkelig pracis og variablen|

sattes til true. ' I

|
I
I
|
}

|
|
. : |
resl + res2 + 2*res3 - lambda = resultat I
|
|
i
|

Vi afslutter hermed lgkken!

Kalder : For at kunne beregne konstanterne c_0 og c_1 kal-
des integral_P i punktet alpha_s.

P e o o —— ——— —— — — — ——— . s M = — e v e e - E— — —— —— — —— — — — ——> —— v

while not fundet do

begin
alpha_s beregnes;
q beregnes;

and_q Dberegnes;

h 0 beregnes;
h_1 beregnes;
c 0 beregnes;
c_1 beregnes;
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{ Boiegning af konstanterne a, b, c og d til 4. gradsligningen.}

{ Bvorfra - startpkt - og-
hvortil - slutpkt - skal vi finde minimumspunkter }

{ Fulpunktet findes }

{ De tre integraler beregnes }

{ Resultatet beregnes }

{ Det nye interval, hvori alpha_s skal ligge, defineres }

end;

}
Funktion : Hvis programmet nAr hertil, er der fundet en vardil
for alpha_s, som udskrives pA skarmen. |

|
Berfra nds det endelige resultat, ved for et pas- |
sende antal x~vardier at beregne x(alpha) og H(x).
Dette ggres efter de formler, som er beskrevet pi
henholdsvis side 50 og p& side 51 i kapitel 3.
Selve beregningen foregir ved, at vi pd forhand
har bestemt at beregne "skridt" antal skridt i
hver af de tre delformler. Dette har vi gjort for
nemhedens skyld, men det er ikke helt korrekt,

idet vi burde have lavet antallet af skridt rela-
tivt til stgrrelsen af de enkelte intervaller.

I
|
|
|
I
!
|
I
I
I
For at kunne plotte graferne for H(x) og for tvar-|
snitsarealet som funktion af stedet, gemmer vi |
resultatet af ovenstiende integralberegninger pa |
1il, ved at gemme resultatet for x og dernast de |
tilhgrende vardier for alpha og B. |
|
|
|
|
|
|
i
|
|
|
|

Til sidst i programmet beregnes det relative tryk-
og energitab ved:

h_O (1 - chi) q~2
reltab := 1 - -
h_i 2 alpha_1"2 h_0

Dette informeres brugeren om, ved at vardien af
reltadb skrives pd skarmen.

— . — — — — — — — — —— — — —— —— ——— — ——— —— ——— —o— ——
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For at have al informationen om de vigtigste data
uvdskrives ligeledes vardierme for alpha_s, x_8,

alpha_min og x_min.

|
|
I
i
Nar programmet er k¢rt-!ardigt. er alle data be- |
regnet og ligger gemt pA fil. Der kan herefter |
tegnes grafer ved f.eks at benytte programmet |
gnuplot, der kraver, at input dataene er gemt pi |
denne form. |
|
|
|
}

: Integrationsproceduren romberg og datagenererings-
proceduren beregn_h. ’
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Appendiks B
‘Selve programmet

PROGRAM RUPKOK;

CORST
{ Konstanter til konstberegninger }

chi = 0.2;

eta_1 = BO;

eta_2 = 0;

alphat = 1.0;

u_l = 0.1;

sigma = 2;

p-e = 0.14;

gammal = 0.3 .
lambda = 20;

) 4 = 100;

skridt = 100;

skridt_p1 = 101; {skridt + 1}
a_1 = 12.410926;

tolerance = 1.e-9;

{ Konstanter til integralberegning }

nmax = 75;
TYPE
resarray = ARRAY [1..skridt_pi, 0..1] of double;
intarray = ARRAY [1..nmax] of double;
x = FUNCTION (c_n, h_n, ki, x: double); double;
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VAR )
{ Variable til at bestemme konstanter }

alpha_s,
min, max,

q, and_gq,

h_ 0, h_1,
c_1, c_0,

a_3, a_2, b_1,

and_alphal,

and_gammal,

P_R,

q.eta_chi_alpha,
g_varfaktor : double;

{ variable til at finde alpha_s }

lav, hoej : double;
fundet,

mrki, mrk2, mrk3 : boolean;
svar : char;

{ Variable til at finde nulpunkt - alpha_min }
a, b, ¢, 4,

start_pkt,

slut_pkt,

nulpkt : double;

{ variable til integration }

alpha_min,

x_min,

resultat,

resi, res2, res3 : double;
antal_pkt : integer;

{ variable til at beregne det endelige resultat }

alpha,
x_8,
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reltab,
resulti,
result2,
Tesult3,
result4,
results,
resulté,
skridtlng : double;

i : integer;
alpha_fil, h_fil : text;
fejlmrk : boolean;

alpha_tabel ! resarray;

{#e**ss2222 PROCEDURER TIL GENERERING AF TEST DATAFILER s#ssxsssss}

PROCEDURE gemfunk(tuhktion: fx; ¢.n, h_n, ki, fra, til: double;
antal_skridt: integer);

VAR
i : integer;
delta, x, fkt : double;
filnavn : string;
dest : text;
begin .
write(’Indtast filnavn : ');
readln(filnavn);
Assign(dest, filnavn);
Rewrite(dest);
delta := (til - fra) / antal_skridt;
x := fra;

for i := 1 to antal_skridt do
begin
fkt := funktion(c_n,h_n,ki,x);
write(dest, x:12:8);
write(dest,’ ?);
writeln(dest, fkt:12:8);
X := x + delta;
end {** for #*»};

close(dest);
end {* gemfunk *};
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PROCEDURE gemfunknp(a, b, c, d: double; antal_skridt: integer);

VAR
i ! integer;
delta, x, £ : double;
dest : text;
begiﬁ

Assign(dest, ’funcdata.tis’);
Rewrite(dest);

delta := 1 / antal_skridt;
x 1= 0;

for i := 1 to antal_skridt do

begin
1 := ((assqr(x) + b)*x + c)*x + d;
vrite(dest, x:12:8); S
write(dest,’ ?);
writeln(dest, £:12:8);
X := x + delta;

end {*s for *=};

close(dest);
end {* gemfunknp *};

{#%+++ GENERELLE PROCEDURER, SOM BENYTTES I HELE PROGRAMMET #»%sss}
FUNCTION integral_P(alpha: double): double;

VAR
res : double;

begin
if alpha <= 0.95
then res := -0.04875 + 0.06#a_2 - a_3 / a_1
+ a_3 / a_i»exp(-0.05*a_1)
+ (b_1 / k)*0.956 - 2 /- 8qrt(0.95) / k
(b_1 / k)*alpha + 2 / sqrt(alpha) / k

elgse res := 0.B#sqr(alpha) - 0.5 - a_2#%alpha + a_2
- (a_3 / a_1)=exp(-a_1s(alpha - 0.85))
+ (a_3 / a_1)%exp(-a_1#0.05);

integral P := res;
end {* integral P *};
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PROCEDURE fejl(fejltekst: string);

begin .
writeln(fejltekst);

end {¢ fejl »};

{##se4ss2 FUNKTIONER OG PROCEDURER TIL AT FINDE NULPUEKT #ss#ssxes}
FUNCTION nulpunkt(start_pkt, slut_pkt, tolerance: douBle): double;

VAR
abs_min,
alpha_mindst,
x'
temp,
1, fh, d4fl1, dfh,
df, Ikt : double;
samme_fortegn : boolean;

PROCEDURE funk(x: double; VAR f, df: double);
begin '

2 := ((a*sqr(x) + b)*x + c)*x + d;

df := (4%a*sqr(x) + 2+b)*x + c;
end {*#* funk »+};

FUKCTION rdnewt(x1i, x2: double): double;

CONST
max_it = 100;

VAR
df, dx, £, x_n : double;
i : integer;
ok : boolean;
begin
x_n = 0.6%(x1 + x2);
i = 0;
ok := false;
while (not ok) and (i < max_it) do
begin

funk(x_n, £, df);
if abs(df) > tolerance then

begin
dx =t/ 4f;
x_n = x_n - dx;
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if ((x1 - x_n)*(x_n - x2) < 0.0) then

Selve programmet

fejl(’pause in RDNEWT - jumped out of brackets’);

if abs(dx) < tolerance then ok := true;
end {#s*xs abs(df) > tolerance ss¢*} else

if abs(f) > tolerance then

begin. .
fejl(’pause in RDNEWT - df = 0 *);
ok := true;

end {**+* abs(f) > tolerance *+s»};

i=4i+y;

end {*** not ok og i < max_it sss};

if ok and (abs(f) < tolerance) then rdnewt
begin
fejl(’pause in RDNEWT - der er ikke noget nulpkt’);

rdnewt := x_n;

end {s*#% ok &2},

end

{** rdnewt ==};

= x_n else

FUBCTION rdsikker(xi, x2, fl1l, fh: double): double;

CONST
max_it = 20;

VAR
¢, df, dx, dxold : double;
temp, xh, x1, x_n : double;
i : integer;
ok : boolean;
begin
if £1 < O then
begin
x1l := x1;
xh := x2;
end {s** f1 < 0 *+*} else
begin
xh := xi;
x1 = x2;

temp := 11;
11 := 2h;
th := temp;

end {**% f1 >= 0 *=s};
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x_n := 0.5¢(x1 + x2);

dxold := abs(x2 - x1);
dx := dxold;

i := 0

ok := false;
funk(x_n,f,df);

while (not ok) and (i < max_it) do

begin
i2((((x_n - xh)*=d? - t)e((z_n ~ x1)ed? - £) 5>= 0.0)
or (abs(2.0*f) > abs(dxoldedf))) then '

begin

dxold := dx;

dx := 0.6+(xh - x1);

x_n = x1 + dx;

if (x1 = x_n) then ok := true;
end {s*s* bisection s+++} else
begin !

dxold := dx;

dx = £ / df;

temp := x_n;

x_n = x_.n - dx;

if (temp = x_n) then ok := true;
end {*s+* Newton Raphson *#»*};

if (abs(dx) < tolerance) then ok := true else
begin
funk(x_n,f,df);

if (£ < 0.0) then

begin

xl := x_n;

fl := ¢;
end {s*=*s2 £ < 0 *===23x} elsge
begin

xh := x_n;

th := £;

end {e**ss £ >= 0 ssxss};

i:=13+1;
end {s*** abs(dx) < tolerance ###s};
end {*** not ok og i < max_it #es};

if ok then rdsikker := x_n else
begin
fejl(’pause in RDSIKKER - max number of iterations exceeded’);
rdsikker := x_n;
end {*»* not ok **=};
end {** rdsikker **};
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begih
funk(start_pkt, f1, dfl);
funk(slut_pkt, ¢h, dfh);

abs_min := maxint;
alpha_mindst := maxint;
X 1= start_pkt;

if flsfh < O then
begin
nulpunkt := rdsikker(start_pkt, slut_pkt, f1, fh);
end {s* flefh < 0O **} else
begin
samme_fortegn := true;

while samme_fortegn and (x < slut_pkt) do
begin

x:=x+ 1/ 50;
- funk(x, fkt, df);

if fktsfl < 0 then

begin
samme_fortegn := false;
start_pkt 1= X;

nulpunkt := rdsikker(start_pkt, slut_pkt, fl, fh);
end {#** fktefl < 0 ##s};

if abs_min > abs(fkt) then

begin
abs_min = abs{fkt);
alpha_mindst := x;

end {*#** abs_min > abs_fkt ss#};
end {*+* samme_fortegn og x < slut_pkt #=};

if x >= slut_pkt then
nulpunkt := rdnewt(alpha_mindst, slut_pkt);
end {*x flsfh >= 0 *»};
ond {* nulpunkt *};
{sssssxxnsnesnxesss FUNKTIONER TIL INTEGRATION ssssxsssssrsssssss)
{ Funktion der beregner 1 / sqrt(f_0’(alpha)) }

FUNCTION anddiffi(alpha: double): double;

VAR
g-0, dg_0, P, broek : double;
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begin
if alpha <= 0.95 then
P:=-b.1/k -1/ alpha / sqrt(alpha) / k else
P := alpha - a_2 + a_3*exp(-a_1+(alpha - 0.95));

g-0 :=c_0 + 0.5%and_q / alpha - (p_e - h_O)#*alpha -
integral_P(alpha);
- 0.6*and_q / sqr(alpha) - (p_e - b_0) - P;

ag_0

broek := - sqr(g_0)sg 0 / dg_ 0 / 2;
if broek > 0 then ‘
anddiff1 := sqrt( broek ) / sigma / 4 else
fejl(’pause in ANDLDIFF1 leddet -g_0-3 / (2#dg_0) er nul’);
end {* anddiff1 #)};

{ Funktion der beregner 1 ) sqrt(£_0) }

FUNCTION funki (c_n, h_n, ki, alpha: double): double;

VAR
g-n, f_n : double;
i ¢ integer;
begin
g-n := c_n + 0.5%ki*and_q / alpha - (p_e - h_n)*alpha -

integral_P(alpha);
t_n := 4*(4+sqr(sigma) / sqr(g.n) - 1);

it £.n > 0 then funkil := 1 / sqrt(f_n)

else funki := 0;
“end {* funkil #}; ‘

{. Funktion der beregner
1/ sqrt(1.0) -
1 / sqrt(2_0’(alpha_min) 1 / sqrt(alpha - alpha_min)
}
FUNCTION funk2 (c_n, h_n, ki, alpha: double): double;
VAR
parti, part2 : double;

begin

i? abs(alpha - alpha_min) < tolerance then funk2 := 0 else
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begin S ; . B -
partl := funki(c_n, h_n, ki, alpha);
part2 := anddiffi(alpha_min);

funk2 = parti - part2 / sqrt(alpha - alpha_min);
end {*s |alpha - alpha_min| < tolerance *+};
end {* funk2 };

{ De naste procedurer bruges til integration }

PROCEDURE polint(tabl, tab2: intarray; n: integer;
VAR res, rekurs_dif: double);

VAR .
k, i : integer;
t1, t2, t3, nvn : double;

rekurs_sumi, rekurs_sum2 : intarray;

"begin
for i := 1 to n do
begin
rekurs_sumi[i] := tab2[il;
rekurs_sum2[i] := tab2[i]);

end {** for =»};
res := tab2[n);

for k :=1ton-14do

begin
for i :=1 ton -k do
begin
t1 = tabilil;
t2 := tabili + k];
t3 := rekurs_sumi[i + 1] - rekurs_sum2[i]);
avn := t1 - t2;

if (nvn = 0.0) then fejl(’pause in routine POLIKT’);
nvn := t3 / nvn;
rekurs_sum2[i] := t2+nvn;
rekurs_sumi[i] := tisnvn;
end {#** for i **+};

rekurs_dif := rekurs_sum2[n - Xx]J;
Tres := res + rekurs_dif;
end {#*% for k **};
end {* polint #};
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PROCEDURE trapez(funktion: f£x; c¢_n, h_n, ki, a, b: double;
VAR trap_sum: double; ite_nr: integer);

VAR
j : integer;
X, temp,
sum, int_lgd : double;

begin

i? (ite_nr = 1) then
begin

trap_sum

0.5+(b - a)* '

(funktion(c_n, h_n, ki, a) + funktion(c_n, h_n, Ki, b));
antal_pkt := 1; : :
end {** ite_nr = 1 *#+} else

begin
temp = antal_pkt;
int_1lgd := (b - a) / teﬁp;
x = a + 0.5+int_1gd;
sum := 0.0;

for j := 1 to antal_pkt do

begin
sum := sum + funktion{c_n, h_h, ki, x);
x = x + int_lgd;

end {*** for =ss}; .
trap_sum := 0.5*(trap_sum + (b - a)*sum / temp);
antal_pkt := . 2#antal_pkt; ’
end {** it_nr > 0 #*};
end {* trapez *};

PROCEDURE romberg(funktion: fx; c_n, h_n, ki, a, b: double;
VAR fejlmrk: boolean;
VAR res: double);

CONST

eps = 1.0e-5;
max_it = 15;
max_itl = 16; { jmax + 1 )}
k = B;
VAR )
i, j : integer;
res_dif : double;
int_1lgd, trap_sum : ARRAY[1..max_it1] of double;
poll, pol2 : intarray;

ok : boolean;
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begin’
fejlmrk := false;
int_1lgd[1] := 1.0;
i 15 0;
ok := false;

while (not ok) and (j < max_it) do
begin
Ji=je

trapez(funktion, ¢_n, h_n, ki, a, b, trap_sum[jl, j);

it (j >= k) then
begin
for i := 1 to k do
begin
pol1[i] := int_1gd(j - k + i);
pol2[i] := trap_sum[j - k + i];
end {sesx for ss+2)}; ) )
polint(poll, pol2, k, res, res_dif);
it (abs(res_dit) < epssabs(res)) then ok := true;
end {*** j >z k #*#};

if not ok then
begin
trap_sum[j + 1] := trap_sum[j];
int_lgd(j + 1] := 0.25+int_1gd[j];
end {*** not ok **s};
end {*# not ok og j < max_it #*};

if not ok then
begin
fejl(’'pause in ROMBERG - too many steps’);
fejlmrk := true;
end {** not ok »s};
end {* romberg *};

{#s+s222+ PROCEDURE TIL AT GERERERE DATAFIL MED RESULTAT #ss»ssxs}
PROCEDURE beregn_h(tabel: resarray; VAR fil: text);
VAR

i : integer;

res : double;

begin
for i := 1 to skridt_pl do
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begin
it (tabelli,0] <= x_s) then
begin
write(fil, tabel[i,0]:12:8);
write(fil, * ?);
vriteln(f£il, h_0:12:8);
end {s** tabelli,0] <= x_s **+} else
begin
ves := h_1 + 0.5%(1 - chi)sand_q / (tabelli,1]stabelli,1]);
write(fil, tabel(i,0]:12:8);
write(fil, * ?’);
vriteln(fil, res:12:8);
end {*#*» tabell[i,0] > x_s ¢*=};
end {*+ for =»};

{ Beregning af det relative tryk- og emergitab }

end {# beregn_h *};

{eesesnsnsessrnnnsnrnnssss HOVEDPROGRAM #4sssssssasnsshssnsssssss}

begin
a3 := (1-1.5/8qr(0.85) / sqrt(0.95) ) / x / a_1;
a_2 := 1 + a_3%exp(-0.05%a_1);
b_1 :=k+*( a_2-2a3-0.95) -1/ 0.95/ sqrt(0.95);
and_alphal = sqr{alphal);
and_gammal = sqr(gammal);
P_R := (0.5 + (eta_1 + eta_2)+*and_alphal )=sqr(u_1);
g_eta_chi_alpha := (eta_1i + eta_2) + 0.5#chi / and_alphai;
q_varfaktor 1= 0.5+(1 - chi); -
min := 0;
max := 1;
fundet := false;

while not fundet do

begin
alpha_s := (min + max) / 2;
q = sqrt(P.R /
(q_vartaktor / sqr(alpha_s) + q_eta_chi_alpha));
and_q = 8qr(q);
h O = P_R - eta_i*and_gq;
h_1 = 0.5%*chi*and_q / and_alphal + eta_2*and_gq;
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Selve programmet

c.0 1= -0.5%and_q lralpha-s + (p_e - h_O)#alpha_s +
integral_P(alpha_s) +
2#gigma / sqrt(1 + 0.25+and_gammal*sqr(alpha_s));

c.1 1= -0.6*chi*and_q / alpha_s + (p_e - h_1)#alpha_s +
integral P(alpha_s) +
. 2#gigma / sqrt(1 + 0.25%and_gammaissqr(alpha_s) );

{ Beregning af konstanterne a, b, ¢ og 4 til 4. gradsligning }

P-¢ - h 0-Db.1/Kk;

»
0w

b 2*gigma - ¢_0 - 0.04875 + 0.05%a_2 - a_3 / a_1 +
a_3 / a_isexp(~0.05%a_1) + 0.95¢b_1 / k ~
2 / 8qrt(0.95) / k;

c :=2/k;

d := - 0.5%and_q;

{ Hvorfra - startpkt - og
hvortil - slutpkt - skal vi finde minimumspunkter }

start_pkt :
slut_pkt

0;
sqrt(alpha_s);

{ Fulpunktet findes }

nulpkt
alpha_min :

nulpunkt(start_pkt, slut_pkt, tolerance);
sqr(nulpkt);

« .
nn

{ De tre integraler beregnes }

write(’.’);

romberg(funki, ¢_0, h_0, 1 » alpha_s, alphal, mrkl, resi);
romberg(funki, c_1, h_1, chi , alpha_s, alphai, mrk2, res2);
romberg(funk2, ¢ 0, h 0, 1 , alpha_min, alpha_s, mrk3, res3);

res3 := res3 + 2+anddiffi(alpha_min)*sqrt(alpha_s - alpha_min);

{ Resultatet beregnes }

resultat := resi + res2 + 2¢#res3 - lambda;
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{ Det nye interval hvori alpha_s skal ligge defineres }

i? (mrki = true) or

(mrk2 = true) or

(mrk3 = true) then  min := alpha_s
it abs(resultat) < tolerance then fundet := true
if resultat < 0 then max := alpha_s
if resultat > 0 then min := alpha_s;

end {*+ not fundet ®s};

x_8 := lambda - res2;
writeln; ‘
writeln(’alpha_s er nu : ’, alpha_s);

Assign(alpha_f3il, ’xxx’);
Assign(h_fil, - ’hxxx’);
Rewrite(alpha_fil);
Rewrite(h_fil);

skridtlng := (alphal - alpha_min) / skridt;
alpha := alpha_min; .

for i := 1 to skridt + 1 do

begin

romberg(funki, c¢_0, h_O0, 1, alpha, alphal, fejlmrk,

resultat := resulti;
write(alpha_fil, resultat:12:8);
write(alpha_fil,’ ?);
writeln(alpha_fil, alpha:12:8);

alpha_tabel(i,0] :
alpha_tabelli,1]

resultat;
alpha;

alpha := alpha + skridtlng;
end {** for s»};

vriteln(alpha_til);

beregn_h(alpha_tabel, h_2il);
writeln(h_fil);

(alphal - alpha_s) / skridt;

skridtlng :=

alpha := alpha_s;

for i := 1 to skridt + 1 do
begin

else
else
else

resultl);

romberg(funki, c_1, h_1, chi, alpha, alphal, fejlmrk, result2);

resultat := lambda - result2;
write(alpha_fil, resultat:12:8);
" write(alpha_fil,’ *);
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writeln(alpha_fil, alpha:12:8);

alpha_tabel[i,0] :
alpha_tabelli,1] :

resultat;
alpha;

alpha := alpha + skridtlng;
end {** for »s=};

writeln(alpha_fil);
beregn_h(alpha_tabel, h_fil);

writeln(h_fil);

skridtlng :
alpha

(alpha_s ~ alpha_min) / skridt;
alpha_min;

e o
nn

romberg(funki, ¢_0, h_0, 1, alpha, alphai, fejlmrk, result3);
resultat := result3;

x_min result3;

write(alpha_fil, resultat:12:8);

write(alpha_fil,’ *);

writeln(alpha_fil, alpha:12:8);

alpha_tabel[1,0] := resultat;
alpha_tabell[1,1] alpha;

alpha := alpha + skridtlng;
for i := 2 to skridt + 1 do
begin
romberg(funk2, ¢_0, h_0, 1, alpha_min, alpha_s, fejlmrk, result4);
romberg(funki, ¢_0, h_0, 1, alpha_s, alphai, fejlmrk, resulth);
Tesult4 := result4 +
2+*anddiffi(alpha_min)*sqrt(alpha_s - alpha_min);

romberg(funk2, ¢_0, h_ 0, 1, alpha_min, alpha, fejlmrk, resulté);
resulté := resulté +
2#anddiffi(alpha_min)*sqrt(alpha - alpha_min);

resultat := rTesult4 + resultd + resulté;
write(alpha_fil, resultat:12:8);
write(alpha_fil,’ *);

writeln(alpha_fil, alpha:12:8);

alpha_tabel[i,0] := resultat;
alpha_tabel(i,1] := alpha;
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alpha := alpha + skridtlng;
end {** for ss};

beregn_h(alpha_tabel, h_fil);

close(alpha_fil);
close(h_fil);

reltab := 1 - (h_1 / b_0) - '
( ( (1 -~ chi) # q¢q) / (2 = alphal ¢ alphai * h_0) );

: writeln; s
vrite(’Det relative tab pA h er ’).
~ writeln(reltab:10:8);
writeln;

wvrite(’alpha_s er ’);
writeln(alpha_s:10:8);
writeln;

write(’x_s er ’);
vriteln(x_s:10:8);
vwriteln;

write(’alpha_min er ’);
writeln(alpha_min:10:8);
writeln;

write(’x_min er ’);
vriteln(x_min:10:8);
readln;

end {* RUPNOK *}.
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Af: David Crossley og Bent Sgrensen.

64/83 "N MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hoyrup.

65/83 "ANVENDT MATEMATIK - TEORI ELLER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per Hedegird Andersen, Kir-
sten Habekost, Carsten Holst-Jensen, Amnelise
wvon Moos, Else Marie Pedersen og Exling Mgller

Pedersen.
Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Grimbaum.

66/83 "MATEMATISKE MOLELLER FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA OOLI".
Projektrapport af: Hamne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.
Vejledere: Jgrgen larsen og Anders Hede Madsen.

67/83 "ELEPSOITE METODEN ~ EN NY METOLE TIL LINEAR
PROGRAMMERING? "
Projektrapport af: Lone Biilmann og lLars Boye.
Vejleder: Mogens Brum Heefelt.

68/83 "STOKASTISKE MODELLER 1 POPULATIONSGRNETIK"
~ til kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgdrd Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank Mglgird Olsen.
Vejleder: Jergen lLarsen.



| 80/84

70/83

rup Jensen, Keld Fl. Nielsen, Lene Yagn Ras-
mssen.
Yejleder: Klaus Grimbaum og Anders Hede Madsen.
71/83 *PIGER OG FYSIK"
- et problem og en udfordring for skolen?
Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby.

“VERDEN IFVILE PEIRCE" - to metafysiske essays,
om og af C.S5 Peirce.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

72/83

73/83 ""EN ENERGIANALYSE AF LANDERUG"
- gkologisk contra ttadit:lcmelt.
ENERGY SERIES NO. 9
Specialecpgave i fysik af: Bent Hove Jensen,
Vejleder: Bent Sgrensen.

“MINIATURISERING AF MIKROELEKTRINIK" - om vi-
denskabeliggjort teknologi og nyttai af at lere

74/84

Vejledere: Jens chjgaa.rd Jensen og Bent C. Jgrgensen.

75/84 'mmm'nmrsw_:snnm I FREMTIDENS GYMNASTIM".
’ - Case: Linerr programmering.
Projektrapport af: Morten Blarhgj, Klavs Frisdahl
" og Frank Mplgaard Olsen.

Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjgrneboe.
76/84 "KEREKRAFT I DANMARK?" = Et heringssvar indkaldt
af miljeoministeriet, med kritik af miljegstyrelsens
rapporter af 15. marts 1984.
ENERGY SERIES No. lo
Af: Niels Boye Olsen og Bent S¢rensen.

*POLITISKE INTEKS - FUP ELLER FAKTA?"
Opinionsundersggelser belyst ved statistiske
modeller.

Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen
og Susamnme Stender.

Vejledere: Jgrgen larsen og Jens Bjgrneboe.

71/84

*JEVNSTRAMSLETNINGSEVNE OG GITIERSTRIKIUT 1
AMORFT GERANTUM". o
Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. Ludvigsen
og Finn C. Physant.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

78/84

"MATEMATTIXK OC ALMENDANNELSE".

Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wermer-
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm
og Morten Overgaard Nielsen.

Vejleder: Bemhelm Booss.

79784

*KURSUSMATERIALE TIL MATEMATIK B".
Af: Mogens Brun Heefelt.

81/84
Specialeraprort af: Jergen Wind Petersen og Jan
Christensen. :
Vejleder: Niels Boye Olsen.

82/84 m’lﬂm OC FYSIKUNCERVISNINGEN I LET AUTO =

MATISEFELE SAMFUND".

mpport fra et seminar afholdt i Bvidovre

25-27 april 1983.

Red.: Jens Hpjgaard Jensen, Bent C. Jorgensen

og Mogens Niss.

"FREKVENSAFHANGIG 1LEININGSEWNE I AMDRET GERMANTIUM".

83/84 "ON THE (UANTIFICATION OF SECURITY":
PEACE RESEARCH SERIES NO. 1
Af: Bemt Sprensen @
nr. 83 er p.t. udgdet

84/84 "NOGLE ARTIKLER (M MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELSE".
Af: Jens!bjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.

85/84 " CENTRIFUGRLRECULATORER os MATEMATIK" .

Specialerapport af: Per Hedegird Andersen, Carsten Holst-
Jensen, Else Marie Pedersen og Erling Mgller Pedersen.
Vejleder: Stio Andur Pedersen.

86/84 "SECURTTY IMPLICATIONS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
© FOP. WESTERN EURCPE".
PEACE RESEARCH SERIES NO. 2
Af: Bent Sgrensen.

87/84 "A SIMPLE MOCEL OF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISORDERED
scn.ms".
: Jeppe C. Dyre.

* 88/84 "RISE, FALL AND RESURRECTION CI-' DFDNITESIMALS",

Af; mt.le.f I.augwitz.

89/84 "FIERWARMEOPTIMERING™.
Af: Bjarne Lillethorup og Jacob Mgrch Pedersen.

90/84 mxl.c-mmmm".

Af: Albert Chr. Paulsen.

91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

1. Lerervejledning

Projektrapport af: Biger Lundgren, Hemning Sten Hansen
og John Johansson.

Vejleder Torsten Meyer.

92/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".
2. Materiale
Projektrapport af: Biger Landgren, Henning Sten Hansen
og John Johansson.
Vejleder: Torsten Meyer.

93/85 *THE SEMIOTICS OF QUANTUM - NON - LOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

94/85 “TRERIGECEN BOURBA] - generalen, matematikeren
og &nden".
Projektrapport af: Morten Blarhgj, Klavs Frisdahl
oa Frank M. Olsen.
Vejleder: Mogens Niss.

95/85 "AN ALTERQTIV DEFENSE PLAN FOR WESTERN EURCPE".
PEACE FESEARCH SERIES NO. 3
Af: Bent Sgrensen

96/85"ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING'.
Af: Bjarne Lilletorup.
Vejleder: Bent Sg¢rensen.

97/85 "N THE PHYSICS OF A.C. HOPPING OONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

98/85 "VALGMILIGHEDER I INFORMATIONSALIEREN".
Af: Bent S¢rensen.

99/85 "Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels Jorgensen og Mikael Klintorp.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

100/85 “TALSYSTEMETS OPBYGNING".
Af: Mogens Niss.

101/85 “EXTENDED MMENTUM THEORY FOR WINDMILLS IN
PERTURBATIVE FORM".
Af: Ganesh Senqupta.

102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELLER, BELYST
VED MODELLER OVER RZERS FOLEROPTACELSE OG = OMSEINING”.
ProYektrapport af: Lis Eileftzen, Kirsten Habekost, 1411 Ron
og Susanne Stender.
Vejleder: Klaus Grimbaum.



m3ns'mzmmosvmmmwszm
rl:af'Niel.soleDmogKuthemam
Vejlader Bent Sgrensen.

104/65 "ANALOCREGNEMASKINEN OC IORENZLIGNINGER".
Af: Jens J=ger.

105/85'nmmmmmmwmcwmcmwm
FASS FEANSITIAN. -
Af: Tace Christensen.

*A SIMPIE MOTEL AF AC HOPPING CONDUCTIVITY".

on the Structure of Non - (‘.'ysta.lli.nenatetials}eld
in Grencble July 1985.
106/85 “QUANTUM THEORY OF mmm PARTICLES".
Af: Bent Sgrensen.
107/85 "EN MYG GPR INGEN EPITIMI",
- flodblindhed sam ekssrpel pd matematisk mdelle—
ring af et epidemiologisk problem.
Projektrapport af: Per Hedegird

108/85 "APPLICATIONS AND MXELLING IN THE MATEMATICS OJR-
RICULIM" - state and trends -~

Af: Mogens Niss.
109/85

ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: J¢rgen larsen. e

110/85"PLANNING FOR SEQURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORTEN RNDT PA FLATE KORT".
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones
og Jimmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 "VIIENSKAEFLICGIREISE AF DANSK TEXNOLOGISK INNOVATION
FREM TIL 1950 = BELYST VED EXSEMPLER".
Projektrapport af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Indvigsen, Ammette Post Nielsen og Finn
Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLYPTIC SYMBOLS 11",
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 “ANVENLELSE AF GRAFISKE METOCER TIL ANALYSE
AF RONTIGENSTABELLER"

Projektrapoort af: lone Biilmamn, Ole R. Jensen
og Anne-Lise von Moos.
Vejleder: Jergen larsen.

115/85 “MATEMATTRKENS UINIKLING OP TIL RENESSANCEN".
: Mogens Niss.

"A PHENOMENOLOGICAL MOCEL FOR THE MEYER-
NELDET, RUILE".

Af: Jeppe C. Dyre.

117/85 "RKRAFT & FOERWARMECOPTIMERING"

Af: Jaccb Mgrch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

116/85

118/85 .TIIEEIDIGM 0OG NCOVENDIGHEDEN IFULGE
PEIRCE OG FYSIKKEN".
Af: Peder Voetmann Christiansen

119/86 "LET ER GANSKE VIST - - EUKLIDS FEMIE POSTULAT

at.
p§L29/86 "PHYSICS IN SOCIETY"

Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

120/86 *ET ANTAL STATISTISKE STANDARDMOCELIER".
: Af: J¢rgen larsen

121/86"STMILATION I KINTINUERT TID".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "N THE MECHANISM OF GLASS IONIC OONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

123/86 “*GYMNASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERIEN".
Fysiklarerforeningen,  IMFUFA, RIC.

124/86 “OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

125/86 'WBYﬁ - systemet ~ en effektiv fotametrisk spektral-
ikation af B-,A- og F-stjemer". )
Projektrapport af: Birger ILundgren.

126/86 "OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTECRI".
Projektrapoort af: Lise.Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer & §tig Andur Pedersen.

127/86 "GALOTS' BIDRAG TIL UDVIVLINGEN AF DEN ABSTRANTE
ALGEBRA" . -
Projektrapport af: Pernille Sand, leine Larsen &
Lars Frandsen.
_ Vejleder: Mogens Niss.

128/86 "SMAKRYB" - am ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

»Studies in Wind Power"
Af: Bent Sorensen

130/86

131/86
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmzssige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brend,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Heyrup, Jergen Vogelius,
Jens Hejgaard Jensen.

132/86 "FYSIK OG DANNELSE"

Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.

Vejledere: Karin Beyer, Jergen Vogelius.

133/86 "CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.

ENERGY SERIES NO. 15.

AF: Bent Serensen.

134/87
Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pedersen,

Petr Visbér

135/87 “INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
- . TEORETISKE FORUDSETNINGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

136/87 "Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendormmens

forste og andet mpde med grask filosofi”
Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: 1b Thiersen
Fysik: Jens Hojgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING 1 UORDNEDE
FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling

Af: Jeppe Dyre

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.

137/87

"FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-

“THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM'




138/87 "JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP."

Paper presented at The Internationa)

Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena

.8t Universities and Schools, "Chaos in
Education”. Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

13987 "™Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik
Aurch Fortschritte in der Erkennbarkeit
der Natur”

Af: Bernmhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell

140/87 "ON THE TOPQLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"
. By: Jens Gravesen
2
141/87 "RADIOMETERS UDVIKLING AF ELODGASAPPARATUR -
ﬂ‘i ET TEKNOLOGIHISTORISK PROJEKT"
Projektrapport af Finn C. Physant
Vejleder: Ib Thiersen

142/87 "The Calderfn Projektor for Operators With
Splitting Elliptic Symbols™

by: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

'143/87 "Kursusmateriale til Matematik pd NAT-BAS"

af; Mogens Brun Heefe;t

144/87 “Context and Non-Locality - A Peircean Approach

Paper presented at the Symposium on the
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Camo Lecture.
Joensuuy, Finland, 6 - 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
IQWA 3, Kassel, FRG 8.-11.9.1987

By: Mogens Niss

;46/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"
~ en ny frekvensbaseret milemetode.
Fysikspeciale af Jan Vedde
Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr ViS&or

' 147/87 *"Rapport om BIS pd NAT-BAS"
) redigeret af: Mogens Brun Heefelt

148/87 “"Naturvidenskabsundervisning med
Samfundsperspektiv"

af: Peter Colding-Jorgensen DLH
Albert Chr. Paulsen
149/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
germanjum prepared in ultra high vacuum"
by: Petr Vig&or
150/87 "Structure and the Existence of the first sharp

diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ"

by: Petr Vit&or

151/87 “DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematikprojekt af:
Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

Vejleder: Mogens Niss

152/87 "PSEUDO-DIFFERENTIAL PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY
OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE
PROBLEMS"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek
Krzysztof P. Wojciechowski

153/88 “HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITERE
0G CIVILE KREFTER"

Et eksempel pd humanistisk teknologihistorie
Historiespeciale

Af: Hans Hedal
Vejleder: Ib Thiersen

154/88 "MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIOUIbS AND
THE GLASS TRANSITION"

By: Jeppe Dyre

155/88 "A NOTE ON THE ACTION OF THE PbISSON SOLUTION
OPERATOR. TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

-by: Michael Pedersen

156/88 “THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MdDEL FOR AC
' CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS"

by: Jeppe C. Dyre

157/88 " STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL:
A pseudo-differential approach.”

by: Michael Pedersen

158/88 "UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE IN
RANDOM WALK MODELS"

by: Jeppe Dyre

159/88 "“STUDIES IN SOLAﬁ ENERGY" e

by: Bent Serensen

160/88 "LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO"

by: Jens Gravesen

161/88 "PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS:

Dirichlet feedback control problems"
by: Michael Pedersen

162/88 “"PIGER & FYSIK -~ OG MEGET MERE"
AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich , Mette Vedelsby

163/88 "EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
PERMEABILITETEN FOR BLOD-NETHINDE-BARRIEREN'

Af: Finn Langberg, Michael Jarden, Lars Frellesen
Vejleder: Jesper Larsen

164/88 "Vurdering af matematisk teknologi
Technology Assessment
Technikfolgenabschatzung"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek, Glen Pate med !
Martin Bohle-Carbonell og Jens Hejgaard Jensen\

165/88 "COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY"

by: Jens Gravesen



166/68 “Grundbegreber i Sandsynligheds-.
regningen®

Af: Jorgen Larsen

167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modeller”
Af: Jergen Larsen

167b/88 "BASISSTATISTIK 2. Kontinuerte
' modeller"

Af: Jergen Larsen

168/88 "OVERFLADEN AF PLANETEN MARS"
Laboratorie-simulering og MARS-analoger
undersegt-ved Mossbauerspektroskopi.

Fysikspecigle af:
Birger Lundgren

Vejleder: Jens Martin Knudsen
Fys.lab./HC8

169/88 "CHARLES S. PEIRCE: MURSTEN O0OG MZRTEL
TIL EN METAFYSIK.*

Fem artikler fra tidsskriftet "The Monist"
1891-93.

Introduktion og overszttelse:

Peder Voetmann Christéansen

170/88 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK"

Samtlige opgaver stillet i tiden
1974 - juni 1988

171/88 "The Dirac Equation with Light-Cone Data"
af: Johnny Tom Ottesen

172/88 “FYSIK OG VIRKELIGHED"

Kvantemekanikkens grundlagsproblem
i gymnasiet.

Fysikprojekt af:
Erik Lund og Kurt Jensen

Vejledere: Albert Chr. Paulsen og
Peder Voetmann Christiansen

173/89 "NUMERISKE ALGORITMER"
af: Mogens Brun Heefelt

174/89 * GRAFISK FREMSTILLING AF
FRAKTALER OG KAOS"

af: Peder Voetmann Christiansen

175/89 " AN ELEMENTARY ANALYSIS OF THE TIME
DEPENDENT SPECTRUM OF THE NON-STATONARY
SOLUTION TO THE OPERATOR RICCATI EQUATION

af: Michael Pedersen

176/89 " A MAXIUM ENTROPY ANSATZ FOR NONLINEAR
RESPONSE THEORY"

af : Jeppe Dyre

177/89 "HVAD SKAL ADAM STA MODEL TIL"

af: Morten Andersen, Ulla Engstrom,
Thomas Gravesen, Nanna Lund, Pia
Madsen, Dina Rawat, Peter Torstensen

Vejleder: Mogens Brun Heefelt

178/89 “BIOSYNTESEN AF PENICILLIN - en matematisk model®

af: Ulla Eghave Rasmussen, Hans Oxvang Mortensen,
Michael Jarden

vejleder i matematik: Jesper Larsen
biologi: Erling Lauridsen

179a/89 “LERERVEJLEDNING M.M. til et eksperimentelt forleb
om kaos"

af: Andy Wieroed, Soren Brond og Jimmy Staal

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer

179b/89 “ELEVHEFTE: Noter til et eksperimentelt kursus om
kaos"

af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Stasl »

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen :
Karin Beyer 7 ’

180/89 "KAOS I FYSISKE SYSTEMER eksemplificeret ved
torsions- og dobbeltpendul®.

af: Andy Wierad, Seren Brend og Jimmy Staal
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

181/89 "A 2ERO-PARAMETER CONSTITUTIVE RELATION FOR PURE
SHEAR VISCOELASTICITY"

by: Jeppe Dyre

163/89 "MATEMATICAL PROBLEN SOLVING, MODELLING. APPLICATIONS
AND LINKS TO OTHER SUBJECTS — Btate. trends and
issues in mathematics instruction

by: WERNER BLUM, Knasel (FRG) og
MOGENS NISS, Roskilde (Denmark)

184/89 YEn metode til bestemmelse af den frekvensafhengige
varmefylde af en underafkslet veske ved glnsovergangen"

af: Tage Emil Christensen

185/90 "EN NESTEN PERIODISK HISTORIE"
Bt matematisk projekt
af: Steen Grode og Thomas Jessen
Vejleder: Jacob Jacobsen

166/90 "RITUAL OG RATIONALITET i videnskabers udvikling" 4
redigeret af Arne Jakobsen og Stig Andur Pedersen

187/90 "RSA - et kryptografisk systex” {
af: Annesette Sofie Olufsen, Lars Frellesen
og Ole Meller Nielsen

Vejledere: Michael Pedersen og Finn Munk

188/90 “FERMICONDENSATION — AN ALMOST IDEAL GLASS TRANSITION®
by: Jeppe Dyre

189/90 “DATAMATER 1 MRTEMATIKUNDERVISNINGEN PA
GYMNASIET OG H@JERE LEREANSTALTER

af: Pinn Langberg



190/90

181/90

192/90

194a/90

194b/90

195/90

196/90

187/90

198/90

“FIVE REQUIREMENTS FOR AN
APPROXIMATE NONLINEAR RESPONSE .
THEORY"

by: Jeppe Dyre

“MOORE COHOMOLOGY, PRINCIPAL
BUNDLES AND ACTIONS OF GROUPS
ON C*-ALGEBRAS"

by: lain Raeburn and Dana P. Williams

*Age-dependent host mortality in the
dynamics of endemic infectious diseases
and .

SIR-models of the epidemiology and natural
selection of co-circulating influenza virus
with partial cross-immunity"

by: Viggo Andreasen

“Csusal and Diagnostic Reasoning"

by: Stig Andur Pedersen

“DETERMINISTISK KAOS®
Projektrapport af : Frank Olsen

“DETERMINISTISK KAOS"
Kerselsrapport

Projektrapport af: Frank Olsen

"STADIER PA PARADIGMETS VEJ"
Et projekt om den videnskabelige udvikling
der forte til dannelse af kvantemekanikken.

Projektrapport for 1. modul p& fysikuddan-
nelsen, skrevet af:

Anja Boisen. Thomas Hougdrd. Anders Gorm
Larsen, Nicolai Ryge. -

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen .

"ER KAOS N@DVENDIGT?"

- en projektrapport om kaos' paradigmatiske
status i fysikken. ’

af: Johannes K. Nielsen, Jimmy Staal og
Peter Beggild

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

"Kontrafaktiske konditionaler i HOL

af: Jesper Voetmann, Hans Oxvang Mortensen og
Aleksander Host-Madsen

Vejleder: Stig Andur Pedersen

“Metal-Isolator-Metal systemer"

Speciale

af: Frank Olsen

199/90 "SPREDT FAGTNING" Artikelsamling

af: Jens Hejgaard Jensen

200/90 "LINEAR ALGEBRA OG ANALYSE"

Noter til den naturvidenskabelige basis-
uddannelse.
af: Mogens Niss

201/90

202/90

203/90

*Underssgelse af atomare korrelationer i
amorfe stoffer ved rentgendiffraktion”

af: Karen Birkelund og Klaus Dahl Jensen
Vejledere: Petr Viilor, Ole Bakander

*TEGN OG KVANTER"
Foredrag og artikler, 1971-80.

af: Peder Voetmann Christiansen

®OPGAVESAMLING 1 NATEMATIK" 1974-1990

afleser tekst 170/68

204/91 "ERKENDELSE OG KVANTEMEKANIK®

et Breddemodul Pysik Projekt
af: Thomas Jessen
Vejleder: Petr Viscor

205/91 "PEIRCE'S LOGIC OF VAGUENESS"

by: Claudine Engel-Tiercelin
Department of Philosophy
Université de Paris-1
(Panthéon-Sorbonne)

206a+b/91 “GERMANIUMBEAMANALYSE SAMT

207/91

208/91

209/91

210/91

211/891

212/81

213/91

A -~ GE TYNDFILMS ELERTRISKE
EGENSKABER"

Eksperimentelt Pysikspeciale
af: Jeanne Linda Mortensen
og Annette Post Nielsen
Vejleder: Petr Viscor"

"SOME‘REMARKS ON AC CONDUCTION
IN DISORDERED SOL1DS"

by: Jeppe C. Dyre

"LANGEVIN MODELS FOR SHEAR STRESS
FLUCTUATIONS IN FLOWS OF VISCO-
ELASTIC L1OUIDS"

by: Jeppe C. Dyre

“LORENZ GUIDE" Kompendium til den
danske fysiker Ludvig Lorenz,
1829-91.

af: Helge Kragh

"Global Dimension, Tower of Algebras.,
and Jones Index of Split Seperable
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