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Abstract:

Rapporten diskuterer implementering af den variationelle metode i vek-
torrum, og dens anvendelse til approksimation af lgsninger til Schrédinger
ligningen. Der udvikles konkrete kgreklare computer programmer til behan-
dling af den harmoniske oscillator, og beregning af oscillator styrker, transi-
tionsrater og levetider for hydrogen atomet. Som serlig vaesentligt problem
behandles helium atomet, for hvilket der udvikles programmer til approksi-
mation af exciterede energi niveauer med cirka 1/10 promilles ngjagtighed.
Grundtilstanden behandles szerskilt med en variant af Hylleraas’ metode, og
en langt mere pracis approksimation opnas.
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Forord

Jeg har tidligere i forbindelse med min fysik uddannelse arbejdet med kvan-
temekanikkens erkendelsesteoretiske grundlag (Tekster fra IMFUFA 204),
og har siden haft et gnske om at anvende kvantemekanikken i en mere teknisk °
betonet retning. Tillige har jeg fglt en gryende interesse for computeren som
numerisk og algoritmisk verktgj, og har fundet programmering bide sjovt og
udfordrende. Interesserne er- sggt kombineret i denne rapport. Oprindeligt
forestillede jeg mig arbejdet centreret omkring den specifikke opgave at ap-

proksimere helium atomets energi niveauer ved brug af computer. Mens

jeg i starten opfattede det som en begranset opgave, der ret direkte kunne
angribes, matte jeg senere sande at perspektiverne var langt mere omfat-
tende, end hvad mine fgrste overvejelser havde ladet ane. Der skulle ud-
vikles et bibliotek at matematiske procedurer der kunne danne grundlag
for alle beregninger, et omfattende studie studie af hydrogen og helium var
pakravet, problemer matte reformﬁléres og nye ligninger udvikles og re-
formuleringerne matte reformuleres for at opnd optimal program struktur.

- Alligevel fpler jeg at jeg i en vis forstand har bevaget mig i en ret linie mod

mit mal. Pitrods af overraskende nye vinkler, der har betydet integration at
yderligere stofomrader i rapporten, er det oprmdehge mal aldrig blevet tabt
af syne. Projektet er dermed blevet til en.afrundet helhed, hvilende i sig -
selv, der indeholder alle de forngdne dele til numerisk behandling af et kvan-
temekanisk problem; og som den endelige prgve er der udviklet programmer
der hurtigt og effektivt kan behandle helium atomet og andre problemer.

Jeg snsker at rette en tak til Petr Viscor, der har vejledt arbeljdetl.

Roskilde, december 1990
Thomas Jessen
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Kapitel 1
Kvantemekanik pa PCeren

1.1 Introduktipn

En typisk laerebog i kvantemekanik indleder med at beskrive den kvante-
mekaniske formalisme, opstiller Hamilton operatoren for en raekke problemer
og lgser derefter Schrodinger ligningen illustrativt for forskellige potentialer.
Det er imidlertid ganske fa fysisk interessante potentialer, for hvilke det er
muligt at opnd en analytisk lgsning og de vigtigste eksempler, sdsom den
harmoniske oscillator og Coulomb potentialet, indvies man i allerede ved sit
fgrste mgde med kvantemekanikken. Den overvejende del af de problemer
man mgder, tillader ikke eksakt analytisk behandling, og kraever derfor ap-
proksimative eller numeriske metoder. Rimelige approksimationer og over-
slag kan ofte opnas med papir og blyant, mens preaecis numerisk behandling
er s& beregningskravende at det kun effektivt kan udferes ved elektronisk
databehandling. Den eksplosive udvikling af computere har gjort det muligt
at ggre selv relativt komplekse kvantemekaniske problemer til genstand for
numerisk analyse pa mikrodatamater. Formalet med denne rapport er at
afprove nogle af mikrodatamatens muligheder som effektivt kvantemekanisk
beregningsveerktgj. Det gores ved at udvikle en raekke algoritmer der kan
indga som ingredienser i numerisk behandling af et kvantemekanisk prob-
lem, og specielt ved at studere et konkret problem. Som vort problem, vort
‘case study’, har vi valgt helium atomet, hvor vi vil sgge at approksimere
energi egenvaerdierne. Problemet er af passende svaerhedsgrad, da det pa
ene side endnu ikke er lgst analytisk, og pa den anden side er vel indenfor



rakkevidde af vor numeriske metoder. Omend det i nzsten ethvert problem
er ngdvendigt at reducere svaerhedsgraden af beregningerne med, for prob-
lemet karakteristiske, approksimative metoder eller symmetri egenskaber,
findes der ikke desto mindre en generel metode, kendt som den variationelle
metode, der principelt kan bruges til at lgse Schrodinger ligningen for ethvert
problem. Et computer program der implementerer den variationelle metode
er opbygget omkring en kerne af centrale matematiske algoritmer. Disse
algoritmer udfgrer hyppigt anvendte matematiske procedurer, som for ek-
sempel integration og diagonalisering af matricer, og har derfor interesse
langt udover deres funktion i den partikulere sammenhzeng. Vi har derfor
valgt at laegge relativt meget vaegt pa diskussion af algoritmernes komputa-
tionelle aspekter og indre struktur.

Alle algoritmer er skrevet og gengivet i programmeringssproget Pascal. De
er udviklet med Borland’s Turbo Pacal compiler version 5.0 pa en IBM
80386 PC/AT computer med 80387 matematisk coprocessor. Vi har i alle
procedurer anvendt udvidet 80 bit preecision (type extended), hvormed ar-
itmetiske operationer kan udfgres i domzenet +10~932 i} £10%%32 med 20
betydende cifre. Programmerne kan eksekveres pa enhver IBM XT eller AT
computer, eller kompatibel. Programmellet kan desuden nemt tilpasses til
brug pa andre computere, eller konverteres til andre programmeringssprog.

1.2 Formalismen

Det fplgende er en kort gennemgang af kvante formalismens hovedtraek.
Der er ikke tale om en udtgmmende behandling, snarere er det en skitse der
tjener til at introducere notation, samt fremhaeve de resultater vi senere vil
gore brug af.

Ifolge kvantemekanikken kan enhver tilstand af et givet fysisk system en-
tydigt repraesenteres ved en bglgefunktion 1. Bglgefunktioner kan super-
poneres, hvis saledes ¥ og ¢ er to fysisk realisable tilstande, vil ¥+ ¢ ligeledes
vaere en mulig tilstand af systemet. Bglgefunktioner kan derfor opfattes som
elementer i et vektorrum som vi kalder tilstandsrummet. Dette vektorrum er
srlig struktureret, da det er et Hilbert rum, det vil sige et vektorrum over
et fuldsteendigt tallegeme, nemlig de komplekse tal, udstyret med et indre
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produkt, der tillader os at tale om afstande og vinkler imellem forskellige

tilstande. Det 1ndre produkt mellem ¥ og ¢ er deﬁneret ved

<¢|¢)=/¢*¢>dq, o

hvor integrationen udfgres over systemets rum og spmkoordmater, og *
betegner kompleks kongugermg ans (’l/)|¢) =0erog ¢ ortogonale og
hvis (¢|p) = 1 er ¢ normeret. '

Fysiske observable som systemets energi, 1mpuls xmpulsmoment og sa videre,
reprasenteres ved lineere hermiteske operatorer En observabel er, som
navnet antyder, noget der kan males, og vi ma derfor knytte talv&rdier til
operatorene. Det ggres ved at betragte egenvardierne. Hvis A er en linezr
operator er a en egenverdi og ¢ den tilhgrende egenvektor hvis Ay = ay.
Hvis systemet er i tilstanden % vil en maling af A resultere i veerdien a.
Hvis ay1,as,...,a, er forskellige egenvaerdier for A og ¥1,%s,..., %, er de
tilhgrende egenvektorer, vil en maling af A, safremt 'systemet er i tilstanden
Y = Y, ai;, resultere i veerdien a; med sandsynlighed |a;|?. (Sandsyn-
lighederne vil kun summe til 1 hvis ¥ er normeret). -Dette kendes som
projektionspostulatet. Postulatet har spillet en stor rolle i debatten om kvan: -
temekanikkens fortolkning, dels fordi det indbzrer at der eksisterer tilstande
hvor observable ikke kan tilleegges en fast veerdi, men kun kan siges at veere
statistisk fordelt over en rakke mulige vaerdier hvilket indebzerer et element
af tilfeldighed, og dels fordi det indebzerer at der eksisterer tilstande for
hvilke det ikke er muligt passivt at iagttage vaerdien af en systemets' observ-

.able, idet en maling uvaergehgt vil forstyrre systemet ‘ved at projicere det’

ned i en egentllstand

De vaesenthge teoremer om linezre hermiteske operatorer er fglgende:

e Hermiteske operatorer har reelle egenvardier.

o Egenvektorer for en Hermitesk operator hgrende til forskelhge egenvaerdier
er indbyrdes ortogonale. :

e Hvis to hermiteske operatorer A og B kommuterer er det muhgt at
finde falles egenvektorer. :



Det fgrste teorem sikrer at fysiske observable som energi, impulsmoment og
sa videre, har reelle vaerdier (fremfor komplekse) i deres respektive egen-

tilstande:—~Det~er ngdvendigt—da vi ikke ved hvordan vi skal fortolke for =~

eksempel en kompleks energi.

Det andet_teorem siger at for en operator A er egenrummet hgrende til
en bestemt egenveerdi ortogonalt p3 ethvert andet egenrum for A. I hvert
egenrum findes en ortonormal basis af egenvektorer. Ved at samle alle disse
baser fas en ortonormal basis for rummet af alle egenvektorer. En vilkarlig
egenvektor kan altsa skrives som en linearkombination af disse egenvektorer.

Vi vil antage et endnu stzekere udsagn, nemlig at enhver vektor kan skrives

som en linearkombination af ortonormale egenvektorer. Det betyder at vores
ortonormale maengde af egenvektorer er en basis for hele tilstandsrummet.
Denne antagelse er essentielt, for hvis den ikke er opfyldt kan vi komme i
den ganske ubehagelige situation at projektionspostulatet er utilstraekkeligt.
Postulatet kan nemlig ikke forteelle hvad der sker hvis vi maler en observabel
i et system der ikke er i en superposition af egentilstande.

Det tredje teorem indeberer at en ortonormal basis af egenvektorer kan
velges seerlig hensigtsmaessigt. Lad A og B betegne hermiteske operatorer
med ortonormalbaser af egenvektorer, henholdsvis {¢;} og {¢;}. Hvis A
og B kommuterer, sa eksisterer der en ortonormal base {x;} der bestar af
egenvektorer til bdde A og B. {x;} er derfor en sarlig bekvem basis. For
hydrogen-atomet kommuterer for eksempel H (energien) og L? (stgrrelsen af
impulsmomentet), hvorfor energi egenfunktionerne kan skrives pa en form,
s& de samtidig er egenfunktioner til L?. P4 den m&de far vi bide i pose og
szk.

Det er operatorer der aldrig kommuterer og for hvilke der aldrig kan vaelges
feelles egenfunktioner. For et system bestiende af en enkelt partikel, vil
positionsoperatoren r = (z,y,2) aldrig kommutere med impulsoperatoren
P = (Pz, Py, P2), idet

[z, pz] = 2ps — poz = ih. (1.2)

Samme relation gaelder med y og 2 istedet for z, og kendes som Heisenberg’s
ustkkerhedsrelation for position og impuls. Derimod vil forskellige kompo-
nenter af position og impuls kommutere, for eksempel haves [z,p,] = 0.
Relationerne er opfyldt idet

p = —ihV, (1.3)
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Hvis der eksisterede en tilstand 1 der var samtldlg egentxlstand for r og P
ville (1.2) ikke vaere opfyldt

Vi er interessede i at bestemme samtlige tilladte veerdier af en operator,
det vil sige lgse dens egenveerdi problem. Mangden af alle operatorens
egenveaerdier udggr spektret. For nogle operatorer er egenvaerdi problemet
ganske enkelt, mens det for andre er overordentlig kompliceret. Hvis vi
betragter et en-partikel system, vil egenvardi problemet for en operator
der kan skrives pa samme form i rumkoordinaterne, uanset det partikulzere
problem, kunne lgses helt generelt en gang for alle. Eksempler pa sidanne
operatorer er positionsoperatoren r, der har Dirac deltafunktioner som egen-
funktioner og et kontinuert egenvaerdi spektrum bestaende af rummets punk-
ter, og impulsoperatoren p der har plane belger ¢’*T, med belgetal k = |K|,
som egenfunktioner og et kontinuert spektrum med hk som -egenvardier.
Impulsmomentet L = r X p har ikke-kommuterende komponeneter, for
eksempel er [L;,L,] # 0, men derimod kommuterer L? og L, og deres
egenveerdi problem kan derfor lgses generelt. De fzlles genfunktioner er
sferiske harmoniske, og egenvaerdierne er I(I + 1)A? for L2, og mh for L,
hvor [ =0,1,2,...0g m = —I,—I+1,...,4l. Egenveerdi spektret er dermed
diskret. Vi vender senere tilbage til de sfeeriske harmoniske. Spin oper-
atoren S er et andet interessant eksempel. Spin regnes i enheder af im-
pulsmoment, og opfylder relationer der svarer til dem der galder for L.
Saledes kommuterer spinnets komponenter ikke indbyrdes, mens S? og S,
kommuterer. Elementar partikler karakteriseres ved et spin kvantetal s, der
antager halvtallige veerdier for fermioner og heltallige verdier for bosoner.
Bolgefunktionen bestar af en rumdel og en spindel, hvor spindelen altid er
egenfunktion for S2 med egenveerdi s(s + 1)A%, mens egenvaerdierne for S,
er mgh, hvor my = —-s,—s+ 1,...,4s. Endelig kan vi kombinere L og
S til en total nmpulsmoment opera.tor J =L+S, og man kan bestemme
egenfunktioner og egenvaerdier for J2 og J,.

Den vigtigste af alle kvantemekanikkens operatorer er Hamilton operatoren
H, der udtrykker systemets energi. Hamilton operatoren er summen af
systemets kinetiske og potentielle energi, det vil sige H =T + V hvor T er
den kinetiske operator og V er potential operatoren. For en enkelt partikel
er T = p%/2m, hvor m er partiklens masse. V kan derimod ikke skrives




Pa nogen generel form, idet potentialet varierer fra problem til problem.

Egenvaerdi problemet
' ' "Hyp=Ey, o (1.4)

kan derfor ikke lgses generelt, men m4a behandles szerskilt for hver eneste
problem. (1.4) er den tidsuafhangige Schrédinger ligning, behandling af
et tidsuafhaengigt kvantemekanisk problem bestir i at lgse denne ligning.
Hvis H, i et konkret problem, kommuterer med andre operatorer, bgr man
altid udnytte dette til at konstruere energi egenfunktioner der samtidig er
egenfunktioner for de gvrige operatorer.

1.3 Den variationelle metode

I dette afsnit skal vi diskutere en metode til lgsning af Schrodinger ligningen
(1.4). Vi vil antage at Hamilton operatoren H udelukkende har et diskret
spektrum, eller at den har et delvist diskret spektrum og det kun er det vi
er interesserede i.

Lad 4o, %, ... betegne den ortonormale basis for tilstandsrummet bestiende
af egenvektorer for H, som vi sgger at bestemme. De tilhgrende egenvardier
betegnes Eg, E,..., siledes at H Yn = E;¢;. Egenvardierne er ordnede
s& E; < E;4y. Implicit i dette er antagelsen at der er en mindste energi
Eo kaldet grundtilstandsenergien, hvis tilhgrende bglgefunktion 1y kaldes
grundtilstanden.

Vi vil definere et funktional E der tjener til at bestemme grundtilstanden.
Funktionalet er en afbildning fra tilstandsrummet til de reelle tal, defineret

ved
E($) = (¢|H|¢) (15)

(¢l8)
Bemzerk at hvis ¢ er normeret er nzevneren pa hgjresiden lig 1. Vi viser nu
at funktionalet har globalt minimum i grundtilstanden. Lad med dette msl
for gje ¢ = 3772 a;9h; vaere en vilkarlig normeret tilstand. Da fis

5(9) = L1 = (g = (16)
<§:ai'¢/)£ H §a£¢e> = <§:ai'¢’i iaiEﬂ/)i> = ilailei,
i=0 1=0 i=0 =0 =0
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hvori vi har benyttet at {¢;} er en ortonormal mangde, det vil sige at
(¥il¥;) = 6ij. Da E; > Eo og T2 |a:|* = 1 (idet ¢ er normeret), fis nemt

E() > Fo. o (17)

Samtidig er det oplagt at E(4) = Eo, hvorfor funktionalet E har globalt
minimum i grundtilstanden og minimumet er netop grundtilstandsenergien.
Hvis ¢ er ortogonal pa grundtilstanden er ¢ af formen ¢ = Y 2, a;9;, og
ved at gentage argumentet fas E(¢) > Ey og E(¥) = E;. Hvis vi kun be-
tragter den del af tilstandsrummet der er ortogonal pa v, har funktionalet
dermed minimum i 9; og minimummet er netop E;." Man kan nu induk-
tivt fortszette argumentet. Hvis man' betragter den del af tilstandsrummet
der er ortogonalt pa vp,...,¥n_1, vil funktionalet have minimum i Yy, med
tilhgrende veerdi E,. Husk at alle minima er stationzre punkter. Argu-
mentet kan skarpes til fslgende vigtige teorem. FEthvert stationert punkt
for funktionalet E er en egentilstand for H, og verdien i punktet er netop
den tilhgrende energi egenverdi, og omvendt énhver egentilstand for H er
et stationert punkt for funktzonalet E og verdien 1 punktet er netop den
tilhgrende energi egenverdi. v

'Beviset for teoremet fglger. Antag at. ¢> er et stationzrt punkt, og lad 6¢

betegne en infinitesemal variation af ¢. For denne haves

SE($) = E(¢ + 64) — E($) = 0,

til forste orden, da ¢ er et .stationzert. puni{t. Ved direkte indsaething i
udtrykket (1.5) for funktionalet fas

S(E(S)(814)) = 8(4|H1g) &
SE(8)(816) + E(8)(6416) + E(6)(816¢) = |
(661H|6) + ($|HI66) ¢ (18)
SE(8)(#19) = (661(H — B(8))Id) + ($I(H - B(9))69).

Ved mdsaetmng af betingelsen 6 E = 0 opna.s
(8¢1(H — E(¢))l9) + (Sl(H - E(¢))|5¢) | (1.9)

. Ovenstaende ligning skal vaere opfyldt for enhver variation §¢, specielt ska.l

den vere opfyldt hvis vi erstatter 6¢ med z¢5¢ Dermed opnas
— i{6|(H — E(8))I¢) + i($|(H — E(¢))|6¢) = 0. (1.10)

8



Ved nu at danne passende linear kombinationer af (1.9) og (1.10) opnas de
to ligninger '

(68I(H — E(#))9) = 0,
(B(H ~ E(6))/66) = 0. (1.11)

Ligningerne er kun opfyldt hvis (H — E(¢))¢ = 0, det vil sige hvis ¢ er en
egenvektor for H med egenvardi E(¢). Vi-har dermed vist at enhvert sta-
tionzert punkt er en egenfunktion for Hamilton operatoren. Det omvendte
udsagn kan bevises ved at gd baglaens. Hvis ¢ opfylder Schrodinger lignin-
gen, ses at H¢ = E($)¢, og ved: direkte indsatning i (1.8) fas §E(¢) = 0,
det vil sige ¢ er et stationzert punkt. Teoremet er hermed bevist.

Teoremet danner grundlaget for den variationelle metode. Fremgangsmaden
er folgende: I fprste omgang sgger man kun at approksimere grundtilstanden
og grundtilstandsenergien. Som ¢ valges en testfunktion, der afhaenger af en
rakke variationelle parametre a;, a2,...,a,. Udvazlgelsen af testfunktionen
er ofte et kritisk punkt, for teoremet holder kun hvis ¢ kan skrives som en
linear kombination af energi egentilstande, det vil sige hvis ¢ er beliggende
i tilstandsrummet, og det er derfor ngdvendigt at testfunktionen ‘ligner’
egenfunktionerne. At udvzlge en relevant testfunktion kraever derfor ofte
en god potion intuition, og i det mindste en vag idé om egenfunktionernes
natur. Med ¢ i baghanden kan man bestemme alle de stationzre punkter,
som er alle de veerdier af de variationelle parametre for hvilke

OE(9) _
da;
Man bestemmer funktionalets vaerdi i alle de stationzere punkter, den laveste

er en approksimation til grundtilstandsenergien og det tilhgrende ¢ er en
approksimation til grundtilstanden.

0, i=1,2,...,n. (1.12)

Man gar herefter over til at approksimere de ezciterede tilstande, det vil sige
de tilstande for hvilke energien er hgjere end i grundtilstanden. Man vaelger
en ny testfunktion der igen afthanger af variationelle parametre, finder de
stationaere punkter og den laveste veerdi af funktionalet. Hermed finder
man en approksimation til den fgrste eciterede tilstand. Det lyder nemt
nok, men man skal huske at den fgrste exciterede tilstand er ortogonal pa
grundtilstanden, hvorfor man skal sgrge for at testfunktionen er ortogonal pa
approksimationen til grundtilstanden. Denne betingelse bliver vanskeligere
at handtere nar endnu hgjere energi tilstande skal approksimeres, fordi der




=

vil blive flere funktioner som testfunktionen skal vaere ortogonal pa. Derfor
ser man ofte kun variationsregning anvendt til at approksimere grundtil-
standen, og eventuelt de fgrste exciterede tilstande.

Den variationelle metode kan simplificeres gevaldigt ved brug af den metode

vi beskriver i det folgende afsnit. Simplificeringen bestar i 3 punkter. For det

forste kan man lave samtidige approksimationer til grundtilstanden og de ex-

citerede tilstande. Det er ikke ngdvendigt slavisk at approksimere grundtil-

standen og fgrst derefter at behandle de exciterede tilstande en for en. For

det andet kan vi slippe det snarende bind at a.pproks:ma,tlonerne skal vaere

indbyrdes ortogonale, betingelsen vil automatisk veere opfyldt og det bliver

ikke svarere at approksimere exciterede tilstande. For det tredje behgver vi

ikke bestemme stationzere punkter; en numerisk bestemmelse af disse udfra

betingelsen (1.12) vil generelt vaere vanskelig.og beregningskraevende og er

potentielt en kilde til fejl. Vores approksimationer vil automatisk veere sta-

tionzere punkter. Alt dette kommer naturligvis ikke gratis, testfunktionerne -
bliver ngdt til at opfylde en enkelt betingelse, nemlig at de skal udspzende

et vektorrum. Betingelsen er meget liberal, dels fordi vektorrum er af meget

generel struktur og dels fordi tilstandsrummet selv er et vektorrum. Alt

dette taget i betragtningen har jeg fundet det bemarkelsesveerdigt at meto-

den ikke er omtalt i den del af litteraturen jeg har studeret (som ellers bruger

masser af plads pa variationsregning). Fgrst i de senere faser af arbejdet med

denne rapport har jeg fundet en enkelt kilde, hvor metoden far knap en sides
omtale [Messiah 1966 5.766).

1.3.1 Variationsregning i Vektorrum

Lad #1,%,,... veere en ortonormal basis for tilstandsrummet, bestdende
af egenfunktioner for Hamilton operatoren, med egenverdier Ey,E,,...,
siledes at Hy; = E;y;." Basen {1;} er muligvis endelig, men vil generelt
vere uendelig. Hamilton operatoren kan, som alle andre linezere operatorer,
entydigt reprasenteres ved en matrix i denne basis. Da basen bestar af egen-
funktioner ma Hamilton operatorens matrix form, der kaldes Hamilton ma-
tricen og betegnes [H], veerée en diagonal matrix, med de reelle egenvardier
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som diagonal elementer. Den er altsd af formen

ST ~fE; 0 0 0 ...
0 E, 0 0 ...
H=| o o 0

5

Nar vi laver variationsregning sker det med testfunktioner beliggende i til-
standsrummet. Vi udtager siledes n linexrt uafhaengige testfunktioner
&1,$2,...,0n. Vi kan uden tab af generalitet antage at de er ortonormale,
for er det ikke tilfeldet kan de underkastes Gram-Schmidt ortonormalisering,
der omskriver til en ortonormalbasis ¢}, ¢}, . . ., ¢4, med span{¢’} =span{¢;}.
Saledes er {¢;} en ortonormal basis for et underrum af tilstandsrummet, som
vi kalder testrummet. Vi kan transformere H’s matrix form i basen {;} over
til basen {¢;}. Ethvert ¢; kan skrives som en linearkombination af energi
egentilstandene, det vil sige vi kan skrive ¢; = 3 72, a;;%;. Matricen der
transformerer fra {¢;} til {¢:}, har @;;’erne som matrix elementer. Ved at
benytte det kan verificeres at [H] i {¢:} basen har matrix elementer

Hij = (¢l H|#;)- (1.13)

Disse elementer kan beregnes numerisk da det indre produkt er defineret
ved et integral. [H] er en hermitesk matrix idet H;; = H};. Antag nu at
basen {@;} er sd stor at den er en basis for tilstandsrummet, det vil sige
testrummet og tilstandsrummet er identiske. I sa fald vil transformationen
fra {¢;} til {¢:;} baserne vare en uniter transformation, der bevarer alle
vinkler og afstande og specielt bevarer Hamilton matricens egenvektorer og
egenvaerdier. Da vil Schrodinger ligningen kunne lgses fuldstaendigt, ved at
lpse egenvaerdi problemet for matricen [H] i basen {¢;}. Selv i de tilfeelde
hvor testrummet er et @gte underrum af tilstandsrummet, vil Hamilton
operatorens egenvardier og egentilstande kunne approksimeres ved at lgse
egenvardi problemet for [H] i testrummet. Dette egenvaerdi problem er
langt simplere end Schrédinger ligningen, da [H] er en endelig » X n matrix.
Matrix elementerne kan beregnes og egenvaerdierne kan dernzest bestemmes
ved standard metoder.

Man kan informelt argumentere for gyldigheden af metoden pa fglgende vis.
Der findes en ortonormal basis for tilstandsrummet af formen

¢1’¢2,' .. 7¢n,Xn+1’ Xn425---

11
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det vil sige en basis der som de fgrste n basis vektorer har testrummets ba-
sis vektorer. At Igse Schrodinger ligningen er helt akvivalent til at opskrive
Hamilton matricen i denne basis, og derefter lgse matricens egenvardi prob-
lem. Hamilton matricens egenvaerdi problem er vanskeligt da den generelt
er en matrix af uendelig dimension. Det vi haevder er at Igsningeine kan
approksimeres ved blot at udtage en n X n blokmatrix af Hamilton matri-
cens gvre venstre hjsrne, og s3 lgse egenveerdi problemet for denne reduc-
erede Hamilton matrix. Den reducerede matrix er netop [H] i basen {¢;}.
At dette kan ggres er intuitivt helt oplagt, for hvis man udtager stgrre og
stgrre blokmatricer og for hver enkelt lgse egenvaerdi problémet, m3 man f3
folger af egenvektorer og egenvardier der konvergerer mod den fuldstandlge ‘
Hamilton matrix’ egenvektorer og egenveerdier. -

Vi vil nu formelt vise at resultaterne af denne metode er fuldsteendig iden-
tiske med dem man opnar hvis der udf¢res varlatlonsregnmg i testrummet.
En testfunktion er sdledes af formen ¢ = "0, aidi, hvor Fourier koefficien-
terne a; opfattes som de varlatlonelle parametre. Der gaelder

(Zt_la,thH IE,_laf¢i)=' ij-l“'“fH‘f : (‘1 14)
i=1 |a,|2 N Y lair 2

E(¢) =

Bemaerk at de matrix elementer H,] der optraeder i (1.14) og de’ f¢lgende
ligninger, alle er elementer af den reducerede Ha.mllton ma,trlx deﬁneret pa
testrummet Vi omsknver til :

¢)zua,|2 Saute
: =1 .

Hvis ¢ er et stationzrt punkt for funktionalet E, -vil dlfferentlatlon af
ovenstdende med hensyn til a;, 1 = 1,2,..., N give :

E($)a; = Za] i i=1,2,...,n. (1.16)

hvilket er det samme som , '
He = E(¢)¢. (1.17)

Vi har dermed vist at ethvert stationart punkt er en egenvektor for den
reducerede Hamilton matrix. Vi overlader ‘det til laeseren at vise at man
ogsa kan slutte den anden vej.
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Det skal understreges at en forudsztning for at denne variationelle metode
er gyldig er at testrummet er et underrum af tilstandsrummet. Det er ikke

“altid muligt at verificere at dette er tilfzldet, og i visse situationer kan man

ligefrem vise at det umuligt kan vaere tilfeeldet. I sa fald er forudsetningerne
ikke opfyldt, men selv da kan variationsregning fgre til gode resultater. Vi
skal senere se et eksempel pa denneSituation. Man kan forestille sig at
tilstandsrummet er si stort og omfatter s4 mange funktioner, at nzesten et
hvilket som helst testrum man kan opstille i det mindste vil overlappe til-
standsrummet, hvis det da ikke er helt indeholdt i det. Det betyder dog
ikke at man kan bruge hvilke som helst testfunktioner. For nogle vil re-
sultaterne at variationsregningen konvergere hurtigt og for andre langsomt.
Man kan saledes forestille sig at man i et konkret problem kan approksimere
grundtilstanden tilfredsstillende ved at anvende et testrum af lav dimension,
mens man med et andet valg af testfunktioner skulle bruge et testrum af hgj
dimension for at opna et ligesa godt resultat, og der er naturligvis praktiske
granser for hvor mange dimensioner vi kan handtere numerisk. Der er ingen
generel opskrift pad konstruktion af et passende testrum, men der er et par
retningslinier man kan fglge. Undertiden indeholder Hamilion operatoren
led der kan vurderes til at vaere sma og derfor af ringe betydning for energi
egenveerdierne. I sd fald er det hensigtsmaessigt i fgrste omgang at se bort
fra disse led. Hermed opnas en simplificeret Hamilton operator for hvilken
egenvaerdi problemet maske kan lgses analytisk. Hvis det er tilfaeldet vil de
fundne egentilstande veere en naturlig basis for et testrum i hvilket man kan
approksimere lgsninger til den fulde Hamilton operator. Hvis dette ikke kan
gores kan man sgge at finde den asymptotiske opfarsel af egentilstande. Det
kan undertiden ggres udfra betingelsen om at egentilstandene skal kunne
normeres. I sa fald har man staerkt reduceret antallet af kandidater til test-
funktioner, og man kan forsgge sig med forskellige typer med den korrekte
asymptotiske opfgrsel. Endelig bgr man ihukomme at elementerne i Hamil-
ton matricen er givet ved H;; = (¢;|H|¢;) = [ ¢7¢;, altsd ved et integral.
Det er naturligvis at foretraekke hvis testfunktioner valges sa dette integral
saerlig nemt lader sig evaluere.

Vi vil kun benytte lineare testrum til variationsregning, sa fremover vil vi
‘variationsregning’ og ‘variationel metode’, mene variationsregning i vektor-
rum med den her skitserede metode. Lad os afslutte dette afsnit med at
repetere denne metodes fordele fremover den mere almene metode. Forde-
lene er at nar Hamilton matricen fgrst er bestemt kan egenveerdi problemet
lgses hurtigt og effektivt med kendte metoder. Herved fir man samtidig
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bestemt alle egenveerdier og egenvektorer, istedet for at behandle dem en
for en. Det faktum at [H] er en hermitesk matrix betyder at de fundne
egentilstande automatisk er indbyrdes ortogonale, uden at vi explicit skal
sikre at denne betingelse er opfyldt. Endelig vil de fundne egentilstande
vare korrekte lgsninger af det variationelle problem, da de ngdvendigvis er
stationzere punkter for funktionalet £ uden at vi skal differentiere for at
verificere at det er tilfeeldet. Fgr vi kan anvende den variationelle metode
er det ngdvendigt at implementere de matematlske algorltmer som metoden“
benytter sig af, det ggres i det f¢lgende afsnit.

1.4 Implementering af den variationelle metode

Diskussionen af den variationelle metode har vzret meget generel, og har

maske forekommet laeseren abstrakt. I s3 fald kan han trgste sig med at =

nar vi senere skal anvende metoden, vil diskussionen blive helt anderledes
konkret. Fgr vi regner pa konkrete eksempler, er det imidlertid n¢dvend1gt
at diskutere den algoritmiske implementering af metoden Afvendelse af den
variationelle metode kraaver folgende algorltmer

o Beregning af matrix elementer H;; ved numerisk integration.

o Gram- Schmldt ortonorma.hsermg af lmeaert uaihaenglge vektorer.

) Beregmng af egenveerdier og egenvektorer af en hermitesk matrix.

e Sortering af egenvardier efter stgrrelse.

Da disse algoritmer danner rygra,den i alle de efterfslgende numeriske bereg-
ninger, vil vi gennemga dem i detaljer.

1.4.1 Numerisk Integration

For at finde Hamilton operatorens matrix reprasentation i en ortonormal ba-
sis ¢y, P2,...,dN, ma vi beregne matrix elementerne individuelt. Elementet
H;; findes ved at integrere funktionen ¢; H¢;. Funktionen vil generelt vare
kompleks, og har et 1 eller flerdimensionelt domzane, afhangigt af det fysiske
problem. Domaenet vil generelt vaere ubegranset, men mindre: partiklerne

14




er bundet til at bevaege sig i et begraenset domaene, og i sidstnavnte tilfzlde
kan domenets graenser variere. Det generelle problem hedder altsd: in-
tegrér en kompleks funktion over et arbitraert domane, i et rum af vilkarlig
dimensjonalitet! Et, mildest talt, meget generelt problem.

Vi vil derfor simplificere problemet ved kun at betragte nogle specialtilfzlde.
For det fgrste kan vi, uden tab af generalitet, indskranke os til at betragte
reelle funktioner, da realdel og imaginzrdel integreres separat. Ellers vil vi
indskraenke os til kun at betragte en dimensionel integration, over endelige
og uendelige domzener. De fglgende algoritmer er i nogen grad afheengige
af at integranten er ‘pzn’, det vil sige mange gange differentiabel og fri
for singulariteter. De fleste af de funktioner vi skal integrere er af formen
polynomium X eksponentialfunktion, hvilket er meget pzene funktioner. For
‘uregelmaessige’ og hurtigt oscillerende funktioner ma man anvende andre
metoder, som ikke diskuteres.

Lad os forst betragte det simpleste af alle tilfeelde; integration af en reel
funktion f over et begranset interval [a,b]. Enhver metode til numerisk
integration, bygger pa at funktionen evalueres i en rakke kontrolpunkter
Z0,Z1,...,ZN der hver tildeles en vegt w;, hvorefter den vaegtede sum af
funktionsveerdier antages at approksimere integralet. Approksimationen er
dermed af typen

N b
3 wif(ai) / f(z) da. (1.18)
=0 a

Med mindre vi har yderligere information om f, kan vi naturligvis ikke
estimere fejlen ved approksimationen. Givet kontrolpunkterne og vaegtene
kan vi altid, uanset hvor finmasket nettet af kontrolpunkter matte veere,
konstruere funktioner med ’buler’ der netop undslipper nettet. Fejlen kan
derfor veere vilkarlig stor. Kontrol med fejlen kan opnas hvis vi foretager flere
approksimationer, baseret pa et tiltagende antal kontrolpunkter. Herved
kan opnas en fglge af approksimationer, der konvergerer mod integralet. Vi
ma indfgre et konvergenskriterium der forteeller os hvornar vi skal indstille
genereringen af nye elementer i fglgen, og konkludere at vi nu er tilstraekkelig
taet pa graensen. Dette problem vender vi tilbage til, forst vil vi demonstrere
hvorledes fglgen kan konstrueres.

Den groveste approksimation til integralet er givet ved arealet af det i figur
1.1 viste trapez ABCD. Arealet betegnes sg og er det fgrste element i fglgen.
Naste trin er at halvere intervallet, og at approksimere integralet i begge de
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Figur 1.1: Integralet approksimeres med arealet af et trapez.

fremkomne intervaller ved hjalp at et nyt trapez. Herved genelferes sy. P&
hvert at de efterfalgende. trin halveres alle intervaller og vi approksimerer
integralet over hvert interval med arealet af et trapez. Figur 1.2 viser prin-
cippet. Vi fir hermed dannet en f¢lge (sn) af. trapez summer, for hvilke der
tydeligvis geelder limp—o5 5n = I f(a:)dz ' :

Beregningen af s, foretages ved at inddele [a,8]i N =2 submterva.ller, ved
hjelp af N + 1 kontrolpunkter defineret ved z; = a+ th, hvor h = (b—'a)/N.
Kontrolpunkterne siges at udggre en partition af ﬁnhed eller skridtlengde
h, tillige en zkvipartition da subintervallerne har samme lzngde. Vagtene

er tilsvarende simple, de er, i enheder af A, wo = WN = 1/2 og w; = 1for -

i=1,2,..., N - 1. Hermed fis: . A
Con=h(3f0) + o)+ ok fana) 4 3@ (119)

Med det partikuleere valg af kontrol punkter og vagtning galder: . |

= s"‘ +h Y (=) | (1.20)

' i=1,3,...,.N-1

Denne iagttagelse er vigtig for den tillader os med kendskab til s,_;, at
bestemme s, med det halve antal funktionsevalueringer, end ellers kraevet.
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Figur 1.2: Trapez summer

Samtidig er det en pamindelse om den med n hastigt voksende beregnings-
byrde. Beregningen af s, er ligesa tung som beregningen af alle elementerne
80, -y Sn—1 tilsammen!

Implementeringen af den beskrevne algoritme er ligefrem.

Erklzering: procedure Trapez

Formal: Beregner den n’te trapez sum s,.

Input/Output: Tager interval graenserne a og b, trapez summens orden
n og en funktion f som input. Variablen s skal ved kald vere sat til s,_;
(veerdien er irrelevant hvis n = 0), og vil ved returnering vare sat til s,.
Bemaerkning: Datatypen realfunc er ikke en standard Pascal type; den
er defineret i afsnit 1.4.5.

procedure Trapez(a,b:extended; var s:extended; n:integer; f:realfunc);
var

i: integer;

part: longint;

x,s8um,h: extended;
begin

if n=0 then s8:=0.5*(b~a)*(f(a)+f(b))
else begin
part:=1;
for i:=2 to n do part:=2*part;
h:=(b-a)/part;
x:=a+0.5%h;
sum:=0,0;
for i:=1 to part do begin
sum:=sum+f(x);
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x:=x+h;
end;
8:=0.5%(s+h*sum) ;
end;
end;

Vi har nu en algoritme der konstruerer succesive elementer af en fglge der
konvergerer mod integralet, og kan begynde at diskutere konvergens kri-
terier. Hvornar er vi berettigede til at afslutte genereringen af nye ele-
menter, og konkludere at vi er tilstraekkelig taet pd gransen? 'Matematisk
vil et element sy vere mindre end € (> 0) fra graensevaerdien nar

[8i — 85l < ¢, fdr alle 3,7 > N. - -(1 21)

Dette eksakte kriterium er na.turhgvxs umuligt a.t 1mplementere, da detr
kraever kendskab til falgens ‘hale’, det vil sige alle elementerne fra et vist trin
og frem. Man kan istedet fors¢ge sig med fglgende lkke-eksakte kriterium;
sy er mindre en £ fra graensevardlen nar ;

IsN-'sN_1|<e, S (1.22)

hvilket, lgst sagt, betyder at ndr succesive elementer er tat pi‘ hinanden

er de ogsa tet pa grensevaerdien. Vi skal benytte dette kriterium, men i

en lidt anden form. Vi er nemlig ikke interessede i den absolutte afvigelse

fra greenseveerdien, men derimod den relative afvigelse. Vi vil derfor sige at -
gransevaerdien er givet ved sy, med tolerance t, hvis’

lsn — Sn-1]

<. 1.23

Hvis t < 107¢ vil sy og sy_1 stemme overens pa de farste d betydende cifre,
og vi vil da kende graenseverdien med d cifres pracision. Fordelen er at vi
kan fastholde ¢, mens ¢ generelt skal varieres alt efter om graensevaerdlen er
stor eller lille.

Det er uhyre nemt at kombinere konvergenskriteriet med algoritmen til
udregning af trapez summer, og dermed skabe en integrationsalgoritme.
En langt mere effektiv algoritme opnas imidlertid hvis vi benytter et lille
trick. Idéen bag tricket er istedet for at betragte fglgen (sn) af trapez sum-
mer, udfra denne at danne en alternativ fplge, der konvergerer mod samme
greenseveerdi, men som konvergerer langt hurtigere. Denne acceleration af
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konvergens fgrer til en dramatisk hastighedsforggelse, for visse integraler kan
antallet af funktionsevalueringer saledes reduceres med en faktor 100 eller
- —-mere! -Konstruktionen af den alternative fglge kraever lidt matematisk anal-
yse af trapez summer. Det fglgende er en udledning af Euler-MacLaurin
summationsformlen (1.34), der danner grundlaget for de videre betragt-
ninger. Laeseren kan eventuelt springe udledningen-over; og ga direkte til

- (1:34).

Omend vi ikke kategorisk kan udtale os om den absolutte fejl ved ap-
proksimationen af integralet med trapez summer, kan vi bestemme dens
stgrrelsesorden. Lad i det fglgende k betegne et heltal. Ved partiel integra-
tion ses at

' k E+1 ,
%(f(k)+f(k+1))= /k Y i)y dz + /k ¥ (m—k—%) f(z)de. (1.24)

Saet )
P](Z)=x—$,'— 'i ) (125)

hvor z’ betegner det stgrste heltal < z. Funktionen P; er periodisk, med
periode 1. Ved at addere (1.24) for £ = 0,1,...,N — 1 fas nu

SO+ ()44 SN 1)+ f(N) = (1.26)
N N
/ f(z)dz +/ Py(2)f'(z) dz.
0 0

I ovenstdende er venstresiden en trapez sum. Vi skal arbejde videre med
det sidste led pa hgjresiden, der angiver forskellen mellem trapez summen
og integralet. Til det formal introduceres funktioner P, Ps,..., hvor P;y; er
stamfunktion til P;. Stamfunktionen kan bestemmes ved at integrere P;’s
Fourier raekke. Da

2\ 2sin 2miz
Pz)= -3 ———, (1.27)
1=1
er -
2cos2rmiz
Pyz) = _— 1.28
2(2) g (2ri)? (128)
Generelt fas, fori = 1,2,...,
2cos2
Py(z) = -1 12 cos 2miz (1.29)

(2r)®
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4,
AR

ie 2sin 2miz -
Paia .’I:) -1 IZ PPEEVIS
(2 )
Det ses at
Pun(0) = Pufa(1)=0, (1.30)
| - 2 By

PO = P = i =

Den sidste identitet tjener til deﬁmtlon a.f Bemoullz tallene Bai: Parti_el
integration giver nu : '

/ Py(z)f(z) d=
o .

Pz(z)f(x)— / Pz(w)f”(z)dx - @ 31)
22 - f’(O)) / Pia)f"(z) dz,

og
Py(2)f"(z) - /0 Py(z)f" dz
_/NP3(z)f"'(z)dx. | ’(1.32)'

N ' .
/0 Paa)f"(2) d

Ved at fortsaette mtegratlonen igen og 1gen og mdsaette resultatet i(L 26), '
fas : ~

1 N |
L10) 4 S0+t SN 1)+§f(N)=‘fo flayde+
SZN) - FO) + 3 (F"(N) = F(O) 4o (133)
(32)1'( (2: 1)(N) (2: 1)(0) / P2,+1(1:)f(2'+1)(:c)d:c

Ved nu at erstatte f(z) med f(a + hz) (hvor h = (b— a)/N)i (1.33), opnas
FEuler-MacLaurin summatzonsformlen : ce o -

+ —

b (370) + @) 4 oot Slewar) + lf(mzv)) -
[ 1yde 4 202 (10) - @) + Bt ) - @)+ (134)

B ' i — 1— 4 _ :
+(2:)'h2 (f(2 1)(b)_f(2 1)(a)) +h2 +l/a P2,+1 ( . a) f(2 +1)(z)d$.
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P3 venstre side af Euler-MacLaurin formlen star en trapez sum, af finhed
h, pa hgjre side star integralet, et polynomium i h? og et restled. Vi kan,

83 at sige, skubbe restléddet foran os (det vil sige gge 1), indtil det bliver

sa smat at vi kan se bort fra det. Afvigelsen mellem trapez summen og
integralet er sdledes et polynomium i h%. Antag nu at vi beregne en trapez
sum $,, af finhed hq, og dernzest beregner 3,41, med finhed A = ho/2, hvilket
kan ggres ved to pi hinanden fglgende kald af Trapez proceduren. Det
dominerende fejlled for s, er af orden (ho/2)?, s& det er 1/4 af stgrrelsen
af det dominerende fejlled for s,,. Vi kan derfor annihilere det dominerende
fejlled for s,41, ved at danne linear kombinationen

4 1
) Sln = §Sn+1 + §Sn. (1.35)
Udfra folgen (s,) af trapez summer kan vi siledes danne en ny folge (s},),
der konvergerer mod samme graenseveerdi, men som generelt konvergerer
hurtigere, idet det dominerende fejlled er af orden h*, fremfor h%. Ved at
indsatte det explicitte udtryk for trapez summerne, ses at

Sho= b3 S(z0) + 30(21) + 3 f(@a) + 3 (a2) 4 -+ (1.36)
+2S(an-2) + 3 anr) + 3 (an)]

hvilket kendes som Simpson’s regel. Der er ingen grund til at stille sig tilfreds
med at vi nu har dannet en fglge af Simpson summer, for vi kan fortsaette
spagen. For to succesive Simpson summer s, og s}, ses at det dominerende
fejled for s}, ; er (1/2)* = 1/16 af stgrrelsen af det dominerende fejlled for
sy,. Vi kan derfor danne en ny fglge

n 16

Sh = ES:HJ - 1_53:;’ (137)

der konvergerer endnu hurtigere, og udfra den kan vi lave endnu en fplge

m _ 128 , 1,

n = msn+1 - —1_273117 (138)

der konvergerer endnu hurtigere. Det der gor det sa effektivt at annihilere
fejlled, er at trapez summernes fejl er et polynomium i A2, fremfor i h.
Hver gang vi annihilerer éet led fir vi sdledes en approksimation der er to
stgrrelsesordner hgjere. Nu kan man fristes til at tro at det bare handler
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Figur 1.3: Polynomial ekstrapolation udfra trapez summer.

om at annihilere s& mange led som muligt, men helt s3 simpelt er det ikke.
For overhovedet at kende sj skal vi kende sp og s, for at kende sg skal v1
kende s og s} og dermed. sg, s1 og s2, og for at kende sfi' skal vi kende s

og s{ og dermed sg, 8] og sj og dermed sq, s1, 5 og s3. For at bestemme
bare det fgrste element i en fglge hvor de fgrste n fejlled er annihileret; skal
vi sdledes bestemme de forste n + 1 trapez summer (herefter far vi dog et
nyt element for hver ny trapez sum), og der er graenser for hvor mange
trapez summer det er hensigtsmassigt at beregne. Man kan for eksémpel
roligt annihilere de fgrste 4 fejlled, da de 5 fgrste trapez summer kun kraever
2% + 1 = 17 funktionsevalueringer, men det er tvivisomt om.det ka.n betale
sig at anmnihilere for eksempel de forste 8 fe_]lled

Udover den allerede beskrevne, er der en anden mide hv'orp'a man kan anni-
hilere fejlled. I figur 1.3 er to succesive trapez summer plottet som funktion
af h? (arbitreere enheder). Vi kan sege at ekstrapolere til greensen A — 0
ved at forbinde punkterne med en ret linie, og finde skzeringspunktet med
y-aksen. En nem udregning giver resultatet 4sp41/3 — s, /3, hvilket netop er
55, altsd den n’te Simpson sum. I'figur 1.3 ér desuden plottet tre succesive
trapez summer. Vi sgger her at ekstrapolere til A — 0 ved at tegne en para-
bel gennem punkterne, og finde skaermgspunktet pa y-aksen. En udregning-
af skaermgspunktet glver
64 1

ngn+2 - §3n+1 + :13371

16(35 ' 1 )_‘1(45 13)'
15 3n+2 3n+1 15.3n+1 3n
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TR T AL I

Hvis vi tegner et tred_;e grads polynorruum gennem Sns sn+1, Sn+2 OF Sn+3
vil skeeringspunktet ligeledes veere givet véd s”. Vi kan siledes bestemme
elementer ved polynomial ekstmpolatzon, udfra trapez summer. Elementet

(') findes ved at plotte trapez summerne SnySn+ls-- -y Sntiy tegne et i’te
grads polynomium gennem disse punktet, og finde dets skeeringspunkt med
y-aksen. Givet N punkter (z1,%1),(%2,¥%2),..-(zN,yn) er N — 1'te grads
polynomiet p givet ved Lagrange formlen

N N .
p@) =S 3 =2 (1.40)

=1 =g TP

Vor fgrste opgave er at udvikle en algoritme til beregning af polynomiets
veerdi i 0. Til det formal har jeg brugt det explicitte udtryk (1.40), med
der findes andre metoder, her skal sarlig nevnes Neville’s algoritme. Jeg
har testet Neville’s algoritme og fundet den mere effektiv, men vil alligevel
holde fast i Lagrange formlen; dels fordi den fgrer til en langt simplere
program kode og dels fordi Neville’s algoritme kun er sarlig overlegen for
store verdier af N (typisk N > 20), hvor dobbelsummen i (1.40) bliver
‘tung’ og kan fgre til alvorlige afrundingsfejl.

Erkleering: procedure Extrapol

Formal: Udfgrer polynomial ekstrapolation til punktet 0.
Input/Qutput: Som input tages x og y, der indeholder koordinaterne af de
punkter hvor i gennem polynomiet laegges, og n der er antallet af punkter.
Verdien af r er irrelevant ved kald, men vil ved returnering veere sat til
polynomets vaerdi i 0.

Bemaerkning: Data typen vector er ikke en standard Pascal type; den er
defineret i afsnit 1.4.5.

procedure Extrapol(x,y:vector; n:integer; var r:extended);
var
i,j: integer;
81,82: extended;
begin
r:=0.0;
for i:=1 to n do begin
sl1:=1.0; 82:=1.0;
for j:=1 to n do
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if j<>i then begin
sl:=s1*x[j];
52'=32*(x[i]-x[j])'

end;

if odd(n) then r: =r+y[1]tsl/s2

else r:=r-y[i)*s1/82; .

end;
end;

Vi kan nu konstruere trapez summer og annihilere fejlled, og dermed skabe
en fglge af hgjere orden der konvergerer mod integralet. Nar vi pa en sidan
fglge benytter det tildligere givne konvergens kriterium, far vi en Romberg
integrationsalgoritme. Det volder ingen sarhge problemer at 1mplementere
algoritmen; et eksempel fglger.

Erkleering: procedure Romberg :
Formal: Romberg integrerer en reel funktion over et specificeret interval.
Input/Output: Tager intervalgraenserne a og b, samt funktionen £ der skal
integreres som input. Retufnerer Vaerdien af integralet r samt ét fejlestimat
dr. ' ' :
Bemaerkning: Proceduren kalder en funktlon RelError til beregning af
relative afvigelser; funktionen er defineret i afsnit 1.4.5. Proceduren antager
at der er defineret en global variabel tol, der angiver tolerancen hvormed
integrationen skal udfgres. Der defineres desuden to interne konstanter imax
der er det maksimale antal: trapez summer der v11 genereres, og order der
er anta.llet af. fejlled der annlhlleres :

procedure Romberg(a,b:extendéd{ var r,dr:extended; f:realfunc);
const :
imax=14;
order=4;
var
h,s8,c,d: vector;
i,j: integer;’
' oldr: extended;
begin
hl1]:=1.0;
for i:=1 to imax do begin
Trapez(a,b,s([il,i,f);
if i>order then begin
for j:=1 to order+1 do begin
c[j]:=hli-oxrder-1+j];
d[j]:=ali-order-1+jl;
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end;
Extrapol{c,d,order+1,r);
dr:=r-oldr;
if idorder+1 then
if RelError(r,dr)<Tol then exit;
oldr:=r;

end;

s[i+1]:=8(il;

h[i+1}:=0.26=h[i];

end;
end;

Vi kan nu integrere reelle funktioner over begrensede intervaller, men er
interessede i mere end det. Bglgefunktionen vil generelt have ubegransede
rumkoordinater, sa vi bgr kunne integrere over hele den reelle akse. Vi vil
dog indskraenke os til at betragte intervallet [0, 00], og ellers udnytte at der
gelder

o0 [ee] oo .
/ f(z)dz =/ f(z)dz +/ f(—z)dz.

o 0 0

Vi danner forst fglgen

/02f($)dz,/o4f(x)dz,...,Lgnf(z)dz,... (1.41)

der per definition konvergerer mod [;° f(z) dz. Folgen betegnes (s, ) og kan
konstrueres ved succesive kald af Romberg proceduren. Vi vil simpelthen
benytte konvergenskriteriet pa denne fglge. Man kunne fristes til at tro at
vi igen med held kan accelerer konvergens ved at betragte en ekstrapoleret
folge, men den gar ikke! For det fgrste har vi nu ingen teoretisk basis,
der viser at vi dermed annihilerer fejlled. For det andet vil de funktioner vi
integrerer (og her tankes srligt pa hydrogen atomets radialfunktioner) ofte
vaere af en sadan natur at de er forskellige fra 0, i et lille domane omkring
0, mens de uden for dette meget hurtigt falder af mod 0. I et sddan tilfzlde
vil polynomial ekstrapolation ikke accelere konvergens.

Fgr man implementerer algoritmen er der et par ting der bgr overvejes.
I Romberg proceduren kendte vi trapez summerne og den ekstrapolerede
folge eksakt (bortset fra de sma afrundingsfejl der mitte opstd), si den
eneste fejl opstod i ekstrapolation fra kendskab til endelig mange af fpigens
elementer til dens graenseveerdi. Nu arbejde vi imidlertid med den fglge hvis
elementer er integraler og derfor kun kendes approksimativt. Derfor er det
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hensigtsmaessigt at indfgre to fejlestimater, et der udtrykker den maksimale
usikkerhed af fglgens elementer, og et der udtrykker fejlen ved overgangen
til greensevaerdien. Desuden ma vi teenke pad at mens Romberg benyttede
et brugerspecificeret integrationsinterval (som vi antager er. ‘fornuftigt’
forhold til den givne funktion), arbejder vi nu med ‘kanoniske’ intervaller af
formen [0,2"], for heltallige n. Antag at vi vil integrere en radial hydrogen -
funktion. En sddan funktion er praktisk taget 0, udenfor et interval hvis
lzzngde svarer til hydrogen atomets radius, altsa cirka 10710 m. Regner vi i
SI enheder vil integralet over [0,2] blive fejlagtigt, idet funktionens masse er
samlet omkring z = 1071%; og denne merkante ‘spids’ kan nemt undslippe
nettet af kontrolpunkter. I et sadan tilfzelde ma man sprede funktlonen ud
ved at udtrykke afstande i enfor problemet passende enhed, for eksempel
Anstrom eller Bohr radier. Nedenstiende a.lgontmer virker optimalt hvis
massen spredes ud over intervallet [1,10]; der er kun tale om en vejlende
regel, du kan nemt overskride graenserne med for eksempel en faktor 10
men drastiske overskridelser vil fare til forkerte resultater. Ligeledes md man
huske at algoritmen aldrig konstruerer mere end et glvet maksimalt antal
elementer i fglgen. Hvis dette betegnes N, kan algorltmen kun producere
gode resultater hvis

| /0 J(@)de /f(z)dz

Erkleering: procedure Inflnt
Formal: Integrerer er reel funktion over [0, 00].

Input/Output: Proceduren tager funktionen £ der- skal integreres som
input. Verdien af r, dr1 og dr2 er ved kald irrelevant, ved returnering vil ©
vaere sat til integralets veerdi, dr1 er den maksimale fejl i et enkelt 1ntegral
og dr2 er feJlen i ekstrapolatlonen tll uendehg

procedure InfInt(var r, drl dr2 extended f: realfunc)
const imax=20;
var .
i: integer;
a,dr: extended;
begin
a:=2; :
Romberg(0,a,r,dr2,f);
for i:=2 to imax do begin
Romberg(a,2#a,drl,dr,£);"
dr2:=max(dr2,dr);
r:=r+dri; :
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dr1:=RelError(r,dri); B

if dri<tol then exit;

a:=2%a; R e e -
end; R L
end; - ’ '

1.4.2 Gram-Schmidt Ortonormalisering:
Man kan komme ud for at skulle udfgre variationsregning i et testrum, for
hvilket man kender en udspandende mangde, men ikke en ortonormal ba-
sis. I s fald skal man benytte Gram-Schmidt proceduren for at opni en
ortonormal basis. Vi vil her beskrive hvorledes man af N lineaert uathzengige
vektorer ay,aq,...,anN, kan danne N normerede og indbyrdes ortogonale
vektorer f1,02,...,0n, ved Gram-Schmidt ortonormalisering. Proceduren
er ganske simpel; vi satter

(431

= aTa 7 (1.42)

og nar vi har konstrueret §;,0s,...,0k-1 dannes vektoren

= qy - E (aklﬂi ﬂz (143)

(aila')lli”

i=1
og vi saetter

_ B
B = 1.44
(BLIBLT (144
Vi overlader det til leeseren at bevise at {8;,0:,...,0n} vitterlig er en
ortonormal mangde.

For at konstruere f; skal vi kende (ay|5;), for i = 1,2,...,k — 1, men da vi
allerede kender 8y, B2, . . ., Bk~1 som linear kombinationer af a;, ag, ..., ar_y,
kan proceduren gennemfgres alene med kendskab til (a;|a;), for alle i, j.
Identiteten i basen {aj,0q,...,an} har matrix elementer (o;|a;); den er
det eneste ngdvendige input til en Gram-Schmidt procedure. Den fglgende
algoritme returnerer en matrix, hvis k’te sgjle angiver 8; som linear kombi-
nation af a;’erne.

Erkleering: procedure GramSchmidt
Formal: Gram-Schmidt ortonormaliserer N linezert uafhangige vektorer.
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Input/Output: Procedure tager en matrix A, der er identiteten, samt an-
tallet af vektorer n som input. Ved returnering vil A’s sgjler beskrive n
ortonormale vektorer, udtrykt i de oprindelige vektorer.

procedure GramSchmidt(var A:matrix; n:integer);
var )
B: matrix;
e extended;
i,j,k: 1nteger,
begin
for i:=1 to n do i
for j:=1 to n do B[i,j]: =0. 0
for i:=1 to n do B[i,i):=1.0;
B[1,1):=B[1,1)/8qrt(A[1,1]);
for k:=2 to n do begin
for i:=1 to k-1 do begin
€:=0.0; '
for j:=1 to i do c:=c+B[j,il*Alk,jl; °
for j:=1 to i do B[J x]: =B[) k]-ctB[J il
end;
c:=0.0;
for i:=1 to k do
for j:=1 to k do c:=c+B[i, k]tB[J k]tA[1 il;
c:=sqrt(c);
for i:=1 to k do B[1,k];=8[1,k]/c:
end; ’
A:=B;
end; .

1.4.3 Matrix Diagonalisering

Vi skal nu diskuteres hvorledes egenvektorer og egenvaerdier numerisk kan
bestemmes, for en hermitesk matrix. Generelt kan det ggres ved at under-
kaste matricen en uniteer transformation, der bringer den pa diagonal form.
Det svarer til at skifte repraesentatlon til en ortonormal basis, bestiende af
egenvektorer for matricen. Ved brug af transforma.tlonsmatrlcen kan egen-
vektorene udtrykkes i den oprindelige basxs, og dlagona.l elementerne vil
simpelthen veere egenvardierne.

,

Vi vil i fgrste omgang antage at matricen er reel (det vil vare opfyldt i de

‘problemer vi senere skal studere), og fgrst til sidst ‘vise hvordan man i det

komplekse tllfaelde.kan omskrive til et reelt problem. I det reelle txlfaeldg vil
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hermiteske matricer vaere symmetriske, og uniteere transformationer erstat-
tes af ortogonale tmnsformatzoner (der rettelig burde kaldes ortonormale
transformationer).

Jeg er ikke ophavsmand til de algoritmer der er gengivet i dette afsnit.
Der er tale om let omskrevne program eksempler fra [Press et al. 1988];
diskussionen af algoritmerne er derfor noget kursorisk, for en dybdegaende
diskussion henvises til kilden. Diagonaliseringen af en symmetrisk matrix
foregar i to tempi. Farst bringes den pa tridiagonal form gennem en serie
Householder transformationer, og derefter anvendes en QL algoritme til den
endelige diagonalisering.

Antag at der er givet en symmetrisk n X n matrix A, som vi gnsker at
tridiagonalisere via en raekke ortogonale transformationer. Lad |a) betegne
den vektor hvis elementer er de nederste n — 1 elementer i A’s forste sgjle.
Udfra |a) dannes vektoren

18) = Ia> (ala)'/?1), (1.45)

hvor |1) er den n — 1 dimensionelle enhedsvektor, med 1 som fgrste element,
og 0 som alle andre. {8) bruges til at definere en matrix P’ ved

1 =1 —olB)BI
P =1 (ﬂlﬂ) (1.46)

hvor 1 betegner identiteten. P’ er en (n — 1) X (n — 1) matrix, der kan vises
at vaere ortogonal og symmetrisk. Hvis P’ virker pa |a) vil den annihilere
alle {a)’s elementer, undtagen det fgrste. Det ses ved at

it

Pla) = |a)- (ﬂlmlﬁﬂﬁla)
o) - (mﬂ)lm((aIa) (ala)/*(1]a))

18) ({ela) = (ala)/%a1)

it

)" " afa) ~ afe) Ve 047
= e -19)
= (aa)/%0).
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Householder matricen P defineres ved

1/0°0 ... oY\
pP= O 3 . - (1.48)
(I P’ - :
0

P er saledes en n X n matrix, med P’ som nedre hgjre blokmatrix. Desuden

er P, som P’, en ortogonal og symmetrisk matrix. Lad ‘a;j betegne A’s -

elementer. Hvis P virker p3 A vil resulta.ter, da.P' a.nmhllerer elementer i
farste sgjle, blive :

ai; | ay12 . e o Qin -

| (149)
irrelevant - -

Den fulde ortogonaJe tra.nsformatlon er PTAP hvormed vi tra.nsformerer A ‘
over i.matricen A, glvet ved : o

s

A'=PTAP=PAP=] 0 (1.50)

irrelevant

0
Vi har hermed tridiagonaliseret den fgrste sgjle/raekke.

Vi gar nu videre til anden sojle; proceduren er helt tllsvarende la) er nu
den vektor der indeholder de nederste n — 2 elementer i den andén smle i

A'. |B) og P’ defineres.som tidligere. P’ er nu en ortogonal og’ symmetrisk
(n — 2) X (n — 2) matrix, der annihilerer elementer i den anden s¢Jle af A",

- Householder matricen er af formen

1 0|0 ...
0 1)0 ... 0
P = 0 of ’ (1.51)
: P’
00
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P er igen en ortogonal og symmetrisk matrix. Den har identiteten som

gvre venstre 2 X 2 blokmatrix, hvilket sikrer at vi ikke fir pdelagt tridiago-
—=-—-- -~ - naliseringen af den f#Tste sgjle/raekke i A’ ndr vi laver den naste ortogonale

transformation. Den resulterer i ' '

aii k 0-.-0 0
k axp|h -0 0
A" = PA'P = O 1.52
—paP=| ¢ o (1.52)
: : irrelevant
0 0

Vi har dermed fiet tridiagonaliseret de to fgrste sgjler/raekker, og kan gen-
tage hele proceduren med tredje sgjle.

Householder transformationerne vil tridiagonalisere A i n — 2 skridt. Den
totale ortogonale transformationsmatrix er produktet af alle de Householder
matricer vi konstruerer undervejs. Det fglgende er en implementering af
metoden.

Erklering: procedure Tridiagonalize

Formal: Tridiagonaliserer en symmetrisk matrix ved ortogonale House-
holder transformationer.

Input/Output: Proceduren tager en matrix A og dens dimension n som
input. Ved returnering er A lig den totale ortogonale transformation, og
d og e er vektorer der indeholder den tridiagonaliserede matrix’ diagonal
elementer og subdiagonal elementer (superdiagonalen er lig subdiagonalen
pa grund af symmetri). Da subdiagonalen indeholder et element faerre end
diagonalen, er det fgrste element i e arbitraert sat til 0.

Bemeerkning: Datatyperne matrix og vector er ikke standard Pascal
typer, de er defineret i afsnit 1.4.5.

procedure Tridiagonalize(var A:matrix; n:integer; var d,e:vector);
var

1,k,j,i: integer;

scale,hh,h,g,.f: extended;
function sign(a,b: extended): extended;

begin

if b<0 then sign:=-abs(a) else sign:=abs(a);
end;

begin
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for i:=n downto 2 do begln
l:=i~1; '
h:=0.0;
scale:=0.0;
"if 1>1 then begin ’ o
for k:=1 to 1 do scale:=scale+abs(A[i,k]);
if scale=0.0 then elil:=A[i,1] -
Cw : ) else begin
for k:=1 to 1 do begin
Ali,k]):=A[i,k]/scale; -
h:=h+sqr(A[i,k));
% ’ end; ’ : :
f:=A[i,1]; o : s
g:=-sign(sqrt(h), f) .
elil: =sca1etg, o
h: "h—ftg,
Ali,1]):=f-g;
£:=0.0;
for j:=1 to'1l do begln
Alj,i):=ali, JJ/h
g:=0.0;
for k:=1 to j do g: =g+A[J,k]*A[1 k]; .
if 1>j then for k: =J+1 to 1 do g: -g+A[k J]tA[1 k];
e[J] =g/h;. A
—f+e[J]#A[1,J]
end;
.=f/(h+h).
for j:=1 to 1 do begin
f:=A[i,5]; ' .
g:=e[j]-hh=f;
e[J] 1=g;
for k:=1 to j do A[J xl: =A[J.k] f*e[k]-g*ﬁ[l.k]
end;
end;
end else el[il:=A[i,1];
dli] :=h;
end;
d1]:=0.0;
e[1]:=0.0;
for i:=1 to n do begin
l:=i~1;
v if d[i]<>0.0 then for 'j: =1 to 1 do begin
' ' g:=0.0;
for k:=1 to 1 do g:=g+A[1.k]'A[k,J];
for k:=1-to 1 do Alk,j):=A[k,jl-geA[X,i];
end; : ' .
dli):=A[i,i];
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Ali,i):=1.0;
if 1>=1 then for j:=1 to 1 do begin
Ali,j]l:=0.0;
A[j,i]:=0.0;
end;
end;
end;

Startende med en symmetrisk matrix A kan man gennem en serie House-
holder transformationer annihilere alle elementer under A’a diagonal, hvormed
man opnar en gvre triangulzer matrix. En Householder transformation er
i denne forbindelse ikke en fuld ortogonal transformation PTAP, men blot
multiplikation fra venstre med Householder matricen, altsd PTA. Hvis QT
betegner det ortogonale produkt af alle de Householder matricer der skal til

at triangularisere A, gelder
R=Q7TA, . (1.53)

hvor R er en gvre trianguleer matrix. Multiplikation fra venstre med () giver
A= QR. (1.54)

Séledes ses at enhver symmetrisk matriz A kan skrives som produktet af en
ortogonal matriz Q og en gvre trinaguler matriz R. (Faktisk geelder det
ikke blot for symmetriske matricer, men for enhver reel matrix). Ved istedet
at multiplicere A med Householder matricer fra hgjre, kan tilsvarende opnas

A=QI, (1.55)

hvor L er en nedre triangul®r matrix, det vil sige alle elementer over diag-
onalen er 0.

QL algoritmen tager udgangspunkt i en tridiagonal symmetrisk matrix A,
der dekomponeres ved A = QL. A underkastes en ortogonal transformation

A =QTAQ = Lq, (1.56)

hvormed vi opnar en symmetrisk matrix A" med identiske egenvaerdier og
egenvektorer (A’ er blot A udtrykt i en anden basis). Man kan dernast
dekomponere A’ ved A’ = Q'L’, og lave en ny ortogonal transformation

A"=QTAQ =L'Q. (1.57)
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Ved at fortsatte denne procedu’ré-dannésen folge af matricer |
AAA A

QL algoritmen er baseret pa fglgende teorem, som vi ikke beviser. Fglgen -
konvergerer mod den diagonal form vi sgger, bortset fra hvis A har udartede
egenvaerdier. Hvis siledes A er en egenvaerdi med multiplicitet p, vil fglgen
konvergerer mod diagonal form, bortset fra en p x p blokma.trlx' centreret
omkring diagonalen, der har A som. egenvaerdl med multlphcxtet p. I praksis -
behgver vi ikke at bekymre os om’ dette specialtilfzlde; afrundmgsfeJI vil
gore alle egenvaerdier forskelhge uanset eventuel udartning: '

QL algorltmen kan bruges pa a.lle reelle matncer ikke bare symmetriske og
tridiagonale. Dm.gonahsermgen gennmf¢res imidlertid ved. langt faerre trans-
formationer, nér den oprindelige matrix er symmetrisk og tndlagona.l Det
er derfor hensigtsmeessigt, som vi gor, forst af tridiagonalisere ved House-
holder transformationer, og forst derefter dlagona.hsere med QL algoritmen.

Den faslgende 1mplementermg er en god - del mere soﬁstlkeret end hvad vor
omtale af algoritmen giver indtryk af. For. en fuld beskrlvelse refereres igen
til [Press et al. 1988].

Erkleering: procedure Diagonalize

Formal: Diagonaliserer en tridiagonal og symmetrisk matrix, hvormed alle
egenveerdier og egenvektorer bestemmes. ' : :
Input/Output: Proceduren tager diagonalen d og subdiagonalen e af ma-
tricen der skal diagonaliseres som input. Desuden tages matricens orden
n som input. Da subdiagonalen (der er identisk med superdiagonalen)
indeholder et element faerre end diagonalen, er vardien af det fgrste ele-
ment i e irrelevant. Matricen A skal ved kald vare lig output matricen -
fra Tridiagonalize proceduren, det vil sige den udtrykker de ortogonale
transformationer der allerede er gennemfgrt. Ved returnering vil d inideholde
egenveerdierne og matricen A vil som smler have ortonormale egenvektorer
udtrykt i den oprindelige basis.

'procedure Diagonalize(var d,e:vector;'n:integer; var A:matrix);

label 1,2;

var
m,l,iter,i,k: integer;
s,r,p,g,f,dd,c,b: extended;

function sign{(a,b: extended): extended;
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begin
if b<0 then sign:=-abs(a) else sign:=abs(a);

~end; . o e R
begin

if n>1 then begin
for i:=2 to n do el[i-1]: =e[1]
e[n]:=0.0; St
for 1:=1 to n do begin
iter:=0; .
for m:=1 to n-1 do begin
dd:=abs(d[m])+aba(d[m+1]);
if abs(e[m])+dd=dd then goto 2;
end;
m:=n;
if m<>1 then begin
iter:=iter+1;
g:=(d[1+1]1-d[1])/(2.0%e[1]);
r:i=sqrt(sqr(g)+1.0);
g:=d[m}-d[1]1+e[11/(g+sign(r,g));
=1,0;
=1.0;
.0;
or i:=m-1 downto 1 do begin
fi=gwe[i];
b:=c*e[i};
if abs(f)>=abs(g) then begin
c:=g/f;
r:=sqrt(sqr(c)+1.0);
efi+1] :=fer;
8:=1.0/r;
ci=cHs
end else begin
s:=f/g;
r:=sqrt(sqr(s)+1.0);
e[i+1):=ger;
c:=1.0/r;
si=8%c;
end;
g:=d[i+1]-p;
r:=(d[i]-g) #s+2.0%c#*b;
pi=s*r;
dli+1]:=g+p;
g:=c*r-b;
for k:=1 to n do begin
f:=A[k,i+1];
Alk,i+1] :=s*A[k,i]+csf;
Alk,i]):=c*A[k,i]-s*f;

'D

8:
c:
p:=
f
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end;

end;
d1]:=d[1]-p;
efl]:=g;
e[m]:=0.0;
goto 1;

end; . .

end;
end;
end;

I alle de tilfzelde hvor vi vil dia,gona.hseré Hamilton matricen H, vil den Qaere
reel og symmetnsk men generelt er den en kompleks hermltesk matnx I
s& fald kan den dekomponeres : :

H=A+'z'B,'V" | . (158)

hvor A er en reel symmetrisk matrix, og B er en reel antisymmetrisk matrix;
det vil sige B;j = —BJ, for ¢ ;é 3 Det ‘komplekse egenvaerdl problem

,H_x,; Es, . (159)
er ®kvivalent med |

(A+iB)(3/ +,iz)=E(y+z’z),' . (1 60)

_'hvor y og z er reelle vektorer. - Problemet kan l¢ses ved at danne den reelle

symmetrlske matrix S . P S
,_( A -B ‘
H —('B . A) A (161)

og sa lgse egenvaerdi problemet

(3 2)()r(r)  om

Dette er imidlertid et reelt egenveerdi problem, og kan lgses ved brug af -
Tr1d1agonallze og Diagonalize procedurene Man skal vaere opmzerksom
pa at hvis H er en n X n matrix, er H' en 2n X 2n matrix, s den har dobbel
sa mange egenveerdier. Resultatet er at.hvis H har egenvaerdier

' EI)E21"',7E71
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har H' egenvardier
Ey\,E\,E;Es,...,En,Ey

* Hver enkel eEZnEdI bliver siledes gén aget 2 ga.-née. Egenvekto}ene kom-

mer ogsa i par, hvis

(+)
(V)

ogs3 en egenvektor hgrende til den samme egenvzerdi.

er en egenvektor for H', er

Der er saledes intet tab af generalitet ved at vi kun har betragtet reelle ma-
tricer, procedurene er fuldt ud i stand til at behandle komplekse problemer.
Det betyder dog ikke at de er optimale i sa henseende, for eksempel behgver
vi kun 2n? reelle tal for at beskrive den komplekse matrix H (ferre i prak-
sis da H er hermitesk), mens vi skal bruge 4n? for at beskrive H' (feerre i
praksis da H' er symmetrisk), sa vi er gdsle med lagringplads. Tilsvarende
er det en faktor 2 langsommere at udfgre ortogonale transformationer af H',
end de tilsvarende uniteere transformationer af H, sa vi bruger den dobbelte
beregningstid. Har man problemer med lagerplads ma man lave komplekse
udgaver af de her beskrevne algoritmer. Beregningstiden vil dog sjaldent
vaere af stor betydning. Det skyldes at i et kvantemekanisk problem er det
ikke selve diagonaliseringen af Hamilton matricen der tager lang tid, men
selve beregningen af dens elementer. Da diagonaliseringen kun bruger en
lille del af den totale beregningstid (i vores beregninger generelt under 1
procent), er der folgeligt ogsd kun lidt vundet ved at anvende komplekse
algoritmer.

1.4.4 Sortering

Efter at vi har bestemt Hamilton matricens elementer ved integration, maske
har Gram-Schmidt ortonormaliseret testrummets basis og har diagonaliseret
Hamilton matricen, gnsker vi at sortere egenvaerdierne efter stgrrelse. At
sortere tal er et klassisk algoritmisk problem, og der findes meget effek-
tive procedurer som for eksempel heapsort og quicksort. Disse algoritmer
er komplicerede og vanskelige at implementere. Vi skal istedet benytte
den simpleste af alle metoder, undertiden kaldet insertion sort. Denne
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metode kan ligefrem vare hurtigere end quicksort og heapsort, hvis man
ikke sorterer flere end for eksempel 40-50 tal (og det ggr vi ikke). Under
alle omstzendigheder er sortering det mindste af vorés problemer, og vil kun
optage en mikroskopisk del af beregningstiden. Der er ingen grund til at im-
plementere en sofistikeret algoritme, med mindre der skal sorteres txtusmder
af tal.

Princippet bag algoritmen er det simplest taenkelige. Vi har givet en liste af
tal, der skal sorteres. Vi gar fgrste hele listen igennem og finder det mindste
tal, det streges ud af listen og vi skriver det over som det fgrste tal pa en ny
liste. Herefter gar vi den gamle list igennem igen, finder det mindste af de
resterende tal, streger det ud og skriver det som det andet tal pa den nye
liste. Proceduren gentages indtil den oprindelige liste er helt udtgmt. Man
far saledes dannet en ny liste af tal der indeholder hele den gamle liste, med
de mindste tal fgrst. Hvis du vil have de stgrste tal forst, kan man bare
aflese listen baglaens. Denne metode svarer til hvad et menneske ville g(bre
hvis han skulle sortere en lille liste af tal. :

Erkleering: procedure InsertSort
Formal: Sorterer en liste af tal efter stgrrelse.
Input/Output: Proceduren tager en vektor v, der mdeholder listen af tal

© der skal sorteres, og antallet af elementer i vektoren n, som input. Pro-

ceduren returnerer en vektor af heltal idx. Det fgrste element i vektoren
angiver hvor i den oprindelige liste det mindste tal star, det andet element
angiver nummeret pa det nestmindste tal og sa videre.

procedure InsertSort(v:vector; n: 1nteger, var idx: 1ntvec)
var
i,j: integer;
vmin: extended;
done: array[1..34) of boolean;
begin
for i:=1 to n do done(i]:=false;
for i:=1 to n do begin
vamin:=9.9e4000;
for j:=1 to n do .
if not(done[j]) and (v[jl<vmin) then begin
woin:=v{j}; idx{i):=j; :
end;
done(idx[i]] :=true;
end;
end;
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1.4.5 Programstruktur

Alle de procedurer vi indtil nu har diskuteret, og flere til, er samlet i en
enkelt fil kaldet QMath. Denne fil er en enhed (Turbo Pascal unit), det vil
sige den er et ikke-eksekvérbart bibliotek af datatyper, konstanter, variable,
procdurer og funktioner som andre programmer kan traekke pad. Nar man
udvikler programmer der til dels anvender de samme algoritmer, er det altid
en god idé at samle disse i en enhed. Det er pladsbesparende, giver stgrre
overskuelighed og ggr fejldetektion og korrigering nemmere.

En enhed bestar af 4 dele. Fgrst en hoved der angiver navn og generelle
compiler direktiver. Herefter kommer en graenseflade, der indledes med
kodeordet interface. Gransefladen erklerer alle de datatyper, konstan-
ter, variable, funktioner og procedurer som enheden stiller til radighed for
andre programmer. Efter graensefladen kommer implementeringen, der in-
dledes med kodeordet implementation. Denne del indeholder alle proce-
durer og funktioner som er defineret i graensefladen, og eventuelt yderligere
indre procedurer og funktioner. Saledes er selve programkoden for ek-
sempelvis Romberg integrationsproceduren indeholdt i implementeringsde-
len. Enheden afsluttes med en initialiseringsdel, der indledes med kodeordet
initialization. QMath enheden har ingen initialiseringsdel.

I den fplgende listning af QMath har vi ikke gengivet implementeringsdelen,
da den essentielt kun bestar af de allerede gengivne procedure.

Erklering: unit QMath

Formal: Stiller forskellige algoritmer til radighed for andre programmer.
Input/Ouput: Enheden skal altid initialiseres ved kald af InitQMath pro-
ceduren, mere herom senere.

{$M 64000,0,600000}
{$N+}
unit QMath;

interface

type
vector = array(1..34] of extended;
intvec = array[1..34] of integer;
matrix = array[1..34] of vector;
realfunc = function(x:extended): extended;
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jkentry = record
nni,nn2,11: integer;
j,k: extended;

end;

const
CodeLetter: array[0..7] of char = ’spdfghij’; o )
alpha = 0.00729735; : ’
mass = 9,1091e-31;
light = 2.99792e8;
hbar = 1.05459e-34; . -
a0 = 1.0; - : ' ' ’-

var
n1,n2,1: integer;
Fac: array[0..200] of extended,
Z: integer;
tol: extended;

function Max(x,y:extended): extended;
function Min(x,y:extended): extended;
function Expo(x:extended): extended;

procedure InsertSort(v:vector; n:integer; var idx:intvec);
procedure Extrapol(x,y:vector; n:integer; var r:extended);
procedure GramSchmidt(var A:matrix; n:integer);

procedure Romberg(a,b:extended; var r,dr:extended; f: realfunc)
procedure InfInt(var r,dr1,dr2:extended; f:realfunc);

procedure Tridiagonalize(var a:matrix; n:integer; var d,e:vector);
procedure Diagonalize(var d,e:vgctor},n:integer; var A:matrix);
pr%cedure RadialFunc(n,l:integer; r:extended; var rad:extended);
procedure InitQMath(zz:integer; tt:extended);

implementation

QMath definerer fglgende datatyper. vector og intvec er vektorer, med
henholdsvis reelle og heltallige koordinater. Bemaerk at en vektor maksimalt
kan veere 34-dimensionel. Til at lagre matricer benyttes typen matrix, der
kan holde op til en 34 x 34 reel matrix. realfunc er en funktionsvariabel, der
anvendes til at definere argumenter til integrationsprocedurene. jkentry er
en datapost (record), der senere vil blive anvendt til at lagre specielle matrix
elementer nar vi skal regne pa helium atomet.

QMath definerer fglgende konstanter. CodeLetter er en liste af bogstaver,
der i spektroskopisk notation anvendes til at indicere impulsmoment egen-
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tilstande. alpha er den dimensionslgse finstruktur konstant, mens mass,
light og hbar er henholdsvis elektronmassen, lyshastigheden og i udtrykt
i SI enheder. a0 er Bohr radius udtrykti atomare enheder.

QMath definerer fglgende variable. nl, n2 og 1 er heltal, der senere vil
benyttes som kvantetal. Fac er en liste af tal, der bruges til at tabulere fakul-
tetsfunktionen. Bemeerk at listens elementer er af den reelle type extended,
fremfor en heltalstype. Det skyldes simpelthen af for store (heltallige)
veerdier af n er n! nok heltalligt, men et alt for stort tal til at det kan
lagres som Pascal heltalstype. Variablen Z udtrykker antallet af kernelad-
ninger i et atomart problem, mens tol anvendes til at definere tolerancen
hvormed integration skal udfgres.

QMath definerer tre funktioner Min, Max og Expo. Min og Max tager hen-
holdsvis minimum og maksimum af argumenterne, mens Expo simpelthen
er eksponential funktionen. Den erstatter standard Pascal funktionen exp,
der producerer underflow for store negative veerdier af argumentet. Der
er en fjerde indre funktion RelError, der bruges til at bestemme relative
afvigelser. RelError er defineret ved:

function RelExrror(x,dx: extended): extended;
begin

if x<>0.0 then RelError:=abs(dx/x) else RelError:=abs(dx);
end;

QMath definerer de procedurer vi allerede har diskuteret, men bemzerk at
Trapez ikke er i blandt dem. Det skyldes at Trapez er en indre proce-
dure, der kun indirekte kan kaldes via Romberg proceduren (eller gennem
InfInt der jo kalder Romberg). Udover de kendte procedurer defineres to
nye, RadialFunc og InitQMath. RadialFunc anvendes til at beregne hy-
drogen atomets radialfunktioner, og er beskrevet i afsnit 2.1.1. InitQMath
anvendes til at initialisere QMath. Proceduren tager to argumeter, et heltal
og et reelt tal. Z sattes til veerdien af heltallet, mens tol saettes til den
reelle veerdi. Udover sadledes at fiksere disse variable, kalder InitQMath en
indre procedure MakeFacTable. Denne procedure tabulerer fakultetsfunk-
tionen fra 0! til 200!, og lagrer resultaterne i Fac variablen. Et program der
anvender QMath enheden, skal altid indledes med et kald til InitQMath.
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1.5 Et Eksempel -

Vi vil give et eksempel pa anvendelse af de beskrevne algoritmer, som prob-
lem vzlger vi den harmoniske oscillator. Som numerisk problem er det
ikke interessant, da Schrodinger ligningen for den harmoniske oscillator kan
lgses bade som differentialligning og som et egenveerdi problem, ved brug af
haeve/senke operatorer. Men det er godt som eksempel, dels pa grund af
sin simplicitet, og dels fordi vi kan sammenligne resultaterne med de kendte
eksakte resultater. - ST

Det harmoniske oscillator pot'enti'a.l er givet ved
'-'V.=-'§Kz’ i o (1.63)
+% Hamilton operatoren er

H= EZ—VZ + 2K : (1.64)
| Coom T2 c
Udfra de i problemet indgdende konstanter kan dannes en karakteristisk
frekvens . C '

L w= \/%’- o (1.65)

a=—. (1.66)

og en karakteristisk lengde

Nar vi numerisk behandler problemet ma3 alle konstanter tilskrives en veerdi.
Som m velger vi elektronens masse og vi satter arbitreert £ = 1 N/m.
Hermed fis at den karakteristiske frekvens er w ~ 10715 Hz, hvilkét er
omkring frekvensen af synligt lys. Den karakteristiske lengde bliver a ~
3% 107'% m. Hvis vi regner i SI enheder stgder vi netop pa det problem
vi diskuterede i forbindelse med InfInt proceduren. Egenfunktionerne vil
kun vare forskellige fra 0 i et meget lille omrade omkring 0, s de vil have
spidser der kan undslippe integrationsprocedurenes net af kontrol punkter.
Lesningen pa problemet er at regne afstande i enheder af den karakteristiske

leengde. Hvis vi skalerer k si
m
h = ',E’
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fas a = 1 og hw = 1, saledes at vi regner afstande i enheder af den karak-
teristiske lzengde, og energi i enheder af fuw.

Som basis for testrummet valger vi funktionerne

on(z) = ze /2, forn=0,1,...,N. (1.67)

Der er naturligvis et vis element af bagklogskab i dette valg, fordi vi allerede
ved at de korrekte egenfunktioner kan dannes ved linearkombinationer af
disse funktioner. Selv hvis man ikke vidste det ville valget af testrum imidler-
tid kunne begrundes udfra betragtninger om asymptotisk opfersel. Der er tre
ting at bemarke om basen, for det fgrste bestar den af reelle funktioner, for
det andet er den ikke ortonormal, sa vi er ngd til at Gram-Schmidt ortonor-
malisere den, og for det tredje bestar den af lige og ulige funktioner. ¢, er
lige eller ulige alt efter om n er det. For at definere lige/ulige introducerer
vi paritetsoperatoren P, der er defineret ved P¢(z) = ¢(—z). Paritetsoper-
atoren opfylder P? = 1, der vil sige at den er en spejling med egenveerdier
+1. Egenfunktioner for P kaldes lige hvis den tilhgrende egenvaerdi er +1,
og ulige hvis den tilhgrende egenvaerdi er —1. Hvis man integrerer en ulige
funktion over hele den reelle akse, ma resultatet blive 0, da integration over
den positive halvakse netop udligner integration over den negative halvakse.

For at Gram-Schmidt ortonormalisere testrummets basis, skal vi besternme
identiteten [1] i denne basis. Den har matrix elementer

L = (#des) = |

00

ood);(z)(ﬁj(z) dz. (1.68)

Hvis nu ¢ er lige og j er ulige, eller omvendt i er ulige og j er lige, ma
1;; = 0 da 1;; i s& fald er integralet af en ulige funktion. Ved dette simple
argument halveres antallet af elementer der skal beregnes. Vi kan reducere
antallet yderligere ved at bemarke at identiteten vil vaere en reel symmetrisk
matrix.

Vi skal ogsa udregne Hamilton matricen [H] i testrummet. Den har ele-
menter

Hy = (@ilHl) = [ ()i e3(2) da. (1.69)

Hamilton matricen er ligeledes reel og dermed symmetrisk. Hamilton oper-
atoren kommuterer med paritetsoperatoren og er paritetshevarende, det vil
sige hvis ¢ er (u)lige er H¢ ogsa (u)lige. Sdledes kan indses at H;; = 0 for
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i lige og j ulige, eller omvendt. Igen fir vi halveret antallet af elementer vi
rent faktisk behgver at beregne. :

For at kunne udregne Hamilton matricen og identiteten skal vi integrere
funktionerne ¢; H ¢j og ¢;¢;, og specielt skal vi kunne evaluere dem i enkelte
punkter. Med det simple valg af ¢; er det intet problem at opstille algorit-
mer til denne evaluering, i det fglgende program bruges funci og func2 til
henholdsvis at beregne ¢; H$; og ¢;¢;.

Erkleering: program.HarmOsc :

Formal: Beregner egenvardier og egentilstande for den harmoniske oscilla-
tor. : : '

Input/Output: Brugeren skal specificere vaerdien af dimensionen af testrum-
met. ' ‘

{$M 64000,0,600000}
{N+} .
program HarmOsc;
uses crt,QMath;
const

k=1.0;
var

H,A: matrix;

dim: integer;

nevhbar: extended;

{$F+)
function funcl(x:extended): extended;
var
i: integer;
x1,x2,x3,f: extended;
begin
x1:=1.0; x2:=1.0; x3:=1.0;
for i:=1 to n1+n2-2 do xi:=xl%x;
for i:=1 to ni+n2 do x2:=x2#x;
for i:=1 to n1+n2+2 do x3:=x3s*x;
f:=n2%(n2-1)*x1;
f:=f-(2%n2+1) *x2+x3;
v f:=-0,5*newhbar*nevhbar*f/mass;
func1:=(£+0.5%k*x3) #exp(-x+x);
end;

function func2(x:extended):extended;

var .
i: integer;
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x1: extended;
begin
x1:=1.0; -
for i:=1 to ni+n2 do x1:=xlex;
func2:=xisexp(-x*x);
end;

{$F-}

procedure CalcMatrices;
var r,dr1,dr2: extended;
begin
for n1:=0 to dim-1 do
for n2:=0 to ni do
if (odd(n1)=0dd(n2)) then begin
InfInt(r,dr1,dr2,funcl);
H(n1+1,n2+1] :=22%r;
InfInt(r,dri,dr2,func2);
Aln1+1,n2+1] :=2#x;
end else begin
Hln1+1,n2+1]:
Aln1+1,n2+1]:
end;
for n1:=1 to dim-1 do
for n2:=n1+1 to dim do begin
HIn1,n2]) :=H[n2,n1];
Aln1,n2]:=A[n2,n1];
end;
end;

0.0;
0.0;

procedure NewBase;
var
i,j,ii,jj: integer;
nevH: matrix;
begin
GramSchmidt (A,dim);
for i:=1 to dim do
for j:=1 to dim do begin
newH[1i, j]:=0.0;
for ii:=1 to dim do
for jj:=1 to dim do
newH[i,j]:=newH[i,jI+A[ii,il*A[jj,j1+H[ii, jjl;
end;
H:=newH;
end;

procedure EigenValues;
var
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(34

c: char;
B: matrix;

d,e: vector;
i,j,p: integer;
idx: intvec;

begin

Tridiagonalize(H,dim,d,e);
Diagonalize(d,e,dim,H);
InsertSort(d,dim,idx);
writeln(’Energi niveauer:’);
for i:=1 to dim do writeln(i:3,’ °’ d[1dx[1]]).
for i:=1 to dim do
for j:=1 to dim do begin

B[i,j]:=0;

for p:=1 to dim do B[1 j1:=B[i, J]+A[1,p]tH[p J]
end;
for i:=1 to dim do beg1n

c:=readkey;

if i=1 then vr1teln(’Grundt115tand )

else writeln(i-1,’. exciterede:’);

end;

end;

begin

InitQMath(0, 1e-6);
newhbar:=sqrt(mass/k) ;
write(’Input dim ’);
readln(dinm) ;
CalcMatrices;

NewBase;

EigenValues;

end.

Selve programmet udg(are_s‘a,f kommando szttet

begin

InitQMath(0, 1e-6);
nevhbar :=sqrt(mass/k);
write(’Input dim ’);
readln(dim);
CalcMatrices;

NewBase;

EigenValues;

end.
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Programmet har fiet alle QMath enhedens procedurer stillet til radighed
gennem kommandoen uses QMath, i programmets hoved. Programmet in-
dledes med kald af InitQMath proceduren, hvor tolerancen, hvormed in-
tegrationen vil blive udfgrt, settes til 1076, det vil sige vi regner med 6
betydende cifre. Herefter sattes den skalerede vardi af f, og brugeren in-
dtaster den gnskede dimension af testrummet. Herefter kalder program-
met i raekkefglge CalcMatrices, NewBase og-EigenValues procedurene.
CalcMatrices udregner identiteten og Hamilton matricen ved brug af InfInt -
integrationsproceduren. Vi benytter symmetri og paritetsargumentet til at
reducere antallet af integraler. NewBase proceduren kalder GramSchmidt
proceduren med identitetsmatricen som argument, hvormed basen {¢;} om-
skrives til en ortonormal basis, hvorefter Hamilton matricen transformeres
til den nye basis. Bemark at vi fgrst bestemmer Hamilton matricen i basen
{#i}, og dernazst transformerer til den nye basis. Hvorfor ikke gare det
omvendte, altsa fgrst ortonormalisere basen og sd direkte bestemme Hamil-
ton matricen i den derved bestemte, og dermed springe transformationen
af Hamilton matricen over? Hvis vi gjorde det skulle vi udfgre integra-
tionen med nye basis, hvilket indebzerer at vi skal integrere funktioner der
af linear kombinationer af kendte funktioner. Linear kombination har imi-
dlertid meget langsommere at evaluere, si vor rzkkefglge er hurtigere (og
nemmere at kode). Nar NewBase proceduren er gennemfgrt kender vi Hamil-
ton matricen i en ortonormal basis, og vi kender denne nye basis i termer
af den oprindelige {¢;} basis. Herefter kaldes EigenValues proceduren.
EigenValues kalder Tridiagonalize og Diagonalize hvormed Hamilton
matricen diagonaliseres, og dens egenvardier og egenvektorer bestemmes.
Vi sorterer egenvardierne ved kald af InsertSort hvorefter egenvaerdierne
udskrives og egenvektorene udskrives, i den oprindelige {¢;} basis. Lag
merke til hvor nemt det er at udtrykke egenvektorene i den oprindelige
basis, pa trods af at GramSchmidt, Tridiagonalize og Diagonalize pro-
cedurene alle har gennemfgrt basisskifte.

Nu over til nogle resultater, baseret pa en kersel med HarmOsc programmet
hvor dimensionen af testrummet er sat til 4 (op til 34 dimensioner er mulige).
Med dette valg af dimension er programmet eksekveringstid cirka 2 sekunder.
Egenverdierne bestemmes til 0.500, 1.50, 2.50 og 3.50 (i enheder af hw),
hvilket er i overenstemmelse med det eksakte udtryk

E, = (n-i—%) hw, n=01,2,... (1.70)
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Egenvektorene bestemmes til -

Yo = 0.751¢g,

¥ = 1.06¢,,

%2 = —0.531¢0 + 1. 06¢2,
¥s = ~1.30¢1 + 0.8674s.

De er helt i overenstemmelse med det eksakte resulta.t

Yolz) = 1= V4e=s?12  =07514p,
hi(z) = \/;ze_z o =1.06¢1, o
va(e) = | [5D=(42? - 2)e-z‘ = —0.531¢0 + 1.064,

P3(z) = ,/‘ug w7 (82° — 12z)e™" /2_.

~1.30¢; + 0.867¢3.

(1.71)

Vi har her kun gengivet resultaterne med 3 betydende cifre. De er eksakte -
med de kraevede 6 betydende cifre, og du kan f3 endnu flere hvis det gnskes.
Jeg har direkte verificeret at programmet kan regne eksakt med 14 bety-
dende cifre, og det kan muligvis klare endnu ﬁere Flere cifre og dlmensmner

betyder meget laengere beregnmgstld
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Kapitel 2

‘Hydrogenatomet

I dette kapitel skal vi introducere-en rakke centrale begreber, der senere vil
finde anvendelse i behandlingen af helium atomet. Vi starter med at opskrive
Hamilton operatoren og dens egentilstande; vi vil ikke analytisk bestemme
lgsningerne til Schrédinger ligningen, men blot referere dem. Disse hydrogen
bglgefunktioner vil danne udgangspunktet for konstruktion af testrummet,
til numerisk analyse af helium atomet. Herefter diskuteres visse mindre
korrektioner af Hamilton operatoren, og ved pertubationsregning findes de
forskydninger i energi niveauer, de giver anledning til. Kapitlet afsluttes
med en diskussion af vekselvirkningen mellem hydrogen og elektromagnetisk
straling. Vi vil her bestemme dipol moment selektionsregler og levetider for
egentilstandene, hvilket vil sztte os i stand til at bestemme spektral linier
udfra kendskab til energi egenvzardierne.

2.1 Bglgefunktioner og Egenvardier

Hydrogen atomets Hamilton operator er af formen H = T + V, hvor

2 2
P h 2
T = — = __—__
2m 21nv ’
Ze?
Vo= " 4reor’ (2.1)




)

Stgrrelse | Enhed . | Vaerdi o
Masse . |me ., - . ]9.10953x 10" kg
Laengde a- - . . [529711x10"" m

Tid apfac . 2.18769 x 10 m s~!
Ladning . e. . ... |160219x107°C " |
Impuls .| amec : 1 1.99288 x 1024 kg im s™1"
Impulsmoment | . -] 1.05459 x 10734 J s
Energi = . | amec? = e?/4repap. | 4:35981 x-10~18 J:* F

: o

Tabel 21 "Atbmé,'fé‘: Eﬂl:ieder

er henholdsvis den kinetiske operator, udtrykkende, elektronens kinetiske
energi, og potential operatoren, udtrykkende elektronens potentielle energi
i Coulomb feltet. r betegner elektronens. afstand til kernen og Z er antallet
af kernela.drunger Egenvaerdx llgnmgen bhver dermed o

Ak:'hz \ B ‘(
(.—'—v )¢( )—Ew(r), ey

2m 41re

hvor r = (z,, z) er elektronens rumkoordma.ter Udtrykt i de mere bekvemme '
atomare enheder er hgnmgen ' : '

~ Nér potentialet, som i det pdgaeldende tllfaelde er sfeerisk symmetrlsk (alene

afhanger af 7) vil Schrédinger ligningen, nr den opskrives i sfzeriske koordi-
nater (r, 8, ¢), fremfor for de kartesiske (z, y, z), separere i henholdsvis radial

. del og angular del. Lgsningen kan derfor_serves skrives pa formen

Y(r.0,4) = R(r)Y(0,9). » (2.4)

Den angulzre og radiale Schrédinger ligning kan da lgses hver for sig. Den
anguleere lgsning er vafhengig af r og dermed af det for problemet karak-
teristiske potential, og kan derfor Igses generelt for alle sfaerisk symmetrxske .
problemer. Det er normalt at vaelge angulaerdelen af bglgefunktionen, saledes
at den er egenfunktion for operatorene L? og L, (henholdsvis kvadratet af
impulsmomentet og impulsmomentet i en arbitreer z-retning). Lesningerne -
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er kendes som sferiske harmoniské Yim (8, ¢), og opfylder

B LY (05¢) == K21 + 1))Yim(05¢) @5y
LZYlm(o,qs) = hmYlm(o,qs)'
Kvantetallene | og m opfylder. I. = 0,1,2... og m = —I,-1 +1,...,L

Der er intet simpelt generelt analytisk udtryk for de sfeeriske harmoniske,
men der kan konstrueres rekursive algoritmer til numerisk at beregne Y,
selv for meget store [ og ml. En fortegnelse over sfeeriske harmoniske, for
sma vaerdier af kvantetallene, er givet i Appendix A; her skal blot specielt
bemzrkes at Ygo er en konstant funktion.

Lgsningerne til radialligningen er radialfunktionen, explicit udtrykt ved

3. g 1/2

hvor p = 2Zr [nao, og ap er Bohr radius (ap = 4meoh? /me?). Funktionerne
Lﬁli'il er de tilhgrende Laguerre polynomier, givet ved

A+1(,\ O~ k1 [(» + D) i
- Luii(e) ?;0 B e T+ T E R A (2.7)

hvor n, = n — 1 — 1. Kvantetallene n og ! opfylder n = 1,2,... 0g | =
0,1,...,n — 1. De ovenstaende udtryk er ikke szerlig gennemskuelige, sa i
Appendix A kan du ogsd finde en liste over radialfunktionen for sma n og !;
her bemaerkes blot at Rig x e™#/2 x e™".

Vi kan nu opskrive den totale (rumlige) bglgefunktion:

\I’nlm(rie, ¢) = Rnl(r)l/lm(es ¢)7 (28)

hvor

n=1,23,...,

1=0,1,...,n—1,

m=—-l,-l+1,...,L .
De tilhgrende energi egenveerdier afhanger kun af n (er udartede i [ og m),
og er

1 ,(Za)?
En = —gmc T,

'Et eksempel er at finde i [Press et al. 1988, kap.6].

(2.9)
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hvor a = e%/4mephc er den dimensionslgse finstruktur konstant (o =~ 1/137).
I atomare enheder er energi egenverdierne

Z2

22"
Energien ses at vere negativ og diskret. Energispektret har imidlertid ogsa
en positiv kontinuert del, svarende til situationer hvor den kinetiske energi
overvinder Coulomb tiltraekningen og elektronen dermed beveges frit. I

vores sammenhang er vi imidlertid kun interessede i de bundne tilstande,
for hvilke E < 0, og kan derfor anse egenvardi problemet for lgst.

E,=- (2.10)

Vi har indiceret b¢lgefunkt10nerne med kvantetal n, [ og m, det vil sige
bragt dem p3 en form hvor de, foruden at vaere egentilstande for H, tillige er
egentilstande for oper:«.mt,orene_L2 og L. Vi er desuden interessede i spinnet.
Grunden til at vi overhovedet indtil videre har kunne ignorere spinnet, er
at Hamilton operatoren kommuterer med spin operatoren S, sa Schrodinger
ligningen separerer i rum og spin koordinater. Vi kan derfor frit kombinere
den rumlige bglgefunktion, med passende spin egentilstande, mere praecis
med en spindel der er egentilstand for operatorene S? og S,. Elektronen er
en spin-1/2 partikel, s spin egenveerdierne er s(s + 1)i? for S?, og m,sh
for S., hvor s = 1/2 og 'm, er et nyt kvantetal, der kan antage veerdier

= 1. Den totale b¢lgefunktlon kan derfor indiceres ved =, I, m og m,. .
Undertlden skrives T for m, = +1, og | for m,; = —1. Med disse kvantetal,
og deres tilladte veerdier, er det n’te energi niveau 2n? gange udartet.

Tilstanden for hvilken n = 1 (og dermed { = 0, m = 0) kaldes grundtil-
standen og den tilhgrende energi E, er minus ioniseringsenergien. Tilstande
med n > 1 kaldes ezciterede, n = 2 er den fgrste exciterede; n = 3 er den
anden exciterede og sd videre. I spektroskopisk notation angives kun n og
[ veerdierne, og | verdien angives med et bogstav, efter f¢lgende korrespon-
dence:

N

) 0(1 3141567
Bogstav | s jpid | flgjh|i]J

Saledes betegner for eksempel 2p tilstande med n =2 og ! = 1.

De energi egenfunkﬁoner og egenverdier vi har refereret i dette afsnit,
gelder ikke kun for hydrogen atomet. Det er lgsninger for alle en-elektron
atomer, blot skal man eventuelt andre vaerdien af Z.
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2.1.1 Konstruktion af Radialfunktioner

" QMath enheden indeholder en procedure RadialFunc, der benyttes til bereg-

ning af radialfunktionen R,;. RadialFunc benytter en indre procedure
Asslaguerre til evaluering af det tilhgrende Laguerre polynormum denne
procedure er en direkte 1mplementermg af (2 7).

Erklaarmg procedure AssLaguerre

Formal: Evaluerer det tilhgrende Laguerre polynomium Li’:‘ll i et specifi-
ceret punkt.

Input/Output: Proceduren tager kvantetallene n og 1, samt punktet rho
hvori polynomiet skal evalueres, som input. Proceduren returnerer al der
er verdien af det tilhgrende Laguerre polynomium i punktet.

procedure AssLaguerre(n,l:integer; rho:extended; var al:extended);
var
rhok: array[0..100] of extended;
k: integer;
8: extended;
begin
Thok{0]):=1.0;
for k:=1 to n-1-1 do rhok[k]:=rhosrhok[k-1];
al:=0.0;
for k:=n-1-1 downto 0 do begin
s:=rhok[k]/(Fac[n-1-1-XJ*Fac [2¢1+1+k]*Fac(k]);
if odd(k) then al:=al+s else al:=al-s;
end;
al:=Fac[n+1]#Fac[n+1]#al;
end;

Med AssLaguerre i baghanden kan radialfunktionen direkte evalueres, udfra
(2.6). Det er gjort i den fplgende algoritme.

Erkleering: procedure RadialFunc

Formal: Evaluerer radialfunktionen R, i et specificeret punkt.
Input/Output: Proceduren tager kvantetallene n og 1, samt punktet r
hvori radialfunktionen skal evalueres, som input. Proceduren returnerer
rad, der er veaerdien af radialfunktionen i det pigealdende punkt.
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procedure RadialFunc(n,l:integer; r:extended; var rad: extended)
var .
- nl3,s8c,al: extended;
rho,rhol: extended;
i: integer;
begin
nl3: =Fac[n+1]#Fac[n+1]tFac[n+1]. _
sc:=2/(n*a0); sc:=sc*scssc;
sc:=((4*sc*Fac[n-1-11)/(n*nl3));
BC:m-8qrt(sc);
rho:=2¢Z+r/(n*al);
thol:=1.0;
for i:=1 to 1 do rhol: —rholtrho,
AssLaguerre(n,1,rho,al);
rad: =sctrholt£xpo( -0.5+rho) #al;
end;

Savel AssLaguerre som RadialFunc er deﬁneret som procedure fremfor
det mere naturlige function. Det er n¢dvend1gt for at forhmdre coprocessor.
register overflow. :

2.2 Korrektion af Hamilton Operailzore'nf

Vi har indtil videre kun diskuteret en simplificeret model af hydrogen atomet,
hvor elektronen kun pavirkes af kernens.Coulomb felt. Hermed opnaede vi
den simple Hamilton operator (2.3), for hvilken egenvaefdi problemet ana-
lytisk kan lgses. Den ‘virkelige’ Hamilton operator er imidlertid langt mere
kompliceret, idet den indeholder en rakke yderligére led; korrektioner af den
ideale form. Da Coulomb tiltrakningen er den dominerende vekselvirkning,
vil korrektionerne dog kun give anledning til sma forskydninger af energi
egenvardierne. De kan derfor behandles tilfredsstillende ved pertubation-
sregning. Vi vil i dette afsnit diskutere nogle af de vigtigste korrektioner;
forst den reducerede masse effekt, og efter at have introduceret pertubation-
sregning den relativistiske korrektlon af. den kmetlske energ1 og spin-bane
koblmgen : -
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2.2.1 Den Reducerede Masse Effekt

Indtil videre har vi antaget at kernen er sammenfaldende med atomets
massemidtpunkt, hvilket svarer til at den har uendelig masse. Det er imi-
dlertid relativt let at tage hgjde for kernens bevaegelse, for nar massemidt-
punktet Separeres ud, ses at man blot skal erstatte elektronmassen m, med
den reducerede masse p, givet ved -

mM
m+ M’

n= (2.11)
hvor M er kerne massen. Vi vil ikke eftervise dette; det vil senere blive gjort
for helium atomet. Der gaelder p < m,ogda M > mer u = mM/M = m.
Vi kan stadig anvende de fundne lgsninger, blot skal vi alle steder erstatte
m med p. I udtrykket (2.6) for radialfunktionen skal vi derfor erstatte ag =
4méoh? /me? med den reducerede Bohr radius a, = apm/u, og i udtrykket
(2.9) for energien skal vi erstatte m med p. Vi opnar forskudte energi
niveauer E] givet ved

7 _
E = —Ey. (2.12)
Den relative forskydning er saledes
|E7 — Bl H -4
—_——=1- =5 1
En] — 5.44 x 1077, (2.13)

altsd cirka 1/2 promille. Det er denne lille forskydning, der kaldes den
reducerede masse effekt. For andre en-elektron atomer (deuterium, tritium,
He' etcetera) vil effekten vaere endnu mindre, da kerne massen er stgrre.
Saledes har forskellige en-elektron atomer lidt forskellige energi egenvardier,
en effekt kendt som isotop forskydning.

2.2.2 Pertubationsregning

For at beregne de gvrige korrektioner skal vi benytte pertubationsregning.
Det folgende er en introduktion af metoden.

Vi studerer nu et system med en tidsuathengig Hamilton operator

H = Hy+ \H', (2.14)
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hvor A er en dimensionslgs parameter. Vi kalder Hy for den upertuberede
Hamilton operator, og AH' for pertubationen. Vi antager at det upertu-
berede problem er fuldstandig lgst, det vil sige vi kender ortonormale egen-
tilstande 1/) og egenverdier EL ), der opfylder .

H0¢(o>_E(0)¢(0) L (2.15)

Vi antager desuden at der er 1ngen udartning, det vil sige E(o) # E,(co) for
n # k. Vi kan soge at lgse det pertuberede problem Hiy, = nPn, ved at
opskrive ¥y, og E, som potenrakker i A:

¥n 'ixw,ﬁk’, R (2.16)

k=0

oo
E. = Y NE(.

Der er intet der formelt sikrer gyldigfleden af disse fremstillinger, men da de
trivielt er opfyldt for A = 0, er de formodentlig opfyldt for smd -vaerdier af -
A. Vi vil der formode at pertubationen kun giver anledmng til sma forskyd
ninger i egenveerdier, altsd at -

|En - E(O)‘

5O <L R )

Vi kan nu skrive Schrédinger ligﬁingen' pa formen .

(Ho+ AH') (E Ak¢<'=)) (Z AkE(")) (\Z‘o: ;\wg)) (_2.15)., |

k=0 :
for n = 1,2,... Vi identificerer nu led af samme t_)rden.i_ A, leddet i A giver
HopM + H'9 = EQOpH + ENy©, ' (219)
mens leddet i A2 giver ,
Hou® + By = EOu® + EOy® + EQu0.  (220)
Ved i (2.19) at danne det indre ptodﬁkt med'¢$.°) fas |

($O1Ho - EQWD) + (WOIH - EQly®) =0, (221)
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Ved at benytte hermitecitet af Ho, og det faktum af ¢,(,°) er egentilstand for
Hy, kan heraf udledes

EM = (O |y = H.,, (2.22)

det vil sige at fgrste ordens approksimationen til energi forskydningen er
middelverdien af pertubationen, i den upertuberede tilstand.

Pa tilsvarende vis finder vi, udfra (2.20)
B = (WOIH' ~ EP). (2:23)

For at bestemme E,(,z), ma vi derfor fgrste bestemme ¢,(11). Med det formal
for gje kan vi, med udnyttelse af vor ret til frit at veelge fase, skrive

¥ = 90+ Y ey (2.24)
k#n

Koefficienterne ¢,y har en potensrakke fremstilling
Cnk = csgc) + /\cs‘lk) + Azcgk) 4o (2.25)
For A = 0 har vi imidlertid %, = 1/),(10), hvorfor ngc) = 0. Dermed fas
¥ =90+ 3 (A + 22 + ) 40 (2.26)
k#n
(0)

Denne fremstilling er kvivalent med (2.24), sa P er ortogonal med ¥y ",
for k > 0. Vi kan derfor skrive

¥ = 3 arp?, (2.27)
k#n
hvilket, indsat i (2.19) giver
(Ho- EO) S aw? + (1" - EQ) 90 =0.  (2.8)
k#n

Ved at danne det indre produkt med 'd),(o) fas

ai (B~ EQ) + |1 - ED) =0, (2:29)
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- hvnlket for 4 ;é n glver
| ey

a;—

B0 E E(o) Etoi
Indsaettes dette resultat i (2 23) opnas endehgt

- © |57~ EO) ) II‘I;ml2 P
- B= < l” |ZE(0) E(O)'/’ > Z——Em) “E_(or«(z‘?l), -

Vi har hermed bestemt anden ordens korrektxonen tll energlen Man. ka,n" "
forstte sppgen og bestemme. h¢Jere ordens korrektloner, med vi stiller:os

Sy

tilfredse med den allerede opniéde;- ‘Bemaerk, 1¢vr1gt at det.af udtrykket for. .

E,(l ) fremgar hvorfor vi forlangte at E(O) ;é E(o) fork ;6 n (mgen uda,rtmng) -

2.2. 3 Relatwnstlsk Korrektlon af Kmetlsk Energ:

Vi har mdtll nu benyttet 2 / 2m som udtryk for den kmetlske(operator T S

‘men’ pa grund af-den variable ‘masse ved h¢_]e hastlgheder, ma vi txlfme
korrektlonsled En fl‘l elektron har relatlwstlsk energ1 ' 4 S

- R »',-l:' P :';:' . 1/2 .
- 2 2[4 .P S N
" .E-— c vvm2c2\-|’-1'r‘ mc (1+ W) ,:ll. S

-Binomialformien giver‘ A FE U

mic2) T ami T SmAdk!

‘hvilket ved indstning giver*
4
E ~ mc + 2m 8m3c?’

Den kinetiske energi fas ved at fratraakke hvxle energlen me? , sa.ledes opnas

‘den kinetiske operator S T T
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Vi skal derfor fgje korrektionen

’ p* : :
H=—-— 2.33
" 8m3c?’ (2.33)
til den upertuberede Hamilton operator Hp. Idet effekten af H’ antages
at vere lille, kan vi bruge pertubationsregning. Vi skal beregne matrix
elementer

4
(‘I'nlmm,IH,I‘I’n’l’m'm’,) = (\I’nlmm,l - S_HI;;ZQ'I‘II"'I"'""’"'J)

1
= —-2m62<\I’n1mm,lT2|\1;n,,,m,m; ). (2.34)
Idet 2
[ 4
T = Hy + dreqr’ (2.35)

kan vi omskrive til

(‘I’nlmm, IH,I‘I’nl[lm:m,‘>

1
-W <‘I’nlmm,

1
2mc?

2 2
[+ )
4megr
Ze?
4 €0

‘pnlllmlmls >

\pnlllmlml’> (236)

1
<‘I’n1mm. ;

\I’n’l’m’m'a >:| .

Vi har nu essentielt omskrevet pertubationen til en sum af operatorene 1/r
og 1/r%. Det er radiale operatorer, der ikke virker pd angular og spindel,
hvorfor

[Eﬁ +2E,

1

2
Ze?
(Z‘_) <‘I’nlmm, -
TéEo T

2

<‘I’nlmm, '% ‘Iln:pmrm:’> =0, for l £1', m # m' eller m, # m/.
1
<‘I’nlmm, e \I’nq:mlm(’> =0, for I £1U', m # m’ eller m, # m),.

Der er derfor ingen krydselementer, det vil sige matrix elementer der forbinder
tilstande med forskellige I, m eller m,. Konsekvensen er at matrix frem-
stilling af H' i basen {¥,nm,}, er sammensat af en raekke blokmatricer,
med faste vaerdier for I, m og m,, og alle betragtninger om egenvardier
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) Vx vxl nu. beregne f¢rste ordens korrektxonen

‘og egentilstande kan henlaggeé‘ til de respektive blokmatncér Mens de S
oprindelige energi tilstande er 202 gange udartede, vil der ingen udartnmg{ S
 veerei blokmatncerne (dakun n'kan varlere), og vi-kan derfor benytte ikke:. . .

. udartet pertubatxonsregmng Bemzerk: desuden at. ‘matrix elementerne maf RS

vare ua.fhaenglge af m og My, da radjaldelen kun afhanger a.f n og l

1 = (‘I’nIIH I‘I’nl)7 o

. < ‘"‘_ r2 ‘I’"’> aon3(l+ 1/2)

| ovenstaende ha,r vi mkluderet for mlddelvaerdlen af 1 / 5, ‘sof N ere
: ska.l bruge Ved dlrekte mdsaatnmg opnas '

| :_:."'Za> [3 ¥ 1}/2] .

. Forskydmngen er. dermed a.f st¢rrelsesorden a? og da ax 1 / 13 er- den altsal-'j:':-::l: B
‘mindre end 1/10 promille. Den’ er 1kke uafheengig a,f l hvorfor udartmngenf o
i I lgftes, mens udartmngen im og m, er mtakt ‘ S '

Lad os vende tilbage. til udtrykket (2. 38), og s¢ge at: begrunde det Det" E
‘kan naturligvis ggres ana.lytlsk men da vi senere skal ofre- megen energ1 pa
‘ numensk bestemmelse af: matrlx elementer, _v11 vi her holde en’ hlle gener-v o
T a.lpr¢ve, og eftervxse udtrykket numerlsk -Vi- ska.l huske at det r

skal vaegtes. med 2, 83 for eksempel

- 11
<‘I’nl
) T

)= [ Rt} R () dr. (2405

-Med de allerede givne a.lgontmer til radighed, er det en sma.l sag at lave et

hlle program der udfgrer beregnmgen Det f¢lgende er et eksempel

)
i

l. ‘66‘ .. T

e o




Erklaering: program MeanValue; o
Formal: Beregner middelverdien af 1/r og 1/r? i en tilstand karakteriseret

‘ved kvantetal n'og [,

Input/Output: Programmet tagerrkva_nteta.llene n og 1 som input, og
returnerer middelvaerdierne og den forskydning i energi pertubationen giver
anledning til. T

{$N+} ' -
program MeanValue;
uses QMath;
var )
n,1: integer;
81,82,ds1,ds2,e0,el,de: extended;
pl1,p2: boolean;

{$F+}
function funci(r: extended): extended;
var rad: extended;
begin
RadiaiFunc{n,i,r,rad);
funci:=rad#radsr;
end;

function func2(r: extended): extended;
var rad: extended;
begin
RadialFunc(n,1,r,rad);
func2:=rad#rad;
end;
{$F-}

begin
InitQMath;
write(’Indtast n og 1 *);
readln(n,1); writeln;
InfInt(s1,ds1,ds2,p1,p2,funcl);
InfInt(s2,ds1,ds2,p1,p2,func2);
€0:=-0.5#Z%Z/(n*n);
de:=-0.S*alpha*alpha*(eOte0+2*e0*Ztsl+ZtZts2);
el:=e0+de;
writeln(n,CodeLetter[1],’ tilstanden (z2=7,2,%).7);
writeln(’Middelv\ae{}rdi af 1/r = 7,81);
writeln(’Middelv\ae{}rdi af 1/(rsr) = ’,82);
vriteln(’Upertuberet energi = ! a0);
vriteln(’Pertuberet Energi = 7.el);
vriteln(’Energi forskydning = ! de);
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n 1] 2 2 3

l 0 0 1 0
(1/r) beregnet | 1.00 | 0.250 0.250 0.111°
(1/r) eksakt 1 | 1/4 | 1/4- 1/9
(1/7*) beregnet | 2.00 | 0.250 - 0.0833 - ~ 0.0741
(1/r%) eksakt 2 1/4 1/12:0.0833 2/27:0.0741

Tabel 2.2: Middelvaerdier beregnet med MeanVal sammenhgnet med eksa.kte
verdier. : :

vrlteln('Relatlv forskydnmg = ”',Re];Error(eO,tie.)_); .
end. T '

Tabel 2.2 sammenligner middelvaerdierne beregnet med MeanVal med det
eksakte udtryk (2.38), for udvalge kvantetal. Overenstemmelsen er total,
. ogsé for hgjere kvantetal end angivet. . -

2.2.4 Spin-Bane Koblingen

Spin-bane kobllngen kan forklares udfra f¢lgende (klassmke) betragtmnger
Elektronen er i besiddelse af et magnetisk moment, og roterer omkring ker-
nen. Set fra elektronens hv1Iesystem er det kernen som roterer, og dermed
producerer en strgm og et magnetfelt. Hvis kernens bane var- retlinet ville
elektronen fgle magnetfeltet B=-vx VV/ec, og vekselwrknmgen ville
vaere af formen I S

——S B —1—-2-S -vXx VV

me . me .

1 >(rl.dV'
m2e? P Xl
1 1dV
= marao b

Nar der tages hgjde for at kernens bane, set ‘fra elektronen, ikke er retlinet
skal ovenstaende reduceres med en faktor 2; og vi far pertubationen

1,
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w1 1dv

—— . 4
2m2c2 rdr ’ (2wl)(
“der kendes som spm-bane Icoblzngen Hv1s vi satter
1 ldV Ze? 1
= — 2.42
&r) = 2m2c2r dr '87rm2c2eo r3’ (2:42)
(daV = —Ze?;/41reor) kan pertubatlonen skrives som
H =¢(r)S- L. - (243)

Pertubationen kan ikke forskyde s-tilstande, da de har [ = 0 og dermed
L=0.

Da L og S kommuterer, kommuterer L? med L -S. L? kommuterer desuden
med £(r), da £(r) er en radial operator. Fglgelig kommuterer L? med H',
og de pertuberede energi egenfunktioner kan valges si de samtidig er egen-
funktioner for L2. Da L og S ikke kommuterer med sine komponenter, vil
L - S ikke kommutere med L, og S,. m og m, er derfor ‘darlige’ kvantetal.
Vi kan finde nye ‘gode’ kvantetal ved at omskrive til

L.S= %(.ﬁ _L2-§Y), (2.44)

hvor J = L + S er den totale impulsmoment operator. (2.44) viser at
tilstande der er egentilstande for J2, L? og S?, samtidig er egentilstande for
L -S. Man kan danne funktioner Xnijm; der er samtidige egentilstande for
Ho, L2, 8%, 3% og Jz, udfra linearkombinationer af V. imm, med forskellige
vmrdler af m og m,2. Disse egenfunktioner opfylder

J2anjmj = j(j+1)h2anjmj1
JzXanmj = mannljm,'v (245)

hvor de nye kvantetal opfylder j = 1+ 1/2 (j = 1/2 for | = 0), og m; =
-5 =i+ 1,...,+7. {anjm,-} er en ortonormal basis, hvorfor

(anjmj!LSIXn’l’j’m;)

o 171
= B (J(J +1)-l(l+1)- 5 (5 + 1)) (Xntjm | Xnttrjime )
= 0, forj# j' eller m; # m). (2.46)

2Se for eksempel [Gasiorowisc 1974 kap.15].
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'Txlsvarende sesat . ...

EIVERAE I R

Ot [E) g} = 0, Vfor | ;‘e"i""j‘ # 3" ller m; £ m, . (247)

ey e

 da &(r) er en radial- operator der 1kke vnrker pa a.ngulaerdelen der a,ﬂlaenger

Yo

afl, j og m;. Resultatet er at™ | o S K S SO

TR FLPURRSL LY B B

(xn,jijH Ixn,,,j,m:) =0, forl ;é I', J 96 3" eller m; #Fmi. (2 48)

Pertubationen har derfor i ingen krydselementer, den" forbmder lkke tllstande '
med forskelhge l, j eller m;." Alle videre betra,gtmnger kan derfor henlaagges
til blokmatricer karakteriseret.ved-faste’ vaerdier af' ¥’ Ly og my. ' Tilbage
er kun energi kvantetallet n, hvorfor .energien ikke er udartet i de enkelte -

‘ blokmatrxcer Vi er derfor berettlgede til a,t anvende 1kke udartet pertuba-

txonsregnmg

.....

RS B Lo et BRI A
yro M

ES]) = (anJmJIH IXnIJm,) o ‘ e (2.49)

# (1640 - 100 -5 (3 :‘i)) Ootim i)

h? (J(J + 1) - 1(1 + 1) ~ - (%+ 1))—1— Ze” <Xn1]m_, .

2m2c? 4mé;

Ved direkte mdsaetnmg a.f resulta.tet (2 38) for mlddelvaerdlen af 1 /r opnis

forskydningen o RS
2,2 . - D o
© . o (0) - Z2a% S --w-_for] =1+1/2 .
B = ~E 2n l(l+1/2)(l+1) { ~l =1+ for j'="1 - 1/2- (2.50). .

(Ovenstdende er kun gyldigt for | # 0, for I.= 0 er L = 0 og spin-bane
koblingen forsvinder.) Forskydnmgen er, som den relativistiske korrektion
af den kinetiske energi, af st¢rrelsesorden a2 Spm bane; koblmgen forskyder |
saledes energmlveauerne med mmdre end 1 / 10 promllle :

Vo

2.3 Vekselvirkning med Straling . -

I dette afsnit skal vi studere hvorledes hydngep atomet vekselvirker med -
elektromagnetisk straling. Vekselvirkningen betragtes som en pertubation,
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men vi kan ikke benytte den allerede anvendte pertubationsregning, da det

elektromagnetiske felt ikke tidsuafhangigt. Atomet kan ved vekselvirknin-

gen absorbere eller emittéré en ellér flere fotoner, med andring i energj til-
stand som fglge. Ved at studere disse processer bliver vi istand til at beregne
spektret af hydrogen, levetider for exciterede tilstande og overgangssandsyn—
ligheder mellem forskelhge tllstande

2.3.1 Transitionsrater

Vi arbejder som tidligere med den upertuberede Hamilton operator

' h? Ze? B
Hy = ——V2 _ 2.51
0 2mV dmeor’ 7 (251)

men vil nu have en tidsafhangig pertubation H’(t). Hvis 1, betegner
lgsninger til det upertuberede egenvaerdi problem, siledes at

OWn. = En"l’na

vil
—iEnt/h
Pne”" nt/ s

veere lgsninger til den tidsafhengige Schrédinger ligning
Hod(r,t) = na¢(' . (2.52)

Lesningerne danner en ortonormal basis for tilstandsrummet. Enhver Igsning

¢ for det pertuberede problem

(Ho + H'()g(r,1) = in 220D, (259)
kan derfor skrives pa formen
#(r,t) = Zan(t)d’ne_iE"t/h- (2.54)

Hvis systemet til tiden ¢t = 0 er i tilstand 1y, det vil sige a,(0) = 8k, vil
Fourier koefficienterne a,(t), til farste orden, vere givet ved

t .
an(t) = % [) di’ ekt (| H'(1)[9), (2.55)
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hvor

E, - E;
=

Sandsynligheden for til tiden ¢ at finde systemet i tilstand z/),; er |an(t)[2. Vi,
deﬁnerer ovemangssandsynlzgheden eller transitionsraten Wnk(t) som

dlan(t)|2 bk e A G N

(2.56)

Wpk =

Win(t) =

Win(t) udtrykker's?,ndsynhgheden, per tidsenhed,_for en overgang fra iy til |
Yn. ' :

For at kunne beregne overgangssandsynligheder m3 vi kunne beregne ma-

trix elementer (1,|H'(t)|¥,), hvilket igen krasver et udtryk for pertubationen V
H'(t). Det elektromagnetiske felt kan beskrlves ved potential ¢ og vektor: . .

potentlal A Hamilton operatoren for en elektron i feltet er

(2.57)

H= ———(p + A)2 - e¢. : (2.58)

I dette udtryk har vi udeladt sma korrektloner der skyldes elektronens spin3,
Hvis feltet er en superposition af plane bglger, med udbredelsesretnmg k og
polarisationsretning e, kan vi velge

#(r,t) = 0 : . : - (2.59)
’ «© . : o . .
A(r, t) = / deO(w)e (et(k'r'.j“)t"'sw) + e—t('k_-r—gt__‘+6v“,)) ,

hvor

__h Nw)_ I(w)
Ap(w) = 2w V T 2¢uwlc’

(2.60)

1 ovenstaende betegner N(w) antallet af fotoner med energi hw, V:ér det
voloumen stralingen er indeholdt i, og I(w) er intensiteten af stra.hngen :
omkrmg frekvensen w.

Den fulde Hamilton Qperator er

- - ] 1 \y X \2 | _Zez_ V |
H = H0+H (t) = 2—n;(—ZﬁV+CA) - 'ﬂ_—eo; (261)
b 2 "
- —lvh”’—e(v A+A. V)+—-A-— e
2m 2m . 4meor

*En udledning af (2.58) kan for eksempel findes i [Bransden og Joachain 1990 App.6).
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7 ‘Det givne valg af A opfylder V- A = 0 (Coulomb gauge), hvorfor

eV (AY) = (VAW A (VY SAT(VE) T (262)

“det vil sige A og’'V kommuterer. Hamilton operatoren kan da skrives som

h2 2 ihe ,e:2 :‘; 2 ;—izez
H = —%V - R—A -V4+ %A — 47I’€0’I" (263)

Vi vil antage at feltet er sd svagt, at vi kan se bort fra leddet kvadratisk i
A. I 54 fald haves Hamilton operatoren

h? ke Ze?
")=———-—A.V- .64
Ho + H'(2) 5 AV Tnegr’ (2.64)
og pertubationen er )
H'(t) = —%A V. (2.65)

Vektorpotentialet A bestdr af to led A = A, + A_, som vi behandler
separat. Forst betragtes leddet

A(r,t) = / dw Ag(w)ee’kT-wt+és) (2.66)
0
der, som det vil vise sig, giver anledning til atomets absorbtion af fotoner.

Ved direkte indsaetning i (2.55) opnas falgende udtryk for Fourier koefficien-
terne a,(t), givet at atomet var i tilstand 4 for ¢ = 0.

e [® i6 ikr
m)= - = /0 dw Ao(w)e™® (e e . Vi)
t . ,
X / dt! e'wnk=w)t’, (2.67)
0
Sandsynligheden for at atomet er i tilstand v, til tiden ¢ er derfor

o0 . R 2
/0 dw Ao(w)e™™ (i |e%Te . V|yhy)

2 e?
a0 =

t
/ dt’ ei(w,,k —w)t’
0

2
X

(2.68)
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Figur 2. 1 Funktlonen A4 sm2 At fra [Bransden og Joachain 1990].

Tidsfaktoren er

t . o 2‘ "i‘(w,.k—w)’t_l 2 .
diteilom—w'| — |7 7 72 - : 2:69) -
Jy et fons =) (269
4 - .
= : sin? (wn w)t'
(wnk hat W)2 2
Denne funktion vil, for store ¢, have en skarp spids omkring wnx —w =0, og -

naesten vaere 0 for wy, # w (se ﬁgur 2.1). Den er dermed deltafunktlonsa,gtlg,, .
og vi vil bruge approksnmatlonen :

= 4 w52 sin? (“’""2" “’)t N th(wnk —w). (2.70)
nk =~ - .. ’ . ) :

Indsat i (2.68) opnads

Ian(t)|2_27r—t/ deo(w)|<¢n| e . v|¢k>| o (21) "
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0 for et w> 0 hv11ket kun er opfyldt hvis

P3 grund af deltafunktionen kan Ja,(2)|? # 0 kun veere opfyldt hvis wnk—-w =

E, - Ek
— > 0.

Wnk =
Med vektorpotentlalet Ay, givet ved (2 66), er de eneste overgange der
kan finde sted derfor fra et energiniveau Ej, til et hgjere energiniveau E,.
Sandsynligheden for denne overgang er

ento)f = 21 (2D’ |y, e

Denne sandsynlighed er kun afhangig af feltet omkring frekvens w = wp, s&
processen indtraffer ved at atomet absorberer en foton med energi hw, =
E, ~ Ex. Da |an(t)> « t er transitionsraten for E; — E, processen tid-
suafh®ngig, og givet ved

wen - danOF _ o (-—————GA"S’“"))? (9 e - 9| vy . (213)

Te. V|¢k>| (war > 0).  (2.72)

Udtrykkene (2.72) og (2.73) er naturligvis kun approksimationer, idet ingen
rigtig sandsynlighed vokse med linesrt med tiden, da den uveergeligt vil
overstige 1.

Vi gar nu over til at betragte den led i vektorpotentialet
00 (k
A_(r,t) = / dw Ag(w)ee T —wt+és) (2.74)
0

Proceduren er som for A, og man finder at der kun er sandsynlighed forskel-
lig fra 0 for overgangen E; — E,, hvis E, er lavere end Ex. Overgangen
sker ved at atomet emitterer en foton med energi fiwy,. Dette kaldes stim-
uleret emission, da processen induceres af vekselvirkningen med stralingen.
Transitionsraten for emissionsprocessen er

wem = wied), (2.75)

Dette er en ligevaegtsbetingelse der sikrer at i et ensemble af mange hy-
drogen atomer, der alle vekselvirker med samme felt men ikke vekselvirker
indbyrdes, vil antallet af atomer der per tidsenhed foretager overgangen
E, — Ej preaecis modsvares af antallet af atomer der foretager den omvendte
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overgang F — En. Det betyder at den statistiske fordeling af tilstande er
konstant i ligevaegt.

Indtil nu har vi diskuteret absorbtion og stimuleret emission, men ifglge
kvante elektrdynamikken kan en tredje proces finde sted: spontan emission.
Spontan emission vil sige at atomet, selv i fravzer af et ydre felt, kan henfalde
fra en exciteret tilstand ¢ til en lavere tilstand v, ved emission af et foton.
Denne proces kan ikke forklares udfra Schrédinger ligningen, for hvis atomet
til tiden ¢ = 0 er i tilstand %, vil tilstanden til andre tider vzere givet ved
Pre'Brt/h | og sandsynlighedsamplituderne |a,[? er konstante. Der er derfor
ingen chance for et henfald, en maling af energien vil altid resultere i Ej.
Vi vil ikke begrunde den kvante elektrodynamiske korrektion, men blot vise
hvorledes den modificerer de allerede opnaede transitionsrater.

Hvis (2.60) indsattes i (2.73) opnis

(em) _ 7rhe2 N (w)

. V| ¢k>12 . (2.76)

Denne ligning skal modlﬁceres saledes at N(w) erstattes af N(w) + 1. Selv
ndr N(w) = 0, det vil sige i fraveer af ydre felt, vil der derfor vzere en posmv
transitions rate, givet ved : -

ngip) _ The? 1 l<¢n

cowknm? V. "kre V'¢">l ) . (2.77)

Den totale transitionsrate for spontan emission er (2.77) summet over alle
mulige foton udbredelsesretninger k og polarisationsretninger ¢, vaegtet rned ‘
tetheden af fotontilstande omkring w = wgy. '

2.3.2 Den Elektiske Dipol Moment Approksimation

Vi skal regne videre pa matrix elementerne
My = <'¢’n leik.re : V' "/)k> ’

der optrader i udtrykkene for transitionsrater. Eksponentlalfunktxonen har
en potensrakke fremstilling :

k-r
2!

e‘k'r=1-+ik-r+t + .- (2.78)

70



For hydrogeﬁ er typiske afstande og bglgetal

og dermed

T

k

~

2

~ -dd..‘z -
amc
a“mc

2h

a
kTN—z-.

h

)

Y

Det 0’te led i potensrakken er af orden 1, det fgrste af orden a/2, det andet

‘af orden q2/4 og sa videre. Da @ < 1 kan vi rimeligvis benytte

hvilket er den elektriske dipol moment approksimation. Vi opnar

Dap = —ihV er

Fra Heisenberg ligningen

o

fas
dr

dt
og dermed

Saledes opnas

or

elk-l‘ ~ 1 ,

My = (Ynle - Vigy).

ot

vnk

) im dr
VERPT T @
dA 0A ¢
o = o A
;(rHo — Hor) = —%(rHo — Hpr),
m
= Znl(rHa - Ho)lbi)
m
= Ef(Ek - En)('lpn‘rhbk)
MWy,
= A | 9
Mnk = ('(bnle : VI¢L)
= e (¥n|V|vn)
Mgy i
= 5 e-rpk.
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~»

ana 0 bctegner vmklen mellem e.0g Loy harivioe, . 0 L o
‘ \ R 21\,,u»n .»gJ%.:.';; R
n .
|Mnk| = (_h_) Irn I cos 0 (2.85)
IS ot

..
oA

NAr 'vi summer over to Tinest: uafhaengnge onentermger af polarisationer,
og midler over alle retnmger, opna,s endeligt

.‘ e | ”"_‘}\l; i “\_"1 ‘“, s 1r|2__“) ¢ (iffiq'{g RS TRRT LA 4 £) S J(.)‘\ ! !
LRI A 334 . mw .
M= —'m> ek, i b (2186)
n n . o
:-.53 Ah.:"n'.
4 SORNN : I

Vi skal nu finde et udtryk for taetheden af foton tilstande omkring frekvens

"W = wpk. Hvis volumen. V hvori stralingen er, 511}dgholdt er»kublsk .med’

51delaengde L, er de mulige bgigetal

. . 27r )
B AR N ORIy e hz,“ Ky =

ot L b B N0

“J_f' "'!J r":,--' sor v 3 J I N "
Mg, Ny OF N er:heltal menvkan; hvis: L .er tllstrakkehg stor, betra.gtes 'som
kontmuerte. Anta.lletv af tllsta.ndes indenfor:dk ='dky'dk; dk;af ‘k ér saledes

““". i1 nah ’ R o .-. p.l‘.”-‘. Igﬂu D ;:\«4 )_ n1! ,. f‘
N . ST i e "x.'»',
Pre LY, ,‘."‘l.ic'?-.' 3 1NN dn_-,_- dny dn : ) dk dk dk‘ ‘ L ini . f
e R IO PO TR PR R N A R TN : “; TR ": .“ i i '.ﬂ"f b b
i oarstiecand e Y : L -
e ! 3
Ly s kzdde (288)
21r _ o
ootk ettt NS :g‘ indy ““‘.l‘l IS IER SR PR WE R ST Y

Sazttes V=3 og k = wnk/c opnis at t theden af foton,\tnlsta,nde p(wrk)
omkring frekvens Wk, med udbredelse mdenfor rumvmklen dQ er '

~ Ot _\' ‘df Aig ki V ,2“ Yooeeatn

k
P(wnk)dQ = o Dnk dQ2.. : (2 89)
‘.‘.'-x._ Ny 6T [ R TP LRI T . )
p(wni) er uafhaenglg af udbredelsesretmng, 1det vi summer over a.lle udbre-
delsesretmnger fas oo et A e e
. Y A Wr ety V‘ ;'thq ' AR UR) Lo
\:. o “\‘; |x~._~-l\ K ‘~'=“”J~-‘>-*.~'nk*l AW . | i
' (wnk) i (‘27r)3i~c3i 99(140 3 PR VRENRLRITT S TN B T
' T w? .
: . k- )
SO B =T Ta T ‘ ‘ (2.90)

Ved indsztning af,(2.86) 0g,(2,90).i (2.77) fas at den; totale transitionsrate’

for. sponta.n emlssmn €Tt du Lyd 4. gl s . e s b B
(sp) _ 4 aud k 2 '
WP = 3=k e il?. (2.91)
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Transitionsraten for absorbtion findes ved at indsette (2.86) og (2.90) i
(2.73) og benytte (2.60). Dermed opnas

4r?
W = ol ()il (2.92)

I dipol moment approksimationen er udtrykket for W,S;m) identisk med

ovenstaende, altsa
wiem) = wie), (2.93)

2.3.3 Selektionsregler

Transitionsraterne (2.91) og (2.92) afhenger af matrix elementer ryx. Vi
vil nu analysere elementet narmere, og finde at der kun er fa tilstande 9y
og vy for hvilke rnk # 0. Hvis rpr = 0 er overgangen mellem ¥, og ¥n
forbudt, idet den tilhgrende transitionsrate er 0. Overgangen kan stadig
finde sted i hgjere ordens pertubation, men intensiteten af den tilhgrende
spektral linie vil vaere relativ svag, da den forsvinder til forste orden. Vi vil
finde af r,; # 0 kun kan vere opfyldt hvis forskellen i kvantetal mellem ;.
og ¥, antager bestemte vardier, kendt som selektionsregler.

Vi betegner egentilstande |nlmm;), det vil sige vi indicerer dem med kvan-
tetal n, l, m og m,. Matrix elementet betegnes

L} L N
Primmn/tmtmt, = (Rlmm,|r|n'l'm'mg).
Selektionsreglen for m, er nem at finde. Vi ma have
!
Cpimmn't'm'mt, =0,  for my # my, (2.94)

idet operatoren r ikke virker pa spindelen, og disse er ortogonale for m, #
m!. Den fprste selektionsregel er derfor

Amy; =m, —m, = 0. (2.95)

I det fglgende dropper vi kvantetallet m, og skriver blot |nim). Vi vil
studere matrix elementerne af r = (z, y, ), ved at betragte matrix elementer
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for koordinat operatorene z, y og z. Matrix elementerne er defineret som
integraler, der vil blive udfgrt i sfeeriske koordinater (r,8,¢). Vi har

= rsinfcos g,
= rsinfsing, (2.96)
z = rcosh, : A
og
drdydz = %r sin §dr df qu (2.97)

De sfzf,rlske koordmater har granser
0§r<oo, 0_<__057r,_05¢-§1r. (2.98)-
Egentilstandene er | | |
 Inim) = B = Ru()Yin(0,6). (299)
De sfexriske harmoniské Yim kan ékrives pa férmen
| Yim(8,9) = Pim(cos 0)e*‘m¢ (2.100)

hvor Pim, er et tilhgrende Legendne polynomium. Disse opfylder .

(+mi)+m+2)
2+ 1)(2z+3)

(l-m)(i-m=1),_
) (2l + 1)(21 1) Pl-lm+1(cos 0)

(I+m)(l+m—1)
@+ 1)l -1) .

[l=m+ 1) -m+2)
(21 +1)(21 4 3)

PI+1m+1(COS d)

sin@Pn(cosf) = \/

Pi_im-1(cos8) - (2.101)

Pl+1m 1y (COS 0)

og

_ [U+m+1(-m+1)
cos 8 Pi(cos8) = \/ (21 + 1)(21 + 3)

(I + m)(l = m)
(2 +1)(21-1)

Piim(cos8)

+

Pi_1m(cosb). (2.102) »
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Vi kan skrive egentilstandeﬁe som
]nlm) = Roi(1) Pin(cos 0)e""¢ o —(2.103) -

De indgdende funktioner er ortonormale, i den forstand at
[o o]
ABulBar)s = [ dr v Ra(r) Rt () = B,

(Pim| Pt s / d8 sin OP}, (c08 8) Pumss(cos 8) = Sy,

< eimqs, eim'¢>

2#/ dpelm' = = 5, ... (2.104)

Vi er nu rede til integrationen; forst betragtes elementet
Znlmnttm = (nlm|z|n'l'm').

Da = T cos @ gzelder

Znlmnllm! = (Rnllran'l'>r
X (szl cos eiPpmf)g (2.105)
X ime| im'p
<e le >¢
= 0, form#m, (2.106)

da integrationen over ¢ giver 0 for m # m’. For m = m’ giver den 1 og ved
brug af (2.102) fas

Zalmnll'm = <RnllTIRn’l‘>r
(.P[ml CQOSs 0!})1/,”)9
(anlT,Ran)r (2.107)

[ I +m)l —m +1)
(2! + 1)(2' + 3)

x

(Hml-l)l'+lm)0

(" +m)l -
! 2.1
+ (211 + 1)(21/ )(leIPl 1m)0 ( 08)
Dermed fas
'+ +1)(I'=m'+1 _
\/( (;7'+1)(2l'+3) L fori=1+1

Znlmnflilm = Rnl T Rnl 1y X U 4m (' —m! (2.109
Imn'l ( l | i ) i(m_l%m;l forl=1 -1 )

0 ellers
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Vi har dermed fundet at matrix elementer for z er 0, med mindre
Am=m-m'=0,

og :
Al=1-1=+1.

Vi gar nu over til at betragte matrix elementer af 2 og y. Da bade z og y
afhaenger relativt kompliceret af @ og ¢, er det nemmere at betragte linear
kombinationen _
z + iy = rsin et

pa grund af den simple afhaengighed af ¢. Hvis vi kan vise at matrix el-
ementer af z + ¢y er 0 undtagen hvis visse selektionsregler er opfyldt, ma
matrix elementer af z og y ogsa veere 0, da = og y kan skrives som linear
kombinationer af z & 7y, med mindre de samme selektionsregler er opfyldt.

Vi har
(2 £ iY)tmnmy = (nlmlr sin B |n'I'm’)
B (Rnllranl)r

(Pim|8in 8] Prms)g . (2.110)
(eim¢|ei(mil)¢)¢ '

0, form#m'%]l.

X X W

For m = m' + 1 fas, ved brug af (2.101)

(Rnllran’l’)r

(P 5in 8] Pr—1)g

(Ruilr|Ruivr)s - (2.111)

J + m)( + m+1) .
. [\/ (21, +'1)(2l' +-3) (Hrnll)l'+1m)f9

(' =m+ 1)l -m) '
\/7(211_*_ 1)(211 _ 1) (leIPl’—lm)G]

<Rnll7'|an/)r
V' 4m)(V'+m+1
Coriiars! fort=141
Comiom) gy g (2112)

0 ellers

(2: + iy)nlmjn'l’m—l

X

X

n

x



Helt tilsvarende findes af for m = m’ — 1 er

{2 = Wnimntrmer = (Ru|r|Rop)s
V=m)(l'—m+1 _
St forl=1+1
X U4m+1) (I 4m _ 2.113)
er—y. forl=1-1 (
0 ellers

Ved at kombinere resultaterne fis at z og y’s matrix elementer er 0, med
mindre
Am=m-m' = %1,

og
Al=1-1'=#1.

Hvis et matrix element samtidig er 0 for bdde z, y og 2 er det 0 for r =
(z,¥,2). Vi kan derfor kun have

Tnlmn!/'m’ # 0,

hvis
Am=m-m'=0,+1, (2.114)
Al=1-1= %1, (2.115)
Amy=my—m! =0. (2.116)

Dette er selektionreglerne i dipol moment approksimationen. (Vi kan tilfgje
den trivielle regel An = n—n' # 0, da alle overgange ma ske ved absorbtion
eller emission af et foton, og derfor ma indebare en energizndring). Kun
overgange hvor kvantetallene sndres i overenstemmelse med ovenstiende
kan finde sted. Figur 2.2 viser spektret af hydrogen. Tilstandene er indiceret
ved n og l og forbundet i overenstemmelse med reglen Al = 1, siledes at
for eksempel en p-tilstand (I = 1) kun kan @ndres til en s-tilstand (I = 0)
eller en d-tilstand (! = 2). Da energjen er udartet i {, m og m, er alle energi
niveauer forbundne pa en eller anden made. Vi vil senere se at dette ikke
er tilfeldet for helium, for omend de samme selektionsregler er gaeldende,
er helium atomet kun delvist udartet i spinnet og slet ikke i {. Helium har
derfor et rigere spektrum.
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Figur 2.2: Spektret af hydrogen, med bglgel@ngder af absorberet/emitteret
straling i Anstrém (10-1° m). Fra [Bransden og Joachain 1990).
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2.3.4 Oscillator Styrke og levetider

Af udtrykkene (2.109), (2.112) og (2.13) for matrix elementer af z og T4 iy,
kan udledes

!

. NS

Z |(nlm|r|n'l'm')|2 = m;a‘;{’—l}-(Rn;Iran'p ,2., (=0I+1). (2.117)
= 21'+ 1
Som grundlag for numerisk beregning er denne formel meget vigtig, idet
den reducerer en sum af tre-dimensionelle integraler til et en-dimensionelt
integral. Den dimensionslgse oscillator styrke defineres som

2mwy,
Satmnttm = 3£m [(nlm|x|n'I'm')|?. (2.118)

Transitionsraten for spontan emission (2.91) kan da skrives som

b 20hw?.,
Wr(;;lm)n’l'm' = mc;m Jatmartmry, (R > ’n,)- (2.119)

Vi vil droppe kvantetallet m i indiceringen af tilstande, og midler derfor
matrix elementer over forskellige m og m’. Den midlede oscillator styrke er
_ 1 I i ‘
fnln’l’ = ngi' ’Z: , Z fnlmn’l’m’ (2120)
m/=~l'm=~I
ll

_ 1 2w, ! o n2
= i mgl’m§l|(n1m|r|nlm)l ,

og ved brug af (2.117) opnas
Fotwtr = 2muwy,, max{l,l'
nin't 3h 20+1
Den midlede transitionsrate er

= (ab 20hwy, - )
o = mc; ™ fainttr, (n > n'). (2.122)

Y Rl B2, (2.121)

Midlede oscillator styrker for hydrogen, kan beregnes med det fglgende pro-
gram.

Erklzering: program HydOsc

Formal: Beregner midlede oscillator styrker for hydrogen.
Input/Output: Brugeren definerer en tilstand |nl), hvorefter programmet
beregner f, . for forskellige n’ og I'.
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{$N+}
program HydOsc;
uses QMath,crt;
var
n,n2,1,12: integer;

{$F+}

function func(r:extended):extended;

var ri,r2:extended;

begin
RadialFunc(n,l,r,r1);
RadialFunc(n2,12,r,12);
func:=r*rsr*risr2;

end; ’

{$F-}

function omega:extended;

begin ’ :
omega:=-0. StZtZ*(l/(nZ*nZ) 1/(ntn));
end;

function OscStr:extended;

var r,dri,dr2:extended;

begin
.InfInt(r,dr1,dr2,func);
dri:=omega;

r:=2%drisrsr/3;

if 1>12 then r:=l»r else r: =12tr,
r:=r/(2#1+1); '
DscStr:=r;

end; '

' procedure DoCalc;

var r,drl,dr2,osc: extended
begin
vrlte(’Input n ’)
readln(n);
vrite(’Input 1 ’);
readln(l);
writeln; .
writeln(n, CodeLetter[l] ’ tilstand’);
n2:=1; 12:=1-1;
repeat -
if 12>1+1 then begin
12:=1~1; n2:=n2+1;
end; |
if 12<0 then 12:=12+2;
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if 12<n2 then writeln(n2,codeletter(12],’ ’,0scStr);
12:=1242;

~until keypressed; . e e = : e
end;

begin
InitQMath(1,1e=6);_.
DoCalc;

end.

Tabel 2.3 angiver oscillator styrker, beregnet med Hyd0sc. Vezrdierne er i
overenstemmelse med de i litteraturen angivne verdier (for en omfattende
tabulering se [Bethe og Salpeter 1957]).

Lad os forestille os at vi har et stort ensemble af hydrogen atomer, og lad
Noi(t) betegne antallet af atomer der til tiden ¢ er i tilstand |nl). Da gzlder

n—-1n'—1
dan(t) =-Na) . W (;*g,,,, (2.123)

I_1 ll_o

det vil sige antallet af atomer der henfalder fra en tilstand er lig med an-
tallet af atomer i den pagaldende tilstand gange en sum over alle de mulige
tilstande atomet kan henfalde til, vaegtet med de respektive transitionsrater.
Fra (2.123) fas

Npy(t) = Nyt = 0)e /™, (2.124)

hvor 7, er levetiden eller halveringstiden for tilstanden |nl). Levetiden er
givet ved

n—1 n/~1 -1
n'=1 lI'=

Det fplgende program beregner transitionsrater, samt levetider.

Erklering: program HydTrans

Formal: Beregner transitionsrater og levetider for hydrogen.
Input/Output: Brugeren specificerer en tilstand |nl), hvorefter program-
met udskriver transitionsraterne fra denne tilstand til lavere tilstande, og
dens levetid.

{$N+}

program HydTrans;
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Start’ 1s 28 . 2p - 2p. 3s

Slut np .np ns nd __np_
n=1| - | =~ |-01383| - -
2] 041620 | - - - -0.04077

3 | 0.07910 | 0.43487 | 0.01359 | 0.69578 | -

4| 0.02899 | 0.10276 | 0.00304 | 0.12180 | 0.48471
5| 0.01394 |0.04193 | 0.00121 | 0.04437 | 0.12102
6 | 0.00780 | 0.02163 | 0.00062 | 0.02163 | 0.05139
7| 0.00481 | 0.01274 | 0.00036 | 0.01233 | 0.02737
8 | 0.00318 | 0.00818 | 0.00023 | 0.00776 | 0.01655
9 | 0.00222 | 0.00558 | 0.00016 | 0.00522 | 0.01086

Start 3p 3p 3d- | 3d. 45
Slut ns nd ©onp - nf S np
n=1 | -0.02637 - - - -

2]-0.14500 | - -0.41747 - -0.00913

3 - - - - -0.09675
4 0.03225 | 0.61828 | 0.01099 | 1.01752 =
5 ( 0.00743 | 0.13923 | 0.00221 | 0.15664 | 0.54415
6 | 0.00303 | 0.05614 | 0.00084 | 0.05389 | 0.13812
71 0.00158 | 0.02901 | 0.00042 | 0.02559 | 0.05965
8 | 0.00094 | 0.01721 | 0.00024 | 0.01442 | 0.03227
9

0.00061 | 0.01115 | 0.00016 | 0.00903 | 0.01980

Tabel 2.3: Midlede oscillator styrker udregnet med HydOsc.
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uses QHath}crt;-
var

ﬁ,g,32,1,12a_integet;;,Je;;;?;;;;n

{$F+}

function func(r:extended):extended;.

var ri1,r2:extended; —.:

begin . -
RadialFunc(n,1,r,F1);
RadialFunc(n2,12,r,r2);
func :=rarsrsrisr2;

end;

{8F-}

function omega:extended;
begin

omega:=-0,5+Z*Z%(1/(n2#*n2)-1/(n*n));

end;

function OscStr:exfended;

var r,dri,dr2:extended;

begin
InfInt(r,dr1,dr2, func);
dri:=omega;
r:=2%drisrsr/3;
if 1>12 then r:=1r else r:=12+r;
r:=x/(221+1);
OscStr:=r;

end;

procedure Transrate;
var r,dri1,dr2,osc,¥,Wsum:extended;
begin

write(’Input n ’);

readln(n);

wvrite(’Input 1 *);

readln(l);

writeln;

writeln(n,CodeLetter[1],’ tilstand’);

Waum:=0;
for n2:=1 to n-1 do
for 12:=0 to n2-1 do

if (1-12=1) or (1-12=-1) then begin

0Osc:=08c¢cStr;
W:=omega;
W:=abs (WsW*0s5¢*3.213003e10);

writeln(n2,codeletter{12],’ ’,W);
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Wsum:=Waum+¥W;
end;
vriteln(’Total transitionsrate =’,Wsum);
writeln(’Levetid ‘ = 1/Weun) ;
end;

begin
InitQMath(1,1e-6);
Transrate;

end. :

I tabel 2.4 er angivet transitionsrater og levetider, beregnet med HydTrans.
Levetider er af stgrrelsesorden 10~8 sekunder, og vokser med n. Helt speciel
er 2s tilstanden, der har uendelig lang levetid. Det skyldes at den eneste
lavere tilstand er 1ls, og 2s tilstanden kan derfor ikke spontant henfalde -
i overenstemmelse med selektionsreglen Al = +1. Dette resultat er kun
approksimativt korrekt, da hele vor udledning er baseret pa fgrste ordens
pertubationsregning. Gar man til hgjere orden findes andre selektionsregler,
og 2s tilstanden kan godt henfalde. Men da den forsvinder til farste orden
er transitionsraten for 2s — 1s ekstremt lav, og levetiden er fglgelig lang.
2s tilstanden har en levetid pa cirka 1/7 sekund, hvilket pa atomart plan er
meget lang tid, hvorfor tilstanden siges at vaere metastabil. '
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Start | Slut { n=1 2 4 Levetid
2s - - - - 0o
2p ns | 6.2683 - - - 0.16
3s np - 0.0632 | - - 15.83
3p ns | 1.6734 | 0.2246 - - 0.53
3d np - 0.6469 - - 1.55
4s np - 0.0258 | 0.0184 - 22.65
4p ns | 0.6822 ] 0.0967 | 0.0307 - 1.23
4p nd - - 0.0035 - -
4d np - 0.2064 | 0.0704 - 3.61
4f nd - - 0.1380 - 7.25
bs np - 0.0129 | 0.0091 | 0.0065 35.21
5p ns | 0.3439 | 0.0495 | 0.0164 | 0.0074 2.38
5p nd - - 0.0015 | 0.0019 -
5d np - 0.0943 | 0.0339 | 0.0149 6.96
5d nf - - - 0.005 -
5f nd - - 0.0454 | 0.0259 14.02
5g nf - - - 0.0426 23.49

Tabel 2.4: Transitionsrater og levetider beregnet med HydTrans. Enhederne
er 10%s~! for transitionsrater, og 10~3s for levetider.
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Kapitel 3
Heliufn Atomet

Helium atomet er, i forhold til det analytisk Igselige hydrogen atom, et langt
vanskeligere problem. Holder vi os til ionen He* er der stadig tale om et en-
elektron system, der kan behandles som hydrogen (men med Z = 2 fremfor .
Z = 1); men ellers skal vi betragte et to-elektron system, hvilket er en
veesentlig komplikation. Ingen har endnu veeret i stand til analytisk at lgse -
helium atomets Schrédinger ligning. Vi vil sgge at approksimere lbsninger til
egenverdiproblemet ved variationsregning i testrum udspaendt af produkter
af hydrogen bglgefunktioner: Grundtilstanden vil blive behandlet ‘saerskilt, .
i et testrum af Hylleraas funktioner. Overalt i kapitlet anvendées atomare
enheder. S ) ' ' '

3.1 Den Uathazngige Partikel Model

Vi skal bestemme en ikke-relativistisk Hamilton operator for helium atomet,
under antagelsen at de eneste vekselvirkninger i atomet er de fra Coulomb -
tiltrakningen /frastgdningen hidrgrende. Hamilton operatoren H =T +V

er summen af den kinetiske operator T og potential operatoren V. Lad Ro
 betegne kernens, og R, og R, de to elektroners koordinater i laboratorie
systemet. Da er den kinetiske operator

h2 '. h2. hZ .
—-WV%Q - En_zv?ﬁ - —Va,, : (3.1)

T = 5
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hvor M er kerne massen, og m er elektron massen. V er summen af Coulomb

vekselvirkningerne partiklerne imellem. Idet vi skifter fra koordinaterne

(Ro,Ri,Ry) til (R,ry,73), hvor

R = 2" (MRo + mRy + mRy), (32)
er massemidtpunktet og
r; = R; - Rg, (i=1,2) (3.3)
er den #’te elektrons koordinater relativt til kernen, fis
V=‘EZT|‘|T~ZH+F;%F?|= 2o Za (3.4)

Vi vil ogsd udtrykke T i koordinaterne (R,r1,r;). Det kan gores ved at se 7

at

M
Vg, = M ;'2va -V =V, (3.5)

og dermed

M 2 2M
Vh = (3773) VR~ g (VR Vry + Vr: Vo) + (s, + Vs, ).

M+ 2m M4+2m
(3.6)
Tilsvarende fas
m
J— A — . ) = N
Vg, M+2mVR+VT" (¢ 1,2) (3 )

og dermed

2
2m
v?z(_m*) v, ot V2, i = 1.9 )
R; M+2m +M+2 VR V'+V,.‘ (Z 1, ) (38)

Indsaettes (3.6) og (3.8) i (3.1) opnis.det gnskede udtryk for T
h? , hR? h? h?

= o2 _ Mo N AT i
T= 2(M+2m)VR 2uv" 2uv” v Ve (39)
hvor
. mM
K= m+ M’

er den reducerede masse.
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Hvis massemidtpunktet valges som origo er

2 2 2
r=-Yoz Ly B

m 1 2” r2 HV"I : .VY_'27 (3’10)

og Hamilton operatoren er

H= ——V ——V MV" -V, —E—E+E '. (311)
Vi vil ikke arbejde med denne Hamilton operator, men simplificere den. Hvis
vi antager at kernen har uendelig masse (og det er vi i nogen grad berettlget
til da M/u > 1), vil massepolarzsatzonsleddet ‘ :

B2 |
—Hvrl ‘ Vrz ’

forsvinde. Da tillige u =~ m vil vi se bort fra den reducerede masse effekt,
og erstatte u med m. Vi skal siledes arbejde med Hamilton operatoren

52

X Z 7z 1
H=~-—VI- 2
2m !

; - ." + - I ’ . ’, 3-12 .
2m 2 T2 T12 ‘ (3:12)
: hvor vi har skrevet V; for Vri | B

I forste omgang vil vi foretage en yderhgere simplificering, ved at ignorere
den indbyrdes elektron frastgdning

T12
og saledes betragte Hamilton operatoren

1., 1., Z Z

Vi vil fgrste diskutere egenveerdi problemet for denne simple Hamilton op--
erator, og ferst derefter mkludere elektron-elektron frastgdningen i vores
betragtninger. :

Schrédinger ligningen Hoy(ry,r2) = Ey(ry,r2), hvor r; = (=4, 3i, z:); separ-
erer i de to elektroners koordinater. Lgsningerne kan derfor skrives som

Y(r1,r2) = Pi(r1)tha(rs), | (3.14)
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og for at bestemme dem skal vi blot lgse ligningen

- (—%Vf “%)"‘/’i(ri) = Ei(rs), ""(i*‘:“ﬁé’)f" (3.15)

Denne ligning er imidlertid identisk med hydrogen ligningen (2.3), s& dens
lgsninger er givet ved(2:8): Egenvaerdi problemet har derfor lgsninger

() =7"‘i’inlm.('7'la b1, o} )‘I’n’l’m’(r% b2, ¢2)’ (3'16)

der er produkter at hydrogen bglgefunktioner. De tilhgrende enérginiveauer
er (sammenlign med (2.10))

, AN 1 :
Ennl = —'—2— (m + ﬁ) . (3.17)

Vi kan opskrive lgsningerne (3.16) p3 en mere hensigtsmassigt form, ved at
bemarke at Hy kommuterer med ombytningsoperatoren Pj5, og derfor har
felles egenvektorer med denne. Ombytningsoperatoren er defineret ved

Piatp(r1,r2) = 9(ry,1). (3.18)

Det kan ses ved at Hy er symmetrisk i elektron indices. Py5 er en linezer
operator med PZ = 1, det vil sige en spejling, med egenvzerdier +1. De

tilhgrende egenfunktioner kaldes henholdsvis symmetriske og antisymmetriske;

¢ De symmetriske opfylder P12t = +.

® De antisymmetriske opfylder P9 = -9,
Hamilton operatoren Hy kommuterer med spinnet S = S, +82, sd bglgefunk-
tionen kan opskrives som produktet af en separat rumdel og en separat
spindel. Indtil nu har vi kun diskuteret rumdelen. Bide rum- og spindel

kan skrives pa symmetriske og antisymmetriske former. Vi kan kombinere
de to elektroners spin p4 3 foskellige symmetriske mader

Tilz, Tl + laT2 og [1lo,

men kun pa 1 antisymmetrisk made

Tilz = L1tz
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Den totale bglgefunktion skal opfylde Pauli’s udelukkelsesprincip, ifglge hvilket

de to elektroner ikke kan vaere i samme tilstand. Det betyder at den totale

bglgefunktion ikke kan veere invariant ved ombytning af elektron indices,

det vil sige Pr2¥iotai(r1,r2) # Yrotal(r1,r2), hvorfor ¥, ikke kan veere

symmetrisk. Idet Hp og P2 kommuterer kan alle v,:0; vaelges som' enten

symmetriske eller antisymmetriske funktioner, og derfor fas at den totale
® bolgefunktion er antisymmetrisk. Vi har derfor

® Yrotat = Symmetrisk rumdel X antisymmetrisk spindel, eller -

® VYiotar =antisymmetrisk rumdel x symmetrisk spindel. '

YPtotat med symmetrisk rumdel kaldes en singlet tilstand (idet der kun er en .
antisymmetrisk spindel), men ¥,,;,; med antisymmetrisk rumdel kaldes en
triplet tilstand (idet der er tre antisymmetriske spindele).

Vi gar nu tilbage til alene at diskutere den rumlige b¢1gefunkt10ner Vi skal
danne symmetriske og amtlsymmetrlske kombmatloner af l(bsmngeme (3.16).
Disse er

1/) = % (‘I’nlm(rl)\l’n’l’m'(rZ) -'-t \I,n"l'm’(rl)\l’nlm(r2)) ’ ) (319)

hvor + er symmetrisk, — er antisymmetrisk og 1/v/2 er en normermgskon-
stant. De tilhorende energier er givet ved

) :
Ewe = =% (23 % 23)- (3.20)
Tag nu en bglgefunktion af typen (3.19) med n,n’ > 1. Ved indsatning i
(3.20) ses at E,, > Ey,» for alle n”; i en tilstand med n,n’ > 1 vil atomet
derfor kunne minimere sin potentielle energi ved at lade en elektron henfalde
til grundtilstanden, og lade den anden undshppe Dermed vil der spontant
indtraede processen

He — Het +e”.

Denne autoionisering indtraeffer meget hurtigt, sa i praksis vil der slet ikke
observeres tilstande med n,n’ > 1. De korrekte bundne tilstande er derfor
af formen

Prima =,. _%.(wloo(rl)wnlm(lv) * Ui (r1)¥a00(r2)) | (3.21)
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og har enefgi - .

| ,:_ - E"z_‘_g_ (1 + ',?E) . ,~_l (3-22)

Bemaerk specielt at grundtilstanden ®;00 = ¥100(r1)¥100(r2), nédvendigvis
ma vaere symmetrisk, mens alle andre tilstande findes i savel en symmetrisk

som en antisymmetrisk udgave. Med (3.21) og (3.22) eéregenvardi problemet
Hoyp = Ev lgst (for bundne tilstande). ‘

Den indtil videre benyttede model af helium atomet kaldes den uafhengige
partikel model, idet vi har ignoreret vekselvirkningen elektronerne imellem.
Vi kan bruge den samme model pa andre fler-elektron atomer, og i alle
tilfeelde fas at lgsningerne er symmetriske og antisymmetriske kombinationer
af produkter af hydrogen bglgefunktioner. Modellen kan kvalitativt forklare
visse traek ved atomer, for eksempel atomers skalstruktur, men giver generelt
darlige kvantitative resultater. For helium grundtilstanden fas for eksem-
pel E; = —4 mens den eksperimentelle vaerdi er —2.9035, sa resultatet er
temmelig darligt. .

3.2 Den Reviderede Model

Vi opnér en langt mere realistisk model af helium atomet ved at inklud-

ere elektronernes indbyrdes frastgdning, sa vi vil introducere en revideret
Hamilton operator

1 1 1 Z Z 1

H=Hy+ —=-_Vi--Vi-—-— 4 — 3.23

0+T12 2 ! 2 2 T1 7‘2+’I‘12’ ( )

hvor 71, betegner elektronernes indbyrdes afstand. Denne Hamilton opera-

tor er meget teet pa den ‘sande’ Hamilton operator, s dens egenvaerdier er

praktisk taget identiske med det virkelige helium atoms energiniveauer. I

resten af kapitlet arbejder vi derfor udelukkende med Hamilton operatoren

H.

Schrédinger ligningen vil, med den reviderede Hamilton operator H, ikke
lngere separere i elektron indices, og bliver sa vanskelig at ingen endnu har
veeret istand til at angive lgsningerne analytisk. Approksimationer og/eller
numeriske metoder er pakraevede! Der er grundleggende 3 mader hvormed
problemet kan angribes
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e Hartree-Fock modellen,
o Pertubationsregning,

e Den variationelle metode.

Det fplgende er en kort gennemgang af disse metoder, i den relevante sam-
menhaeng

3.2.1 Hartree-Fock Modellen "

I Hamilton Qpef:itoreh optr.aeder potentialet. ,
.z z 1 -
V(ry,r ,'r =—— - — 4+ —. _ o 3.24
(rm2 12) n T2 T12 ( )
Vi kunne gnske at det kunne skrives som V = Vi(r)+ Vg(rg) da Schrodmger
ligningen i s fald separerer i to sfaerisk symmetriske ligninger; dette forhin-
dres imidlertid af 1/ T12- leddet Vi kan imidlertid forestille os at elektronernes

‘indbyrdes frast¢dn1ng, set over tid, vil presse dem lige meget i alle retninger,

sa vi kan skrive

(V) =W(r)+ V2(7'2), ' (3. 25)

og derefter l¢se et mldlet’ problem Funktxonerne Vi skal opfylde f¢lgende '
grzensebetmgelser :

- Z[r; forr; = 0
Vi(ri) —» { (Z~1)/r; for ri = oo (3.26)
svarende til at en elektron meget taet pa kernen kun fgler kernens tiltreekning,
og at en clektron meget fiernt fra kernén fgler kernens tiltrakning, skarmet
af den anden elektrons frastgdning. Imellem disse graenser er der imidlertid
et bredt spillerum for V;, hvis pracise form dermed er uklar. Typisk udfgres’
der variationsregning, med forskellige V; opfyldende gransebetingelserne.

En alternativ strategi, baseret pa samme idé, er at udvikle 1/72 i en sfeerisk
symmetrisk del og et restled. Herefter kan man inkludere den sfeerisk sym-
metriske del i Hamilton operatoren, lgse Schrodinger ligningen, og udfra
lgsningerne lave pertubationsregning pa restleddet. -
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3.2.2 Pertubationsregning

Vi-kan-skrive Hamilton operatoren pa formen

1
H = HO + —,
= T2

hvor Hp er Hamilton operatoren-for den uafhangige partikel model. Vi
kendér allerede Igsningerne til det ‘upertuberede’ problem Ho®pim+ = E®pims,
og kan bruge disse til at vurdere effekten af ‘pertubationen’ 1/r;;. Fgrste
ordens energi korrektionen er

1
T12

Egzn:'c = <@nlmi inm:i:) B (3.‘27)

det vil sige at den er diagonal elementer i matricen [1/72].

Man ma imidlertid ggre sig klart 1/ry2 ikke er en sand pertubation, idet
dens effekt i Hamilton operatoren er stgrre end blot at indebare en lille

bationsregningen ikke er formelt opfyldt, og man skal vaere varsom med at
forvente for meget af metoden. For eksempel er den ‘upertuberede’ grundtil-
standsenergi for Hp

2
—%(1-{-1—12):—4, (med Z = 2)
mens den ‘pertuberede’ grundtilstandsenergi for Ho+ 1/712 ma veere tat pa
den eksperimentelle vaerdi —2.9035. Alene det relative store spring mellem
disse tal, viser at betingelserne for pertubationsregning ikke er tilstede. Per-
tubationsregning kan stadig bruges til estimater, men kun med relativ lav
preecision.

Fremover vil vi derfor ikke betegne 1/ri; som en ‘pertubation’, men kalde
det en korrektion og kalde Hy for den ukorrigerede Hamilton operator.

3.2.3 Variationsmetoden

Den variationelle metode kan med stor succes anvendes pi helium atomet.
Det naturlige valg af testfunktioner er de ortonormale lgsninger til den
uafhengige partikel model. Vi skal fgrst bestemme Hamilton operatorens
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matrix fremstilling i denne basis. Da Hamilton operatoren er H = Ho+ H' er
den summen af to matricer, [Ho] og [H']. Den fgrste matrix, [Ho), er ganske
simpel idet den, med den- valgte base, er en diagonalmatrix med de ukor-
rigerede energiniveauer som diagonal elementer. Vi skal derfor kun beregne
matricen [H'], hvis diagonal elementer netop er dem der ogsa optrader i
pertubationsregningen, s vi kan genbruge vores resultater. Det er ganske
bekvemt, da den alt overvejende del af beregningsbyrden ligger i at udregne .

matrix elementer. Nar fgrst matricen numerisk er bestemt kan pertubations.

og variationsregningen gennemfﬂres pa mindre end et par sekunder (med for
eksempel en 30 x 30 matrix).

I det fglgende skal vi beregne helium atomets energi niveauer ved brug af
variationsregning og pertubationsregning. Vi vil ikke benytte Hartree-Fock
modellen; den er kun omtalt da den er stor betydning for analyse af tungere
atomer, hvor beregningen af matrix elementer bliver vanskeligere. Vor forste
opgave er at finde en hensxgtsmzesslg made hvorpa vi kan bestemme matrix
elementerne H;;. :

3.3 Matrix Elementerne

At beregne elementerne (1/ry,);; er ikke trivielt: Elementerne er defineret
som integraler, hvis rumdel er et 6-dimensionelt integral, endda over et uen:
deligt domaene (da rumkoordinaterne er ubegrensede). Generelt galder
at hvis et 1-dimenensionelt integral kraever n funktionsevalueringer, vil et
6-dimensionalt kraeve n® evalueringer. Hvis integralet skal udfgres med
acceptabel precision, og vi integrerer alt andet end de simpleste funk-
tioner, m& vi forvente n > 40, s& hver eneste matrix element kraever mindst
408 = 4.096.000.000 (over 4 milliarder!) funktionsevalueringer. Oven i det
kommer s8 at funktionerne er krzevende at evaluere, idet de essentielt er pro-
dukter af hydrogen bglgefunktioner, der igen er sammensat af andre funk- .
tioner, sasom eksponential funktionen og tilhgrende Laguerre og Legendre
polynomier. Hver eneste evaluering, kraever derfor udfgrelsen af mange ele-
mentzaere regneoperationer. Pa en moderne mikrocomputer kan integralerne
godt udfgres, men beregningstiden vil blive helt urimelig lang, s i praksis er
det udlukket. Laeg hertil at vi ‘kun’ studerer et to-elektron problem, og at
dimensionaliteten vokser med antallet af elektroner. Fglgen af disse betragt-
ninger mi vare at ingen ligefrem og usofistikeret numerisk behandling af et
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kvantemekanisk problem, kan erstatte en foregiende omhyggelig matematisk
analyse. Man kan ikke bare putte problemet ind i en computer, og sd tro at
den tryller nogle tal freni. Problemet m4 farst udsattes for papir og blyant,

sa det kan bringes pa en form der er tilgengelig for numerisk behandling.
Norma’lt kan man, udfra symmetribetragtninger argumentere for at mange
rent faktisk skal beregnes, saenker det ikke dimensionaliteten af de resterende
elementer. Det kan ofte gpres ved at omskrive Hamilton operatoren, til en
form der serlig nemt lader sig integrere med det givne valg af testfunktioner.

Vor konkrete opgave er at beregne matrix formen af korrektionen 1/ryq, i
basen af testfunktioner

L ]

®pim(r1,r2) = "\/‘i(wlm(rl)wnlm(rz) £ Yaim(r1)¥100(r2)- (3.28)
Vi skal specielt huske at den ukorrigerede grundtllsta,nd kun findes i sym-
metrisk udgave, og er givet ved

®100+(r1,r2) = ¥100(r1)¥100(r2), (3.29)

s& i det tilfeelde skal normeringskonstanten 1/4/2 erstattes af 1/2. I den
folgende generelle udledning regnes med 1/4/2; senere vises hvordan man
renormaliserer nar grundtilstanden er involveret.

Fegrst en simpel symmetribetragtning: Vi har allerede set at den upertu-
berede Hamilton operator Hy kommuterer med ombytningsoperatoren Pj2;
det samme er tilfeldet for korrektionen, da 7y, = 791, sa egentilstandene
vil stadig vaere symmetriske og antisymmetriske. Det betyder at alle matrix
elementer af formen (®nim+|1/712|®nirmes) er 0, da vi i det tilfaelde arbejder
med en antisymmetrisk funktion, hvorfor integration over den ene elektrons
koordinater netop udligner integration over den andens. Denne observation
betyder en halvering af antallet af elementer der skal beregnes.

Rumdelen af matrix elementerne kan skrives som
1
Lo,
1
3 [ drs (Bioo(r))¥im(r2) & Wi (r1) Violr2)) -

<q>nlm 12
1
5 /drl dry (P100(r1) ¥nirm(re) £ Yanmi(ra)¥roo(re)) P
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L2y

i

3 [ 41 drs — [[Br0n(r0 ) Wi (42 Tt (52)

+ |¥i00(r2)|*¥ nzm(l‘l)‘l’n'um'(l‘l)
£ Wioo(r1)¥nrms (£1)¥100(r2) ¥ pm(r2) . ,
+  Wloo(r2)¥nnm(r2)¥100(r1) ¥y, (r1)], C (3.30)
11
<inm
T

— P n'm I>
12

/ dry dr2—|wm(rl)|2 () Wimi(12) (3:31)

og dermed

£ [dry dra - Wioo(r1) B (1) U100(K2) Ui (52).

Det forste led i ovenstaende kaldes det direkte integral, og betegnes J, mens . -

det andet kaldes ombytnmgsmtegralet og betegnes K I det fplgende benyt- -
ter vi omskrivningen

ad L T | T .
i = E Z 2[4+ 1 (f ;24.1 ),lm(01,¢l)}/}m(027¢2)a . (332)

hvor r¢ = min{ry,r2} og r» = max{ry,r2}. Omskrivningen kraever en hel
del regneri og udnyttelse af specielle egenskaber ved sfaeriske harmomske et

bevis kan findes i [Bransden og Joacha,m 1990].

Vi a,rbejder videre med det direkte mtegra.l og ombytmngsmtegra.let hver for
sig. .

| 1 . o
J = /dl'l dry EI‘Illoo(rl)|2Wnlm(r2)wn'l'm’(r2)

/dr2 T%Rn[(’I‘Q)R p(rs)

r )l'l
S 5 i fan r%Rm(m)——ﬁ, _
III_O "-— III I” + 1 )l + 1

/dmY,umu(ol,m)Yo%(ol,m) N € £

/dﬂz Yingn (82, 62)Y i (02, $2)Yim: (62, $2).

I

X

X

X
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Lad os betragte integrationen over den fgrste elektrons anguleere koordinater
1 = (01, ¢1). Idet vi erindrer at Yoo = 1/v/4r er en konstant funktion, ses -
at R - . - — ——;'r;;iv— - M T T T T

. 1, | 1
/d91 Yyiimn (01, 81)YR(01,61) = ﬁ(yl"mﬂ}’m)n = ﬁ&"o, (3.34)

hvori der er benyttet at sfeeriske harmoniske ‘er ortonormale. Alle led i
dobbelsummen over ” .og m” er dermed 0, undtagen leddet for I = 0 (og
dermed m"” = 0). For dette led kan vi nemt evaluere det andet angulare
integral; det giver simpelthen

1 _ ) 1/VAr forl=U'm=m'
Dermed fis at det direkte integral opfylder
J =0, for I # 1" eller m # m'. (3.36)
Forli=Ulogm=m'er |
2 o 2p2 1
J = /0 dry 12 Ri(r2) Ryi(73) /0 dry 73 Ro(r1) - (3.37)
>

It

o0 1 r2 o0
/0 dry Rei(r2)Rpn(rs) [E/O dry rfRfo(rl) + / drq rlRfo(rl )] .
r2

De indre integraler kan udfgres; fra Appendix A har vi

_ 3/2
Ryo(r) = 2 (Z ) e~ /a0, (3.38)

ag

og ved at benytte integrationsreglerne

’/:ce"z dz = e%* [£ - i}
a a?

2
2 _az — az | T 2z 2
/:z:e dr = e [Tz-—a_2+$}’ (3.39)
opnas
oo 27 VAL
J =/0 dr rRui(r)Rpn(r) [l — e~%2r/a0 (1 + -(—l——)] , (3.40)
0

97




for | = I’ og m = m’. Der er principelt intet til hinder for at udfgre dette
integral. Med det explicitte udtryk for Ry fra kapitel 2, ses at vi blot skal
integrere funktioner af typen r*e=%" for heltallige & og reelle r, og det kan
gores. Vi stiller os imidlertid tilfredse med det opnede resultat, der hurtigt
og effektivt kan evalueres af InfInt integrations proceduren, og gar i stedet
over til at analysere ombytnmgsmtegralet K.

Vi har
1 * ) »
K = /dn dl’g E‘I’loo(l'l)'I’n/ym/(rl)\I‘loo(rz)‘l’nlm(rg)

o= /d?‘l TleO(rl)Rn'l’(Tl) E

" : I
(r<)

" z;om,; o 21" +1 / ar: R“’(”)R"’(TZ) r (r>)+1

X /dQ] Y[;mu(al,(ﬁl)},l’m’(ol_a‘wbl)

/ A9 Y2 (02, 62)Y i (02, b3). (3.41)

Ved igen at benytte ortonormalitet af sfeeriske harmoniske, ses at det fgrste
anguleere integral er 0, undtagen for’ I'=10" og m" = m", og det andet er
0, undtagen for [ = I" og m = m" Betmgelsen for at begge samtldng er
foskelhge fra 0, er derfor I = og m = m/, sa vi har

E=0, for [#0 eller m#m, L (342)
og vi finder
K= gt a0 Rt [ Ruo(ra) Ruatra) U (r<)
, 21+1 ! RS L
- (3.43)

for | =" og m = m/. For at kunne evaluere K med InfInt proceduren, ma
vi udfgre det indre integral ved at indsatte udtrykket for radialfunktionen. .
Principelt er dette ikke vanskeligt, men man skal absolut holde tungen lige
i munden. Vi sparer laseren for mellemregningerne og opskriver det ikke
specielt tiltalende facit.

ko= i (2)7](22) em e e ) (zz)'
T2l 41 \ag/ nao 2n nag
‘ .
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. o 7
’ Z ?kﬂ nr = k)21 41+ K)IK! (no) / dr r* Rao(r) Ruvi(r)

) 2!+k+2 ' (21 + k +2),,.2l+k+2 -1
(n+1)Z/nao ((n+1)Z/nag)?"

<2+ k + 2)! ) G k¥t
((n +1)Z/nao)™%3 ) = " \(n+ )Z/nao

etk (k1) )]
((n + 1)Z/nap)? ((n +1)Z/nao)* + 2

1 (204 k +2)! |
i ((n + 1)Z/nao)2'+’°+3]

« [-(n+1)Zr/nao[ 1

S

+

(3.44)

Endelig skal vi huske at for n = 1 eller »’ = 1 har vi brugt en forkert
normering (1/v/2 istedet for 1/2), s& i det tilfzlde skal J og K divideres
med v/2; hvis bide n = 1 og n/ = 1 skal vi dividere med 2. :

Vi kan allerede nu drage vewsentlige konklusioner. Da Hp allerede er pa
diagonalform, og med resultaterne for J og K i baghinden, er det tydeligt
at for | # I’ eller m # m/, glder

1

(inmlﬂlgn'l'm’) = <inm ;2' n'l’m’> =0. (34‘5)

Hamilton operatoren indeholder derfor ingen krydselementer, idet den ikke
forbinder tilstande med forskellige vaerdier af [ eller m. Vi har medt situatio-
nen for, da vi diskuterede operatorene 1/r, 1/7% og 1/r3 i rummet udspaendt
af hydrogen bglgefunktioner. At disse operatorer ikke har krydselementer
er oplagt, for det er radiale operatorer der ikke virker p3 bglgefunktionernes
anguleere del, og disse er indbyrdes ortogonale for [ # I eller m # m'.
Operatoren 1/ry; er imidlertid ikke radial (ingen fremstilling pa formen
1/r12 = f(r1,72) er mulig), si resultatet er ikke oplagt. Vi kan nu som
tidligere henlaegge de videre betragtninger til en raekke blokmatricer, karak-
teriseret ved faste vaerdier af [ og m. Det betyder at istedet for at energi
egentilstandene er af den generelle form

oo n-—1

¢ Z Z Z anlm nim> (346)

n=1 [=0 m=-|
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antager de den simple form
o~ :
= Z aninm’ . (3'47)

det vil sige de er hnea,rkombmatloner af ukorngerede egentilstande med iden-
tiske veerdier af ! og m. De er derfor ogsa egenfunktloner for L? og L., som
saledes kommuterer med Hamilton operatoren. Kvanteta.llene logm bevarer '
deres tidligere betydnmg, 1det der gzlder

Lzénlm I(l + 1)ﬁ'zq)nlm . . (348)
‘Lzénlm = _thNIma

De egentilstande vi finder, er derfor samtidige egentilstande for'H, L?, L, og,
som tidligere vist, P1;. Vikan desuden bemzrke at da J og K er uaﬂlaenglge '
af m, ma energlspektret vaere udartet im. .

Da ovenstiende raesonnement er uhyre vigtigt vil vi understrege det med et
eksempel. Lad os derfor bestemme matricen [1/71;] i testrummet udspaendt

afl , . . '
{®100+> 200+, P2104, 3104, ‘1’216-7., ®310-, P21-14, P11+ 1y

(i den raekkefglge). Idet krydselementerne mellem tilstande af forskellig sym- -

_metri, eller forskellige veerdier af | eller m, er 0, m4 (1/ r12). vere af formen

an a1z 0 0 0. 0 0 - 0
a1 Q29 0 . 0 0 0. 0. 0
0 0 by b2 O 0 0 0
1] 0 0 by by 0 0 0 0
| [T;] 10 00 0 en e O 0
a 0 0 0 0 €21 €22 0 0
0 0 0 0 0 0 dyy dig
0 0 0 0

\
Lad A, B C og D betegne 2 X 2 matricerne med elementer aij, bij, cij og
di;. A, B, C og D er de-tidligere omtalte reducerede blokmatricer, med
fast |, m og symmetri. Da elementer er uathzngige af m, ma ngdvendigvis
B = D. Derimod har vi ikke B = C, for omend de har samme { og m, er
de af forskellig symmetri; saledes at B’s elementer er summen af, mens C’s

er differensen mellem forskellige J og K integraler. Nu er det jo ikke som
sadan [1/7y2] vi er interessede i, men derimod den fulde Hamilton operator

0 0 dyn dy )
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[H]. For at finde den skal vi addere (1/r12] med den allerede kendte diagonal
matrix [Ho}, sd [H] er af samme grundlaggende form, og egenvektorene og

~egenvrdierne er simpelthen blokmatricernes egenvektorer og egenvzerdier.

Blokmatricernes elementer er givet ved 6-dimensionelle komplekse integraler,

" men ved omskrivningen til J og K blev de reduceret til en-dimensionelle

integraler; en uvurderlig reduktion! Af udtrykkene for J og K ses desuden
at de er reelle, s& vi skal kun arbejde med reelle matricer. Som nzevnt i
diskussionen af diagonaliserings algoritmer, er det ikke svaerere at operere
pa komplekse matricer, fremfor reelle, meén det er mere tidskrzvende, sd vi
noterer det med glede. Endelig ved vi at H er hermitesk, H; = Hj;, og
dermed i vores (reelle) tilfelde H,; = Hj;, sa blokmatricerne er symmetriske
hvorfor vi ikke behgver at beregne ‘alle elementer.

For vi gar over til beregningen af matrix elementerne, et par ord om nota-
tion. I indiceringen af egentilstande undertrykkes m. Vardien af [ angives
som tidligere med et bogstav, s for I = 0, p for | = 1 og sa videre. Energi
kvantetallet n defineres, for en givet veerdi af [, sdledes at det laveste en-
ergi niveau har n = [ + 1, det nastlaveste n = ! + 2 og si videre. Endelig
angives tilstandens symmetri med et gvre index, for symmetriske tilstande
1 (for singlet), og for antisymmetriske 3 (for triplet). Saledes angiver 23p
det laveste antisymmetriske energi niveau med | = 1. Hvis det af sam-
menhaengen fremgar at vi betragter tilstande med bestemt [ eller symmetri,
undertrykkes det tilhgrende index. Nar vi arbejde med en bestemt blokma-
trix behgver vi kun n, og vi har derfor en naturlig ordning af basis funktioner.

3.3.1 Numerisk Beregning af Elementer

Det er hensigtsmaessigt at lade variationsregningen udferes af to program-
mer; et der automatisk beregner J og K integraler for en specificeret blokma-
trix og lagrer data pa disk, og et der indlaser data og udfra disse bestemmer
Hamilton operatorens egenvaerdier. Det fglgende er et program til beregning
af J og K integralerne. Implementeringen volder ingen sarlige problemer,
det mest halsbrakkende er beregningen af det ubehagelige udtryk (3.44) for
K.

Erklaering: program JKMatrix
Formal: Beregner J og K integralerne for en specificeret blokmatrix. Data
lagres pa disk og kan senere benyttes til ved variationsregning at approksimere
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helium atomets energi niveauer.

Input/Output: Brugeren specificerer vaerdien af !/, og den maksimale
verdi N af n, hvorefter programmet bestemmer integralerne for n,n’ =
l+1,...,N. Brugeren navngiver en output fil, i hvilken data lagres. Out-
put filen tildeles ekstensionen mat (for matrix).

Bemzrkninger: Data lagres i et specielt format jkentry, der er defineret
i QMath enheden. ' '

{3N+}

. program JKMatrix;

uses crt,QMath;

var o
out: file;
outname: string;
JK: jkentry;
nmin,nmax: integer;

{$F+}
function funci(r: extended): extended;
var rl1,r2: extended; '

‘begin

if 2#Z#r>1400 then func1:=0.0 else begin
-RadialFunc(ni,l,r,r1);
RadialFunc(n2,1,r,r2); .
funci:=r*ri*r2«(i-expo(-2#Z*r/a0)*(1+Z+r/a0));
end; )
end;

{$F-}

procedure Calcfunc2(r:extended; var res:extended);
var ’ ‘
t,u,sum,ds,dsl,ds2,sc,dr: extended;
i,k: integer; '
utab,rtab,ttab: array[0..100] of extended;
begin :
rtab[0]:=1;
for i:=1 to ni1+1+1 do rtab[i]:=r*rtabf[i-1];
u:=2+Z/(n1*a0); ’
utab[0]:=1;
for i:=1 to 3 do utab[i]:=utabl[i-1]*u;
for i:=4 to nil-1 do utab[i]:=usutab[i-1];
t:=(ni+1)*Z/(ni*al);

ttab[0] :=1;
for i:=1 to ni+1+2 do ttab[i]):=tsttab[i-1];
sum:=0;

for k:=0 to ni1-1-1 do begin
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sc:=utab(k]/(fac[ni-1-1-k]sfac[2¢1+1+k]*fac[k]);
if not(odd(k)). then sc:=-ac;
dsl:=0; ) ) L L
for i:=1 to 2#1+k+3 do
dsi:=dsi+fac[2¢1+k+2]srtab[2*1+k+3~i]
/(ttab[i)efac[2*1+k+3-i]);
_ ds2:=0; . - =
for i:=1 to k+2 do
d52'ﬂds2+fac[k+1]#rtab[k+2-1]/(ttab[i]*fac[k+2-1]),
ds:=2#ds1/rtab[1+1]-2+ds2¢rtabl1];
sum:=sum-sc*2¢fac [2s1+k+2] /(xtab[1+1]*ttab[2#1+k+3]);
sum:=gum+sc*expo(-t*r)=ds;
end; i
sum: =sum*utab[1]*sqrt(fac[ni-1-1)*fac[n1+1]);
sum: =sum*sqrt(0.5);
sum: =sum*sqrt (utab[3]);
sum:=sum*sqrt(1/n1);
sum: =sumsZ*ZsZ/ (a0*a0*a0) ;
sum:=sums2¢exp(-Z*r/a0);
RadialFunc(n2,1,r,dr);-
Sum:=sum*rsr*dr;
res:=sum/(2%1+1);
end;

{$F+}
function func2(r:extended):extended;
var res: extended;
begin
if r>0 then begin
Calcfunc2(r,res);
func2:=res;
end else func2:=0;
end;
{$F-}

procedure StartUp;
var
txt: text;
tt: string;
c¢: char;
begin
clrscr;
write(’Indtast 1 ’);
readiln(l);
nmin:=1+1;
write('Indtast det maksimale n ’);
readln(nmax) ;
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write(’Indtast output filnawvn °’

)

readln(outname); outname:=outname+’.mat’;

assign(out,outnane) ;
revrite(out,sizeof (JKEntry));
clrscr;

end;

procedure MakeJKTable;
var
d1,d2,scale: extended;
i,j,h,k,p,q: integer;

begin
vriteln(’J-K MATRIX TABULATOR’)
writeln; ‘
h:=0; k:=0; p:=0; q:=0;
i:=0; j:=0; '

for ni:=nmin to nmax do
for n2:=1+1 to nl do i:=i+2;
write(CodelLetter[1],’-tilstande
write(’, 2 = 7,Z,’, tolerance
gotoxy(1,9); write(’Integraler:
gotoxy(30,9); write(’0K’);
gotoxy(40,9); writeln(’Fejl’);
write(’Ekstrapolationer:’);
gotoxy(30,10); write(’0K’);
gotoxy(40,10); write(’Fejl’);-
for nil:=nmin to nmax do
for n2:=1+1 to ni1 do begin
JK.nn1:=n1; JK.nn2:=n2; JK.1ll
InfInt(JK.j,d1,d2,funcl);
if di<tol then h:=h+1 else p:
if d2<tol then k:=k+1 else q:
InfInt(JK.k,d1,d2,func2);
if di<tol then h:=h+1 else p:
if d2<tol then k:=k+1 else q:
if ni=1 then scale:=0.5

, no=.7.1+41,°,...,%, nmax);
= ’.tol);

')

i=1;

=P41;‘
§q+1;

=P+1 s
-q+1;

else if n2=1 then scale:=1/sqrt(2)

else scale:=1;
JK.j:=scale*JK.j;
JK.k:=scale*JK.k;
blockwrite(out,JK,1);
ji=j+2; o
gotoxy(26,9); write(h);
gotoxy(36,9); write(p);
gotoxy(26,10); write(k);
gotoxy(36,10); write(q);
gotoxy(1,7);
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wvriteln(’Beregnet ’,j,’ af ’,i);
end; ’

_____close(out); . s . ol

gotoxy(1,12); o
writeln(’Beregning afsluttet. Data gemt som "’,outname,’"’);
end;

begin
InitQMath(2,1e-8);
‘Startup;
MakeJKTable;

end.

{$N-}

3.3.2 Variations og Pertubationsregning

Med JKMatrix programmets output kan vi nemt opstille og analysere Hamil-
ton operatorens matrix reprasentation. @nsker vi at arbejde med singlet
tilstande er matrix elementerne summen af J og K integraler, og for triplet
tilstande er det differensen af J og K integraler. Endelig skal vi naturligvis
huske at addere med den ukorrigerede Hamilton operator Hp, men den er jo
blot repraesenteret ved en diagonal matrix, med — —Z,;(l +1/n?) som diagonal
elementer. Udover at udfgre variationsregning ved at diagonalisere matricen,
kan vi passende samtidig benytte lejligheden til at lave pertubationsregning;
forste ordens pertubationsenergien er jo blot Hamilton matricens diagonal
elementer. I det fglgende program specificerer brugeren en af JKMatrix
programmets output filer, der da benyttes til konstruktion af Hamilton ma-
tricen, og afggrer om der skal arbejdes med singlet eller triplet tilstande,
altsd med symmetriske eller antisymmetriske (rumdele af) bglgefunktioner.
Programmet approksimerer dernaest energi niveauerne med forste ordens
pertubationsregning og variationsregning.

Erkeering: program EigenVal

Formal: Approksimerer helium atomets energi niveauer ved variationsreg-
ning og farste ordens pertubationsregning.

Input/Output: Programmet indlzeser en data fil produceret af JKMatrix
programmet. Brugeren angiver om der skal regnes med singlet eller triplet
tilstande; programmet udskriver approksimationer til energien.

{$N+}
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{$M 65000,0,400000}
program EigenVal;
uses QMath,crt;
var

H: Matrix;

8,nn: integer;

procedure’HakeHamiltonian;'

var
£: file;
c: char;

inname: string;
n,i,j,nmax: integer; .
JK: array[1..528] of jkentry;
begin
vrite(’Indtast input f£il navm ’);
readln(inname);
assign(f,inname+’.mat’);
reset (f,sizeof (JKEntry));
1:=0; :
while not eof(f) do. begln
i:=i+1;
blockread(f, JK[l] 1;
end;
close(f);
nmax:=0;
1:=JK{1].11;
for j:=1 to i do
if JK(j].nni>nmax then nmax: =JKEJ] nn1
writeln(CodeLetter([1], ’-tllstande. ns
’,141,,...,°,nmax,’.?%); .
vrite(’Singlet eller trlplet tilstande (S/T) 77,88);
c:=readkey; o
if upcase(c)='T’ then s: =1 else 8: =1;
n:=0; nn:=nmax-1; i
for i:=1 to nn do
for j:=1 to i do begin
n:=n+1;
H(i, j]:=JK[n].j+stJK[n].k'
end;
for i:=1 to nn do H[i,i):=H[i,i]-2- 2/((1+1)*(1+1))
for i:=1 to nn-1 do
for j:=i+1 to nn do H[i,jl:=H[j,il;
if (1=0) and (s=-1) then begin
for i:=1 to nn-1 do
for j:=1 to nn-1 do H[i,j]: =H[1+1.J+1].
nn:=nn-1;
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end;
end;

" procedure FindEigenvalues;

‘var _—
d,e,p: vector;
idx: intvec; _

- i,j: integer;

begin ;:'
for i:=1 to mn do p[i):=H[i,il;
tred2(H,nn,d,e);
tqli(d,e,nn,H);
InsertSort(d,nn,idx);
ClxScr; -
if 8=1 then writeln(’Singlet tilstande’)
else writeln(’Triplet tilstande’); _
writeln(’ Variationsregning: Pertubationsregning:’);
j=1;
if (1=0) and(s=-1) then j:=1;
for i:=1 to nn do .
writeln(i+j:4,CodeLetter(1],’ ’,d[idx[il],’ LpliDd;

end;

begin
InitQMath(2, ie-8);
MakeHamiltonian;
FindEigenvalues;
end.

3.4 Resultater

Vi vil nu sammenligne de af JKMatrix og Eigenval programmerne bereg-
nede energi niveauer, med de eksperimentelt fundne. Tabel 3.1 viser de
eksperimentelle veerdier, de af programmerne fundne og deres indbyrdes
afvigelse i promille. Af bekvemmelighedshensyn har vi udeladt det negative
fortegn pa energien. * angiver om det er en singlet tilstand (+), eller en
triplet tilstand (-).

I forste omgang betragter vi kun de eksperimentelle vaerdier!. Der er to
pointer vi vil fremhaeve; for det fgrste at triplet tilstande altid er af lavere
energi end de tilhgrende singlet tilstande, og for det andet at energien, med

!De opgivne vardier er udregnet pi basis af spektroskopiske data i [Gray (red.) 1972].
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nlt 1s+ 25+ 3s+ 4s+. |  bs+ 6s+ Ts+

Eks. [ 2.90355 | 2.14597 | 2.06123 | 2.03354 | 2.02112 | 2.01451 | 2.01057
Var. | 2.85499 | 2.13766 | 2.05914 | 2.03273 | 2.02075 | 2.01432 | 2.01048
Afv. | 17.01 3.89 1.01 0.40 0.18 0.09 | 0.04

Per. | 2.75000 | 2.10219 | 2.03039 | 2.01290 | 2.00664 | 2.00386 | 2.00244
Afv. | 55.84 | 20.83 15.19 | 10.25 7.22 5.31 4.06

nl+ 2p+ 3p+ 4p+ Sp+ 6p+ Tp+

Eks. | 2.12380 | 2.05512 | 2.03105 | 2.01988 | 2.01381 | 2.01014

Var. | 2.12069 | 2.05406 | 2.03059 | 2.01966 | 2.01369 | 2.01008

Afv. | 147 0.52 .0.23 0.11 0.06 0.03

nl+ 3d+ 4d+ 5d+ 6d+ Td+

Eks. | 2.05557 | 2.03123 | 2.01996 | 2.01384 | 2.01016

Var. | 2.05549 | 2.03121 | 2.01998 | 2.01387 | 2.01019

Afv. | 0.04 0.01 -0.01 | -0.01 -0.01

nl+ 4f+ 5f+

Eks. | 2.03120 | 2.01995

Var. | 2.03125 | 2.02000

Afv. | -0.02 | -0.02 :

nlt 25— 35— 45— 55— 6s— 78— Rs—

Eks. {.2.17521 | 2.06865 | 2.03647 | 2.02257 | 2.01533 | 2.01108 | 2.00838
Var. | 2.16043 | 2.06413 | 2.03462 | 2.02167 | 2.01484 | 2.01080 | 2.00821
Afv. | 6.84 2.19 .0.91 0.45 0.24 0.12 0.08

Per. | 2.05830 | 2.01611 | 2.00657 | 2.00329 | 2.00188 | 2.00117 | 2.00078
Afv. | 56.80 26.06 14.90 9.62 6.72 4.95 3.80

nlt 2p— 3p— | 4p- 5p— 6p— Tp— 8p—
Eks. | 2.13314 | 2.05804 | 2.03227 | 2.02050 | 2.01415 | 2.01035 | 2.00789
Var. | 2.13033 | 2.05715 | 2.03192 | 2.02034 | 2.01409 | 2.01033 | 2.00790
Afv. | 1.32 0.43 0.17 0.08 0.03 0.01 -| -0.00
ni+ 3d— 4d- 5d— 6d— | 7d- 8d- 9d—

Eks. { 2.05559 | 2.03124 | 2.01997 | 2.01385 | 2.01016 { 2.00777 | 2.00612
Var. | 2.05549 | 2.03121 | 2.01998 | 2.01387 | 2.01019 | 2.00781 | 2.00617
Afv. | 0.04 0.01 -0.00 -0.01 -0.01 | -0.02 -0.02
nl+ 4f— 5f-—

Eks. | 2.03121 | 2.01995

Var. | 2.03125 | 2.02000

Afv. | -0.02 -0.02

Tabel 3.1: Helium atomets energi egenvardier.
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voksende n og I konvergerer-mod cirka —2. Triplet tilstande ¢ er antisym-
metriske, det vil sige ¥(r1,r2) = —4¢(rz,r1), hvorfor ¢ = 0 for r; = ry;
hvilket betyder at balgefunktionén er 0 i de omrader hvor elektron-elektron
frastgdningen 1/r;2 potentielt kunne give et stort positivt bidrag til energien.
De symmetriske singlet tilstande har ikke samme binding, hvorfor 1/7y5 led-
det vil lgfte dem op-over de tilsvarende triplét tilstande. Fra (2.10) ser vi
at grundtilstandsenergien for He* ionen er —2. Forskellige-korrektioner vil
forskyde denne energi, men den vil stadigveek veaere meget taet pd —2. At
energien, med voksende n og !, kovergerer mod denne energi, svarer ganske
enkelt til at vi naermer os en situation hvor den ene elektron er i grundtil-
standen og den anden netop undslipper. Helium atomets ioniseringsenergi
er siledes forskellen i energi mellem grundtilstanden for He og He* (altsd
cirka 2.9035 — 2 = 0.9035).

Nu over til de beregnede vaerdier; de er, som naevnt, output fra JKMatrix og
Eigenval programmerne. Vi har forlangt 8 betydende cifre i integrationen
(tolerance pd 1078), og har regnet i et 16 dimensionelt testrum (det vil
sige sat det det maksimale n i JKMatrix til I + 16). Med det givne valg
af parametre kan du lige nd en hurtig kop kaffe, mens JKMatrix regner.
Derimod er Eigenval et meget hurtigt program; indlasning af data fra disk,
opstilling af Hamilton matricen og dens diagonalisering og endelig sortering
af egenverdier, tager alt i alt mindre end 2 sekunder.

Variationsregningen giver langt bedre resultater end fgrste ordens pertuba-
tionsregning; for singlet s-tilstande reducerer det saledes fejlen i snit med
en faktor 36, og for triplet s-tilstande med en faktor 25 Vi har ikke an-
givet resultaterne af pertubationsregningen for andet end s-tilstande, hvilket
skyldes at for ! # 0 er approksimationerne helt uanvendelige; i de tilfzelde
fas en energi der altid er meget taet pa —2, helt uathengigt af n. Omvendt
giver variationsregningen bedre og bedre resultater med voksende n og [,
s3 variationsregningen er pertubationsregning endnu mere overlegen end
faktorene for s-tilstande lader ane. At variationsregningen forbedrer per-
tubationsregningens resultater sa merkant har overrasket mig; alle steder i
litteraturen hvor jeg har set J og K integralerne omtalt, er de kun benyttet
til beregning af diagonal elementer, hvorefter forfatterne laver forste ordens
pertubationsregning (mig bekendt er de generelle udtryk, der ogsa inkludere
ikke-diagonal elementer, vi har angivet intet andet steds at finde). Det er
imidlertid ikke vanskeligere, som vi har gjort, at inkludere ikke-diagonal ele-
menter og herefter vil variationsregning dels ggre flere tilstande til genstand
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for approksimation, og dels forgge praecisionen dramatisk. I praktisk taget

- alle tilfaelde giver variationsregning fejl mindre end 1 promille, og i mange

tilfelde mindre end 1/10 promille.

I tabellen har vi givet afvigelsen et fortegn, der er negativt i de tilfaelde hvor
variationsregningen giver en energi der er mindre end den faktisk malte.
Husk at ifglge det variationelle princip er approksimationen en gvre graense
for energien, sa er det ikke tegn pa at noget er galt? Nej, for som grundlag
for beregningen har vi benyttet en simplificeret Hamilton operator. Det at
vi far negative afvigelser er blot et tegn pa at beregningen er si pracis at
vi begynder at maerke effekten af de sma positive korrektioner, der rettelig
burde inkluderes i Hamilton operatoren. ‘ '

Endelig et par ord om s-tilstandene. Det er for disse tilstande af variation-
sregningen giver de darligste resultater, swrlig grundtilstanden er skuffende,
idet vi her har en ‘enorm’ afvigelse pa 1.7 procent. Der er ikke noget under-
ligt i denne afvigelse. Vi har approksimeret s-tilstandene med linear kom-
binationer af ukorrigerede bglgefunktioner ®,00, der igen er linear kombina-
tioner af produkter af hydrogen bglgefunktioner ¥,q0, der alle har Ypo som
angulzerdel. Den sfaeriske harmoniske Yoo er imidlertid en konstant funktion,
s& vi har approksimeret s-tilstandene med sferisk symmetriske funktioner.
Pa grund af den indbyrdes elektron frastgdning vil de virkelige s-tilstande
ikke vaere sfaerisk symmetriske, sa approksimationen kan ikke vaere eksakt.
For voksende n bliver den sferisk symmetriske approksimation dog langt
bedre. Det skyldes at vi i disse tilfzelde kan opfatte atomet som bestiende
af kernen plus en indre og en ydre elektron sky. Den indre sky maerker stort
set kun kernens tiltraekning, mens den ydre maerker kernens felt skeermet af
den indre sky, sa vekselvirkningerne kan stort set alene tilskrives et centralt
Coulomb felt. Det kan ikke vare et helt praecist billede af tilstanden, men
i den situation er det i hvert fald mere rimeligt at approksimere tilstanden
med sfeerisk symmetriske bglgefunktioner, end for grundtilstanden hvor sky-
erne er sammenfaldende eller for sma vaerdier af n hvor skyerne er delvist
overlappende. lkke desto mindre er der tale om en grundleggende defekt
ved vores testrum. Det-er simpelthen ikke stort nok til at indeholde de
virkelige s-tilstande, sa for at opna stgrre pracision ma man supplere basen
{®nim} med nogle yderligere funktioner. Det betyder at vi m& korrigere
nogle af de tidligere argumenter. Saledes argumenterede vi udfra Hamilton
operatorens matrix form i testrummet, for at # kommuterer med L, og L2.
Nar testrummet ikke er identiske med tilstandsrummet er dette argument
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ikke leengere gyldigt. Mens argumentationen er utilstrakkelig, er konklu-
sionen imidlertid fortsat gyldig; Hamilton operatoren kommuterer vitterlig
med--L -og L?. Man-kan udtrykke I, L, og L? i de samme koordinationer
og sa direkte verificere at de kommuterer; beviset overlades til den ivrige
leeser. Det er ligeledes fortsat sandt at energien er udartet i m, men udart-
ningen -kan naturligvis lgftes af de sma energi- korrektloner vi har udladt af
betra.gtnmgen

3.5 Grundtilstanden

3.5.1 Variationsregning med Hylleraas Funktioner

Vi skal nu forbedre estimatet af grundtilstandsenergien, med en variant af
en klassiske metode, beskrevet i {Hylleraas 1929]. Metoden er variationsreg-
ning i et vektorrum, som vi allerede kender det, men med en ny basis for
testrummet, bestaende af Hylleraas funktioner.

Vi vil udtrykke Hamilton operatoren i koordinaterne (ry,72,712). Idet

om0 mem o
dz; ~ i on T2 Oriz’
0? z? §? 1 z}\ 8  (z1-1z2)% 8°
g - nd (2_ny 2 Aty 9 4
dr? r? or? + o) 3| 0 + ri,  or?, (3.49)
1 (z1—22)%\ @ z1(zy ~— 22) 62
+ - = N + 2 y
(7‘12 1‘%2 87‘12 ™7T12 61‘187‘12

opnas at Hamilton operatoren

kan skrives som

16> 18 162 14 d? 2 9

H = -———5-—+———-= o 3.50
20r2 mor 2 (97'2 2073 Brfz 712 Or12 (3.50)
_ r2—rd4rd, G2 _'r%—rl—i-ru 9* Z _Z 1
2117112 67‘131‘12 2rern 67‘207’12 ™ T2 712
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B9

Hvis (r1,72,712) koordinaterne bruges til at beregne matrix elementerne
(Y| H|¢), er integrationsgraenserne '

0<rm,r< 00,
|11 — 12| £ 112 £ |1 + 72,

og integralet skal vaegtes med ryryri2dry dradrys.
Den (unormerede) ﬁkorrigerede grundtilstand er

QIOO(Tl T2, 7_12) — e—Z(r1+r2)/ao.

Omend det ikke kan veere en eksakt egentilstand, er den formodentlig relativ
teet pa. Vi kan derfor som testfunktioner veelge funktioner af typen

(polynomium i r1,7, og r12) X ®100.
Som basis for testrummet kan siledes valges
Blpe(r1,72,712) = rirdrs e~ Z(ritra)/ao a,b,c=0,1,... (3.51)

Vi kan regne med at vekselvirkningen elektronerne imellem hovedsaligt fun-
gerer som en skarming af kerneladningerne. Man kan derfor med held in-
troduceres en reel parameter k, og som basis funktioner benytte

Gabe(T1,T2,T12) = r‘l‘rgrfze‘k("+'2)/2, a,b,c=0,1,... (3.52)

Uden skarmning er k¥ = 2Z/ao = 4 (for helium), sd i praksis skal k& velges
noget lavere for at opna optimale resultater. '

Funktionerne ¢g. er ikke symmetriske, som grundtilstanden skal veere. For
at accelerere konvergens og sikre symmetri, introduceres koordinaterne

‘.S =ry+7ry, t=7y— ™1, U =T19. (353)
Som basis for testrummet kan da vealges funktioner af formen
s”t"u’e""/z,

der kaldes Hylleraas funktioner. Funktionerne skal vaere symmetriske, det
vil sige invariante ved ombytning af ry og r;. Ombytning af elektron indices
resulterer i t — —t, sa Hylleraas funktionerne er kun symmetriske hvis q er
lige. 1 Hylleraas oprindelige teori kan p, ¢ og r derfor antage alle heltallige

112



vardier for hvilke p, ¢, > 0 og g er lige. Hylleraas funktionerne kan benyttes
til ekstremt praecise approksimationer af grundtilstandsenergien, men ingen . .
linear kombination af Hylléraas funktioner kan opfylde Schrédinger lignin-
gen. Hylleraas funktioner udspaender saledes ikke testrum der er store nok til
at kunne indeholde den sande grundtilstand. Dette er et eksempel pa hvor-
dan de formelle forudsatninger for variationsregning kan vere uopfyldt, og
metoden alligevel kan anvendes til meget pracise approksimationer. Der kan
bedes pa defekten af Hylleraas funktionerne; Kinoshita [1957] har siledes
vist at hvis man ogsa tillader negative vaerdier af p og r, opnas et testrum af
generaliserede Hylleraas funktioner der indeholder uendelig mange lgsninger
til Schrédinger ligningen. Hvis grundtilstanden er i mellem de uendelig
mange lgsninger, vil dette testrum kunne benyttes til at beregne grundtil-
standen eksakt. 1 en numerisk beregning er situationen naturligvis den at
vi begrzenser testrummet til en endelig dimension, og vi kan derfor kun ap-
proksimere grundtilstanden. I praksis konvergerer grundtilstanden hurtigt,
sa vi kan approksimere den méget pracist, selv i testrum af lav dimension-
alitet. Idet vi inkluderer Kinoshita's niegative potenser, far vi et testrum
med basis bestaende af de generaliserede Hylleraas funktioner

Ypgr(s,t,u) = sPuTe /2 p g7 heltal, g > 0 og lige. (3.54)

For at bestemme matrix elementer skal funktionerne integreres i s, £ og u
koordinaterne. Graenserne for integrationen er

0< s <o,
0< v <s,
-u< t <u,

og integrationsvaegten er u(s? — t?)ds duds. Séledes er for eksempel

($lg) = /0 * ds /0 "du _Zdtw*(s,t,u)qb(s,t,u).

Da g er lige, er Hylleraas funktionerne lige i ¢. Istedet for at lade ¢ 1gbe over
[—u,u] i integrationen, kan vi siledes lade ¢ lgbe over [0, u] og gange med
2. Faktoren 2 udelader vi i de folgende integraler. Vi kommer til at skulle
evaluere en masse integraler af formen

o0 3 173
/ ds/ du/ dt sPt9uT e~
(i} 0 )
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Dette integral betegnes [p,q,7] og kan analytisk evalueres. Der galder

re=ks — _ (P+ag+q+2)
/ ds/ du/ dt sPtu [P’q’ ] (q+1)(q+7‘+2)k7’+q+r+3

- (3.55)

Den variationelle metode vil i dette eksempel antage fglgende form. Fgrst
veelges en veerdi for k, og der findes N tripler (p,, g,7i),t=1,2,...,N, med
tilladelige vardier af p, ¢ og r. Herved opnis et N dlmensmnelt testrumv
udspaendt af Hylleraas funktlonerne

Vpiqirs (8, 5 0), i= 1,2,...,N.

Vi s¢ger at finde den linear kombmatlon ¢ = Z,_l a,z,bp'q,r., der minimerer
funktionalet ‘
. (9] H|4)

B = g1y
Det ggres, som tidligere, ved at bestemme Hamilton matricen i en ortonor-
mal basis for testrummet, og derefter diagonalisere den. Basen {41}
bestar af reelle funktioner, s& Hamilton matricen er reel og symmetrisk. .
Derimod er {tp,q;r;} ikke en ortonorma.l basis, s& den skal Gram-Schmidt
ortonormaliseres. ~

. For at kunne implementere metoden skal vi kunne beregne matrix elementer .

H:’j = _(¢p.'qir.' IH'¢qujrj )a

og S |
Lij = (‘f’p_;q_arc |¢qujf:‘) .

Identitetens elementer er simple nok, de er
/ ds/ du/ dt u(s? —t2)¢p‘.q‘,‘.(3,t,u)qﬁqu).,j(s,t,u)
0 0 0
) s u . -
= / ds/ du/ dtu(s? — t)sPitPigaitaiyritrsg=ks (3.56)
0 0 0
= [pi+pi+2,qi+qri+ri+1]=[pi+pjq+gq +2,r+r;+ 1]

1;;

il

Elementerne kan dermed bestemmes udfra udtrykket for [p,q,r], uden at
vi behgver at integrere numerisk. Hamilton matricens elementer er lidt
vanskeligere. For at bestemme et udtryk ma vi ferst opskrive Hamilton
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matricen i (s,t,u) koordinaterne. Det kan ggres udfra udtrykket (3.50), ved
at benytte

6 _ %9 oo _0o 0
or, =~ Or0s Or 8t s ot
0 _ 0sd  0t.0 9 0. .
ar, - Ora0s + Br,g{a =%t (3.57)
Man finder da 7 :
i 0? o2 0
2 _ 42 - (290 Y 2 9
u(s® - t°)H u(s® —t%) (632 +»‘6t2 + 6u2) 2(s* -t )Bu
0 . 0 B YV I 9* .
- 4sua—‘g + 4Ut5 2t(s* —u )8u8t (3.58)

2
2s(u® - tz)a%% ~4Zus + s? — 12,

- Hamilton matricens elementer kan da bestemmes; vi sparer lzeseren for nogle
omstzndige, men principelt ikke vanskelige, mellemregninger og opskriver
facit direkte

k2
Hij = —7lpi+pi+2,q+g,ri+ri+1]

+ %Z[p.'+z’j,qz'+qj+2,r;+rj+1]

+ kpilpi +pi +1,¢i + gjyri + v + 1]

- kpilpi+pi - Lgi+ g+ 2,ri + 75+ 1]

= pi(pi = Vlpi +pjrgi + gjmi + 75 + 1]

+ pi(pi—Dlpi+pi - 20+ +2,mi+ 75+ 1]
- ¢(e; - Vpi+pi+2,qi+g - 2,7 +11+1]
+ (g + D)[pi +pj,qi + g5, + 15 + 1]

= ri(ri = Dpi+pj + 2,4 + g5, ri + 15— 1]

+ (= Dpitpi e +¢i+2,ri+ 1 - 1]

- 2r5[pi+pj + 2,40 + qj,mi + 15 — 1]

+ 2ri[pi +pj @i+ ¢ + 2,75 + 1 — 1] (3.59)
=~ 2ri[pi+pi +2,¢i + gj,ri + 15— 1]

+ 2q;r5lpi +pjqi + gjyri + 15 + 1)

- krilpi+pi+ L, + g+ 2,7+ 1~ 1]
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+ krilpi+p;+ Lai+q;,ri + 15+ 1]

- 2rpilpi + pj, qi + g, i + 75 + 1]

+ 2ripilpi + pjsqi + g + 2,10+ 15— 1]

- 4p;ilpi + pjy ¢ + @iy + 1+ 1]

+ 4qi[pi +pj, ¢ + g5, + 15+ 1]

— 4Zpi+pi+ 1, g+ gj,ri + 15+ 1]
+ 2k[pi+pi+1,¢+ g5+ +1]

- [pi+pigi+a+2,7i+715)

+ Ipi+pi+2,¢+q,mi + 1)

Udtrykket er ikke specielt kgnt, men da vi direkte kan finde {p,q,7], kan vi '

ogsé direkte bestemme Hamilton matricens elementer uden at ty til integra-
tion.

Vi har direkte analytiske udtryk for matrix elementerne af Hamilton matri-
cen og identiteten, i basen af Hylleraas funktioner. Det betyder at egenvaerdi-
problemet kan Igses meget hurtigt numerisk, da stgrstedelen af beregningsti-
den normalt optages af numerisk integration, som vi ikke behgver at gen-
nemfgre i dette tilfelde. Vi har dog ikke elimineret k, sa man ma bestemme
grundtilstandsenergier for forskellige k, og s bestemme det k der giver lavest o |
energi. I praksis er det ikke serlig vanskeligt, dels fordi store variationer i |
k kun giver sma variationer i energien og dels fordi vi ved at det optimale &

er < 4. '

Fgr vi gengiver implementeringen af metoden og diskuterer dens resultater,
vil vi fremhzeve forskellene mellem den her beskrevne metode og den normale
Hylleraas metode. Alle forskellene kan tilskrives én ting, nemlig at den nor-
male Hylleraas metoden ikke benytter linearitet af testrummet, hvilket netop
er den store simplificerende faktor. Hylleraas metoden bygger pa direkte an-
vendelse af det generelle variationelle princip. I en numerisk implementering
udvelges N Hylleraas funktioner ,,,,,,, der anvendes som basis for testrum-
met. Man sgger da at finde den linear kombination ¢ = YN, aih,,q.r,, der
‘minimerer funktionalet E(¢). Det ggres ved fgrst at vaelge nogle arbitreere
koefficienter, for eksempel a; = 1, aa,...,ay = 0. Dette szt af koeffi-
cienter opfattes som et punkt i koefficient rummet. I punktet bestemmes
funktionalet og funktionalets gradient, der er en N-vektor med elementer

9E(¢)
" Oa;

t1=1,2,...N.
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Gradienten angiver den retning i koefficient rammet, hvor funktionalet vokser
-hurtigst. Da man ¢gnsker at minimere funktionalet, tager man et skridt i den

__—modsatte retning. -Man nar nu et nyt punkt i koefficient rummet. T dette

evalueres funktionalet og igen bestemmes gradienten. Man tager endnu et
skridt i modsat retning af gradienten, og nar saledes endnu et ny punkt. Da
man for hvert skridt gar ned af-bakke, vil man uvaergeligt ga mod et mini-
mum for funktionalet. Hvis man-starter i et punkt-for hvilket funktionalet
har en lavere verdi end den fgrste exciterede tilstand, vil det veere det
globale minimum. Saledes vil man automatisk styre mod grundtilstanden
fremfor mod en anden egentilstand (helt praecist styrer man mod den vektor
i testrummet der er tattest pd grundtilstanden). Det kan i praksis nemt
gores, idet ' -
E(tooo) = —2.8477, - (3.60)

(for k = 27/8 = 3.375) hvilket er meget lavere end det fgrste exciterede en-

ergi niveau. Man kan derfor styre mod grundtilstanden ved altid at inkludere
YPooo 1 testrummets basis, og starte i punktet ¢ = tooo. Bemaerk igvrigt at
(3.60) er en nasten ligesa god approksimation af grundtilstandsenergien,
som den vi tidligere har opnaet ved variationsregning og endnu bedre end
approksimationen ved pertubationsregning. Det er meget opmuntrende at
denne Hylleraas funktion alene giver et sa godt resultat, hvad kan det ikke
blive til nar vi arbejder i mange dimensionelle testrum!

Den almene Hylleraas metode er ikke her gengivet, helt som Hylleraas
beskrev den. Hylleraas skrev sin klassiske artikel i 1929, og havde derfor ikke
computerprogrammer i tankerne. Men Hylleraas angiver kun udtryk for di-
agonalelementerne (Ypqr | H |1per) 0F (¥pqr|¥), mens de mere generelle udtryk
(3.56) og (3.59), der inkluderer ikke-diagonal elementer, er ngdvendige for
at bestemme selve Hamilton matricen i en ortonormal basis for testrummet
(mig bekendt er (3.56) og (3.59) intetsteds at finde i litteraturen). Hylleraas
benyttede direkte den stationzere betingelse

E6) _,

3a; , 1=1,2,...,N.

til at approksimere grundtilstanden med papir og blyant. Denne metode er
fin nok men kan, pa grund af beregningernes kompleksitet, kun bruges pa
testrum af meget lav dimension.

Kinoshita [1957,1959] og Chandrasekhar og Herzberg [1958] har anvendt
Hylleraas metoden numerisk. Kinoshita skriver explicit at han har benytte
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den almene Hylleraas metode. Chandrasekhar og Herzberg er mere hemme-
lighedsfulde, men jeg formoder at de har benyttet den udfra observationen
at de som basis for beregningerne kun angiver udtryk for diagonal elementer.
Diagonal elementer er alt hvad der skal til evalueringen af funktionalet E(¢)
og vandringen gennem koefficient rummet, mens der ogs3 skal ikke-diagonal
elementer til at beregne Hamilton matricen. Nir man vandrer gennem ko- -
efficientrummet skal man tage mange, mange skridt, og for hver enkelt skal
man bestemme gradienten, og dermed funktionalets vzerdi i mange punkter
udfra beregninger af matrix elementer. Hvis man istedet opstiller Hamilton
matricen og derefter diagonaliserer den, skal man beregne langt farre ele-
menter. Hamilton matricen indeholder N? elementer, men i praksis skal vi
beregne endnu farre pa grund af matricens symmetri. '

Pa den medfplgende diskette kan du finde programmet HylStep der er en
direkte implementering af den almene Hylleraas metode. Programmet er
sogt optimeret pa flere mader. De differentialkvotienter der optreeder i gra-
dienten er matematisk defineret som graensevaerdier. En praecis beregning
af gradienten ville derfor krave enormt mange evalueringer af funktionalet,
og brug af konvergenskriterier. Da de skridt man tager alligevel er endelige,
kan man ngjes med at approksimere differentialkvotienter med forskelle j
funktionalets veerdi mellem neerliggende punkter. Punkterne vil blive valgt
sa de altid har kortere afstand, end lzngden af det skridt man skal til at .
tage. Nar gradienten siledes er bestemt med et -minimum af beregninger,
vil HylStep tage et skridt i koefficientrummet. Langden af skridtet er vari-
abelt, i hver iteration har vi en skridtlengde men den kan modificeres til
naste iteration. Hver gang HylStep tager et skridt testes om der er mere
hensigtsmzessigt henholdsvis at halvere og fordoble skridtlaengden, og hvis
det er tilfweldet gores det. HylStep kan formodentlig optimeres yderligere,
men under alle omstendigheder er hele metoden programmet er baseret pa
kritisabel. For eksempel Kinoshita [1957] lavet variationsregning i et 10 di-
mensionelt Hylleraas rum. HylStep laver samme approksimation, i samme
testrum. Efter 3-4 timers vandring nir man Kinoshita’s resultat, men det er
ikke det optimale resultat. Energien kan presses yderligere ned. Efter cirka
15 timers uafbrudt beregning konvergerer energien og koefficienter med 15
cifre. Det fplgende program, der istedet diagonaliserer Hamilton matricen,
kan lave samme beregning pd mindre end 1 sekund! '

Erklzering: program Hylleras
Formal: Approksimerer heliums grundtilstands energii et Hylleraas testrum.
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{$N+}
{$M 64000,0,500000}

program Hylleras, o o . . e e

uses crt,(Math;
const
k=3.625;
dim=22;_ . -
P: array[l .dim] of 1nteger = ) )
(,1+,0,-1,0,-1,2,1,1,0,0,-1,-2, -1 -2,3,2,0,1, 4 3 0);
q: array[1..dim] of integer =
(0,0,0,0,2,2,0,0,2,2,0,0,0,2,2,0,0,0,2,0,0,2);
r: array[l..dim] of integer =
(0,0,1,2,~1,0,0,1,-1,0,2,3,4,1,2,0,1,3,0,0,1,2);

var ktab: array[0..100] of extended;

function Bracket(p,q,r:integer):extended;
begin

Bracket :sFac [p+q+r+2}/((q+1) #(g+r+2) sktab[p+q+r+3]);
end;

procedure Identity(i,j:integer; var id:extended);
begin
id:=Bracket(p[il+p[j1+2,qlil+q[j] .x[iJ+r[jI+1)
-Bracket(p[il+p[jl,q[il+q[j1+2,r[1)+r[j1+1);
end;

procedure Energy(i,j:integer; var en:extended);
begin
en:=
-0.25*ksk#Bracket (p[i1+p[j1+2,qlil+q(j] ,x[il+r[jl+1)
+0.26+k+k#Bracket (p{il+p[j1,qil+q(j1+2,r (i1+r[j1+1);
en:=en
+p[jl*k* Bracket(p[il+p[jl+1,ql[il+q[j],r[i]+r([jl+1)
-p[jl*k* Bracket(plil+p[jl-1,qlil+q[jl1+2,r[il+r[jl+1);
en:=en
-pLj1*(p[j1-1)*Bracket (plil+p[jl.qlil+q[j],x [iJ+x[j1+1)

+p[jI1*(p[jl-1)*Bracket (p[i)+p[j]1-2,q[il+q[jI+2,xr [i]+r[jI+1);

en:=en
-q[j1*(qljl-1)*Bracket (plil+p[j1+2,qlil+q[j1-2,r[i]+r[j1+1)
+q[jl1+(q{jl-1)eBracket (p[il+p[j],qlil+q[j],x [id+x [jI+1);
en:.=en
-r[j1*(x[jl~1)*Bracket(p[il+p[j1+2,qlil+q[j],r[i]+x[j1-1)
+r[jl*(x[jI1-1)«Bracket (p[il+p[j],ql[i]+q[jl+2,x [i)+r[j]-1);
en:=en
-2*r[j1* Bracket(p[il+p[j1+2,q[il+q[j]1,x[i1+r[j1-1)
+2#r[j]* Bracket(p[il+p[jl,q[il+q[jI+2,r[i]1+x[jI-1);
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end;

en:=en
| 42eks Bracket (p[il+p[j1+1,q[i)+q{3],x[i)+r[j]1+1)
-4#p[j]1* Bracket(p[il+p[jl,qlil+q[j],r{il+r[j]1+1);
en:=en
+4+q[jl+ Bracket(p[il+p[jl.q[il+q[jl,r{il+x[j1+1)
-2sr [j)*q[jl*Bracket (p[il+p[jl1+2,q[il+q[j],r[i)+r[jI1-1);
en:=en ‘
+2#r[jl=q[jl#Bracket (p[i)+p[jl.qlil+q[j],x[il+r{jI+1)
+r[j1#k+ Bracket(p[il+p[jl+1,q(il+q[j],r[il+r[j]1+1);
en:=en
-r[jl*k* Bracket(p[il+p[jl+1,q[iJ+q[jI1+2,r[il+r[j]1-1)
-2#r[j1*p[jl*Bracket (p[il+p[jl.qlil+q[j].r[il+r[jI+1);
en:=en '
" +2#r[j1*p[j)*Bracket (p[il+p[jl,qlil+q[j]+2,r[i]+r[j]1-1)
-4xZ+%  Bracket(p[il+p(jl+1,q[il+q[j],x[il+xr[jl+1);
en:=en '
+ Bracket(p[il+p[jl+2,q[il+q[j],r[il+r[j])
- Bracket(p[il+p[j],q(il+q[j1+2,r[i)+r[j]1);

procedure MakekTable;
var i:integer;
begin

ktab[0]:=1;
for i:=1 to 100 do ktab[i]:=ktab[i-1]#k;

end;

procedure DoCalc;
var

i,j,ii,jj:integer;
A,H,newH: matrix;
d,e: vector;
idx: intvec;

begin

for i:=1 to dim do

for j:=1 to dim do begin
Energy(i,j,H[i,3j1);
Identity(i,j,Al1,j1);

end;

GramSchmidt (A,dim);

for i:=1 to dim do

for j:=1 to dim do begin
newH[i, j]:=0;
for ii:=1 to dim do
for jj:=1 to dim do

newH[i,j]:=newH[i, j]+Alii,i)=A[jj, jl=B[ii,jj];
end;
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H:=newH;
Tridiagonalize(H,dim,d,e);
Diagonalize(d,e,din,H); e IR
InsertSort(d,dim,idx);
writeln;
vriteln(’k = ’,k);
writeln(’Energi = ’,d[idx[1]));
end; L

begin
InitQMath(2,0);
MakeKtable;
DoCalc;

end.

I Hylleras programmet bruges funktionen Bracket til evaluering af [p, ¢, 7],
defineret ved (3.55). Procedurene Identity og Energy beregner matrix el-
ementer udfra henholdsvis (3.56) og (3.59). Proceduren MakekTable tab-
ulerer k™, for n = 1,2,...,100. Selve programmet bestar kun af DoCalc
proceduren. DoCalc gar pd den samme melodi som tidligere. Den indleder
med at beregne Hamilton matricen og identiteten, Gram-Schmidt ortonor-
maliserer basen og transformerer Hamilton matricen over i den nye basis,
hvorefter den diagonaliseres og den mindste egenvaerdi udskrives.

I Hylleras programmets hoved defineres en rakke konstanter. Den fgrste er
k der angiver skeermningen. Derefter kommer dim der definerer dimensionen
af testrummet. Dernast defineres p, q og r der er vektorer der indeholder
de anvendte vardier af p, ¢ og 7. I listningen er dim sat til 22, men du kan
®ndre verdien, og eksperimentere ved af slette eller fgje nye led til p, q og
r.

3.5.2 Resultater af Hylleraas Metoden

Hylleraas offentliggjorde sin metode og dens resultater i 1929. Resultaterne
af approksimationen af grundtilstandsenergien er siden blevet forbedret i
flere omgange. Chandrasekhar og Herzberg forbedrede estimatet betragteligt
i 1955, og Kinoshita har forbedret det yderligere i 1957 og 1959. Ind imellem
har andre blandet sig i striden (for eksempel Pekeris), men har brugt lidt
andre metoder.
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Kilde | Led | Energi Hylleras k
A 6 | —2.90324 | -2.903329344 | 3.510
B 10 | —2.9036261 | —2.903627335 | 3.491
C 18 | —2.903716 | —2.903716636 | 3.875
B 22 | —2.9037142 | —2.903718784 | 3.625
B 34 | —2.9037223 | —2.903722754 | 3.950
D 80 | —2.9037237

Tabel 3.2: Resultater af Hylleraas Approksimationer. Tabellen angiver en
raekke resultater fra-litteraturen, antallet af led (dimensionen af testrum-
met), de tilsvarende veerdier beregnet af Hylleras og den anvendte verdi
af k i beregningen. (Kilder: A=[Hylleraas 1929], B= [Kinoshita 1957),
C=[Chandrasekhar og Herzberg 1955] og D= [Kmoshlta 1959)).

Den e_kspexi'i.me‘ntelt m:}i]t.e grundtilétandsenergi er
Ep, = ~2.90355,

mens et typisk resultat af Hyllefa.as metoden vil vare
Epy = -2.9037

Hylleraas metoden giver derfor en lavere grundtilstﬁndsenergx end den fak-
tisk mélte. Der er ingen konflikt i dette, for omend den variationelle Hyller-
aas metode skal give en gvre graense for energxen er den baseret pa en sim-
phﬁceret Hamilton operator ‘

h? h? Z Z 1

H=-ooVy— V- = 2 —

2m 2m ™ 7‘2 T12 ’

. mens den korrekte Hamilton operator indeholder en rakke korrektioner

der giver en lidt hgjere energi. Grundlaggende handler det derfor om at -
presse approksimationen for grundtilstandsenergien sa langt ned som muligt,

- selvom den allerede er lavere end den eksperimentelle veerdi.

Nu over til nogle resultater. Tabel 3.2 sammenligner resultater fra littera-
turen med beregninger udfgrt af Hylleras programmet i samme testrum.
Vor beregninger giver generelt bedre resultater (det vil sige lavere energi),
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undtagen for 18-leds funktionen hvor resultatet stemmer overens med Chan-
drasekhar og Herberg’s pa alle de af forfatterne opgivne cifre. For Hyller-
aas’-beregning er-afvigelsen relativ stor, hvilket skyldes at Hyllefaas udferte”
beregningen i hinden med fi cifre. Kinoshita's resultater er meget pracise;
vi kan kun forbedre dem p& syvende eller ottende ciffer. Nar man som Ki-
noshita vandrer gennem koefficientrummet er det desidste cifre der er de
harde cifre, og noget tyder pa-at Kinoshita blev lidt treet pd den sidste lange
strazkning. Brugere af Hylleras behgver ikke at spekilere pa de problemer,
programmets udfgrelsestid er mindre end 1 sekund for en 10-leds funktion,

8 sekunder for en 22-leds funktion og 43 sekunder for den stgrste jeg har
forspgt: en 34-leds funktion. I sin nuvzerende form kan Hylleras ikke arbe-
jde med mere end 34-dimensionelle testrum, pa grund af de begreaensninger
datatyperne matrix og vector (defineret i afsnit 1.4.5) er underlagt, og
jeg har derfor ikke forsggt at konkurrere med Kinoshita’s 80 dimensionelle
testrum.

Den laveste grundtilstandsenergi er opnaet af Frankowski og Pekeris? og er
Eo = ~2.90372437703
Til sammenligning er den laveste veerdi opnaet med Hylleras

Eq = -2.903722754

3.6 Spektret

Diskussionen i afsnit 2.3 om hydrogen atomets vekselvirkning med elektro-
magnetisk straling, er helt tilsvarende for helium blot skal man erstatte r
med r; + r. Transitionsrater og oscillator styrker er derfor proportionale
med

[{ndm & [ry + r2|n'Um/£)|%,

og selektionsreglerne bliver som for hydrogen.

Den fgrste selektionsregel vedrgrer spinnet. Da operatoren ry + ry ikke
virker pa spindelen, kan den ikke forbinde tilstande med ortogonalt spin, og
specielt kan den ikke forbinde singlet og triplet tilstande. Derfor er ingen

2Citeret fra [Bransden og Joachain 1990], der ikke angiver nzrmere kilde. Vardien er
formodentlig en ekstrapolation og derfor ikke en stringent gvre graense.
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Figur 3.1: Spektret af helium, med b¢lgelaengder for absorberet og emitteret
straling i Angstrom. Fra [Gra.y (red.) 1972).

overgange mellem singlet og triplet' tilstande mulige, og da singlet og triplet
energitilstandene ikke er sammenfaldende vil de have forskellige og adskilte

- spektre. Af denne grund er helium tidligere antaget for at vaere to forskellige

stoffer, kaldet parahelium (singlet tilstande) og ortohelium (triplet tllsta.nde)
Ellers har vi som tidligere selektlonsreglerne

Al = #1,
Am = 0,+1. . (3.61)

Da energien ikke er udartet i /, haves ikke An = 0, saledes er for eksempel -
spontant henfald fra 21p til 2's muligt.
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3.7 Ioniseringsenergi og Korrektioner

Vi‘har arbejdet med Hamilton operatoren

2 2 '
h—vi _ vi- z_ z, 1 (3.62)

H,‘—' - : :
2m ™M Ty T2

T om

der rettelig bgr korrigeres nar mindre effekter tageé— i betragtning. Vi vil
nzvne de korrektioner man som regel arbejder med, men ikke behandle
dem yderligere. Korrektionerne er

e Den reducerede masse effekt.

Massepolarisationen.

¢ Relativistiske korrektioner vedrgrende variabel masse ved hgje hastigheder
og retardation af elektromagnetiske felter.

¢ Radiative korrektioner nar Dirac ligningen anvendes.

Spin-bane koblingen.

Vekselvirkning mellem elektronernes magnetiske dipol momenter.

Alle disse korrektioner er sma og kan behandles tilfredstillende med per-
tubationsregning. Vi vil adoptere de i litteraturen opgivne veardier for at
beregne helium atomets ioniseringsenergi.

Ioniseringsenergien er, som tidligere nzevnt, forskellen i energi mellem grundtil-
standen af helium og He*. Energi kan omskrives til et bglgetal, som man
traditionelt udtrykker ioniseringsenergien i. Udfra det bedste estimat for
grundtilstandsenergien produceret af Hylleras

Ep = —2.903722754

og med verdien —2 for grundtilstandsenergien af He', fds en ukorrigeret
ioniseringsenergi

Iy = 198344.19846 cm™". (3.63)

[Bransden og Joachain 1990] opgiver fglgende vardier for korrektionerne i
grundtilstanden (i enheder af cm™!).
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Reduceret masse | —27.19271
Massepolarisation —4.785
Relativitet —0.562
Dirac ligning -1.341

Nar disse korrektioner tages i betragtning opnas ioniseringsenergien
Tieors = 198310.32 cm™", | (3.64)
der afviger fra den eksperimentelle vaerdi3
Lksperiment = 198310.82 £ 0.15 om~,

med cirka 2 dele i en million. Siledes ma Hylleras programmets beregnede
grundtilstandsenergi anses for en uhyre pracis approksimation af grundtil-
standen for Hamilton operatoren uden de her navnte korrektioner.

*Opniet af Herzberg, citeret fra [Bransden og Joachain 1990] der angiver narmere
kilde. :
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Appendiks A

Radialfunktioner og
Sfaeriske Harmoniske

Hydrogen atomets radialfunktion &, indiceres ved energi kvantetallet n og
det orbitale kvantetal I, hvor n = 1,2, ... ogl=0,1,...,n - 1. De forste
radialfunktioner er

3/2
Rio(r) = 2(£) e~ 2r/a0

ao
Ryp(r) = 2 (5%)3/2 (1 - -2%) e~27/2a0
Ry (r) = % (%) o f_:e-Zr/Zao

4 Zr\3/2 17\ 2
R = i ~2Zr[3ag
() 27V10 (300) (ao ) ¢

De sfwriske harmoniske ¥}, indiceres ved orbitalt kvantetal og magnetisk
kvantetal m, hvor I = 0,1, ... ogm=—Il,—-14+1,...,+!l. De forste sferiske

127



L &

."v

harmoniske er
Yoo(6, ¢)
Yi0(6,9)
Y111(6,9)

YZO(O, ¢)

Yox1(6, ¢) |

Y2ié(0a ¢)
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113/85 "EESUSPENSI(.’N OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBCLS 11",
Af: Bermhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 "ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
AF KONTIGENSTABELLER" .
Projektrapoort af: lone Biilmann, Ole R. Jensen
og Anne-Lise von Moos.
Vejleder: J#rgen Larsen.
115/85 “"MATEMATIKKENS UDVIKLING OP TIL, RENESSANCEN".
Af: Mogens Niss,
116/85 “"A PHENQMENOLOGICAL, MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL RULE",
Af: Jeppe C. Dyre.
"KRAFT & FJERNVARMEOPTIMERING"

Rf: Jacob Mprch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

117/85

TILFELDIGHEDEN OG NDVENDIGHEDEN IFGLGE
PEIRCE OG FYSIKKEN".
Af: Peder Voetmann Christiansen

118/85

119/86 "DET ER GANSKE VIST - - EUKLIDS FEMIE POSTULAT
KUNNE NOK SKABE RORE I ANDEDAMMEN". )
Af: Iben Maj Christiansen

Vejleder: Mogens Niss.

132/86

133/86

projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmessige betlngethed :
Projektrapport af: Jakob Heckscher,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Hoyrup, Jergen Vogelius,
Jens Hejgaard Jensen.

Smren Brwnd,

"FYSIK OG DANNELSE" .
Projektrapport af: Seren Brond, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jorgen Vogelius.

"CHERNOBYL ACCIDENT ASSESSING THE DATA'
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Serensen.

134/87

135/87

136/87

137/87

“THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM'
Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Host Pedersen, '
Petr Viscor

"INTUITIONISTISK MNH%E@IKS METODER OG ERKENDELSES-
TEORETISKE FORUDSEININGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendammens
forste og andet mode med grask filosofi

Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hojgaard Jensen

“ﬁOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNED.E
FASTE STOFFER" - Resume af licent;atafhandllng

Af: Jeppe Dyre

Vejledereﬁ Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.



138/87 “JOSEPHSON EFFECT AND- CIRCLE MAP."

Paper presented at The International -
Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena
.at Universities and Schools, “Chaos in

Education". Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

'By: Peder Voetmann Christiansen

13 %/87 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik -
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit
der Natur"
Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell

140/87 “ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"

By: Jens Gravesen - -
141/87 "RADIQMETERS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR -
' ‘ET TEKNOLOGIHISTORISK PROJEKT"
Projektrapport af Finn C. Physant
Vejleder: Ib Thiersen

142/87 "The Calderdn Projektor for Operators With
Splitting Elliptic Symbols"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pd NAT-BAS"

af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Context and Non-Locality - A Peircean Approach

Paper presented at the Symposium on the
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Como Lecture.
Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987,

By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
ICMTA 3, Kassel, FRG 8,-11.9.1987

By: Mogens Niss

146/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"
- en ny frekvensbaseret milemetode.
Fysikspeciale af Jan Vedde
Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr Vi&for

147/87 "Rapport om BIS pd NAT-BAS"
redigeret af: Mogens Brun Heefelt

148/87 “Naturvidenskabsundervisning med
Samfundsperspektivt

af: Peter Colding-Jergensen DLH
Albert Chr. Paulsen
149/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
germanium prepared in ultra high vacuum"
by: Petr Vid&or
150/87 "Structure and the Existence of the first sharp

diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ"

by: Petr Vi%&or

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematikprojekt af:
Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

Vejleder: Mogens Niss

152/87 "P§EUDO£DIFFERENT£AL’PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY
OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE
PROBLEMS"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek
Krzysztof P. Wojciechowski

153/88 “HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITERE
) " 0G CIVILE KREFTER" ’

Et eksempel pd humanistisk teknologihistorie
Historiespeciale

Af: Hans_ Hedal . ___ — . —— e =

Vejleder: Ib Thiersen

154/88 "MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIQUIDS AND
THE GLASS TRANSITION" '

By: Jeppe Dyre

155/88 "A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

by: Michael Pedersen
156/88 “THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC
) CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS"
by: Jeppe C. Dyre

157/88 " STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY FINITE DIMENSIONAL BQUNDARY FEEDBACK CONTROL:
A pseudo-differential approach.”

by: Michael Pedersen
158/88 "UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE IN

RANDOM WALK MODELS"
by: Jeppe Dyre

159/88 "STUDIES IN SOLAR ENERGY"

by: Bent Serensen

160/88 "LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO'

. by: Jens Gravesen

161/88 "PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS:

Dirichlet feedback control problems"

by: Michael Pedersen

162/88 "PIGER & FYSIK - OG MEGET MERE"
AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,

Jette Reich , Mette Vedelsby

163/88 "EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
PERMEABILITETEN FOR BLOD~NETHINDE-BARRIEREN"

Af: Finn Langberg, Michael Jarden, Lars Frellesen

Vejleder: Jesper Larsen

164/88 "Vurdering af matematisk teknologi
Technology Assessment
Technikfolgenabschatzung"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek, Glen Pate med
Martin Bohle-Carbonell og Jens Hejgaard Jensen

165/88 "COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY"

by: Jeng Gravesen




166/88 "Grundbegreber i Sandsynligheds~
regningen"

Af: Jorgen Larsen

167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modeller"

Af: Jorgen Larsen

167b/88 "BASISSTATISTIK 2. Kontinuerte
modeller”

Af: Jergen Larsen

168/85 "OVERFLADEN AF PLANETEN MARS"
Laboratorie~simulering og MARS-analoger
undersogt ved Mossbauerspektroskopi.

Fysikspeciale af:
Birger Lundgren

Vejleder: Jens Martin Knudsen
Fys.Lab./HC@

169/88 "CHARLES S. PEIRCE: MURSTEN O0G M@RTEL
TIL EN METAFYSIK." '

Fem artikler fra tidsskriftet '"The Monist"
1891-93.
Introduktion og overssttelse:

Peder Voetmann Christéansen
f

170/88 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK"

Samtlige opgaver stillet i tiden
1974 -~ juni 1988

171/88 "The Dirac Equation with Light-Cone Data"
af: Johnny Tom Ottesen

172/88 "FYSIK OG VIRKELIGHED"

Kvantemekanikkens gruhdlagsproblem
i gymnasiet.

Fysikprojekt af:
Erik Lund og Kurt Jensen

Vejledere: Albert Chr. Paulsen og
Peder Voetmann Christiansen

173/89 "NUMERISKE ALGORITMER"

af: Mogens Brun Heefelt

174/89 " GRAFISK FREMSTILLING AF
FRAKTALER OG KAQOS"

af: Peder Voetmann Christiansen

175/89 " AN ELEMENTARY ANALYSIS OF THE TIME
DEPENDENT SPECTRIM OF THE NON-STATONARY
SOLUTION TO THE OPERATOR RICCATI EQUATION

af: Michael Pedersen

176/89 " A MAXIUM ENTROPY ANSATZ FOR NONLINEAR
RESPONSE THEORY"

af : Jeppe Dyre

177/89 "HVAD SKAL ADAM STA MODEL TIL"

af: Morten Andersen, Ulla Engstrom,
Thomas Gravesen, Nanna Lund, Pia
Madsen, Dina Rawat, Peter Torstensen

Vejleder: Mogens Brun Heefelt

178/89 "BIOSYNTESEN AF PENICILLIN - en matematisk model"

af: Ulla Eghave Rasmussen, Hans Oxvang Mortensen,
Michael Jarden

vejleder i matematik: Jesper Larsen
biologi: Erling Lauridsen

179a/89 "LERERVEJLEDNING M.M. til et eksperimentelt forleb
om kaos"

af: Andy Wiered, Seren Breond og Jimmy Staal

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer

179b/89 “"ELEVHEFTE: Noter til et eksperimentelt kursus om
kaos"

af: Andy Wiered, Seren Brend og'Jimmy Staal

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer

180/89 "KAOS I FYSISKE SYSTEMER eksemplificeret ved
torsions- og dobbeltpendul’.

af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

181/89 A ZERO-PARAMETER CONSTITUTIVE RELATION FOR PURE
SHEAR VISCOELASTICITY"

by: Jeppe Dyre

183/89 "MATEMATICAL PROBLEM SOLVING, MODELLING. APPLICATIONS
AND LINKS TO OTHER SUBJECTS - State. trends and

issues in mathematics instruction

by: WERNER BLUM, Kassel (FRG) og
MOGENS NISS, Roskilde (Denmark)

184/89 "En metode til bestemmelse af den frekvensafhangige

g}asovergangeﬁ"

varmefylde af en underafkolet vaske ved

af: Tage Emil Christensen

185/90 "EN NESTEN PERIODISK HISTORIE“
Et matematisk projekt
af: Steen Grode og Thomas Jessen %
Vejleder: Jacob Jacobsen

186/90 “RITUAL OG RATIONALITET i videnskabers udvikling"
redigeret af Arne Jakobgen og Stig Andur Pedersen

187/90 "RSA - et kryptografisk system”
af: Annemette Sofie Olufsen, Lars Frellesen
og Ole Meller Nielsen

Vejledere: Michael Pedersen og Finn Kunk

188/90 “FERMICONDENSATION -~ AN ALMOST IDEAL GLASS TRANSITION"
by: Jeppe Dyre

189/90 "DATAMATER I MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA
GYMNASIET OG H@JERE LAREANSTALTER

af: Finn Langberg



190/90

191/90

~192790

193/90

194a/90

194b/90

195/90

196/90

197/90

198/90

"FIVE REQUIREMENTS FOR AN
APPROXIMATE NONLINEAR RESPONSE
THEORY"

by: Jeppe Dyre

"MOORE COHOMOLOGY, PRINCIPAL
BUNDLES AND ACTIONS OF GROUPS
ON C*-ALGEBRAS" - -

by: Iain Raeburn and Dana P. Williams

"Age-dépendent host mortality in the
dynamics of endemic infectious diseases
and .
SIR-models of the epidemiology and natural
selection of co-circulating influenza virus
with partial cross-immunity" 7 .

by: Viggo Andreasen

"Causal and Diagnostic Reasoning"

by: Stig Andur Pedersen

"DETERMINISTISK KAOQS"

Projektrapport af : Frank Olsen

"DETERMINISTISK KAOS"
Kerselsrapport

Projektrapport af: Frank Olsen

"STADIER PA PARADIGMETS VEJ"
Et projekt om den videnskabelige udvikling
der ferte til dannelse af kvantemekanikken.

Projektrapport for 1. modul pd fysikuddan-
nelsen, skrevet af:

Anja Boisen, Thomas Hougird. Anders Gorm
Larsen, Nicolai Ryge.

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

“ER KAOS N@DVENDIGT?"

- en projektrapport om kaos' paradigmatiske
status i fysikken. '

af: Johannes K. Nielsen, Jimmy Staal og
Peter Boggild

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

“"Kontrafaktiske konditionaler i HOL

af: Jesper Voetmann, Hans Cxvang Mortensen og
Aleksander Hest-Madsen

Vejleder: Stig Andur Pedersen

"Metal-Isolator-Metal systemer'
Speciale

af: Frank QOlsen

199/90 "SPREDT FEGTNING" Artikelsamling

af: Jens Hejgaard Jensen

200/90 "LINEZR ALGEBRA OG ANALYSE"

Noter til den naturvidenskabelige basis-
uddannelse.
af: Mogens Niss

201/90

202/90

“Undersegelse af atomare korrelationer i
amorfe stoffer ved rentgendiffraktion"

af: Karen Birkelund og Klaus Dahl Jensen
Vejledere: Petr visdor, Ole Bakander

“TEGN OG KVANTER"
Foredrag og artikler, 1971-90.

af: Peder Voetmann'Christiansen-

"OPGAVESAMLING I ~MATEMATIK" 1974-1990

afloeser-tekst-170/88 - =

204/91 "ERKENDELSE OG KVANTEMERANIK"

et Breddemodul Fysik Projekt

af: Thomas Jessen +4
Vejleder: Petr Viscor

N

205/91 "PEIRCE'S LOGIC OF VAGUENESS" b 4

by: Claudine Engel-Tiercelin
Department of Philosophy
Université de Paris-1
(Panthéon-Sorbonne)

206a+b/91 "GERMANIUMBEAMANALYSE SAMT

207/91

208/91

209/91

210/91

211/91

212/91

2137891

A - GE TYNDFILMS ELEKTRISKE
EGENSKABER"

- Eksperimentelt Fysikspeciale
af: Jeanne Linda Hortensén
og Annette Post Nielsen
Vejleder: Petr Viscdor

"SOME REMARKS ON AC CONDUCTION
IN DISORDERED SOLIDS"

by: Jeppe C. Dyre

"LANGEVIN MODELS FOR SHEAR STRESS
FLUCTUATIONS IN FLOWS OF V1SCO-
ELASTIC LIOUIDS" .

by: Jeppe C. Dyre

"LORENZ GUIDE" Kompendium til den
danske fysiker Ludvig Lorenz,
1829-91.

af: Helge Kragh

"Global Dimension, Tower of Algebras,
and Jones Index of Split Seperable
Subalgebras with Unitality Condition. i

by: Lars Kadison

"7 SANDHELENS TJENESTE"
- historien bag tecrien for de komplekee ral.

af: Lise Arleth. Charlotte Gjerrild,
Jane Hansen. Linda Kyndiev, Anne
Charlotte Nilsson. Kamma Tulinius.

Vejledere: Jesper Larsen og Berwhelr
Booss-Bavnbek

"Cyelic Homology of Triangular Matrix
Algebras”

by: Lars Kadison

"Ny sease-induced natural aclection in a
diploid hoet
by: Viggo Andreasen and Freddy B.Chrigtianser




nJ

'214/91

"ballej + eteren” - om

elektromagnetisme.

opleg til undervisningsmateriale

i gymrmasies.

Af: Nils Kruse. Peter Gastrup.
Kristian Hoppe, Jeppe Guldager.

Vejledere: Petr Viscor, Hans Hedal.



