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"Trappe op og trappé ned"

- Escher -

M

Geometriens anvendelse til figurbetragtninger
kan i visse situationer veare inoget misvisende.



e

-

2.

2.1

2.1.1
2.1.2

-1 -

" DISPOSITION. .

Indledning..........t...........;..................side

Hvad er geometri.i.ciesescesssssssscncssannnne teee..8ide

Geometri og virkelighed......cecvvveeveeeeroess .. 8ide

' Geometriens historiske udvikling...................side

Geometri som naturvidenskab...... 1........,......,.side
Geometriens hiStOri€.....eeeeesssss i ereeeean. ....side
Indledende bem@rkninger.........icieeeeesssnassas....8ide
Gymnasiet gennem tiderne......... ceteassennnas «....slde

. Hvilken geometri har man uﬁdervist i.veeveveneeee..side

Hvorfor har man undervist i geometri..... teeesssss.Side

Geometridebatten IR PPN -3 e 1

Geometri som padagogisk redskab.....vocceeeveiee...side

Elevforudsetninger for matématikunder?iéningen.....side

Fagdidaktiske aspekter af geometri som padagogisk
redskab i matematikundervisningen............ vees..side

Geometri som undervisningsobjektf..........}....L..side

Afsluttende bemarkhinger......... ...... “eeeeeaeasss.Side

vores standpunkter vedrgrende geometriundervisning.side
5tandpunkterne. .ouive et ineesiriinaesinaananas 'v....8ide
Sammenfatning.......cicininecenaen sesessersecssassssside

REEErEnCELiStO . vuvseteneenessoneeennnesennes viee...dide

11
11
12
19
29.

38

50

50

51 -

51
54

55
55
60

61




. FORORD.

Dette projekt er udarbéjdet til matematikuddannelsens 1. modul (bredde-
modulet) og 3. modul (det videnskabsteoretiske médul),;og'beskeftiger,aiq

med forholdet mellem geometri og virkelighed, geometripensaet i gymnasiet
gennem ‘dets historie, geometridebatten, geometri som padagogisk redskab,

samt egne standpunkter éngéende geometriundervisningeén.

Det har varet en spandende arbejde at indsamle og bearbeéjde det historiske
materiale om gymnasiet, men desverre ogsd uforholdsm#ssigt tldskravende,
hvorved en rzkke andre delemner ikke har fdet s& dybtgiende behandling, som

vi oprindeligt havde gnsket. Vore overvejelsér over for eksempel forholdet
mellem geometri og virkelighed indeholder absolut ikkeé det endelige bud pé

den sag, da vi kun har diskuteret oy beskaftiget os med dette emne nogle £&
méneder. Imidlertid mener vi dog at dette har varet tilstrakkeligt til at
fremdrage nogle hovedpointer, der har veret til stor nytte for vores egen
forstdelse af hvad geometri er, og hvorledes vi skulle bearbejde synspuhkter-
ne om geometriundervisningen. Noget tilsvarende kan siges om emnet geometri
som padagogisk redskab i gymnasieundervisningen, hvor vi specielt har market
den dirlige forbindelse mellem moderne padagogisk/psykologisk forskning og e-
gentlig fagdidaktik for omridet de 16-19 &riges mateématikundervisning. Vi

har derfor i hg¢j grad mattet bygge p& materiale beregnet specielt for folke=
skolen, hvilket naturligvis ikke er tilstrzkkeligt til at opbygge mere dybt-
gdende fagdidaktiske overvejelser for gymnasiet.

P& den baggrund fir spgrgsmilene om hvad der har veret undervist i, samt hvor-
for denne undervisning har fundet sted, tilsammen med geometridebatten en frem-
trazdende plads i projektet, hvilket kan markes pid vores egne konkluderende over-
vejelser over geometriundervisning i gymnasiet.

Det skal sluttetligt anfgres, at der i projektet forekommer en del geometriske
figurer, som udelukkende har til formil at bryde teksten, uden direkte at refe-
re til teksten (selvom de ofte ggr). '

Vi vil gerne afslutningsvis rette en tak til vores vejleder Mogens Niss.

Uden hans ildhu og ihardighed havde vi havde vi ikke kommet til at kende kopi-
maskinen s godt, og vi havde aldrig opniet det fortrolige forhold til slette-
tasten pd skrivemaskinerne vi har nu.

Roskilde Universitetscenter, d. 31 maj 1979

Tom Juul Andersen Tommy Rytcher Andersen Per H¢jland Larsen
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1. INDLEDNING.

Geometri har gennem artusinder beskazftiget matematikere og filosoffer, og pi
baggrund af dels geometriens relation til verden, som middel til beskrivelse
af virkeligheden, og dels dens placering som brototype for en matematiék teo-
ri (den axiomatisk-deduktive metode), har den indtaget en serstilling blandt
de matematiske emner. ' )

Det er derfor ikke merkeligt, at’ geometri "altid" har indtaget cehgral pla-

- cering indenfor almenskolers undervisningsplaner.

Uanset hvad de forskellige tiders 1nténtiongf har varet med geometriundervisning,
kan det konstateres,'atldgr‘i panmark er en lang tradition for, at de;'findes geo-
metri som en central del éf de forskellige pensa i'matematik. '
P& denne baggrund- stillede vi os fglgende sp¢rgsmé1 Hvorfor er geometri i gym- -
nasiet ikke genstand for nogen selvstandig: beharxdl:mc_;'7

Dette spwrgsmél ledte os tll fplgende fire sp¢rgsmél, som har varet vores udgangs-
punkt for denne rapport:

L.,Hvad er forholdet mellem geometri og virkelighed9 og hvilken rolle spiller
‘geometri i matematikken.

2, Hvilke dele af geometrlﬁn har pensum i gymnasiet/de larde skoler omfattet gen-

- nem tiderne. :

3. Hvad har begrundelserne igennem tiderne varet for den valgte undervisning

i geometri.

[

4. Giver besvarelserne af i 2, og 3 anledning til, at man efter vores'mening bar
" @ndre synspunkter angéende geometriundervisning i gymnasiet og i bekraftende
fald p& hvilken midde? - . =

Denne rapportAvil sgge atlgivezgyar pd disse spgrgsmil.
Rapporten indeholder—fwlgende:hovedafsnit.f
) 4
1. Hvad er geometri.
2. Geometriundervisningens historie.
3. Geometridebatten.
4. Geometri som padagogisk redskab.
5. Vores standpant?r ahg&ende éeometriunder?isningen i gymnasiet.

I det fgrste afsnit vil vi kort forsgge at redegmre for geometriens udvikling,
dens rolle i matematikken og dens forhold til virkeligheden.

I det andet afsnit ;edegarer vi for den gymnasiale geometriundervisnings histo-
rie, hvad angdr 1ndhold,o§ begrundelser for samme.Da der tilsyneladende ikke er
udarbejdet en a jour-fgrt samlet oversigt over de enkelte perioders pensa, har

vi pd baggrund af love, anordninger,.bekendtgﬁrelsér og cirkularer fra de en-
kelte perioder udarbejdet en kronoiogisk oversigt over pensum i geometri og i
betankninger, samt artikler fra de enkelte perioder, spgt .at finde begrundelserne
for det valgte pensa.
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Tredie afsnit er et destillat af den geometridebat, som er forlgbet siden &rhund-

redeskiftet i Danmark sdvel som i udlandet,
I det fjerde afsnit behandler vi de padagogiske kvaliteter, som geometri gr/kgn'
vare i besiddelse af, og vi giver et bud pA hvordan geometrien kan anvendes i den-

ne forbindelse.
Endelig giver vi i det femte -afsnit vores konkluderende synspunkter angdende geome-

triundervisning i gymnasiet.



2. HVAD ER GEOMETRI.

2.1 Geometri og virkelighed.

2.1.1 Geometriens historiske udvikling.

Ordet geometri kommer fra det gr®ske ord geometrein (geo: jord, metrein:
mdle) ,.og har sit opspring i praktiske forhold vedrgrende opm&ling af land-
omrdder samt opbygningen af en kalender pd baggrund af atronomiske obser-
vationer, og kendes i det mindste looo &r f.v.t. ifglge den graske histori-
ker Herodot (7). Det var Babylonerne og Egypterne der som de tidligste kul-
turer anvendte geoﬁetri, for at opnd geometriske resultater til anvendelse
uden for geometrien selv. )

Denne tidlige geometri var sdledes meget tat knyttet til erfaringen, og gn-
sket om at frembringe praktiske resultater.

Grazkerne, (ca. 300 f.v.t.-300 e.v.t.) frigjorde geometrien fra erfaringen gen-
nem en erkendelse af tal og geometriske figurer som abstraktioner, der kunne
~adskilles skarpt fra fysiéke objekter eller billeder. Derved blev det maligt
at udvikle matematiske egenskaber af de betragtede geometriske figurer og fo-
retage generaliseringer. De forestillcde sig et sammenfald mellem deduktiv
tenkning med udgangspunt’ selvindlysende puuyande, og empiriske .udsagn om na-
turens indretning, hvorved der for dem var en enhed mellem logisk rasonneren
0og naturens lovmassigheder. Den graske periode fgrte til en systematisering

af den geomeﬁriske viden, og en indpasning af denne i en axiomatisk-deduktiv
ramme, Euklids elementer, som tog udgangspunkt i fem grundlaggende axiomer,der
kan formuleres som:

1. Det er muligt at trakke en ret linie fra ethvert punkt til ethvert andet punkt.

2. Man kan forlange en begraznset ret linie ud i é&t.

3. Det er muiigt at tegne en cirkel med vilkérlig radius og omkreds.

4, Alle rette vinkler er lige store :

5. N&r en ret linie skarer to rette linier, og de indvendige vinkler p& samme
sidé er mindre end to rette, s& mgdes de to linier, nar de forlanges ubegrén-
set, pd den side hvor de to vihkler, der er mindre end to rette, ligger.

Det er tydeligt, at det femte postulat adskiller sig i komplikationsgrad fra de
andre, og det kommer da ogsd til at spille en afggrende rolle i geometriens ud-
vikling, som vi senere skal se under de ikke-euklidiske geometrier.

Efter den graske periode, kommer der en relativ stilstand i geometrien, medens
algebraen fortsat udvikledes under Araberne. I l6oo-tallet blev geometrien p&-
ny genstand for opmerksomhed, ved udviklingen af projektiv geometri. Desargues
(1591-1661) tog udgangspunkt i den graeske matematiker Apollonius's arbejder
vedrgrende keglesnit, for at videreudvikle id&erne og skabe nyé teoremer.I-
midlertid kom hans arbejde til at strazkke sig langt videre, idet han angreb pro-
blemet: Hvis vi projicerer en geometrisk figur fra &t plan til et andet plan,
hvilke dele af figuren er da invariante under denne lineare transformation.Pro-
jekt}v geometrl er altsd en forlgber for algebraisk topologi, der beskaftiéer
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sig med invariansproblemer under meget stgrre transformationsgrupper, og med
mere komplicerede geometriske figureg,,

1 samme periode systematiserede Descartes forbindelsen mellem algebra og-geome-
tri. Descartes var blandt andet utilfreds med grakernes ofte meget lange og
komplicerede argumenter for en eller anden geometrisk satning, og ved at arit-
misere problemet via en koordinatfremstilling lykkedes det Descartes at give
meget enkle og klare beviser for en rakke setninger i Euklids geometri. Des-
cartes formulerede selv kernen i sin metode pd fglgende mdde (8):

Y Pnsker vi at lgse et eller andet problem, begynder vi med at forestille os
lgsningen udfert, hvorefter vi naVDQiYer alle for konstruktionen ngdvendige li-
nier, ubekendte sdvel som bekendte."

Udviklingen af denne analytiske geometri tilbgd en algebraisering af geometri-
en, og dermed en udvidelge af mulighederne for at fremsatte kvantitative udsagn
om plangeometriens indhold, og for at kunne definere og betragte geometrien af
l¢sningsmangder (kurver) til forskellige algebraiske ligninger.

En lignende kombination af to matematiske teoribygninger opstdr na@sten samtidigt
ved fremkomsten og udviklingen af infinitesimalregningen. Differentialgeometri-
enen kombinere Descartes analytiske geometri med resultaterne fra differential-
regningen. Newton studerede som den f@rste hgjere-ordens kurver, og viste, at
alle kurver, der kunne skrives p8 en generel ligning af tredie grad, kunne re-
duceres til fire andre ligninger, der hver beskrev specielle kurvetyper. Ved dif-
ferentialgeometrien er det ikke mere bestemte geometriske figurer der er genstand
for betragtning, men algebraiske udtryk som frembringere af geometriske figurer,
man ikke ngdvendigvis kan komme til umiddelbar visuel erkendelse af.

Geometrien har selvfglgelig hele tiden varet et redskab, der i andre dele af ma-
tematikken kunne lette forstdelsen af, hvad det var man arbejdede med. Men s&r-
ligt markant ser man dette ved udviklingen af teorien for komplekse tal. Wessel
{1745~1818) viste hvorledes komplekse tal kunne opfattes som punkter i det to-
dimensionale koordinatsystem. Herved udvikledes ingen ny geometri i direkte for-
stand, men det fgrte bland andet til udviklingen af vektorbegrebet: Komplekse tal
kunne adderes og ganges geometrisk som vektorer.

Tiden omkring l8oo~ tallet var ved at vare moden til et endeligt angreb pd Euklids
femte postulat. Forskellige mennekser havde, lige siden antikken, fundet, at det=
te sdkaldte parallelpostulat burde vare et teorem og ikke et postulat, fordi det

i struktur og kompleksitet adskilte sig meget fra de ¢gvrige axiomer og postulater.




Gauss, Bolyai og Lobachevski opdagede (uafhangigt) den ikke-euklidiske geo-

metri, forstdet som et logisk konsistent system, omfattende alt andet end pa-

rallelpostulatet samt en negation af dette. Lobachevski siger (8):

"I geometrien finder jeg v1sse‘ufuldkommenhedder regner jeg uklarheden i de

grundlaggende geometriske begrebsdannelser, samt i fremstillingen af de frem-

gangsméder og metoder, der bényttes i mdlingen af geometriske stgrrelser, og

- endelig den afggrende mangéi i parallelteorien, som matematikernes samledg an-

strengelser indtil nu ikke har kunnet r&de bod p&." .

Lobachevski's arbejder fgrte ham til at opstille en ny form for parallellitet,

som senere skulle blive udvidet med endnu en form. De tre former er:

1. Gennem et givet punkt findes uendeligt mange llnxer, der ikke skarer en ret
1in1e. (Lobachevski-geometri) .

2. Gennem et glvet punkt findes én og kun en ret linie, der ikke skarer en givet

" linie. (Euklids geometri) ’
3. Gennem et givet punkt findes der ingen linier, der ikke skarer en givet linie.

{Riemann-geomeétri)

" Gauss's opdagelse af den ikke-euklidiske geometri
opstod i forbindelse med hans konstatefing,af og

- studier over -hvordan den euklidiske plangebmetri
'f¢lger alene af afstandsbegrebet i planen. Hans
arbejde med at betragte afstandsbegrebet som. et lo-
kalt afstandsbegreb, knyttet til omegnen af ethvert
punkt, "linieelementet”, i forbindelse med hans op-
'fattelse, at- sadvanllge cartetiske, retvinklede ko-
ordinater ikke var de eneste mulige til at beskrive
og formulere geometriske anliggender(vilkérlige
sdkaldte gauésiske.koordinater bestemt ved systemer

af hinanden skarende kurver, kunne lige s& vel bru-
ges) gav st¢det til hans opdagelse.

I en udnyttelse af disse forhold til at beskrive krumningen af flader, indsé han
nemlig at flader med konstant,gaussisk krumning falder i tre klasser,sfarisk geo-
metri (svarende til positiv krumning) euklidisk geometri (svarende til krumning o)
og hyperbolsk geometri (svarende til krumning negativ), og at fladernes lndre geo-
‘metri" (dvs. geometrien anskuet uafhangigt af det omgivende tredimensionale rum)
kun ' har de sadvanlige ‘euklidiske egenskaber ‘i det midterste tilfzlde. Derved bli-
ver den euklidiske plan et specialtilfazlde ‘af en hel fimilie af mulige og konsi-
stente geometrier for flader. . ) ‘

I begyndelsen betvivlede man overhovedet konsistensen af de nye udviklede geometri-
er, og man tillagde dem under alle omstendigheder ingen realitet i‘forhold til det
virkelige fysiske rum. Gauss havde ovenikgbet ikke offentliggjort sine resultater
fgr 1832, selvom de var udviklet allerede 1817 (9).Dette skyldes selvsagt,at ud-
viklingen af den ikke-eqklidiske.geometri viste, at’ der ikke var noget sammenfald
mellem pd den ene side det logisk'mulige, og abstrakt konstruerbare, og pd den an-
den side den fysiske virkeligheds egenskaber.

Den almindelige opfattelse var, at Kant havde ret -nir han mente, at rummet og ti-
dens gedmetriske og algebraiske struktur var absclutte tankekategorier, som er ba-
rende for vores opfattelse af virkeligheden, og som vi principielt ikke kan over-
skride. Vi tanker altsd automatisk euklidisk , fordi det var den mide rummet var
indrettet -p8, og det skullé ikke vare logisk ﬁuligt at udvikle andre geometrier.
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en ca. 40 ar senere blev det endeligt bevist at de nye udviklede ikke-eu-
klidiske geometrier var konsistente, og i 1915 blev Riemann-geometrien be-
nyttet til at beskrive det fysiske rum, (se 2,1.2)

D'Alembert udtrykte resultaterne ved at sige (9):

"Ethvert legeme af hypoteser, som ikke fgrte til selvmodsigelser kan i prin-
cippet benyttes til at udvikle en mulig teori." ’

— - - -- = = - 2.
_En del af den projektive geometri kaldes metrisk geometri, og dette er laren
-om geometfier med et eller andet afstandsmidl. Laguérre, Cayley og Klein ar-
bejdede i slutningen af 19co-tallet med at karakterisere de forskellige geome- -
trier ud fra deres afstandsmil, sdledes at de alle kunne samles under projek-
tiv geometri. Klein viste, at hver geametri var invariant under en bestemt
transformationsgruppe, og kunne p4d den mide samle stgrstedelen af geometriepn
under projektiv geometri. Ydermere kunne projektiv geometri karakteriseres som
som en undergruppe af algebraisk geometri, som beskaftiger sig med algebraiske
strukturer af helt generel karakter. Differentialgeometrien kan dog ikke ind-
passes 1 et sddant skema, fordi den ogsi omfatter studiet'afvikke-algebraiske
objekter. (9)

algebraisk geometri

|

T

projektiv geometri

v - i L4 2 § T

affin geometri enkelt elliptisk dobbelt elliptisk hyperbolsk
geometri ) geometri geometri
L)
parabolsk metrisk andre underafdelinger
geometri af affin geometri

Euklids geometri )

Vi har tidligere navnt, at Euklids geometri indeholdt"huller" og betragtningsmider -
der s& at sige var hentet ned fra snoreloftet. En del beviger indeholdt elementer af

intuitiv karakter, og derfor begyndte flere matematikere i slutningen af det 19. &r-

hundrede at opbygge geometrien ud fra en mere streng logisk-deduktiv ramme. (Peano,
Veronese,Hilbert). Hilbert havde med sin "Grundlagen der Geometrie", (1899) sterst

succes. Ved kombinationen af logik og mazngdelare med geometri ergeometrien ud-

viklet til en position, der er helt uafhangig af erfaringerne med det fysiske rum,

sdledes at geometriens grundlag ikke mere er hverken a priori intuition eller op-

samlede erfaringer, men axiomer der velges som konventioner.

o

Eaaa YN
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Ganske vist havde Euklids geometri i et vist omfang samme logiske struktur,
men den blev betragtet som omhandlende virkeligheden umiddelbart Med den
moderne geometri var dette ikke langere tilfeldet.

2.1.2 Geometri som.naturvidenskab.

"Geometri siger intet om reale tings opfgrelse; Kun geometri sammen med to-
taliteten af fysiske love (P) kan ggre det Bruger vi symboler kan vi sige,
at kun summen (G) + (P) lader sig underkaste eksperimentel efterpr¢velse.
DErfér kan (G) valges vilkarligt og ogsé‘dele af (P); Alle disse love er kon-
ventioﬂer. Det eneste der er n¢dveﬁdigt for at undgé modsigelse, er at valge
resten af (P) séledes, at (G) og hele (P) tilsammen er i overensstemmelse med
erfar1ngen. i ’

' Ej.nstein (lo).

ovenstdende citat er fra en forelasning Einéteinvhéldt.i.det pfeussiske viden-
skabsakademi 1921, med titlen: Geometri og erfaring. I denne artikel siger Ein-
stein stort set hvad der kan siges om forholdet mellem naturvidenskab og geometri, .
og specielt geometri som naturvidenskab. Da der ingen grund er til at gentagé og
omformulere hvad der allerede er sagt krystalklart, vil vi i det f¢lgende hange
vores argumentation op r ri ‘‘tater fra-artiklen, uden:at fordybe os i forskellige
historiske epokers opfattelse af dette spgrgsmal. . .

I virkeligheden startede geometri som en slags naturvidenskab, og endda den aldste
disc1plin i fysikken. Baggrunden for denne opfattelse giver Einstein i feplgende
pasus. :
Det er klart at den axiomatiske,K geometris begrebssystem ikke alene,kan'sige os,

‘' noget om, hvorledes reale genstande opf¢re; sig, genstande vi kalder "praktisk

taget stive legemer". For at kunne bruges i den forbindelse md& geometrien afkla-
des for sin blotte logisk-formelle karakter, gennem en kootdlnation af reale er-
faringsgenstande = med den axiomatiske geometris tomme begrebsformer. For at ggre
dette behgver vi blot at tilfgje : Faste legemer er med hensyn til deres mulige
piaceringer forbundet ligesom legemer i’den tre-dimensionale geometri. S& kxommer
Euclids satninger til at rumme udsagn om praktisk taget stive legemers opfgrsel.
FKompletteter man geometrien pd den made, er den ganske oplagt en naturvidenskab,'
vi kan i virkeligheden betragte den som den @ldste disc1p11n i fysikken".

Einstein kalder denne kompletterede geometri for "praktisk geometri" og skelner den
fra axiomatisk‘deduktiv geometri, Hvis vi gnsker.at undersgge om universet eller
"virkeligheden" er styret af en euklidisk praktisk geometri eller en anden praktisk
geometri m& vi tage erfaringen til hjalp: Hvad siger vores mdlinger og observa-
tioner af rummet om dette sp¢rgsmél7

.insteins synspunkt er selvfalgelig en konsekvens af hans egne resultater med at
anvende ikke-euklidisk riemman—geometri til at beskrive det fysiske rum, en
‘geometri der i fysiske forstand reprasenterer gravitationskrafter ved en egenskab
ved selve det fysiske rum: Det krummer. Og et materielt legeme har den egenskab,

at det kan andre p& rummets krumning i det omrdde legemet befinder sig. '
Konsekvensen af Einsteins ide var f.eks.,at lys, der ogsd er masse via formlen
E=mc2 skulle krumme 1.nerheden af materielle legemer, fordi de afb@;es af legemets

tyngdekraftsfelt. Dette har man eksperimentelt pévist-ﬁed lyset fra fiksstjerner
' . . .
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- der passerer taet forbi solen.

Vi kan sammenfattende siges, at tilbeskrivelse af virkeligheden benyttes den
‘geometri, der i det foreliggende tilfalde giver den bedste overensstemmelse
med eksperimentelle facts. Det eneste krav der stilles til en sddan geometri,
er dens konsistens og dens brugbarhed.Om "sandhed" eller "falskhed” af den
valgte geometri som sddan er der ikke tale.

Poincardudtrykker dette ved at sige (33):

. R "Geometriske axiomssystemer, og de dermed forbundne geometrier er i matematisk.
forstand alle eksakte. De er hverken a priori intuition eller eksperimentelle
facts, men rene konventioner.. én geometri kan derfor ikke vare mere sand end.

 en anden; den kan kun vare mere praktisk til beskrivelse af det fysiske rum
i den foreliggende situation”.

N\ /

+¢/ \\\ é//
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3. Geometriundervisningens historie.

3.1 Indledende bem@rkninger.

I dette kapitel beskrives hvad man har undervist i éf geometri og begrund-
elserne for denne undervisning. For at man kan f4 et overblik over denne ud-
vikling, har vi lavet en kort beskrivelse af gymnasiets historiske udvik~
ling, med sarlig vagt pd de aspekter af udviklingen, som vi mener har in~
teresse for matematikundervisningen generelt og for geometriundervisning-
en specielt.

En forhdbentlig fuldstandig oversigt over love, anordninger, bekendtggrel-
ser, cirkularer og betankninger, der er omtalt i teksten, er ‘i skemaform
givet umiddelbart efter den historiske oversigt. ’

I forbindelse med vores .analyse af udviklingen har .vi fremhevet de ér,

hvor der fremkommer vasentlige andrlnger af geometripensum , I de mellem-
liggende &r/perioder sker der imidlertid mange interessante ting, som har
betydning for disse andringer. Derfor er afsnittet om begrundelserne for
eksistensen af geometriundervisningen periodeinddelt (f eks. perioden
1871-1906) , sdledes at érstallene markerer begyndelsen henholdsvis afslut-
ningen p& en epoke.
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- 3.2 Gymnasiet gennem tiderne.

Den protestantiske latinskole 1537 - 18089.

Gymnasiets historie kan fgres tilbage til feudalperiodens dom- og kloster-
skoler. Skolerne virkede som forberedelse til uddannelsen af embedsmand til
Kirke- og fyrstemagten.
Vores undersggelser starter ved Christian d. IV's reform af latinskolerne
den 22 oktober 1604, hvor geometri sammen med aritmetik og musikteori kom-
mer med pd skemaeérfor f¢rste7§éng. I forbi;éelse med reformen pélagdéTChr.
d. IV professorene-ved Kgbenhavns universitét at udarbejde larebgger til
brug ved undervisningen og i 1612 udkom den fprste danske larebog i geometri
for "gymnasiet":
" Initia Geometrica seu in Euclidem Isagoge compendiosa, un acum

Logistica Astronomica brevissima®

(Geometriens begyndelseselementer, eller kortfattet indledning

til Buklid, sammen med algebraisk astronomi).
Perioden efter reformationen og frem til 1809 var en meget stillestédende tid
i "gymnasiet" og der blev kun foretaget mindre andringer af hele latinsko-
len. Ved en Kgl. Anoxdning af 17 april 1739 skete en sammenlagning og koor-
dinering af de l®rde skoler; si3ledes at deres antal reduceredes hvorved ka-

paciteten koncentreredes.

Det nyhumanistiske embedsmandsgymnasium 1809-1903.

Med baggrund i humanismens sejrsmarch gennem Frankrig og Tyskland opstod
herhjemme det nyhumanistiske embedsmandsgymnasium. Det var prazget af, at ve-
re universitetsforberedende eliteskoler for embedsmandsstanden og af at det
hyldede den formale dannelsesteori sat i forbindelse med det nyhumanistiske
dannelsesideal.

Hovedsigtet med den lov, som kom den 7 november 1809, var bl.a. at koordinere

alle forberedelsesskoler, s& man kunne f& etableret en enheds-forberedelses-
skole. Loven drejede sig altsd is@ar om de organisatoriske forhold og ikke
58 meget om det indholdsmassige.
De larde skoler skal, som sagt, forberede til universitetets adgangseksamen,
men i denne lov nevnes det for fgrste gang, at de larde skoler kan benyttes
til andet end universitetsforberedelser. Det siges nemlig i loven, at "folk
som ikke er skikket til universitetet", alligevel kan have gavn af "en lard
uddannelse".

Selve skolen er igvrigt pd ner-
varende tidspunkt opdelt i to,
den fuldstendige skole og mid-

delskolen.
Den fuldstandige skole gav i middel- den fuldstandige
mods@etning til middelskolen ret ? skole.

til at indstille sig til adgangs- skolen.
eksamen til universitetet og
undervisningen havde et omfang

der gjorde det sandsynligt, at J
man kunne bestd den. I 1850 andres
skolen ved en bekendtggrelse af den 13 maj. Den larde skole er nu ikke
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langere forberedelsesskole, men en 8-Arig, men 7-klagset (den sidste
klasse varer i 2 &r), afgangsskole der giver ret til videre studier pa
universitetet. Der er altsé foretaget en strukturering af de 1erde sko- )
ler; sdledes at de nu underviser i de samme emner og pd samme niveau.
Det bgr mdske understreges, at skolen altsd giver en enhedsforberedelse
til enhver form for videre studium pd unive:sitetet. '

Umiddelbart efter at den Madvigske ordning, som den blev kaldt efter den
p& den tid herskende kultusminister, blev vedtaget, begyndte man at kri-
tisere den for at overbebyrde eleverne. Bekendtg¢relsen er i¢vrigt be-
maerkelsesvardig derved, at geometrien for f¢rste gang nzvnes mere detal-
jeret. Det narmere indhold specificeres dog forst i en bekendtggrelse
fra 1858 ( se seneré ) ther at un;versiteteprofessorene Ramus (mat.)
“og Holten (fysik) sammen med overlarer Petersen ved Metropolitanskoien
i 1855 havde indsendt et forslag til precisering af fordringerne (1),
Forslaget blev ikke modtaget venligt-af faglarerne, som ansd det for at

vere for kravende og de mente desuden, at den fardighed i l¢sn1ng af ma-

tematiske opgaver, som 13 i forslaget ikke giver noget stgrre bldrag til

den almene dannelse. -

Kritikken af den Madvigske ordning fortsatte, man forhandlinger, som -
,‘krltikken.resulterede i, endte resultatl¢ee indti;.man lavede den Hall~-

ske ordning i 1871 (Kgl. Anordning 5.8.71). I forbindelse med denne ord-

ning zndredes den larde skole til en 6~ &rig skole ved at man nedlagde de

to ferste klasser, men vdover denne tidsmessige indskrankninq, skete der en

opdeling af skolen,’ s&ledes at de sidste to &r deltes i to 1in1er, en

sproglig-historisk og en. matematisk-naturvidenskabel1g.

Efter de fgrste (falles) 4 ar f : *——T
tager man en eksamen, som kald- - sproélié- o \' matenaﬁ .
es 4.klasses hovedeks;men.voen- histe;lsk ' linie
ne eksamen giver, pi linie;med linie, 2 ar . 2 ar
forskellige forberedelseekurser/- L

. eksamener, adgang til bl.a. poly-.

" teknisk lareanstalt og pharma- o S 4 Ar
ceutisk hgjskole. Elever,‘der er Lo ) ' felles
i ferd med at tage 4. klasses : ' .
hovedeksamen eller et af de for- ‘ ' : p .

skellige forberedelseskurser, kaldes ofte ‘for real disciple, mens de e=-
“lever, som er i fard med at tage afgangspr@ven (altsé studentereksamen)
kaldes for studerende disciple. !
Den Hall-ske ordning var der imidlertid heller ikke tilfredshed med.

Den blev kritiseret/debatteret kraftigt En del af kritikken gik pa
opdelingen i de tq.linier. Mange anisd det for uheldigt med en linie,

som (ensidigt) forbereder til specielle fagomrdder, som matematik og
fysik. De mente, at man skulle vende tilbage til enhedsgymnasiet. Andre,
derimod, mente at reformen ikke var vidtg&ende nok, da hovedvagten fort-
sat var lagt pd de klassiske fag, hvorved de nysproglige og matematisk-
. naturvidenskabelige fag.blev unaerbetonet; I denne forbindelse kan det
bl.a. navnes, at der i 1898 kom et andragénde fra nogle privatskoler
om tilladelse til at afholde undervisning ‘og afgangseksamen efter en
sdkaldt 3. retning (en nysproglig retning)..

L3 ,;’
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Det socialliberale gymnasium 1903-

Som en folge af systemskiftet i 1901, hﬁor venstre kommer til magten og,
padvirket af bl.a. Gertz(prof. i kl.filologi og medlem af undervisningsin-
spektionen, se igvrigt senere), der som rektor afholdt en brandtale ved
Kgbenhavns universitets jubilzumsfest i 1898, vedtages en lov af den 24
april, som fglges op ad kgl. anordning den 1 dec. 1906, som fordrsager en

stor gymnasie- og mellemskolereform. De larde skoler erstattedes af de he-.

jere almenskoler. Almenskolen opdeles i en 4-4rig mellemskole med eksamen
6§ et §-éri§_gymnésium; som:igenVQar déit i én klassisk~sproglig, en ny-
sproglig og en matematisk-naturvidenskabelig retning. Lovens éne hoved-
sigte var at skabe forbindelse mellem almenskolen og latinskolen; s&-
ledes at der blev givet mulighed for, at visse elever kunne gennemlgbe
hele uddannelsessystemet frem til universitetet. Det andet hovedsigte
var at styrke de moderne sprog. .

Efter 1903-loven er der debat om hvorvidt det er rimeligt, at bibeholde
matematik p& de spfoglige linier, idet de 2 gange 3 timer, som er til
riddighed, alligevel efter manges mening er for lidt. Argumentet for at
bibeholde matematikundervisningen er, at det larer elever at_ tanke
(logisk) .- Debatten gir desuden (som tidligere) pd, at (1903) ordningen
alt i alt er for kravende. Den nyoprettede sproglige linie var til at
begynde med meget popular med stor sggning, men i de fglgende &r faldt
tilgangen imidlertid vasentligt (2).

I 1930 udkommer en betankning om det 4-&rige gymnasium (Hgjbjerg Christen-
sen), men den bliver aldrig realiseret da Madsen-Mygdal regeringen, som
havde givet det nedsatte udvalg et kommissorium, var gdet af til fordel
for en radikal-socialdemokratisk regering, som ikke delte den forrige re-
gerings syn pd undervisningen i gymnasiet. Store dele af betankningens
indhold overfgrtes imidlertid til en betenkning fra den 14.9.1933, (det
3-3rige gymnasium bibeholdtes dog) som dannede grundlag for Kgl. Anord-
ning angdende undervisningen i gymnasiet fra den 9 marts 1935. I for-
bindelse med 35-ordningen fjernedes matematikken pd de sproglige linier

i 3g. Man har altsd nu kun 2 gange 2 timer, hvor man i begyndelsen af
drhundredet (Tuxen 1914) ansi 2 gange 3 timer for sd beskedent, at det

(n®sten) var omsonst at undervise i det.

Under krigen blev der indfgrt en del lempelser af gymnasiets pensumopgi-
velser, da der var betydelige vanskeligheder for sdvel gennemfgrel-
sen af en regelmassig undervisning som for en normal forberedelse. Len-
pelserne var tankt som midlertidige foranstaltninger, men gymnasieskoler-
nes larerforening bad om, atman bibeholdt disse lempelser indtil man
havde forhandlet sig til nogle lempeiser over en bredere bank. Et udvalg
med Hpjberg Christensen som formand fik netop dette som kommissorium i
1948 og man afgav i 1949 en betankning angdende begransning af lase- og
eksamenspensa til studentereksamen. Udvalget foreslog bortfald af mate-
matik for de sproglige, hvilket man i forbindelse med Kgl. Anordning af
8 april 1953 holdt sig til. Anordningen indeholdt igvrigt kun nogle min-
dre justeringer, og der sker sdledes intet afygrende fgr loven af 7 maj
1958, som beskriver strukturen af det gymnasium vi kender idag. Loven
af 58 har dog slet ikke den reformkarakter, som 1%03-loven havde. 58-lo-
ven er en rammelov og undervisningens indhold og omfang fastsattes
fgrst 1 en bekendtggrelse i 1961 ligesom gnsket om en gget grendeling
stdr omtalt i 1960 betankningen "Det nye gymnasium". Af 6l-bekendtggr-
elsen fremgir det, at matematik er genindf¢rt for de sproglige, samt at
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der oprettes en samfundsfaglig og en naturfaglig retning.

I 1968 kommer en békendﬁgﬁrelse, hvor der tilfgjes en musiksproglig
retning og hvor antallet af matematiktimer reduceres for sidvel de
sprogliqe'som de matematiske linier. .

Endelig kom i 1971 den bekéndtg¢relse,>som vi lever under idag. Denne
'bekendtgareise har kun medfgrt nogle mindre indholdsjusteringer, bl.a. )
indfprtes plangeometri pa den samfundsfaglige og den naturfaglige retning.
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3.3 Hvilken geometri har man undervist {i.

1604: .

I dette &r kommer geometri fgrste gang ind i skolen. Indholdet er ikke narmere .
specificeret i det kildemateriale vi har kunnet finde, men at dgmme pi titlen
af den fgrste geometribog (se side KZ) var det en kortfattet 1ndledning til

- Euklid tilsammen med anvendelser p4 astromien.

Vi ved ikke noget, men vi gatter pd at der ikke sker vasentlige andringer
af geometriundervisningen frem til 1850.

1850:

Fgrste gang geometrien navnes mere detaljerét, er i denne bekendtg¢rélse, sdﬁr

bygger pa loven fra 1809. Om geometii hedde; det: ' ' ) :
"Undervisningen heri, der ligélgdés gdr gennem hgle,skdlen:forberedes‘
ved geometrisk tegning, og indeholder foruden den almindelige plan-
geometri ogsd gtereometri og plantrigonometri hvortil fajes en s&dan
kort oversigt over det vigtigste - af astronomien, at den, uden .vanske*
lig kalkul eller detail . . . kan give en tydelig anskuelse af him-'
mellegemernes ‘nrhold, af lovene for deres bevagelser og af mdden hvor-
pa disse love erkendes, samt}ove;,hovedsatningerne af mateyatisk geo~

grafi®.

Det narmere indhold fastsattes fédrst i1 en Kgl. bekendtgprelse af den 8 auguéé
1858, Det hedder heri om undervisningen.i deometri, at den skal omfatte: '

1. Plangeometri

~ Satninger om vinkler og rette liniers stilling til hinanden (lodrette og
parallele linier),

rette liniers langde afhengig af deres stilling,

om trekanter, deres inddeling efter sider og vinkler kongruens,

almindelige satninger om firkanter, deres inddeling, parallogrammer og mange~
kanter -

N,

cirklen, rette linier og vinkler i og ved cirklen,

retlinede figures sammenligning, proportionalitet, ligedannethed og deres
udmdling, ' - ’
- regulare polygoner i om cirklen,

- areal- og omkredsberegning - .

2. Stereometri.

- planers og rette liniers stilling i rummet,
vinklerne mellem dem, -parallelisme, hjgrner,
- kongruens og symetri navnlig med henblik p&
prismer og pyramider, . .

- udmlling af cylindre, kegler og kugler
(areal og. rumfang)
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3. Trigonometri.

- de trigonometriské funktioner (navnlig sin og cos) og ligninger, trekanters
oplesning og de dertil ngdvendige formler,
- trigonomiske tabeller samt logaritmetabeller (eftervisning af gyldighed

samt anvendelse af),

Afgangseksamen bestdr i matematik af &n skriftlig preve i geometri og en
i aritmetik.. _ _ - - . - -

I Kgl. Anordning af 5 gugqust 187] siges det om geometripensaet:

1 = 4iér. der som tidligere navnt er falles,
"Undervisningen i f@rste klasse indledes med en pd materielle former

stgttet abstraktion af de fgrste geometriske begreber, sAledes at
disciplen herved tillige fgres til en sddan klar opfattelse af lege-~
mers, fladers og liniers inddeling efter deres frembringelsesmide og
heskaffenhed, som uden geometriske beviser ad anskuelsens vej ved
iagttagelse af og fors¢gg med legemelige former kan opnds. Derefter
meddeles et plangeometrisk kursus af det i skolerne hidtil sadvanli-

ge omfang".

Herudover
- beregninger af arealer (pid basis af plangeometriske satninger)

- volumener (uden beviser, og for at"tydeligggre matematikkens anvendelser 1

det praktiske 1liv",)

4.klasses hovedeksamen:
~ prgve: skriftligt bl.a. i geometriske konstruktioner eller satninger.

mundtligt bl.a. i geometri.

2 Ar - sproglig linie.
~ astronomi med kort matematisk indledning

2 ir - matematisk-naturvidenskabelig linie.

~ stereometri

- plantrigonometri
- analytisk geometri, ret linie, cirkel, parabel, ellipse, hyperbel

-~ projektionslere, bl.a. rumlige figurer p& to vinkelrette planer

Eksamen:
- prgve: skriftligt - projektionstegning, anvendelse af stereometri eller

trigonometri.
mundtligt - bl.a. i geometri og altid spgrgsmdl i analytisk geometri.
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1903:
Her indfpres matematik for de sproglige 1in1er, mén pensum bliver,som for
mat-nat linien, f@grst beskrevet i Kgl. A. af 1 dec. 190‘, hvori det hedder:

Mat-nat linie.

Plangeometri:

- bevis for satninger for - proportionalitet 1-to ensvinklede trekantet og rekt-
anglets areal.

- ligedannethedsteori og areal af ligedannede figurer.

- regulazre polygoner, cirkelperiferiens deling i 4, 6,10 og 15 lige ,tore ‘dele
og beregning af tilhgrende korder.

- omkreds og areal af cirkel, cirkeludsnit og cirkelafsnit.

- koordinatsystem og simple funktioner 1 dette. ‘

- geometriske steder, harmonisk forbundne punkter og linier.

Trigonometxi:
= trigonomiske funktioner, 1ogaritmiske udtryk,gransevardier,
- bestemmelse af terkant stykker.

Stereometri:

- hovedsatning om ret lin.e ng plan. .

- et punkts bestemmelse ved retvinklede koordinater.

- polyedre. prisme, pyramxde, pyramidestub. v .

= de 5 sdkaldte platoniske legemer.(sarliq- tetraeder,tarning og oktaeder).
= cylinder, kegle,keglestub. . . ) o j

+ kuglen. ‘

- de sfariske grundformler
(serlig: trekanter). -

- kongruens, symmetri og .
ligedannethed.

- arealet af omdrejnings-
legemer.

- rumfang af: prisme,

pyramider,pyramidestub

cylinder, kegle, kegle
keglestub, kugle, kugleudsnit og kugleafsnit.
- det pdvises, at plane snit i en omdrejningskegleflade kan vare elipse,
hyperbel eller parabel. :
"der bgr gennem undervisningen lagges vagt pd at udvikle elevernes rumsans®.

Analytisk plangeometri:

- punkter og kurvers bestemmelse ved retvinklede og polere koordinater.

~ liniens og cirklens ligninger.

- skering mellem ret linie og cirkel.

- parabel, ellipse og hyperbel henfgrte til symmetriakse til koordinatakse.

= hovedsatninger om bran@punkt, ledelinie, tangent(asymptoter) og normal,_
diametre. ' ‘ ’ )
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Endelig kan man valge: A - -

- analytisk geometri: diskussion af den almindelige ligning af 2.grad

- stereometri: ikosaeder, dodekarder, fremstilling af simple polyedre ved ret-
vinklet projektion p& to hinanden vinkelrette billedplaner og af plane snit
i sidanne legemer. ’ ’

; hvad der imidlertid ikke var mange der gjorde.(fremgdr af 1949~betankningen)
I.1913 og.i nasten alle de efterfplgende &r indtil 1935, valgte- alle skoler
nemlig et andet valgfrit emne, infinitesimalregning, som i 1935 blev fast del
af pensummet i matematik ' ) ' a 7

‘For de to sproglige linier:

Geometri:

- bevis for satninger om sidernes proportionalitet i to ensvinklede trekanter.

- bevis for satningen om et rektangels areal.

- ligedannethedsteori og arealet af ligedannede figurer.

- regulzre polygoner, cirkelperiferiens deling 1 4,6,10 og 15 lige store dele
>og beregning af tilh¢rende korder. ’

- omkreds og areal af cirkel, cirkeludsnit og cirkelafsnit.

- trigonomiske funktioner (trekantsberegninger).

- koordinatsystem og simple funktioner i dette.

1935
Ifglge Kgl. Anordning af 9 marts 1935 oph¢rer undervisningen i matematik i 3g
for de sproglige linier. Undervisningen omfatter igvrigt for:

de sproglige linier:

Geometri:
- analytisk geometri (planen).
- koordinatsystemer, afstand, ret linie, vinkel, sk&ring.

Trigonometri:

~ trigonomiske funktioner (cos,sin,tg)

- den retvinklede trekant, sinusrelationerne.

- bestemmelse af trekant-stykker, ndr 3 er givne.
- kordeberegning.

og praktiske anvendelser.
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Mat-nat linien:
Pensumopgivelsen i matematik er inddelt i to grupper:

a) Aritmetik og plangeometri.
b) Stereometri. ’

Som-man kan se udmarker stereometrien sig ved fortsat at vare et selvstandigt
samlet hele, en enhed.

Pensaet er i¢vrigt i udpluk:

Aritmetik ‘og plangeoﬁefri:

ligedannethed, konstruktioner p.g.a. geometriske steder.

harmoniske forbundne ting, :

arealer af trekanter og polygoner.

vinkler m.v., vinkelbuers 1angde. '

alm. trekants-grundformler, beregninger herunder hgjder, hedianef‘og'vinkel-
halveringslinier samt radius i trekantens omskrevne cirkel.

trigonometri -

vilkdrlige vinkler

relationer mellem trigonometriske udtryk m.v.

simple trigonometriske ligninger A

analytisk geometri (planen)

koordinatsystemer, og parallelforskydninger, polare’ koordinater (1ign1nger
og parameterfremstilling) for ret linie, cirkel, ellipse, parabel, hyper-
bel.

vektores sammensétﬁing og oplesning.

Stereometri:

linier, planer, hjdrner, .

retvinklede koordinater i rummet

afstand,. kegleretninger, vinkel

linier, polyedre, cylinder, kegle, keglestub

sfariske grundformler og trekanter samt simple anvendelser pid astronomi og
geografi

areal af de betragtede omdrejningslegemers overflade-

rumfang af de betragtede legemer

kegle~- og cylindersnit.
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1953 (8 april). Ifplge denne Anordning om undervisﬁingen‘i gymnasiet frgmgér
det af formilsparagrafen for faget matematik, at "arbejdet hermed skal udvik-
le og skole elevernes evne til stringent tankning og prgﬂnant udtryksform”.
Af Anordningen kan det ses, at undervisningen skal omfatte en rakke (tilsyne-
ladende)  ligestillede emner (38 ialt), hvoraf fglgende er et udpluk inde-
holdende gecmetriske 1nqredienser.

- deling af et givet liniestykke i et givet forhold. Harmonisk forbundne pkt.
--den almindelige ligedannethedslazre, ligedannede polygoners arealer -~ :
~- langde af cirkel og cirkelbue.rnreal af cirkel, cirkeludsnit og-cizke}afsnit,
- konstruktionSOpgaver ’

= de trigonometriske funktioner (sin,cos,tg og c¢ot) af vilk&tlige vinkler.

- relationer mellem de trigonometriske funkticner.

- grundformler for den retvinklede og den skavvinklede trekant. )

= de til trekantens oplgsning sadvanligt benyttede logaritmigke formler.

- beregning af trekantens hgjder, medianer og vinkelhalveringsllnier samt
radius i trekantens omskrevne cirkel og i dens roringscirkler.

- hovedformerne for den rette linies ligning (herunder notmalformen) med an-
vendelsger.

- ligning og parameterfremstilling for cirklen, ligning for tangenten.

= diskussion af andengradsligningen ax2 + by2 + cx + dy +c = g, )

- ligning og parameterfrémstilling for parablen henfgrt til symmetriaksen og
toppunktaténgenten som koordinatakser; ligning for tangent,'normal og den
til et givet kordesystem svarende diameter; hovedsatninger om tangenten
med anvendelse pd konstruktioner.

- ligning for ellipse og hyperbel henfgrt til symmetriakserne som koordinat-
akser.

- geometriske steder i analytisk behandling; herunder ellipsen og hyperblen
som geometrisk sted for de punkter, hvis afstande fra et givet punkt og en
given ret linie har et givet forhold.

-1 rumgeometrien behandles hovedsatninger om ret linie og plan. det tresid-
ede hjgrne, konvekse higrner.

- kongruens, symmetri og ligedannethed i rummet.

- polyedre, herunder prisme, pyramide og pyramidestub samt de fem regulare
polyedre.

- cylinder, kegle og keglestub; kuglen.

- sfarisk geometri -

~ areal- og rumfangsberegninger

- bestemmelse af plane snit { omdrejningscylinderflade og omdrejningskegleflade.

1961 (6 september). Denne bekendtggrelse udfylder rammeloven fra 1958 og byg-
ger pd 1960 betankningen "Det nye gymnasiet"”.

De sproglige linier.

Matematik bortfaldt helt i 1953 og ved genindfgrelsen er geometri gledet ud.

Mat/nat oq mat/sam ~ linierne har ingen geometri.
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Mat/fys linie. / ' .
Bekendtggrelsen navner kun, at plan- og rumgeometri skal vare indeholdt i
undervisningen, men i 60 betankningen er det nermere indhold preciseret:

plangeometri (analytiskf:

- retvinklede koordinatsystemer, koordinatskifte, afstande

- vektorer og deres koordinater, regning med vektorer, skalarprodukt

- ret linie, vinkel, parabel, hyperbel, ellipse,

~ 1 analytisk fremstilling (linier, parameterfremstilling og vektorligning)
~ areal af trekanter og parallelogrammer

- afbildninger af planen pd sig selv (fly;ﬂing og ret affihitet)

rumgeometri (analytisk}:

- retvinklede koordlnatsystemer, afstande .

- vektorer og deres koordinater, regninq med vektorer, skalarprodukt.

- ret linies parameterfremstilling, planens analytiske fremstillinger

- vinkler, kuglens ligning, sfériske koordinater og afstande

- polyedre, Eulers setning, regul@re polyedre ) ' '

—- areal af omdrejningslegeme, -kegle, og. kugleoverflader samt sfarisk trekant
- rumfang af prisme, pyramide, omdrejningslegeme, ~kegle

- kongruens og symmetri

trigonometri.( en del af funktionslaren)

- trekantsberegninger

1968. (5 juli, bekendtggrelse)

Bortfalder valgfrit emne i matematik.

1971. (16 juni, bekendtg¢relse)

I denne bekendtggrelse er fglgende andringer af pensumet beskrevet:

De sproglige linijer. 4

som i 1961, fortsat ingen undervisning i geometri.

Matematisk-paturvidenskabelig retning.
Mat/fys linie.

- plangeometri. som i 61

~ rumgeometri bortfaider
- trigonometri som i 61
- svingninger og kun retvinklede trekantsberegninger.

- Mat/nat og mat/sam.

- plangeometri , som for mat/fys, indfegres

~ retvinklede koordinatsystemer, afstand, vektorer og deres koordinater, reg-
ning med vektorer, skalarprodukt, ret linie og cirkel i analytisk fremstil-
ling.
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- areal af trekant og parallelogram.
~ trigonometri, som i 61

-~ gvingninger og kun retvinklede trekantsberegninger.

Prgver: skriftlig 1 sat og 2 mundtlige spgrgsmil. _




T- 27 =

Konklusion og udviklingsmessige hovedtrek, pa baggrund af afsnit 3.3

" Hvilken geometri har man undervist i ".

I det f¢lgende vil nogle afg¢rende»hovedtrak i forbindelse med de for-

- skellige ordninger blive fremhevet. ' :

Under den Madvigske ordning er geometrien overvejende ‘syntetisk og' en

endog meget stor del af det matematiske pensum. #

I forbindelse med den Hallske ordning, navnes for forste gang de analy-

tiske metoders anvendelsé (se s. Zo),umen det er begransét til den 2- ar-

ige matematisk—naturv;denskabe11ge retning. De fgrste-4 &r adskiller Slg

nappe pé nogen ‘méde afggrende fra det man, i samme tidsrum, havde under

den Madvigske ordnlng ' ‘ ' o )

I 1903 har man indfgrt matematik pa de sproglige linier og i den forbind- -
. elge introduceres. analytisk gecmetri, men langt den overvejende del af )
geometrien er syntetisk. Pa mat-nat linien er den analytiske geometr1 til-
syneladende udvidet en smule i forhold til 1871.

I bekendtg¢relsen fra den 4.12.1906 om undervisningen i gymnasiet frem-

gdr det, at formalet med matematik pa de sproglige 1linier er " at skole

. elevernes tznkeevne ", men af et cirkulere fra 1924 fremgdr det, at man .

er -begyndt at tvivle pd nytten i den retning; for man giver heii tillad-

else til, at undervisningen i stedet rettes mod en merelpraktisk anvende~

‘1ig matematik. ) ‘ C J'

I 1935 er der sket en opl¢$ning af de sadvanlige matematiske kategorier,
‘idet’ funktionsbegrebet -y .-hedsggrelsen-af matéﬁafikkeh er tridt i for--
grunden. P& ‘de sproglige linier er den syntetiske geometri praktisk taget
- forsvundet til fordel for den analytiske og de praktiske anvendelser har
 faet en central placerlng. P& den matematisk-naturvidenskabelige linie er
der i forbindelse med funktionsbegrebets centrale placering og den begynd-
ende enhedsg¢relse, sket en afgeometrisering idet plangeometri trigono-

. mecri og analytisk geometri, som i 1903 var selvstandige grupper, er ble—.

-vet en-del af gruppen " arltmetik og plangeometri *,- som klart er centre-

ret om funktionsbegrebet Det er kun stereometri der i matematikpensum . o 4
er udskilt som. en selvstaendig. gruppe. ) ' C ’
;Der er endnu syntetisk geometri pé mat nat linien, men den overvejende del
er nu analytisk. .

I 1953 fremtrader matematikken som en enhed med funktionsbegrebet som
det fremtradende (der er under denne ordning kun matematik pd mat-nat li-.
nien). Det er klart, at geoﬁetrleh 1 forbindelse med enhedsggrelsen er
blevet rangeret ud pd et sidespor, bl.a. med en svakkelse af rumgeometri
og med vektorer strwgét af emnelisten. . )

Den analytiske geometri er nu s langt den overvejende.

I forbindelse med 1958/61 ordnlngen glider den sidste rest syntetisk

geometri ud af pensumsopgivelserne.

" Dexr indfgres igen matematik pd de sproglige linier,,men uden geometri.

Der sker en afg¢rende udvikling af det matematiske pensum, . idet man udover
det stadigt centra}e funktionsbegreb indfgrer en rzkke almene hjelpebegre-
ber fra mangdélaren. Dette gar ud over konstruktionslaren, logaritmiske-
trekantsberegninger, keglesnitslgren, stereometriens indledende sgtninger
og sfarisk geometri, som alle udgr.

P4 de nyoprettede mat/nat og mat/éam linier er der hverken plan-.eller rum--
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geometri (analytisk).

I 1971 fjernes den analytiske rumgeometri pd mat/fys linien, mens den
analytiske plangeometri, som man allerede har pd mat/fys, indf¢rtes pa
mat/nat og mat/sam linierne,

Af de opstillede hovedtrak i udviklingen kan man se, at der er sket en
udvikling fra en klassisk geometri a la Euklid fgrst, til en momentvis
mere praktisk orienteret og sidenhen analytisk'geometri indtil idag hvor
en egentlig undervisning i geometri efterhénden er blevet fjernet; séled-
es at der kun er geometri med, som spiller en rolle for introduktionen af
andre matematiske discipliner. Sagt p4-en lidt ‘anden made kan man sige, at
geometri som en klump, med tiden, er blevet mere og mere oplgst, idet den
er blevet indvavet i den "matematiske sammenhang" alt mens den er blevet
mere Qg mere analytisk.
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3.4 Hvorfor har man undervist i geometri.

Geometriundervisningen i gymnasiet har gennem historien undergdet en rekke
skift ved de forskellige anordninger og bekendtggrelser. Disse skift afspej-
ler dog kun til en vis grad geoﬁetridebatten, som ofte har varet meget mere
nuahceret, med meget forskellige meninger om geometriundervisningens indhold

formdl. Derfor vil en del af de citerede personer ikke altid have en di-
rekte indflydelse pd de nye bekendtggrelser etc., men har mdske alligevel me-
re indirekte pavirket udviklingen.

Hovedsynspunkterne med hensyn til formdlet med geometriundervisning kan med
rimelighed inddeles i f¢1gende fem hovedsynspunkter:

1. Omverdens rumbevidsthed/orientering.

- Hermed menes, at-eleverne skal f& en forstdelse af planen
og rummet,'samt erhverve simple videnselementer om deres
egenskaber. ‘

2. Omverdens rumbeherskelse.

Un”  -isningen kan sigte p& at'opbygge en mere sammenhan-
gende indsigt, der tillader eleverne at handle ved hjalp

af denne indsigt. At kunne fzlde domme om hvilke geometris-
ke argumenter der er rigtige og hvilke der er forkerte, samt
at kunne strukturere problemsituationer oé gennemfore be-
regninger, hgrer ogsi med til dette punkt.

3. Illustrere matematiske processer. .

Hermed menes, at geometri kan ‘behandles som et system, der
er et skoleeksempel pd matematisk tankegang og metode 1' bre-
dere almindelighed.

4. Trazne den logiske sans.

Rksiomatisk-deduktiv geometri som hos Euklid har i mange &rhun-
reder varet betragtet som skoleeksemplet pd logisk og strine
gent tenkning, og mange andre'videnskabsgrene har s¢gt at
kopiere Euklids metoder og maderAat'deducere pd. Man har ment
at en sidan aksiomatisk-deduktiv geometri skarpede elevernes
tankeevine.

5. Estetiske kvaliteter. .
Udover disse fire punkter kan man sige, at geometri har nog-

le astetiske kvaliteter (opbygning og bevisf¢relse), som
nogle forfattere bruger som argument for at undervise i geo-

metri.




" Generelle kommentarer til alle fem punkter:

) get, som vedrgrer rummet (planen) som en genstand.

"Endelig kunne-punkterne 4 og 5-vere noget helt andet end matematik.

~Perioden f¢r 1850 er altsi centreret om pkt. 4, at trazne den logiske sans.
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Det er klart, at der m3 vare en flydende overgang mellem pkt. 1 og 2.
Det omhandler forhold som kun kan udgves af geometrien fordi det er no-

Punkt 3 kunne i princippet godt opnds af anden matematik, generelt som
matematisk tankegang og metode.

Hvorfor har man undervist i geometri i tiden for 1850.

Geometri kom som tidligere omtalt f@grste gang med pd skemaet i 1604, og pd
dette tidspunkt blev Euklids elementer betragtet som skoleeksemplet pd lo-
gisk og stringent tankning, og der er nappe tvivl om, at geometriundervis-
ningen netop havde til formal at skarpe elevernes tankeevne (se bl.a. Gertz
og Juljus Petersen's udtaelser herom i 1889,omtalt side3/ ). I de naste

250 &r skete der en rivende udvikling af geometrien, men i skolen var det
fortsat Euklids geometri, som indeholdt de endegyldige sandheder om geometri.

Tiden 1850-71.

Det narmere indhold af geometriundervisningen specificeres fgrst ved bekendt-
gerelsen i 1858, og det er verd at bemzrke at der er en forskel mellem formdlet

i 1850 og bekendtggrelsen i 58. I det omfang matematikken overhovedet har en V
plads p4 skemaet, var geometrien en central del af denne. En simpel optalling

af larebggerne der udkom i denne periode, og af hvor mange der i titlen refererer
til geometri giver s3ledes fglgende resultat:

larebgger i matematik: 36, heraf i geometri : 2IL.

reference:l,

I samfundet blev geometrien anvendt pd astronomi og geografi (navigation). Det
er derfor ikke urimeligt at antage, at netop disse to omrdder har varet inspira-~
tionskilde for en del af geometriundervisningen. I denne periode fir geometrien
et dobbelt formdl, det tankeskarpende samt et praktisk, som skyldes at man pa-
begynder en mere praktisk anvendelse af geometrien.

1871.

Her kan vi se, at omverdensbevidstheden spiller en rolle for de forste fire
klasser. I videreudviklingen for det matematisk-naturvidenskabelige gymnasium
har projektionslaren, der er orienteret mod praktiske resultater, tjent til
at opnd en vis omverdensbevisthed og behexrskelse i de forste fire klasser.
Som det bl.a. fremgdr af Gertz og Petersens udtalelser fra 1889 (Gertz var
professor i klassisk filogi og formand for undervisningsinspektionen ligesom
Julius Petersen, matematiker og skolebogsfmrfatter) har matematikken doq, i
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det matematiske gymnasium, stadigvak fortrinsvis varet betragtet som et fag
til ske&rpelsen af den logiske tenkning eller indgvelsen af den formelle logik
(dette er dog ikke Gertz og Petérsens egne meninger).

Tiden fra 1871-19%06.

som det allerede tidligere er blevet omtalt, er denne periode, pd det formel-
le plan, en meget spandende tid for hele det sikaldte hgjere skolevasen. Peri-
oden er for den matematisk-naturvidenskabelige linie kendetegnet ved at man for-
lader det &ndsskarpende til fordel for gdet praktisk anvendelige, mens det for den
sproglige linier stadigvak centrerer sig om det &ndsdannende. I 1889 udsendte -
Gertz sammen med Julius Petersen s&ledes fglgende udtalg}se vedr¢rendé reform
af undervisnlngen i de larde skoler (3): ‘ -
" ved matematlkunderv1sningen er der her i landet i de senere
ar foretaget en frontforandring, som kort mi omtales. Matema-
tikken betragtedes tidligere narmest som et materiale for ind-
pvelsen af den formelle logik. Man lagde hovedvagﬁen pa, at dis-~
ciplen larte at gengive et bevis 1 en logisk uangribelig form,
samt at han larte visse bestemte metoder....Men man mener nu at
kunne opnd meget mere, man mener, at maiematikundervisningen'kah:
drives sdledc.,, *~ den i hgj grad bidrager til at udvidé~eleVernes
selvstendighed.
...Tidligere var det aritmetikken , med dens bgstemte métoder,,der
var hovedsagen. Nu lagges vagten pd geometrien, hvis opgaver er s&
forskelligartede, at l¢sningeﬁ'ikke kan blive mekanisk, medens de
dog med sma skridt kan fgre fra det lette til det vanskelxge, og ' der~
ved efterhénden udvikle elevernes evne til selvstandig bevagelse.
Gertz fglger dette indlag op, idet han i en beretning om og fors}ag for undervis-
ningen i mellemskolenfra 1903 siger: )
’ "De positive kundskaber, som mellemskolens elever kunne fa ved
matematikundervisning, er et ngdvendigt grundlag for en solid
og frugtbringehde undervisning i naturfagende. Men ellers havde
de ikke sYndérlig verdi for andre elever end dem, der skulle fort-
sette derés skolegaﬁg i realklassen eller gymnasiet....Men af desto
stgrre verd er den udvikling, som elevernes evner kunne £4 ved den
matematiske undervisning....Fgrst og fremmest skal da undervisﬁingen
i dette fag l®re eleverne at tanke logisk og selvstendigt, samt at
give deres tanker et kort og klart udtryk. Dernzst skal den bidrage
til at fremkalde elevernes selvvirksomhed. Endvidere skal den van-
ne eleverne til ngjagtighed, og endelig skal den klarggre for dem
forskellen mellem almengyldige sa@tninger og specielle regler."

I disse synspunkter er professor Bonnesen uenig. Han siger i en artikel: Mate-
matikken 1 gymnasiet i Nyt Tidskrift for Matematik, 1905:
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" Man finder s3ledes i de af Professor Gertz udgivne metodisk forslag
til mellemskoleundervisningen en bemarkning om, at matematikken kun

har ringe praktisk betydning for dem, der afslutter deres skolegang
med mellemskoleeksamen, og at der derfor ma lzgges sd meget storre

vegt p4d den formelle, logiske traning som matematikundervisningen kan
give. Det vil ikke vaere vanskeligt at finde reprasentanter for det stik
modsatte synépunkt: Matematikundervisniﬁgen har kun vardi,jmen da ogsé
en ganske oveérordentlig stor‘vérdi, ved;den rolle, matematikken spiller
i det praktiske liv, og kun ved at fremdrage anvendelserne som

det vasentlige, vil det vare muligt at udvikle den rette for-

stdelse og interesse hos eleverne..." Og senere:

"Det gxlder fremfor alt, at give eleverne lejlighed til at lgse
opgaver, som rent praktisk frembyder sig for dem, og ikke blot

for tilfaldet indrettede opgaver. Vore studenter har, nar de

forlader skolen, vel nok f¢1elsei af at have lart et og andet

men fplelse af, at de med deres viden virkelig kan udrette no-

get, der ikke lige er afpasset efter rammen, det har de aldrig."

Den davarende kultusmihister, I.C.Christensen ‘siger i sin forelaggelsestale
til loven for de hgjere almenskoler af 24 april 1903 bl.a. om matematikunder-
visningen, og matematikken selv:

" Matematikken har en si ejendommelig (saregen) og stor betyd-

ning for ungdommens &ndsudvikling i visse retninger, at alle

ungdomsskolens elever bgr nyde undervisning i dette fag lige

til skolens afslutning."
Dette er en politikers udtalelser om matematik. Et karakteristisk trazk ved de-
batten er, at folk uden for den profesionelle matematikergerning, fremhaver
matematikkens formdl som verende af ren formel karakter: Det udvikler eleverne
dndeligt. Matematikerne har et langt mere nuanceret syn pd tingene, som ogsi
Bonnesens indlag viser.

1906.

Formalet med matematikundervisningen ved denne Kgl. anordning af 1. decem-

ber var, for de sproglige, at skole elevernes tankeevne ved hjzlp af mate-
matikkens stringente betragtningsmidder. P& de sproglige linier undervistes

i plangeometri. P4 matematisk-naturvidenskabelig linie var der tillige under-
visning i stereometri og analytisk plangeometri.

Den praktisk anvendelige geometri styrkes, selvom det &ndssk@rpende endnu ikke
er forladt. (Dette peger alt i alt i retning af en vis omverdensrumbevidsthed,
og -beherskelse, men pkt. 4, at trene den logiske sans er stadigvak helt central.
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Geometridebatten 1906-35,

Perioden 1890-1906 havde. veret en ‘enestiende reformperiode for latinskolen.
De naste tre artier var ikke pd tilsvarende made praget af gennemgribende
andringer af skolen, men til gengald kom. der fart i den interne debat, og
sarligt blev matematikken pd de sproglige linier diskuteret. P& de hgjere
Almenskolers 1arérforéniﬁgs irsmpde i oktober 1913, diﬁkuteres hvilke er-
faringer der var gqjort med loven af 24 april 1903.
Om matematikundervisningen siger rektor S.A.Christensen, Nyk¢b1ng F. Katedralskole-

" Jeg Kunne fristes til at sammenligne matematik med gymnastlk

og sige, at matematikken skal for &nden vare, hvad gymnastlkken

er for. legemet.” )
S.A. Christensen mente videre, at der burde lagges mere vagt pd opgaveregningen.
Ipvrigt var debattgrerne enige om, at matematikken burde bevares pd de sprog-
lige linier, men med hensyn til mdl og midler var der stor uenighed Det blev
dog fremhavet af ‘alle debattgrerne, at matematikken var et glimrende middel til
trenihg af formel logisk tankning og behandling af stoffet.

I 1914 udkommer en beretning om undervisningen i gymﬁasiéskolen (4) , udarbejdet
af den davarende underv1sn1n951nspe,t¢r S.L.Tuxen. Her siges det, at den nye sko-
les opgave (efter 190- +v.27) er at satte det konkrete i hgjsadet i modsatning
til det formelle. Om selve matematikken'udtaler hans faglige medhjelper"'profes4"
sor T. Bonnesen: » ’

Om mellemskolen: ."Nar det kommer til at glippe med forstaelsen for mange elevers

vedkommende, turde det’ ligge i, at man har misforstéet den psykiske pro-
ces, hvorved man indlever sig i et stof som geometrien. Man har da

ogsd ved enkelte skoler gjort fors¢g pd at @ndre underv1sningen i over-
ensstemmelse med disse synspunkter. Geometrien former sig da til en be-
gyndelse som en erfaringsvidenskab ligesom fysikken....

den skitserede fremgangsmdde, som ogsd har sat sig spor i 1arébogslit-
teraturen, har den fordel bestandigt at satte eleverne i virksomhed,

og detvvisér sig, at de derved vinder betydelig interesse for arbéjdet.
Den udvikling som deres tankeévne pa& denne mdde undergdr, gg¢r begynder-
undervisningen i geometrl til en af de mest lgnnende opgaver indenfor
matematlkkens padagogik."

Gymnasiet,de sproglige linier : "En af de st@rste vanskeligheder fremkommer der-

ved, at eleverne glemmer de enkelte teorier i tidens lgb, si& meget mere -
som de ikke kan vedligeholdes ved opgaveregning. Man md da sg¢ge 1 sé&

hej grad som muligt at ggre stoffet til en enhéd ved at bygge de enkel-
te teorier op p& et fazlles grundlag, og dette grundlag md vare si ansku--
eligt, og derved sd let forstdeligt og let at huske som muligt....et
middel hertil har man i1 den grafiske fremstilling."
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Den matematisk-naturvidenskabelige linie: "Den elementare geometri er un-

der den nye ordning trddt noget i baggrunden, og sarligt galder
det om de geometriske konstruktionsopgaver. Hvor udviklende dis- .-
se opgaver end er for den matematiske opfindsomhed, vil det ikke
vare pid sin plads langere at lade dem optage s& megen tid inden
! for undervisningen som tidligere, og det synes ikke rimeligt at

anvende Julius Petersens "metoder og teorier" i gymnasiet. Det
bliver‘da navnlig i stereometrien at den egentlige geometriske udvikling
mé foreqd. (vores fremhavelse)

Imidlertid er det ikke kun ved disse beretninger vi kan f& et indblik i, at un-
dervisningens indhold diskuteres meget i denne periode. Professor Hjelmslev
udgiver i 1916-26 5 geometrib¢ger‘(5) der virkelig satter geometriundervis-
ningen til debat. Hjelmslevs bgger introducerer begrebet virkelighedsgeometri,
der handler om virkeligf forekommende geometriske stgrrelser (kanter pd borde,
virkelig rette vinkler etc. ) .Fabricius-Bjerre (1) sammenfatter sit syn p
virkelighedsgeometrien ved at sige:

" Virkelighedsgeometrien er en realvidenskab, og har den for
realvidenskaber karakteristiske ejendommeligheder. Dens resul-
tater findes bl.a. ved forsgg, og de galder kun i et bestemt
erkendelsesomridde. Forsdvidt satningerne formuleres matematisk
skarpt, gzlder de kun med tilnzrmelse i virkeligheden."”
Det er indlysende, at virkelighedsgeometrien har store padagogiske fordele
ved undervisningen, og vi vil senere i kapitel 5 afsnit 4 narmere beskrive
professor Hjelmslev bgger.
Hvis vi ser pd de faktiske @ndringer der indtrader ved 1935-ordningen, ex
det aog ikke noget der far betydning for selve undervisningsindholdet ¢g me-
toderne i geometriundervisningen.

1935.

Den 13 oktober 1928 nedsatte Undervisningsministeren et udvalg til drgftel-

se af reformer vedrgrende det hgjere skolevasen.

I et udkast til en bekendtggrelse for bl.a. undervisningen i matematik siges det:
" Formidlet for undervisningen er at bibringe eleverne de forestillin-




"ger, som ligger til grund for vores opfattelse af tal og rum,
at éﬁre dem'fortrolige med matematiske betragtningsmider og at
give dem midler til at uddybe deres forestillinger p& omrader,

hvor matematikken kommer til anvendelse.

Endvidere skal eleverne lare at arbejde med det matematiske for-
melapparat og opnd sikkerhed og ferdighed i numeriske- beregninger,
alt inden for de rammer, som fastsattes ved nedenstéende krav."”

Udkastet bliver aldrig realiseret, men kommer dog til at prage en anden betank-
ning-der udkommer 14/09-33-starkt. Denne betankning giver et forslag til en an-
ordning for gymnasiets linier, der er nasten identisk ﬁed den faktisk realise-
rede anordning af 9. marts 1935. I denne siges det om'matematikkens'formél:

Sproglige linier.

Formilet med undervisningen er at give eleve}ne kendskab tii vigtige -
‘anvendelser af matematikken. Af de teoretlske afsnit medtages sd me-
tages s& meget, at dette form&l opfyldes.

Dette er en meget vigitg @ndring siden l906-ordningen, hvor professer Gertz

netop siger det stik modsatte: Argumentet for at de sﬁroglige skal have matema=-

tik er ikke at de skal kunne anve:uc dette, men at de skal trene toanken, og

‘derfor skal der légges vt pd de teoucrztiske aspekter.

Matematisk-uaturvidenskabelig linie.

"Formialet med undervisningen er at give eleverne kendskab til de
reelle tal og disses anvendelser til beskrivelse af funktioner, samt
kendskab til simple figurer s8vel i planen som i rummet.
Eleverne skal lare at arbejde med det matematiske formelapparat, og
opné sikkeérhed og ferdighed i numeriske beregnlnger "
Ser vi pd den konkrete undervisning, indgir geometrien nu som en noget mindre del
af matematikuridervisningen. For de sprogliges vedkommende undervises i analy-
tisk geometri,for mat-nat linien udbygges dette tillige med stereometri. Undervis-
ningen har varet praget af omverdensbevidsthed og i noget mindre grad af omver-
dens fumbeherskelse.

Tiden 1935-53.

Den 14. maj 1948 nedsatte undervisningsministeriet et udvélg, der skulle afgive
en betznkning anglende begransﬁing af lase-og eksémenspensa til studentereksamen.
Heri hedder det om de sproglige linier:
" Det er udvalgets opfattelse, at skal der hidfe¢res en andring
i den ulige tilgang til gymnasiets linier, md man tilstrabe en
koncentration af de sproglige linier omkring de humanistiske ho-
vedfag og samtidig sgge at skabe en lettelse i arbejdsvilkirene.
Under udvalgets drgftelser om liniens fremtid har de sprogliges
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matematikundervisning tidligt veret fremdraget. Ved 1935~
ordningen blev matematikundervisningen pd de sproglige lini-

er afggrende @ndret.Fagets timetal blev nedskdret med to

timer, og der afsluttes nu med en prgve i anden gymnasie-

klasse. Denne reduktion af timetallet var fremkaldt af hensy-

net til at give eleverne pd de sproglige linier et bedre
fysisk-kemisk grundlag for undervisnihgen i naturfag, og
omlzgningen af matematikundervisningen efter det mindre time-

tal betpd, at man i nogen grad matte renoncere pd fagets
almenpadagogiske side og mere lagge vagt pd visse vigtige
anvendelser af matematikken i det praktiske liv. Uden at under-
kende matematikundervisningen, som den siden har varet prak-
tiseret, er det den overvejende opfattelse i udvalget, at den fp-
les utilfredsstillende blandt eleverne, og man stiller sig tviv-
lende overfor den praktiske vaerdi af det udbytte, eleverne far

af den.

Idet udvalget siledes har beskaftiget sig indgdende med muligheden
for 'en stabilisering af de sproglige linier og har set et middel
hertil i et forspg p& en koncentration af de humanistiske hoved-
fag, er den tanke derfor naturligt cpstdet helt at lade matematik-
ken pd de sproglige linier bortfalde."

Bet@nkningen fAr faktisk den indflydelse, at matematikken bortfalder pd de
sproglige linier fra og med 53~ordningen. For selve matematikken sker en op-
splitning i punkter, hvoraf en del kan henfgres tii den tidligere geometri,
men der gives efter 53-ordningen ingen samlet fremstilling af geometriske em-
ner.

Tiden 1958-79.

I forbindelse med 58/6l-ordningen indfgres der igen matematik pd de sprog-
lige linier,men uden undervisning i geometri. Genindfgrelsen skyldes bl.a.
medicin, var ngdt til at tage et matematikkursus for at kunne komme til at
studere. .
I 58/61 ordningen indf¢res mangdelaren. Denne nye enhedsmatematik stgdte
geometrien det sidste stykke ud i mgrket.

Fra 1971 og frem til i dag findes analytisk plangeometri kun pd de mate-
matiske grene. Laren om rummets egenskaber er forsvundet.
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Konklusion.

I perloden fér 1850 har man undervist i geometri for at skarpe elevernes

tankeevne, det vi klader punkt. 4.

I perioden fra 1850-1935 kan man samlet sige, at de formaldannende aspekter
tranges tilbage til fordel for at give eleverne nogle redskaber, altsd ind-
dragelse af mere piaktiske emner. Specielt i den sidste del af'perioden (1906~
1935) bliver udviklingen af rumsansen mere afggrende uden at det ddg lige~

frem bliver undervisningens hovedformil.

I 1935 siges, at dgt for matematikerne er vigtigt at styrke rumsansen, mens det

- for deé sproglige drejer sig om at vise vigtige anvendelser af matematikken.

I 1953 navnes det pd samme mide at undervisningen skal styrke elevernes rum-
sans (49-betankningen), men det siges ogsi, at arbejdet med matematikken skal
udvikle og skole elevernes evne til stringent og pragnant udtryksform.

I 58/61 hedder det i 6o-betankningen om formilet med matematikundervisningen

at eleverne skal indleve sig i karakteristiske sider af matematisk metode, samt

vazkke elevernes sans for klarhed og logisk saﬁmenhang i bevisfgrelsen. Desuden

- skal den s¢ge fantasi og opfindsomhed udviklet.

Udviklingen af rumsansen eller for den sags skyld skarpelsen af elevernes tanke-
evne er sdledes ikke mere ‘explicic et mil med undervisninéen i geometri, og det

pa trods af at der dog r*-divak er rumgecometri pd mat/fys-linien.

I 1971 indfgres ogsd pd mat/nat og mat/sam-linierne den analytiské geometri som
mat/fys hele tiden har haft, men som de to andre linief ikke fik med ved oprettel-
sen i 58/61. Ved samme lejlighed fjerner man imidlertid rumgeometrien- fra mat/fys;
s& udviklingen af elevernes rumsans kan nappe siges, at vare et formil med

. matematikundervisningen mere

Sammenfattende m& det sdledes siges, at formélet med undervisningen i geometri
i begyndelsen helt klart var at skarpe elevernes tankeevne, senere skerpelsen
af taenkeevnen og praktiske anvendelser, 0g senere igen var det udviklingen af
elevernes rumsans som blev det centrale inden undervisningen i geometri blev
skdret kraftigt ned og begranset til de dele af geometrien, som har betydning
for andre dele af matematikken.
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4. GEOMETRIDEBATTEN.

Hovedsynspunkterne for at indfgre geometriundervisning i skolen, er fgl-
gende fem argumenter, som vi narmere omtalte i kapitel 3.4:

1 : Omverdens- .rumbevidsthed/orientering. --
2 Omverdens- rumbeherskelse.

3 : Illustrering af matematiske préocesser.
4
5

Trane logisk sans
: Estetiske kvaliteter.

Vi vil i det fglgende gennemgd en razkke matematikeres synspunkter pd geo-
metriundervisning, sarligt i forhold til ovenstfende fem hovedpunkter.

Karl Schmidt, Danmark 1890 :

Karl Schmidt (15) havder i 1890, at den vasentlige mening med matematikken
(som pd det tidspunkt i hg¢j grad var synonymt med geometrien) er at give

eleverne logisk dannelse, idet han siger:
" Jeg narer den anskuelge, at det fgrst og fornemmelig er
den logiske dannelse det galder om at bibringe eleverne."

Herudover beskeftiger Karl Schmidt sig ikke i artiklen med noget, der med ri-
melighed kan siges at vare meninger specifikt om geometriundervisningen.

Johannes Mollerup, Danmark 1903 :

Johannes Mollerup (13) pladerer i 1903 primart og utvetydig for pkt. 4, den
logiske evne. Han siger bl.a.,at
" den+, omtrent alene, varetager en uundverlig udvikling af
elevernes logiske evne, idet den forbereder dem til rasonne-
menter, der dagligt forefalder i livet."

Mollerup fremhaver i den forbindelse, at man skal sgge at forgge fagets logis-
ke sammenhang, han siger bl.a. om geometriundervisningen...
"..der altfor meget lider under, at man ikke opstiller det
system af grundsetninger, hvoraf man ved et endeligt antal
slutninger ndr til satningerne.."
Senere siger han:
"Altfor ofte trader en fysisk sansning til hjzlp."
Her underforstdet hjalp til at forstd geometriske saztninger. Mollerup navner
selv langere fremme i artiklen hvor hpjt han prioriterer evnen til logiske ra-~
sonnementer, idet han siger:
" De {studerende) skal blot lare at rasonnere si skarpt og
ngjagtigt som muligt, medens det deriomd er ligegyldigt, om
de n&r s3 eller s vidt, og om de kender den eller den sat-
ning."”
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Disse citater, og artiklen igvrigt ggr det klart, at Mollerup ogsd er for-
taler for pkt. 3 Han afslutter blandt andet med en kritik af de p3 markedet
. verende geometribggers.ufuldstandighed, med at foresld, ‘at man grundigt stu-

derer Euklids elmenter. )

+matematikken, men senere i artiklen pointerer han, at han i denne sammenhang

is@r tanker p4 undervisningen i geometri.

T. Bonnesen, Danmark 1905

T. Bonnesen (l1) er i sin udtalelse "om matematikundervisningen i fremtidghs
gymnasium” meget indholds/pensumrettet, men alligevel er det bdde muligt og
rimeligt, at tillagge Bonnesen de i det fglgende omtalte synspunkter angden-
de. geometriundervisningen. Der er sdledes intet som tyder pé,Aat Bonnesen lag-
ger vagt iilustrering af matematiske: processer, logisk sans eiler ®stetiske
kvaliteter ved hjalp af Euklidisk geometri eller anden geometri. Stéreometri
og projektionstegning'anser Bonnesen imidlertid for vasentlige emner, og han
siger bl.a. et sted, at

" man ikke helt kan forbigd rumsansen" .
aitsé pkt. 1. Egentlig rumbeherskel. :omtales ikke. Bonnesens hovedsynspunkﬁer
gdr mest pd en praktir’ -rendelig matematilk, f.eks. sigef han, som tid-.
ligere citeret: )

" Matema&ikundervisningen har kun verdi, men da ogsd en-gan-

ske ovefordentlig stor vardi, ved den'rolle, matematikken spil-

ler i det praktiske liv, og kun ved at fremdrage anvendelserne

“som det vesentlige, vil det vare muligt at udvikle den rette for-.

stdelse og interesse hos eleverne." .
Bonnesen mener igvrigt at denne forstdelse for en praktisk anvendelse, bedst.
indfgres ved anvehdelsen af funktionsbegrebet og grafiske afbildninger.

C. Godfrey,Storbritanien 191o

" C. Godfrey har forelést over et af det engelske undervisningsministerium
udsendt cirkulazre om undervisningen i geometri fra omkring 19lo (19), og
artiklen er et referat af denne forelesning. Godfrey er tilsyneladende i me-
get h¢j grad enig med de tanker, som udtrykkes i cirkuleret, og enigheden
manifesterer sig bl.a. i enighed om betydningen af pkt. 3,4 og delvis 5. Det
er den euklidiske geometri, som der tankes undervist i, men de af Euklid op-
stillede axiomer (postulater) forkastes, og istedet sattes nogle andre, sor
nok bedst kan beskrives med flg. citat:

. "..and the essential thing in regard to them is not to analyse
them and reduce themto the minimum number of axioms, but to pre-
sent them in such a way that their truth is-as obvious and real
to the pupil as the difference between white and black."

P4 dette nye grundlag skal den, pd den tid, sadvanlige rakke af theoremer
fra den euklidiske geometri bevises, som de siges i cirkularet:’
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- "..rigid deductive proof on the basis of the fundamental
propositions defined above must be insisted upon."

Godfreys mening om geometriens evne til at trane den logiske sans, frem-
gdr af fglgende citat:
"One man who has no geometry may reason correctly.
But a course of geometry would have trained him in
- == the use of -a particular logical form."—

At Godfrey anser de &@stetiske kvaliteter for vasentlige fremgdr af fglgende
citat:
"One Euclidean ideal has been sacrificed, and we may regret it:
The aesthetic ideal of developing the great structure of geometry
by pure logic from the minute germ of Euclid's axioms."

Punkterne 1 og 2 omtales faktisk ikke, bortset fra at Godfrey navner, at

udviklingen af teorien i forbindelse med tegning af geometriske figurer er
essentielt.

C.J.L. Wagstaff, Storbritanien 1917 :

Wagstaff (2o0) taler skarpt for, at afskaffe den euklidiske geometriunder-
visning, som stort set var enerddende i England pi den tid. Wagstaff gnsker
imidlertid ikke at erstatte den euklidiske geometriundervisning med en anden
geometriundervisning, han vil bruge den frigjorte ledige kapacitet til at lare
eleverne noget nyttigt, og i denne forbindelse foreslar han praktisk mekanik.
Han giger bl.a.:

" The ordinary learns nothing from geometry and regards it

as pompous rubbish.”

Med hensyn til traning af den logiske sans(pkt.4) siger han:
" We tell ourselves that geometry is excellent training
in reasoning and logic, but other branches of mathematics
give the same training in much more instructive and usefull
form. And further, geometrical reasconing is of such a parti-
cular kind and based on such restricted premises as to be use-
less in our dayly life. We have no special confidence in the
judgment of a geometrician in questions of practical politics."
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J. Dieudonné&, Frankrig 1961 :

I sin artikel (6 ) beskriver Dieudonné hvad han som universitetslarer kunne
tenke sig at gymnaéiegeometriundervisningen indeholdt. Han argumenterer
klart for pkt. 1, og mindre klart for pkt. 2, idet han bl.a. siger (§149):
"..it is one of the main tasks of secondary séhools
to train and develop the intuition of space in étudents.“

Dieudonné& taler ogsd for pkt. 3, for som han siger, bgr geometrien frem-
stilles logisk korrekt og i dens rette logiske ramme. Hans middel er imid—
lertid ikke den euklidiske geometri, men den analytiske (linear algebra og
vektorregning) . Han siger rent ud: "Euklid must go", og som argument herfor
navner han, at den euklidiske geometri er ude af trit med, hvad moderne ma-
tematikere arbejder med. Dieudonn& mener videre, at udgangspunktet for geo-
metriundervisningen skal vare vesentlige<grundbegrebef som ifglge D. passen-
de kﬁnne vare vektorer. De i den euklidiske geometri meget ofte forekommende
‘trekanter har kun interesse for enkelte spécialomréder. Han underkender imid-

.lertid pd ingen mide den betydning, som det euklidiske varktgj har haft, men

mener, at vi b@gr udnytte de "vaerktgjer", som den moderne matematik har skabt.
Disse verktgjer satter os.bl.a. i stand til at fremstille geometrien logisk
korrekt inden for rammerne af linea:r alegra.

Budden/Wormell, Storbritanien 1964

F.J. Budden og C.P. Wormell (16) arguménterer for alle fem hovedsynspunkter
med varierende styrke. Med hensyn til punkterne 1l og 2 siger de bl.a.:
"Geometry develops spatial 1ntuitlon“

'Dette uddyber de et andet sted, hvor de siger:

"The most important result of good mathematicé teaching .
is the incalculétion of this mathematical 'way of looking
at the world' rather than the acquisition of a paiticular
set of manipulative skillé.'Surely the chief way to teach
this way of looking at the world is to look at the world:
The primary task of school mathematics is therefore sure-
ly.a thorough study of elementary spatial relationships.”

Angdende pkt. 3 og (mdske knapt s& klart) 4, siger Budden og Wormell
blandt andet: "Another important part of the case for elementary geo-
metry is, of courée, the exercise it'provides in elementary rigour.
It is just because the'pupil can take the intelligibility of the pro-
positions for granted, that he can concentrate on their logical connec-
tions. In other words it is precisely because Euclidean logic is a.naive
that it is 'so valuable as an initial training in the art of clear thin-
king."” Et andet sted siger de det'h&ske endnu klarere}
"Geometry provides an unrivalled field for the exercise of
elementary deductive argument? A
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Budden og Wormell vardsatter tillige de =stetiske kvaliteter, hvilket frem-
gar af fglgende to citater:

" Geometry, wh;n properly taught, has great aesthetic

appeal. This aesthetic appeal can play a great part in

inspiring students with a love of mathematics."

Og 1idt mindre bombastisk: N .
" There is a very real aesthetic pleasure to be obtained

from accurate geometrical drawing." -

Budden og Wormell mener, at hele diskussionen angdende geometriens placering
i leseplanerne for matematik i virkeligheden drejer sig om hvorvidt man g¢nsker
en laseplan baseret pd algebra eller é&nbaseret pd geometri. Som man midske alle-
rede har bemezrket af de foregdende citater, mener de ikke , at man blot kan
udstyre eleverne med et varktgj (algebra) og forvente, at brugen af det larer
dem ret meget om matematik. Budden og Wormell bruger sdledes stgrstedelen af
et kapitel pd at imgdegd Dieudonné's indlag ved Rayaumont-konferencen (0.E.C.D.
1959) ,se (18), hvor han som tidligere navnt proklamerer: "Euklid must go!".
til fordel for linear algebra.
Den elementare "rene" geometri de forestiller éig er imidlertid ikke Euklids
elementer, men som de siger:

"..the logical processes involved in doing elementary pure

geometry by the best modern methods."”

Carl B. Allendoerfer, USA 1969

Allendoerfer giver (28) i sin artikel nogle forslag, narmest et beslutnings-
grundlag, til larere, som gnsker at bibeholde geometri som et friskt, leven-
de og interessant fag. Allendoerfer argumenterer for pkt. 1 og 2, idet han bl.a.
siger om hovedformdlet med geometriundervisningen i skolen:

" An understanding of the basic facts about geometric

figures in the plane, and geometric solids in space.”

"An introduction to imaginative thinking."

Allendoerfer argumenterer desuden for pkt. 3, idet han dog siger, at det
kun skal med hvis det ikke bliver tilgodeset i forbindelse med andre dele
af matematikken, og hvis det skal med, da kun i begranset omfang, siledes
at det, som han siger, giver: "An appreciation of the deductive method."
Endelig mener Allendoerfer, at geometri skal integreres i resten af mate-
matikken, han siger bl.a. herom:
"Integration of geometric ideas with other parts of mathematics.
Geometry should not be isolated from algebra and anlysis, with its
separate content and method, but should become an essential part
of the mainstream of modern mathematics."
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Bent Christiansen, Danmark 1972:

B. Christiansen (17) argumenterer tilsyneladende narmest for pkt. 1,2 og 3.
Han fremhaver séledes,.at undervisningen i geometri skal bidrage til erken-
delse af deduktionens fremtradende rolle i matematikken, men at den dog ikke’
bgr indtage nogeh szrstilling. En illustration af hvorledes en axiomatisk op-
bygning af geometrien ville kunne foretages, kraver ifg¢lge B.C. forudgdende
stptte og erfaring fra den gvrige undervisning. B.C. fremhaver desuden, at der
bgr bruges mere ﬁid.pé begrebstilegnelse og problemlgsning, og mindre pd re--
produktiv indlaeringaf beviser-i tilknytning til deduktive forlgb (men altsd
nogen tid m& man vel antage). Undervisningen bgr indledes med en beskrivelse
af den "fysiske virkelighed", og fgrst senere ber den blive til genstand for
teoretiske overvejelser. Til slut frehhaver B.C., at geometriundervisningen .
som mdl bgr have at lade matematikkens gvrige emner. komme til erkendelse geh-
nem geometriens ikladninger. ‘ ‘

T.J. Willmore, USA 1970 : . i : N

Willmore (14) beskaftiger sig mere med hvilke typer geometri man bgr undervise
i pd de forskellige stadier af et undervisningsforlgb, end med hvorfor man bgr
undervise i geometries..:. Ian mener séledes, at -der i geometriundervisningen 1
skolen bg¢r lagges vasentlig mere vagt pd anvendeligheden af den analytiske geo-
metri. .
Der kan dog nappe vare tvivl om, at Willmore anser pkt. 1 og delvis pkt. 2 for
vesentlige, han siger bl.a.:

"The main emphasis in this type of training should be

on encouraging a geometrical way of thinking
samt: ' - -
' "..helbing children to develop geometrical intuition
so that they can give full reign to their imagination.".
Willmore anser nappe heller pkt. 3 for'uvesentligt,for han siger, at man skal
s¢gé at opnd fglgende ved undervisning i geometri: )

" To give our students some idea of the nature of eu-

clidean geometry, and the nature of the axioms on which

it is based." ’

John C. Egsgard, USA 1970 :

Egsgard argumenterer'for punkterne 1 og 2, men fremhaver dog eképlicit, at
geometriundervisningen ikke skal bruges til studiet i bevisfgrelse. Under-
visningen bgr derimod vare studiet af rumlige forhold af enhver art.t.
Egsgard beskaftiger sig.dog primert med undervisningen pd de fgrste klasse-
trin. Det fremgdr imidlertid ikke helt klart hvilken type geometri han ¢n-
sker undervist 1i(og hvordan), men han navner, at geometriundervisningen ber
strakke sig over hele det ¢vrige undervisningsforlgb. Han siger videre et '
sted:

" The proper approach to geometry consists in doing,

discovering and building up experience. Inevitably

this will lead from the particular to the general

finally to proof."
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Egsgard uddyber ikke dette, men han fortsztter med at fremhave, at siden geometri
ikke begyndte, og ikke endte med Euklid, md andre typer geometri fremhaves.

Ren&Thom, Frankrig 1971:

—Thom (26)  argumenterer for pkt.-l1 og 2 og mod axiomatisering, idet han siger :
" Axiomatization is the work of specialists and has
ho place in secondary or college teaching except for
those professionals specializing in the study of foun=
dations."
Herudover beskriver nedenstdende citater vist i hovedtrzkkene Ren& Thoh's
Vposition i debatten:
"Only those topics which have a quality of ‘'play' have
educational value, and of all such games, Euclidean geo-
metry, with its constant references to underlaying intui-
tively understood fundamentals, is the least gratuitous and
the richest in meaning." (gratuitous = vilkdrlige/umotiverede)

" Exaggerating only sligthly, one can say that any gquestion
in algebra is either trivial or impossible to solve. By con-
trast, the classical problems of geometry present a wide ran-
ge of challenges."

"Geometry is a natural and possibly irreplaceable intermediary
between ordinary language and mathematical formalism.” ’

Marshall Stone, USA 1971/72 :

Stone (21) argumenterer 1lidt underforstiet for pkt. 1 og 2, men han foreslar
en axiomatisk-deduktiv flytningsgeometri. Stone siger i forbindelse med af-
visningen af en axiomatisk geoﬁetriundervisning, som 1 h¢j grad er baseret pé
algebra, at
"..it deprives the child of the personal experience of gradually
conceptualizing and formalizing in meaningful mathematical terms
his deep intuitions of space."”
Ifglge Stone bgr aldre elever(16-17 &r) kende til anvendelsen og betydningen
af en axiomatisk fremgangsmldde, dvs. pkt. 3.Han siger herom:
"..there is a definite advantage in being able to focus any
general discussion a particular way of developing Euclidean
geometry from a specific set of axioms."
og senere:
"..by the loth grade students should be prepared to understand
the strategy and the significance of the axiomatic approach..".
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Karl Menger, USA 1971 :

Menger (23) argumenterer for pkt. 3 og 4. Menger's position i1 debatten
kan formodentlig bedst illustreres med fglgende tre éitater, som meget
pracist go¢r rede for Menger's synspunkter:

" What I wish to emphasize in this paper, however

are applications of a totally different kind, name-

ly applications to reasoning in general."

"The way to achieve these these aims is to abandon

.the idea of teaching euclidean geometry in its enti-
rety and to present only a part or a aspect of eucli?
dean geometry,-but that part or aspect with absolute
rigor.."

B | actuaily believe that such a course will, when com-
petently taught, implant in students more deductive me-
thodology than they could get froh a first course in'..
logic.‘

Som det fremgdr,  anser Menger den klassiske geometfi for at vere et sardeles
velegnet'darkt¢jbtil at skarpe elevernes logiske sans. Hans argument for at
f.eks. linear algebra =i’~tr analytisk geometri ikke har de samme egenskaber er,
at deres aksiomssystem ikke er simpelt nok. Han navner ehdvidere; at man i den-
ne undervisning bgr lagge vagt pd kvaliteten ffemfor'kvantiteten,'men'at et
fuldstandigt kursus i- geometri ogsé skal 1ndeholde elementer af ikke-euklidisk
geometri.v '

Andre Revuz, Frankrig 1971/72 :

Revuz (22) argumenterer implicit for pkt. 1 og 2. Han mener imidlertid ikke, at .
der skal undervises i geometri som selvstezndigt emne. Geometri bgr istedet ind-
ga ‘overalt og p&d alle alderstrin. Han siger herom:

"Intuitive space must not be neglected at any stage of

education.” 7
Undervisningen bgr derfor starte pd et meget tidligt tidspunkt (bgrnehave), fordi
man skal hjzlpe bgrnene, som p4 dette tidspunkt harien veludviklet opfattelse af
rummet, en dpfattelse som ellers ville gd tabt, til den rigeste mulige konkrete
opfattelse af rummet. Geometriundervisningen bgr i fglge Revuz omfatte flere for-
skellige geometriske modeller. Som fglge heraf vil eleverne ikke altid opfatte
geometrien som en afspejling af virkeligheden. Revuz mener dog at man i videst mu-
lig omfang bgr tage udgangspunkt i det virkelige rums egenskaber.
Revuz argumenterer desuden for pkt. 3, idet han siger:

"..a totally deductive treatment of geometry can't take place

before'the age 15-16."
Det betyder dog ikke, at Revuz mener, at en hvilken som helst form for deduktxon
skal vare forbudt inden denne alder.
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A Seymour Schuster, USA 1971; — : ' -

|
i

Schuster (24) argumenterer for pkt.l.og 2, imod pkt. 3 og 4.Schuster mener
bl.a. at centreringen om den formelle strﬁktur i geometrien er en alvorlig
" fejl, som har givet nogle uheldige resultater, bl.a. fplgende:

1) Programmet er ikke blevet opfyldt, dvs. milet med underviéningen
- i den formelle struktur via geometrien-er ikke blevet ndet.. -= -

2) Der er blevet lagt si meget vagt pi aksiomatiseringen, at der ikke
‘'har varet mulighed for at behandle anvendelserne tilstrakkeligt,

3) Der er ikke blevet lagt vagt p& geometri i tre eller flere di-
mensioner. . ’

1 forbindelse med pkt. 3 bemarker Schuster:
" It should be recognized that students are being
robbed at a crucial time in their lives.of the prac-
tice of reasoning about space and develdping the in-
tuition necessary for the analysis of higher-dimen-
sional problems of science and mathematics.”

Schuster mener, at man skal lade vare at undervise i "axiomatik" ved hjalp

af geometri og i stedet fors¢ge at relatere geometrien til naturvidenskaber

og den fysiske virkelighed. Desuden bgr laseplanerne andres, sdledes at under-
visningen kommer til at bestd af mange forskellige teknikker til l¢sning af
geometriske problemer. Selve problemet med at lazre aksiomatik bgr spredes ud
over hele laseplanen. Schuster mener, at algebra kan vare med til at bare byr-
den. Desuden foresldr Schuster, at eleverne prasenteres for bestemte aksioma-
tiske omr&der af matematikken,dvs. aksiomatiserede.dele af matematikken. En
fuldstendigt aksiomatisk opbygning af den euklidiske geometri inden for rammer-
ne af linear algebra stiller Schuster sig meget skeptisk over for, specielt for-
di det vil krave en i forvejen opbygget geometrisk forstdelse.

J. V. Armitage, Storbritanien 1973 :

Armitage argumenterer hovedsageligt for 3, men ogsd for 1,2 og delvis 4.Han
foresldr at undervisningen skal indeholde aksimatisk-deduktivt materiale, og
siger bl.a.:
" Mathematics is an attractive subjekt because it is difficult.
Obstinacy and the ability to concentrate are a necessary part
of the equipment of a mathematician and, in other contexts, they
are desirable qualities for life in general. Geometry is a good
discipline in which to encounter difficulties for the first time,
because its problems lend themselves to pictorial exploration and
investigation , and that combination of intuition and logic which
is of the essence of mathematics."



Y e ‘ i s e L e Rl .

i
"!',

Armitage mener desuden, at geometri er af stor 1nd1aringspsykologisk vardi
fordi vi s¢ger at lare ved opdagelse, og derfor er det ngdvendigt med en spil-
. lignende aktivitet og 4 den forbindelse er geometri bedst, da der konstant re-
fereres til vores intuitive opfattelse af rummet, og det er noget af det mindst
kunstige/abstrakte i matematikken. Armitage konkludere i sit forsvar for en
aksiomatisk-deduktiv geometriundervisping. .
-at den geometriske fornemmelse e; afgwrende i matematik
~at den formel}e behandling af de intreducerede beqreber viser
matematikernes matematik for- eleverne pd en méde, som ingen andre
elementere emner kan.
Som argument for at undervisningen skal omfatte pkt. l og 2 siger Armitage.
"Geometrien er en deduktiv videnskab om det fysiske rum.
Hermed mener han, at geometrien er velegnet til at give eleverne en rumforsta-
else og en behgrskelse af rummet, e

Bruce E. Meserve, USA 1977 :
. o

Merserve (l;)‘passef'ikge alt.for godt ind i rammerne af'hgvedsynspunkterne,‘
idet hans aééikel i hgj ~rad bestdr af en'opremsniﬁg af andres citater; hvor-
ved hans egne synspunkter i nogen grad gar tabt. Der er dbg ingen tvivl om, -
at Meserve mener, at geometri skal bruges som 1ndgang til matematik pd ethvert
niveau. Videre finder Meserve, at geometri ber indgé i alle matematiske sammen-
hange, séledes at den 1kke optrader isoleret i’ undervisningen. Han siger bl. a.:
herom- )

" Geometry is an‘essentiel part of the study of mathématics

at any level and a vital catalyst for effectlve use or study

of any branch of mathematics.' ’
Meserve praciserer ikke ngjere hvilke typerAgéometrier som skal tjene ovenfof anr
f@rte mdl, men en sédan geometriundervisning skal 1 hvert fald 1f¢1ge Meserve om=
fatte sével syntetisk som analytisk geometri, Meserve lagger desuden vagt pé et
begreb, som han kalder geometrisk iqtu;tion. Konkl?dgrendq vil vi derfor, med et
mindre fo?beh@ld, antage at Meserve er fortaler qu pkt. 1,2 (mindre klart) oq‘g,

Sammenfattende og,konkluderendé bemarkninger

Af den skematiske oversigt pd neste side kan man se, hvordan de enkelte forfattere

fordeler sig pad hovedsynspunkter. Af skemaet kan man se, at der med tiden er blevet
lagt stadig stprre vagt pd rumbevidstheden og, rumbeherskelsen (pkt. 1 og 2).

Et n¢3ere studium af skemaet eller 1 hvert fald en gennemlasning af de omtalte ar-

tikler og bﬁger ger det klart, at der generelt er blevet lagt mere vegt pa rumbe-

vidstheden end pa rumbeherskelsen, { :det omfang det har veret muligt at adskille og

overhovedet er blevet omtalt.
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Forfatter natio- udgi- 1 2 3 4 5 6 bemerkninger
nalitet velses-
© &r

Karl Schmidt DK 189%. - - _ - x - =-| andre meninger end
4 mulige, se artikgl

Johannes Mollerup DK © 1903 - - xx - = -

C. Godfrey GB 190 - - xx x -| foreleser over et
cirkulere

T. Bonnesen DK 1905 X - - = = ~Imeget pesumrettet

C.J.L. Wagstaff GB 1917 - - -1 - x

J. Dieudonné F 1961 x (x) x - = «| line®r algebra

Budden/Wormell GB 1964 X X x (x)x -] imod Dieudonné

C.B.Allendoerfer USA 1969 X X X = - ~-| geometri integreres
i al matematik

B. Christiansen DK 1972 X X X - - =

T.J.Willmore usa 1970 X X% X- - -

John C. Egsgard Usa 1970 X X —(%) - -

René Thom F 1971 X X = - - -

Marshall Stone USA 71/72 X X X - = X

Karl Menger USA 71/72 - - XX - -

Seymour Schuster USA 71/72 X X == - -

J. V. Armitage GB 1973 X X x (x) - -

B. Merserve USA 1977 x (x) x = = (x)

(

Forklaring til skemaet:
1= rumbevidsthed, 2=rumbeherskelse,3=illustration af matematiske processer,4=
logisk sans,S5=astetiske kvaliteter,6=geometri skal ikke vare selvstendigt emne.

1

X

argumenterer klart for

-~ = argumenterer klart imod

x)= argumentationen er ikke

vedkommende er fortaler

|
"

forfatteren beskaftiger

helt klar, men af sammenhzngen md det antages,at

for punktet
sig ikke med punktet.
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Det lader til, at geometriens rolle som illustrator af matematiske processér
i geometridebatten overraskende nok har holdt sig stort set uandret fra be-
gyndelsen af dette arhundrede og til i dag, og det bgr desuden bemarkes, at

det sammen med'punkt. 1 og 2 er det aigument, som har varet anvendt hyppigst.

Det m3 dog retfardigvis nzvnes, at Ren& Thom og Seymour Schuster i deres

artikler fra 1971, har argumenteret imod dette punkt.

Med hensyn til pkt..4, trzningen af den logiske sans, ser man tydeligt, at dette
argument, som var si fremtrazdende i begyndelsen af dette Arhundrede, stort set

T er forsvﬁndet i dag. Det er kun Kafl Menger. som indtager dette synspunkt. Et blik
pé skemaet pa forrige side lader ane, at det er rumbevidstheden og beherskelsen .
“som er trddt istedet, som det hyppigst anvendte argument for at have geometri med
p& skemaet. . ' . : ) ’
De @stetiske kvaliteter, som vel isér den euklidiske éeometri menes at besidde,

er enten ikke blevet anset for et sarligt vagtigt argument eller ogsd er det sim-
péltheﬁ aldrig blevet sat sarligt he¢jt, da kun to af de atten forfattere for-
fegtier dette synspunkt. v '

Der er ligeledes kun 2,5, (!) forfattere som mener, at der ikke b¢r undervises i
geometrl, som et selvstendigt emne. Wagstaff mente i 1917, at der slet ikke skul-
le undervises i geometri,men det var den euklidiske geometri, som pd det tidspunkt
undervistes. i England. Revuz mener at geometri bgr indgd i undervisningen-af

andre emner. P4 den bago-ind er det muligt at konkludere, at alle forfattere mener

at der skal undervises i en eller anden type geometri under en eller anden form.

Der er et tydeligt tidsmessigt hﬁl i skemaet mellem 1917 og 61. Uden p& nogen mé@e
at ville havde, at vores liste af debattgrer er fuldstandig for periodep,er det
alligevel r;méligt at tro pd, at peribden har veret ret dgd geometridebatmassigt
sef, idet der nok er henvisninger til, andre bgger/artikler fra denne periode i det.
hidtil omtalte materiale, men iszr debatmessigt set er det tyndt i forhold til hvad
der er i perioden f¢xr 1920 og efter 1960.
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5. GEOMETRI SOM PEDAGOGISK REDSKAB.

S,i,Elevforudsatninger for matematikundervisningen.

Gymnasiets traditionelt finkulturelle orientering pd den ene side og den kraf=
tige udvidelse af elevtallet, der er sket i 6o'erne og 70'erne pd den anden side,
har skabt problemer i gymnasiet Spécielt vedrgrende det faglige indhold, opde=""
lingen i fag, timetallet og disciplinare forhold. .
Den kraftige udvidelse af elevtallet; svarende til en tredobling fra 20.000 til
60.000 (34), er nemlig fgrst og fremmest sket ved, at flere elever fra middelklas-
sen har sggt gymnasium og HF, og i noget mindre grad er der kommet arbejderklas-
sebprn i gymnasiet. Gymnasielarerne har hidtil i det store hele ikke formlet, el-
ler haft mulighed for, at tadge tilstra#kkelig hgjde for disse &ndrede elevforud-
s@tninger, bl.a. ved at inddrage disse nye elevers anderledes erfaringsbaggrund,
som styrénde for tilegnelsen af kundskaber.og ferdigheder.

Gymnasiet er desuden i stadigt stigende grad blevet én almenuddannélse fremfor

en universitetsforberedende uddannelse, idet procentuelt faerre elever sgger en
universitetsuddannelse efter eksamen. Dette hanger dog tildels sammen med adgangs-
begransning, frygten for arbejdslgshed efter endt studium og de elendige gkono-
miske vilkdr for studerende. Ved matematikundervisningen ge¢r der sig det sarlige
forhold galdende, at undervisningen i 6o'erne og 7o0'erne er blevet mere abstrakt
og formaliseret, hvorved mange elever forlader gymnasiet med et i forhold til ti =
metallet ringe udbytte, samt med et mysteficeret forhold til matematik generelt.
Disse problemer ved tilegnelsen af den moderne matematik er dog ikke kun begran-
set til gymnasiets 16~19 &rige, men diskuteres ogsd for folkeskolen, senest eksem-
pelvis i et sarnummer af Padagogisk Orientering nr. 6-7 1978, hvor man i en rzkke
artikler behandler en del af de szrlige problemer matematikundervisningen giver an-
ledning til.

Kim Foss Hansen siger i en af artiklerne, "Indlering i matematik"”:

Som navnt indledningsvis ndr eleverne i skolen ikke til problemlgsningsfasen i
matematikundervisn ingen, idet man stiller dem over for alt for mange begreber,
regler, forskrifter som man mener, at de skal kunne, f¢r det er rimeligt og mu-
ligt, at de kan beskaftige sig med problemlgsning. Et blik i en hvilken som helst
lezrebog inden for dette fag bekrafter ovenstlende."

I det fplgende vil vi diskutere hvorledes matematikundervisningen kunne forbedres
i gymnasiet, med sarligt henblik pd de dele af stoffet som kraver intern matema-
tisk behandling, da vi mener at deometri, her i betydningen visualisering og fi~-
gurbetragtning, har en vigtig mission hvor anvendelsesaspektet er vanskeligt fgr
begreberne er indlart til brug ved problemlgsning.

Diskussionen i det naste afsnit er baseret pd, at man i folkeskolen fortsat under-
viser i de mest simple egenskaber-ved den euklidiske plan og rum, sdsom trekanter,
hgjder, vinkelsum, cirklen, parallelogram samt areal- og rumfangsberegninger,

Det er ikke ut@&nkeligt, at man i forbindelse med denne diskussion burde tage hgjde
for, at pigers rumopfattelse generelt er darligere end drenges (ifglge Else Hgyrup
(35)), men det har vi desvaerre ikke haft mulighed for inden for de givne {isar
tidsmessige) rammer. Denne forskel i rumopfattelsesevne antages at vare et produkt
af de ting man beskaftiger sig med eller uds=zttes for som barn, hvor drenge u-

e BT i Mg,
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tvivlsomt generelt beskaftiger sig mere med ting, som kan tankes at styrke
deres rumsans. Skolen har tilsyneladende ikke haft held med at udligne denne
forskel, f.eks er der efter sigende en i forhold til antallet af kvindelige
matematikere, markant underreprasentation af kvindelige "geometre".

5.2 Fagdidaktiske aspekter af geometri som padaéogisk redskab'i mateméﬁikundervis—
ningen. .

Ordet geomefri er farligt at.anvende , da det kan tillzgges mange forskellige be-
tydninger og derfor vil vi her.s¢gge at fastlegge de betydninger, som vi bruger or-
det {i: A

G

1 intuitivt funderet visualisering og figurbetragtning (stort set teorilgst).

GZ " Euklid eller Hilbert, syntetisk, axiometisk-deduktivt (eget axiomssystem)

analytisk geometri.

(2]
N
I

= resultater om det sadvanlige euklidiske matematiske plan eller rum (vafhen~ °
gigt af teoretiske metoger). )

G5 f det fysiske plan eller rums egenskaber.

Der er ofte to (internr' ‘%der at anskue et matematisk problem pd, en algebraisk-
anaIYtisk-og en geometrisk (€). ‘Som eksempel kan vi nevne lgsningen af to lignin-
ger med to ubekendte, der ved betragtning af en tegning er- "det samme som” at fin-
de to rette liniers skaringspunkt i et koordinatsystem. Det bestemte integral af

en funktion kan vare det samme som arealet under funktionens graf,ect. )

De to anskuelsesmider forholder sig abstrakt-konkret til hinanden; siledes at den
"abstrakte, analytiske understgttes af en k9nkrét gedmetrisk figur (Gl). Selve illu-
strationen af den matematiske teori er naturligvis ikke i sig selv en anvendelse

af teorien, som indebazrer en modelbygning over et givet simplificérét virkeligheds-
omrdde (28), men fungere helt internt. Det er -med andre- ord det intuitive contra

dét formelle. Det betyder imidlertid ikke, at illustrationen ikke kan have vasentlig
bétydniné for forstlelsen af teorien, sarligt for de mange elever, hvis baggrund

for indlaring af matematik er en meget konkret erfaringsverden. ‘

Det er nemt at konstatere, at i hvert fald de mest anvendte matematiske larebg-

ger for gymnasiet ikke har gjort noget synderligt ud af visualisering og figurbe-
tragtning (Gl), som et padagogisk redskab, og dette forekommer miske sarligt mar-
kant eftersom den formelt-abstrakte mdde at anskue andre af matematikkens stofomrd-
der p&, siden 60o'erne er blevet meget mere almindelig. De matematiske teoriers 'axio-
matisk~deduktive opbygning, og den styrke denne.kan give, bliver derfor vanskeligere
. for eleverhe at tilegne sig endln¢dvendigt.

:

5.3 Geometri som undervisningsobjekt.

Den geometri vi tanker p4 i denne forbindelse er pfimart undervisning i egenskaber

ved det fysiske plan og rum>(G5) men geometri (Gz) kan ogsd anvendes som illustra-
tion af matematiske teorier og metoder, eksempelvis aksiomatiske strukturer i ma-
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tematikken, den axiomatiske metode osv.

Geometri i betydningen Gz, G4 og 55 er 1kge i dag genstapd for nogen selvstandig
behandling, selvom store dele af stofomr&det i matematik kan siges at vare analy-~
tisk geometri. Men det vigitge i denne forbindelse er imidlertid, at det ikke er
planen/rummet der er genstand for betragtning, men de analytiske resultater; sé-
ledes at geometri som G, 09 Gg pd denne mide kun fungerer som en illustration.

Geometriske (G,) argumenter er prima@rt mere intuitvt forstdelige end analytisk~
algebraisk, specielt for elever med en meget konkret erfaringsbaggrund. Det kan
ogsd navnes, at undersggelser har vist (32), at eleverne for en meget stor dels
vedkommende kan inddeles i visuelt orienterede og verhalt orienterede i.undervis-
ningssituationer, hvilket peger p§, at en undervigning der er lagt starkt an pi
det verbale forsgmmer den ene halvdel af klagsen, Forudepn den rent visuelle effekt
-i retning af at eleverne kan se hvad der se,hvad det er map ¢gnskerat vise eller
beregne, er der ofte meget farre begreber involveret i geometri for at ferklare
det gamme, som man forklarer analytisk. Lad os som eksempel navne beviset for

indskudssatningen: A fﬂ)

r ¢ &

fde = [foox v | poode :
o a « !

g - - > X

[S [ b 7

I en almindelig gennemgang af beviset for denne satning er invplveret fglgende
begreber: interval, integrabel, oversum, undersum, ulighed, delepunkt. Hvis vi
ville sige det samme geometrisk (Gl) kan vi argumentere fro (se tegning), at det
store areal kan opdeles i summen af de to mindre arealer. Man kan altsd ved en
umiddelbar betragtning se at satningen er rigtig, i det tilfsalde illustrationen
dekker , og dette stér i modsatning til den analytiske matematiks meget mindre
gennemskuelige kvantificering og beregning.

En undervisning i Gl~geometri vil imidlertid ikke l¢se problemet om, at vi bade
vil have eleverne til at forstd hvad vi ge¢r, og satte dem i stand til at regne
pd sagerne. Vores overordnede mil med undervisningen er altsd Gg. En forskel pa
en visuel anlagt undervisning {alene) og en verbal algebraisk undervisning (alene)
opregnes af Skemp (32) som varende:

Visuel Verbal-algebraisk
Abstrakte rumlige egenskaber sédsom Abstrakte egenskaber som er uafhangig
form,position af en rumlig konfiguration, sdsom tal
Svarere at kommunikere lettere at kommunikere
Kan reprazsentere mere individuel Kan reprasentere med kollektiv tankning
tankning
Viser struktur Analytisk, viser detaljer

Samtidig, intuitiv "Fplgeargumentation”, logisk
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Der er altsi fordele og ulemper ved begge ydergranser, hvorved en undervisning
efter Skemps mening bgr indeholde en passende balance mellem visuelle og alge-
'braisk -analytiske argumenter.

Vores eget syn p& undervigningen i geometri udtrykkes meget godt af Norbert
Wiener i fwlgende citat (3o0) om matematikken som helhed:

"Mathematics is an experimental sciense. THe formulation and testting and hy-
potheses play in mathematics a part not other than chemistry, physics, astro-
nomy or botany. Just as in science of naturé,'old ways of regarding things are
compared, tried against the facts, worn down by mutual attrition, until they
take on a new an unfamiliar aspect ".

Geometri kan pd det niveau gymnasiets matematikundervisning befinder sig pi,

blive én disciplin, hvor eleverne kan samle og strukturere de mange matematiske
begreber, satninger og forskrifter péd et intuitivt niQeau. Samtidigt kan geometrién
(Gl,G4,G5) vare skabende i undervisningen , inspiratoren til nye satninger og
idéer, som senere kan gg¢res til genstand for logisk analyse. Ved gennemgang af

et meget brugt larebogssystem som Kristensen og Rindung 1-3 (29) f&r man lyst
til at sige som Norbert Wiener:

" Logic is a-critic, not a creator, even as regards its own laws of critism.

'while a man endowed with logic alone would assuredly never do-any bad mathema-
.ties, he would just as assuredly never do any good mathematics".

Det vi ¢nskér at sige er, =t det ikke tjener noget formdl at undervise i euklidisk
geometri'(Gz) med udgangspunkt i forskellige axiomer, teoremer og sztninger, hvor-.
ved man vise diverse kurigse ting vedrgrende geometriske figurer. Hvis geometri-
en i betydningen l#ren om-egensakber ved det fysiske rum/plan (G ).skal virke
skabende i undervisnlngen, mi vi tage udgangspunkt i elevernes erfaringsverden,

og deres opfattelse af -rummet/planen.

En dansk matematiker, professor Hjelmslev, har i ‘en rakke skolebwger(S) spgt at
angribe problemerne pa en utraditionel made. Hjelmslev siger i forordet til en
af sine bgger: ' .

. "Denne elementare larebog satter som sit mdl, at tilvejebringe et simpelt og natur-
ligt grundlag for'al undervisning i geometri i Almenskoler og Fagskoler. Den hand-
ler ikke'om abstraktioner, men om ting, der hgrer livets praksis til. Den bygger
ikke pa postulater, men pd erfaringsresultater i deres naturlige form. Og netop

derfor sgger den at nd den tilknytning til virkeligheden, som bide for den geo-

metriske larebygnings vidensakbelige sikkerhed og for dens praktiske vard er af
afggrende betydning". (vores understregninger).

Det‘karakterisfiske ved Hjelmslev's introduktion af matematisk teori og metode

er, at han hele tiden forbinder fremkomsten af id€er og sammenh&nge ud. fra vir-
keligt forekommende genstandé, og tager eksempler fra virkeligheden.

Eksempel, bog 1l: A :

"....flytning af et liniestykke udfgres lettest ved‘hjelp af en mdlepasser, hvis
spidser anbringes i liniestykkets endepunkter, hvorefter man ved flytning af pas- )
seren fe¢rer liniestykket over i en ny stilling". ’
S8vidt vi ‘kan bedgmme det, er de padagogiske fordele ved den Hjelmslevéke virke-
lighedsgeometri imidlertid begranset til Gy -geometri, da bggerne ikke bringer
eleverne vasentligt udover hvad de allerede kan forestille sig, og det kan efter
vores mening ikke std alene, men er dog et emne der kan fortjene opmarksomhed,
isar hvis det indfgres i et samspil med egentlige geometriske teorier.’ .
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5.4 Afsluttende bemarkninger.

Vi har i det foregdende forsggt at belyse forskellige aspekter af geometri

(1 Gl-G5 betydning), som igangsatter og redskab ved indlaring af matematik.
Det skal her afslutningsvis siges, at der tilsyneladende ikke eksisterer no-
gen forskning der drager nogle konklusioner vedrgrende disse forhold, og der i
det hele taget generelt en meget d&rlig forbindelse mellem padagogisk/psy-
kologisk forskning og egentlig fagdidaktik, s8 dette Kapitel er mere eller
mindre resultatet af vores sikaldte sunde fornuft. Det md ogsi vare klart, at
vi ikke har diskuteret om matematikken generelt skal gribes an pa eh ny an-
vendelsesorienteret mdde, i st@rre sammnhang med andre fag, men at vi udelukken-
de har valgt at fokusere pd de interne sider af matematikken som undervis-
ningsobjekt. Og pd den baggrund er vi ndet frem til, at mdlet med geometri- )
undervisningen skal vare at styrke elevernes kendskab til det fysiske rum og
planet (GS), og midlet hertil skal vare en kombination af analytisk geometri
(G3) samt ¢get visualisering og figurbetragtning (Gl) . I det fglgende kapi-
tel vil vi narmere redeggre for og udbygge denne konklusion.
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6. Vores standpunkter vedrgrende geometriundervisning.
. . 1 .

6.1 Standpunkterne.

Et af projektets indledningsvis opstillede problemstillinger var: bgr man
skifte synspunkt p& geometriundervisningen i gymnasiet, og hvilken stategi skal
man i givet fald lagge til grund for en sddan undervisning.

Udgangspunktet for denne diskussion m3 naturligvis vare, hvilket mAl vi har med

matematikundervisningen overhovedet, og pid hvilken m&de geometrien specielt kan

bidrage til at tilgodese disse mil: )

Ien overordtnet ramme ¢nsker vi, at matematikundervisningen skal vare med til at

lare eleverne at forstd den omverden og herd&der det samfund, som de lever i. S4-

ledes at de senere vil kunné handle aktivt, rationelt og kritisk over for sidvel

Apraktiske som teoretiske problemer, der kan behandles (eller ‘bliver behéndlet) ved

hjzlp af matematiske metoder og teorier. )

For at kunne tage stilling til, hvilken rolle en geometri kan spille i forhold

til dette overordnede mdl, vil vi i det fglgende diskutere vores milsetning med

en evt geometriundervisning indenfor. rammerne af de 5 pkt., som vi har udkrystal-

liseret af geometridebatten. vi vil i denne forbindelse opdele geometrien i to ka-

tegorier nemlig i syntetisk og analytlsk geometri, hvor vi ved syntetisk geometri

forstir geometrier der er opbygget omkring et selvstandigt aksiomssystem, mens ana-

lytisk geometri er geometri p& koordinatform, med linear algebra .som ggderliggende teo;i.A
Vores opgave vil Séie&es vere (tilsvarende de enkelte forfattere som er citéret

i afsnittet om geometridebatten), at bekrive vores mening om hvorvidt ‘hver af de fem

mélsatninger kan/bgr anvendes som argumentation for en geometriundervisning, og i

bekraftende fald, hvilken af de to typer geometrier der vil vare at foretrakke, ;11

at opnd dette mil. - l . ]

Nedenstéende skema giver et overblik over vores standpunkter og de vil i det fglgende

blive uddybet. ’

midler ' syntetisk : analytisk
geometri geometri
mil

rumbevidsthed (=) +
rumbeherskelse ‘ . - 4+
illustrere mat.-processer (-) ' (=)
traene logisk sans ) - ) -
azstetiske kvaliteter - -

" = imod ’) + for ’() med forbehold i1 form af senere bemarkninger



Lad det vare sagt med det samme, vi mener, at det er af afggrende betydning for
eleverne at de har en veludviklet rumsans (en intuitiv opfattelse af rummets ’ E
struktur).

En detaljeret argumentation for dette er vel nappe pdkravet. Alene den kendsger-

niné at vi ferdes og lever i en verden som vi opfatter som et tre-dimensionelt

euklidisk rum og at fysiske begivenheder udspiller sig i rummet, g¢r det ngdven-

digt med en bevidsthed om disse forhold. i
Spgrgsmidlet er sd, om det fgrst og fremmest er en geometriundeirvisning der skal
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Om rumbevidsthed:
- |
bidrage til at give eleverne denne rumbevidsthed. -

Det er naturligvis siddan, at eleverne kan opnd en rumbevidsthed uden at be-
skaftige sig med geometri, ja de kan n@rmest ikke undgi det. De har f.eks. alle-
rede gennem de ting som de har beskaftiget sig med under deres opvakst udviklet
denne bevidsthed.

P4 den anden side er det vel rimeligt at antage, at en geometriindervisning vil

varé et godt verktgj til at styrke elevernes rumbevidsthed. 0g da vi senere vil
argumentere for at dé ogséd bgr opnd rumbeherskelse, er det dérfor naturligt at
anvende samme middel til begge m&l, nemlig den analytiske geometri.

O -

Hermed vare ikke sagt, at den analytiske geometri er bedre en alle andre me-
toder, hvis det alene drejer sig om rumbevidsthed isoleret set.

Om rumbeherskelse:

Rumbeherskelse er som tidligere navnt bl.a. evnen til at kunne gennemfgre bereg-
ninger og falde domme om hvad der er galdende for genstande og figurer i rummet
(og 1 planen).

Vi mener, at en veludviklet rumbeherskelse er af stor betydning for langt de fleste
gymnasieelever i deres senere funktion. Dette er selvfglgeligt oplagt inden for

de tekniske brancher (ingenigrer, arkitekter) og i forbindelse med matematik og
fysikstudier. Men ogs& for den enkelte elev som senere voksen vil et minimums-

kendskab til det fysiske rums struktur og ogsd behandlingen af rumlige og plane 4
genstande vare betydningsfuld. §

Som fplge heraf mener vi, at man i gymnasiet, og her ganske specielt pd de ma-

tematiske grene, md strabe efter at styrke elevernes rumbeherskelse.

I denne forbindelse er det vard at navne, at den aktuelle gymnasieundervisning M

i analytisk geometri, utvivlsomt giver eleverne en "vis” rumbeherskelse (af planen),
men at dette ikke er et egentligt krav til undervisningen.

En anden ting man bgr vare opmerksom pd er det faktum at der ikke for tiden gives
undervisning 1 rumgeometri. Det er vores opfattelse, at det er uheldigt at eleverne
kun skal arbejde i planen. Dette skyldes ikke kun, at vi mener, at man med en rela-
tiv beskeden indsats kunne udvidg disse geometriske betrégtniqger fra 2 til 3 di-
mensioner, men ogsd at det at kunne arbejde i 3 dimensioner vil give mange fordele
i elevernes senere funktioner.

Som det er fremgdet, mener vi, at midlet til at give eleverne rumbeherskelse, bgr
vere den analytiske geometri. Vores begrundelse for denne holdning er fplgende:




Den:sfntetiske geometri er efﬁer vores opfattelse ikke anvendeliq af fplgende
grupd: ’

‘ 1) Aksiomatisk-deduktive systemer er avere at forstd, fordi forholdet
mellem rzsonnementer inden for rammen og udsagn om det virkeligheds-
omride, der tankes beskrevet, er- sa:kompliceret.

De fleste elever vil formentlig'ygie afskdret at forstd det s3 langt,
at det har mening at gennémf¢re en,undetvisning i det. F.eks. er det
svért for mange at forstd rimeligheden i’at bevise ting, som man u-
middelbart af intuitiv ‘vej kan indge. Dette henger oygsi sammip med,
at ved en aksiomatisk—deduktiv opbygning af geometri, 1egge£56agt pa
teoriens karakter og arkitektur end pé de sa&tninger den frembzinger.

2) Dpen lagger ikke op til beregninger og kan ikke kvantificeres.
3) Analytisk geometri 1agger mere end syntetisk op til et samspil med
andre dele af matematikken.

Selv om vi finder at métte'afvise ‘syntetisk geomeﬁfi som middel til at opnd rum-
beherskelse, finder vi ikke at en syntetisk geometri er uden verdi til dette for—
mal. Det bidrager naturligvis til erkendelsen af rummets struktur og egenskaber,

i at det p& grundlag af en aksiomatisk- -deduktiv teoriopbygning er muligt at falde

sande domme om virkelighedens indretning. Men vanskeliqhederne og omkostnlngerne
ved at gennemfare en undervxsnlng af den art overskygger efter vores mening qe-
vinsterne.

Oh illustration af matematiske processer:

Fra kapitel 4 kendes allerede en rakke argumenter-for og.imod anvendélsen af geome~
tri til at illustrere matematiske processer. Det er dog verd at bemarke, at det
isar er den syntetiske 'geometri diskussionen er koncentreret om.

Argumentationen for,er af typen.

T‘et simpelt aksiomssystem, som er let forstéeligt

7'da geometrien ikke er’ synderlig abstrakt, vil den deduktive proces kunne fﬂlges

og forstds

- med meget fA operationer i den deduktive proces, kan opnés velkendte og let for-

' stdelige satninger :

AArgumentationen imod,er af typen:
.~ da man ikke i forvejen lerer eleverne syntetisk geometri, vil det vare. urimeligt
~ at lzre dem det blot for at 1llustrere matematiske processer
- tidligere fors¢g er mislykkedes ‘
- der skal ikke undervises i deduktive processer i gymnasiet da det er for svart,
f?r tidskravende og for kedeligt.

Hvis netop en undervisning i syﬁﬁetisk geometri skal have til opgave at illu~-
strere matematiske'brocgsser, m& det som man skal tage stillln§ til vare, om .
eleverne mindst &n gang'ékql,se et fuldst?ndigt aksiomatisk-deduktivi system,
hvor grundlaget ikke fortoner sig i andré'teofier;som i analytisk geometri
{de reelle tal, 11n§ai algebra og véktorgeéninq).
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Vi m& endvidere forestille os, at deane illustrering ikke finder sted andre
steder i matematikundervisningen, for var det tilfzldet var der 30 ingen grund
til at geometri skulle bzre byrden.

Imidlertid finder vi det ikke ¢nskvardigt at geometriundervisningen som den e=
neste disciplin skal have denne opgave fordi:

1) pet er umuligt, at illustrere rollen og betydningen af aksiomatisk-dedukti=-
- ve strukturer i matematikken, hvis syntetisk-geometri er den-eneste illu= -
strator, da eleverne sid ikkeé kan se.rollen og betydningen, Alt hvad den kan

" vise er, hvordan man undertiden kan ggre, men ikke hvorfor man der det.

2) I forbindelse med syntetisk geometri er de aksiomatisk~deduktive meétoders
evne til at producere resultater, som ikke er indlysende, ringe og resul-
taterne er primert interessante ved deres indbyrdtes logiske sammenhhang.

Uanset om man mener, at aksiomatisk-deduktive fremgangsmiders rolle og betydning
i matematikken skal indgi i undervisningen, m8 vi ans& geometri for at vare et
darligt sted at valge til formdlet, hvis det er dét eneste sted.

Derimod kan geometri som disciplin i kraft af historie, karakter og rolle i ma-=
tematikken og dens forhold til virkeligheden tjene som velegnet "case" t£il at
drgfte matematikkens udvikling og forholdet mellem matematisk teori og virkelig-
hed.

Oom traning af logisk sans:

Som det er fremgdet af geometridebatten; er det hovedsagelig den syntetiske geome=
tri, som har veret anset for at kunne skarpe elevérnes logiske Sans.

Det stlr imidlertid ikke helt klart hvad de enkelte forfattere mener n&r de taler
om "logisk sans". Mogens Niss siger herom (3 ):

"Nu er det vel temmelig uklart, hvad man skal mene med evien til at
tanke logisk og stringent. Der kan vare tale om et spektrum af betyd-
ninger, fra evnen til at undgd formallogiske fejl sdsom omvending af
implikation, ombytning af kvantorer osv., til evnen til at tanke syste-
matisk, struktureret og milrettet med sans for vesentligt og uvasentligt,
materielle og formale aspekter, hovedspprgsmil og bispprgsmil m.m. I
dagligdags sprogbrug er det vel nok isar den sidste bétydning, der tan-
kes pA.*

I denne tolkning har "logisk sans" altsd to betydhinger:
1) evnen til at undgd logiske bommerter, og

2) evnen til at kunne skelne vasentligt fra uvasentligt, at kuiineé tenke struktureret
og systematisk.

Vi mener ikke, at der er grund til at tro, at selv en vellykket syntetisk
geometriundervisning eller for den sags skyld matematisk i det hele taget udsty-
rer folk med “logisk sans" i den sidste betydning.




Derimod er vi overbevist om, at ikke blot en delvist vellykket ﬁndervlsn;ng i synte~
tisk geometri, men i (stort set) al matematik vil satte folk i stand til at drége

matet eamatisk-logisk korrekte siutninger, samt at udstyre folk med opmerksomhed - over
for formallogiske brist i dagligdags argumentation, altsi "logisk sans® 1 den tozste
betydning.

Om astetiske kvaliteter:

Vi v11 ikke afvise at geometri kan have nogle astetiskeukvalitetet, men vi mid afvise,

at man anvender det som argument for 1ndf¢relsen af en .egentlig geomettlundetvisning i
gymnasiet.»
‘Argumenter af denne type vil 1 princippet kunne anvendes til 1ndf¢relse af et hvilket

som helst emne, matematik eller ej.
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6.2 Sammenfatning.

Det vi har at sige er skematisk og med mange l¢se ender. Det er fgrst og frem-

mest kommet til veje p& baggrund af vores snusfornuftige overvejelser over dels

geometriens karakter og rolle i matematikken og i den gymnasiale matematikunder-

visning gennem tiderne og dels geometridebatten sddan som vi har kunnet opspore

den og tage stilling til den. Imidlertid ligger det nok ikke bare i ‘tidsbegrans-

ningerne for dette mangesidede projekt, men ogsd i den fagdidaktiske forsknings e
stade, at det er ngdvendigt at blive stlende ved snusfornuftige overvejelser.

Der kan vére grund til at sige, at vore konklusioner skal .ses i forhold til )
den eksisterende gymnasiestruktur og de eksisterende rammer for matematikunder- :
visningen. Der er siledes ikke taget stilling til hvad man kunne gnske sig af re-
former i stgrre format.

Vi mener, at man be¢r anﬁre éynspunkt angdende geometriundervisningén, i retning

af at der bgr undervises i geometri som genstand og ikke bare som hjazlpemiddel i
den gvrige matematik.

Vi har i den forbindelse fg¢glgende 4 synspunkter angdende geometriundervisningen:

1) Undervisningen skal producere rumbevidsthed og beherskelse i det fysiske rum
(incl.. planen) og altsd ogsd omfatte rumgeometri (3-dim).

2) Midlet skal vare analytisk geometri.

3) FPorholdet mellem virkelighed (det fysiske rum/plan) og geometriske teorier
("in casu" analytisk geometri) bgr debatteres, dvs. at der er mange geometri-
ske modeller, som man kan bruge til at besgkrive det fysiske rum og planen.

4) Geometri som disciplin kan med fordel indfgres som emnel@sning idet den benyt-
tes til at sige noget om udviklingen af matematikken og dens forhald til vir-
keligheden. ’
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- : ET EVENTYR

Der var en Gang en Trekant og en Firkant. Trekanten havde 3 Vinkelspidser og Fir-
kanten havde 4. Firkanten pralede af, at den havde 1 Vinkelspids mere ond Trekanten,
og Trekanten var misundelig paa Firkanten. Og saa havde Firkanten noget, som Trekan-
ten slet ikke kendte. Den havde 2 Diagonaler. Trekanten tankte lenge cover, hvad der
kunde vare Grunden til, at den selv ingen Diagonaler havde. Men den kunde ikke op-
dzge det. Den tenkte, om det dog ikke ogsaa skulde vare muligt for den at faa i det
mindste een Diagonal. Bare een. vaaske den saa senere kunde faa een til. Men uet
1vkkedes ikke at {inde nogen Udvej.

En Dag havde Firkanten pralet sarlig sterkt af sine Diagonaler, og Trekanten var
narved at blive krum af Misundelse. Da den om Aftenen gik i Seng, kunde den ikke so-
ve. Det hamrede i alle 3 Vinkelspidser, ganske ligcsom det kan hamre i Menneskers
Hoved. Den lagde sig snart paa den ene, snart paa den anden, og snart paa den tredie
Side, men den fandt ingen Hvile. Pludseliy fik den en 1d&. Den stod op, sneg sig ind
i det Varelse, hvor Firkanten laa og sov, og savede alle Firkantens Vinkelspidser af.
Derpaa gik den igen i Seng, og nu sov den trygt til den naste Morgen. Da den vaagnede,
tenkte den, at nu skulde det rigtig gere godt at mpde Firkanten og 'se, hvor slukgret
den var. Men stor blev dens Forfaerdelse, da den saa, at Firkanten havde faaet dobbelt
saa mange Vinkelspidser som fgr. Den var blevet til en Ottekant. Og den havde saadan
ern Mzngde Diagonaler, at Trekanten ikke kunde talle dem.

Nu var frekantcn kommet rent i vildrede med Tilverclsen. Den forstod ikke, hvordan
det var, det hang sammen. Man kan godt lare nogelb, selv om man ikke begriber et Ord
at det hele, og den havdc nu lert, at naar man saver ecn Vinkelspids af, kommer der 2
i Stedet.

Den overtalte derfor en Ven til at save dens egne Vinkelspidser af. Den blev saa
til en Sekskant. Men det var den ikke tilfreds med. Den vilde have endnu flere Vinkel-
spidser. Vennen skulde save .videre. Og stadig videre. Men til sidst var det ganske u-
muligt for Vennen at kommc videre. Trekanten var blevet til en krum Linie. Og nu havde
den mistet alle sine Vinkelspidser.

Trekanten sgrgede dybt over, at Verden var saa vanskelig at blive klog paa.

En dag kom to Vandringsmand forbi, hvor Trekanten boede. De kunde mere cond deres
Fudervor. Den ene sagde, at cn krum Linie var en Polyyon med ucendelig mange Vinkel-
spidser. Det var noget, han havde lart. I Virkeligheder begreb han ikke et Ord af det
hele, men det var der heller ingen andre, der gjorde. Den anden sagde, at en krum Li-
niz er en virkelig Polygon. Man kan bare tage Vinkelspidserne, hvor man vil paa den
k:umme Linic, blot de valges tat sammen. Det var noget, man kunde se, vg saa var det
ragtigt.

Trekanten syntes til at begynde med, at det var som at ophave Forskellen paa godt
or: ondt. Men det varede ikke lange, inden den forstod det. Den indsaa, at krumme Li-=
nier er doy de mest fuldkomne. De kan ikke blive misundelige paa hinanden. For man
kan give hver af uem saa mange Vinkelspidser, man vil.

Saaledes tankte den. Men det var nu kun, fordi den en Gang havde varet en rigtig
Trekant.

Naar man er f@dt krum, tanker man helt anderledes.
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{Fra J. Hjelnslev: Den lille Geametri, 1926)




