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ABSTRACT

Datamaten har betydning for matematikundervisningen pa alle un-
dervisningstrin, lige fra folkeskole-niveau til universitets-
niveau. Anvendelsen af datamater i matematikundervisningen har
veret et vigtigt diskussionsemne igennem mere end 10 ar ved mange
af de store internationale konferencer for matematik-lazrere og
forskere. Alligevel er vi idag stadig langt fra at have udviklet
bekendtggrelser for matematik, hvor anvendelsen af datamater og
avancerede lommeregnere er fast integreret.

I teksten ser jeg narmere pa udviklingen omkring datamatan-
vendelser i matematikundervisningen pa gymnasiet og de hojere
le#reanstalter, bade herhjemme og internationalt.
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FORORD

Nzrverende rapport er skrevet i forbindelse med afslutningen pa
et projekt, som behandler emnet 'Datamater i matematikundervis-
ningen pa gymnasiet og hojere lareanstalter'. Projektet der er
finansieret af Humanistisk Forskningsrad og Naturvidenskabelig
Forskningsrad i forholdet 1:1, var planlagt til at skulle vare
2 1/2 ar, men er blevet afsluttet efter 1 ar. At projektet blev
afsluttet 1 1/2 ar for tiden skyldes ikke, at emnet pa nogen made
er udtemt, uinteressant eller uvigtigt, men udelukkende, at jeg
af personlige grunde har valgt at skifte job.

Rapporten bzrer prag af, at projektet er afsluttet for tiden. Det
er f.eks. ikke tllstrabt at skrive den som en ‘videnskabelig af-
handllng, men mere som en slags udredning, hvor der bl.a. bliver
set pd nogle af de erfaringer, der er gjort internationalt og
herhjemme mht. anvendelser af datamater i matematikundervis-
ningen. I forbindelse med udredningen giver jeg ogsa udtryk for
nogle af mine egne synspunkter pa omradet.

Rapporten kan pd nogle punkter godt virke en anelse rodet. Den
burde egentlig have varet gennemarbejdet yderligere, men det har
der pa grund af omstazndighederne, desvarre ikke varet tid til.
Jeg haber, at laseren kan bare over med det, og alligevel fi et
rimeligt udbytte af rapporten.

Jeg har lagt stor vagt pa at angive referencer til den litteratur
rapporten bygger pa. Dette skulle betyde, at interesserede lasere
far lettere ved at opfplge de forskellige behandlede sider af
datamatanvendelser i matematikundervisningen. Det skal dog
samtidig understreges, at litteraturlisten langt fra er fyld-
estgerende, hvis mdlet er at danne sig et samlet overblik over,
hvad der er skrevet i denne forbindelse.

Finn Langberg

IMFUFA

Roskilde Universitetscenter
Foraret 1990
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KAPITEL 1. INDLEDNING

Anvendelsen af datamater i matematikundervisningen har varet et
vigtigt diskussionsemne igennem mere end 10 ar ved mange af de
store internationale konferencer f.eks. ved ICMI-studierne og
ICTMA- og ICME-kongresserne. Diskussionen har bl.a. gaet pa, hvad
ny teknologi skal betyde for udviklingen i matematikbekendt-
gorelserne. Alligevel er vi idag stadig langt fra at have
udviklet bekendtgerelser, hvor anvendelsen af datamaten og
avancerede lommeregnere er fast integreret. Mens flere og flere
studenter arbejder med mikrodatamater derhjemme, er datamatens
plads 1 Kklassevarelset og specielt i bekendtgerelser for
matematik stadig uklar. Der er flere forklaringer pa denne
situation. For det forste er det meget sparsomt med viden-
skabelige underseogelser, hvor mdlet er at- belyse virKningen af
datamatanvendelser i matematikundervisningen, og der KkKan stilles
sporgsmdlstegn ved vardien af positive resultater fra de fa sma
pilotprojekter, der er udfeort med exceptionelt gode larere og
faciliteter, nar de skal overferes til virkelighedens klasse-
varelse. En anden faktor der spiller ind er, at den teknologiske
udvikling gar langt hurtigere end den tid det tager at zndre
bekendtgerelser for matematik. Ndr en bekendtgerelse er @ndret,
afspejler den maske de tekniske muligheder flere &ar tilbage i
tiden.

P4 trods af de ovenstdende problemer, har den teknologiske ud-
vikling med bl.a. avancerede mikrodatamater som 'output', be-
tydning for matematikundervisningen pd alle undervisningstrin.
Man kan pa et overordnet plan se det i form af to forskellige
pavirkninger.

Den forste form for pavirkning kommer til udtryk ved, at der i
kraft af den teknologiske udvikling stilles nye krav til be-
folkningens uddannelse, og saledes ogsa til deres matematiske
ferdigheder. Her t®nkes bade pa den matematik, som den enkelte
borger skal kunne i forbindelse med sit erhverv, men ogsd pa
matematikken den enkelte borger skal kunne for at fungere for-
nuftigt i et demokratisk samfund.

Den anden form for pavirkning kommer til udtryk ved larernes nye
muligheder i matematikundervisningen. Det kan f.eks. va@re mulig-
heder i form af anvendelse af avancerede numeriske programpakker,
symbolmanipulatorer, grafikfaciliteter, simulerings- og model-
leringsverktejer osv.

Den forste form for padvirkning nzrmest dikterer en &ndring udefra
af matematikundervisningen (hvis undervisningen ellers forud-
szttes bl.a. at afspejle de samfundsmessige behov), og det er
uanset om lzrerne kan lide det eller ej. Den anden form for
pavirkning afhanger i hejere grad af larernes syn pa datamatens
muligheder i forbindelse med matematikundervisningen. Her skal
krefterne til @ndringer mere komme 'indefra', og det er derfor
meget vigtigt, at larerne deltager aktivt i udviklingsprojekter,
nar de nye muligheder i undervisningen skal belyses.
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I narverende rapport vil jeg bl.a. se pd nogle af de muligheder
datamaten giver matematiklzrerne i deres undervisning. Det .er
klart, at der vil kunne skrives noget forskelligt afheangigt af
uddannelsesnlveau og retning. Imidlertid vil jeg ikke skelne eks-
plicit mellem niveau og retning, men i he¢jere grad behandle og
kommentere de overordnede tendenser.

Rapportens indhold

I kapitel 2 skal vi se pad en rzkke af de verktejer, som matema-
tiklareren i kraft af datamaten har til sin rddighed i under-
visningen. Disse varktejer giver matematiklzreren mange nye
muligheder i undervisningen, og noget af det mest spzndende er -
efter min mening muligheden for at lade de studerende arbejde
mere. undersegende og eksperimenterende. Denne mulighed skal vi
se narmere pa i kapitel 3. I kapitel 4 skal vi se, at ogsa i for-
bindelse med problemlegsning, kan datamaten vare til stor hjazlp.
‘'Det er selvfelgelig rart, hvis datamaten kan forbedre de stu-
derendes udbytte af matematikundervisningen, men som anfert
tidligere, vil en eller anden form for anvendelsen af datamaten
under alle omstendigheder vere nepdvendig for "at forberede de
studerende bedst muligt bade mht. til erhverv, men ogsa for at
de skal fa bedre forudsaztninger for at kunne fungere fornuftigt
som borger i et demokratisk samfund. Imidlertid er en forud-
setning for permanente anvendelser af den ene eller anden slags,
at der foretages @&ndringer i bekendtgorelserne for matematik. I
kapitel 5 vil jeg komme lidt nezrmere ind pa, hvilke &ndringer der
er, eller kan blive tale om. Anvendelser af datamaten i matema-
tikundervisningen, vil hejst sandsynligt ikke kun betyde
#ndringer 1 bekendtgerelser, ogsa lzrerrollen vil blive &ndret.
Det skal vi se narmere pad i kapitel 6. Nar vi taler om under-
visning, er det naturligt ogsd at tale om indleringsmilje.
Hvordan pavirkes indlaringsmiljget af datamatanvendelser ? Det
sporgsmal vil blive belyst narmere i kapitel 7. Meget af det der
bliver sagt og skrevet i debatten omkring datamatanvendelser
bygger pa ideer og enkeltpersoners erfaringer, men hvad sker der
egentlig pad omrddet i bredere kredse af matematiklzrere ? I
kapitel 8 skal vi se nzrmere pa udviklingen bade i udlandet og
specielt herhjemme. I kapitel 9 afrundes rapporten.



KAPITEL 2. DATAMATEN BETYDER MULIGHEDER I MATEMATIKUNDERVISNINGEN

I dette kapitel vil nogle af de muligheder anvendelsen af datama-
ten giver matematiklarerne i deres undervisning blive behandlet.
I forbindelse med de forskellige anvendelser kan sadan noget_som
f.eks. &ndret lazrerrolle eller ‘vagtforskydningen' i undervis-
ningen blive berort, men det er ogsa noget, der vil blive behand-
let mere generelt senere i rapporten. Der kan i denne forbindelse
godt forekomme gentagelser, som jeg hdber laseren vil bare -over
med. ‘

2.1 Indledning

Et af de vigtigste spergsmal i forbindelse med matematikuddannel-
se idag er revisionen af undervisningsmetoder og bekendtgerelser,
med henblik pa at udnytte den elektroniske informationsteknologi.
Der bliver stillet spergsmdlstegn ved, hvad der skal undervises
i, hvordan der skal undervises, og hvad de studerende kan l&re
[31].

Der er et meget stort antal matematiklzrere verden over, der
under en eller anden form har anvendt datamaten i deres under-
visning, og en del af dem, beskriver deres anvendelser i
forskellige beger, rapporter og tidskrifter. Jeg vil dog ikke pa
denne baggrund forsege at give et fyldestgeorende billede af den
samlede udvikling, da det n®sten er umuligt pga. det meget
omfattende materiale. Desuden er der hele tiden nye projekter
igang, og de hardware- og software-me@ssige omgivelser andrer hele
tiden pada muligheder i sddanne projekter.

Istedet vil jeg tage udgangspunkt i nogle af de omrader som jeg
selv finder mest interessante, og i nogle af de omrader, der
fremhaves som interessante forskellige steder i litteraturen, nar
datamatens muligheder i matematikundervisningen diskuteres. Det
drejer sig om felgende omrader:

1. Numeriske beregninger

2. Symbolske beregninger

3. Grafik

5. Multipel reprzsentation af information
6. Simulering og modellering

7. Kunstig intelligens

8. Interaktiv video

9. Lommeregnerens muligheder
10. Algoritmer og programmering

2.2 Numeriske beregninger

Noget af det datamaten er blevet anvendt mest til inden for mate-
matik er numeriske beregninger, og det er ogsa her noget af den
oprindelige motivation har ligget, under udviklingen af den digi-
tale datamaskine. Datamaten har i mange ar vzret et redskab i
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forbindelse med undervisningen i numeriske metoder, i starten
meget i form af programmering, men i de senere ar ogsa via an-
vendelse af brugervenlige ferdige programmer. F.eks. er anvendel-
sen af sa&danne programmer beskrevet i [52]. Her beskrives 4
programmer til numerisk analyse pa University of Kent at Cante-
‘bury. En af pakkerne kaldet 'NONLIN' minder om det danske 'GRAF-
MAT-program' kaldet 'NULPUNKT' [33)]), hvor man kan fa grafiske
illustrationer af simple numeriske metoder til nulpunktsegning,
som f.eks. Bisektion, Regula Falsi, Secant og Newton Raphson. De
4 ovennavnte programmer er blevet brugt flittigt i undervisnin-
gen, og de studerende har taget utroligt godt imod dem.

Ovenstaende form for anvendelse i numerisk analyse kan selvfglge-
lig vere udmzrket, og de er ogsa vigtige da fornuftige anvendel-
ser bade kan reprasentere et effektivt hjelpemiddel i undervis-
ningen til at bibringe de studerende en dybere og bredere for-
stdelse af matematiske teorier, samt advare dem mod en generali-
set og ukritisk brug af datamaten [8]. Men udviklingen med de
mere og mere avancerede datamater (herunder henregnes ogsd super-
lommeregnere som f.eks. HP 28S) til farre og fzrre penge, har
gjort det vigtigt, at undervisningen i alle emner (ogsa dem der
f.eks. normalt henregnes til f.eks. matematisk analyse), hvori
der indgar eller kan indga numeriske beregninger, tages op til
revision. Numeriske programmer er bl.a. blevet citeret for at
lede til anvendelig analytisk indsigt, bl.a. i forbindelse med
differentiabilitet og kontinuitet [3]. -

2.2.1 Numerisk tilgang til algebra og analyse

Det er selvfplgelig oplagt at anvende datamater til aritmetiske
beregninger indenfor en lang razkke omrader af matematikken. Det
sparer bl.a. tid, og det nedsetter risikoen for at lave regne-
fejl. Hvad der er mindre paskennet er muligheden for at lette
forstdelsen af abstrakte begreber indenfor avancerede matematiske
omrdder. I [31] beskrives f.eks. kort et projekt, hvor man har
anvendt regneark til at lette overgangen fra aritmetik til alge-
bra. Konklusionen pa bl.a. dette projekt var, at denne bereg-
ningsme&ssige overgang til abstrakt algebra er slaende mere effek-
tiv end den traditionelle tilgang. Der er lignende resultater i
forbindelse med integral og differentialregning.

2.2.2 Fordele ved handtering af kompleks information

Det er klart, at der kan opnas fordele ved anvendelsen af datama-
ten i forbindelse med operationer pa mange variable eller store
datasat. ' :

I linezr algebra vil det f.eks. lette en del pd regnearbejdet,
hvor der indgdr store matricer, hvis man f.eks. har en program-
pakke som MATLAB til sin rddighed. MATLAB er en programpakke
specielt beregnet til linezr algebra (der findes en kort beskri-
velse af MATLAB i [67]). Programpakken er bl.a. blevet anvendt
herhjemme pa DTH som et supplement til line®r algebra, og det har
for de fleste studerendes vedkommende bl.a. fort til en 1lidt
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storre fortrolighed med emnet [Personlig samtale med Hans Bruun
Nielsen, lektor pd numerisk institut pd& DTH].

Et andet eksempel er anvendelse af regneark i forbindelse med
Gauss elimination. Standard rzkke- og sojleoperationer i regneark
svarer naturligt til de operationer, der anvendes i forbindelse
med matrixmanipulationer. B

2.2.3 Problemer

Anvendelse af forskellige passende numeriske programpakker &bner
bl.a. mulighed for i hejere grad at lade de studerende koncen-
trere sig om planlegning og fortolkning, end om at kunne udfore
regnem®ssige algoritmer med stor sikkerhed og hej hastighed. Det
havdes, at de studerende herved opndr en bedre forstdelse af de
involverede matematiske begreber. Imidlertid videregives erfarin-
gerne med anvendelse af de numeriske programpakker som regel i
form af anekdoter, og det er stadig et abent spergsmal, hvordan
der skal vagtes mellem de traditionelle regneoperationer i hariden
og anvendelser af programpakker, der kan klare regnearbejdet uden
den studerende overhovedet behgver vide, hvad der foregdr. Jeg
skal ikke forsgge at besvare spergsmialet her, men maske kan der
drages nogle paralleller til den diskussion, der efterhanden har
eksisteret i mange &r omkring anvendelsen af lommeregnere i
forbindelse med aritmetik. Dette spergsmal vil jeg derfor se
lidt nermere pa i det felgende.

Der har i de sidste 20 ar varet diskussioner omkring anvendelse
af lommeregnere i skolen. P4 den ene side er der dem, som mener,
at lommeregneren ber overtage mange kedelige (trivielle) regne-
operationer i standard aritmetik. Den tid der spares bor anvendes
pa flere anvendelser, og mdske til udvikling af begrebsmassig
forstaelse af tal og operationer pd dem. Man kan ogsa i hojere
grad fokusere pa fardigheder indenfor approximationsberegning,
estimering, beregning af sterrelsesordener og flydendetals arit-
metik. Dette er f.eks. nedvendigt for at kunne checke den ap-
proximerede korrekthed af resultater opndet vha. lommeregneren,
men ogsa for uden brug af lommeregner at have fg¢ling med inter-
vallet hvor et konkret resultat ber ligge [25].

P4 den anden side er der dem, som er bange for, at eleverne
bliver farligt afhangig af lommeregneren, samt at udeladelse af
opgaveregningen i handen vil bevirke, at de senere hen vil fa
problemer i forbindelse med mere avancerede matematiske emner.
Dette er dog aldrig blevet godtgjort. Tvartimod er der under-
sggelser, som viser forbedring mht. personlig beregningsfardig-
hed, begrebsmassig forstdelse, evne til problemlesning og deres
holdning til matematik er blevet bedre via brug af lommeregnere.
Samtidig har det tilsyneladende ikke den frygtede negative effekt
pd de traditionelle fardigheder [31]. Det skal dog bemazrkes, at
i de fleste undersegelse er anvendelsen af lommeregneren
kombineret med den traditionelle opgaveregning i handen.

Desuden er der rapporteret om flere tilfzlde, hvor folk med
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minimal matematisk baggrund, har brugt en handbog til en lom-
meregner og herigennem opndet ganske imponerende resultater med
lommeregneren, samt af og til vist begrebsmessig forstaelse,
savel som beregningsmessige fardigheder [25]. '

Nu kan man selvfelgelig ikke umiddelbart drage paralleller mellem
diskussionen omkring lommeregner-artimetik og diskussionen alge-
bra/analyse-datamat, men jeg synes alligevel resultaterne fra den
forstnevnte diskussion, kan give anledning til en vis optimisme
i den sidstnavnte diskussion. Ogsa selv om det i forbindelse med
lommeregnere stadig er et &bent spergsmal, hvad der sker, hvis.
man stort set udelader handregningen, og saledes i langt hgjere
grad tvinger eleverne i skolen til at stole pa lommeregnerens
resultater.

Under alle omstandigheder er det meget vigtigt at fa foranstaltet
en rzkke videnskabelige undersegelser, sa man far et ordentligt
diskussionsgrundlag, og det vil ogsa kunne ggre diskussionen mere
konstruktiv. '

2.2.4 Diskrete numeriéke'metoder

P4 trods af ovenstdende diskussioner er det efterhdnden mange
steder almindeligt at anvende numeriske metoder som et led i en
analytisk fremstilling af forskellige omrader indenfor matematik,
f.eks. indenfor differential- og integralregning. Herudover er
der ogsa en voksende interesse for at reformulere problemer, som
traditionelt behandles analytisk, sa de istedet kan behandles
vha. diskret matematik [31]. Man haber herved at kunne undga
nogle af de vanskelige begreber indenfor analytisk matematik (det
kunne f.eks. vere greansebegrebet i forbindelse med differential-

og integralregning). En diskret behandling af forskellige mate-
matiske omrader kan desuden bringe de studerende naturligt til
de metoder, der ofte anvendes i forbindelse med praktisk arbejde.

Det er dog ogsd et abent spergsmdl om en sadan forskydning er
onskelig og fornuftig. F.eks. skriver Michael Atiyah i [5], at
kontinuert matematik er langt mere elegant og sterkere end di-
skret matematik, da man her behersker uendelighed. Mange vigtige
resultater indenfor diskret matematik bevises desuden bedst vha.
kontinuert matematik.

2.3 symbolske beregninger

Mens de fleste matematiklarere pa et eller andet tidspunkt har
anvendt datamaten til numeriske beregninger og grafiske frem-
stillinger (som vi skal se pa senere), er det kun fd der har
benyttet sig af mulighederne for at f& udfert symbolske manipula-
tioner. Der findes idag en razkke programpakker, der kan udfegre
symbolske manipulationer, og mange af dem kan Kkere pa savel
mikrodatamater som PC'ere. Kendte eksempel pa symbolmanipula-
tionsprogrammer er f.eks. 'MUMATH' og 'DERIVE', som begge er be-
skrevet i [36] (i denne sammenh&ng kan det oplyses, at der i
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tidsskriftet "Notices of the American Mathematical Society"
jevnligt beskrives forskellige matematikprogrammer, som kan kere
pd PC'ere). Blandt de symbolske operationer, som disse programmer
ofte kan udfere, kan navnes algebraiske transformationer og
leosning af ligninger der involverer polynomier, rationelle funk-
tioner og algebraiske udtryk; matrixoperationer; symbolsk be-
regning af diffentialkvotienter og integraler; lesning af dif-
ferentialligninger; beregning af potensrazkker for en given funk-
tion; og summering af rzkker. Mange af programmerne kan udfere
de symbolske manipulationer relativt hurtigt, og output er ofte
i s®dvanlig matematisk notation (specielt i programmerne af nyere
dato) .

2.3.1 Forventninger

Der er kun fd erfaringer med symbolmanipulationer pa datamat i
matematikundervisningen, men fortalere for denne form for an-
vendelse af datamaten mener, at der er mindst 4 forskellige
madder, hvorpd disse anvendelser kan f4 afgerende indflydelse p&a
matematikundervisningen.

- For det forste betyder den automatiske formelmanipu-
lation, at man pa alle undervisningsniveauer kan be-
handle udtryk af steorre kompleksitet end ved tradi-
tionelle manipulationer i handen.

- For det andet betyder datamaten som redskab i for-
bindelse med symbolske manipulationer, at vagten kan
legges pa begrebsmassig forstdelse og planlagning,
der f.eks. er essentiel i forbindelse med problem-
lgsning, istedet for pa den ofte kedelige regnetek-
niske del af symbolmanipulationer.

- For det tredie kan anvendelsen af programmer til
symbolmanipulation maske vare med til at s=ztte
en mere eksperimenterende og udforskende adfard
igang hos de studerende i forbindelse med algebraiske
reasonnementer. De vil hurtigere kunne undersgge
mgnstre i algebraiske razsonnementer, der som det
neste kan lede til opdagelse af vigtige generelle
principper.

- Endelig kan anvendelse af datamaten gore undervis-
ningen mere relevant for de studerende, set i forhold
til den verden de lever i, f.eks. ved at kunne be-
handle flere realistiske anvendelser og foretage
sterre modelleringer.
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2.3.2 Problemer

Der kan blive et voksende pres, specielt i 'servicekurserne' for
at fa reduceret matematikbehovene, da symbolmanipulatorer kan
erstatte rutineprocesserne. Det sker f.eks. 1 forbindelse med
ingenieruddannelserne, hvorfra der signaleres, at de studerende
under alle omstandigheder vil anvende sddanne systemer efter endt
uddannelse [12], og det er derfor nedvendigt, at de studerende
lerer at benytte sadanne verktojer korrekt. Det anfores samtidig,
at det er nedvendigt med nye argumenter for nogle teknikker - der
skal uddannelsesmassige argumenter pa bordet fremfor anvendelses-
argumenter. Det gzlder f.eks. i forbindelse med differentiation
og integration [12].

Ovennzvnte pres fra forskellige sider gor det ekstra vigtigt, at
problemer og farer ved anvendelse af symbolmanipulatorer kommer
frem i lyset, og bliver diskuteret. F.eks. er der en vis frygt
for, at de studerende i forbindelse med l¢sning af problemer vil
handle uden omtanke, og at der sker en afledning fra matematiske
spergsmal [3]. En anden frygt tager udgangspunkt i, at det ge-
nerelt er svaerere at finde fejl ‘i algebraiske algoritmer end i
numeriske, og studerende er desvarre tilbejelige til at stole
fuldt ud pa datamatens resultater. Et.af argumenterne fra inge-
nigruddannelserne for at anvende symbolmanipulatorer, var dog
netop at fa de studerende til at anvende sadanne systemer kor-
rekt, og det vil bl.a. sige at forholde sig kritisk til resulta—
terne fra sadanne systemer.

Jeg kan i forbindelse med problemet med fejl i symbolmanipula-
torer navne, at jeg sommeren 1989 havde lejlighed til at afpreve
en nyere avanceret programpakke kaldet 'Mathematica' udviklet af
Stephen Wolfram Research [75]), og det viste sig, at systemet
bl.a. havde fejl i den symbolske 1ntegratlonsrut1ne.

En advarsel, som ogsd bor tages i betragtning er, at anvendelsen
af symbolmanipulationssystemer ikke ber resultere i en reduktion
i niveauet i matematiske forudsaztninger. Et af formdlene med
anvendelser af datamater er at fremme et skift fra rene bereg-
ningsferdigheder til mere komplekse fortolkningsfardigheder, men
det kraever en sterk teoretisk matematisk baggrund [71].

Vigtigheden af opbygning af metaviden hos de studerende under-
streges ogsd i debatten, bl.a. ved ICME 6 i Budapest, 1988. Man
ma skelne mellem faglig/teknisk viden og metaviden. Den faglige-
/tekniske viden ligger i de nuverende SymbolManipulationSystemer
(SMsS) i form af algoritmer. Metaviden refererer til organiserin-
gen af denne viden pa en eller anden made, sd den optimale stra-
tegi i en konkret beregning opnds. SMS er som regel bedst til at
handtere den tekniske side af algebra og analyse, og i mindre
grad den metaviden, som ofte er nedvendig for at strukturere den
faglig/teknisk viden. Man forseger dog ogsad ofte at handtere
ihvertfald et eller andet minimum af metaviden i SMS. Det kan ses
i selv i sa gamle systemer som SAINT (1961) og SIN (1967). Disse
programmer var bl.a. beregnet til symbolsk integration og analy-
tisk losning af differentialligninger. I programmerne 1a der ikke
bare faglig/tekniske algoritmer. Der var ogsd indlejret nogle
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losningsstrategier i forbindelse med ovennavnte operationer (det
kan igvrigt i denne sammmenh&ng nevnes, at SIN oprindeligt ud-
gjorde en basis for integrationsrutinen i det meget anvendte og
avancerede SMS kaldet 'MACSYMA', som pd nuvarende tidspunkt kun
korer pd storre datamater [46].
Endelig er der god grund til at stille spergsmalet - Hvad sker
der, nar datamaten er slukket ? Vil de studerende kun kunne imi-
tere, hvad de har set vha. datamaten, eller opndr de en dybere
forstdelse ? Sporgsmalet blev diskuteret ved ICMI-konference i
Strasbourg i 1985, og her var der enighed om, at vardien--af en
stor del af arbejdet ved datamater, afhznger sterkt af et op-
felgende arbejde. Opfolgningen:skal sikre, at datamaten ikke ger
alt arbejdet, og giver alle svarene. Mange traditionelle aktivi-
teter skal stadig udferes [64].

2.3.3 Erfaringer

Der er foretaget enkelte undersegelser mht. anvendelsen af pro-
grammer til symbolmanipulation i matematikundervisningen, f.eks.
i forbindelse med undervisning i differentialregning og integral-
regning. Disse viser, at bruges der sddanne programmer, betyder
det, at der kan lzgges storre vegt pa begrebsudviklingen og pro-
blemlesning (som forventet), og denne balanceforskydning giver
de studerende en sterre forstdelse og fzrdighed mht. disse
aspekter i forbindelse med det aktuelle omrade [31]. Et konkret
eksempel pd anvendelse af et SMS kaldet 'MAPLE', viste desuden
en ogning af de studerendes motivation og entusiasme, og det
lettede bekymringerne mht. at skulle huske formler og lave lange
udregninger [3].

Der er sdledes noget, der tyder pd, at anvendelse af symbolmani-
pulatorer kan have en positiv effekt pa de studerendes udbytte
af undervisningen, men det er igen et &abent spergsmal, hvor
balancen mellem anvendelsen af sddanne varktejer og traditionelle
manipulationer i handen skal ligge, for at opnd den optimale
indlering. Mdske kan en for ensidig brug af symbolmanipulatorer
pd elementzrt niveau, give alvorlige problemer for de studeren-
de, nar der skal undervises i mere avancererede emner.

2.4 Grafik

En meget oplagt anvendelse af datamaten i matematikundervisnin-
gen, er grafiske fremstillinger i 2 og 3 dimensioner. De fleste
af os kan godt lide at fa visualiseret forskellige matematiske
begreber, bade fordi det i mange sammenhznge synes at lette for-
stdelsen, men ogsd fordi vi ofte bedre kan huske et billede end
en formel. Grafiske illustrationer kan konkretisere abstrakt
matematik. Det er f.eks. et godt varktej til illustration af
kontinuerte og diskontinuerte funktioner, areal under en kurve,
retningsfelt og intet steds differentiable funktioner, sdvel som
pa& mange andre omrader {64].
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Et eksempel pd et program henvendt til de danske gymnasier, hvor
det bl.a. er muligt at fa visuelle fremstillinger af begreber
indenfor differentialregning og integralregning er programmet
GRAFMAT [33]. Programmet der bestdr af en rzkke delprogrammer,
er udviklet pad IMFUFA ved Roskilde Universitetscenter af Jens Ole
Back, Heine Larsen m.fl..

2.4.1 Grafiske billeder af matematiske funktioner

En af de mest populzre anvendelser af datamaten er at tegne
grafer for funktioner eller relationer, og her er mulighederne
ogsé virkelig gode. Typiske graftegningsprogrammer giver brugeren
mulighed for at fa tegnet en eller flere funktioner eller rela-
tioner i 2 eller 3 dimensioner. Brugeren taster sine funktioner
eller relationer ind, valger intervaller og evt. skalering, og
far derefter lavet et plot. Nogle programmer giver mulighed for
at arbejde med familier af funktioner, hvor man har en eller
flere parametre i et funktionsudtryk. Brugeren angiver sa selv
en startvaerdi for parameteren, skridtlangde samt antal skridt,
og programmet @&ndrer sa automatisk parameterens vardi i henhold
til de foreskrevne vardier, samtidig med at de tilherende
funktioner tegnes. Et eksempel pa sadant et program er det danske
'"MULTIGRAF' udviklet pa IMFUFA pa RUC af Jens Ole Back, Heine
Larsen m.fl.. MULTIGRAF er et delprogram af en stegrre program-
pakke kaldet MULTIMAT [55].

Der kunne navnes mange andre tekniske muligheder i forbindelse
med disse graftegningsprogrammer, men det vil fegre for vidt. at
ga mere i detaljer pa dette sted. Istedet henvises laseren til
f.eks. [55] og [74]. ' -

2.4.2 Tegnevarktojer til geometri

Noget der ogsad er meget populart internationalt set er anvendelse
af skildpaddegrafik i programmeringssproget Logo. Denne form for .
grafik bliver brugt mest til at forbedre de studerendes generelle
rasonnementsevne, men der er ogsa en tendens til at fokusere mere
pa specifikke matematiske begreber [31].

Herhjemme eksisterer der forskellige 'for-danskede' udgaver af
'skildpadde-delen' i Logo. Et eksempel er flere forskellige
udgaver af sproget 'Myresnak', der ferst og fremmest er teznkt som
et varktej til folkeskolens matematikundervisning, men der er
‘0ogsd udgaver af sproget, som er rettet mod gymnasiet (f.eks.
Myresnak (ICL) udviklet af Torben Holde (39]).

Skildpaddegrafikken er blevet anbefalet til mange forskellige
undervisningsniveauer, men den er ligesom det danske Myresnak,
hovedsageligt blevet anvendt pd folkeskoleniveau og pa begyndende
gymnasieniveau til mikroverdener, hvor der bliver lagt vagt pa
at f4 de studerende til at arbejde eksperimenterende. For den
interesserede laser kan der f.eks. indhentes yderligere infor-
mation omkring mikroverdener i Seymour Papert's bog 'Mindstorms’
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[61] eller i den oversatte udgave af bogen kaldet 'Dén totale
Skildpaddetur' [62].

Meget af det der gores med tegnevarktejer i1 geometri, Kkunne
teknisk set ligesa godt gores i handen af de studerende, hvis de
er omhyggelige og tager sig god tid. Men det er netop tiden, der
er en vigtig faktor. Nar der ikke skal bruges en masse tid pa
selve tegningen, bliver der mere tid til planlegning, eksperimen-
teren og reflektion, og det giver mulighed for et forbedret
udbytte af undervisningen.

2.4.3 Forventninger-

De fleste grafiske anvendelser fokuserer pa at forbedre forstidel-
sen og den faglige kunnen indenfor traditionelle matematiske
emner. Der er dog tendens til at foresla vigtige zndringer mht.
vegt og mal [31].

I traditionel matematikundervisning lagges der stor vagt pa, at
de studerende kan tegne koordinatsystemer og tegne grafer 1
disse. Graferne skal s danne udgangspunkt for nazrmere funktions-
analyse. Nu er der imidlertid mulighed for at spare den ofte
vaesentlige tid, der bruges pa at tegne grafer. Man kan flytte
vegten fra konstruktion til planlzgning, eksperimenter og for-
tolkning. I forlazngelse af dette kan bem®rkes, at der ogsi er
mulighed for at skabe en fuldstandig ny grafikorienteret prasen-
tation af tradionelle matematiske emner. I Vesttyskland er der
blevet lavet et kursus kaldet "Elementary Analysis'", hvor be-
greber i forbindelse med granser, differentiation og integration
gives i en form, der visualiserer alle definitioner, og de fleste
resultater kan opdages geometrisk [31].

Anvendelse af graftegningsprogrammer kan ogsa #ndre lzrer/studen-
ter-rollen. Mange studerende oplever undervisningen som et for-
melt spil, hvor de skal gaztte eller deducere sig frem til de
rigtige svar pad spergsmal, som lareren har stillet, og som denne
i forvejen kender svaret pa. Hvis de studerende anvender datama-
ten til at eksperimentere, f.eks. i forbindelse med analyse af
forskellige typer funktioner, vil der hurtig kunne opstd situa-
tioner, hvor lzreren ikke lzngere kender svaret pa forhand.
Klassevarelset vil sdledes kunne blive rammen omkring et samar-
bejde mellem larer og studerende, hvor malet er at forklare det,
der ses pa datamatens skarm.

2.4.4 Problemer

Nu skal hele situationen omkring anvendelse af grafik pa datama-
ter ikke males for lysered. Der er ogsa grund til at advare om
al for stor optimisme.

Grafiske illustrationer vha. datamater er som tidligere anfert
meget populzre, og man kan lzse om mange konkrete anvendelser i
tidsskrifter som f.eks. 'Int. J. Math. Educ. Sci. Technol.', men
det er som regel i anekdoteform, som larernes personlige oplevel-
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ser og indtryk. Ofte fremhaves anvendelserne som varende meget
anvendelige i en lang rzkke sammenhznge [51], [3], men der eksi-
sterer kun meget fa (videnskabelige) undersegelser, hvor malet
er at belyse, hvordan og hvorfor grafiske illustrationer kan
forbedre indlaringen [60].

Samtidig tilrddes der forsigtighed, da der godt kan opsta mis-
forstdelser [71]. F.eks. har det vist sig, at studerende faktisk
har problemer med at udvikle fortolkningsevner mht. grafer. Mange
studerende er f.eks. tilbpjelige til at sammenkede grafen for en
funktion, med den fysiske situation som funktionen modellerer.
Beder man f.eks. en studerende om at tegne en graf, der illu-
sterer sammenhzng mellem tid og fart pa en vogn i en rutschebane,
vil svaret typisk vare en graf, der ganske enkelt kopierer rut-
schebanen's profil [31]). I forlengelse af denne advarsel skal det’
dog navnes, at man tilsyneladende kan afhjzlpe problemet med det
samme varktej, som giver anledning til bekymringerne. I [13] kan
man lase om en fysiker fra Tufts Universitet i USA, der i sin
undervisning bemzrkede, at mens de studerende godt kunne lzre at
plotte grafer, der representerede hastigheder og accelerationer,
havde de praktisk talt ingen intuitiv fornemmelse af relationen
mellem aktuel bevagelse og grafen, som beskriver denne bevzgelse
(altsd det samme problem som tidligere anfert). Hans lgsning var.
imidlertid at bruge et program, der via passende ydre enheder
kunne mdle og give en grafisk afbildning af hastighed og acce-
leration i "real time" af objekter, som bevagede sig gennem
rummet. F4 timers arbejde med dette varktej, gav bade de stu-
derende og instrukte¢rer en bemerkelsesvardi ny fornemmelse af
sammenhangen mellem grafiske afbildninger og fysiske bevagelser.
De studerende kunne efter kort tid betragte et objekt's bevagel-
"se, og derefter tegne en overraskende prazcis graf der beskrev
dets hastighed og acceleration.

En anden type problem man skal vare opmarksom pad er, at der en
rekke falder indbygget i grafiske fremstillinger, f.eks. kan
uheldige skaleringer i forbindelse med graftegninger give det
indtryk at to vidt forskellige funktioner har samme graf. En
utilstrzkkelig teoretisk viden hos de studerende kan saledes fa
meget uheldige konsekvenser, og det bringer os endnu engang frem
til den observation, at det er meget vigtigt, at der er den
rigtige balance mellem anvendelsen af datamater og formel matema-
tikundervisning, der inkluderer graftegninger i handen.

2.5 Multipel reprasentation i matematik undervisning

En af datamatens stazrkeste sider i forbindelse med undervisning
er den lethed, hvormed man kan skifte fra en reprazsentation af
information til en anden. Dette kan vare meget anvendeligt, nar
en studerende forseger at forstd et matematisk begreb eller
forspger at lgse et matematisk problem. Forskellige reprzsenta-
tionsformer kan f.eks. ogsa hjzlpe, hvis den studerende skal
bevege sig fra konkret taznkning omkring en ide eller fremgangs-
made, over til en starkere abstrakt symbolsk form.
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Nu er det selvfelgelig ikke nogen ny ide, at representere matema-
tiske objekter pa flere forskellige mdder. Det ger man ogsa i
traditionelle matematikbeger, hvor en funktion f.eks. ofte an-
gives bade ved en matematisk foreskrift, en tabel og en graf.
Datamaten betyder imidlertid, at denne ide med multipelreprasen-
tationer far en rzkke nye dimensioner.. For det forste er det
~ meget let at lave dynamiske fremstillinger af matematiske objek-
ter. Som jeg har navnt tidligere kan man f.eks. @ndre vardien for
en parameter i et funktionsudtryk, og sa vil denne &ndring straks
kunne afspejles i funktionens graf. Dette ville vare langt mere
besvarligt, hvis man f.eks. kun havde kridt og tavle, eller papir
og blyant til sin rddighed. Datamaten giver desuden den enkelte
studerende mulighed for at arbejde fleksibelt med de former for
reprzsentationer, som den pageldende studerende foretrzkker (ogsa
helt utraditionelle reprasentationsformer), og samtidig vil
datamaten kunne give et korrigerende feedback til den studerende,
hvor det nu er passende. Dette ville aldrig kunne lade sig gegre
med f.eks. en bog.

Kombinerer man nogle af de tidligere behandlede varktgjer til
numeriske og symbolske beregninger og grafiske illustrationer i
passende rammer, vil man kunne fremstille et program, der giver
mulighed for multipelreprzsentation. Der findes da ogsa en lang
rzkke af sadanne programmer. Et spandende og avanceret eksempel
pa sadant et program er kaldet STELLA. Dette program er et vark-
toj til modelleringer af dynamiske systemer. Brugeren kan model-
lere et system med datamat-grafik-billeder af ledningsroer,
ventiler og reservoirer. Nar brugeren har afsluttet sin model-
lering og modeldata er indl®st, le¢ser datamaten det underliggende
differentialligningssystem, og afbilder systemets opfersel. Dette
er ogsa et eksempel pa, at man med datamaten til radighed, kan
arbejde med mere realistiske problemstillinger pa en effektiv
made, ogsa selvom man madske ikke har den matematiske fardighed,
der normalt ville vare en forudsaztning dette arbejde.

Ovenstdende eksempel med STELLA, hvor datamaten udferer mange af
de matematiske beregninger i forbindelse med en problemlgsning,
bringer os til et nyt spergsmal. Hvorle#nge kan man undervise
'intelligente' mennesker i fazrdigheder, som en 'dum' datamat kan
udfere hurtigere og bedre med et passende program ? Midske vil det
i fremtiden vere en ny form for viden de studerende skal opnd via
matematikundervisningen. Der skal maske i hojere grad fokuseres
pad matematiseringsprocessen, valg af passende varktejer og for-
tolkning af de beregnede resultater. Imidlertid er der mange
matematiklarere, der tror, at den begrebsmaessige forstdelse, der
stadig er vigtig, kun kan opnas ved forudgdende omfattende reg-
ning i handen, og at matematiske metoder md bygge pa et sundt
matematisk grundlag og logiske udledninger.

2.6 Behandling af mere realistiske problemer, herunder simulering
og modellering

Uanset hvor den tidligere diskuterede balance mellem regneopera-
tioner i handen og anvendelse af datamaten ber ligge for at give

17



de studerende et optimalt udbytte af undervisningen (det optimale-
udbytte behgver ikke vare defineret som det samme for f.eks.
matematikstuderende og ingenigrstuderende), sa er der ingen tvivl
om, at datamatanvendelser betyder, at der kan behandles mere
interessante og realistiske problemstillinger med store data-
mengder, i undervisningen. Statistik er et af de omrader, hvor
der traditionelt indtages en generel positiv holdning til an-
vendelsen af datamater [31]. Man er her meget opmarksom pa data-
matens muligheder, og benytter sig af dem. Der er mange forskel-
lige programpakker, hvori der ligger en lang razkke forskellige
standardoperationer indenfor statistik. Pa statistikkurset pa
RUC's Naturvidenskabelige Basisuddannelse i foraret 1990 anvendes
et eksempel pa sadan et program. Programmet hedder 'ISP', og der
er udarbejdet en lille let overskuelig manual til programmet,
hvor nogle af programmet's muligheder beskrives [47].

Der er ogsa lovende erfaringer med anvendelsen af datamater i
forbindelse med mere generel modellering og simulation. Det er
f.eks. fremfort, at anvendelse af datamater abner muligheden for
samarbejde mellem matematik og andre fag. [17], og det giver de
studerende dybere forstdelse af modelbegreber i forbindelse med
relationerne mellem den virkelige verden og matematik. Model-
leringsvaerktejer tillader mere fleksible #ndringer og udvidelser
af modeller, og numeriske og grafiske varktejer kan vise konse-
kvensen af modeller fra forskellige synsvinkler.

Samtidig er der risici forbundet med ovennzvnte anvendelser af
datamaten. Hvis man i for hej grad fjerner rutineberegninger fra
matematikundervisningen til fordel for mere realistiske anvendel-
ser, simuleringer og modelleringer, vil den blive mere kravende
for alle studerende, og maske for kravende for nogle. Dette
skyldes bl.a., at sammenk®&dningen af matematik til andre omrader
er en ambities aktivitet, med eller uden datamater. Blandt mange
matematiklarere er der enighed om, at der i en lang rzkke situa-
tioner stadig er behov for papir og blyant. Desuden vil det maske
i en rzkke tilfelde vare mere hensigtsmzssigt kun at inddrage
datamater i undervisningen i 'virtuel form', dvs. at kun eksi-
stensen af kraftige datamater, skal tages i betragtning [72].

2.6.1 Blackboxes

Der er imidlertid ogsa en anden, og maske i virkeligheden mere
graverende fare forbundet med behandling af mere realistiske
problemstillinger, simuleringer og modelleringer. Faren er spe-
cielt udtalt, hvis de programmer der anvendes er sakaldte 'black-
boxes' (og det vil de ofte vare, ved denne form for anvendelser),
dvs. brugeren far svar pa sit problem, uden at det pd nogen made
er muligt at se, hvordan datamatem har lest problemet.

Man kan selvfelgelig pasta, at 'blackbox-situation' har eksi-

steret i mange ar, for studerende har godt nok tidligere udfert
algoritmerne selv, men ofte uden at have forstaet dem. F.eks.
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skriver Judith Gal-Ezer og Gideon i [32], at traditionelle tabel-
ler anvendt i matematikundervisningen, er blackboxe, som de
studerende bruger uden den mindste forstdelse for deres oprindel-
se og konstruktion. :

Imidlertid er problemet- forsterket i kraft- af anvendelsen af
datamater, da en gennemsnitsstuderende vha. af disse nu kan fa
udfert langt mere omfattende og komplicerede matematiske opera-
tioner end tidligere, hvor operationerne skulle udferes i h&nden.
Samtidig bliver output fra avancerede blackboxe mere og mere
visuelt imponerende, og dermed for mange mennesker mere overbe-
visende. Da denne form for anvendelse kan fa vidtrzkkende konse-
kvenser, f.eks. hvis anvendelsen er en simulering af processerne
i en-atomreaktor, der tankes placeret lige op ad en million-by,
er det vigtigt at stille spergsmdl som f.eks. - Hvordan far man
de studerende til kritisk at vurdere svarene fra disse black-
boxe ? Hvormeget og hvad skal de studerende vide for at kunne
foretage denne kritiske vurdering ?

Oovennavnte spergsmdl er bade relevante i forbindelse med under-
visningen af de studerende, der i1 en eller anden forbindelse
kommer til at anvende avancerede blackboxe, og for de studerende
der under en eller anden form bliver tilskuere til sadanne an-
vendelser. Flertallet af Danmarks befolkning er tilskuere, hvis
de blackboxe vi snakker om f.eks. er de makro-gkonomiske modeller
kaldet SMEC og ADAM. Disse modeller spiller en betydelig rolle
i forbindelse med debatten om landets sgkonomiske situation og om
de foranstaltninger, der geres eller patankes gjort for at gribe
ind i udviklingsforlgbet med den ene eller anden hensigt [57].

Det skal for en ordens skyld pad dette sted indskydes, at nar jeg
taler om blackboxe, tanker jeg ikke kun pa implementeringen af
matematiske modeller, det er blot et vigtigt eksempel. En black-
box kan f.eks. ogsa vare et generelt stykke verktej med indbygge-
de numeriske, symbolske og grafiske procedurer.

'Sensibiliseringen' af de studerende mht. til blackboxe kan
f.eks. ske ved, at man starter med at arbejde med lesningen af
meget simple problemstillinger. Her skal de studerende opleve,
hvilke problemer der f.eks. udspringer af, at vi kun kan arbejde
med endelige strukturer og processer i datamaten. Det er f.eks.
min erfaring fra undervisning i et kursus i numerisk analyse pa
RUC's Naturvidenskabelige Basisuddannelse, at det er meget lare-
rigt for de studerende, at se hvilke ulykker afrundingsfejl kan
give anledning til i forbindelse med lesningen af et eller andet
givet problem.

Nar alle de fundamentale fejlkilder i forbindelse med blackboxe
pad datamater er behandlet i et passende omfang, kan man inddrage
anvendelse af sterre professionelle programpakker i undervis-
ningen til 1l¢sning af mere eller mindre realistiske problemer.
Her er det som regel ikke muligt at ga i detaljer med de basale
grundprincipper, som et konkret system bygger pa. Dette skyldes
dels, at sadanne systemer ofte er meget komplekse og svare at
forstd samt, at man i de fleste tilfzlde ikke har de anvendte
metoder beskrevet, og ikke har adgang til kildeteksten. Her ma
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tingene gribes mere overordnet an. Systemerne kan f.eks. afprmves'
med nogle opgaver, hvor resultatet enten kendes i forvejen, eller
hvor det vha. plausibilitet kan ses, hvis noget gar galt. '

At de studerende ikke kender detaljerne i forbindelse med de
professionelle programpakker, skulle ikke betyde, at de fgler sig
fuldstendigt magteslese. De forudgdende forleb med behandling af
simple problemstillinger vha. simple redskaber, skal sikre at de-
kender noget til de grundlazggende begrznsninger i enhver datamat-
baseret blackbox (her tankes forst og fremmest pa de begrans-
ninger, som netop opstar pga. datamaten. Andre faktorer der
selvfelgelig ogsad ber inddrages i undervisningen, er f.eks. be-
grznsninger som udspringer af mangelfuld matematisk teori eller-
oversimplificeringer af det der modelleres, hvis blackboxen er
en matematisk model).

Lzsere som er specielt interesseret i farerne ved datamatbaserede
blackboxe kan.f.eks. henvises til [14] og [50].

2.7 Kunstig intelligens og ekspertsystemer

Indenfor datalogi anvendes der store ressourcer pa forskning i
kunstig intelligens, dvs. i at fa datamaten til at behandle
information pa samme mdde som vi mennesker gor. I forbindelse med
udvikling af programmel til matematikundervisning er der flere
projekter, hvor man forseger at udnytte teknikkerne indenfor
kunstig intelligens. Man forseger at lave programmer, der pa
mange mader opferer sig som en matematiklazrer ville have gjort
det. Datamatbaserede indlaringsomgivelser er efterkommere af
tidligere forseg pa datamat-assisteret-instruktion (DAI) eller
pa engelsk ‘'Computer Assisted Instruction' (CAI). Systemerne
hedder idag 'intelligente' vejledningssystemer eller pd engelsk
'Intelligent tutoring systems'.

Anvendelsen af datamat-assisteret-instruktion til indlering af
grundleggende ferdigheder i matematik, har givet signifikant gode
resultater specielt hos ‘'svage' studerende. De 1larte bedre,
hurtigere og mere [71]. Her i Skandinavien er der ogsd eksempler
pa succes ved anvendelser af DAI, f.eks. har erfaringerne ved
universitetet Tampere i Finland vist, at 65-80 % af de studerende
felte arbejdet med DAI motiverende, 61-66 % folte det effektivt,.
og 65-72 % felte det brugervenligt [71].

Nogle af de forste af ovennavnte type programmer, var en slags
gvelsesprogrammer, hvor datamaten opstiller nogle problemer, som
den studerende skulle lose, og datamaten gav straks respons pa
den studerendes le¢sningsforslag. Denne form for programmer er
stadig populere. Programmerne er meget anvendelige, nar nedvendi-
ge ferdigheder skal skarpes. Efterhianden er der ogsa kommet
programmer af denne type, som bade fremmer strategisk tenkning
pa hojere niveau sével som rutine i lesning af standardproblemer.

En made datamaten kan simulere undervisning pa, er via program-
meret undervisning. Her er der tale om programmer, der kan an-
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vendes uafhangig af lzrer og lzrebgger. Der er stadig nogle af
disse programmer i brug, men tendensen gar i retning af, at
datamater som vejledere kun skal indgd som en del af undervis-
ning/indlarings miljoeet.

Noget af det mest spzndende indenfor undervisningsprogrammer er
udviklingen af 'intelligente' vejledningssystemer i forbindelse
med mange forskellige matematiske omrdder. I sadant et system
skal der ligge mange forskellige former for viden. Der skal
selvfplgelig ligge omfattende mangde faglig viden, men der skal
bl.a. ogsa ligge psykologisk viden, viden til bestemmelse af
fejlmonstre hos den studerende, og der skal ligge en rzkke under-
visningsstrategier. Et sadant system kan f.eks. :give den stu-=
derende information. Den studerende skal s& le¢se nogle problemer
i forbindelse med denne information. Hvis den studerende gar i
std eller laver fejl i forbindelse med l¢sning af ovennavnte
problem, skal programmet kunne stille en ‘diagnosef’, dvs. det
skal kunne bestemme fejlmenstret hos den studerende, og gribe
ind, der hvor det gik galt, f.eks. via en ny undervisningsstrate-

gi.

Det skal bemzrkes, at den sidste type programmer er meget kompli-
cerede. Der er en voldsom udvikling i forbindelse med datamat-
vearktejer, der fungere som eksperter pa forskellige omradder
indenfor matematikken. Forskning indenfor 'cognitive science'
giver en omfattende beskrivelse af begrebsmezssige og procedure-
messige fejl indenfor disse faglige omrader [59]. Men nar den
forste form for systemer skal kombineres med den opndede viden
fra 'cognitive science' for at opna fleksible og forstaende
'intelligente' vejledningssystemer, sa begynder det for alvor at
blive svart.

Der er imidlertid noget der tyder pa, at det er anstrengelserne
verd [31]. Det ser pd& nuvarende tidspunkt ud til, at disse
'intelligente' vejledningssystemer er et meget effektivt tilbehor
(og somme tider en erstatning) for sadvanlig larerstyret
undervisning. Det skal dog bemarkes, at selv 'intelligente'’
vejledningssystemer pa nuverende tidspunkt nok er mest velegnet
pa gymnasieniveau og i de ferste studiedr pa de hejere lazrean-
stalter. Det er nemlig ekstremt svart at lave godt software til
de mere avancerede dele af matematikken, hvor kompleksiteten kan
vare meget stor. Ved sidste ICME~-konference i Budapest 1988, var
der ikke demonstration eller beskrivelse af et eneste soft-
wareprodukt til undervisning pa 'anden-dels-niveau' [29].

Som afslutning pd dette afsnit er det verd at bemzrke, at design-
anstrengelserne mht. til ovennavnte vejledningssystemer ogsa
kaster noget anvendeligt af sig, hvis man skal belyse traditionel
matematikundervisning. For at designe en god datamatvejleder, er
det nemlig nedvendigt at foretage et intensivt studium af den
made studerende behandler ny information pa, og det er nedvendigt
at geore sig klart, hvor det er mest sandsynligt, at der kan opsta
problemer i forbindelse med indlering og problemlesning. Det er
ngdvendigt med modeller for indlzring feor man kan implementere
effektive indlaringsstrategier [71], og det er nepdvendigt med en
dybdegaende analyse af de undervisningsstrategier en god og
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effektiv vejleder mad vare i besiddelse af.

2.8 Interaktiv video

Datamaten er p& en rzkke punkter overheadprojector og tavle
overlegen, f.eks. mht. dynamiske grafiske illustrationer af
matematiske begreber. Datamaten er ogsa videofilm overlegen pga.
muligheden for interaktion [18]. Men maske er datamaten + kunstig
1nte111gens + interaktiv video et af de vigtigste tekniske hjzl-
pemidler i matematikundervisning i den kommende fremtid.

Jeg vil ikke i denne rapport behandle mulighederne med interaktiv
video narmere, men istedet henvise til f.eks. [16], [20], [76]
og [77]. :

2.9 Lommeregnerens muligheder

Jeg har pa nuvzrende tidspunkt stort set kun betragtet de mullg—
heder anvendelsen af datamater glver matematiklererne i deres
undervisning, ihvertfald hvad angdr andet end elementaer arit-
metik. Men det er ogsd meget diskuteret, hvad lommeregneren skal
betyde i forbindelse med mere kompllcerede omrader, som f.eks.
grafik og symbolmanipulation. :

Erfaringer viser, at superlommeregnere som HP-28S f.eks. Kkan
hjzlpe studerende til at se den tatte forbindelse mellem anven-
delser, beregninger og teori [56]. En superlommeregner som HP-
285 har bade numeriske, symbolske og grafiske rutiner. Den kan
f.eks. bade lave numerisk og symbolsk integration, samt tegne
kurver for forskellige brugerdefinerede funktioner. Anvendelsen
af superlommeregnere reducerer ikke bare matematikundervisningen
til det rene trykknapperl, men kan ogsd bringe nogle teoretiske
begreber tazttere pa den ikke s& matematikmindede studerende [56].

Superlommeregnere tillegges altsd nogle af de samme positive
egenskaber som datamater, og der er delte meninger om, hvilken
konsekvens det skal f4. Nogle matematiklarere mener f.eks. at man
skal anvende lommeregnere istedet for datamater pga. lettere
transport, lavere omkostning, og lettere accept hos larere 1i
andre fag [3]. Andre mener, at lommeregnere ikke begr anvendes i
undervisningen pga. darlige udtryksmuligheder med det 1lille
display [19].

Jeg er personligt af den mening, at man bade skal anvende disse
superlommeregnere og datamater, og udnytte de fordele de hver for
sig har (de studerende vil kunne komme til at arbejde med begge
dele efter endt uddannelse). Lommeregnere er f.eks. som anfert
ovenover prisbillig og let at transportere, mens datamaten f.eks.
stadig har en fordel i et sterre display, et sterre tastatur, en
mus eller en bereringsskerm og lettere tilslutning til ydre en-
heder. Lidt ud i fremtiden vil den eneste forskel mellem super-
lommeregnere og datamater anvendt i undervisningen, maske ude-
lukkende vare den fysiske storrelse, og hvis sadanne forskelle
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ogsa udlignes, er sporgsmdlet om der skal anvendes lommeregner
eller datamat, ikke langere relevant.

2.10 Algoritmer og programmering

Det meste af det der er blevet skrevet indtil nu har knyttet sig
til anvendelsen af ferdige programmer i matematikundervisningen.
I dette afsnit-skal vi se lidt narmere pa nogle af de v1gt1ge'
spwrgsmél som knytter sig til algoritmisering og programmering
i matematikundervisningen.

Tidligere har hovedideen blandt mange forseg pa at trazkke datama-
ten ind i matematikundervisningen vzret at lzgge sterre vagt pa
algoritmer [65]. Da datamater oprindeligt blev inddraget i mate-
matikundervisningen, skulle de studerende nasten altid selv
skrive programmer i et eller andet programmeringssprog. Dette
skyldtes dels, at der pa dette tidspunkt ikke var de samme vaerk-
tojer til at fa lost problemer pd datamater, som vi har idag, men
man formodede ogsd, at den analyse (herunder opstilling af en al-
goritme) der var nedvendig for at kunne skrive et program pa egen
hand, ville forbedre den studerendes forstdelse af den under-
llggende matematik ([31]. Man siger normalt, at man ikke har
forstaet et emne, for man kan undervise andre i det. Det at ned-
bryde et problem i delproblemer som til sidst kan le¢ses pa en
datamat, skulle bringe os igennem den samme proces.

Der er mange som mener, at det er vigtigt for de studerende at
lzre effektive algoritmer til 1lesning af vigtige matematiske
problemer, samt at de udvikler generelle evner til at skabe
algoritmiske lg¢sninger til nye problemer. Ledende fagdidaktikere
fra Vesttyskland har argumenteret for en mere algoritmisk ind-
gangsvinkel til matematikundervisningen [65]. I bogen "Elemen-
tarmathematik vom algoritmischen standpunkt" har Arthur Engel
f.eks. skitseret, hvorledes talteori, geometri, kombinatorik,
sandsynllghedsregning og simulering kan behandles via algorit-
measpektet.

Trods de ovennavnte optimistiske erklaringer, ma man nok generelt
sige, at der ikke langere er de samme forhdbninger at spore mht.
programmerlngs verdi i forbindelse med matematikundervisning,
som for 20 ar siden [31]. Der er dog stadig mange, som prever at
eftervise positive effekter ved algor1tm1serlng/programmmerlng,
og i forbindelse med ICMI-konferencen i Strasbourg 1985 blev det
anfort, at bade programmering og anvendelse af fardigt software
har vist sig at vare af stor vardi, men at det er npdvendigt med
videre undersegelser [64].

Vi skal i det fplgende se pa nogle omrader indenfor matematik-
undervisning, hvor algoritmer og programmering har indgdet under
en eller anden form.

2.10.1 Dybere forstdelse og logisk tznkning
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Som det fremgar af ovenstdende bemarkninger, skulle analysen i
forbindelse med programmering kunne forbedre forstdelsen af den
underllggende matematik. F.eks. skriver Knuth i 1981, at for-
spget pa at formalisere ting som algoritmer, leder t11 en meget
dybere forstdelse end, hvis vi kun prever at forsta tingene ad
traditionel vej [44]. I [21] skrives der, at studium af anvendte
algoritmer kan give en bedre forstdelse, og lareren har mulighed
for at checke forstaelsen f.eks. ved at fjerne dele af algorit-
men, og lade de studerende tilfpje det der mangler, eller ved at
lade de studerende konstruere algoritmen fra bunden. Forsythe
skriver, at den automatiske datamat fremtvinger i virkeligheden
den pracision i tankegangen, som er et af mdlene med al matema-
t1kunderv1sn1ng (44], og i [51) gar forfatterne ind for program-
mering i mindre omfang for at fremme loglsk tenkning og forstarke
forstaelsen af metoder :

Der kunne navnes mange flere eksempler pa folk, som er overbe-
viste om vardien af de aktiviteter, ‘der knytter sig til program-
mering, men som regel er disse’ erklarlnger ikke underbygget med
v1denskabe11ge undersegelser.

2.10.2 Fra passiv til aktiv tenkning

Det er svart at fa de studerende fra passiv til aktiv tenkning.
En mulighed er programmering [64]). Et programs virkemdde og data-
strukturer kan vare anvendelige modeller for matematiske enheder.
F.eks. kan en For-saztning, hvis krop er en 51mpe1 Sum- reprasen-
tere den matematiske enhed-

Z X;

som giver mange studerende problemer [64]. Et andet eksempel, som
ville passe ind pd folkeskoleniveau, er hvis man satte studeren-
de til at skrive et pascalprogram til simpel brekregning, hvor
brpkerne blev representeret ved records med 2 heltalsfelter (et
for tazller og et for navner). En sadan aktivitet ville hjzlpe
eleverne til at t®nke pd breker, som ordnede par af heltal [64].

Programmeringen skal tvinge de studerende til at vare kognitiv
aktive omkring de processer og datastrukturer de implementerer.
2.10.3 Problemlesning

I forbindelse med problemlesning kunne man f.eks. forvente, at
studerende der har programmeret '

- Er mere aktive og systematiske i bade planlazgnings-
og 1lesningsfasen.

- Gor mere brug af pad hinanden felgende approximationer
til lesninger.

- Gor mere brug af variable og ligninger.
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1l

- Er mere tilbejelig til at checke og korrlgere for
fejl i de forsegte leosninger.

. Der er til dags dato kun undersegelser, dér’kan'iekfefﬁe, at

studerende, der har programmeret, er mere tilbgjelige til sy-
stematisk at afpreve forskellige veje i forbindelse med problem-
lgsning, og at de er mere tilbejelige til at fortage check og
korrigere for fejl i mulige lesninger. De ovrige ovennazvnte
formodninger er pa nuvarende tidspunkt ikke bekraftet [31].

2.10.4 Eksperimenter pa datamat og programmering

Jeg mener, at en de mest interessante anvendelser af datamaten
i matematikundervisningen, ligger i muligheden for at eksperimen-
tere. Ulf Grenander beskriver i sin bog 'Mathematical Experiments
on the computer' datamaten som matematikerens laboratorium, hvor
interaktiv programmering er absolut nedvendig. Det foretrukne
programmeringssprog er her APL, som ifelge forfatteren ikke har
en eksisterende rival, som serigst kan konkurrere med henblik pa
anvendelse til matematiske eksperimenter pa datamaten (bogen er
fra 1982). Grenander skriver, at der er mange omrader indenfor
matematikken, hvor eksperimenter ikke er nogen hjzlp, men i andre
kan det vare meget anvendeligt, ogsa nogle gange i situationer,
hvor det ikke i ferste omgang sa sadan ud.

2.10.5 Programmering i Logo

Der er speciel interesse omkrlng effekten og muligheder i for-
bindelse med programmering i Logo. Der er opndet storre forstael-
se pd en rzkke omrdder f.eks. mht. Logo's rolle i kraft af skild-
paddegeometri, der ikke kun giver en kontekst for geometriske
aktiviteter, men som ogsa &bner mulighed for at udtrykke og
udforske en razkke algebraiske og mere generelle matematiske idéer
[71].

En af dem der har pastdet, og stadig pastar, at programmering kan
forbedre indleringen i matematik er Seymour Papert. Han har bl.a.
i sin bog 'Mindstorms' [61] beskrevet, hvorledes elever pa folke-
skoleniveau har opniaet gode resultater mht. til matematisk for-
stdelse via programmering i Logo. Hos Seymour Papert indgar
programmering i en mikroverden. Programmering feorer til at ele-
verne bedre forstdr deres handlinger. Brugen af programmeringsbe-
greber som beskrivende sprog, letter fejlretning. En anden meget
vigtig side af arbejdet med datamaskiner er, at lereren og eleven
kan indga i et virkeligt intellektuelt samarbejde. Eleven far
mulighed for at lzre ved at gore som lareren (og ikke som lzreren
siger), og en af de ting lzreren gor, er at forfglge problemet,
indtil det er forstdet, og lest (hvis det kan lade sig gore).

Trods den tidligere navnte formindskede tro pad den gavnlige

effekt af programmering, er der stadig mange, som interesserer
sig for, hvorledes man vha. programmering i Logo, kan &ndre
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undervisningsmiljeet og malene i forbindelse med matematik--
undervisningen. I [40] ses Logo som et middel i matematik-
undervisningen til at skabe aktivitet, og som god omgivelse til
matematiske aktiviter. Bern kan lare vigtige matematiske ideer -
igennem programmering i Logo, og det kan gere matematiske ideer
og processer 1 skolen mere funktionelle og interessante for
eleverne. Forfatterne er overbevist om, at alle vigtige elementer
angdende relationer mellem larer - elev, alle interessante aspek-
ter ved undervisning generelt og matematikundervisning specielt,
kan blive fremhavet sarligt igennem overvejelser via Logo-brug.
Lzreren tager sin holdning til undervisning og bern op  til
overvejelse og @&ndrer undervisningsstil. Der kan herigennem ske
virkelige @ndringer i skolen.

Hvis laseren er yderligere interesseret i programmering i Logo
kan der f.eks. henvises til Seymour Paperts bog 'Mindstorms'
[61], og til 'Turtle geometry' (1]. I den sidstnavnte kilde, der
ogsa er en bog, arbejdes der videre med nogle af Paperts ideer,
men med henblik pa anvendelse pa gymnasieniveau og indledende
universitetsniveau (Papert arbejde i "Mindstorm" er stort set kun
rettet mod undervisning pa folkeskolenlveau)

2.10.6 Programmering kan ogsa hjzlpe de svage studerende

Nu kan nogen maske frygte, at hvis programmering blev gjort til
en del af matematikundervisningen, sa vil de 'traditionelt' svage
studerende blive ladt i stikken. Det behgver imidlertid ikke vazre
tilfeldet, og der er faktisk eksempler pa det modsatte. I [11)
beskrives en undervisningsmodel, hvor programmering indgar som
en vigtig ingrediens. Modellen skal afhjzlpe nogle af de

problemer, som de 'svage' studenter har i matematik. Forfatterne .

har gode erfaringer med deres undervisningsmodel, og regner med,
at den ogsa vil kunne bruges i forbindelse med undervisningen af
'normale' high school studenter.

- 0gsa Papert har pavist, at elever der blokerer overfor traditio-~-
nel matematikundervisning, kan have succes med programmering i
Logo, og ad denne vej fa mere generel succes med matematik.

I neste afsnit er der endnu et eksempel pa, at ogsa traditionelt
svage studerende kan have glade af programmering.

2.10.7 Andre erfaringer med programmering

Der er mange flere end dem jeg allerede har navnt, som melder
om gode erfaringer i forbindelse med programmering i matematik-
undervisningen. Det vil imidlertid ikke i denne sammenhzng vare
hen51gtma551gt at begynde at referere fra alle de eksempler jeqg
har steodt pa i mit litteraturstudium, og jeg vil derfor nejes med
at anfeore et par typiske eksempler.

Ehud Bar-On [10] har anvendt programmeringsvejen i forbindelse

med seks forskellige emner i matematik (funktioner, sandsynlig-
hedsspil, plane kurver, rekursive funktioner, kurve fitting og
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symmetrigrupper) . Det drejer sig om undervisning af dygtige high-
school studerende, matematiklarere og universitetsstuderende. Den
vigtigste egenskab ved programmeringsvejen var dens evne til at
danne bro mellem det konkrete og de abstrakte begreber og opera-
tioner, og mellem det intuitive og de formelle matematiske struk-
turer. - : - - ' - - - :

I Sverige har man siden i starten af 1970 arbejdet med datamater
i matematikundervisningen. Man har arbejdet med 2 former for
integration, nemlig: : .

- dels ved anvendelse af fxrdige programmer
- dels ved mindre programmeringsopgaver

En af dem, der har nogle erfaringer fra gymnasieskolen i Sverige
er Lars-Eric Bjork [17]. Han skriver om matematikundervisning,
hvor programmering har indgaet i matematiske eksperimenter.
Gennem matematiske eksperimenter, stimuleres elevernes kreati-
vitet og selvstendige tankegang. Malet er at give eleverne gget
forstdelse for forskellige begreber, og ikke at give indsigt i
programmeringsmessige detaljer. Det er muligt at foretage eks-
perimenter i undervisningen og herigennem er der mulighed for at
anvende elevernes kreativitet. Disse metoder har ogsa en positiv
effekt pa de elever, der traditionelt anses for at vare svage i
matematik.

Som afsluttende bemzrkning skal det navnes, at en vigtig forud-
satning for positive resultater i forbindelse med programmering
i matematikundervisningen, er en positiv indstilling til pro-
grammering hos de studerende. Imidlertid er der lande, hvor de
studerende faktisk er uvillige til at tage kurser, hvor program-
mering indgdr, mens de tilsyneladende gerne vil tage kurser,
hvor anvendelsen af faerdigt software indgar [3].

2.10.8 Selve implementeringen er ikke det afgorende

Nu er det ikke selve implementeringen ved programmering, der
forst og fremmest forventes at fremme forstdelse af matematik
eller gere de studerende bedre til problemlesning. Implemen-
teringen har maske kun en motiverende effekt, f.eks. i form af
den betydning det har at kunne afpreve sine lesninger pa datama-
ten (der kan dog ogsa vare tale om andre effekter f.eks. i
forbindelse med forstdelsen af variabelbegrebet [4]). Det der
efter manges mening er det afgerende, ndr vi taler om positiv
effekt ved programmering i forbindelse med matematikundervis-
ning, er design og konstruktion af en passende algoritme. F.eks.
skriver Lovasz [49], at man ber skelne mellem en algoritme og
dens implementering som et datamatprogram. Algoritmen er det
matematiske objekt, mens programmet afhaznger af maskinen og
eller programmeringssproget.
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2.10.9 Farer ved programmering

Det anfores flere steder i litteraturen, at programmering ikke
er uden risiko. F.eks. vil der altid vere mulighed for, at de
studerende kommer til at fokusere pa programmeringsmassige
detaljer fremfor pa matematikken [70), ([51]), [69]. Det er
lzrerens opgave at se¢rge for det rette fokus.

Det skal i denne forbindelse ogsa navnes, at det er en udbredt
opfattelse, at programmering meget nemt tager for lang tid, og
at det derfor ikke er tilraddeligt at inkludere denne form for
aktivitet 1 matematikundervisningen. Der er ogsa mange der
mener, at man hellere skal anvende fardigt programmel i matema-
tikundervisningen. F.eks. skriver David Edelman, Dave Hawley
m.fl., at der er en klar fordel ved at anvende fzrdige program-
pakker, fremfor at skulle programmere selv. Det er f.eks.
lettere at arbejde med &bne spgrgsmal. Nar man er fri for at
skulle programmere, kan man i hejere grad sztte fokus pa, hvad
man geor og hvorfor. Det er isar en fordel for dem, som ikke er
vant til at programmere og arbejde med datamater [26].

2.10.10 For tidligt at lukke bogen

James T. Fey skriver i {31], at selvom det ikke er 1lykkes at
vise en bred positiv effekt af generel programmering pa generel
problemlesning, er det for tidligt at 1lukke bogen pa dette
omrdde. Det kan sadledes t&nkes, at man har dremt om alt for
dramatiske effekter som folge af selvstzndig programmering.
Maske har programmering rent faktisk positive effekter, og det
kan bare vare, at de er ikke s& fremtrazdende, at de er opdaget
endnu. James T. Fey bemazrker ogsa, at man maske endnu ikke ved,
hvordan man opnar den optimale undervisning i programmering, og
man ved maske endnu mindre om, hvorledes man far de studerende
til at forbinde programmering og matematik.

2.10.11 Yderligere litteratur

Jeg har allerede givet en del referencer til litteratur omhand-
lende algoritmisering og programmering i matematik, men for de
interesserede lzsere kan jeg oplyse, at der ogsd er lavet lidt
herhjemme. F.eks. har Hans Marcher pa Jonstrup Statseminarium
igennem flere ar beskraftiget sig en del med emnet, i forbindel-
se med matematikundervisning som liniefag. Hans Marcher har gode
erfaringer med programmering i matematikundervisningen, og han
har skrevet en rapport, hvori der geres rede for en del af disse
erfaringer [53]. ‘

Pd AUC beskaftigede en matematikgruppe sig i efteraret 1989 med
algoritmisk matematikundervisning. De har ferst gjort sig nogle
generelle overvejelse omkring emnet, og derefter 1lavet et
konkret forslag til en algoritmisk fremstilling af linezr alge-
bra, med henblik p& anvendelse i et valgfrit forleb i gymnasiet.
De studerende har beskrevet deres arbejde i en udmarket rapport
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[6], som vil vare vard at lase, hvis man er interesseret i al-
goritmitsering af matematik.

Endelig vil jeg henvise til en diskussion omkring algoritmisk
matematik mellem forskellige matematikere, herunder nogle ver-
densanerkendte. Diskussionen er beskrevet i [54]. :
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KAPITEL 3. UNDERSOGELSER, EKSPERIMENTER OG KREATIVITET

En meget vigtig mulighed som feplge af anvendelse af datamater i .
matematikundervisningen er, at de studerende kan undersege og
opdage matematik med datamaten som redskab. Der kan lazgges
storre vagt pa en kreativ og eksperimenterende adfard hos de
studerende, hvor de selv tilegner sig ny matematisk viden. Jeg
har i kapitel 2 varet inde pa denne stzrke side ved anvendelse
af datamater flere gange, men det er sa vigtig en egenskab, at
jeg vil behandle denne mulighed selvst®ndigt nu, hvor vi har set
pa en rzkke mere konkrete anvendelsesmuligheder. '

Michael Atiyah [5] skriver, at datamaten har vist sig at vare en
stor praktisk hjzlp for matematikere i alle faser af deres
arbejde, men at den vigtigste maske ligger i den undersegende og
eksperimenterende fase. Jeg tror personligt, at man kan sige
noget tilsvarende 1 forbindelse med undervisning, selvom det
selvfplgelig er pa et andet niveau. Der ligger naturligvis en
stor hjzlp i, at de studerende kan fa beskrevet et eller andet
pd forhand givet matematisk begreb vha. f.eks. grafik, men det
bliver ferst rigtigt interessant, hvis man kan fa dem til at
undersegge og eksperimentere pd egen hand som et led i, at de
selv skaber sig ny matematisk viden. Datamaten vil kunne lette
og maske igangsatte en underseogende og eksperimenterende adferd
hos de studerende [5]. Et konkret eksempel kunne vare, at data-
maten bliver brugt i studiet af forskellige razkker (er der
f.eks. konvergens eller divergens) [17].

3.1 Hvorfor er selvstandig underssgelse og opdagelse vigtig ?

Nu kan man selvfeplgelig sperge sig selv om, hvorfor selvstandig
undersegelse og opdagelse er sa vigtig. Der gives mange gode
begrundelser forskellige steder i litteraturen (f.eks. i [64]),
og nogle af dem er givet ved -

- Aktiv indlering ger, at man bedre forstdr og husker
matematikken, og det kan give en sterre selvtillid
i forbindelse med f.eks. problemlesning.

~ Opdagelse og underspgelse skarper evnen til at tanke.

- Opdagelse af matematik kan give de studerende den
sdkaldte 'aha-oplevelse', sa arbejdet med matematik
gar hen og bliver en @stetisk oplevelse.

- Opdagelse giver studerende mulighed for selv at
opdage, at en kendt idé er anvendelig i en helt ny

kontekst, og matematik som et universalvarktej bliver
maske herved bedre erkendt.

- Opdagelse i forbindelse med anvendelseseksempler er
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maske den bedste made at se matematik's anvendelighed
pa for den studerende.

-= Pa den ene side foreslar teorien adskillige eksperi-
menter, som gor matematiske ideer levende og- konkrete.
Pa den anden side kan eksperimenter fere til nye re-
sultater, som sd kan analyseres teoretisk. For at citere
Euler - "Det er ved observation, at vi opdager nye
egenskaber, som vi dernast gor vores bedste for at
bevise'" [32}.

Opdagelse og undersegelse kan altsa zndre mange ting ved den
studerendes opfattelse af matematik, men der er ogsd grund til
at passe lidt pa. Eksperimenter er en vigtig, men ofte neglig-
eret del af matematik. Matematik er imidlertid ikke en eks-
perimentel videnskab som f.eks. fysik, matematik har en ekstra
vital ingrediens nemlig beviser, og dette ber fremhaves af og fa
betydning for matematikundervisningen [64].

3.2 Hvordan kan datamaten hjzlpe ved underseggelse og
opdagelse ?

Ved ICME-konference i Budapest i 1988 var et af hovedspgrgsmile-
ne, blandt dem der beskzftigede sig med datamatanvendelser i
matematikundervisningen - 'Hvordan kan vi hjzlpe eleverne til at
blive kreative brugere af datamater i forlzngelse af deres egne
evne til at skabe ideer ?' [71]. Judith Gal-Ezer og Gideon Zwas
foreslar i [32], at 1/4 af tiden i matematik, anvendes i
laboratorier med datamater. De skriver at laboratorieomgivelser
stimulerer kreativitet, og geor fremskridt med individuel hastig-
hed mulig, og fremmer indlaring ved opdagelse. I denne session
fungerer l®reren som laboratorie-instrukter.

Jeg er ogsa af den opfattelse, at man kan fa de studerende til
at arbejde mere undersogende og eksperimenterende i matematik-
undervisningen, ndr de har adgang til datamater, med det rigtige
software (software kan evt. blot vare et programmeringsprog).
Vha. datamater kan man nemlig i forbindelse med mange matemati-
ske problemstillinger foretage ret omfattende analyse af pro-
blemerne, uden at det nedvendigvis betyder mange timers hardt,
og til tider uoverskueligt arbejde. Datamaten gor nu det arbejde
pa fa sekunder, som feor tog studerende flere timer at udfore i
handen. De studerendes energi flyttes sdledes fra det mere
regneorienterede til en mere kreativ og eksperimenterende be-
handling af matematiske problemer.

De konkrete vaerktgjer i forbindelse med en mere undersegende og
eksperimenterende tilgang til matematik, kunne f.eks. vare et
program til grafiske illustrationer i 2 og 3 dimensioner [70],
et varkte]j til numerisk analyse eller et symbolmanipulations-
system. Man kan selvfelgelig ogsa forestille sig anvendelser af
avancerede 'intelligente' vejledersystemer, som eksplicit lagger
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op til undersggende og eksperimenterende adfzrd,.men de er 1ngen
forudsztning for denne form for undervisning. : 4

3.3 Nogle forudsatninger for succes

Der er imidlertid nogle ting, som skal tages i betragtning, nar
datamaten anvendes i forbindelse med opdagelse og undersegelser:

- Man kan ikke bare lade de studerende eksperimentere, det
er ngdvendigt med en velgennemtznkt arbejdsplan. Der skal
dog ogsa inkluderes mere abne sesssioner [51].

- Man ma starte med lette opgaver, sd den studerende
far selvtillid, og feler sig uafhangig af lzrerens
detaljerede vejledning. ,

- Lzrere er som regel ikke vant til denne undervis-
ningsform, og behever derfor uddannelse. Det er spe-
cielt testning af, hvad de studerende har 1art der
er vanskeligt.

Erfaringer viser dog, at det er muligt at opnd succes med denne °
form for undervisning, med rig belenning. Vanskellghederne kan
klares, og lzrere kan med passende uddannelse . f¢le sig- trygge
ved denne form for underv1sn1ng [64].
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KAPITEL 4. PROBLEMLOSNING

I forlazngelse af foregaende kapitel, hvor vi sa pa datamatens
potentialer i forbindelse med en undersgpgende og eksperimen-
terende adfzrd hos de studerende, er det naturligt som det naste
skridt, at se pa datamatens muligheder i forbindelse med pro-
blemleosning. Vi har tidligere set pa den rolle programmering kan
spille i forbindelse med problemlgsning. Vi skal nu se 1lidt
nermere pa, hvilken rolle en mere generel anvendelse af datama-
ten vil kunne spille i denne sammenhang.

I mange lande er man ved at bevage sig vak fra den struktura-
listiske og formalistiske matematikundervisning, mod en mere
uformel matematikundervisning. I strukturalistisk matematik-
undervisning er matematikkens struktur af fundamental betydning,
og matematik ses som et organiseret lukket system, der bygger pa
nogle grundaksiomer og en deduktionsteori [2]. Der er ogsd@ andre
tendenser at spore, nemlig en forskydning fra produktorienteret
til procesorienteret undervisning. Dette skal ses i sammenhang
med, at der lzgges storre vegt pa at inddrage problemlesning,
anvendelser og modellering i undervisningen (2].

Ovenstdende udvikling skal nok ses i lyset af, at den struktura-
listiske matematikundervisning har haft en begranset succes. De
fleste larere er interesseret i, at de studerende kan bruge
deres matematiske fardigheder i praksis, og dette sker sandsyn-
ligvis bedst via aktiv problemlgsning. De studerende skal altsa
i hejere grad lzre at matematisere. Det skal dog forega med
ansvar, dvs. de skal forholde sig kritisk til anvendelser af
matematik.

Datamaten kan indga som et starkt varktej 1 forbindelse med
aktiv problemlegsning, pa samme made som den kan bruges til at
fremkalde en Kkreativ og eksperimenterende adferd hos de stu-
derende. Noget af det der er vigtigt i forbindelse med pro-
blemlesning, er netop, at de studerende kan arbejde kreativt og
eksperimenterende.

Der stilles ikke mindre krav til de studerendes forstaelse af
underliggende matematiske begreber i forbindelse med problemles-
ning og anvendt matematik, nok snarere tvartimod. Der skal
derfor lzgges stor vegt pa begrebsindlzring, og her kan datama-
ten ogsa anvendes [2]. '

Det anfgres flere steder, at med de rigtige programpakker til
sin radighed er der mulighed for problemlesning, se f.eks. [51].

Af praktiske forseg med problemlegsning, hvor der er foretaget en
evaluering af forlebet, kan navnes et forseqg udfert af Paul
Ernest [28]. Han beskriver et forseg omkring problemlesning
under anvendelse af mikrodatamater. Forseget giver dog ikke
noget egentlig positivt resultat (heller ikke noget negativt),
men det gives der en rzkke gode forklaringer pa, som sa kan
benyttes i nye forseg. Der var f.eks. kun tale om 2 1/2 times
arbejde ved datamater, hvilket ifelge professionelle 'forsegse-
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valueringsfolk' er alt for 1idt, hvis man med nogen videnskablig
rimelighed skal kunne udtale sig om effekten [Personlig samtale
med Bo Jacobsen fra Pzdagogisk institut, KU].
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KAPITEL 5. ENDRINGER I BEKENDTGORELSEN

Med udgangspunkt i alle de muligheder som datamaten og avan-
cerede lommeregnere giver matematiklererne i deres undervisning,
samt de nye krav der stilles som feolge af den teknologiske
udvikling, er det naturligt at sperge om, hvad anvendelsen af
datamater og lommeregnere skal betyde for bekendtgerelserne i
matematik. Nogle anferer f.eks., at anvendelser af datamaten i
undervisningen tager tid, og at der derfor alene af den grund ma
udga nogle emner fra de traditionelle bekendtgerelser (det ma
dog ikke vare pa bekostning af matematiske begreber) [3].

Datamater kan berige eksisterende bekendtgerelser, og sdledes
hjelpe le#rerne i den nuvarende undervisning, men det er ogsa
ngdvendigt med nye mal og fjernelse af gamle. Nu er det klart,
at de pdkravede ®ndringer vil afh®nge af den sammenhzng, hvori
matematikken indgar. Der skal selvfelgelig ikke foretages de
samme @ndringer i en bekendtgerelse for matematikstuderende og
ingenigrstuderende. Jeg vil imidlertid ikke gere noget specielt
for at skelne i denne rapport, men hovedsageligt ridse nogle
generelle ®&ndringsforslag op.

5.1 Kedelige manipulationer skal nedprioteres

Et generelt &ndringsforslag er f.eks. at kedelige manipulationer
bor udferes pa datamater, nar det er muligt (her tenkes f.eks.
pa manipulationer, som kan udferes vha. numeriske og symbolmani-
pulationsvarktejer). Istedet skal der lzgges storre vagt pa
ferdigheder mht. observering, udforskning, indsigt og intuition,
gore forudsigelser, teste hypoteser, lede forseg, simulere osv.
[64]. Desuden er beviser blevet mere vigtige. Man skal udnytte
intuitiv. forstdelse opndet via undersogelser pa datamater til
mere strenge matematiske argumenter. Maskinresultater i stedet
for handregning, eger behovet for streng matematisk argumenta-
tion.

Desuden bgr datamaten bruges til at behandle et langt bredere
udsnit af mere komplekse og realistiske anvendelser, da det
bl.a. kan fremme den begrebsmessige forstdelse [71]. For ingeni-
erstuderende, der normalt er meget motiverede, og ser efter be-
grundelser for og udvikling af matematiske ideer indenfor deres
eget omrdde, kunne det evt. ske i for form af et i samarbejde
mellem matematikere og ingenigr-personale [3]. Der er dog nogle,
som giver dog udtryk for, at det er nedvendigt, at de studerende
kender de underliggende matematiske begreber for anvendelse af
en programpakke. Anvendelsen skal sa forstarke forstdelse og
satte de studerende i stand til at kunne anvende matematik pad en
bredere vifte af problemer [51].

Det er sa et abent spergsmal, hvor vigtigt det er, at de stu-
derende udferer nogle af ovenstdende kedelige operationer i
handen, af hensyn til deres forstdelse af matematiske begreber,
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og hvis det kan pavises at have nogen betydning, hvor balancen @~
mellem dette 'handarbejde' og anvendelsen af datamaten, -sa skal .

ligge [73]. Nogle mener dog, at netop den lange tid,; der tradi-
tionelt anvendes pa losning af rutine opgaver i handen i matema-
tik, ofte forhindrer en tilstrakkelig forstaelse af fundamentale
matematiske begreber [71]. Omvendt betyder det selvfelgeliqg
ikke, at der slet ikke skal regnes opgaver i handen. _

Det skal. retfardigvis pa dette sted indskydes, at der ogsa er
nogle som mener, at der stadig skal l®gges. storst vagt pa ren
matematik. De er nemlig bange for, at nogle rige matematiske er-
faringer ellers vil forsvinde [{73]. Der er ogsa nogle, som maske
nok mener, at der ikke langere skal lzgges sd stor vagt pa de
rutinemessige manipulationer, men som samtidig feler, at der er
grund til at advare. F.eks. skriver Michael Atiayh, at nar .man
kan fa datamaten til at udfere rutineberegninger, betyder det,
at der skal l®zgges mere vagt pa at forstad processerne, der er
involveret og mindre pa selve beregningsteknikken. Det kan
umiddelbart se ud som en undervisningsmessig- forbedring, hvor
slid og slab bliver fjernet og forstdelsen forstarket. Men livet
er ikke sa simpelt, og en kraftig stolen pd maskiner, kan lede

til svind af de menneskelige evner, der er involveret, pid samme

made som bilen har undermineret folks.evne til at bruge deres
ben. Maske vil vi se et modstykke til jogging i form af arit-
metik som mental terapi [5]. Atiyah giver desuden ogsa udtryk"
for en vis frygt, for at matematiske problemer vil blive lost
vha. brutal kraft, uden at man derved opndar ny indsigt (et
eksempel er lesning af 4-farveproblemet, hvor der blev checket
hundredevis af tilfazlde vha. datamaten) Omvendt kan det, at man
ved at noget gzlder selvfplgelig inspirere til at finde et mere
elegant,; kortere eller mere indlysende bev1s [5].

Konsekvenserne ved at benytte datamater til at forskydevbalancen
mellem ferdighed, begreber og problemlesning i matematikbekendt-
gorelser, er nok et af de vigtigste forskningsomrader indenfor
anvendelsen af datamater i matematikundervisning i de kommende
ar. Der er undersggelser, som tyder pa, at det vil vare rigtig
at foretage justeringer, men der er mange omrader, der kraver
langt bedre belysning, feor der er et tllstrakkellgt grundlag for
mere radlkale endringer [31].

5.2 Endring af emnevalg

Den generelle teknologiske udvikling, anvendelsen af datamaten
og udviklingen indenfor datalogi, skaber et behov for nye emner
i matematikbekendtgerelsen [73]. Det anfores f.eks. fra for-
skellige sider, at det er nwdvendlgt at lzgge storre vagt pa
diskret matematlk [58]

Med hensyn til de konkrete emner i bekendtgerelsen melder der
sig nogle spergsmal [73], f.eks.

- Vil datalogi @ndre eller erstatte matematik pé nogle
omrader ?
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- Pa hvilken made vil den relative vigtighed
af forskellige dele af matematikken @ndres ?

- Hvilken rolle vil alternative tankeformer som f.eks.
algoritmeorienteret matematik komme til at spille ?

Der er mange, som har meninger omkring ®ndringer af emnelisten
i bekendtggrelser. F.eks. mener Martin Risnes (Norge), at man
bor overveje reduktion i den traditionelle matematiske analyse
i videregdende skoler 0g pa hejere lazreanstalter til fordel for
f.eks. permutationer, - kombinatorik, ‘relationer, grafteori og
netvark, bare for at navne nogle eksempler. Sadanne emner vil
vaere af interesse for dem, som skal arbejde videre med matematik

eller datalogi, savel som for fremtidige matematiklerere [65].

Andre steder kan man stede pa l1lidt mere flydende udsagn, som
f.eks. - Hvis vegten skal flyttes fra produkt til proces, ma der
findes passende emner, som gor eksperimentel matematik muligt
[64].

Eller et 1idt mindre flydende udsagn - For ofte gives de stu-
derende det indtryk, at matematik er som latin, ekstremt ded og
ikke s@rligt anvendeligt, og der er generelt et for stort gab
mellem undervisning og forskning. Et aktuelt emne pd forsknings-
fronten som f.eks. kaos (hvor datamaten spiller en vigtig rolle
som redskab), kan sa tages op. Mange studerende pa 'undergradu-
ate' niveau er slet ikke klar over, at der er matematisk forsk-
ning [3]. Det er dog ikke alle, der mener, at der skal dannes
bro over gabet mellem forskningsomrdder og undervisningsomrader.
F.eks. mener Michael Atiyah [5], at gabet ber vare der, fordi
der er for stor variation i, hvad der er popul@rt forsknings-
messigt til, at man kan inkludere sadanne omrader i en bekendt-
gerelse. Jeg er dog personligt af den opfattelse, at det kan
vere udmerket med den slags eksempler, hvis det kan gere i form
af et 'valgfrit' emne.

Jeg vil ikke ga nazrmere ind i diskussionen omkring @ndringer i
bekendtggrelsen mht. til emner, men interesserede lasere Kkan
f.eks. henvises til [63] og [66].

5.3 Endring af razkkefelgen af emner

Der er mange, som mener, at der i forlzngelse af datamatan-
vendelser, bor foretages en ombytning af den traditionelle
rzkkefplge af emner i bekendtgerelsen. Vi skal se nogle ek-
sempler pa nogle mere eller mindre konkrete forslag.

I [64] gores der nogle overordnede overvejelser omkring tids-
punktet for behandling af forskellige emner. Det bliver f.eks.
foresldet, at differentialligninger behandles meget tidligere
end det traditionelt sker, fordi det er lettere at forsta vha.
nye grafiksystemer. Tilsvarende er der maske andre emner, som
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kan behandles tidligere end feor, fordi forstdelsen af de in-
volverede begreber lettes via grafik. Det anferes imidlertid
ogsa, at feor man foretager permanente.endringer, er det nedven-
digt at studere, hvorvidt en sdadan omordning i rakkefglgen af
emner evt. kan lede til en bedre eller hurtigere forstaelse af
fundamentale begreber eller satninger. :

Ehud Bar-On og Shmuel Avital fremkommer med et konkret &ndrings-
forslag i [9]. De gar ind for en.tidligere behandling af udtryk-
ket (f(x+h)-f(x))/h, da dette begreb er meget anvendeligt i
dagligdagen, hvor der er tale om hastighedsandringer (f.eks.
hastighedsandringer af inflation eller arbejdsleshed). Den alge-
braiske fremstilling (som involverer grznsevardibegrebet) kan
godt vare vanskelig, men ved en numerisk behandling p& en
datamat .bliver begrebet lettere at forsta, og det kan derfor
behandles tidligere end man traditionelt gmr i matematlkunder—
visningen. :
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KAPITEL 6. LERERROLLE OG LERERUDDANNELSE

Det er vigtigt at fa diskuteret, hvad datamatanvendelser kan
komme til at betyde for lazrerrollen i matematikundervisningen,
da det i sidste ende er larerne der afger, hvordan undervis-
ningen bliver gennemfort 1 praksis. Der kan vzre meget langt
mellem det, der stdr i en bekendtgerelse, og det der sker i
undervisningen. Desuden er det nedvendigt at se pa behovet for
lzreruddannelse, i forbindelse med datamatanvendelser.

Der er mange som mener, at datamater kun er varktejer, og at de
aldrig vil kunne erstatte en larer i at forklare matematiske
ideer og udvikle matematisk forstdelse hos de studerende [3],
men samtidig er det en almindelig opfattelse, at rollerne for
lerere og studerende vil ®ndre sig betydeligt i det naste arti,
som felge af datamatanvendelser (selvfelgelig afhangig af den
konkrete brug af datamaten) (64], ([(71].

Der er 2 overordnede mdder at anvende datamaten pa i matematik-
undervisningen:

1) Som elektronisk tavle, der selvfelgelig er mere
avanceret og giver flere muligheder end en kridt-
tavle eller en overheadprojector, men hvor funktionen
er den samme. I denne situation er det traditionelle
undervisningsmenster med lzreren som informationsgiver
bevaret. ~

2) Som redskab for de studerende. Her er undervisnings-
situationen #ndret, og l@rerens rolle vil ikke vare
den samme som i den traditionelle undervisningssi-
tuation.

Den fe¢rste mdde at anvende datamaten pd kan godt have en stor
verdi (f.eks. i1 forbindelse med dynamiske grafiske illustratio-
ner), og vil selvfplgelig kunne vere en stor hjzlp for lareren
i en lang razkke undervisningssituationer. Imidlertid ligger de
mest interessante perspektiver i anvendelsen af datamaten som
redskab for de studerende. Vi skal se narmere pa, hvad sadan en
anvendelse vil betyde for l®rerens rolle i matematikundervis-
ningen.

6.1 Lazreren har ikke den samme kontrol

Lzreren har ikke den samme kontrol som ved den traditionelle
undervisning. Der vil blive tale om et samspil mellem de stu-
derende og datamaten (det konkrete samspil vil bl.a. afhznge af
softwaren), som f.eks. hjzlper de studerende til at opdage og
undersgpge matematiske begreber. Lzrerens rolle vil vaere @ndret
fra at vare forelaser (informationsgiver) til at blive vejleder-
/radgiver/koordinator [64], [71], [38]. I denne forbindelse er
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der 1¢vr1gt grund til at mane til forsigtighed fra larersiden. '
Forseg pa Danmarks Lezrerhejskole ved Viggo Sadolin har vist, at
en lzrers velmente bemerkninger i forbindelse med nogle elevers'
arbejde ved datamaten, fuldstzndig kan esdelzgge en igangvarende
frugtbar diskussion omkring et matematisk problem [Personllg.
samtale med Viggo Sadolln fra Matematisk institut pa Danmarks
Lererhszkole]

6.2 Feedback

De studerende har et stort behov for at kunne vurdere deres egne
prastationer i form af et feedback [7]. Her kan datamaten vare
til hjzlp f.eks. via ‘'spergsmdlsbanker'. Datamaten kan registere
den studerendes fejl eller fremskridt og handle derefter. Den
givne feedback vil ikke have den samme karakter, som hvis det
var en larer der gav den, specielt vil den studerende ved fejl
fole sig mindre utilpas, nar det er datamaten, der ge¢r opmarksom
pd fejlen, end nar feedback-opgaven palegges en mere eller
mindre utdlmodig lzrer [29]. Dette har ievrigt ogsd den gode
sideeffekt, at de studerende er mere vedholdende i at finde frem
til en lesning, nar der foreligger et problem [{51]. Lezreren far
vha. datamaten mulighed for at blive mere fri og positiv i sin
veremdde overfor de studerende. Da lzreren endvidere lettes for
hele tiden at skulle aktivere den enkelte studerende og s¢rge
for, at denne kommer videre, vil han/hun have mere tid til at
danne sig et mere overordnet indtryk af aktiviteterne i klassen,
og evt. hjzlpe den del af de studerende som har de storste
problemer. Vi opndr altsd en mindre stresset lzrer. :

Feedback fra datamater til ‘de studerende kan imidlertid ogsa
give lareren problemer. Hvis lzreren f.eks. bruger datamatens
registrering til lokalisering af den enkelte students eventuelle
problemer, vil han/hun maske fa for meget information pa den
enkelte studerende, og der er for l1lidt stette mht., hvad der
skal geores med informationen [71]. .

6.3 Lareruddannelse

En vigtig forudsztning for en fornuftig udvikling mht. data-
matanvendelser i matematikundervisningen er lareruddannelser,
hvor alle datamatens muligheder i undervisningen bliver behand-

- let. Det gzlder ligefra anvendelser, hvor datamaten bliver brugt

som elektronisk tavle, til anvendelser hvor datamaten udger en
individuel indleringsomgivelse f.eks. i form af avancerede data-
matmikroverdener ([4].

Der er imidlertid et problem med lzreruddannelser, da tilrette-~

‘lzggelse af de nedvendige kurser er en kompliceret og tids-

kravende proces. Nar kurset endelig er klar til afholdelse, er
der gode chancer for, at den hardware og software kurset bygger
pa er forzldet [2] (her stilles tingene maske 1lidt pa& spidsen,
men problemet er reelt nok, is@r hvis ressourcerne er knappe, og
det samme efteruddannelseskursus skal lebe over flere ar).
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Selvom der bliver oprettet kurser med henblik p& uddannelse af
matematiklerere, vil specielt den sidste form for undervisning
(mikrodatamatverdener) kraver meget af lareren. Ikke: alene skal.
- han/hun sztte sig ind i datamatens muligheder (det kraver kend-
skab til bade hardware og software), de skal ogsd omstille sig
fra en undervisningsform, hvor kontrollen i hej grad ligger hos
lzreren, til en undervisningsform, hvor det kan vare svart at
bevare overblikket over hele undervisningssituationen [64].

Selvom der er eksempler pa, at lzrere der ikke har noget sarligt
edb-kendskab inddrager datamatstettet indlaring i undervisningen
med et godt resultat [69], kan man generelt ikke se_bort fra de
problemer ovenstdende form for undervisning vil give den enkelte
lzrer, og tiden der skal bruges til at satte sig ind& i hardware
‘og software vil ikke vare en engangsforestilling, da der hele
tiden sker en udvikling pd dette omrdde, og det kan maske igen
give anledning til overvejelser omkring den detaljerede plan-
legning af undervisningen [64].
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KAPITEL 7. DATAMATENS PAVIRKNING AF INDLERINGSMILJOQET

Et vigtigt spergsmal i forbindelse med anvendelsen af datamater
i matematikundervisningen, er hvorledes det pavirker det sociale
indl®ringsmilje.

Ved ICMI-konferencen i Strasbourg 1985 [64], blev der f.eks.
stillet feplgende spergsmal -

- Hvad sker der de studerende imellem, ved datamatan-
vendelser ?

og ved ICME 6 i Budapest 1988 [4], blev der stillet fglgende
spergsmal -

- Hvad betyder datamatanvendelser for undervisningsstil
og socialstruktur i klassevarelset ?

Der er tale om et spergsmal, som er aben for videre undersggel-
ser, da der tilsyneladende ikke er sket sa meget pa dette om-
rade. ,

I belysningen af ovennzvnte spergsmal vil jeg bl.a. tage ud-
gangspunkt i en undersggelse foretaget pd Tronheim Universitet
i Norge, i min egen undervisning i forbindelse med et kursus i
numerisk analyse, samt i en rzkke artikler, rapporter og beger
som behandler problemet mere eller mindre indgédende.

7.1 Przcisering af nogle begreber

Inden vi tager fat pa& ovennavnte spergsmal vil jeg kort praci-
sere begreberne undervisning og indlaring. Der skal skelnes
mellem . undervisning og indlzring, da det er to forskellige
processer. Indlaring er en individuel psykologisk proces, mens
undervisning er en social padagogisk proces (7). Indlaringen er
et mal for undervisningen, men indlzringen er i sidste ende
produktet af den enkeltes egen aktivitet. Derfor er det vigtigt
at aktivere de studerende mentalt, men ogsa fysisk, da fysisk
aktivitet ofte stotter mental aktivitet. De fleste af os har nok
oplevet, at det kan vare en hjazlp at snakke hejt med sig selv i
forbindelse med lesningen af et eller andet problem, eller at
forklare problemet for andre, selv nar der ikke kommer et
modspil.

7.2 Typer af undervisningsprogrammer

Datamaters indflydelse pa indlzringsmiljeet afha@nger naturligvis
af den konkrete anvendelse. Fungerer datamaten f.eks. som en
elektronisk tavle, som lazreren betjener sig af, eller fungerer
den som et redskab for den enkelte studerende, eller grupper af
studerende ? Desuden afhznger indflydelsen af de programmer, som
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anvendes. Er det f.eks. "linezre" programmer til trening i les-
ning af rutine opgaver, eller er det programmer, hvor der lagges
vegt pa, at den studerende skal arbejde eksperimenterende og
udforskende med mere eller mindre abne problemstillinger.

Jeg vil ikke se indflydelsen i lyset af alle former for an-
vendelser, men kun i lyset af den form for anvendelse, hvori jeg
ser de steorste muligheder, og som jeg derfor finder mest inter-
essant. Det er anvendelser, hvor der lzgges op til, at studeren-
de bruger datamaten eksperimenterende og udforskende.

7.3 Arbejdet pa Trondheim Universitet

I en artikel af Bodil Ask (7] beskrives en undersogelse fore-
taget pad Trondheim Universitet, hvor mdlet var at belyse datama-
ten's indflydelse pa indl®@ringsmiljeet.

P4 Trondheim Universitet bestrazber man sig pa at opbygge under-
visningsprogrammer pa en sadan made, at de giver mulighed for at
aktivere de studerende. De studerende skal have mulighed for at
pavirke programmet, og programmet skal kunne pavirke de stu-
derende. De "linezre" programmer bliver spaet en meget kort
frentid.

Et godt undervisningsprogram skal ifglge Bodil Ask motivere de
studerende til at udforske mulighederne i faget, til at eksperi-
mentere og manipulere med larebogsstoffet, istedet for selv at
blive udsat for manipulation. P4 denne mdde skal indsigt og
forstdelse under anvendelse af programmet kunne udvikle sig pa
en bedre made end ved traditionel undervisning.

Bodil Ask skriver desuden, at ndr datamater placeres blandt
studerende ®ndres hele indl®ringssituationen. Hvis studerende i
en traditionel indlaringssituation bliver sat igang med en egen-
aktivitet, har de tendens til at isolere sig med lzrebeger og
opgaver, og de skjuler deres arbejde for hinanden (det kan ogsa
ske selvom de studerende arbejder i grupper). Nar datamaten
anvendes kan andre se, hvad den enkelte laver, og det er ikke
lengere pa samme made muligt at skjule sig. Den enkelte stu-
derende er blevet en del af en social situation.

Ovenstdende bemzrkninger er alt sammen formodninger, som man kan
sidde ved et skrivebord og pasta. Ved Trondheim Universitet har
man pa 8enter for Datastottet Lering imidlertid efterprovet
formodningerne i praksis igennem flere undersegelser.

Bodil Ask ge¢r i sin artikel [7] kort rede for en undersegelse
foretaget i forbindelse med faget elektronik. Selvom det ikke er
matematik, mener jeg, at undersegelsens resultater sagtens kan
bruges, nar vi diskuterer anvendelsen af datamater i matematik-
undervisningen. Undersegelsen er et observationsstudie, hvor 110
studerende blev observeret over 4 dage. De studerende blev ind-
delt i e¢velsesgrupper, som hver iszr skulle gennemgd et gvelses-
oplzg. I forbindelse med lesning af opgaver brugte de et simu-
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leringsprogram, der var udviklet af 'Senteret for Datastettet .
Lering' efter de principper, der tidligere er opstillet for et
godt undervisningsprogram. Formalet med anvendelsen af program-
met, var at give de studerende en bedre forstdelse og indsigt i
faget.

Der var konstant 2-3 observaterer tilstede under forseget. En af
observaterene havde som opgave at vurdere, hvordan maskinen rent
teknisk prasenterede det faglige stof, mens en anden observator
skulle vare mere optaget af, hvordan brugen af datamaterne in-
fluerede pa indleringsmiljeet og den padagogiske proces. Det
skal bemzrkes, at for de studerende optradte observatererne blot
som personer, der skulle serge for at tingene fungerede til-
fredsstillende teknisk set. De studerende vidste saledes ikke,
hvad observatererne i virkeligheden var optaget af.

De typiske erfaringer der blev gjort mht. pavirkningen af det
sociale indlzringsmilje kan kort angives som felger:

- studenterne arbejdede sammen to og to.
- de snakkede sammen og dreftede opgaven.
- de kommenterede forskellige legsningsstrategier.

- de diskuterede hvorfor ting ikke virkede prazcis som
de havde forestillet sigq.

- de underviste hinanden, forstaet pa den made, at en
af dem kom med en forklaring, som enten blev god-
taget, eller som blev brugt som diskussionsgrundlag..

- nogen gange var der mere end 2 studerende involveret
i diskussionen, gerne et par til, som havde det samme
problem. -

- nogen gange kommenterede sidestudenterne de andres
arpejde. De sa arbejdet, fordi det var offentligt.

Selvom indleringen som tidligere anfert er en individuel psyko-
logisk proces, oplevede observatererne, at den under anvendelse
af datamater kommer til at forega i et aktivt socialt ind-
leringsmilje, som i meget hej grad pavirkede de studerende pa en
god made. De studerende var aktive og konstruktive, ikke bare
overfor datamaten, men ogsa overfor hinanden.

Efter observationsperiodens afslutning, blev de studerende sat
til at besvare et speorgeskema. P4 ner et par undtagelser, gav
samtlige studerende (der var identiske med en Aargang pa den
elektroniske linie pa Norges Tekniske Hegjskole) udtryk for, at
de havde haft et larerigt udbytte af ovelserne. Flere syntes, at
de havde faet vasentlig bedre indsigt i, hvad det egentligt
drejede sig om, og de syntes, at de havde fdet teorien illu-
streret sa godt, at de forstod den pd en praktisk made.
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7.4 Kommentarer til undersogelsen pad Trondheim Universitet

Der skal ikke vare nogen tvivl om, at det ogsd er min opfattel-
se, at anvendelsen af datamater i mange tilfzlde kan have en
positiv indflydelse pd det sociale indl®ringsmilje, og det er da
ogsd den erfaring flere andre har gjort, se f.eks. [53] og [23].
Specielt kan det have en god indflydelse pa de studerendes
samarbejde i grupper. Jeg mener imidlertid ikke, at dette altid
vil ske. automatisk. Det er min personlige oplevelse fra under-
visningen i et kursus i numerisk analyse pa RUC's Naturviden-
skablige Basisuddannelse, at der ogsa er mulighed for at isolere
sig, ndr der arbejdes ved datamater. Isoleringen sker maske bare
pd en anden mdde, end nar der arbejdes med papir og blyant. Det
kan f.eks. ske ved, at det er en enkelt person i en gruppe, der
styrer hele forlebet ved datamaten, mens den andeén eller de
andre (hvis der er mere end to i gruppen) forholder sig mere
passive, og derved pa en made skjuler sig. Dette problem med
dominerende studerende er ievrigt ogsa noget, der bemerkes fra
andre sider, f.eks. skriver Martin Risnes i [65], at Seymour
Papert papeger, at ligesom arbejdet ved datamater kan have en
god indflydelse pa samarbejde mellem studerende, sa kan der ogsa
kan opsta sociale problemer ved anvendelsen af datamater, f.eks.
ved at dominerende elever bliver endnu mere dominerende, og det
kan igen fore til et eliteprazget skolesystem.

Nar observateorerne ikke har oplevet dette i undersegelsen pa
Trondheim Universitet, mda det enten vare fordi alle studerende
har vazret meget motiverede for at lzre noget, eller ogsa har de
studerende svaret uzrligt pa spergeskemaerne, kombineret med, at
observatgrerne ikke har dannet sig et tilstrzkkelig sandt
billede af undervisningen.

Hvorvidt der sker et effektivt gruppearbejde afhanger nok dels
af de studerendes indbyrdes 'faglige styrkeforhold', det faglige
stofs svarhedgrad, det anvendte programs brugervenlighed og
filosofien bag programmet (indbydes der f.eks. til eksperimen-
terende og udforskende adfard, og dermed ogsa til diskussion).
Jo mere javnbyrdige de studerende er fagligt set, jo mere
sverhedsgraden passer til de studerende's faglige niveau, jo
mere brugervenligt programmet er, og jo mere programmet lagger
op til at de studerende skal eksperimentere og udforske - jo
mere vil datamaten efter min mening bevirke en styrkelse af det
sociale indleringsmilje. Der er naturligvis andre faktorer end
de nzvnte, der spiller en rolle for gruppearbejdet's succes ved
arbejdet ved datamater, men jeg har taget dem med, jeg ser som
de vigtigste.

Nu er det selvfelgelig ikke givet, at man ikke kunne have opnéaet
de samme positive resultater pa Trondheim Universitet, med en
rzkke passende tilrettelagt gvelser uden datamater. Men hvis der
foreligger et godt undervisningsprogram til de studerendes
radighed, er det som om den gode sociale indlaringssituation

45




opstar af sig selv [7].

7.5 Individuel undervisning

I dette kapitel har det indtil nu, ligesom varet underforstaet,
at arbejdet med datamater foregdr i grupper. Men der er. selv-
folgelig ogsd mulighed individuelt arbejde ved datamater. Frank
P. Belcastro skriver i [15], at det ikke er en hemmelighed, at
ingen bog er lige god for alle studerende, eller at en konkret

- forklaring kan vere tilfredstillende for de fleste, men for svar

for nogen, og for let for andre. Tilsvarende er ingen metode i
f.eks. problemlesning lige god for alle studerende. Det er min
opfattelse, at dette problem f.eks. kan le¢ses igennem individu-
el anvendelser af datamater. De studerende kan f.eks. arbejde
med 'intelligente' vejledningssystemer med flere indlaringsstra-
tegier, og de studerende behgver sdledes ikke komme igennem
precis det samme forleb, i forbindelse med indl®zringen af et
eller andet emne. ‘

Jeg er selvfelgelig ikke uopmzrksom pa, at ovennavnte forslag i
manges ojne kan fa meget uheldige konsekvenser for det sociale
indleringsmilje. F.eks. ville de studerende have lettere ved at
isolere sig (dog ikke i vasentlig hejere grad, end ved traditio-
nel undervisning), og maske vil der ogsad abnes op for et elite-
praget undervisningssystem, hvor de dygtigste i kraft af den
individuelle indlaring ville nd meget lzngere end de svage.
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KAPITEL 8. FAKTISKE FORHOLD

Vi har tidligere i rapporten set pa en hel rzkke af de mulig-
heder, som datamaten giver matematiklzrerne pa forskellige
undervisningsniveauer, og vi har set, at der er nogle -af disse
lerere, som er gaet aktivt ind i anvendelserne. En helt anden
ting er sa, hvordan det mere generelt forholder sig med hensyn
til anvendelsen af datamater i matematikundervisningen, og det
'skal vi se lidt nzrmere pa i dette kapitel.

8.1 Hvad sker der i de enkelte lande ?

Generelt kan man sige, at der er sterre forskel mellem de
enkelte landes bekendtgerelser end i undervisningen i praksis.
I lande hvor man i hej grad udelukker lommeregnere og datamater
fra bekendtggrelsen, er der et anseeligt antal 1l®rere, som
alligevel anvender dem. Omvendt ~ i lande hvor anvendelsen af
lommeregnere og datamater integreres i bekendtgerelsen, er der
mange lzrere, som ikke anvender dem eller nedprioterer anvendel-
ser [73].

Ved ICME 6 i Budapest i 1988 kom der ogsa nogle tal og erfarin-
ger frem mht. omfanget af anvendelser af datamater blandt
matematiklazrere -

o,

England - 33 % bruger aldrig datamat, 39 % meget
sjeldent og 12 % mere end en gang om ugen.

USA - Der har varet et stort kommercielt erhverspro-
jekt, som involverede 700 000 studerende pa 400
skoler. Erfaringerne herfra led pa sterre hastighed,
og vasentlig he¢jere score i forbindelse med prover.
Tiden som blev sparet, blev anvendt til problemles-
ning. 70 % af lzrerne har adgang til datamater. 30 %
af dem anvendte ikke datamaten (1987-tal).

Taiwan - Der er mange datamater til radighed pa
skoler, men kun usazdvanlige l&rere bruger dem i
undervisningen.

Danmark - 1988 tradte en ny bekendtgerelse i kraft,
og den geor anvendelser af datamater tvungen. De
fleste lzrere har haft et kort kursus, men mange er
usikre mht. anvendelser af datamater.

Vi kan se, at selv i et land som England, er det utroligt fa
matematiklarere, som anvender datamaten i sterre omfang, og det
er endda selvom brugen af mikrodamater i matematikundervisningen
understreges fra officiel side, som en essentiel fardighed, og
som et essentiel kriterie for valg af indhold, og hvor 'National
Council of Teachers of Mathematics', har anbefalet, at der skal
gores fuld brug af datamaters styrke i matematikundervisningen
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pa alle undervisningsniveauer (27].

8.2 Udviklingen pa gymnasieomradet i Danmark

I Danmark har der veret afholdt en del efteruddannelseskurser.
for matematiklezrer pa gymnasierne, pa foranlednlng af matematik-
lzrerforeningen. Her har malet varet, at give matematiklarerne
et indblik i nogle af de muligheder datamaten giver dem i deres.
undervisning. Det sker igennem en rzkke teoretiske oplag, samt
ved praktisk arbejde ved datamater. Ved det praktiske arbejde
anvendes f.eks. programmer som GRAFMAT (33], MULTIMAT ([55] og
Dymos [24]. De anvendelser, der lzgges op til pa disse kurser,

‘er imidlertid ret traditionelle, -hvor man i hovedtrazkkene an-

vender datamaten til le¢sning af nogle opgaver, som ellers ville
skulle le¢ses i handen eller vha. lommeregner, og der lazgges.vagt
pa traditionelle fardigheder (man kan fa et udmzrket indtryk af
de typiske anvendelser, ved at kigge i en samling arbejdsvejled-
ninger til GRAFMAT og MULTIMAT, som er udgivet af matematikle-
rerforeningen i efterdret 1989 [34]). Desuden er deltagelse pa
sadant et kursus, langt fra tilstrzkkeligt til at gennemsnits-
lzreren vender tilbage til sin arbejdsplads, og begynder at
tenke i konstruktive baner omkring datamatanvendelse i matema-
tikundervisningen. Det er i det hele taget min opfattelse, at
det pa mange af landets gymnasier er ret begrznset, hvad der
sker mht. datamatanvendelser. Udviklingen foregdr pd fa gymnasi-
er, og det der sker er som regel ret traditionelt (traditionelt
skal her opfattes pa samme made som beskrevet i forblndelse med
efteruddannelseskurser) .

Dette indtryk har jeg dels faet via deltagelse i et af de oven-
nzvnte efteruddannelseskurser (som observater), dels igennem en
lang razkke samtaler med forskellige gymnasiel®zrere og dels ved
at felge debatten i LMFK-bladet.

Nu er det selvfelgelig ikke kun lzrerne det kommer an pa, hvis
anvendelsen af datamater skal forega optimalt, er det ogsa ned-
vendigt med nogle materielle ressourcer. Det er nedvendigt med
endringer af klassevarelserne. F.eks. kan man have en stor moni-
tor eller en 'transviewer' (dvs. en gennemsigtig dataskerm, som
kan lzgges pd en overheadprojector) i klassevarelset. Udenfor
klasseverelset skal de studerende have let adgang til datamater,
og lzrerne skal have datamater til forberedelse [64].

8.3 Udviklingen pa de hgjere lzreanstalter

Pa de hejere lareanstalter vil de nye muligheder med datamaten
ogséd kunne have betydning for nogle af lzrernes forskning, og
den tid de bruger pa at satte sig ind i et nyt verktej, vil
saledes ogsd gavne deres forskning. Men for dem, hvor det ikke
er tilfeldet, vil fristelsen nok vare stor mht. at droppe
datamaten, og 1 stedet bruge tiden pa forskningsarbejde, speci-
elt fordi anvendelsen af datamater mange gange vil vare et
skridt ud i merket, og fordi presset pa de hegjere lzreanstalter
er stort mht. forskningsresultater [64].

48




En anden vasentlig begrundelse for, at mange lzrere pa heojere
lereanstalter holder fast ved den traditionelle undervisnings-
form, er nok den store afgrund mellem forel®sning for hundrede
eller flere studerende, og sa klassevarelser/datamatlaborator-
ier, hvor de studerende arbejder ved datamater. For at sla. bro.
over denne afgrund, er det nedvendigt med store investeringer i
materiel og menneskelige ressourcer [64].

Ved personlige samtaler med lzrere pa flere af landets hojere
lzreanstalter (det g®lder RUC, KU, 0OU, AU,. AUC, DTH, DIA og
KVL), har jeg faet det indtryk, at det er meget begrznset, hvad
der bruges. af datamater med henblik pa at forbedre de studeren-
des forstaelse af den matematik, der undervises i. I det omfang.
datamaten bliver brugt, er det langt hen ad vejen som et bereg-
ningsvarktej (f.eks. 1 forbindelse med numerisk analyse). Den
ringe interesse for datamatens pzdagogiske muligheder, kan méske
et stykke af vejen forklares med nogle af ovenstdende bemzrk-
ninger. Men det kan selvfglgelig ogsa skyldes, at man pa de
enkelte institutter, hvor man underviser i matematik, har sat
sig neje ind i datamatens muligheder i en undervisningssammen-
heng, og pa den baggrund har besluttet, at den traditionelle
undervisning er den bedste. Det skal dog bemzrkes, at hvis det
er den sidste forklaring, der ger sig gzldende, s& er disse
overvejelser en velbevaret hemmelighed for omverdenen, og det er
ikke blevet navnt under de ovennavnte samtaler. Her er eksi-
stensen af sddanne overvejelser snarere blevet afkrazftet.

8.4 Hvad med software til matematikundervisningen ?

Der findes efterhdnden store ma&ngder software, der er beregnet
til matematik. Det meste er mere eller mindre avancerede sy-
stemer til professionel brug. Det er pa nuvarende tidspunkt
meget smdt med forstdelse af saddanne systemers eventuelle
padagogiske muligheder, samt af den eventuelle dramatiske
effekt, de vil kunne fa pd matematikundervisningen [64].

Der udvikles ogsa mindre avancerede programmer specielt til
undervisning, men de er ofte svaere af fa fat i, fordi der ikke
sker en egentlig distribution (det er f.eks. ofte enkeltpersoner
eller grupper af personer pa et universitet eller en skole, der
udvikler specielt til deres uddannelser). Bl.a. pga. utilgange-
ligheden er der idag heller ikke opndet den store forstdelse af
sadanne programmers effekt pa undervisning og indlzring ([64].

Der er et stort behov for udvikling af professionelle undervis-
ningssystemer, men produktion af undervisningssystemer, som kan
anbefales til sterre udbredelse er en dyr og kompliceret affare.
Det vil involvere fundamental forskning baseret pa observationer
af materiale i anvendelse parallelt med nyudvikling af materia-
le. I sadant et arbejde kunne inkluderes matematikere, under-
visere, psykologer, dataloger, grafikdesignere, redakterer og
udgivere (64].

Lesere der er interesseret i, hvad man skal vare specielt op-
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merksom pad, nar man skal vurdere eller selv udvikle et stykke
software til matematikundervisning, kan f.eks. henvises til [43]
og (13]. Det kan desuden i denne forbindelse navnes, at der
jevnligt anmeldes programmer til matematik (bade til kommerciel-
le anvendelser, forskning og undervisning) i tidskriftet 'Noti-
ces of the American Mathematical Society', hvor der er en
speciel spalteplads kaldet 'Computers and Mathematics'. Det skal
ipvrigt bem@rkes, at indlaggene 1 denne spalteplads er helt
'‘friske' og ikke 1-2 ar, som man ofte ser i andre tidsskrifter.
Dette betyder mdske nok, at indlaggene ikke har varet igennem
det helt store vurderingsapparat, men til gengzld er de for-
skellige nyheder aktuelle, nar de kan lases i tidsskriftet.

8.5 Mangel pa larebgger

Der er ogsd et problem med lazrebgeger, som understetter anvendel-
sen af datamater. Der er mangel pa beger, som integrerer anven-
delse af. datamaten i matematikundervisningen, og den enkelte
larer er derfor ofte henvist til selv at skulle fremstille
undervisningsmateriale, safremt han/hun f.eks. gnsker at belyse
matematiske begreber vha. datamaten [4]. Dette er med til at
lzgge yderligere et pres pa den larer, som onsker at anvende
datamaten i sin undervisning, og det kan mdske forarsage, at
anvendelsen aldrig bliver realiseret (det skal bemzrkes, at der
naturligvis tanker pa de beger, som behandler emner, hvor der
ikke er tradition for anvendelse af datamater. Det kan f.eks.

vare emner indenfor matematisk analyse).

Der er dog nogle bpger herhjemme (og der er s& smat flere pa
vej), som i mindre omfang legger op til anvendelser af datamaten
i matematikundervisningen. F.eks. sker det i bogen 'Analytisk
geometri og funktioner' [22], som er en bog beregnet til gym-
nasiet. Her lagges der op til analyse af forskellige funktioners
grafer vha. MULTIGRAF. Der er desuden som tidligere navnt,
blevet udgivet et hafte med arbejdsvejledninger til GRAFMAT og
MULTIMAT. Et andet eks. er to beger til kurset i linezr algebra
pa DTH [37]. Her lzgges der ogsa op til datamatanvendelser, og
f.eks. har programmet 'Matlab', som er specielt beregnet til
line®r algebra, varet anvendt som supplement til kurset.

Imidlertid er det stadigvek ret traditionelle anvendelser af
datamaten, der lagges op til alene igennem opgaveformuleringer-
ne. Det skal dog bemarkes, at anvendelserne inkluderer en mere
undersegende og eksperimenterende fremgangsmdde i f.eks. funk-
tionsundersegelser. Dette sker nok som en naturlig felge af den
lethed, hvormed man f.eks. kan fa tegnet familier af funktioner.

8.6 Behov for videnskabelige undersegelser

Som det fremgar flere steder tidligere i rapporten, er der
mangel pd& videnskabelige undersggelser, som kan dokumentere
effekten af anvendelserne af datamaten i matematikundervis-

ningen.
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Det blev ogsa ved ICME 6 anfort som en generel anskuelse, at det
er meget smat med overbevisende resultater omkring positive og
negative effekter, som folge af anvendelsen af datamater i mate-
matikundervisningen [3]. Der er masser af gode ideer mht. hvor-
dan man skal anvende datamaten, og der er lovende resultater,
men det er vigtigt at undgd uhensigtnessig brug. En konkret an-
vendelse ber bygge pd en saglig evaluering, der viser, at det er
den bedste metode i en given indl@ringssituation [51]. Med andre
ord er det vigtigt, at gd bag meninger, entusiasme og onsketank-
ning, og foretage nogle sande analyser til belysning af datama-
tens muligheder i undervisningen. Sadan forskning som ngdvendig-
vis dindebzrer praktiske forseg, ma udszttes for en kritisk
evaluering [64], [2]. :

Manglen pa overbevisende videnskabelige undersggelser mht.
effekten af datamatanvendelser i matematikundervisningen, kan
mdske ogsa tillzgges en stor del af skylden for, at det kun er
sa fa larere bade herhjemme og i udlandet, der anvender datama-
ten i deres undervisning, samt at dem der gor det, stort set kun
bruger den som et beregningsvarktej eller graftegningsvarktej i
den traditionelle undervisning.

8.7 Behov for informationskanaler

Selvom det er meget smat med videnskabelige undersegelser mht.
effekten af datamatanvendelser, s& sker der trods alt 1lidt.
Vardien af sadanne undersggelser er imidlertid ret begranset,
hvis resultaterne ikke kommer ud til en bredere skare af matema-
tiklarere og andre som har indflydelse pa udviklingen indenfor
matematikundervisning. Der er derfor behov for nogle informa-
tionskanaler, sia man kan orientere sig om nuvarende muligheder
og igangvarende forskningsprojekter.

Der findes en rzkke internationale tidsskrifter, hvor man idag
har mulighed for at informere andre om sine resultater, og hvor
andre har mulighed for at orientere sig. Imidlertid ville det
vere langt mere effektivt med en international samarbejdsaftale,
hvor det blev besluttet, at informationerne skulle samles i et
bestemt tidsskrift, sa den enkelte lazrer ikke behever at folge
med i 20 forskellige tidsskrifter, bare for at dazkke sig nogen-
lunde ind. En alternativ lesning for Danmark, kunne vare, at der
var nogen, der blev betalt for at indsamle relevant information
fra de mange tidsskrifter, og s& viderebringe den i et 'lokalt
tidsskrift'.

8.8 Hvad burde der gores i Danmark ?

Jeg ser et stort problem i, at det er utroligt spredt, hvad der
sker mht. datamatanvendelser i matematikundervisningen i Dan-
mark. Ser vi f.eks. pad gymnasieomradet, er det i virkeligheden
kun meget 1idt, der er sket i den daglige undervisning i lebet
af de sidste 10 ar, hvor datamaten’s rolle i matematikunder-

51




visningen har varet diskuteret herhjemme i bl.a. LMFK-bladet (i
(45] kan man felge udviklingen fra foraret 1979 til foraret -
1985). Ved personlige samtaler har jeg erfaret, at der stadig er.
mange gymnasier, hvor hovedparten af matematiklzrerne stort set
ikke anvender datamaten i deres undervisning, og det skyldes vel
og marke ikke velbegrundede undladelser, men i hej grad u51kker-
-hed overfor datamaten og dens mullgheder. :
Problemet er forst og fremmest efter min mening, at der ikke har"
vaeret nogen kvalificeret central styring af udviklingen. Det der
er sket, har i meget hej grad varet afhangig af enkeltpersoners
frivillige indsats, og selvom der er flere som har ydet en stor
indsats, sa er det bare ikke nok pa lzngere sigt. :

Der bor efter min mening vere et eller flere videnskabelige
institutter (ligesom f.eks. Senter for Datastettet Lering i
Norge), som beskaftiger sig med anvendelsen af datamater i
undervisningen generelt, og altsa ogsd med anvendelser i matema-
tikundervisningen. Herfra Kkan der udvikles forskellige systemer,
med henblik pd anvendelse i matematikundervisningen, og der kan
afholdes mindre pilotprojekter, som skal belyse anvendelser af
ovennazvnte undervisningssystemer i underv1sn1ngen Det er imid-
lertid ogsa vigtigt, at der foretages forseg i storre malestok
(da resultaterne fra pilotprojekter ofte ikke kan overferes
direkte til det virkelige klassevarelse), og her er det nedven-
- digt med et tet samarbejde med larere fra forskellige undervis-
ningsinstitutioner. Maske skal en del af personalet pa oven-
nevnte institut eller institutter bl.a. rekruteres fra for-
skellige undervisningsinstitutioner. Der kan f.eks. arrangeres
en eller anden form for orlovsordning. Der skal sadaledes vare en
fast stab af medarbejdere samt en gruppe af folk udefra, som
lpbende bliver fornyet. Medarbejderne udefra skal sikre, at
instituttet eller institutterne hele tiden har folk med friske
erfaringer fra den virkelige undervisningsverden, og det kan
forhabentlig sikre en dynamisk udvikling, som bade bygger pa
erfaring og nytenkning.

Jeg forestiller mig, at sddant et institut ogsd kan indga i et
internationalt samarbejde omkring udvikling og analyse af avan-
cerede indlaringsmiljeer, hvor der bl.a. anvendes viden og tek-
nikker indenfor kognition og kunstig intelligens. Dette ville
sikre, at ogsa Danmark fik noget at skulle have sagt, i forbin-
delse med den type datamatanvendelser, som jeg personllgt tror
komme til at indgd i fremtidens undervisning, ikke kun i matema-
tik, men i mange forskellige faglige sammenhznge.

Maske skal man passe pa med for store forventninger til datama-
ten. F.eks. skrives der i rapporten fra ICMI-konferencen i
Strasbourg 1986 - "There is a danger that false advertising by
computer companies and software developers, and a pressure from
various sections of society, could lead to ill-designed, over-
optimistic innovation and, in turn, to a backlach comparable
with that of the 1970s resulting from the hasty introduction of
'New Math'".

Men pa den anden side er jeg, som anfegrt ovenover, af den
overbevisning, at avancerede datamatbaserede ‘'intelligente'
vejledere sammen med andre former for datamatanvendelser, vil

52



komme til at spille en vesentlig rolle i fremtidens undervisning
internationalt set, og hvis man ikke fra de bevilligende myndig-
heder i Danmark tager hejde for denne udvikling, sa vil vi ikke
fa noget at skulle have sagt i denne sammenh®ng, og det kan
videre komme til at betyde, at vores uddannelsessystem kommer
til at halte flere ar efter andre landes. - -
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KAPITEL 9 AFRUNDING

Vi har nu set pa en rzkke af de muligheder (og problemer), som
datamaten internationalt giver matematikl®rere pa flere forskel-
lige undervisningsniveauer. Vi har desuden set pa den nuvarende
situation mht. datamatanvendelser pa gymnasier og hejere larean-
stalter herhjemme, og jeg har veret inde pd, hvilke foranstalt-
ninger jeg finder ne¢dvendige, hvis en fornuftig fremtidig
udvikling skal kunne sikres. Der kunne have varet skrevet meget
mere, og de enkelte omrdder kunne have varet behandlet meget
dybere. Imidlertid har jeg varet nedt til at begraznse mig pga.
manglende tid. Som nevnt 1 starten af rapporten, er dette
skriftlige arbejde afslutningen pa et projekt, som var planlagt
til at 1lebe indtil 1. september 1991, men som jeg af personlige
grunde har valgt at stoppe pr. 1. marts 1990.

Jeg haber dog, at laseren alligevel pa baggrund af rapporten har
kunne dannet sig overordnet et indtryk af udviklingen omkring
datamatanvendelser i matematikundervisningen, bade herhjemme og
i udlandet, og det skulle meget gerne fremgd, at vi her har at
gore med et vigtigt omrade, som det vil vare uansvarligt, blot
at overlade til andre eller til tilfzldighederne.
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og-Susanne Stender. E ) .
Vejleder: Klaus Griinbaum.

., B Loy e




103/85 "gDSLE KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE IDEER™,
Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen
Véjleder: Bent S¢rensen.

104/85 *ANALOGREGNEMASKINEN OG LORENZLIGNINGER".
Af: Jens Jxger.

105/85"THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF SPRCIFIC HEAT AF THE
" (TASS REANSITION".
Af: Tage Christvensen.

"A SIMPLE MODEL AF AC HOPPING CCNEUCI'MTY"
Af: Jeppe C. Dyre.
Qontributions to the Third Internat.ional Conference
on the Structure of Non - Crystalline Materials held
in Grencble July 1985.
106/85 "QUANTUM THEORY OF ED('IEMZED PARI'IC[ES" '
: Af: Bent S¢rensen

107/85 "EN MYG GQ\R INGEN EPIDEML"

- flodblindhed som eksezrpei pa matematisk m)delle—

ring af et epidemiologisk problem. :

Projektrapport af: Per Hedegird Andersen, 1ars _Boye,

~ CarstenHolst Jensen, Else Marie Pedersen og Erling
Mpller Pedersen.

Vejleder: Jesper Larsen.

108/85 "APPLICY-\TI(I‘IS AND MODELLING IN THE MATEMATICS CUR -
RICULIM" - state and trends -
Af: Mogens Niss.

. 120/86 “ET ANTAL STATISTISKE S‘IY\NDARDDDEI.IER“

_Af: Jgrgen Larsen

l2l/86-"SIMUIA’I‘ION I RONTINUERT TID".

Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MECHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".

123/86
124/86

125/86

126/86

-127/86

.

128/86

109/85 "COX I STUDIETIDEN" me's regressionsmodel anvendt
4 p§L29/86 "PHYSICS IN SOCIETY"

Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

studenteroplysninger fra RIC.

ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

110/85%PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORDEN RUNDT PA FLADE KORT",
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones
og Jimmy Staal.
Vejleder' Mogens Niss.

112/85 "“VILENSKABELIGGPREISE AF DANSK TEKNOLOGISK DNUVATICN

FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPLER".
Projektrapport af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. ILudvigsen, Annette Post Nielsen og Finn
Physant.

Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBQLS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 "ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER TTIL ANALYSE
AF KONTIGENSTABELLER",
Projektrapport af: Ione Biilmann, Ole R. Jensen
og Arne-Lise von Moos.
Vejleder: Jdrgen Larsen.
115/85 "MATEMATIKKENS UDVIKLING OP TIL RENESSANCEN".
Af: Mogens Niss.

"A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL RULE",

Af: Jeppe C. Dyre.

"KRAFT & FJERNVARMEOPTIMERING'

Af: Jacob Mprch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

116/85

117/85

118/85 TIIFALDICHEDEN OG NDVENDICHEDEN IFPLGE
PEIRCE OG FYSIKKEN",
Af: Peder Voetmann Christiansen

119/86 “DET ER GANSKE VIST - -~ EUKLIDS FEMIE POSTUIAT
KONNE NOK SKABE RORE 1 ANDEDAMMEN".
Af: Then Maj Christiansen
Vejleder: Mngens Niss,

130/86

131/86

132/86

133/86

. Vejleder:

Af: Jeppe C. Dyre.

Fysiklzrerforeningen, IMFUFA, RIC
“MOPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-~jan. 1986.

"UVBYgg systemet - en effektiv fotometrisk spektral—
klassifikation af B~,A- og F-stjerner”.
‘Projektrapport af: Birger Lundgren. -

“OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI"
Projektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer. & Stig.Andur Pedersen.,

"GALOLS' BIDRAG TTL UDVIILINGEN AF DEN ABSTRAKTE
Projektrapport af: Pernille Sand, Heine Laxsen &
Lars Frandsen.

Mogens MNiss.

"SMAKRYB" - om ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jgrgensen & Mikael Klintorp.
Vejlede'r: Jeppe Dyre.

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

"Studies in Wind Power'
Af: Bent Serensen

"FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmessige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brend,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Hoyrup, Jergen Vogelius,

Jens Hpjgaard Jensen.

"FYSIK OG DANNELSE"
Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jorgen Vogelius.

"CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Sorensen.

134/87

135/87

136/87

137/87

"THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"
Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pedersen,
Petr VisCor

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
TEORETISKE FORUDSETNINGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendcmmens
forste og andet mpde med grask filosofi”

Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hojgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE
FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling

Af: Jeppe Dyre

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.




138/87 "JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAp.® =~ ™ o

Paper presented at The International

Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena :
..at Un1vers1t1es and Schools, "Chaos in - Je
"Education"

By Peder ‘Voetmann Chr1st1ansen

13 9/87 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik
: Qurch Fortschritte in der Erkennbarkelt
‘der Natur"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell
140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS" -
By: Jens Gravesen
'141/87 MRADIOMETERS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR - f
ET TEKNOLOGIHISTORISK PROJEKT"

Projekti:apport af Finn C. Physant
Vejleder:‘Ib‘Thiersen

:, 142/87 "The’ Calderon PrOJektor for Operators With

Spllttlng Elliptic Symbols"

by. Bernhelm Booss—Bavnbek og
Krzysztof P. WOjClEChOWSkl

© 143/87 "Kursusmateriale til Matematik pi NAT-BAS"

‘af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Context and Non-Locallty - A Peircan Approach

‘Paper presented at the Symposium on the .
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years-after the Camo Lecture.
-Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987. :

By: Peder Voetmann Chrlstlansen

‘“-145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND

MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
ICMIA 3, Kassel, FRG 8.-11.9,1987

By: Mogens Niss

' 146/87-"BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"

- en ny frekvensbaseret milemetode.
‘ Fysikspeciale af Jan vedde
- .Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr Visdor

" 147/87 "Rapport am BIS p4 NAT-BAS"

redigeret af: Mogens Brun Heefelt

.Q148/87 "Naturvidenskabsundervisning med

Samfundsperspektlv"

-af: Peter Coldlng—Jergensen-DLH
Albert Chr. Paulsen )

' 149/87 "In~Situ Measurements of the density of amorphous

germanium prepared in ultra high vacuum"
by: Petr Visdor
150/87 "Structure and the Existence of the flrst eharp

s .~ diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ"

by: Petr Vit&or

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematlkprogekt af:
Blrglt Andresen, Keld Nielsen og Jlmmy Staal

VeJleder: Mogens Niss

. Balaton, Hungary, 26 Apr11 2 May 1987 .

152/87

"PSEUDO DIFFERENTIAL PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY
OF. CERTAIN SPACES OF" ELLIPTIC. BOUNDARY VALUE d
PROBLEMS"

iby:,Bernhelm Booss-Bavnbek -

Krzysztof P. Wojciechowski N
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* Af: Hans Hedal’

154/88

"155/88

156/88 .

- 157/88

158/88

)

159/88

.160/88

161/88

162/88

163/88

"HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITERE-
" 0G CIVILE KREFTER"

Et’ eksempel pa humanlstlsk teknologihistorle . }w
Historiespec1a1e' ) ) RN

Vejledér: Ib Thiérsen

“MASTER EQUATION APPROACH TO VIsSCous LIQUIDS AND
THE GLASS TRANSITION"

»By: Jeppe Dyre

"A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A. FORMALLYQ
SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

by: Mlchael Pedersen

"THE RANDOM FREE* ENERGY BARRIER MODEL FOR AC
CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS"

by: Jeppe C. Dyre"‘

" STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS.
BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL
A pseudo-differentlal approach "

by: Mlchael Pedersen'

"UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE IN
"RANDOM WALK MODELS"

py: Jeppe Dyre

"STUDIES IN SOLAR. ENERGY"

by: Bent Serensen

"LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO"

by: ‘Jens Gravesen

‘"PSEUDO~DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS: '

Dirichlet feedback control prbbiemsﬂ

Sy: Michael Pedersen

"PIGER & FYSIK - OG MEGET MERE"
AF Karln Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen

Jette Reich , Mette Vedelsby

"EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF »
PEBMEABILITETEN'FOR BLOD-NETHINDE~BARRIEREN"

" Af: Finn Léngberg, Michael Jarden, Lars Fréiiesen

" 164/88

165/88°

Vejleder: Jesper Larsen

"Vurdering af matematisk tekpologi
Technology Assessment
Technikfolgenabschatzung!

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek, Glen Pate med .
Martin Bohle-Carbonell og Jens Hngaard Jensen

"COMPLEX STRUCTURES IN THE NASH-MOSER CATEGORY"

by Jens Gravesen
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-166/88 “Grundbegreber i Sandsynligheds-. e

regningen"

Af: Jorgen Larsen

167a/88 "BASISSTATISTIK 1. Diskrete modeller" -

Af: Jergen Larsen

167b/88 -"BASISSTATISTIK 2. Kontinuerte ~
modeller"

Af: Jergen Larsen

168/88 “"OVERFLADEN AF éLANETEN MARS"
Laboratorie-simulering og MARS-analoger
" undersegt ved Mossbauerspektroskopi.

Fysikspeciale af:
Birger Lundgren

Vejleder: Jens Martin Knudsen
Fys.Lab./HC®

169/88 "CHARLES S. PEIRCE: MURSTEN OG MPRTEL .
TIL EN METAFYSIK."

Fem artikler fra tidsskriftet "“The Monist"
1891-93.
Introduktion og oversattelse:

Peder Voetmann Christéansen

170/88 "OPGAVESAMLING I MATEMATIK"

Samtlige opgaver stillet i tiden
1974 - juni 1988

171/88 “The Dirac Equation with Light~Cone Data"
af: Johnny Tom Ottesen

172/88 "FYSIK OG VIRKELIGHED"

Kvantemekanikkens grundlagsproblem
i gymnasiet.

Fysikprojekt af:
Erik Lund og Kurt Jensen

Vejledere: Albert Chr. Paulsen og
Peder Voetmann Christiansen

173/89 ""NUMERISKE ALGORITMER"
af: Mogens Brun Heefelt

174/89 " GRAFISK FREMSTILLING AF
FRAKTALER 0OG KAQS"

af: Peder Voetmann Christiansen

175/89 " AN ELEMENTARY ANALYSIS OF THE TIME
DEPENDENT SPECTRIIM OF THE NON-STATONARY
SOLUTION TO THE OPERATOR RICCATI EQUATION

af: Michael Pedersen

176/88 " A MAXIUM ENTROPY ANSATZ FOR NONLINEAR
RESPONSE THEORY"
af : Jeppe Dyre

177/89 “HVAD SKAL ADAM STA MODEL TIL"

af: Morten Andersen, Ulla Engstrom,
Thomas Gravesen, Nanna Lund, Pia

Madsen, Dina Rawat, Peter Torstensen

Vejleder: Mogens Brun Heefelt

- 178/89 "BIOSYNTESEN AF PENICILLIN - en matematisk model"

af: Ulla Eghave Rasmussen, Hans Oxvang Mortensen,
- Michael Jarden

svejleder 1 matematik: Jesper Larsen
biologi: Erling Lauridsen

1798/89 “LERERVEJLEDNING M.M. til et eksperimentelt forleb
. ~om kaos*

af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal -

Vejledere: Peder Voetmann Christlansen
. Karin Beyer -

©179b/89 "ELEVHEFTE: Noter til et eksperimentelt kursus om

kaos"

‘af: Andy Wiered, Seren Brend og Jimmy Staal

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen
Karin Beyer

.

180/89 "KAOS I FYSISKE SYSTEMER eksemplificeret ved
torsions- og dobbeltpendul"

af: Andy Wiered, Szren Brend og Jimmy Staal

181/89 "A ZERO-PARAMETER CONSTITUTIVE RELATION FOR PURFE
SHEAR VISCOELASTICITY"

by: Jeppe Dyre

183/89 "MATEMATICAL PROBLEM SOLVING, MODELLING. APPLICATIONS
AND LINKS TO OTHER SUBJECTS - State. trends and

issues in mathematics instruction

by: WERNER BLUM, Kassel (FRG) og
MOGENS NISS, Roskilde (Denmark)

184/89 "En metode til bestemmelse af den frekvensafhengige

varmefylde af en underafkelet vaske ved glasovergangen’

af: Tage Emil Christensen

185/90 “EN NESTEN PERIODISK HISTORIE"
Et matematisk projekt
af': Steen Grode og Thomas Jessen

Vejleder: Jacob Jacobsen

186/90 "RITUAL OG RATIONALITET i videnskabers udvikling"
redigeret af Arne Jakobsen og Stig Andur Pedersen

187/90 "RSA - et kryptisk system"
af: Annemette Sofie Olufsen, Lars Frellesen

og Ole Meller Nielsen

Vejledere: Michael Pedersen og Finn Munk

188/90 “FERMICONDENSATION - AN ALMOST IDEAL GLASS TRANSITION'
by: Jeppe Dyre

189/90 "DATAMATER I MRTRMATIKUNDERVISNINGEN PA
GYMNASIET OG H@JERE LAREANSTALTER

af: Finn Langberg




