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—Abstract

:,_‘PrOJektet gennemgar den elementaere teori-om, kontmuerte penod]ske funk-
'_-tloner og nastéen perlodlske funktloner Fremstllhngsformen er historisk-
’ teoretlsk Periodiske funktioner praesenteres hovedsaligt som en mt;roduktwn .

o tll naesten periodicitet. Den: teoretiske ‘kerne udggres af en’ ‘gennemgang af

Harald Bohr’ s oprindelige teori om naesten periodiske funlxtloner f:R—=C,
hvor alle vaesentlige s®tninger opnas. Historisk s¢ger vi at-afdakke de spor -
der fgrté til teoriens formulering. Der laegges vaegt pa at eftervise en forbin-

. delse mellem pa den ene side Bohr’s arbejde med zeta funktionen og Dirichlet

T rakker, og pa den andern side naesten peuodlsl\e funktioner. Projektet af- o

- sluttes.med en skitse over generaliseringer af begrebet nasten periodicitet.




Indhold

1 Indledning
1.1 Hvordan det helestartede . . . . . . ... ... ...... L

1.2 Rapportens opbygning og formal . ....... e e e

2 Baggrunden for Fourier rakker
2.1 Det 18. arhundrede . . . . . ... ... ... ..., ...

2.2 Det19. arhundrede . . . . . . . . . . . . .. e

3 Periodiske funktioner

3.1 Indledende betragtninger . ... .......... o
3.2 Grundleggende definitioner . . . . . ... ..o oL
3.3 Summabilitet og Fejér’s seetning . . . . ... ... L.
3.4 Bevis for Fejér’s seetning . . . . . . ..............
3.5 Hovedséetningen ........................ B
3.6 Entydighedssetningen og Parseval’s forlﬁel ..........

3.7 Stykkevis kontinuerte funktioner og vilkarlige perioder . . . .

1

13

13

14

16

18.

20

22

26




4 Udviklingen i det 19. arhundrede

4.1 Dirichlet om Fourierrekker. . . . . . ... .. ..
4.2 Summabilitet . . ... ... . L
4.3 Zeta-funktionen . . . . ... ... ... ......
4.4 Harald Bohrs udgangspunkt . . . .. ... ....

5 Naesten periodiske funktioner

5.1 Indledning . ... ... ...............
5.2 Definition af nzesten periodicitet . . ... .. ..
5.3 Simple egenskaber . . ... ... ... ......
9.4 Middelverdisetningen . . . ... .. .......
5.5 Det trigonometriske system . ... ...... ..
9.6 Fourier reekker . ... ... ... . ... ... ..

3.7 Entydighedss=tningen og Parseval’s formel

5.8 Bevis for entydighedssatningen . . . ... .. ..

5.8.1 Bevis for akvivalens: . . . . . ... . ...

5.82 Bevisfor (ii): . ... ............
5.9 Hovedssetningen . .................
5.10 Resumé . . ... .. ... .. .. . ... ..., .

6.1 Indledning . ... ...... .. ... . ... ....
6.2 Bochner’s karakteristik . . . . ... ........
6.3 Bogoljubov's bevis . . ... . ... ... . .. ..
6.4 Generaliseringer af teorien . . . . ... ... ...

6.5 Naesten periodicitet og grupper . . . ... .. ..

INDHOLD




INDHOLD
7 Tradene samles
7.1 Den tidlige historie . . . . . . ... ... o 0oL 109
7.2 Vejen til nasten periodicitet og videre . . . .. .. ... ... 110
7.3 Voresudbytte . . . . . . .. .. .. ... 111
A Liste over anvendte symboler 113
Al Maengder . ... ... ... 113
A.2 Konstanterog variable . . . ... ... ... ... .. ... 114
A3 Diverse . . . .. e 114
B Anvendte sztninger 117
C Supplerende beviser 119
C.1 Konvergens og summabilitet ... . . . ... .. ... e 119
C.2 Om primfaktoroplgsningens entydighed . ... ... ... .. 120
D Periodiske funktioner af flere variable 125
E En divergent Fourier rakke 131
F Graftegning 133
G Litteratur liste 135
G.1 Historiske kilder . . . ... ... ... ... ... ... ... 135
G.2 Matematiske kilder . . . . . ... .. oL o o000 136
............................ 136

G.3 Programmel

109 - .




INDHOLD




Kapitel 1

Indledning

1.1 Hvordan det hele startede

Da, vi i efterdret 89 skulle starte arbejdet med et nyt projekt, havde vi begge
et gnske om at arbejde med emner fra den matematiske analyse. Professor
Dorte Olesen havde pa et tidligere tidspunkt foreslaet et projekt om Harald
Bohr’s teori om nasten periodiske funktioner; et begreb vi var fuldstendig
ubekendt med. Maske var det netop vores manglende viden der gjorde emnet
fascinerende, for vi kastede os frejdigt ud i arbejdet. Pa sin vis var det
saledes ret tilfeeldigt at det netop blev de naesten periodiske funktioner, vi
koncentrerede os om, men emnet viste sig hurtigt at vaere bade spzndende
og vidtraekkende. Dels er teorien matematisk udfordrende og dels sa vi
muligheder for at beskeftige os med teoriens historie; hvilket er spaendende
da en stor del af den er udviklet i Danmark.

1.2 Rapportens opbygning og formal

Rapporten kan i grove traek siges at have to ‘flader’: Dels en teoretisk med
vaegt pa matematikken, og dels en mere historisk hvor baggrunden for den
matematiske udvikling seges afdackket. Teorien er igen opdelt i to dele.
Forst teorien om periodiske funktioner, og dernzest om de nzesten periodiske
funktioner. Teorien om de periodiske funktioner tjener hovedsageligt som
optakt til teorien om naesten periodicitet, idet periodicitet er et bekvemt
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6 KAPITEL 1

seertilfeelde af nasten periodicitet, og derfor kan tjene padagogisk til at in-
troducére nogle grundbegreber. De to teorier er igvrigt kun svagt historisk
forbundet, men ganske steerkt matematisk. Vi har valgt at prasentere teo-
rien i en kompakt form, da den er forholdsvis omfattende. Der benyttes en
lang raekke begreberfra forskellige matematiske discipliner, og en forhands-
viden om periodiske funktioner er gnskelig, men ikke ngdvendig. Appendix
B indeholder en lille liste over nogle (velkendte?) satninger fra analysen,
som vi ofte benytter:

Projektets historiske dele kan forhabentlig lzeses med ringere forudsztninger;
det har i hvert fald veeret mélet. Den laeser der siledes ikke er interesseret i
at fordybe sig specielt i teorien, men blot sgger et overblik over betydende
faktorer for udviklingen, anbefales at overspringe de to teoretiske kapitler
(omend et kendskab til teoriens historie i en vis udstraekning kraever en
forstaelse af den). Det skal dog ikke skjules at vores eget kendskab til teorien
gor det svaert at sikre der ikke slipper indforstaede ting med i teksten.

Projektet har flere formal: For det fgrste sgger vi at preesentere et stykke
gedigen ‘matematisk ‘teori. Men vi ngjes ikke med det. Vi vil tillige forspge
at fokusere pa hvilke spgrgsmal, der ledte til teoriens formulering og forsgge
at belyse i hvor hgj grad disse spgrgsmal er blevet afklaret. Samtidig prever
vi at se pa de historiske traek der er gaet forud. Vi prgver at afdwkke
hvilke fglger teorien om de nazesten periodiske funktioner i gvrigt fik inden
for matematikken og ser pa hvilke muligheder man har set eller stadig ser i
teorien.

Et par ord om teorien kan maske tjene som en appetitvekker: Vi koncen-
trerer os her blot om periodiske funktioner. Det naesten periodiske tilfelde
er helt analogt, og l=seren kan midlertidigt blot tanke pa disse funktioner
som nogen der vitterlig er ‘nasten’ periodiske. De periodiske funktioner er
i besiddelse af forskydningsegenskaber, for forskyder vi funktionen et pas-
sende stykke, fremkommer den samme funktion. Sigtet med teorien er at
vise at periodiske funktioner tillige besidder andre egenskaber, sarligt visse
karakteristiske egenskaber, d.v.s. egenskaber som alle periodiske, og netop
kun periodiske, funktioner besidder. Helt specielt vil vi vise at der er talec om
svingningsegenskaber, ved at en periodisk funktion kan skrives som summen
af en endelig eller uendelig trigonometrisk razkke (hvormed der blot menes en
raekke med cosinus og sinus led). Problemet med at knytte en trigonometrisk
rakke til en funktion eller, som det ogsa kaldes, at udvikle funktionen i en
trigonometrisk raekke, har historiske rgdder tilbage til det 18. drhundrede.
Spergsmalet om hvorvidt det overhovedet kunne ggres, og i s& fald hvorledes
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man burde ggre, har indtaget en central plads i matematikken, og er et af
dens mest spzendende kapitler.

Vores oprindelige idé var at lagge langt den overvejende del af veegten pa
nasten periodiske funktioner og deres historie. Vi erhvervede os dog fgrst
overblikket lgbende, i takt med arbejdet, og kunne derfor fgrst sent i forlg-
bet vurdere om idéen var holdbar. I hovedtrak er rapporten som tiltaenkt,
men enkelte problemer bgr pipeges. Mens de periodiske funktioners historie
er bade lang og (nasten for) rig pa kilder, er det straks vanskeligere med
nasten periodiske funktioner. Dels fandt vi kun fa bgger om emnet og dels -
forlgber udviklingen over et meget kort tidsrum. Bohr lancerer teorien i
starten af 20’erne, og i slutningen af 30’erne er nzesten alle vasentlige pro-
blemer lgst. Som en konsckvens forskgd vi det historiske tyngdepunkt over
til perioden fgr Bohr publicerede sin teori. De teoretiske afsnit er vokset i

skriveprocessen. Den oprindelige idé var her at preaesentere den elementare = ..

teori, og kun benytte periodiske funktioner som en ‘blgd’ optakt. Teorien
baseres imidlertid i vid udstraekning pa teorien for periodiske funktioner,
og vi inkluderede derfor denne. Vi har dog holdt fast i (hovedsaligt) kun
at behandle kontinuerte funktioner. Den nasten periodiske teori truede en
overgang med vokse helt urimeligt, for i takt med at vi leerte mere og mere,
gnskede vi at inkludere det hele. Resultatet er blevet at den elementare te-
ori, udviklet af Harald Bohr, er gennemgaet grundigt, men p.g.a. sit omfang
temmelig kompakt. Af den videre udvikling af teorien har vi veeret ngd til
at ‘barbere’ lidt, og kun referere de vigtigste resultater.

Selv mener vi at der er kommet en lesevaerdig rapport ud af vores anstren-
gelser, og vi haber at leeseren deler opfattelsen. Er det tilfzeldet skyldes det
méaske den vejledning vi har modtaget fra professor Hans Tornehave, der vel-
villigt har stillet tid og viden til radighed. Vi har desuden modtaget hjaelp
og gode rad fra vores vejleder Jacob Jacobsen. En tak til begge. ‘

Roskilde, januar 90
Steen Grode Thomas Jessen
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Kapitel 2

Baggrunden for Fouriér
raekker

2.1 Det 18. arhundrede

Op til 1700-tallet var matematisk forskning isaer praeget af at vaere stgttevi-
denskab for andre videnskaber, primert indenfor fysik. Det gav sig blandt
andet til kende ved at man havde et anvendelses orienteret syn ps matema-
tiske resultater, og at man i hej grad overbeviste sig om korrektheden af et -
opnéet resultat ved at kontrollere dette i en konfrontation med virkeligheden.
Tillige mente man dengang overvejende, at matematikken ikke i sig selv var
noget virkeligt, men at den kun havde veerdi i det omfang dens resultater
kunne afspejles i den virkelige verden. Tilsammen betgd disse forhold, at
matematikere var mindre stringente med hensyn til begreber og bevisfgrelse
end i dag, hvilket muliggjorde vedvarende uenighed om diverse emner. Hav-
de man varet mere beviseksakt, ville man osse have haft udviklet vaerktgjer
til udryddelse af megen skepsis blandt matematikere. Hvis vi for eksempel
med 1700-tals briller ser pa rakken:

1—141—141=1+--

havde man adskillige mader til at argumentere for, at den var lig med %, men
osse at den var lig mange andre vardier, eller at man slet ikke kunne tale
om at den havde en vardi. Her i ligger der allerede en usikkerhed omkring,
hvad det vil sige at veere lig med(!); men raekken kan blandt andet dannes

9




10 KAPITEL 2

1

133> eller man kan metafysisk argumentere

ud fra en udvikling af brgken
som fglger:

?To bradre arver en pragtfuld edelsten, som ikke ma deles, men
testamentet bestemmer, at de og deres familie i al evighed og pa
skift skal have diamanten et ar af gangen. De har da hver det
halve ejerskab.”

hvor begge argumentationer kan lede til vaerdien 3. Set i dag handler denne
argumentation vel om at man finder middelveerdien af falgen

1,0,1,0,1,0---

som ved argumentet fir tillagt vaerdien 3. Mange af tidens indlag havde
tillige religigs karakter, i den forstand at nogle mente, matematikken skulle
bekrafte guds eksistens; for eksempel bzerer en stor del af Newtons arbejder
prag af dette. Med denne rakke og lidt god fantasi suppleret med et par
hurtige parenteser, kan man f& rakken til at blive beviset for, at alt kan

skabes udfra intet eller modsat.

Vasentlig for vores opgave er det 18. arhundredes gryende behandling af
differentialligninger, som var knyttet til periodiske problemstillinger inden
for fysik. Adskillige matematikere kom med konstruktive bidrag, men di-
skussionen udspillede sig i det vaesentlige mellem Euler, d’Alembert og D.
Bernoulli. Man sggte at beskrive en svingende strengs bevaegelse, planetbe-
vaegelser og siden andre fenomener som gav anledning til de samme diffe-
rentialligninger. Indtil midten af &rhundredet var disse ligninger siledes kun
anskuet som modeller, der forekom knyttet til bestemte fysiske betingelser,
og lgsninger var kun spgt til de betingelser. Man prevede derfor ikke at lgse
differentialligninger generelt, men blandt de lgsninger man fandt til forskel-
lige fysiske problemstillinger, dukkede der omkring ar 1750 trigonometriske
raekker frem, altsa for eksempel en rakke af formen:

%ao + Z [an €os (nz—ﬂ-:c) + b, sin <n2—7rz)]
neN p 4

Euler og d’Alembert holdt dog hele deres liv fast i, at en vilkarlig funktion

ikke kunne udtrykkes i en trigonometrisk raekke, mens Bernoulli mente det

var muligt. De tre kunne hver iszr partielt tilslutte sig en del af hinan-

dens lpsninger, uden at de nogen sinde néede til en endelig enighed; faktisk
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blev diskussionen mere og mere tilspidset, hvilket der kan veere mange &r-
sager til. En af de grunde, der ligger i ovennavnte, var tilknytningen til
et eller flere fysiske problemer, og der var yderligere uklarheder omkring

funktionsbegrebet, for eksempel om en funktion havde samme algebraiske -

udtryk overalt (siden dog blgdt op til forskellige definitions intervaller). En
af Eulers vaesentligste grunde til modstanden mod at udtrykke en funktion
som trigonometrisk razkke var, at en streng matte kunne have alle mulige
begyndelses former, osse former der ikke kunne beskrives trigonometrisk.
Arbejdet og diskussionen var dog ikke ufrugtbar, blandt andet fandt Euler
sent i debatten i et arbejde vedrgrende planetbevaegelser, hvor han ganske
naturligt var befriet for spekulative mulige begyndelsestilstande, en formel
til beregning af koefficienterne til de enkelte led i raekken; faktisk den formel
som senere blev genfundet. Inden for beslzgtede omrider fprtes man osse
til mere afklarede begreber, og man fik lgst specifikke problemer i fysikken.
Men til trods for at man saledes fandt disse specielle lgsninger, stod det
mere overordnede matematiske problem, en generel lgsning pa et periodisk
gentaget fznomen, ulgst hen.

En helt anden side af matematikken i det 18. arhundrede (og vel til alle tider)
var den mere legepraegede, formodentlig drevet af menneskelig nysgerrighed.
I matematikkens skift fra stottevidenskab til at vakle en selvstandighed i
mpde legede barnet meget. Rammerne var ikke sa snavre. Matematikken
var ved at friggre sig fra at skulle efterprgves pa baggrund af virkeligheden
og de interne krav til pracision, som er ngdvendige hvis man gnsker en
tilstraekkelig entydighed, var endnu ikke blevet strammet. Under denne leg
blev mange ting udviklet for eksempel lancerede Euler zeta-funktionen, som
vi senere vender tilbage til.

2.2 Det 19. arhundrede

De mateinatiske problemer, der havde varet tidligere i forbindelse med at
udtrykke en vilkarlig funktion som en trigonometrisk raekke, dukkede op igen
ved begyndelsen af det 19. drhundrede. Denne gang ikke ud fra svingende

strenge bg planetbevaegelser, men ud fra et nyere {ysisk problem - varme- 4
ledning. Den industrielle revolution havde medfgrt en gget mekanisering og
havde betydet at dampmaskinen og dermed forbundne problemer var blevet
vaesentlige. Ved at underspge varmeledning og opstille forskellige antagelser
for faenomenet naede man frem til en modelbeskrivelse, der byggede pa de
samme 1. og 2. ordens differentialligninger, som ved de fysiske problemer
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man havde underspgt i det foregaende drhundrede. Idet de tidligere bud pa
lgsninger i en vis forstand havde vaeret korrekte, er det klart, at de ville
dukke op igen. I fglge vores kilder blev de dog nyudviklet af personer, der
var uden kendskab til tidligere resultater. Der kan rejses tvivl om, hvorvidt
de historiske kilder er korrekte med hensyn til dette, idet for eksempel Fou-
rier i sine originale tekster ikke alene citerer Euler, men osse henter en del
eksempler fra ham.

Afggrende for den videre udvikling blev imidlertid, at man nu turde tro pa
dem. Matematikken var i hgjere grad blevet frigjort fra fysikken, saledes at
man nu i videre udstraekning tillod sig at komme med lgsningsforslag, som
ganske vist stadig udsprang af virkeligheden, men som kunne have abstrakt
realitet. Til gengzeld skabte det i sig selv nye problemer af matematisk
karakter. Man matte enes om et funktionsbegreb, fa en bedre karakteristik
af funktioner, man matte pa ny overveje integraler, man gnskede at finde en
nermere afgraensning af hvilke krav der matte stilles til en funktion for at
den kunne udvikles i en trigonometrisk raekke, man matte afklare kontinuitet
og konvergens; man blev i det hele taget narmest tvunget ind i en situation,
hvor meget gerne skulle afklares hurtigt, mens man samtidig blev ngdt til
at vaere yderst rigoristisk i processen. Fourier var maske en af de sidste
matematikere, der slap afsted uden stringente beviser.

Fourier tog i begyndelsen af arhundredet fat i bedste Eulerske stil med en
stribe diskutable regninger pa divergente raekke og uendelige ligningssyste-
mer. Han ndede frem til at en ‘vilkarlig’ funktion defineret pd |-, 7] kunne
skrives som en trigonometrisk raekke med koefficienterne

1 4
n = 5= o f(z)cosnz dz
=2 f(z)sinnz d
"o S . ’ ‘

uden dog at komme laengere end til et overbevis.

Dette viser sig at indeholde nogle oplagte problemfelter. Det havde ikke
generet Euler at arbejde med divergente raekke, men han var klar over og
havde papeget farerne ved at ggre det. Som eksempel havde han benyttet
divergente raekker til beregning af 7. Man kendte verdien af 7 med en del
decimaler (vist omkring 100) pa det tidspunkt, og Euler demonstrerede pa
den baggrund, at man med en divergent raekke med aftagende led indtil
et vist punkt i raeekken kunne bestemme 7 med en vis ngjagtighed ved at
afbryde summationen pa et (intuitivt) passende tidspunkt. I det tilfeelde er




AFSNIT 2.2 13

det nemt at finde et passende tidspunkt, nemlig hvor raeekkens led begynder'
at vokse. Euler arbejde dog med andre metoder blandt andet lignende Abels

(se side 33fF), andre mere intuitive. Han mente alligevel, at han ikke af den ..

grund nogen sinde var kommet til at drage fejlagtige slutninger, men set
med andres gjne er det jo ikke tilstraekkeligt. I lpbet af perioden (1807-24),
hvori det lykkedes Fourier at fa publiceret sine ideer, var der tilmed sket
det, at brugen af divergente raekker var blevet bandlyst, isaer maske fordi
Cauchy havde erkleret, at en divergent razkke har ingen sum. Man kunne -
med Abel fristes til at sige, at divergente rakker er en djavelsk skabning, og
det er nedvaerdigende at basere en argumentation pa dem. Han mente, at
man kunne slutte hvad som helst man havde lyst til. De divergente rakker
var skyld i mange fejl og paradokser og han slog fast, at man ikke kunne
arbejde med uendelige raekker pa samme mide som med endelige.Der var
saledes fra det tidspunkt Fourier fik sine ideer, til at det endelig lykkedes
at fa dem kommunikeret videre, opstaet et behov for at fa bevist dlsse tmg
uden anvendelse af tvivlsom matematik.

7T~
1.0t
% f\ 5 _ B\ ﬁ ’
{ vV VIV A 1
' e.5 } :
-6 -4 -2 a ; 6 >
\ -8.5 t
VAaay M
-1.08 ¢
Figur 2.1:

Et andet problem var, at mens raekkens led alle var kontinuerte funktioner,
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var det ikké sikkert at sumfunktionen var kontinuert. Eksempelvis raekken

f(z) = Z (= )n— ———cos(2n ~ 1)

neN
som springer mellem 7 /4 og —7 /4, som vist pa figur 2.1

For at opretholde sin forestilling om at sumfunktionen af en rakke kon-
tinuerte funktioner er kontinuert, veelger Fourier faktisk at bryde med den
sadvanlige opfattelse af en funktlon idet han medregner lodrette liniestykker
til funktionen. Dette diskontinuitets problem var forgvrigt tungt at arbejde
med for den tids matematikere. Cauchy bemzerker i en af sine laerebgger til
trods for kendskab til dette eksempel, at hvis leddene i en rakke er konti-
nuerte funktioner og rakken er konvergent, si er sumfunktionen kontinuert.
Om han osse har regnet de lodrette liniestykker med til funktionen, eller
om han direkte har begdet en fejl er mindre veesentligt; det er tydeligt man
befinder sig pa sumpet grund. Endelig er det osse et problem, hvilke betin-
gelser en funktion skal opfylde, for at man kan lave en trigonometrisk rakke
der er konvergent mod funktionen.

Omvendt fik man en hel del ud af disse problemer blandt andet en teori
for interval begransede funktioner, som uden for intervallet er bundet til at
gentage sig selv - teorien for periodiske funktioner.



Kapitel 3

Periodiske funktioner

3.1 Indledende betragtninger

En funktion f(z) siges at vaere periodisk hvis der eksisterer et p # 0 saledes at
f(z #p) = f(z) for-allé:z € R. Det mindste p > 0 der opfylder ovenstdende
kaldes funktionens minimalperiode, og et vilkarligt helt multiplum-af p kaldes
" funktionens periode. I det fczilgende menes der med en ‘periodisk funktion’
en funktion f: R —C, derer, Icontmuert og peuodxsk ‘med periode 27, med
mindre andet specnﬁceles Maengden afs peuodxsl\e funktioner betegnes P.
Valget af 27 som periode er vilkrligt, men ganske naturligt, og medfgrer
ingen mdsklaenknmger i resultaternes gyldlghed Vi vil senere generalisere
resultaterne til’at’ bmiatte finktioner hed Vilkarlig perlode * Derimod har
vi pd forhdnd frasorteret de dzskontmuerte periodiske funktioner. Vi vil i
slutningen af dette kapitel behiaridle'en serlig type stykkevist kontmuerte
funktioner, men opretholder ellels kontinuitets-kravet.

Teoriens mil er: At beskrwe hvad der netop karakteriserer de periodiske '

funktioner, det vil sige finde de egenskaber der besiddes af alle perzodzske
funktioner, og kun af dzsse funktioner. :

Vi kan umiddelbart slutte os til nogle simple egenskaber ved periodiske funk-
tioner. Er f(z) og g(x) periodiske og er ¢ en vilkarlig kompleks konstant,
da er f(z)+ g(z) og cf(z) indlysende periodiske. Mangden af periodiske
funktioner udggr dermed et vektorrum over C. Det er lige s oplagt at enhver
funktion f € P er begranset, da f er begranset i det kompakte (afsluttede

15
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og begraensede) interval [0,27] og gentager sig selv uden for dette, og lige-
ledes at enhver funktion f € P er uniformt kontinuert, da f er uniformt
kontinuert i [0,27]. Desuden er produktet af to periodiske funktioner ogsa
periodisk, og hvis f € P da vil € P hvis blot f(z) # 0 for alle z. Alle
disse egenskaber er dbenlyse, men ganske vitale for teorien. Nar vi senere
skal behandle det mere generelle naesten periodiske tilfzelde, vil vi finde de
samme simple egenskaber, men det vil da vzere langt vanskeligere at bevise
dem.

3.2 Grundlxggende definitioner

Definition 3.1 Ved middelverdien af en funktion f € P forstas det kom-
plekse tal:

MUE) = o [ f(e)da

Middelvzerdien kan tages over et vilkarligt interval af leengde 27, det vil sige
for alle a gzelder:

2%/:”" f(z)dz = 2i7r-/027r f(z) dz = M{f(z)}

Definition 3.2 Ved det indre produkt af to funktioner f,g € P forstds tal-
let:

(f,9) = M{f(z)g(2)}

To periodiske funktioner siges at veere ortogonale, hvis deres indre produkt er
0. Nulfunktionen, der er periodisk, er ortogonal pa alle periodiske funktioner,
og dermed, som den eneste periodiske funktion, ortogonal med sig selv.

Definition 3.3 Ved normen af en funktion f € P forstds tallet:

Il £(=) 1= VM £=) 1P} = (5, )
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Nulfunktionen er den eneste periodiske funktion med norm 0. Hvis en peri-
odisk funktion har norm 1 siges den at veaere normal eller normeret. Enhver’
funktion f € P, forskellig fra nulfunktionen, kan normeres ved at betragte
funktionen ﬁ-&ﬁ‘ En mzngde eller et system af funktioner kaldes orto-
normalt, hvis alle funktionerne er normerede og parvis ortogonale. Vi er
interesserede i et at finde et ortonormalt system af funktioner i P. Til dette
introducerer vi funktionerne f(z) = ™%, hvor i er den imaginzre enhed
og n et vilkarligt heltal. Disse funktioner kaldes for rene eller harmoniske
svingninger, og kaldes under et for det trigonometriske system, og betegnes
{e"™*}. Da e'™* = cos(nz)+isin(na) er rene svingninger periodiske og {¢'"*} -
er dermed beliggende i P. Fortolkes « som tiden kan en harmonisk svingning

¢'™® opfattes som en jeevn hevagelse langs enhedscirklen, med vinkelhastig-

hed n og minimalperioden ZT” n kaldes desuden for svingningens frekvens,
omend den er forskellig fra den ‘fysiske’ frekvens, der jo er 3-. Endelig er

tilfeldet 7 = 0 specielt, idet €% er en konstant funktion med veerdi 1, og
altsa ikke et udtryk for en cirkelbevagelse. ' '

Saetning 3.1 Det trigonomelriske system er ortonormall i P

Bevis :

€'"* er normal for alle n € Z da:

e 1= y/M{] e 2} = \/M{1} =1

€™ og €'P* er ortogonale for alle n # p da:

(einr, eipa:) — M{ein'a:e—ipr} - M{ei(n—p)z}

or i(n—p)z "
- _1_/ Hn=PIT o — 1 ______e =0
27 Jo 27 {i(n —p)],

Resultatet i szetning 3.1 rejser pjeblikkeligt spergsmalet om det trigonome-
triske system er fuldstendigt. Det trigonometriske systems er fuldstendigt
hvis der ikke eksisterer en funktion f € P, forskellig fra nulfunktionen, der
er ortogonal pa alle funktioner i det trigonometriske system. Vi vil ikke ggre
holdt for at bevise at dette faktisk er tilfzeldet, idet det er indeholdt i den
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naeste szetning. Men vi bemarker at resultatet er uhyre vasentligt og etab-
leringen af en tilsvarende saetning for nzesten periodiske funktioner udger et
hovedproblem.

3.3 Summabilitet og Fejér’s satning

Det ultimative mal med teorien, er at demonstrere at enhver periodisk
funktion.f kan skrives som en trigonometrisk rakke:

Z anemx

nel
saledes at f er rekkens sumfunktion. Med det sigte for gje defineres begrebet

Fourier raekke:

Definition 3.4 For en funktion f € P kaldes
an = (f(:c),ei’lx) = M{f(z)e”"}

den n’te Fourier koefficient (eller Fourier konstant) for f, og sifremt a,, # 0
Jor et n € Z, siges n at vere Fourier frekvens (Fourier eksponent) for f.

Reekken:
Z anemr
nez

kaldes Fourier reekken for [ og vi skriver

f(.’L‘) ~ Z aneinz

nez

Eventuel konvergens af Fourier reekker er et vigtigt problem, der er studeret
indgdende. Hvis vi vil identificere en funktion f med sin Fourier rakke,
det vil sige konkludere at f(z) ~ ¥ cz @™ = f(z) = Y,czane™,
ma vi klarlegge hvad der forstds ved summen af en uendelig rekke. Det
simpleste er at betragte den ved konvergens fremkomne sum, men denne
er ikke nadvendigvis defineret. For mens det er muligt at opstille kriterier
saledes at periodiske funktioner, der opfylder disse, har konvergente Fourier
raekker, kan det omvendt vises at:

der eksisterer divergente Fourier rekker
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d.v.s. en Fourier raekke der er divergent! for et passende zo € R (og dermed
for zo + n2m,n € Z). For at opnd en altid defineret sum, benyttes sum-

mabilitet fremfor konvergens. Helt preecist Cesaro summabilitet af forste
orden: -

Betragt Fourier raekken }° 2 ancz_i"”. Ved det n’te afsnit af raekken forstar
vi summen

n .
sn(z) = Z a,e’”’

v=—n

Udfra afsnittene dannes middelvardien:

5.(z) = so(2) +s1(2) + -+ snoa(z) _ i (1._ l%l) e

n
v=-n

Fourier raekken siges at varre summabel med sumfunktion /(z), hvis:
Sn(x) = U(z) for n— oo forallezeR

Summabilitet er et mere generelt begreb end konvergens. En raekke der
2

konvergerer mod en given sum, vil siledes vaere summabel med samme sum®.

Omvendt findes der raekker der ikke er konvergente, men summable (f.eks.
rekken 1 -1+ 1—-141-1+4---;seigvrigt side 33)

Szetning 3.2 (Fejér’s seetning) For enhver funktion f € P er den til-
horende Fourier rekke 3, ¢z ane'™ uniformt summabel, med sumfunktion
f(z); d.v.s. til et givet € > 0 findes der et N, sdledes at for allen > N
geelder:

|f(z) = Snlz)| <e forallez€eR

Fer vi beviser seetningen vil vi demonstrere hvorledes det trigonometriske -
systems fuldsteendighed fglger af den: Antag at en funktion f(z) er ortogonal -
pa {e™*}, det vil sige f’s Fourierkonstanter er alle 0, altsd f(z) ~ 3 0e""*.
Da gzlder tydeligvis S,(z) = 0 for alle n og z, og dermed |f(z) — S,| =
[f(z)] < ¢ for alle z, og folgeligt er f nulfunktionen, og dermed er det -
trigonometriske system fuldstaendigt i P.

'Et eksempel pi en divergent Fourier rakke er givet i Appendix E
2Dette er bevist i Appendix C
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3.4 Bevis for Fejér’s sztning

Vi indfprer fgrst Dirichlet og Fejér kernen. Lad f ~ ¥, ¢z an€™, og betragt
den n’te afsnitssum:

n

n ” .1 2 i
sn(z) = Z aye'’’’ = Z e"”%—/o f(z + t)e 0=+ dy

v=-n v=—n

' 1 2 n .
=57 | fa+n) 3 e it = M{f(z + 1)Da(1))

hvor D,(t) kaldes Dirichlet kernen og er givet ved:

L CoeMInd it o gifndtit _ o—int
Dn(t) = Z [ wt = € int eit ;7] = Ez;t _

v=-n

H (t o
Hvis man forkorter denne brgk med €'z fas

eln+ )t _ gmilntg)e _sin((n + $)1)
i3 - sin%

-t
ez —e

Ved herefter at forleenge med 2sin £ og omskrive sin £ sin(n + 1)t i tzelleren
far vi

cosnt — cos(n + 1)t

Dn(t) = 2(sin £)?

Gennemsnittet af afsnitssurnmerne er:

Snlz) = i (1 - IZ_') a,etvF

v=-n

7 !”I - 1 2 ol +1)
— _ tvx \,—tu{x
= E (1 - )e 27r,/0 flz + e dt

u=-—n

__1 am - IUI —~1y
_ZF A f(’E+t)Z ( _.;)e t 4

y=-n

= M {f(z + 1) Ka(1)}
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hvor K,(t) kaldes Fejér kernen, og er givet ved:

K,(t) = Z (1 _ l%l) emivt — % Xn: (n _ Ivl)e-iup

u=-n v=—n

- %(Do(t) +Di(8) + -+ Dacs(t))

1 ‘ :
= ————((1 — cost) + (cost — cos2t) + - - - + (cos(n — 1)t — cosnt))
n2sin?

) 2
_1l-cosnt _ l(sm-"z—‘)

. 21 - st
n 2sin 3 n \ sin 3

Vi bemaerker at:

K, {(t)>0 foralleteR

For middelvaerdien af Fejér kernen gaelder:

' 2r N .
M {K(1)) = 2%/0 (1 - ]_ZI) e~ gy

u=-n

n 1 2r .
= Z <1—M)-—/ 6_‘1’2(11:1
n 27 0

Vi er nu klar til selve beviset. Vi har fundet at:

Sn(z) = M{f(z + )Kn(1)} og M{K.(1)} =1

Dermed opnas:

Sa(2) = J(2) = Ml (= + OKn(0)) ~ f(@)M {Ea(t))
= QLW/:W flz + t)KL(t) dt - f(ﬂc)QL7r Ozw Ko(t)dt

1

2 ) .
= i;/0 (f(z +1) = f(2)Kn(t) dt
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Valg C sd | f(z) |< C, for alle z, og lad:

w(8) = sup {|f(21) = f(w2)] | | o1 - =2 < 6}
Lad 0 < § < x. Vi har dermed:

1Sal@) = S < o= [ 1@+ 1) = S(@)] Kalt) dt

= QL [fi*/_i*/.:] f(z +1) = f(2)| Ka(2) dt

= 6/6]"(tclt2 st L
—_2—7;“)()_6\") +(7l'—) ns.gg_

7 sin

1 . 1 92C
< 5; (w(&) _’rl\'n(t) dt + 27(-‘-.—-2——_26:)

1 2C
= w(6) + —~ ———
w()+nsin2%

Da f er uniformt kontinuert gelder w(§) — for § — 0 sa vi kan veelge et
fast & sa w(6) < £ og dernzest veelge et N si stor at 21%'-;‘-‘17%— < gfforn2> N.

Dermed gaelder for alle z og alle n > N:
£

5 = ¢

1a(2) = fla)| < 5 +

og beviset er fuldent.

3.5 Hovedsatningen

En funktion af typen:
z) = Z anen®

(> betyder at raekken er endelig) hvor koefficienterne a, er komplekse, og
eksponenterne A, er reclle, kaldes et trigonometrisk polynomium. Maengden
af trigonometriske polynomier betegnes 7. Med 7* betegnes den delmangde
af 7, der bestar af alle trigonometriske polynomier med heltallige frekvenser.
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Ethvert t € T* er en superposition af endelig mange harmoniske svingninger,
og dermed indeholdt i P; altsa T* C P. Af Fejér’s setning kan uddrages
fglgende saxtning;: ' :

Seetning 3.3 (Weierstrass’ szetning) Enhver periodisk funktion kan ap- -
proksimeres uniformt af trigonometriske polynomier t € T*; d.v.s.” til en
funktion f € P og et givet € > 0 kan velges et t € T* sdledes at

If(z) = t(z)|<e forallez €R

Weierstrass’ s@tning {olger af Fejér’s setning pa fplgende vis: Enhver funk-
tion f € P har, ifplge Fejér’s satning, en uniformt summabel Fourier raekke
Yonez @ne™. Det vil sige vi kan danne en folge (t.(z)) i 7*, der frem-
kommer ved at betragte middelvaerdier af afsnittene i Fourier reekken, der
konvergerer uniformt mod funktionen. En periodisk funktion kan derfor ap-

_proksimeres uniformt af funktioner i 7*. Bemzerk af Fejér’s saetning er et

langt steerkere udsagn end Weierstrass’.

De approksimerende trigonometriske polynomier er af formen:

i ( _ M) aueiuz
v=-n n

og dermed identiske med afsnit af Fourier rackken, bortset fra at koefficien-
terne er skaleret med en faktor (1 - ]%1) For senere at kunne fastholde en
analogi mellem periodiske og nasten periodiske funktioner, vil vi formulere
det fundne resultat pa en mere hensigtsmaessig made: Lad H(7™) beteg-
ne afslutningen af 7* i den uniforme metrik, altsa maengden af funktioner
der kan approksimeres uniformt, med vilkarlig pracision, af trigonometriske
polynomier i 7*. Da er denne meengde netop identisk med meengden P af
periodiske funktioner, eller i symboler: '

P = H(T*)

For Weierstrass’ saetning siger nemlig P C H(7*),og P O H(T*) kan indses
pa felgende vis: Hvis (1,,) er en uniformt konvergent fglge af trigonometri-
ske polynomier i 7%, da er graensefunktionen kontinuert og periodisk, med
periode 27, da lim,_ o tp(2 + 27) = lim, o to{2).

Relationen P = H(7*) er den egentlige hovedsztning om periodiske funk-
tioner og svaret pa vores indledende spgrgsmal: En karakteristisk egenskab
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ved periodiske funktioner 27 er at de kan approksimeres uniformt af tri-
gonometriske polynomier ¢ € 7*. Etableringen af hovedsatningen hviler
pa bevis for Weierstrass’ stning. Vi har vist Weierstrass’ setning som en
umiddelbar konsekvens af Fejér’s satning, hvilket involverer brugen af Fou-
rier raekker, men beviset kan fgres anderledes. Det er en bemarkelsesveerdig
kendsgerning at s=etningen kan bevises uden at ggre brug af Fourier raekker.
Nar vi alligevel har gjort det skyldes det at fgrste spprgsmal teorien bgr
besvare, efter hoveds®tningens etablering, er hvorledes man, givet en perio-
disk funktion, kan konstruere trigonometriske polynomier der approksimerer
funktionen. Her kommer Fourier raekke teori til sin fulde ret, og problemet
lgses fuldstandigt af Fejér’s saetning.

3.6 Entydighedssaztningen og Parseval’s formel

Vi har nu bevist hoveds=tningen og dermed fuldendt vor behandling af pe-
riodiske funktioner. Vi vil imidlertid udlede nogle yderligere s=tninger, dels
for senere at kunne fastholde en analogi mellem periodiske og nzsten perio-
diske funktioner, og dels fordi vi senere skal benytte nogle sarlige resultater
om periodiske funktioner.

Entydighedssetningen siger at enhver periodisk funktion er fuldstzendig be-
stemt ved sin Fourier rakke, det vil sige at der ikke eksisterer to forskellige
periodiske funktioner med identiske Fourier raekker. Dette er en umiddelbar
folge af Fejér’s saetning. For lad f(z) og g(x) vere to periodiske funktio-
ner med identiske Fourier raekker. I folge Fejér’s szetning er Fourier rakken
summabel, lad os sige med sum s(z), og der geelder at f(z) = s(z) = g(z),
d.v.s. f(z) og g(z) er identiske.

Parseval’s formelsiger at for en vilkarlig periodisk funktion f(z) med Fourier
rakke ), c 7z ane™®, gelder:

MA{f()*} = 3 laal®
n€z
For at bevise denne satning far vi brug for nogle hjzlpesatninger.

Lemma 3.1 (Besse}’s ulighed) For en vilkarlig funktion f € P, med Fou-
rier rekke ), cz ane'™, gaelder:

M{f@)*} 2 Y |aa)?

nez
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Bevis :

Vx har f(z) ~ Y a, e"”” og betragter et trigonometrisk polynormum
tn(z) = Yoy ane’™™. Der gaelder:

M{1}(z) - tn()?) = M {(f(@) = tw(@)(F@) - in(x))}

1 27 N . o N )
@ E e | (TR - 3 me | a
n=-N n=-N
1 o d — —inz d
_ﬁ/o f(x)f( 1"7 o f(z n;Nan z
_i f ) Z ane m:r:d,v+ / Z an emxr Z an e_mmtd;z,_"'
2m Jo ny=-N np=-N
N ‘ N o
=M{f@)*} - 3 @M{f(z)e™}~ Y e, M{f(z)e-"*}
n==N n=—N
N N ) .
+ Z Z an]a—zﬁl{em]ze—mgz}
nj=—Nny==N
Men da:
. A 0 for n; # ne
Al{eln] .'L'e"lTLQ.’E} -
1 for ny, = ny
opnas:

M{|f(x) - tn(2)[*}

N N N
=M{|f(1)12}— Z Uy, — Z ana, + Z Unly

n==-N n=-N n=—N
N :
=M{f@)I’} = Y lanl?
n=-N

Venstresiden i ovenstdende er tydeligvis reel og ikke-negativ, og dermed
gaelder:

MA{If(2)I} 2 Z jan]®

n==N
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Da N kan velges vilkarlig stor, geelder derfor:

M{f@1 2 Y el

neZ

Lemma 3.2 Lad f(z) € P vere en vilkdrlig funktion, med Fourier rekke
Yonez €™ . Da kaldes funktionen

— 1 o _—
9(a) = M{f(e + 0T} = 5- [ flo+ OFD)
for foldningen af f(z), og er en periodisk funktion med Fourier rekke

g('L) ~ Z Ian|2 ein:l:

nez

Bevis :
Det er oplagt at g er periodisk, med periode 27, men vi bgr vise at g
tillige er kontinuert.

Da f er begranset eksisterer der et C sa | f(z) |< C for alle . Lad
€ > 0 vare givet. Da f er uniformt kontinuert kan der bestemmes et
6 > 0, saledes at:

€
lzi—22{<8 = [ fz) - flz2) S 5
g er da (uniformt) kontinuert for hvis | 27 — z2 |< § er:

| 9(z1) = 9(=2) |

1 2" —_— 1 27 -
=|o [T s+ 0T - o [T s+ 070 a1
L™ TRy eC
SZ_W,/(; |f($1+t)—-f(:1:2+t)|lf(t)|dtS_6:6

Fourierkoefficienterne er givet ved:

M{g(z)e™™*}
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1 /27r (i 02" f(z + t)fm dt) e " dx

27 Jo 27

. -21_"-/02”7@ <_2_1;r_ /()2# f(II: + t)e_in:c dx) dt

27 . A TRy
= o [ T@ene™ dt = 0o (T)

= an M{f(t)e~™} = anay = |a,]°

Vi kan nu bevise Parseval’s formel pa fglgende vis: Lad der vaere givet en .

vilkarlig periodisk funktion f med Fourier raekke ¥, c7 ane™. Vi dannel
foldnmgen af f(z):

= M{f(z + ) f( t)} ~ Z |“n|2 inz

neZ

En uendelig raekke 3, .z o, med komplekse led, kaldes absolut konvergent,
sifremt reekken 3, 5 |an| er konvergent. I sd fald er den konvergent med
samme sum, uanset i hvilken rakkefglge leddene adderes i. Fourier raekken
donez |an|? €= for foldningen er absolut konvergent, da.

Z ‘lan|2 eina: — Z |an|2 ‘einx — Z lan|2
nez nez nez

og rzekken 3 5 |a,|® er konvergent i folge Bessel’s ulighed. Saet s(z) =
S nez lanl? €. Rakken Yonez lan|? €™ er desuden summabel med sum
s(z), og ifglge Fejér’s sxtning gaelder:

= s(2) = 3 lanf? e

nez

Seettes z = 0 opnas:

= M{f(IOT)} = M{f(2)*} = 3 Janl®

nezZ

hvilket netop er Parseval’s formel.
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3.7 Stykkevis kontinuerte funktioner og vilkarli-
ge perioder

Vi har indtil nu kun behandlet kontinuerte periodiske funktioner, men de
opnaede resultater har gyldighed for en langt bredere klasse af funktioner.
Vi skal senere benytte et szrligt resultat om stykkevis kontinuerte periodiske
funktioner. Lad f betegne en begranset periodisk funktion, med periode
27, der er kontinuert undtagen i punkterne {n27 | n € £}, hvor funktionen
”springer”.

f(z)

=27 0 2T 4r

Vi danner Fourier raekken pa normal vis, det vil sige at

ing - 1 27r —inz
E ane hvor a,, = — f(z)e dz
2 0

nez

er Fourier rakken for f(z). Ved fuldstzendigt at felge beviset for Bessel’s
ulighed (lemma 3. 2) kan vi konkludere at M{lf(:z:)]Q} > ez laal®, dovs.
rzkken -, > |an]?, og dermed rakken Yonez |an)? €%, er konvergent.

Foldringen af f er givet ved:

1 2

yle) =5 | Jle +0)f(t) d
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og har Fourier rekke ¥, ¢z |an|? €™, Beviset for dette er identisk med.
beviset for lemma 3.3, undtagen pa et punkt. Vi ma pa ny argumentere
for at foldningen g er kontinuert, da vi ikke kan benytte det tidligere bevis,
der byggede pa at f er uniformt kontinuert. Vores redning er at for ethvert
0 < 8 < 27 er f uniformt kontinuert pa [0,27 — §]. Lad nu £ > 0 vare givet
og valg C sa | f(z)|< C for alle z. Vi valger et positivt
§ < min{2mw, %}
saledes at hvis zy,z9 € (0,27 — §] og | 1 — 22 |< § da geelder:
€
- < =
| fz) - f(z2) 1< 5

For vilkarlige =, og z7, med | z; — z, |< 6 geelder nu:

| 9(z1) = g(z2) |

27
<5 [ 1@+ 1) = Sz + 01 [
2
< %/0 f(e1 + 1) — flzs + ) dt < -29 ((27r Pt m)

<£(£+1)_5
caw\ct7Cct) "

Foldningen er saledes kontinuert, og dermed underkastet Fejér’s sztning.
Saledes er den sumfunktion for sin konvergente Fourier raekke; d.v.s.

= M{f(z + )0} = 3 laa|* ™
nEZ

Saxttes 2 = 0 i ovenstaende opnés Parseval’s formel, og vi har dermed vist
at den stykkevis kontinuerte funktion f opfylder Parseval’s formel. Vi skal
senere benytte denne kendsgerning i beviset for entydighedssztningen for
nzesten periodiske funktioner.

Alle funktioner vi har betragtet indtil videre har veeret periodiske med pe-
riode 27. Et simpelt variabelskift z%F = z’ g¢r det muligt umiddelbart at -
generalisere de opnaede resultater, til kontinuerte periodiske funktioner med
vilkarlig periode T. Er f(z) sileédes periodisk med periode T, er Fourier

- rakken givet ved:
I) ~ Zanein(z%.)x
hvor Fourier konstanterne er

. 2w T . om
an = M{f(@)e™"F)2) = = [ fla)eminPe dg
. 4]
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Kapitel 4

Udviklingen i det 19.
5rhundrede

I afsnittet om periodiske funktioner har vi indirekte vist, at konvergens naep-
pe er det smarteste begreb at anvende i forbindelse med trigonometrisk raekke
reprasentation af en funktion, men derimod at summabilitet er fikst. I det
felgende skal udviklingen henimod summabilitet skildres.

Efter at Fourier havde faet sine ideer fremfgrt, kom naeste konstruktive bi-
drag fra Dirichlet. Han formulerede og beviste i 1829, at hvis han antog
at funktionen der skulle skrives som en trigonometrisk rakke opfyldte visse
betingelser, sa ville reekken vare konvergent mod funktionen. Betingelserne
fremgar af nedenstdende oversatte uddrag af Dirichlets tekst!:

4.1 Dirichlet om Fourierrakker.

Vi er nu klar til bevise at rekken der representerer en arbitrer
funktion mellem givne grenser er konvergent. Den linie vi vil
folge i beviset, vil bevise at rekken er konvergent og pd samme
tid bestemme rekkens verdi. Lad f(2) vere en funktion af z
med en finit bestemt veerdi for ethvert x mellem —7 og 7, og lad
0s antage vi gnsker at udvikle denne funktion i en trigonometrisk

)
'uddraget er hentet og oversat fra Garrett Birkhoff’s ‘A Source Book in Classical
Analysis’
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reekke af hele multipla of z. Soﬁ”i bekendt ser den rekke sdledes
ud: ‘

cosz [ f(a)cosada + cos2z [ f(a)cos 2ada + - - -

1
*) o= | fl@)da+ =
2n / i sinz [ f(a)sinada + sin 2z [ f(a)sin 2ada + - -

De integraler som bestemmer de konstante koefficienter har green-
serne @ = —7 til @ = 7 og z varierer mellem —7 og .

Se pa de forste 2n + 1 led og undersgg hvilken sum dette udtryk
gar mod for voksende n. Denne sum kan skrives som:

;rl‘ _7; f(a)da [% +cos(a —z) +cos2(a — z) + -+ - + cosn(e.— z)]
eller ( » |

I sin(n + 3)(a-z

A P e

Det hele er nu reduceret til en bestemmelse af den graensevaerdi
som dette integrale gar imod for » gaende mod uendelig. Med
dette for gje dekomponeres udtrykket i to med graenserne hhv.
—m til z og « til . Hvis vi substituerer @ med z — 243 i det
forste og med 2 + 28 i det andet og ser bort fra faktoren iser
udtrykkene ud som falger %:

= sin(2n + 1)8

ﬂif .
7 sin(2n + 1)8 /

—_— flr — 2/3)df3
| e -2 og [ TR (e +28)d
Betragt det andet af disse udtryk. Idet z < m, sder 0 < |T5%| <
m. Hvis 5% = 0, hvilket sker ndr z = w, s& forsvinder integra-

let for alle n; i alle andre situationer vil det konvergere, nar n
vokser, mod en greenseveerdi som vi vil bestemme. Antag der-
for at 5% < Z og bemark at funktionen f(z + 28) kan have
diskontinuiteter® mellem 8 = Qog 3 = L";zl‘l, og at den osse kan
have adskillige maxima og minima i dette interval. Lad os med
I < U <" < 1) angive de veerdier for 8 hvor disse betingelser
holder, og lad os igen dekomponere vores integrale i andre med

%I kilden mangler f i det andet integrale
3solutions of continuity
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grenserne 0 til , 1 til I osv. op til Z5£. Alle disse integraler vil
ga mod nul for voksende n med undtagelse af det fgrste, som gar

mod ﬁ(;_*)

Her fplger nogle overvejelser dels omkring z < 0 og dels for det andet integra-
le af samme art som ovenstiende, som ikke er signifikate for denne opgave.
Bevisuddraget viser hvorledes Dirichlet argumenterer. Han har tidligere i
sin tekst vist at

Jo f(z)SRnE dz — 3 £(0)
_ forn — o
j;)C f('a:)Slnn.L‘ dl_ —_— 0

sinx

under forudsaetning al 0 < b < ¢ € £ og at f(z) er monoton i intervallet
g 7 08

[b,c]; og det er disse forhold, han baserer sin efterfalgende konklusion pa. Vi
kan nzevne at r ma vere endelig, om end det ikke er naevnt i teksten.

Resultatet er at:

Ovenstdende bevis deekker alle situationer; mest simpelt ndr ver-
dien for z tkke er et diskontinuitetspunkt. Ganske enkelt fordi
f(zt) og f(z™) er lig med f(z) i det tilfelde, og det er da, klart at
rekkens verdi er f(z). Ovenstdende betragtninger beviser rigori-
stisk, at hvis en funktion f(z) som er antaget at vere begrenset?
kun har et endeligt antal diskontinuiteter mellem grenserne —n
og ™ og derudover har et endeligt antal mazima og minima imel-
lem disse grenser, sd er reekken (%) med koefficienter bestemt af
definitte integraler af funktionen f(z) konvergent og har verdien

HSa*) + f(a7).

Sa langt holder beviset, men Dirichlet har vel ikke vaeret helt tilfreds med
ikke at fa dakket alle funktioner, og han fortsaetter:

Herefter resterer betragtninger over de situationer, hvor de an-
tagelser, vi har gjort om antallet af diskontinuiteter, mazima og
minima, tkke lengere holder. Disse undtagelser kan reduceres til
dem vi netop har betragtet.

“bounded and single-valued ("finite and determined”)
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Her ved vi i dag, at Dirichlet ikke havde ret. Omkring betingelserne for
raekkens konvergens mod funktionen sammenfatter Riemann senere Dirich-
lets betingelser i3:

Det folger fra dette at en trigonometrisk rekke kan benyttes til
at reprasentere enhver periodisk funktion med perioden 2w som

1. er integrabel

2. har endeligt antal mazima og minima®

3. i ethvert springpunkt antager middelverdien mellem gren-
severdierne

En funktion der opfylder de to forste betingelser, men tkke den
8. kan tydeligvis ikke representeres af en trigonometrisk reekke
fordi rekken der representerer funktionen netop vil afvige 1 di-
skontinuitetspunktet. Om en funktion, der ikke tilfredstiller de to
forste betingelser, kan representeres af en trigonometrisk rekke,
er endnu tkke afklaret.

Riemann drejer af her for at underspge integralbegrebet. Bade han og Di-
richlet menes at have troet, at en tilstreekkelig betingelse for konvergens
af den trigonometriske raekke var, at funktionen var kontinuert. Om disse
funktionsbetingelser skal det i gvrigt bemzerkes, at de er for generelle. Der
findes for eksempel funktioner, der er ubegransede i intervallet eksempelvis
71n(2cos %m), som har en konvergent reekke med undtagelse af intervalgraen-
serne, hvor raekken kan siges at ‘divergere mod funktionen’. Men kontinuitet
alene er ikke en tilstraekkelig betingelse og P. Du Bois -Reymond” var den
forste, der udviklede en kontinuert funktion med divergent Fourier raekke.
Dels dette funktionseksempel og dels en fornyet interesse for de ‘forbudte’
divergente raekker gjorde, at man udviklede nye metoder til at summere si-
danne rakker. Man gnskede at kunne tillzegge reekken en sum, og man ville
spge at fa afklaret, hvad man i givet fald ville forstd ved et sddant tal, som
raekken jo givet ikke konvergerer mod. Opblomstringen pa dette felt skal ma-
ske osse ses i lyset af andre tidligere tabu omraders successer, fx. indenfor
geometri.

*uddrag fra samme kilde
Sher m& menes i et endeligt interval
"Se Appendix E
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Figur 4.1: %ln (2cos %au) og rakken Y ii):l——’ﬂ cosnz med de hhv. 5 og 50
fgrste led '

4.2 Summabilitet

Euler havde tidligere tillagt divergente rakker en sum udfra den brgk rekken
var udviklet fra. For eksempel fik han at :

1

log 42 —231+...=
T+ X ” + [Tz

hvorfor ;i er summen af 1 —z 422 — 24 ... Et af problemerne ved denne
definition er, at den anvendt slgset kan give forskellige resultater (alt kan vel
det hvis man slgser grundigt nok). Szt eksempelvis z = 1 i ovenstiende;
det giver reekken 1 ~1+4+1~1+1—1+--- med den kendte sum 1. Men

samme rakke kan fremtrylles udfra brgkerne ; ::fzg og 1=2%. I det forste

tilfeelde far raekken, stadig for 2 = 1, vaerdien -g—; men det kan diskuteres, om
den udviklede rzekken er helt identisk med den fra Tﬁ’ idet der ‘mangler’
nogle led. Vedrgrende den anden brgk kan vi konstatere, at vi er helt pd
den med hensyn til vaerdien for z = 1, igvrigt uafheengigt af n og m. Dens

udvikling indeholder omvendt muligvis for mange led, men da os bekendt
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ingen har slet fast, hvilke led man skal tage hensyn til, er man kort sagt

pa herrens mark ved anvendelse af denne metode. Det er som et spil, hvor
fantasien er et ‘prgv lykken’ kort. Som tidligere nzevnt havde Euler dog en
utrolig fornemmelse for dette spil, og det skal osse fastslas, at ovennavnte
absolut ikke var den eneste metode, han anvendte.

I slutningen af det 19.arhundrede sa man pa en divergent rakke 32, a, og

definerede afsnitssummen
n

og tillagde raekken summen

. so+s1+ - +s,
Sn = lim
n—0o n+ 1

Altsa faktisk middelvaerdien af afsnitssummerne. Hvis vi atter ser pa reekken
1-14+1-141—-1+4---farviat s = 1,8, =0 ({ er et lige tal, u et ulige)
og dermed Sp = 1,57 = %,Sz = %,’ Sy = % osv. hvoraf det fremgar at

1
Sn—>§ for n — oo

og razekkens sum er derfor %

Det er til gengzeld nemt at vise at maden at summere pa ikke er generel nok.
Hvis vi ser pd felgende divergente raeekke for z = 1

~1422—322 +42% ...

har vi at
so=—1,8; = 1,8 = —2,83 = 2,84 = —3 osv.

og dermed vil S, svinge mellem ydergrenserne —1 og 0. De fgrste par
stykker er
So=-1,5=0,85,= —§,53 =0,5 = —%’

og det ses at §,, = 0 mens §; — —1, sdledes eksisterer lim,— .. S, ikke. Man
indfgrte derfor summabilitet af orden r ved ikke kun at tage middelvaerdien
af afsnitssummerne, men middelvaerdien af middelvzaerdien af ... indtil den
r’'te middelveerdi. Det var egentlig Holder der lavede der generalisering, men
den er blevet navngivet efter Cesaro, formodentlig fordi hans metode dels
er akvivalent med ovenstacnde samtidig med at den skulle vare lettere at
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regne med (vi har ikke prevet). Mere formelt ser Hélders definition siledes

ud:
SO =

1
Sp = 39) = — (sgo) +s£°)+s§°)+---+s$?))_

1 1 1 1
= g (Do o)
1
(r) _ () r) (r) , ... ()
Sn = n+1(30 +3; +s; + +Sn)

()

og raekken siges at vaere h’te ordens summabel safremt limy, oo s eksiste-
rer. Hvis vi ser pa eksemplet fra for —1 + 2z — 322 4+ 42° — ... stadig med
z =1 far vi '

2 2 I 2 3 (2 )
38 ) = —l,sg ) - —5,5(2 ) = —5,3(3 ) = 12
med det tilfredsstillende resultat at lim,—eo 3512) = ——}1—. Tilfredsstillende, -

fordi vi ved, at raekken er udviklet fra brgken _(ITIJ:)T' »

Der findes andre mader at summere pa, Cesaros viste sig at vaere den samme
som ovenstdende, men tidligere havde i hvert fald Abel arbejdet med en
metode som har visse felles treek med en af Eulers metoder. Abel si pd
divergente rakker

ag+ a1 +ag+ -+

og bemarkede, at det var meget almindeligt, man fandt summen ved at
opskrive polynomiet (potensrakken) '

a0+a1z+a2x2+---

og for eksempel derefter finde en brgk som polynomiei kunne udvikles fra.
Summen ville s vaere vardien af denne brgk for z = 1. Dette giver lidt af
forklaringen pa, at man kunne tale om for mange og for fa led i brgkudvik-
linger, da z i polynomiet optraeder netop en gang i hver naturlig eksponent.
Han papegede si, at hvis polynomiet var konvergent for ¢ < 1, at man
istedet kunne arbejde med polynomiet for z — 1.

-~
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4,3 Zeta-funktionen

Riemann gav, som vi tidligere har navnt, nogle bidrag der fandt anvendelse
inden for de periodiske funktioner. Det vi imidlertid vil se pa nu, er hans
arbejde vedrerende Eulers funktion:

som Riemann gav navnet: Zetafunktionen

Allerede Euler havde vist at der galder at

()= n* =l -p*)" = ] pip} — 1)
1 k=1 k=1

n=

hvor pi er det k’te primtal

Bevis :

For Re(z) > 1 er 372, n~* konvergent. Da primfaktoroplgsning er
entydig®, har vi

a:Z:n'2 =N
n=1

a—1+1+1+1+

- 92z 3z 4z =

1 1

TRttty @
1 1 1 1 1

1 Va=14 — 4 — 4 — 4 —...

( 22)(1' +3z+5z+7z+gz <
1.1 1 1 1 1

] - —)—g = — + —

U-FgFe=gteEtm o <
1 1 1 1 1 1

1 -Vl — —la=14 — 4 — 4 — 4 _—_...

-g)i-gle=l+ o+ ot had

8Se Appendix C.2
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1 1 1 1

(1- X‘§3:=§+%ﬁ§§+w
1 1
(1—27)(1—3-;)(1'5;)‘1—“‘ tost t

11‘ 132 " 177

(1= )1 = )= )= )= )40 = )

= 1
a=J](-p)
k=1

Saledes kan det altsa ses, at der er en sammenhzng mellem denne funktion
og primtallene, og det viser sig at man udfra funktionen kan konkludere om
primtallenes fordeling.

Ved en Dirichlet raekke forstas en rakke af formen

o0
n=1

hvor a,, er en fglge af komplekse tal, A, er en fglge af reelle tal og 2 er en
kompleks variabel. I 1880’erne viste den danske telefoningenigr Jensen udfra
studiet af disse rakker, at der eksisterer en vertikal skillelinie zog + iy i den
komplekse plan saledes at raekken D(z + iy) er konvergent safremt T >z
og divergent nar z < g

Zetafunktionen er en Dirichlet raekke

5 oo
C(Z) — Z n-% = Z e—zlogn
- n=l1 n=1}

altsa med a, = 1 og A\, = — logn. Hvis vi ser pa funktionens konvergensfor-
hold for en reel variabel, er det klart at den vertikale skillelinie er v = 141y, -
da

netop er konvergent for z > 1, og divergent for z < 1.
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Det omrade som er specielt interessant i forbindelse med zetafunktionen
er beklageligvis det omrade hvor 0 < Re(z) < 1. For at kunne arbejde
med funktionen der, ma den udvides analytisk (ggres differentiabel, med en
kontinuert afledet funktion) til at geelde i hvert fald i omradet Re(z) > 0
dog forskellig fra 1. Dette kan for eksempel ggres siledes:

Vi ser pa rackken

o0

w(z) = Z(—l)"n'z, hvorved vi kan fa
n=1
w(z)+((2) = 2'7*((z) som for 2% # 1 giver
1
((2) = == e
1 oo
() = Fym—7 (="
3T

Nar interessen samler sig om dette omride, skyldes det den endnu ubevi-
ste Riemannhypotese om, at zetafunktionens eventuelle nulpunkter alle har
Re(z) = 3. Nar funktionen er, udvidet er det i dag let at spge nulpunk-
ter via computer, og man har beregnet, at indenfor de forste par millioner
imaginzere enheder holder hypotesen. Det er tillige bevist i begyndelsen af
dette drhundrede, at zetafunktionen har uendelig mange nulpunkter pa lini-
en % + iy, men det er jo ikke det samme som, at de allesammen ligger pa

linien.

4.4 Harald Bohrs udgangspunkt

Harald Bohr blev fgdt i 1887. Han var sgn af professor i fysiologi, Christi-
an Bohr og Ellen Bohr, datter af den fremtradende forretningsmand David
Adler, der oprettede savel Handels- som Privatbanken og desuden var fol-
ketingsmand. Lige fra barnsben var llarald, som sin to ar zldre bror Niels,
intenst interesseret i videnskab, og allerede som 17-arig begyndte han pa ma-
tematikstudiet ved Kgbenhavns Universitet. Han m3 have veret en flittig
og talentfuld student, for i en alder af blot 23 ar, forsvarede han med held sin
doktordisputas: Bidrag til dc Dirichlet’ske rekkers teori. 1 denne afhandling
indskraenkede Bohr sig til at betragte de oprindelige Dirichlet raekkere hvor
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’

e e e Py ——

Figur 4.2: C(%x + iy) for y € [0, 25] med et forstgrret udsnit

An = — log(n), det vil sige reekkerne:

) )
Z ann—z - Z ane—(logn)z
n=1 n=1

Bohr styrkede resultatet om konvergens til hgjre for en lodret skillelinie ved
at benytte summabilitet fremfor konvergens. Han viste blandt andet, at der
eksisterer en uendelighed af skillelinier zq + iy, z; + iy, z2 + 4y, .. ., saledes at -
raekken er summabel af r'te orden hvis z > z,, men ikke hvis ¢ < z, Disse
linier er ikke ngdvendigvis forskellige, og Bohr viste tillige at deres indbyrdes
afstand dels er aftagende og dels maksimalt er 1.

Efter sit indledende arbejde med Dirichlet reekker, vendte Bohr en overgang
sin interesse mod Riemanns zetafunktion, hvor han sammen med Landau
udforskede funktionens opfersel i den kritiske strimmel 0 < Re(z) < 1. Det
fgrste de viste sammen var at funktionen begynder &t opfgre sig maeerkeligt
allerede i den yderste kant af strimlen og ikke som man da troede forst inde
omkring Re(z) = 1. Det lykkedes at bevise, at funktionen enten antog alle
vardier overhovedet eller osse alle vaerdier med undtagelse af netop en nzer
strimlens kant. Det viste sig at veere det sidste der var tilfzeldet, hvor und-
tagelsen netop var tallet 0. T det videre arbejde fik de udfra den beslagtede
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funktion (1 — 217%)((2) vist, at de fleste rgdder ligger teet pd Re(z) = 3.
Omtrent samtidig godtgjorde Hardy, at der var uendelig mange nulpunkter
for Re(z) = 1, og disse to resultater var i hvert fald stadig op til 1970’er-
ne de starkeste bidrag til en afklaring af Riemanns hypotese. Harald Bohr
skrev faktisk pa den tid sammen med Littlewood en tekst om Zetafunktionen
og dens anvendelse overfor primtallene, som dog aldrig blev udgivet. Sene-
re, efter at have vaeret medforfatter pa en lerebog om matematisk analyse,
vendte han sig igen imod Dirichlet raekker. Han skriver selv, at det lykkedes
ham at bryde igennem at alment problem, som havde optaget ham i laengere
tid. Han ville gerne finde ud af hvad der var karakteristisk for de komplekse
funktioner, der kan repraesenteres som en Dirichlet raekke. Problemet min-
der om 1800-tallets arbejde med Fourier raekker, og ligesavel som datidens
resultater var delvise, kan det diskuteres i hvor hgj grad det lykkedes ham,
for problemet er utrolig komplekst og efter vores mening endnu ikke afkla-
ret tilfredsstillende. Han undersggte nogle sartilfelde og et uventet resultat
af dette blev til en helt ny teori: Teorien om nasten periodiske funktioner.
Hvilke problemer Bohr oprindelig havde stillet sig helt preecist er uvist. Hvis
vi ser pa hans beslegtede arbejder, kan man dog tznke sig, at han enten
blot ville videre i sin viden om Dirichlet raekker, eller mere sandsynligt er det
dog, at han forsggte at na lengere i gadden om zetafunktionens nulpunkter.
Det er blandt andet muligt, at han sggte at {4 Fourier rakker til at ga op
i en hgjere enhed med de forskellige udviklinger af zetafunktionen. Uanset
hvilke mal han oprindelige har udset sig, naede han dem formodentlig ikke,
men han fandt til gengeld pa vejen grundstenene til den teori, der skulle
blive hans store bidrag til matematikken.

Bohr betragtede Dirichlet raekker pd en vertikal linie, det vil sige lad z =
To 4ty hvor zg er vilkarlig men fastholdt. Hvilke funktioner f(zo+ ¢y) kan
da reprasenteres ved raekken

[o ] o0
Z anetn(zotiv) o Z bpe*n¥ | hvor b, = a,e %0
n=1

n=1

Bemark at Dirichlet raeekkens konvergens er sikret hvis raekken 3 |b,| er
konvergent. I underspgelsen er det nu tilstraekkeligt at se pa komplekse
funktioner af reel variabel, da z er bundet til en linie fremfor at kunne lgbe
frit i den komplekse plan. Spgrgsmalet kan nu reformuleres til hvad der
karakteriserer de funktioner, der kan skrives som:

f(y) = Z bnei,\"y
n=1
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og approksimeres uniformt af et endeligt udsnit af rakken, dvs. et trigono-
metrisk polynomium. Man kendte svaret i et specielt tilfeelde pa forhand:
Hvis den reelle fglge (A,) velges s alle led er hele multipla af en vilkarlig
konstant (f.eks. A, = % for et passende p), opnds netop alle de kontinhe:-
te periodiske funktioner med en periode, der afhaenger af det tal A, er hele
multipla af (i eksemplet perioden p). Denne binding pa A, er restriktiv, og
det var Bohrs gnske at karakterisere funktioner for en vilkarlig reel talfglge
(An). Herved ledtes han netop til studiet af de naesten periodiske funktioner.

Dette er ganske interessant, for det viser at teorien for naesten periodiske
funktioner ikke blev udviklet udfra et gnske om at generalisere teorien for
periodiske funktioner, men derimod udfra studiet af Dirichlet raekker; og selv
i studiet af disse raekker er teorien et biprodukt. Bohr gnskede jo generelt
at beskrive de komplekse funktioner, der kan repreesenteres ved en Dirichlet
raekke, men udviklede teorien ved blot at betragte de af rakkerne, der er
bundet til en vertikal linie.

Inden han niede til vejs ende, havde stien varet hullet og stenet. Han havde
oprindelig forspgt at arbejde med andre definitioner pa nasten periodicitet,
end den han sluttede med, men disse havde pa forskellige mader vist sig at
veere blindgyder. Hans originale tekster indeholder ligeledes en del ‘tunge’
beviser, og det var kun lykkedes for Bohr at opna en del af det han ville, om
end hans udvikling af selve teorien var szrdeles succesrig. Disse forhold kan
have vzeret medvirkende til at anspore andre matematikere til at arbejde -
med teorien.

Bohr’s resultater blev publiceret i 3 artikler i Acta Mathematicai arene 1924-
26. I de 2 forste artikler, der begge var temmelig omfangsrige, formuleres
teoriens problem, og hovedsatningen bevises. I den 3. noget kortere artikel
behandlede Bohr naesten periodicitet for komplekse funktioner af kompleks
variabel, hvor han nar til at se pa analytiske nasten periodiske funktioner

og deres korresponderende Dirichlet raekker. Nar vi senere referer til Bohr’s .

artikler menes disse tre, iser de forste to.
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Kapitel 5

Nzesten periodiske
funktioner

5.1 Indledning

Vi har tidligere bevist den fundamentale identitet
P=H(T")

mellem mangden af periodiske funktioner, og afslutningen af meengden af
trigonometriske polynomier med heltallige frekvenser. Vi skal nu arbejde
med den stgrre meaengde 7 af trigonometriske polynomier. Vi erindrer at
ethvert ¢ € 7 kan skrives som:

*
Hz) = Z ane"\‘”JE
n

hvor koefficienterne a, er komplekse og eksponenterne A, er reelle. Vi af-
slutter 7, d.v.s. betragter maengden H(7) af funktioner der approksimeres
uniformt af trigonometriske polynomier.

Vores sigte er nu at beskrive de egenskaber der kendetegner funktionerne i
H(T), eller anderledes formuleret: Beskrive hvad der karakteriserer de be-
vagelser | planen, der kan oplgses i rene svingninger af typen €'*®. Dette
er en reel udvidelse af det periodiske tilfeelde, for der tillod vi kun de re-
ne svingninger at antage heltallige frekvenser. Dermed blev de ‘indbyrdes
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harmoniske’, i den forstand at de alle har perioden 27 til faelles. Det er
ikke lzengere tilfeldet, for da frekvenserne nu kan antage alle reelle veerdier,
“ kan forholdet mellem to harmoniske svingningers periode vzere irrationelt,
og de vil da ikke have nogen fxlles periode. Generelt er funktionerne i H(7)
derfor ikke periodiske, men H(7) indeholder alle (kontinuerte) periodiske
funktioner, d.v.s. P = H(T*) C H(T)da T* C T.

Den karakteristiske egenskab ved funktionerne i-H (7°) er naesten periodicitet.
-Hovedsaetningen om naesten periodiske funktioner er derfor relationen

[£ = H(D)]

hvor F betegner mengden af nasten periodiske funktioner.

T udviklingen af hovedszetningen vil det maske vaere mest naturligt at tage
udgangspunkt i mengden H(7T), og forspge at finde de egenskaber der besid-
des af alle funktioner i H(7), og kun af funktioner i H(7). Disse egenskaber
kan da indga i en definition af nwmsten periodicitet. Det ma have varet den
vej Bohr oprindeligt arbejdede. 1 bagklogskabens navn vil vi dog gé frem i
modsat retning. Ferst defineres naesten periodicitet, og med udgangspunkt
i meengden F, viser vi at denne er identisk med H(7). Fremgangsmaden
er stort set den samme som for periodiske funktioner, men teorien er langt
mere kompliceret, og vi far brug for en lang rakke resultater. Farst vises
nogle simple egenskaber ved nzesten periodiske funktioner (uniform kontinu-
itet, F er et vektorrum etc.). Dernaest opbygges en Fourier raekke teori, og
efter bevis for entydighedssatningen og Parsevals formel, er hovedsatningen
indenfor raekkevidde.

Indholdet i dette kapitel svarer nogenlunde til den teori Bohr praesenterede
i sine forste to artikler, men formen er anderledes. Forst og fremmest er de
vigtigste beviser gengivet i senere, og sterkt simplificerede, versioner.

Da vi diskuterede hovedsztningen P = H(T™*) for periodiske funktioner,
sa vi hvor simpelt det er at vise P D H(7*). Det egentlige problem er at
vise Weierstrass’ saetning P C H(T*). Tilsvarende er det forholdsvis enkelt
at vise 7 D H(T), men langt vanskeligere at bevise udsagnet ¥ C H(7T)
(der kaldes approksimationssatningen). Approksimationssatningen kan, li-
gesom Weierstrass’ satning, bevises uden brug af Fourier raekker. Men som
i det periodiske tilfelde bor teoricn tillige besvare spargsmalet: Huvorledes
kan man bestemme trigonomelriske polynomier, der approksimerer en given
neesten periodisk funktion?  Igen er det her Fourier raekker opnar deres
betydning. Som for periodiske funktioner er der en dyb forbindelse mellem
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en naesten periodisk funktion, og den tilhgrende Fourier raekke. Spgrgsmalet
besvares ikke i Bohr’s oprindelige teori, men vi vil diskutere det i slutningen
af kapitlet, og lgse problemet ved at bevise Bochner’s summatlonssaetnxng,
der er analog til Fejér’s seetning for periodiske funktioner.

5.2 Definition af nsesten periodicitet

Definition 5.1 En mengde af reelle tal siges at vere relativ tet, hvis der
eksisterer et positivt tal L (inkluderingslengden), sd ethvert interval af leng-
de L indeholder mindst et element fra mengden.

Eksempelvis er {np|n € Z} for et reelt p # 0 en relativ tzt maengde, mens
det ikke er tilfeldet for {n®|n € Z}. :

Definition 5.2 Tallet T siges at vere et forskydningstal (eller en nesten
periode) for funktionen f hgrende til ¢, hvis der geelder:

|flz+7)- f(2)|<e  forallez €R

Vi betegner forskydningstal 7(¢) eller 77(¢), og mzengden af alle forskyd-
ningstal hgrende til et givet ¢ betegnes {7(¢)} eller blot {r(¢)}.

Definition 5.3 En kontinuert funktion f : R — C for hvilken der til
ethvert ¢ > 0 findes en relativ tet maengde af forskydningstal, kaldes
nesten periodisk.

Enhver (kontinuert) periodisk funktion er dermed nesten periodisk. For
har funktionen periode p, da er {np | n € Z} en relativ teet maengde af
forskydningstal, herende til ethvert ¢ > 0.

Da vi behandlede periodiske funktioner kunne vi indskranke vore betragt-
ninger til et begraenset og afsluttet interval (f.eks. [0,27]), der er reprasen-
tativt for funktionerne. Saledes kunne vi problemfrit definere middelveerdi
og slutte at enhver periodisk funktion er uniformt kontinuert og begranset.
Desuden er det oplagt at summen og produktet af to periodiske funktioner, i
sig selv er periodisk med samme periode. Intet af dette er oplagt for nesten
periodiske funktioner. 1 det fglgende vil det vaere ngdvendigt at bevise bl.a.
disse simple egenskaber, for vi kan introducere Fourier rakker.
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53 Simple egenskaber

Szetning 5.1 Enhver nesten periodisk funktion er begrenset, d.v.s. der
eksisterer et reelt tal C sa |f(z)| < C for alle .

Bevis :

Da f er nesten periodisk eksisterer der et tal L(1) sd ethvert interval
[a,a+ L(1)] indeholder et forskydningstal 7(1) for f hgrende til ¢ = 1.
Der eksisterer et C' sd |f(z)| < C for alle z i det kompakte (afsluttede
og begransede) interval [0, L(1)]. For et vilkarligt z findes der et for-
skydningstal 7(1) sd (2 + 7(1)) € [0, L(1)], og dermed fés:

@) < 1£(@) = fa+ T+ |fa + T S C +1
d.v.s. f er begranset. a

Saetning 5.2 Enhver nesten periodisk funktion er uniformt kontinuert.

Bevis :

Betragt en vilkarlig neesten periodisk funktion f og lad € > 0 vere
givet. Velg inkluderingsleengden L = L(§) siledes at ethvert interval
af leengde L indeholder et forskydningstal for f hgrende til £.

f er uniformt kontinuert pa det kompakte interval [-1,L + 1}, d.v.s.

vi kan bestemme et positivt § (< 1), saledes at for vilkarlige punkter

Y1,y2 € [-1, L + 1] med |y, — yo| < 6 gaelder: |f(yh — 32)] £ 5.

Lad nu z; og z; veere vilkarlige punkter med |z, — z,] < §. Et for-
- skydningstal 7 = 7(§) kan bestemmes siledes at y; = 1 + 7 ligger i

[0,L] og y2 = z2 + 7 ligger dermed i [-1, L + 1]. Da gelder:

|f(21) = f(22)]
<) = fly)l + 1 f (1) = Fy2)] + 1 f(y2) = f(z2)]

£ £ &
<_+._+._—
3 3 3 £
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Korollar 5.1 Givet en vilkdrlig nesten periodisk funktion f og et € > 0,

eksisterer der en inkluderingslengde Ls(c) og et & > 0 sdledes at ethvert
interval af lengde Lg(e) indeholder ikke blot éet forskydningstal 74(e), men
et helt interval af lengde & bestiende af forskydningstal 74(e). :

Bevis :

Lad L = Ls(§) betegne en inkluderingslzengde for f hgrende til § og
6 = 6(§) veere valgt i henhold til den uniforme kontinuitet, d.v.s. sa-
ledes at:

lzg — 22| <8 = |f(z1)— f(z2)] <

N ™

I et vilkarligt interval [a,a + L] af leengde L, vil der kunne findes et -
forskydningstal 7 = 74(5) for f herende tit §. Vi bemarker nu at

ethvert tal 7 + 7, hvor |r] < 4, er et forskydningstal for f hgrende til - '

£, og intervallet [ — é,7 + 8] er indeholdt i [a — b,a + & + L]; d.v.s.
ethvert interval af lzengde L + 26, indeholder et interval af lzengde 25,
der bestar af-lutter forskydningstal 7¢(¢). a

Seetning 5.3 Huis f er en nesten periodisk funktion og ¥ : A — C er en
kontinuert funktion, defineret pa en mengde A C C der indeholder ofslut-

ningen f(R) af verdimengden for f; da er Y(f(z)) en nesten periodisk
funktion. '

Bevis :

Det er indlysende at ¥( f(z)) er kontinuert. Da f er begraenseter f(R) -

kompakt. En kontinuert funktion er uniformt kontinuert pa en kom-
pakt mangde, d.v.s. ¥ er uniformt kontinuert pa f(R), og specielt pa
f(R). Altsa findes til ethvert ¢ > 0 et § > 0, sa:

[¥(c1) ~ Y(cp)| <€ for |er—col <6

og dermed gelder:

¥(f(z+ 7))~ ¥(J(@)<e  for |flz+7)-flz)| <6
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Ethvert forskydningstal 7(8) for f er altsd et forskydningstal r(¢) for
U(f(z)), der sdledes er nasten periodisk. O

Korollar 5.2 Hvis f(z) er en nesten periodisk funktion, da er — f(z),

|f(@)|, f(z), Re(f(z)), Im(f(z)) og cf(z) for vilkdrlige c € C, nasten peri-
odiske funktioner.

Bevis :

En umiddelbar konsekvens af saetning 5.3. o

For enhver nasten periodiske funktion f(z), og et vilkarligt k¥ € R er funk-
tionerne f(kz) og f(2 + k) naxsten periodiske. ‘Tilfeeldene er ikke inkluderet
i s®tning 5.3, men er ganske indlysende. Vi bemaerker desuden at ﬁ er
nasten periodisk hvis og kun hvis afslutningen af veerdimaengden for }1kke

indeholder 0, d.v.s. hvis der eksisterer et a > 0sd | f(z) |> a for alle z.

Lgst formuleret siger korollar 5.2 at simple operationer med en funktion,
bevarer nasten periodicitet. Vi ensker at vise at ‘simple operationer’ med
et endeligt antal naesten periodiske funktioner ligeledes bevarer naesten pe-
riodiciteten. Eksempelvis at summen og produktet af to (eller flere) naesten
periodiske funktioner, er en nasten periodisk funktion. Til dette skal vi
bruge fglgende lemma:

Lemma 5.1 Lad f og g vere nesten periodiske funktioner. Givel et € > 0
vil mengden af felles forskydningstal for f og g hgrende til € vere relativ
tet. D.v.s. for alle e > 0 er mengden:

{rs()}N{a(e)}

relativ taet.
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Bevis :

For f valger vi et positivt Ly = Ly(£) og et §; > 0, siledes at ethvert =

interval af lzengde L; indeholder et interval af lzengde §; bestiende af . -

lutter forskydningstal 74(§) for f herende til 5. Dette kan gores ifglge
korollar 5.1. Tilsvarende valges L, og 6, for g. Saet:

L =max{L;,L;} og A =min{s,b,}

For bade f og g galder nu at ethvert interval af leengde L, indeholder
et interval [a,a + A] bestdende af forskydningstal hgrende til . Spe-
cielt kan vi valge forskydningstal der er hele multipla af A; d.v.s. i -
et vilkarligt interval [a,a + L] kan vi vlge forskydningstal 7; og 7,
for hhv. f og g herende til §, siledes at: (7y,7y) = (nA,mA), hvor
n,m € Z. Et sadant par af forskydningstal kaldes intervallets konfigu-
ration. Ethvert interval af leengde L har en eller flere konfigurationer.
Har et givet interval flere konfigurationer, udvelger vi blot en af dem
og omtaler den som intervallets konfiguration. Hermed opnas at hvert
interval, af lengde L har en og kun en konfiguration. To konfiguratio- -
ner (17,7g) og (7§, 7,) siges at veere kongruente hvis 7y —1; =1, ~ 7,
eller tilsvarende hvis 7y — 7, = 7 — 7.

For et vilkarligt interval [¢,a + L] med konfiguration (7s,7,) geelder
| 7/ — 75 |< L. Desuden er sivel 7; som 7, et helt multiplum af
A, og dermed er differensen 77 — 7, ligeledes et helt multiplum af
A. Differensen kan saledes kun antage endeligt mange verdier, da
T —Tg =nlA,n € 2 og | nA |< L. Dermed kan vi udvzlge et endeligt
antal intervaller: '

[a',a' + L),[a% a® + L],... . [a",a" + L]

med tilhprende konfigurationer:
(o) (Thrd)s e ()

saledes at for et vilkarligt interval af leengde L vil den tilhgrende
konfiguration, veere kongruent med en af konfigurationerne (77,77),
n=12,...,N.

Saet nu M = max{| 7} |,| 7} |,...,] 7 |}. Vi vil vise at ethvert
interval [a,a + L +2M] indeholder et fzlles forskydningstal 7 for f og
g, herende til €.

Lad (74,7,) veere konfigurationen for et vilkarligt interval [a+ M,a +
M + L}. Der findes et n € {1,2,...,N} sa (14, 7,) er kongruent med
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(r7,74). Tallet r = 7y = 77 = 7, — 77 vil da tilhgre intervallet [a,a +
L+2M),dars€fat+ M,a+ M+ L)og| 7} |< M. Desuden vil 7
veere et forskydningstal for f og g hgrende til ¢, da det er differensen
af to forskydningstal hgrende til §. o

Szetning 5.4 Huvis f og g er nasten periodiske funktioner, og ¥ : A — C
er en kontinuert funktion defineret pd en maengde A C C? der indeholder
afslutningen af mengden {(f(z),9(z)) | = € R}, da er ¥(f(z),9(z)) en
nesten periodisk funktion.

Bevis :

Bemeerk forst at W(f(z), g(z)) er kontinuert. Afslutningen A af maeng-
den A = {(f(2),g9(x)) ]| x € R} er kompakt, og ¥ er dermed uniformt
kontinuert pa A, og specielt pa A. Til ethvert ¢ > 0 findes dermed et
6 > 0 sa:

[¥(c1,e2) — ¥(ch,ch)| < e

for | e1 — ¢} |€ 6 0g| ca—c, |< 6. Ethvert fzlles forskydningstal
7(6) for f og g er derfor et forskydningstal 7(¢) for ¥(f(z),g(z)), og
der eksisterer en relativ tet meengde af sidanne forskydningstal ifplge
lemma 5.1. a

Korollar 5.3 Lad f og g vere nesten periodiske funktioner. Da er f(z) +
9(z) og f(z)g(z) neesten periodiske funktioner.

Bevis :

En umiddelbar konsekvens af setning 5.4. O

Af de foregdende s@tninger folger at for vilkérlig ¢ € C og naesten periodi-
ske funktioner f og g, gelder at ¢f(z) og f(z) + g(z) er naesten periodiske
funktioner. Dermed udger maengden af naesten periodiske funktioner et vek-
torrum over C.

Saetning 5.5 Enhver funktion der kan approksimeres uniformt af trigono-
metriske polynomier, er en nesten periodisk funktion. Anderledes udtrykt:

H{T}C F.
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Bevis :

Vi bemaerker fgrst at ethvert trigonometrisk polynomium

*
t(z) = Z a,en®
n

er nasten periodisk, da det er summen af endeligt mange periodiske
funktioner.

Lad f € H(T). Givet et ¢ > 0 kan vi valge et trigonometrisk polyno-
mium ¢, sa: :

[f(z) - t(z)] < forallez € R

Ll ™

Lad 7 = 7(§) veere et forskydningstal for ¢ hgrende til §. Da gelder:

[f(z+7)— fz)l

<flz+7) =z + 1)+ Mz +7) - tz)] + i(z) - f(2)]
. _

§,+§+,S5

Lol ™
Lol ™

Vi har hermed bevist den ene halvdel af hovedsztningen.

5.4 Middelvaerdisatningen

Middelveerdien af en funktion er et centralt begreb. I teorien for periodi-
ske funktioner benyttede vi middelvaerdibegrebet til at definere norm, indre
produkt og Fourier raekker. Vi skal nu definere de tilsvarende begreber for
nasten periodiske funktioner. Da mangden af periodiske funktioner er inde-
holdt i meengden af nasten periodiske funktioner, vil det vaere hensigtsmaes-
sigt at definere begreberne pa en sadan made at der, for periodiske funk-
tioner, er overensstemmelse med de tidligere benyttede definitioner. For

periodiske funktioner kan vi bestemme middelvaerdien ved at betragte et

vilkarligt interval, af leengde 27, Dette gxlder imidlertid ikke generelt for
nasten periodiske funktioner, og felgeligt defineres middelvaerdien som en
grenseveerdi over et uendeligt interval.
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Satning 5.6 (Middelvaerdisztningen) For enhver naesten periodisk
funktion f eksisterer grenseverdien

T
M{@) = fim 7 [ f(e) da

og vi kalder den middelverdien af f.

Bevis :

Vi vurderer indledningsvis differensen:

u a+T
éLﬂmM—%L+ﬂﬂh

for vilkarlige a € R, 0g U, T € R,.

Givet et ¢ > 0 velger vi inkluderingsleengden L = L(§) saledes at et-
hvert interval af leengde L, indeholder et forskydningstal for f hgrende
til £. Vi velger et forskydningstal 7 = 7(§) sd (a + 1) € [0,L]
og definerer intervallet [@ + 7,a + 1 + T]. Dernast valges et
T =1(§)sd (a+ 1) €Ela+n +T,a+ 7+ T+ L], og vi define-
rer intervallet [a + 72,04 + 72 + T]. Dernzest valges et 13 = 7(§) sa
(a+73) €la+m+T,a+ 12+ T+ L] o.s.v. Processen er sggt illustreret

i figuren.
L L L
o b : H -
——t— t—t ' i f
0 a+ 7y a+ 1 a+ 73 I U
a+n+T a+1+T at+m3+T

Lad n € Mp veere antallet af intervaller [a + 71, a 4 7, + T der siledes
er indeholdt i [0,U]. Vi har:

nT <UL (n+1)(L+T)=nT+nl+L+T

Der gzlder:
at+rm+T a+T
/ f(:c)d:l;——/ f(z)dz

+Tm a
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a+T . €
/ (J(@+ 1) = f(2)) do| S TS

Nér der i det folgende skrives [° menes der [ ? f(z) dz.

Lad C betegne et reelt tal, sa | f(z) |< C for alle z € R. Der ‘gaelder o

da:
U a+T| -
b
0 a
a-;-'r]-{-T a+T at+1n+T a+T
=1/ - [ s - [ +w-nr)C
a+T7) a a+Tn . a
< n.T5 + (U = nT)C
og dermed:
U [ rotT v a+T U a+T
Lrl =L -
N a+T
< —nT)C+’U iyl
T
< % +2(U — aT)C
Heraf fglger:

< nTe 4 2U - aT)C
- U U

(5.1)

2LC | AL+ T)C
T U

Ved at sztte a = 01 (5.1) fas:

1 o1 P
TI/O —T?,/O
1 U 1 T 1 U 1 T
U/o T—z/o B U/o —I_‘l/o
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2LC  2LC 2AL+T)C 2L+ T)C
+ +(+1)+(+2)

<e+4

I; 1; U U
I ovenstdende er venstresiden uafhaengig af U, og ved at lade U — oo
opnis:
i/Tl 1 /‘T2 <E+2LC+2LC
T1 0 T2 0 - Tl T2

Defineres tallet Ty som T = 1”;—0 geelder altsa:

1/T1 1 /Tz
TiJo T:lo

og af det almindelige konvergensprincip fglger at graenseveerdien:

S 2¢e for Tl,Tz 2 T()

T
M{f@) = fim 7 [ () ds

eksisterer. Hermed er middelvaerdisatnigen bevist, men vi kan vise
endnu mere: Ved at lade U/ — oo i (5.1) fas:

<

£+2LC
=2 T

1 a+T
’M{f(a:)}—-} [ i@ i

og dermed:
a+T

lM{f(m)}—% JANOLEEE: (52)

forallea € R nar T > Tp.

Dette viser at —;:f:*'T f(z) dz konvergerer uniformt i @ mod middel-
vaerdien, nar T — oo. Dette faktum vil vi ofte udnytte, og vi refererer
til det som den styrkede middelverdisetning. a

Vi bemaerker at der for periodiske funktioner er overensstemmelse mellem det
‘gamle’ og det ‘nye’ middelvaerdibegreb. For hvis f er periodisk og m € N
fas:

v 1 T ) ) 1 2rm 4 1 27
Tfflioi"/‘) f(z)da __mlgnc<> 27””/0 f(z)dz = 7 f(z)d=

og overensstemmelsen er vist,
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Seetning 5.7 For vilkdrlige f,g € F gelder folgende regneregler:
(i) M{f(z + k)} = M{f(z)} for alle k € R

(ii) M{cf(z)} = cM{f(z)} for alleceC

(i) M{f(2) + g(z)} = M{f(2)} + M{g(z)}

(iv) M{f(z)} = M{f(z)}

Bevis :
(0):
1T
M{f+0) = Jim 7 [ @+ k) de
.1 [T+k
= fim = | fl2)de = M{f(2)}
(ii):
M{cf(z)} = lJm —/ cf(z)d
=c, llm T/ f(z)dz —cM{f(:z:)}
(iif):
1T :
M{f(z) + g(2)} = Jim = / (f(z) +9(2)) dz
— 13 1 T
= Jim 5 [ S da+ 7 [ o(e) e = MU + M)
(iv):

_— 1 (T
M{F@) = Jim = [ (Re(f(2)) = ilm(f(2))) da

= M{Re(f(2))} — iM{Im(f(2))} = M{f(x)}
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5.5 Det trigonometriske system

Vi definerer norm og indre produkt som tidligere:

Definition 5.4 Ved det indre produkt af to nesten periodiske funktioner f
og g, forstas det komplekse tal:

(fr9) = M{f(z)9(z)}
Bemerk at nulfunktionen er ortogonal pa alle funktioner i F.
Seetning 5.8 For vilkarlige f,g,h € F geelder folgende regneregler:
(i) (£,9) = (9, f)
(ii) (cf,g) = c(f,g9) for allece C
(i) (f,cq) =<(f,g) for allece C
() (f + g,h) = (£, h) + (9. h)

(v) (/.9 +h)=(f,9)+(f.h)

Bevis :
(i):
M{f(z)g(z)} = M{g(z)f(z)} = M{g(z)f(2)} = M{g(z)f(z)}
(ii):

M{cf(z)g(z)} = cM{f(z)g(z)}
(iii):

M{f(z)eg(z)} = eM{[(z)g(x)}
(iv):
M{(f(z) + g(2))h(=)} = M{f(2)h(z)} + M{g(2)h(z)}
(v):
M{f(z)(g(z) + h(z))} = M{f(z)g(z)} + M{f(z)h(z)}
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Definition 5.5 Ved normen af en nesten periodisk funktion f forsids det

reelle tal:

Il (=) ll= v M{| f(2) P} = /(£,])

1Az

, hvor A er et vilkarligt
reelt tal. Denne mzengde kaldes for det trigonometriske system, og den be-
tegnes {€***}. Funktionerne i det trigonometriske system kaldes rene eller
harmoniske svingninger. Det trigonometriske system og rene svingninger
har sdledes faet en bredere betydning, da vi nu inkluderer ikke-heltallige
frekvenser.

Saetning 5.9 Det trigonometriske system er ortonormalt i F.

Bevis :

e* er normal for alle ) € R da:

| f(2) ||= Y M{| e ") = /M{1} = 1

e"M? og €227 er ortogonale for A, # ), da:

(eM% ¢h2r) = M{ei/\lze—i/\zz} _
T

i(A=Az)z
e —0
0

i()\l - /\2)

lim Te*'“l-*?)m dz = lim —
T—oo T 0 _ ’ Tooo T

Fuldstandig analogt med vores behandling af periodiske funktioner, kan vi
nu rejse spprgsmalet om det trigonometriske system er fuldstendigt i vek-
torrummet af nasten periodiske funktioner. Vi skal senere se at dette er
tilfzldet og benytte den kendsgerning som et fundament for et bevis for ho-
vedszetningen. Det trigonometriske systems fuldstzendighed er imidlertid et
dybt resultat, og for at bevise det skal vi benytte Fourier rzekker.
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5.6 ° Fourier razkker

Lad f betegne en naesten periodisk funktion. Da er f(z)e™*** produktet af en
periodisk og en nzsten periodisk, og dermed en naesten periodisk funktion,
og dermed er middelveerdien M {f(2)e=***} defineret. Lad i det folgende
A1, A2,. .., AN veere vilkarlige, men indbyrdes forskellige, reelle tal.

Szetning 5.10 For alle f € F gelder Bessel’s ulighed:

N
> lan P < M{| f(z) *)
n=1

hvor an, = M{f(z)e~ <},
Bevis :

N
f(’L) _ Z anei)m:c
n=1

|

}
N ] _ N '
=M {(f(z) -y ane”\"”) (/(‘z) -> me-’m) }
n=1

n=l

N N
= MUT@) = 3 @M {f2)) = 3 0 {F@)e <)
n=1 n=1

N N
+ Z Z Ony Gpy M {ei/\"ze’i)‘"r}

ny=1n,=1

N N N
=M{ f(2) "= Y @en ~ Y an@i + Y anay
n=1 n=1 n=1

N
=M{| f() )} =3 | an |?

Vi har nu opndet udtrykket:

“

N .
f(2) =) ane™n

n=1i

2 N
} =M{ f@) P} -3 |an PP

n=1




v)

4,

AFSNIT 5.6 61

Venstresiden i ovenstdende er tydeligvis reel og ikke negativ. Derfor
ma der gelde: ' '

N
M{ f@) P} 2D lan
n=1

m]

Vi husker at for periodiske funktioner var den n’te Fourier koefficient for f
givet ved: a, = M{f(z)e~""*} = (f,€'™). Vi indfarer en lignende definition
for nzesten periodiske funktioner, men mgder straks et problem: Vi arbejder
nu med det udvidede trigonometriske system {e***}, s en nzsten periodisk
funktion f har en Fourier koefficient a) = (f,e***) = M{f(z)e~***} horende
til ethvert reelt tal A. For at Fourier rakker skal veere meningsfyldte ma
vi kraeve at de kun indeholder talleligt mange led, d.v.s. vi mé sikre at
koefficienterne ay kun er forskellige fra 0 for teelleligt mange A.

S=xtning 5.11 For enhver nesten periodisk funktion f er der kun et
teelleligt antal verdier af A, for hvilke den tilhprende Fourier koefficient
ay = M{f(z)e~"**} er forskellig fra 0. ‘

Bevis : |
|

Givet et a > 0, kan der kun vare endeligt mange A, for hvilke | ay |> a.
For ellers kan vi danne en fglge A\;, Az,... af de A for hvilke | ay |> o,

og ved at valge N = ML{};)E}. fas:

N
Y laa P> Na® = M{| f(z) |}

n=1
i modstrid med Bessel’s ulighed.
Vi udvalger de A for hvilke | ) |> 1 og nummererer dem:
/\ls/\21"'3/\n

Dernaest udvzlges de A for hvilke 1 >| ay |> 3, og de nummereres:

/\n+]1/\n+27- .. v/\m

Dernzaest udveelger vi og nummererer de A for hvilke % >|ay |> 3, 08
dernast dem for hvilke £ >| ay |> § o.s.v. Ved at fortsztte processen
nummereres alle A, for hvilke ay # 0; d.v.s. der er hgjst telleligt
mange. O
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De vardier af A for hvilke ay # 0 nummereres Aq, Ag,. .., og vi kalder dem
Fourier frekvenser for f. De tilhgrende Fourier koefficienter @y, ,ay,,... in-
diceres ay,ay,..., og rekken %2, a,e** kaldes Fourier rakken for f, og
vi skriver:
o0 .
f(:l:) ~ Z aneiAnx

n=1

Undertiden skriver vi Fourier raekken mere symbolsk som ¥~ yeg axe**. Om-
end der af udtrykket fremgar at der summereres over alle A € R, underfor-
star vi at raekken kun indeholder teelleligt mange led, da vi kun betragter
de A for hvilke ay # 0. Ligeledes vil vi fremover udtrykke Bessel’s ulighed:
Taer lar)? < M{|f(z)]*}. For at forenkle notationen mest muligt vil vi
undertiden ligefrem udelade indices for summationer, f.eks. ved at skrive en
Fourier raekke som 3" aye'*. Dette er kun gjort nar summationen optrader
i et tekststykke, og kun hvor det er tydeligt hvad der summeres over. Husk
at n altid betegner et helt tal, mens A altid betegner et reelt tal.

Vi vil vise at hvis f er en periodisk funktion er Fourier razkken den sam-
me, nanset om vi udregner den med metoden i dette kapitel, eller som for
periodiske funktioner. Hvis A er et heltal er der overenstemmelse mellem
koefficienterne, for ay = M {f(2)e™***} og middelveerdien er den samme u-
anset om vi benytter den nye eller gamle metode. Vi skal da blot vise at
hvis A ikke er heltallig da geelder ay = 0. Vi benytter at til et givet ¢ > 0
kan f skrives som:

f(@)= 3 bue™ +r(z)
neZ
hvor | 7(z) |< ¢ for alle z. Vi finder da:

| ax |= l]\l {(2*: b,e™ + 1(1)) e—i,\x}

neZ

}: b M (e NY 4 M {r(2)e™ %)
nez

= ’M {1'(1')6_"“‘}

<c¢

Da dette holder for alle ¢ < 0 fis ay = 0.
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Seetning 5.12 Hvis f ~ Y a)et™ og g ~ Y. bre'’ gelder folgende’
regneregler: : ‘ .

(i) cf(z) ~ ¥ care**® for alle c € C
(i) f(z + k) ~ Y aye*=+K) for alle k € R

(ii) f(z) + 9(z) ~ L(ax + br)e*

(iv) €A f(z) ~ T ayelANT forglle A€ R

(v) f(z) ~ L aze=

(vi) f(2)9(z) ~ T cxe™ hvor e = Typy=i @uby = Tyer @r-vby

Bevis :
(i): | |
M{cf(z)e™*} = eM{f(z)e™*}

(ii):

M{f(z + k)e=} = M{f(z + k)eMemiXe+k))

e M fla + k)emMEHRY = AL f(2)em )
(iii):

MA{(f(z) +g(2))e™*} = M{f(z)e™™"} + M{g(z)e™"*}
(iv):
M{eiAxf(z)e—i/\r} — M{f(z)e-»i(‘,\—/\)z}

(v):

M{f(z)e™%} = M{[(z)eP=}

(vi): Mens alle de pvrige regneregler er ret elementere, er denne
multiplikationssaetning forblgffende dyb. Vi kan ikke fore bevis for den
pa nuvarende tidspunkt, men vil senere vise at den er akvivalent med
entydighedssatningen, og der i gennem bevise den. : o .
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Vi er naturligvis meget ivrige efter at summere Fourier rakker, men vi ved
allerede fra det periodiske tilfalde at de ikke ngdvendigvis er konvergente.
Vi vil derfor i farste omgang kun betragte Fourier rakker der giver mening.
En Fourier razkke 3" ane*»* siges at give mening hvis raekken ¥ a,, af Fou-
rier koefficienter er absolut konvergent, d.v.s. hvis ¥ | a, | er konvergent.
En Fourier rakke der giver mening er absolut konvergent, da:

[e] ) e . o0_
> Jane™e| = 3" L an | [é*=] = 37 | an |
n=1 n=1

n=1

Dette er en vigtig egenskab, da en absolut konvergent rakke er ubetinget
konvergent, d.v.s. dens sum er uafhzengig af rakkefslgen hvori leddene ad-
deres. En Fourier rackke der giver mening, er tillige uniformt konvergent.
For lad s(z) = Y a,e"*"*. Givet et ¢ > 0 kan vi velge N si stort at

2 N+1 | an |< €, hvoraf folger at 'Zj’\,"ﬂ ane'*"*| < ¢ og dermed:

N -
s(z) - Z e <e  forallez € R
n=1

d.v.s. Fourier rekken er uniformt konvergent.

Generelt ved vi ikke om Fourier rakker giver mening; altsi om Y lan|er
konvergent, men fra Bessel’s ulighed ved vi at Y| an |? altid er konvergent.
Den egenskab vil vi ofte benytte.

Seetning 5.13 Huis en rakke Y are™* giver mening, da er den netop Fou-
rier rekke for sin sumfunktion s(z) = 3 aye?®.

Bevis :

Antag at Fourier rekken 3 a,e»* giver mening, og sxt s(z) =
3" ane*"%. Funktionen s er nasten periodisk, da den kan approksime-
res uniformt af udsnit af raeekken: d.v.s. af trigonometriske polynomier.
Derfor er middelvaerdien M {s(z)e~***} defineret. Vi skal vise at:

M ia ei/\nl‘e—i,\.r . Ay for A= /\n
= T10 for A# A,
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Dette folger umiddelbart, for da ¥ a,e'** er uniformt konvergent,‘
gelder:

) )
M {Z anen\nze—t)\z} = Z M {anet)\,,ze—n\z:}
n=1 n=1

-y Mz ~irz) _ ) @n for A=A
—nz-__:lanM{e. Te z}_{o for /\#/\:

Vi vil senere fa brug for fslgende sxtning:

Seetning 5.14 Hvis f(2) ~ S axe*’* er en nesten periodisk funktion, kal-
des funktionen g givel ved:

1 [T — —
o() = Jim 7 [ o+ 0F@ dt = M{f(z + 0T D)

for foldningen af f, og den er en nesten periodisk funktion hvis Fourier
raekke er givet ved: :

g(;],) -~ Z |(l,\|2€i'\r

AER

Bevis :

Vi beviser forst at g er kontinuert. Beviset for dette er som for foldnin-
gen af en periodisk funktion, men vi gentager argumentet. Vi veelger
et C siledes at | f(2) |< C for alle t. Da f er uniformt kontinuert kan
vi, givet et ¢ > 0, bestemme et § > 0 saledes at:

£
lzr—2z2 |6 = | f(a1) - f(z2) IS 15
g er da kontinuert, for hvis | z; — 25 |< § er:

| 9(1) - g(22) |= [Mi{ f(21 + OFQD) — M{f(z2 + )T DY

= | Ut 4 0= e+ FDY < Lme
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Tilsvarende ser vi at ethvert forskydningstal 7 = 77(&), for f hgrende
til &, er et forskydningstal for g hgrende til ¢, da:

l9(z+ 1) - g(z) |
=P {Ue+ it~ s+ )Y < £ =

Hermed er vist at ¢ er naesten periodisk.

Vi betragter nu funktionen:

gr(z) = %/OT @ + )T )dz

Det er indlysende at gt konvergerer (punktvist) mod g, for T — oo,
Vi gnsker at vise at gr konvergerer uniformt mod g. Til det forma3l

introduceres funktionen Fo(t) = f(z+1)f(t) for et vilkarligt, men fast,
X. Vi ved at givet et ¢ > 0 kan vj veelge et Ty, saledes at:

T . .
%/ FB(t)di- M{F.(t)}|<e  forT>T
0

Vi skal vise at Ty kan valges uathzngigt af z. For da falger at for alle

z gzlder:

T
= /O Fo(t)dt - M{mt)},

17 TRy 0
= IT/O J(z + ) F()dt - Mt{f(-r'f‘t)f(t)}l

=lgr(z) —g(z)|<e for T>T,y

d.v.s. g7 konvergerer uniformt mod g.

Fra beviset for middelveerdisaetningen ved vi at man som Tp kan bruge
tallet:

_4C:L(%)

- €

hvor Cy er et tal der opfylder | Fo(t) |< Cy for alle t € R, og L.(§)
er en inkluderingslaengde for F; hgrende til 5; d.v.s. ethvert interval
af leengde L.(%) indeholder et forskydningstal for F; hgrende til s, Vi
bemzerker at C, kan erstattes af 2, da der for alle 1 gaelder:

| F=(1) |=] f(z + 1) f(1) |< C?

T




AFSNIT 5.6 67

Desuden er ethvert forskydningstal T = 7/(3%) for f herende til &, -

et forskydningstal for F,, uafhengigt af z, herende til 3, da:

|Ft+7) = B(0)] = | 7@ + 1 + 7+ 7) - f(z + OF )]

= @+ t+ )~ S+ ) TaF T+ (FE+7) - TO) f(= +1)|

£ £
<CiEtCiE=31ti%3

Dermed kan L (%) erstattes med Ls(3%), og gr konvergerer saledes
uniformt mod g, da:

4C%Ly(3=
——:(ﬁ) ogalez € R

lgr(z) —g(z)|<ec forT 2
For fastholdt T har vi:

X
Mgr@)} = Jim % [* gr(z) do

11m —X—/ (T/ fa:+t )da:
Am T / (%/Ox f(x+z)ﬁt—)dx) dt
‘x_.oo / (j;lf/oxf(w-i-t)dx)_f(—t)dt

Ifglge den styrkede middelvardiszetning konvergerer

U

]

X
%/0 f(z + t)dz

uniformt i ¢t mod M {f(z+1)} = M{f(2)} for X — oo. Dette tillader

omskrivningen:

T X —
,\'“i“oo%/o (—f‘—/o f(:v+t)d:r) Fo) de
T
=%/0 (Xhﬂo'—/ f:c+tdx)f()d
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T __
= M{f(@)}5 || Ty
Vi har dermed fundet:
T_
Migr(a)} = M{N 7 [ Tt

og dermed at:

Jim M{gr(z)} = M{f(2)}M{f(®)} = |M{f(=)}"

Vi har:
IM{g(z)} - M{gr(z)}| £ M {|g(z) - g7(=)|}
< sup{l g(z) - gr(z)| [t €R} =0 for T—oo

Hvoraf vi slutter at:

M{g(a)} = Jim M{gr(=))

Af de foregiende udtryk folger:
M{g(x)} = IM{f()})?
Hvis vi erstatter f med funktionen f'(z) = f(z)e~", har vi:
¢'(2) = M { Sz +1)e IR }
= M {f(z + )} = M f(o + )]0}

—tAz

=e""g(z)
Af M{g'(z)} =| M{f'(z)} |? falger da:

M {g(z)e "} = |M { f(x)e==}

hvilket afslutter beviset. O

2

Foldning af en funktion er overordentlig bekvem, for det tillader os at danne
en naesten periodisk funktion hvis Fourier raekke giver mening. Dette gor
foldninger til ct stzerkt veerktgj, som vi ofte benytter.
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5.7 Entydighedssatningen og Parseval’s formel

Entydighedssatningen og Parseval’s formel udggr det fundament hvorfra vi
senere skal bevise hovedsatningen. Indholdet af entydighedssztningen er
at en nzesten periodisk funktion er entydigt bestemt ved sin Fourier rakke,
d.v.s. der ikke eksisterer to forskellige funktioner i  der har samme Fourier
reekke. Parseval’s formel siger at der altid geelder lighedstegn i Bessel’s
ulighed. Vi preesenterer satningerne i en samlet form, for at understrege
deres centrale betydning: A

Seetning 5.15 Fyglgende udsagn er geldende:

(1) Entydighed: Enhver funktion i F er entydigt bestemt ved sin Fouri-
er rekke.

(ii) Fuldstzendighed: Det trigonometriske system {e***} er fuldstendigt i
F. :

(iii) Parseval’s formel:

M{ f(2) 1P} = Y lan P

AER

hvor f(z) ~ 3 are’®.
(iv) Multiplikationsssetningen:

fle)g(z) ~ Y ere'™

AER

hvor f(z) ~ 3 are™®, g(z) ~ T bre'™ og ¢y = 2 oveR Gr—vby.

5.8 Bevis for entydighedssatningen

Beviset for den foregdende satning er omfangsrigt, og falder i to dele. Fgrst
bevises at udsagnene (i)-(iv) er &kvivalente og dernzest af et af dem er sandt
(vi beviser (ii)), hvoraf fglger at de alle er sande. Ved entydighedssztningen
forstdr man (i) og/eller (ii), mens (iii) er Parseval’s formel og (iv) er multi-
plikationssaetningen (fra szetning 5.12), som vi tidligere undlod at bevise.
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5.8.1 Bevis for akvivalens:

Vi beviser (¢) & (i) ¢ (iii) & (iv), men kunne f.eks. ogsd bevise (i) =
() = (i) = (1v) = (3).

(2) & (i3):

(#2) = (2) for hvis nulfunktionen er den eneste funktion i F der er ortogonal
pa {e***}, da kan der ikke eksisterer to forskellige naesten periodiske funk-
tioner f(z) ~ T are'*® og g(z) ~ ¥ axe™® med identiske Fourier raekker.
For da vil h(z) = f(z) — g(z) vere forskellig fra nulfunktionen, men have
Fourier raekke Y (ay — ay)e'** = 3" 0e°**, d.v.s. vere ortogonal pa {e!**}.

(1) = (i1) for antag at enhver nzesten periodisk funktion f(z)~ T axe!*® er
entydigt bestemt ved sin Fourier raekke. Da kan der ikke eksisterer en naesten
periodisk funktion g, forskellig fra nulfunktionen, der er ortogonal pa {e***},
d.v.s.- har Fourier rekke 3" 0e"*?. For da vil h(z) = f(z) + g(z) veere
forskellig fra f, men have samme Fourier rekke da h(z) ~ S (ay + 0)e?* =
Z a/\ei)\:c‘

(4) @ (i3d):

(1) = (4i) for antag at Parseval’s formel M{| f(z) |*} = T |a,|? er gal-
dende for en nzsten periodisk funktion f(z) ~ Y 0e**%, der er ortogonal pa.
{e"*7}. Daer M{| f(z)|*} = 0 hvoraf folger at f er nulfunktionen. Denne
konklusion er imidlertid ikke oplagt og vi bgr argumentere for den: Antag
derfor at M{| f(z) |’} = 0 og at f ikke er nulfunktionen. Der eksisterer da
et o og et @ > 0, sdledes at | f(zo) [> a. Vi kan bestemme L = L(%5)
og § > 0, sdledes at ethvert interval af lengde L indeholder et interval af
lzengde 6, der bestar af lutter forskydningstal 7(§) for f hgrende til §. Et
sadan forskydningstal = opfylder uligheden:

(e

@0+l 21 f(z0) | = | f(zo+7) = f(zo) [2a= 5 = 5

Integralet af | f(z) |* over et vilkarligt interval af lzengde L er derfor mindst
6(%)2, og middelveerdien er:

5(%)°
7

M{| f(z) [’} 2 (5.3)

d.v.s. den er positiv, i modstrid med antagelsen om at den er 0.
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(i1) = (i4) for lad f(z) ~ Y are'™® vaere en vilkdrlig naesten periodisk
funktion, og dan foldningen g(z) = M {f(z + 1)f(1)} ~ T lax[’¢?* der
er en nasten periodisk funktion hvis Fourier raekke giver mening. Reekken
5™ |ax|?e** er derfor Fourier rakke for sin sumfunktion s(z) = 3" |ay|*e**.
Saledes har s og g sammen Fourier rackke, og er derfor identiske (her benytter
vi (i) snarere end (i) men de to udsagn er jo ®kvivalente). Vi har altsd

g(z) = s(z) eller: .
g(at) - Z |a/\|2en\z
AER
Sattes z = 0 opnas:

9(0) = M{f()F )} = M{| f(t) [} = 3 lasl?

AER
hvilket netop er Parseval’s formel (iii).
(411) & (iv):
(iv) = (d1) for lad f(z) ~ T are'™® og g(z) ~ 3. bre'’® vare vilkirlige

funktioner i F. Ifglge multiplikationsszetningen (iv) gaelder:

M{f(z)g(z)e™™} = > ar_yby

veR

(vi bemaerker at hgjresiden er absolut konvergent da ay_,b, kun er forskellig
fra 0 for tzellelig mange veerdier af v, og

ot |3 X lae Prg S 161

vER vER vER

og hgjresiden er konvergent ifglge Bessel’s ulighed). Ved at sztte A = 0 fas:

M{f(2)g(2)} = 3" a-uby, (5.4)

vER
og ved at sette g(z) = f(z):

MUETE) = MU P = T aas = S lan P

veER veER
hvilket netop er. Parseval’s formel (iii).

(ii7) = (iv) for for vilkdrlige u,v € C gelder:

1 v . . . }
uv:z(|u+5|2—|u—i)‘|2+z| u+1§|2—z|u—ﬁ|2)



72 KAPITEL 5

For vilkarlige nzsten periodiske funktioner f(z) ~ 5 axe’® og g(z) ~
S bye® galder dermed:
M{f(z)g(z)} =

b (o {2+ 30} - o (o) - T
iM {|f($) + iﬁ-)'?} —iM {]f(z) - ig_(w_)lz}> =

AER AER

1 — —_—
E(Zla,\+b_,\|2— S Jan—box I+

iZla.x+iElz—iZ|aA—iF:|2) =Y axb_,

AER AER AER

hvilket er (5.4). Erstattes g(z) med g(z)e~** opnés:

M{f(@)g(@)e™™} = 3 asbige = 3 arcybs

AER AER

som er multiplikationssetningen (iv).

5.8.2 Bevis for (ii):

Beviset for det trigonometriske systems fuldstendighed i F er forholdsvis
kompliceret, og vi far brug for nogle lemma’er. I det fglgende betegner f en
nasten periodisk funktion, der er ortogonal pd {e*\*}; altsd f(z) ~ 3. 0e**®,
og vi satter:

1
ar(A) = —/ f(z)e 7 dz
T Jo
Det ultimative mal er at vise at f ngdvendivis m& vaere nulfunktionen.
Lemma 5.2 Til et givet € > 0 findes et A > 0 sd:

lar(M)| <e  for [A[>AogT >1
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Bevis :

Velg C 53 | f(z) |< C for alle z og lad
w(6) = sup{|f(z1) = fl=z2)] | 21 — 2| < 6}

Tallet eksisterer da f er begraenset. I det folgende benytter vi at for
A # 0, er integralet af e~*** over et vilkarligt interval af lazngde # m lig

med 0. For et vilkérligt a € R gelder:

2m

a+ .
/ w f(:z:)e""z dz

[ ) - stapeeazs [ M fases= do

< "%\ f(e) - f(a)l le=2] da

Y (f(z) - fa) e da

2

=L”m|( ﬂ®|“<|ﬂ Q?O

Givet et T > 0 eksisterer der et n € Np siledes at T = n%”[ + a hvor
0<a< 12;’-'[

(n—])m nm

2w (27r> , , (271') 2n
2ol = )+Ca<Tw|l—|+C—=
[A1\Al | A A

For T > 1 fas dermed:

ar () I= | [ S da

2r 2m
co(Z)weln
| A] A
Da f er uniformt kontinuert geelder w(§) — 0 for 6 — 0 og vi kan
dermed, givet et ¢ > 0, veelge et Ay > 0 siledes at w(E) < § for
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A > Aq. Vi kan ligeledes valge et A, > 0 s C’%\E < & for A> Ap. Lad
A = max{A1, \2}. Da gelder for alle A med | A |> A:
lar(A) I<

+o=c¢

o™

O

Lemma 5.3 Givet et ¢ > 0 kan vi til ethvert Aq der ikke er Fourier Sfrekvens
for f (d.v.s. ay, = 0) velge positive tal § og Ty sd:

far(M) <€ Jor |A=Xo|<80gT>Ts

Bevis :

Vi kan uden indskrenkninger antage at Ag = 0, for er dette ikke tilfal-
det betragter vi funktionen f'(z) = f(z)e "% istedet for f. Vi skal
sdledes blot vise at der til et givet ¢ > 0, kan veelges positive § og Tp
saledes at:

lar(A)|<e  for |A|<b0gT>Th

Da M{f(z)e=**%} = M{f(z)} = 0 kan vi ifelge den styrkede middel-
vardisetning velge et Ty séledes at for alle H > Ty og for vilkarlige

a, gxlder:
1 at+H €
— < =
- / fa)da| < 2
Lad endnu engang C vaere valgt s& | f(z) |< C for alle z og bemark
at:
'e—i,\z — e—iAa -<-l A ” T -a '

For Ty < H < 2T, og vilkarlige a galder da:

l_flf /a+H f(z)e ™ dz
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1 a+H —ila 1 at+H —iAx ;iAa
= —H/a, f(z)e™** dx + ;1_</a, f(=z) (e —e ) dz
1 a+H i 1 a+H \ p
<l [ s@de+ g [ 1A NN el de
<T+CIA|2

Hvis vi seetter § = ﬁfw fas altsa:

1

at+H , .
E/ fx)e ™ de|<e  for To< H<2Tpog | A< 6

Til et vilkarligt T > Ty findes der et n € NV saledes at H = —ZL: tilhgrer
intervallet [To, 2T5), og dermed geelder:

1 Hrn —i)z
[ar(A)|= T A f(z)e dz
= |1 i/H f(m;)e-"'\rdrc+---+L " f(z)e ™ dz
" {n\H o H Jin-1yH

ne
<—=¢
n

V.h.a. lemma 5.2 og 5.3 kan vi bevise fglgende lemma, som vi direkte skal
anvende:

Lemma 5.4 For en nasten periodisk funktion f(z) ~ ¥ 0e*® gelder at

ap()\) konvergerer uniformt i A mod 0 for T' — oo; d.v.s. til et givet e > 0
findes et Tp > 0 sa:

|ar(A) < ¢ foralle A\€e R og T > T
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Bevis :

Lad € > 0 vzre givet. Ifolge lemma 5.2 kan vi vaelge et A > 0 s
| ar(A) |[< e for | A|>A, nar T > 1. Ifglge lemma 5.3 kan vi til de
resterende Ao € [~A, A] vaelge et 0y, > 0 og et Ty, >0s3|ar(A)|< e
for alle A E]/\o - (5,\0, Ao + 0, [,'115,1' T> Ty,

Vi kan udvelge et endeligt antal intervaller Iy, I, ... vIn, af typen I, =
JAn =6x,5 An + 65, ], siledes at de overdzkkerintervallet [~A, A];d.v.s.
88 [~A,A]°C hHJLU...UIn. Ved forste. gjekast kan-dette synes
ganske oplagt, men ved nzrmere eftertanke ér det knap s3 indlysende.
Faktisk benytter vi her Heine-Borel overdekningssetningen, der netop
fortzeller at dette er muligt.

Lad nu Ty = max’{l,T,\l,T,\Q,...,T,\N}. For et vilkarligt A € R geel-
der enten | A |> A eller A tilhgrer et (eller flere) af intervallerne
I, I3,...,IN, og 1 begge tilfelde fis | ar(A)|<efor T > Tp. Q

Lad os kort skitsere situationen fgr vi fgrer det egentlige bevis. Vi skal vise at

den nzsten periodiske funktion J, der er ortogonal p3 alle rene svingninger,
ngdvendigvis m4 vaere nulfunktionen. Vi har sat:

. T )
ar(A) = %/0 f(z)e™ ™ dz

og bemaerker at limp_ ap(A) = M{f(z)e™***} = a,, hvor ay er den A'te
Fourier koefficient for f. Men ay = 0 for alle A, betyder at ar(A) konvergerer

mod 0 for T — co. Lemma 5.4 har styrket dette til at az(\) konvegerer
uniformt,

Tricket ved beviset er, for et givet T > 0, at betragte den periodiske funktion
Fr(z), der er identisk med f i intervallet [0,T[ og har periode T. Funktionen
Fr vil (generelt) have diskontinuiteter i nT, n € Z, men er en stykkevis
kontinuert periodisk funktion, der opfylder Parseval’s formel og har Fourier

raekke:
2
Z anem Tz
nez

hvor

I/TN Je~nF = gy 1/Tf( Je"nF g
Qp = — ‘(@ " = z
Th T T Jo ¢ ’

Vi har vist dette i slutningen af kapitlet om pe
at kunne anvende det nu.

riodiske funktioner; netop for
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Da oy, konvergerer uniformt mod 0, kan vi konkludere at:

lim sup{| a, | lnEZ}zO

T—oo0

og dermed at:

lim Z|an|4§7]im sup{| an |? |TL€Z}XZ|anI2=0

T—oo nez nez

For et givet T' > 0 danner vi foldningen Gp af Fr:

. T l
Gr = Mt{FT(.'L‘ + l)FT(t)} = 71;/0 Fr(z + t)Fr(t) dt

og sammenligner den i intervallet [0,7"] med funktionen:

T
@)= 7 [ S+ 0TDd

De to funktioner er ikke identiske, for omend der i hele intervallet [0, T]
gelder Fr(t) = f(t), da vil z + ¢, ndr t gennemlgber integrationsintervallet,
delvist ligge i [T,2T[, og der galder derfor ikke generelt at Fr(z +t) =

f(z +1). ‘

Vi vaelger nu T = 7(¢) saledes at det er et forskydningstal for f, hgrende

til et givet €. Da gaelder for ethvert fastholdt 2 € [0, T, og for alle t € [0, T:
|fla+t) = Fr(z +t)| <

for hvis x +t € [0,T[ geelder pr. definition f(z +t) = Fr(z + t), og hvis
z +t € [T,2T[ gelder: :
If(e+ 1)+ Fr(z+ O] = |f(z +1) - Fr(z +1 - T)
=fz+ 0~ fz+t-T)<e

Dermed opnas for alle z € [0,T:

l/T (f(.’L+ Of{) - FT(m+t)FT_(?5) dt

loz(2) = Gr(a)l = | [

1 T
=‘T/o (f(z+1) - Fr(z + 1)) f{1) dt| < eC
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hvor C (som sedvanligt) betegner et tal sa | f(z) |[< C for alle z.

Vi vaelger nu en fglge (¢,) af positive tal, saledes at e, — 0 for n — co. Lad
(T,) vare en tilhgrende fplge af forskydningstal, d.v.s. T, = 74(e,) er et
forskydningstal for f hgrende til €,, valgt saledes at T,, — oo for n — oo.

For ethvert n € N og ethvert z € [0,T,] glder dermed:

og dermed:

sup{lgr.(z) = G, (2) |z € [0,Tn[} =0 for n—

Foldningen ¢ af f er givet ved:
g(z) = M{S(z + O]}

Vi erindrer fra beviset for satning 5.14, at g7 konvergerer uniformt mod g.
Da G, konvergerer uniformt mod g7, i [0, T[, og g1, konvergerer uniformt
mod ¢ pd hele den reelle akse, ma der gzlde at G'1,, konvergerer uniformt
mod ¢ i [0,T,[, for n — co. Dermed galder specielt:

.1 (T
lim = [ "1z, @) do = M{] g(2) I}

n—x iq Jo
og da G, opfylder Parseval’s formel:

M{lg(z) %) = Jim 3 law['=0
neZ

Vi har tidligere vist at man at dette kan slutte at g ngdvendigvis ma vere
nulfunktionen. Da gelder:

9(0) = M{f()f(1)} = M{| f() |’} =0

hvoraf vi igen kan slutte at f er nulfunktionen.
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5.9 Hovedsatningen
Vi formulerer hovedsatningen formelt:

Sztning 5.16 (Hovedsztningen) Maengden af funktioner der kan ap--
proksimeres uniformt, med vilkarlig precision, af trigonometriske polyno-
mier, er netop mengden F af nesten periodiske funktioner. Symbolsk:

F=H{T}

Vi har allerede i sztning 5.5 bevist at enhver funktion i H{7}, er nasten
periodisk, og skal saledes blot bevise 7 C H{7}. Hovedsatningen er derfor
bevist nar fglgende approksimationssetning er bevist:

Setning 5.17 (Approksimationsszetningen) Enhver nesten periodisk
funktion kan approksimeres uniformt af trigonometriske polynomier.

Istedet for et direkte bevis for approksimationsseetningen, vil vi bevise en

anden saztning der indeholder approksimationssatningen som et korollar;

nemlig Bochner’s summationssetning. Summationssatningen er analog til

Fejér’s sztning. Saledes forteller den ikke blot at det er muligt at danne en

folge af trigonometriske polynomier der konvergerer uniformt mod en given

naesten periodisk funktion (hvilket jo er indholdet af approksimationssaet- -
ningen), men viser tillige hvordan disse polynomier kan konstrueres udfra

kendskab til Fourier raekken.

Vi har allerede indirekte bevist at en lang raekke nzesten periodiske funktio-
ner, kan approksimeres uniformt af trigonometriske polynomier, og tilmed
hvilke polynomier der skal anvendes. For hvis en nzsten periodisk funktion
f(z) ~ Y axe™® har en Fourier raekke der giver mening (og det er jo til-
feeldet for alle foldninger), da er raekken Fourier rackke for sin sumfunktion
s(z) = Y axe™®. Af entydighedssaxtningen folger at raekken kun er Fourier
razkke for sin sumfunktion, d.v.s.:

fl2)= Z ayer*

AER

og da rakken Y a)e** er uniformt konvergent, kan f approksimeres uni-
formt af et udsnit af sin Fourier razkke. Dette er naturligvis det ‘paneste’ af
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alle tilfzelde; at kunne identificere en nasten periodisk funktion-med (sum-
funktionen af) dens Fourier raekke. Men generelt er vi‘ikke s& heldige. Om-
end det i praksis er neaesten umuligt at stsde pa nogen af slagsen, kan der
gives eksempler pa divergente Fourier raekker (Se Appendix E).

Vi betragter en vilkarlig nasten periodisk funktion -f, med ‘Fourier rak-
ke Y ane*~*. Af bekvemmelighedsgrunde betegnes Fourier frekvenserne
A0, A1, . ... Det v’te afsnit-af Fourier raekken er givet ved:

v—1 )
su() = 3 ane™
n=0

Middelveerdien af de fgrste v afsnit er:

v

Sua) =3 (1 _ %) 4 eitnz

n=0

Fejér’s szetning vil direkte kunne overfgres til naesten periodiske funktioner,
safremt fplgen (S,(2)) konvergerer uniformt mod f, for v — oco. Desvaerre
kan vi ikke vise at dette er tilfeldet, men en undersggelse er nyttig, da den
kan papege hvor problemet ligger.

Vi kan skrive:

v
Su(z) =Y rnpane’n®

n=0

hvor r,,, = (1 - %) for n = 0,1,...,v 0g rny = 0 for n > v. Det er tyde-
ligt at, for fastholdt n, 7, — 1 for v — oo, hvilket viser at folgen (5,(z))
formelt konvergerer mod Fourier raekken. Funktionen g,(z) = f(z) — Syu(2)
er nasten periodisk for alle v € Ay, og oplylder dermed Parseval’s formel,
d.v.s.:

M{| f(z) - Su(2) |2} = Z | @n — Thotn |2= Z(l - Tn.U)z | an |2

n=0
Givet et ¢ > 0 kan vi valge N si stort at:

(o9}

Z Ianlzgg

n=N+1
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og tilsvarende kan valges et V sé:
N ¢
Z(l - 1',1,,,)2 | an |2§ - forv2>V
n=0 2 ’
hvormed opnas:
M{| f(z) - Sy(z) I’} <e forv>V

d.v.s. folgen (S,(z)) konvergerer i middelkvadrat mod f. Dette er et vigtigt
resultat, hvis betydning fremgar af en saetning, vi praesenterer efter fglgende
definition: :

Definition 5.6 En mangde A af nesten periodiske funktioner siges at vere
majorisérbar med majorant f, sifremt ethvert forskydningstal T for f hgren-
de til ¢, er forskydningstal for alle funktioner 1 A horende til €.

Seetning 5.18 En majorisérbar folge af nesten periodiske funktioner (d.v.s. .
mengden af folgens elementer er majorisérbar), med majorant f, der kon-
vergerer i middelkvadrat mod f, konvergerer uniformt mod f. ‘

Bevis :
Antag at mangden {s,(z) | n € M} har majorant f, og at
M{| f(z) = s2(2) )} >0 for n—o0

Betragt folgen (¢n(z)), hvor @a(z) = f(z) — sal2). Vi skal vise at
(¢n(z)) konvergerer uniformt mod 0. d.v.s. at:

sup{] vn(z)| |.1'€R}—+0 for n— o

{@n(z) | n € N} har majorant 2f, for ethvert forskydningstal 7 for 2f
herende til ¢, er et forskydningstal for f herende til §, og dermed et
forskydningstal for ¢, (z) herende til ¢, da:

lon(z +7) = @n(2)] = | flz + 7) = sulz + ) = f(z) + sn(2)]
<|f(z+ T) - fz)] + |sn(z +7)— Sn(x)l <

to=¢

IR
O™
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Lad € > 0 veere givet og antag at der eksisterer et zg 53 | pn(z0) |> €.
I sa fald galder ifolge (5.3):

S
—_—
o)
P

~

Milgalz) ) 2 75 =8> 0)

hvor L,(%) er valgt siledes at ethvert interval af laengde L,(§) inde-
holder et interval af lzengde 6, bestaende af lutter forskydnmgsta.l for
¢n hprende til £. Da 2f majoriserer ¢,, n = 1,2,..., kan vi som in-
l\ludermgslmngde Ln(%§) veelge det samme tal for alle funktioner ¢p,;
nemilig Lys(5), der er et tal siledes at ethvert interval af leengde L,j(5)
indeholder et interval af lngde 6, bestaende af forskydningstal for 2 f
hgrende til £. Og da

M{gn(z)]*} =0 for n—o o

kan veelges et N, siledes at M{| on(z) |?} < B for n > N, og dermed

fas:
| on(z)|<e forn>N

0

Betragt endnu engang felgen (S,(z)). Vi skal blot vise at fglgen majorise-
res af f. Af regnereglerne for Fourier reekker, fremgar det at hvis f(z) har
Fourier rekke 3 a,e"**, da har f(z + t), for fastholdt z, Fourier raekke
Y al e, hvor a!, = ane™™**. Vi kan nu omskrive folgens led:

Su(z) = Z (1 - —) anent = Xv: (1 - %) al,

n=0 n=0

Z (1 - -) lim ——/ f(z + t)e"’\"t dit

T—eco T

. 1 v n —idn
=T15noo§:/0 f(z+t)§(1—;)e tdt

= M {f(z + t)k,(t)}  hvor k,(t) = Xv: (1 - %) e—int

n=0

k, er et trigonometrisk polynomium, der minder om Fejér kernen der op-
tradte i det tilsvarende problem for periodiske funktioner. Der er dog en
afggrende forskel: I Fejér kernen optracder kun heltallige frekvenser hvilket
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betyder, som vist i beviset for Fejér’s setning, at Fejér kernen altid er reel
og ikke-negativ. Ilvis det samme er tilfeldet for k, vil beviset hurtigt kunne
afsluttes med fplgende betragtninger:

Hvis 0 er Fourier frekvens for f, sttes Ag = 0 og vi har M {k,(t)} = 1. Er
0 ikke Fourier frekvens for f fds M{k,(t)} = 0, men vi betragter da istedet -
funktionen g(z) = f(z)+1, der har Ay = 0 og ap = 1. Kan vi approksimere g
kan vi jo approksimere f, og igen fas M {k,(t)} = 1. Antager vi at k,(t) > 0
for alle ¢, er ethvert forskydningstal = for f hgrende til ¢, et forskydningstal
for alle funktionerne i fglgen (S,(z)) horende til €, da der for alle z gelder:

|Su(z + 7) = Sy()]
= M {f(2 + 7+ Oko(t)} = M{f(z + ko (1)}
= IMA(f 4T ) - [+ ) ko(2)}]
SMAf(x+7+10) - flz+ ) ko(t)}
< M{ck,(t)} =eM{k,(t)} = ¢

Det eneste der hindrer os i at konkludere at Fourier raekken for en naesten
periodisk funktion f, er uniformt summabel med sumfunktion f, er altsd
at der ikke generelt gelder k,(¢) > 0 for alle t € R. Dette bunder i det
problem vi igen og igen har medt i udvidelsen fra det periodiske, til det
naesten periodiske tilfaelde: At Fourier frekvenserne kan antage vilkirlige
reelle, fremfor blot heltallige, veerdier.

Vi kan derfor ikke direkte generalisere Fejér’s saetning, men vi kan opna et
tilsvarende resultat v.h.a. Bochner’s summationssatning. Vi skal vise at
der til en givet nwesten periodisk funktion f, kan dannes en fglge af trigo-
nometriske polynomier, hvis frekvenser alle er Fourier frekvenser for f, der
konvergerer uniformt mod f. Vores forelgbige betragtninger vil understgtte
os i beviset for dette.

Det fgrste problem vi bgr behandle er spgrgsmalet om hvilken raekkefglge
man skal betragte Fourier frekvenserne i. Vi har hidiil undgaet dette pro-
blem, ved hovedsaligt at arbejde med Fourier rackke der giver mening, og
hvis sum derfor er uafhaengig af summationsrakkefglgen. For periodiske
funktioner overvejede vi ikke engang problemet, for da er der en ‘kanonisk’
rekkefslge af Fourier frekvenser (nemlig 0,+1,12,...). Problemet lgses ved
at indfgre en basis.
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‘Definition 5.7 Ved en basis for en tellelig mengde {A, | n € N} af reelle
-tal, forstds en-tellelig mengde {By; 02, . .1} af reelle tal,"med egenskaber:

1. B,Ba,... er lineert uafhengige, d.v.s. enhver linearkombination af

typen 151+ @202+ - -+ ¢n On, 'med rationelle koefficienter q1,qa,. . ., ¢n,
er forskellig fra 0, med mindre alle koefficienter er-0.

2. Ethvert )., kan udtrykkes ved en linearkombination Ay, =-q1 81+ - +
gnfn, hvor koefficienterne er rationelle. Denne fremstilling er entydig.

En maengde af Fourier frekvenser kan altid tildeles en basis. For Fourier
frekvenserne kan nummereres Ay, A,,.... Som §; vielges det fgrste A der er
forskelligt fra 0 (A eller A\y). Som B, valges det forste efterfglgende A der
ikke kan skrives som ¢,81, ¢; € Q. Som f3 valges det forste efterfplgende
A, der ikke kan skrives som ¢ + q2/32, ¢1,q2 € Q o.s.v. Hermed opnis cn
endelig eller uendelig basis.

Vi kan nu formulere summationssatningen:

Saetning 5.19 (Summationsszetningen) Enhver nesten periodisk funk-
tion f er grensefunktion for en uniformt konvergent falge af trigonometriske
polynomier, hvis frekvenser alle er Fourier frekvenser for funktioner. Det
fremgar af beviset hvorledes man, med kendskab til f’s Fourier rekke kan
danne en sadan fplge.

Bevis :

Der indgar ganske kompakte og komplicerede udtryk i dette bevis, og
det er tvivlsomt at overskueligheden ville gges ved at skrive dem helt
ud. Selve beviset er dog ikke s®rligt kompliceret, men kraever at man
ser ‘hardt’ pa det.

Fejér kernen er givet ved:
vl

. _ 1 (sin (%) 2_ - [\ i
Ball) = ;(sin (-z—) ) - Z (l - —v_) ¢

Vi erindrer at:

M{K,t)} =1 og K, (t)>0foralleteR
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Vi betra,gtebr en vilkarlig nesten periodisk funktion:
@)~ - e
n=1

og antager at vi kender en basis 8y, B2, ... for Fourier frekvenserne. Vi )
definerer fglgen (o,(z)) ved:

I SRR o (1) B (L

ny=—(v')? ny=—(v!)?
a(TL1?1++F_’£ﬂ)Q\(p(1(P_L€_I++EE’?E)t)
v! v! : n! ! .

hvor a()\n) =a, = Al{f(l.)e-i)\.,z}‘
Udtrykket kan omskrivcs til:

k(v)
o) = D Tuyane™?
n=1

hvor:

Py = (1 -~ %) (1 - |(:'")2|>

og tallene ny,ng,...,n, er bestemt ved:

YL
v:

ny
—%,—U» Ny ny € {—(oD)%, ..., (vD)?)

Enhver Fourier frekvens kan skrives pa denne form, for et tilstraekkeligt
stort v. For en Fourier frekvens A, kan skrives som:

A=qBr+ @b+ + @b

for et tilstraekkeligt stort v; og de rationelle koefficienter ¢1,42,...,qv
kan skrives som: '
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for et tilstraekkeligt stort v.. Bemaerk at hvis en Fourier frekvens A; er
frekvens i o,,, da er den tillige frekvens.i oy, for alle k£ > m. Siledes
inkluderes flere og flere af f’s Fourier frekvenser.

For fastholdt n fas Tnw — 1 for v — o0, og af diskussionen inden bevi-
set fglger umiddelbart:

M {lf(z) - av(z)|2} =0 for v—- o

og dermed:

sup{lf(w)—au(a:)l,xER}—»O for v— o

da den sammensatte kerne:

. t i
I(J(t) = I((v!)? (i—l’) ce [i’(.ug)i’ (/B—u)

v!
har egenskaber:

M{EK}()} =1 og KXt)>0foralleteR

da K er produktet af reelle ikke-negative Fejér kerner, og K7 er et
trigonometrisk polynomium med konstant led 1. 0O

5.10 Resumé

Vi vil i det folgende pi en uformel made skitsere hovedtraekkene i vores
gennemgang af teorien for nzesten periodiske funktioner. Dette skal bidrage
til en belysning af teoriens struktur, bibringe laeseren et overblik, pipege
de endnu uafklarede punkter samt vise i hvilke retninger teorien naturligt
kan udvides. Vores udgangspunkt var spgrgsmslet om hvilke karakteristika
der netop kendetegner de funktioner, der kan approksimeres uniformt, med
vilkarlig praecision, af trigonometriske polynomier Y axe'*®. Allerede her
indskrenker vi os til kun at betragte komplekse funktioner, af en reel varia-
bel. Vi minder om den tidligere geometriske fortolkning af et trigonometrisk
polynomium. Spgrgsmalet kan altsi omformuleres til: Hvad kendetegner
de bevagelser i planen, der kan oplgses i jeevne cirkelbeveegelser? Herefter
har vi fulgt i Bohr’s fodspor, ved farst at definere nzesten periodicitet, og
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dernast bevist at de nasten periodiske funktioner netop er de funktioner E
der kan approksimeres uniformt af trigonometriske polynomier. Men vores
udgangspunkt taget i betragtning havde det veeret ligesa naturligt om vi var
gaet den anden vej. Det vil sige om vi havde defineret naesten periodiske .
funktioner som de funktioner der kan approximeres uniformt af trigonome-
triske polynomier, for dernzest af opna definitionen som hovedsaetning.

Efter definitionen beviste vi nogle simple egenskaber ved nzesten periodiske
funktioner (begransethed, uniform kontinuitet etc.). Disse egenskaber er
naturligvis essentielle for at teorien kan opbygges, men repraesenterer ikke i
sig selv ‘interessante’ resultater. De er blot et springbraedt for vores videre
sggen. Middelvardisatningen er i og for sig heller ikke interessant, men den
er af central betydning. Udsagnet om at middelveerdien er defineret er sa
oplagt for periodiske funktioner, at det kan synes generende at skulle stoppe
op, og levere et langt og forholdsvist kompliceret bevis for det samme i det
nasten periodiske tilfzelde. Men det er prisen for at vi kan arbejde med

. en bredere klasse af funktioner, og i sidste ende kan vi fryde os over at de

opnaede resultater er mere generelle. Med en kolig tilfredshed konstaterer
vi at middelvaerdisaetningen er geldende, for uden den er det meningslgst .
at definere Fourier raekker for nwesten periodiske funktioner. De fglgende
setninger frem til entydighedssatningen er vigtige forberedelser. For med
det gennembrud der sker med entydighedssztningen, kan vi uddrage en lang
raekke interessante konklusioner. Et bekvemt ‘mellemresultat’ er Bessel’s u-
lighed 3" | ay |2°< M{| f(z) |*}. Senere star den helt i skyggen af Parseval’s
formel, der viser at lighedstegnet altid er gzeldende, men den er et stort skridt
pa vejen. Dels medfgrer den at en Fourier raekke kun indeholder telleligt
mange led, hvilket er essentielt da vi gerne vil opfatte disse som egentli--
ge raekker og underspge eventuel konvergens, og dels fortzller den at uanset
om en givet Fourirraekke 3 aye’*® konvergerer eller ej, s3 konvergerer rakken
S | @y |? altid. Hernzest defineres Fourier raekker, og det vises hvorledes sim-
ple operationer med nesten periodiske funktioner, afspejles i deres Fourier
raekker. Et ekstraordinaert tilfielde er multiplikation af to nasten periodiske
funktioner. Omend vi opskriver formlen for hvorledes multiplikation afspej-
les i Fourier raekken, er vi pa det tidspunkt ude af stand til at bevise den. Det
skyldes at denne multiplikationssetning er et dybt resultat, pa linie med en-
tydighedssatningen. Dette er ganske overraksende, for de gvrige regneregler
er ret elementzere. Herefter introduceres foldninger. Foldningen er et steerkt
verktgj, for dens Fourier rakke er altid konvergent, ifglge Bessel’s ulighed.
Dette er den virkelige ide bag foldningen af en funktion. Pa nuveerende tids-
punkt ved vi dermed at ihvertfald visse nzsten periodiske funktioner, har
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konvergente Fourier raekker. Nu folger en diskussion af kvivalensen mel-
lem Parseval’s formel, multiplikations- og entydighedsszaetningen. Forholdet
mellem disse sztninger er vitalt for teoriens struktur, og leeseren opfordres
til grundigt at studere diskussionen og beviset for akvivalens. Da Bohr of-
fentliggjorde sine artikler, var han ikke bekendt med akvivalensen mellem
entydighedssaetningen og Parseval’s formel. Han beviste derfor Parseval’s
formel, hvorefter entydighedssetningen fulgte som korollar. Dette farte til
et nesten umenneskeligt kompliceret bevis. Da akvivalensen mellem disse
udsagn kort efter blev opdaget, beviste flere matematikere s®tningerne ud-
fra entydighedssatningen, hvilket er mere bekvemt. Det i teksten anvendte
bevis er udviklet af de Vallée Poussin, og er et glimrende eksempel pa de
simplifikationer der er foregaet. Beviset er dog stadig temmelg langt og kom-
pliceret, men resultatet er tilsvarende frugtbart. Entydighedssaetningen er et
virkeligt gennembrud, og hovedsxtningen er pludselig indenfor reekkevidde.
Faktisk er hovedsatningen bevist for en lang rackke naesten periodiske funk-
tioner; nemlig alle dem hvis Fourier reekker giver mening. For hvis en raekke
S aye'’® giver mening er den netop Fourier raekke for sin sumfunktion, og
kun for sin sumfunktion. Det betyder at nzsten periodiske funktioner hvis
Fourier reekke giver mening, for eksempel foldninger, kan approximeres u-
niformt, med vilkarlig praecision, af et endeligt udsnit af sin Fourier rakke,
som jo er et trigonometrisk polynomium. Dette er ovenikgbet steerkere end
hovedseetningen, for vi finder samtidig hvilket trigonometrisk polynomium,
vi kan approksimere funktionen med. I et sadant tilfaelde kan vi identificere
funktionen med sin Fourier raekke. Problemet er imidlertid at vi ikke ge-
nerelt ved hvilke nzesten periodiske funktioner der har konvergente Fourier
rekker, og hvilke der har divergente. Vi ved blot at begge muligeheder er
tilstede. Dette er et dybt problem, der endnu ikke er fuldt afklaret. Men det
betyder ikke at der ikke er opnaet resultater pad omradet: Det er muligt at
opstille enkelte kriterier der sikre konvergens af en nzesten periodisk funk-
tions Fourier raekke. Konvergensforholdene er dog underordnede for selve
hovedszetningens bevis. Vi beviser hovedsztningen gennem Bochner’s sum-
mationssatning. I Bohr’s oprindelige teori bevistes hovedsatningen ved et
kompliceret argument, der byggede pa periodiske funktioner af endelig og
uendelig mange variable. Der findes andre beviser for hovedsatningen, men
vi har foretrukket Bochner’s summationssztning da vi siledes ogsa lgser et
andet problem: Til en given naesten periodisk funktion at konstruere en uni-
formt konvergent fglge af trigonometriske polynomier, der konvergerer mod
funktionen.

Den efterfplgende figur illustrerer teoriens ophygning og struktur. Elemen-
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terne i boksene er begreber, definitioner eller setninger, der har betydning
for teorien. Et diagram der fuldstandig angiver de indbyrdes afhangig-
hedsforhold, kan hurtigt blive uoverskueligt, sa vi har forspgt at skitsere de
vigtigste sammenhange. Systemet er enkelt: Det som en pil peger p3 er
afhaengigt af det som pilen kommer fra.
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[FORSKYDNINGSTAL]

| KONTINUITET |

|RELATIV TATHED|

|

INASTEN PERIODICITET]
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SIMPLE
EGENSKABER H(T)C F
[INDRE PRODUKT]| ~—|MIDDELV &RDI| NORMEN
FOURIER | BESSEL’S
KONSTANTER ULIGHED
l FOURIER l '
RAKKER FOLDNING
[ENTYDIGHED | PARSEVAL
SUMMATION IHOVED
SETNING SETNING

Figur 5.1: Diagram over teoriens struktur
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Kapitel 6

Mere om naesten periodicitet

6.1 Indledning

Vi har pa nuvaerende tidspunkt preesenteret den elementzre teori, stort set
som udviklet af Bohr i hans forste to artikler, og vil nu se p& nogen af
de resultater der siden er fundet. I drene efter at Bohr havde fremlagt sin
teori, var der en naesten eksplosionsagtig interesse omkring nzesten periodiske
funktioner, og flere matematikere bidrog afggrende til teorien. Den videre
udvikling af teorien kan groft siges at g i to retninger:

1. Teorien blev betragtet fra nye indfaldsvinkler med tilhgrende refor-
muleringer af dens resultater og simplificering af beviserne. Desuden
arbejdedes der med at opnd nye s®tninger, men alt sammen indenfor
rarnmerne af den elementaere teori.

2. Man sggte at generalisere begrebet naesten periodicitet til langt bredere
klasser af funktioner.

I det fglgende tidr skete der store landvindinger pa begge omrader. Den
matematiske teori er sa omfattende, at vi vil indskraenke os til at skitsere
hovedtraekkene i udviklingen, og supplere med enkelte eksempler.

Arbejdet med den oprindelige teori fik to konsekvenser. Dels blev teorien i
vid udstraekning simplificeret, og dels blev enkelte nye resultater opniet. En

91



92 KAPITEL 6

af de fgrste og mest vaesentlige simplifikationer blev opnaet da aekvivalensen
mellem Parseval’s formel og entydighedssaetningen blev bevist. Som tidlige-
re neevnt udviklede Bohr et sardeles kompliceret bevis for Parseval’s formel,
og beviste dernzest entydighedssztningen som et korollar, men det er langt
enklere at basere beviset pa entydighedssatningen. Det af os benyttede be-
vis er udviklet af de la Valée Poussin, og reprasenterer en typisk forenkling.
Af andre beviser for entydighedsseaetninger er der grund til at naevne Weyl’s.
Weyl indfaldsvinkel var ny, men frugtbar. Han betjente sig af teknikker
fra line=r algebra kombineret med gruppe teoretiske argumenter, og kun-
ne dermed ikke blot bevise entydighedssaetningen, men samtidig konstruere
Fourier raekker. Weyl’s benyttelse af gruppe teori medvirkede desuden til at
teorien senere blev udviklet til at omfatte grupper. En anden type beviser
der fremkom var de elementzere beviser for hovedsatningen. Mens vi kun
har bevist hovedsztningen efter at have opbygget en hel teori at traekke pa,
viste flere matematikere at det er muligt at opna et direkte bevis, der (ne-
sten) kun bygger pa at nasten periodiske funktioner har de i definitionen
fastlagte egenskaber. Saerligt Bogoljubov’s bevis er blevet kendt, og vi vil
senere gennemga det.

En ting er at simplificere allerede eksisterende beviser, en anden at udvikle
nye! Bohr’s teori var nasten fuldent fra fédslen, men enkelte resultater er
siden opnaet. Vi har allerede praesenteret Bochner’s summationssatning, der
besvarer et af de fa dbne spprgsméal i Bohr’s teori: Hvorledes approksimeres
en nasten periodisk funktion? FEllers er det sparsomt hvad der siden er
opnaet af vaesentlige s®tninger, for de figurerer allerede i Bohr’s teori. Der
er dog en vaesentlig undtagelse: Bochner fandt en karakteristisk egenskab
ved naesten periodiske funktioner. Som definition af nasten periodicitet er
Bochner’s karakteristik elegant, og blev senere benyttet til at generalisere
begrebet. Bochner’s karakteristik diskuteres i naste afsnit. Et problem der
endnu ikke er lgst, og som stadig pakalder sig opmaerksomhed, er Fourier
rekkers konvergensforhold. En karakteristik af de funktioner hvis Fourier
raekker konvergerer vil vaere et uhyre vaesenligt resultat, og er idag den eneste
stgrre mangel ved teorien.

Generaliseringerne var forsgg pad at udvide teoriens gyldighed til bredere
funktions klasser. I forste omgang synes kravet om kontinuitet at veere den
mest snerende ramme, og Stepanov fik hurtigt generaliseret begrebet nasten
periodicitet, til at omfatte diskontinuerte funktioner. Videre generaliseringer
blev udviklet af Weyl og af Besicovitch (der er overgang arbejdede sammen
med Bohr). Med Besicovitch’ vidtfavnende generalisering bliver teorien af-
rundet og videre generaliseringer overflpdige. Dette gzelder dog kun for den
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‘klassiske’ teori, der behandler funktioner f : R — C. (I sin 3. artikler
behandlede Bohr funktioner f : C — C, men denne teori fremstar idag stort
set uzendret.) I midten af 30’erne udvidede von Neumann begrebet nzesten
periodicitet til at omfatte komplekse funktioner, defineret pa grupper. I -
forste omgang betragtedes kun kommutative grupper, men teorien er siden
videreudviklet. Mens naesten al videre udvikling indenfor nzesten periodiske’
funktioner udslukkedes sidst i 30’erne, forblev naesten periodiske funktioner
pa grupper et omrade hvor der til stadighed var nye resultater at finde og
hvor teorien levede videre; i hvert fald en tid endnu. Idag er det (meget)
sparsomt hvad der publiceres af nye resultater, men netop det kan jo vare
et tegn pa en veludviklet og solidt funderet teori.

I det felgende vil vi se pa nogle ‘udpluk’ af udviklingen. Som eksempler

pa udviklingen af den elementzre teori, vil vi se narmere pa Bochner’s = -

karakteristik og Bogoljubov’s bevis. Herefter vil vi kort gennemga generali-
seringerne, afsluttende med en ‘skitse’ af hvorledes von Neumann udvidede
teorien til at omfatte grupper.

6.2 Bochner’s karakteristik

Allerede i 1927 karakteriserede Bochner de nasten periodiske funktioner,
fuldsteendig uden at ggre brug af begreberne forskydningstal og relative tzet-
te maengder. Karakteristikken er et glimrende eksempel pa de alternative
indfaldsvinkler til teorien, der {fremkom efter Bohr’s artikler.

Vi indfgrer forste nogle generelle begreber. Lad (M,d) betegne et vilkar-
ligt metrisk rum, d.v.s. et mangde M med en tilhgrende afstandsfunktion
d: MxM — R. Ved K(f,r) forstar vi kuglen med centrum i f og radius r,
d.v.s. maengden {# € M | d(x, [) < r}. Visiger at en delmzengde A C M
af et merisk rum er totalt begraenset hvis vi til ethvert givet € > 0 kan veelge
et endéligt antal elementer fy, fo,..., fu, i A, sdledes at ethvert element i A
er indeholdt i en (eller flere) af kuglerne K'( fi,<), ¢ = 1,2,...,n. Vi kalder
da f1, f2,... fn for en mangde af ¢- approksimanter, da ethvert element i A
kan approksimeres med afstand < ¢, ved et (eller flere) af elementerne f;,
i =1,2,...,n. En delmaengde A C M af et metrisk rum kaldes desuden
betinget kompakt, hvis enhver fglge i A indeholder en delfglge der er en fun-
damentalfplge. En folge (fn) kaldes en fundamentalfplge hvis der, til ethvert
€ > 0, kan vzlges et N sa: d(fn, fm) < € for alle n,m > N. En reel eller
kompleks fundamentalfglge er altid konvergent.

R
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Vi gnsker at vise at totalt begrensethed og betinget kompakthed er zkviva-
lente begreber; altsa at .4 C M er betinget kompakt, hvis og kun hvis den
er totalt begranset. Beviset er simpelt og kan fgres i ord:

Totalt begraensethed = betinget kompakthed, for antag at A er totalt be-
grenset og betragt en fglge fi, f2,... 1 .A. Vi kan deekke A med et endeligt
antal kugler med radius 1. I hvert fald en af kuglerne indeholder uendelig
mange affglgens elementer; d.v.s. der eksisterer en delfglge af fi, fo,...,
som vi betegner fi11,f12,..., hvis elementer hgjst har afstand 2 til hverand-
re. Vi overdaekker nu A med et endeligt antal kugler med radius 1. Fglgen
f11, f12, ... vil da indeholde en delfglge fo1, f22,..., hvis elementer alle falder
i samme kugle og derfor har afstand <1 til hverandre. Dernaest overdakker
vi A med kugler af med radius L, og udvalger en delfglge fa;, faz,... af

3,
fa1, f22,- - ., hvis elementer hgjst har afstand % til hverandre. Vi fortsatter
med kugler med radius } %, Diagonalfglgen fi1, fo2,... vil da vaere en

fundamentalfplge, for fra det n’te clement at regne har fglgens elementer
afstand < ;2; til hverandre.

Betinget kompakthed = totalt begraensethed for antag at A ikke er betinget
kompakt, d.v.s. der eksisterer et ¢ > 0 sa A ikke kan dakkes med et eneligt
antal kugler med radius €. Vi kan da danne en folge i A ved at udvelge et
tilfeeldigt f; € A og dernwest valge et f, € A der ikke tilhgrer K(f1,¢), og
dernaest veelge et fz € A der hverken er indeholdt i K'( f1,¢) eller K'(fs,¢)
o.s.v. Ved at fortszette processen far vi defineret folgen fi, f2,..., der ikke
indeholder en delfplge der er en fundamentalfsige, da alle fplgens elementer
jo har afstand stgrre end ¢ til hverandre. A er altsa ikke betinget kompakt.

For at kunne benytte begreberne totalt begraensthed og betinget kompakt-
hed pad mangden af nasten periodiske funktioner, er det ngdvendigt at de-
finere en afstandsfunktion saledes at vi kan tale om afstanden mellem to
funktioner. Til dette anvendes den uniforme metrik, d.v.s. den funktion der
til to funktioner f og g knytter afstanden:

d(f,g) = sup {If(w) ~g(z)l |z € 72}

Vi har implicit benyttet den uniforme metrik utallige gange, typisk i udtryk
som:
[ flz)—t2)|<e forallezeR

der lige sa vel kunne udtrykkes d(f,t) < ¢. Vi kan nu praesentere Bochner’s
karakteristik:
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Szetining 6.1 (Bochner’s karakteristik) En kontinuert funktion f : R —
C er nesten periodisk hvis og kun hvis mengden {f(z + a) | a € R}, som
vi kalder mengden af f’s forskudle funktioner, er totalt begrenset/ betinget

kompakt.

Bevis :

Nasten periodicitet = totalt begraensethed:

Antag at f er nesten periodisk og lad € > 0 vere givet. Vi valger
inkluderingsleengde L = L(5), sdledes at ethvert interval af lzngde L
indeholder et forskydningstal for f hgrende til 5. Desuden kan vi, da
f er uniformt kontinuert, valge et § > 0 siledes at:

lz1,22|€6 = | fz1) = f(=z2) IS

N ™

I intervallet [0, L] kan vi tydeligvis udvalge en maengde by,b,,...,bs
af 6-approksimanter, saledes at et vilkarligt b € [0, L] har afstand < §
til et passende b;, 7 =1,2,...,n. Til et vilkdrligt @ € R kan vi finde et
forskydningstal T = 7(§), for f hgrende til £, saledes at a + 7 € [0, L].
Ligeledes kan vi finde et passende b;, sdledes at:

d(f(x +a), f(z + b)) <

df(z+a)flz+tet+m)+d(fla+a+7),flz+b))<s+5=¢

N ™
8o ™

Dermed er f(z + b;), f(z + b2),..., f(z + b,) en endelig mangde af
g-approksimanter for mangden {f(z + a) |a € R} af forskudte funk-
tioner, der saledes er totalt begraenset.

Total begraensethed = naesten periodicitet:

Antag at funktionen f: R — C er kontinuert og mangden {f(z + a) |
a € R} er totalt begrenset. For et givet ¢ > 0 udvalger vi endelig
mange ¢- approksimanter f(z+aq), f(z+a2),..., f(z +ay,), og ordner
dem sdledes at a; < a3 < ... < an. Til ethvert ¢ € R kan vi finde
et passende a;, i = 1,2,...,n, sdledes at d(f(z + a), f(z + a;)) L ¢,
og dermed d(f(z + a — a;), f(z)) < ¢, d.v.s. et af tallene a — ay,a —
as,.:..,a — ap er et forskydningstal for f hegrende til €, og ethvert
interval af leengde @, — @; indeholder et sidan forskydningstal, d.v.s.
f er naesten periodisk. a
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6.3 Bogoljubov’s bevis

Vi skal nu fglge Bogoljubov’s elementzere bevis for approksimationssatnin-
gen: F C H(T). Vi ved at den omvendte szetning ¥ 2 H(T) er enkel at
vise, s& beviset er nzasten et bevis for hovedsaztningen. Beviset blev publice-
ret i 1935, men fgrst kendt af kredsen omkring Bohr i 49, om end der lzenge
havde vaeret en mistanke om dets eksistens. Bgrge Jessen og Erling Folner
havde under krigen studeret en artikel af Bogoljubov om forskydningstal, og
undrede sig over at der ikke var leveret et bevis for hovedseetningen, da det
var tydeligt at det kunne baseres pd artiklens resultater. Hans Tornehave
opdagede senere at Bogoljubov allerede havde gjort dette, da han fandt re-
ferencer til en russisk lerebog om svingningskredse i elektronrer, hvor det
original bevis var anfgrt. 1 mellemtiden havde Borge Jessen forgvrigt ind-
gaende studeret teorien, og fundet et bevis der var nasten identisk med
Bogoljubov’s. Bogoljubov’s bevis er siden blevet kendt for sin simpelhed.
Det leverer et direkte bevis for approksimationss®tningen, uden at traekke
pa et kompleks af hjzlpesatninger.

Vi tager udgangspunkt i ulighederne:

|| <6
| Aem| < 6

. . mod 27
[AT] < &

hvor Ay, A9,..., A € R og § > 0. Ved en lgsning forstar vi et reelt tal 7,
hvortil der kan valges heltal nq,nq,...,n, siledes at | ;7 + n;27 |< 6, for
i=1,2,...,m. Mangden af lgsninger betegnes [A;, Ao, ..., Apn; 8.

Allerede Bohl (den klassiske trykfejl i litteraturen er at forveksle Bohl og
Bohr) havde, ca. 10 &r for Bohr offentliggjorde sin teori, studeret Igsnings-
mangderne og indfort begrebet relative tette mangder. Han fandt nemlig
at lgsningsmengderne altid er relativt tatte. Hans arbejde fik dog ingen
indflydelse pa Boht’s opbygning af teorien, da Bohr simpelthen ikke var
bekendt med det.
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Beviset er inddelt i to szetninger:

Seetning 6.2 Sdfremt det for en nesten periodisk funktion f og et givet
€ > 0 geelder at mengden {r;(¢)} indeholder en mangde [A1, Az, ..., Am; 6],
da eksisterer der et trigonometrisk polynomium t sa:

| f(z) —t(z)|< 2  forallez E R

Bevis :
Vi traekker pi teorien for periodiske funktioner af flere variable!.
(.’L‘],.’L’Q,. . ,.’L'm) = (Alt,/\gt,... ,/\mt)

eller blot z = At Betegner en linie i R™.

Vi vil sgge at konstruere en kontinuert periodisk funktion F : R™ — C,
med periode 27 efter hver af de m variable, der opfylder:

| f(t)— F(At)|<e¢ foralleteR

Nar dette er gjort er beviset naesten fuldendt for vi kan da, ifslge We-
ierstrass’ setning for periodiske funktioner af flere variable, konstruere
et trigonometrisk polynomium af flere variable:

*
T(:L') = Z an],...,nmei(nlzl+m+nmxm)

ny,...nm€Z

saledes at | F(z) — T(z) |< € for alle z € R™. For det trigonometriske
polynomium '

S(t) = T(/\t) = Z am,...,n.uei(n"\l+'"+"'"’\"‘)t

vil da geelde | f(t) — s(t) |< 2¢ for alle t € R.

Vi velger forst et N € A s3 stort at 4 < 6. Vi inddeler da R™ i
afsluttede terninger med kantlaengde QW", v.h.a. planerne z; = nizﬁ”,
n; € Z. Hver terning har 2™ hjgrnepunkter, og mzengden af hjgr-

nepunkter udggres af gitteret {n4f | n € 2™}. Hvert gitterpunkt er

'For en gennemgang af denne: Se Appendix D
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hjgrnepunkt i 2™ terninger, som tilsammen udggr en ‘storterning’, med
kantleengde %’ og gitterpunktet som centrum. Hvert gitterpunkt har
en tilhgrende storterning.

Vi definerer indledningsvis funktionen F' pa gitteret: Hvis linien z = At
indeholder et punkt i den til gitterpunktet z¢ hgrende storterning,
velger vi et sidan punkt Afy og sztter F(zo) = f(to). For alle git-
terpunkter der er ®kvivalente modulo 2r med z¢ (d.v.s. alle punkter
T =9+ n2r, n € Z™) benyttes samme tg. I de gitterpunkter zo hvor
F ikke saledes er defineret sxttes F(zo) = 0. F er dermed periodisk,
med periode 27 efter hver af de m variable.

F udvides nu til at vaere en kontinuert funktion defineret pa R™
pa folgende vis: Fgrst interpoleres lineart efter z;, for faste z; =
ng%,...,xm = nm?,—v’i; na,...M, € Z. Dernast interpoleres linaert ef-
ter efter z5, for faste zy,23 = m%,...,xm = nm%'-; N3y e,y €
2. Dernast interpoleres linesert efter z3 for faste z;,z,,z4 =
m%’-,...zm = nm%,’i; Ngyen. Ny € Z 0.5.V.

For et vilkarligt ¢ ligger At i (mindst) en terning A. For hver af A’s
hjgrner z¢ geelder F(zy) = f(to), for et 1o for hvilket Atp mod 27
tilhgrer den til z¢ knyttede storterning. Enhver af disse storternin-
ger indeholder A, og dermed gelder | Ait — Aito |[< 4 < 6 mod 2,
for alle ¢ = 1,2,...,m. Differensen t — to tilhgrer derfor maengden
[Ay--., Am; 8] og er dermed et forskydningstal 74(e) for f herende til
€. Dermed gelder for hjernerne x¢ af A: | f(t) - F(zo) |< €. Af me-
toden til konstruktion al F felger da at ethvert punkt z i A opfylder
| f(t) — F(z) |< £ og specielt gaelder | f(t) — F(At) |< e. o

Efter den foregdende satning er approksimationss®tningen bevist nar fgl-
gende szetning er bevist:

Szetning 6.3 Lad f € F og lad € > 0 vere givet. Da indeholder mengden
{r4(e)} en mengde [\, A2, ..., ;6.

Bevis :

Vi bestemmer farst et 1 €]0, §[, sdledes at ethvert 7 € [—n,75] er et
fc.’rskydningstal 74(§) for f herende til §. Dette kan ggres da f er u-
niformt kontinuert. @nsker nian at henytte Bogoljubov’s bevis som et
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direkte bevis for approksimationssaetningen, ma man altsa fgrst godt-
gore at enhver nzesten periodisk funktion er uniformt kontinuert. Vi -
ved dog at dette let kan vises, og det er den eneste gang vi benytter en
egenskab ved naesten periodiske funktioner, der ikke direkte fremgéf af
definitionen.

Sat L = Ly(§)+27n. Ietvilkarligt interval [a,a+ L] af lengde L findes
et interval af lengde 27, bestiende af lutter forskydningstal 74( % ); for-
der findes et 7 = 7,(§) i [a+7,a+ 70+ Ls(§)], og intervallet [r—n,7+n]
vil ligge i [a,a + L], og ethvert tal i [T — 5,7 + 7] er et forskydningstal
77(%) da det er summen af to forskydningstal 7¢(§).

Givet et p € N kan vi konstruere en periodisk funktion F, med perio-
de 8pL, ved at definere den i [-4pL,4pL] pa fplgende vis: Intervallet
[-pL,pL] kan inddeles i 2p delintervaller af lengde L. I hvert delin-
terval udvalges et interval Ja — 5, a + 5[ bestaende af forskydningstal
Tf(ggg), og i dette saettes:

Overalt hvor F ikke er defineret swettes F(z) = 0.

F(z) (for p = 2)
. WAVAWAVAY ,
f I |

—4plL —pL 0 plL 4pl

F er en reel og ikke-negativ funktion. Arealet under en ‘top’ er:

naL AL
/(——--—2-|m|>dx=4L
-n \ 7 U

og da intervallet [~4pL,4pL)] af lzengde 8pL indeholder 2p toppe, er
middelveerdien:

M{F(z)} = é—%u =1

Ligeledes er:

r(r)?) = 2P /"(.4_1_5 4L .)2 28
M{F(l)}_SpL n 0 z| dl—Sn

i)
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For Fourier konstanterne gaelder:

| an |= lM {F(z)e"inﬁs%x}

< M {P(z) e "7

} = M{F@)} =1
og:
2 2y 8L
Y lan|’= M{F(2) b=3,

Vi folder F':

Gla) = M{F(z + OF(1)} = Y | an [ 75557
neZ

og folder foldningen:

H(z) = M{Gz + )GW} = 3 | an |* ™52
nez

Savel G som H er reelle ikke-negative periodiske funktioner, med pe-
riode 8pL (og derfor er konjugering undladt i ovenstiende).

For et vilkérligt = € [—-4pL,4pL] er G(a) > 0 hvis og kun hvis der
eksisterer et t € R sd F'(z+1) > 0og F(t) > 0. P.g.a. periodiciteten af
F behgver vi kun at spge efter et passende t i intervallet [-4pL,4pL].
I dette interval geaelder F(t) > 0 hvis og kun hvist € A = {z €
]—pL,pL[l F(z) > 0}. Dermed {&s z+t €]—5pL,5pL{, men vi behgver
tydeligvis kun at sgge efter et passende ¢ s3 2+t €] —4pL,4pL|. Saledes
fas at G(z) > 0 hvis og kun hvis t € A og z+1t € A; d.v.s. hvis og kun
hvis der eksisterer 71,73 € A sa 2 = 73 — 79. Specielt ses at G(z) =0
for = € [—4pL,~2pL] og for = € [2pL,4pL].

Vi sgger nu de z € [-4pL,4pL] for hvilke H(z) > 0, d.v.s. de z for
hvilke der findes et passende t sd G(z +t) > 0 og G(¢) > 0. Igen
behaver vi kun at betragte t € [—4pL,4pL]. G(t) > 0 indebzerer at
t €] - 2pL,2pLlogt = 1 — 79, og dermed fas ¢ + ¢t €] - 6pL,6pL].
Men da G(z) = 0 for = €] — 6pL,-4pL[ og for = €)4pL,6plL], fas
z+1t € [-4pL,4pl), og dermed G(z + t) > 0 hvis og kun hvis der
eksisterer 73,74 € Asi 2z +1 = 73 — 74. Vi har dermed at H(z) > 0
hvis og kun hvis @ = 73 — 74 ~ (1y — 72), hvor 7,79, 73,74 € A. Da
ethvert 7 € A er et forskydningstal Tf(%s-), kan vi slutte:

Ethvert = € [—4pL,4pl) for hvilket H(z) > 0 er et forskydningstal
rf(%i) for f herende il %5.
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Lad nu ny,ng,... vaere Z \ {0} ordnet saledes at:
1=ag 2| an 2] @ |2 ...

For ethvert k € A gelder:

8p
klan, I2< Z | an |2= —
ne€zZ 377

2
Hvis m er et fast heltal der opfylder m > (g—f,‘—) gelder da:

|a |4<<8—L~)2l<ml<m( ! —l)
T 3n) k2= k2 k-1 k

Da H er en reel funktion geelder:

H(z)=1+ ?_;1 | an, |* cos (nk%}—x)

Hvis der for et givet 2 geelder cos (n;cg;”z:r) > 0 for ethvert k €
{1,2,...,m}, da gelder dermed:

w 1 1 1
H - — =] =1~ —_— =
(z)>1+0 k=§+lm(k_1 k) l1-m 0

og hvis z € [~4pL,4pL] er a tillige et forskydningstal ().

Vi har dermed vist at for ethvert p € N findes der m reelle tal
A”),ug”),...,uﬁ,’:’, siledes at ethvert x € [—4pL,4pL) der opfylder
cosp,fcp)x > 0 for alle k € {1,2,...,m}, er et forskydningstal Tf(%)
Jor f horende til ¥

For heltallige z er uligheden cos pz > 0 identisk med cos z(u + n27) >
0, for n € Z. Hvis vi erstatter tallene /L(]P),/.L!Zp), o 18 med de modulo
27 kongruente tal /\(lp),/\g’), e ,/\fﬁ) i intervallet [0,27[ (d.v.s. istedet
for [l.f-p) betragtes /\Ep) € [0,2n[ der fremkommer ved at velge et pas-

sende heltal nfp), saledes at #Ep) + nsp)?w = ,\gp)) gelder:

For ethvert p € N findes der m reelle tal ,\S”’,,\(”),...,,\%’) i [0, 27,

saledes at ethvert heltalligt x € [—4pL,4pL] der opfylder cos )\,(-p) >0
forallei € {1,2,...,m}, er et forskydningstal 1'](%) for f horende til
8¢

9 °
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Folgen Agl),ng), ... indeholder en delfglge, der er en fundamentalfsl-
ge. Denne betegnes ,\ﬁ’“,,\ﬁ’é’,.... Fglgen /\(2”),,\&‘%),... vil ligele-
des indeholde en fundamentalfglge som delfplge, og denne betegnes
:)\Sﬁ), /\gg), .... Fglgen /\glf),)\glg), ... vil da indeholde en fundamertal-
folge o.s.v. Ved at fortsette argumentationen ses at der kan dannes
en falge py < p2 < ..., hvor p; = I siledes at hver af fglgerne
/\Ep‘),)s,(pz),,..., for 1 = 1,2,...,m, er fundamentalfglger og dermed
konvergente. -Lad Ay, Ag,..., A, betegne deres graenseveerdier. :De er
alle beliggende i [0, 27].

Saledes vil ethvert helt z der opfylder cos \iz > 0, fori=1,2,...,m,
veere et forskydningstal Tf('%i) for f hprende til %—e, idet z for el tilstrek-

keligt stort p er beliggende i [-4pL,4pL] og vil opfylde cos )\Ep)a: >0
fori=1,2,...,m.

A1y, Am, 27m; 277 betegner lgsningsmzngden til ulighederne:

AT € 21

: : mod 27
| AwT] £ 27y
[277] < 27y

Af den sidste ulighed folger at enhver lesnings 7 kan skrives pa formen
T=1t+p, hvort € Z og p € [-n,7n]. For at tillige at opfylde de gvrigt
uligheder ma der eksistere heltal n;, sa:

| Aim — ni2m = Mt 4 p) + 2 |
=l Mt+Aip+n2n|< 2y fori=1,2,...,m

Da | Aip |< 277 er det npdvendigt (men generelt ikke tilstrakkeligt)
at t opfylder:

| Ait] < 4my
| A2t < 4wy

. | ] . mod 27
[Amt| < 4my

Dadmryp < 4#% = 7 vil heltallet t opfylde cos A;t > 0fori=1,2,...,m,
og dermed vare et forskydningstal 7/(%) for f herende til &. Da
p € [=n,7] er p et forskydningstal 7;(£) for f herende til &, og dermed
er 7 =1+ p et forskyduingstal 4(¢) for [ horende til €.

Vi har dermed vist at lgsningsmeengden [Ay,...,An,27;277] er inde-
holdt i {rs(e)}. a

-
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Et alternativt bevis: Det foregdende bevis er langt og kompliceret, sa vi vil
vise hvor simpelt det bliver livis vi antager approksimationssatningen for
geldende.

Vi benytter at den naesten periodiske funktion f tilhgrer H(7). Der findes
altsa et trigonometrisk polynomium:

saledes at | f(z) — t(z) |< § for alle z. Fra saetning (5.5) ved vi at ethvert
forskydningstal 7,(5) er et forskydningstal 7,(¢). Vi behgver derfor blot at
vise at {7:(§)} indeholder en mangde [Aq,..., An;6). ‘ '

7 er et forskydningstal 7(5) for ¢ hgrende til § hvis:

m

Z (aneiz\,,(x-f-f) _ anei’\“”)

n=1

m
Z a, e e (eiAnr _ 1)
n=1

Settes a = max{| a1 |,] a2 |,...,| am |} er ovenstiende opfyldt hvis:

iz +7) = t(z) |=

m
<Y laal et -1] <

n=1

£
3

3
3ma

Iei’\”r - l’ < forn=12,...,m

d.v.s. hvis €7 er ‘taet pa’ I, eller tilsvarende hvis A\, er tet pi et af
tallene 0,427, +4n,.... Specielt ma der eksistere et § > 0 saledes at T er et
forskydningstal 7,(§) hvis:

| An7 |< 6 mod 27

for n = 1,2,...,m’. Mangden [A,...,Am; 6] er sdledes inkluderet i {ry(5)}.

Vi har vist at [Ar, ..., Am; 6] er inkluderet i {7/(§)}, for et tilstraekkeligt lil-
le 6 og hvor Ay, Ag,..., A, er valgt sdledes at de er Fourier frekvenser i et
trigonometrisk polynomium der approksimerer f uniformt, med usikkerhed
< £. Fra Bochner’s summationssatning ved vi at frekvenserne i det approk-
simerende polynomium kan (og bgr) valges sa der er Fourier frekvenser for
f. Vi har derfor vist fglgende satning, der er ganske interessant da det er
den eneste satning vi har opndet der direkte fortzller om forholdet mellem
Fourier frekvenser og forskydningstal.
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_Sezetning 6.4 Givet en neasten periodisk funktion f og et € > 0, indehol-
der {rs(€)} en mangde [A,...,Am;8], hvor Ay, Az,..., Am alle er Fourier
frekvenser for f.

6.4 Generaliseringer af teorien

Nogle af de fgrste reaktioner pd Bohr’s artikler, var forsgg pa at generalisere
teoriens resultater. Stepanov, Weyl og Besicovitch generaliserede hver for sig
teorien til at omfatte langt bredere klasser af funktioner. For at forsta i hvil-
ken retning generaliseringerne gar, er det ngdvendigt at tage udgangspunkt
i teoriens fundament. Teorien spger at karakterisere de funktioner der kan
oplgses i harmoniske svingninger. Vi m& preecisere hvad der forstas ved at
en funktion kan ‘oplgses’. En fortolkning af begrebet kunne vaere at sige at
en funktion kan oplgses i rene svingninger, hvis den er en superposition af et
endeligt antal rene svingninger. Hermed opnas meengden 7 af trigonometri-
ske polynomier. Det er imidlertid en for restriktiv definition af ‘oplgsning’,
for maengden 7 er ikke lukket overfor greensevaerdier, d.v.s. en konvergent
folge af funktioner i 7 kan have en graensefunktion der ikke tilhorer 7.

For at udvikle teorien er det ngdvendigt at afslutte 7, saledes at maengden er
lukket overfor graenseovergange. Dette kan gore ved at tiligje de funktioner
der er graensefunktioner for konvergente fglger af trigonometriske polyno-
mier. Dette kraever igen en fortolkning af begrebet ‘graensefunktion’. Den
naturlige fortolkning er at betragte (punktvis) konvergens, d.v.s. f er graen-
sefunktion for falgen (fn(z)) hvis der for alle z € R geelder: fo(z) — f(z)
for n — oo. Mangden af funktioner der kan approksimeres punktvist af tri-
gonometriske polynomier er imidlertid al for bred, for den indeholder, som
vist af Besicovitch, alle kontinuerte funktioner. I stedet for at afslutte 7
v.h.a. punktvis konvergens benyttede Bohr uniform konvergens, d.v.s. han
studerede meengden H(7) af funktioner der kan approksimeres uniformt af
trigonometriske funktioner. Det er denne mangde vi har kaldt de nasten
periodiske funktioner. Vi kan naturligvis ogsa opfatte H(7) som den mang-
de der fremkommer ved at afslutte mangden 7 ved brug af den uniforme
metrik.

Generaliseringerne tager udgangspunkt i fplgende problem: Hvilke klasser af
funktioner opnds sdfremt der anvendes en anden metrik end den uniforme
til at afslutte T ?




= e

P

AFSNIT 6.4 : _ 105

Vi definerer hhv. det Stepanov’ske, det Weyl’ske og det Besicovitch’ske -
afstandsmal som: :

dstho=sw{ [ 110 -9 &t]z e R}
z+T
dw(f,g) = Jim sup{,}/ ! | £(2) - g(2) | dtleR}

d5(/.9) = lim sup 72 / | f(z) - g(z) | de

Lad Hs(T), Hw(T) og HB('T) betegne maengden af trigonometriske poly-
nomier afsluttet med hver af de ovenstdende afstandsmal. Da gzelder:

H(T) € Hs(T) C Hw(T) C Hp(T)

Lad dg betegne et af ovenstiende afstandsmal. Vi definerer de G-nzesten . -

periodiske funktioner som de komplekse funktioner f, af en reel variabel,
hvor der til ethvert £ > 0 herer en relativ teet maengde af G-forskydningstal -
7, d.v.s. T der opfylder:

do(f(z +7),f(z)) <€

Mazngden af G-nasten periodiske funktioner betegnes Fg. Af afstandsma-
lenes natur fglger: :
FCFsCFw CFB

d.v.s. funktionsklasserne F¢g indeholder alle de naesten periodiske funktioner.
De S-naesten periodiske funktioner er den snaevreste generalisering, mens de
B-nasten periodiske funktioner er den bredeste.

I forspget pd at generalisere teoriens resultater, er der to hovedproblemer
der bgr behandles:

1. I analogi med hovedsatningen F = H(T) for nzesten periodiske funk-
tioner, vil man sgge at etablere den tilsvarende satning Fg = He(T).

2. Nar satningen er vist vil man sgge trigonometriske polynomier der
approksimerer en given G-naesten periodiske funktion f. F.eks. ved at
"danne en folge (t.(z)) af trigonometriske polynomier der konvergerer
mod funktionen, i den forstand at dg(f,tn) — 0 for n — co. Dette
problem lgses bedst ved at introducere Fourier raekker, og for nzesten
periodiske funktioner specielt af Bochner’s summationssatning.
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Alle generaliseringer hviler pa en vidunderlig simpélr obsefvation:

Szetning 6.5 At afslutte T v.h.a. metrikken dg er identisk med at afslutte
F v:h.a. dg, eller i symboler:

He(T) = Ho(F)

Bevis :
Det-er oplagt at Ha(T) C Hg(F), da He(T) € Ho(H(T)) = Ha(F).
Vi skal derfor blot vise at Hg(F) C He(T).
Lad f € Hg(F). Hvis f € F da geelder f € H(T) C Hg(T). Antag
derfor at f ¢ F. Findcholder en folge (pr(2)) sa:
de;(f,on) — 0 for n— oo

Da ¢, er nasten periodisk eksisterer der et ¢, € 7 saledes at:

) |

d(Pnstn) < "
og dermed:

1

dG(‘Pn’tn') < ‘7';

Af trekantsuligheden fglger nu:

d(fytn) < da(fyon) + da(pnstn)
og da hgjresiden konvergerer mod 0 for n — oo fas:
de(fit)—0 for n—-

d.v.s. der glder nodvendigvis f € Hg(7T) |

Ved at anvende identiteten er det muligt at bevise hovedsaetningen for hhv.
S-,W- og B-nasten periodiske funktioner. Idéen er at traekke pa de fundne
resultater om nasten periodiske funktioner, og dermed undga igen at skulle
rejse det teoretiske komplcks, der en gang er skabt af Bohr’s teori. Saledes
kan man direkte og forholdsvis enkelt bevise hoveds®tningen for S-nzesten
periodiske funktioner. Beviserne for hovedsatningen for W-naesten periodi-
ske og iszer B-naesten periodiske funktoner, er langt vanskeligere.

&
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For at lgse det andet problem: Til en given funktion f € Fg at konstruere en
fglge af trigonometriske polynomier, der konvergerer mod f ved brug af dg;
er det dog ngdvendigt at ‘genfinde’ nogle af teoriens resultater. Middelvaer-
diszetningen galder generelt, d.v.s. M{f(z)} er defineret for alle f € Fg, .
og dermed kan G-nasten periodiske funktioner tildeles en Fourier rakke
S axe**. Med Fourier raekker til rddighed, kan Bochner’s summationsszet-
ning direkte generaliseres, d.v.s. enhver funktion f € Fg kan approksimeres,
ved brug af dg, af trigonometriske polynomier hvis frekvenser alle er Fouri-
er frekvenser for f. Dermed lgses det andet problem. Udover dette er der
resultater der minder meget om den elementzre teoris. F.eks. er G-naesten
periodiske funktioner G-uniformt kontinuerte, d.v.s. til et givet ¢ > 0 kan
findes et § > 0 sdledes at dg(f(z1) — f(z2)) < € for | z1 — z, |€ 6, og
G-begrensede, d.v.s. der eksisterer et reelt tal C sa dy(f,0) < C hvor 0 be-
tegner nulfunktionen; uden at de dog behgver at vaere hverken begransede
eller kontinuerte i ‘normal’ forstand.

Besicovitch’ generalisering afrunder i en hvis forstand teorien. Vi betragter
de funktioner f der, tillige med deres kvadrat | f |?, er Lesbesque inte-
grable i ethvert endeligt interval (L?). Blandt disse defineres de B-naesten
periodiske funktioner. En tilstraekkelig (og ngdvendig) betingelse for at en
vilkarlig trigonometrisk raekke 3~ axe'** er Fourier raekke for en B-nasten pe-
riodisk funktion, er at raekken ¥ | ay |2 konvergerer. Teorien er da fuldendt
for forspger man at opna en videre generalisering, vil analogien til naesten
periodiske funktioner ga tabt, da betydningsfulde sztninger ej leengere er
geldende.

6.5 Naesten periodicitet og grupper

Definition 6.1 Ved en gruppe forstdr vi en ikke-tom maengde med en tilhp-

rende komposition der kaldes addition (multiplikation), og betegnes + (-), der

til to elementer A og B i gruppen knytter et element A+ B (A-B) i gruppen.
For vilkdrlige elementer A, B og C i gruppen opfylder kompositionen:

1. A+(B+C)=(A+B)+C

2. Der eksister et neutrall element 0 sa: A+0= A4
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3. Der eksisterer et inverst element —A sdi: A+ (-A)=0
Huis tillige A+ B = B + A siges gruppen at vere kommutativ eller abelsk.

I det folgende vil vi kun behandle kommutative grupper, og omtale grup-
pens komposition som ‘addition’. Addition kan naturligvis veere forskellig
fra normal addition, da gruppens elementer ikke ngdvendigvis er tal eller
vektorer.

Et eksempel pa en gruppe er (R, +), d.v.s. gruppens elementer er de reelle
tal og kompositionen er normal addition.

Nar vi opererer med gruppens elementer er det gnskeligt at afspejle dette
i operationer med tal. Vi betragter derfor de komplekse funktioner, der
er defineret pa gruppens elementer. De funktioner der, for alle A og B i
gruppen, opfylder:

£(A + B) = E(A)E(B)

kaldes gruppens karakterer. En karakter afsbejler saledes addition af grup-
pens elementer, i multiplikation af de tilknyttede funktionsveerdier.

Lad os betragte karaktererne til gruppen (R,+), d.v.s. de funktioner der
opfylder £(xz + y) = &(z)é(y), hvor z og y er reelle og 4 er normal ad-
dition. Gruppen (R, +) er speciel i den forstand at vi kan maéle afstande
mellem gruppens elementer (reelle tal). Vi kan derfor tale om kontinuerte
og diskontinuerte karakterer. De kontinuerte karakterer er eksponential-
funktioner £(z) = e hvor ¢ er en kompleks konstant. Vi betragter kun de
begreensede karakter, d.v.s. hvor ¢ = iA er rent imaginert. Dermed opnas
netop de rene svingninger ¢'\%,

Af hovedsetningen {plger: De (kontinuerte) nesten periodiske funktioner (pa
gruppen (R,+)) er netop de funktioner der kan approksimeres uniformt af
linear kombinationer af €'’ (gruppens kontinuerte begrensede karakterer).
Vi vil prgve at fplge denne observation i retning af en definition af nasten
periodicitet pad grupper. Ferst og fremmest ma vi opgive kun at betragte
de kontinuerte karakterer, for generelt vil vi ikke kunne definere kontinuitet
uden et afstandsmal mellem gruppens elementer. Desuden er det umuligt
at generalisere Bohr’s oprindelige definition, for hvad skulle vi forsta ved
en relativ teet maengde af elementer i gruppen. Derimod kan Bochner's
karakteristik passende benyttes.
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Vi gnsker at opbygge en definition af nasten periodicitet pd grupper, hvor
de begraensede karakterer spiller samme rolle som det trigonometriske sy-
stem {e***} gor i den oprindelige teori. En naesten periodisk funktion pa en
gruppe bgr saledes kunne approksimeres uniformt af linearkombinationer af
begrensede karakterer. For en begreaenset karakter £ galder | {(A) |= 1 for
alle A, for ellers er karakteren ikke begraenset. Det er ikke sveert at se at
mangden {{(A+ H)}, hvor H gennemlgber gruppens elementer, er kompakt
i den forstand at enhver fplge £(A+ H1),£(A+ Hz),. .. indeholder en delfglge
der konvergerer uniformt pa gruppen mod en grensefunktion. Ved at folge
Bochner’s karakteristik benyttes dette til definition:

Definition 6.2 En kompleks funktion [ defineret pa en kommutativ gruppe
kaldes neesten periodisk, sifremt meaengden {f(A + H)} er kompakt (i oven-
staende betydning). :

Med denne definition i bagagen er det muligt at opbygge en ny teori for
nasten periodiske funktioner. Det f¢rste store problem er at definere en
middelvardi. Det er tydeligt at det ikke kan gores ved den ‘gamle’ metode,
men, uden at vi vil komme narmere ind pa hvordan, det lykkedes von Ne-
umann at definere begrebet pa hensigtmaessig vis. Som et resultat af dette
udggr de begreensede karakterer altid et ortonormalt system, d.v.s.

M {&(AEA)} = { A

Herefter kan man definere Fourier rakker siledes at der til en naesten peri-
odiske funktion f kan knyttes en raekke:

f(A)~ D~ anba(A)
n=]\

)

hvor koefficienterne a,, er komplekse, og {€.(A)} er en tellelig mangde be-
graensede karakterer, karakteristiske for funktionen f. Entydighedssaetnin-
gen er generelt geldende, d.v.s. forskellige funktioner har forskellige Fourier
razkker, og hovedsztningen ligesi: Mangden af nasten periodiske funktio-
ner pad en kommutativ gruppe, er netop meengden ai funktioner der kan
approksimeres uniformt af linearkombinationer " a,&,(A) af de begraense-
de karakterer (‘trigonometriske polynomier’).

Vi afslutter denne korte skitsering med at vende tilbage til gruppen (R, +).
Umiddelbart kunne man forvente at de nasten periodiske funktioner pa
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gruppen, netop er de oprindelige nzesten periodiske funktioner, men det er
ikke tilfeldet: Som tidligere neevnt er der bl.a. begraensede karakterer for
gruppen der er diskontinuerte, og fglgeligt nzesten periodiske funktioner pa
gruppen der er diskontinuerte. Indskraenker vi os kun at betragte de begren-
sede og kontinuerte karakterer er der igen overensstemmelse, og vi opnar
netop mangden F. Nar vi betragter naesten periodiske funktioner i grup-
pe teoretisk lys, fremstar de oprindelige nasten periodiske funktioner (som
denne rapport hovedsaligt har handlet om) altsd blot som et specialtilfzlde
af et specialtilfzelde (omend et uhyre vigtigt et). Snarere end at degradere
Bohr’s teori, fortaller det om en vellykket generalisering.




Kapitel 7

Tradene samles

7.1 Den tidlige historie

I dette kapitel vil vi forspge at samle nogle af de mange trade, og se pa
de overordnede traek ved udviklingen. De periodiske funktioners historie
startede med forsgget pd at lgse differentialligninger, knyttet til fysiske pro-
blemstillinger. Der var pd det tidspunkt tale om vasentlige og patrengende
problemer, hvortil der hurtigt matte findes en lgsning. Datidens matema-
tikere opererede derfor pa hvad der idag nok vil betegnes som et usikkert
grundlag, men i vid udstraekning fungerede deres lgsninger. Et eksempel er
Fourier’s ‘beviser’ for at en periodisk funktion kan udvikles i trigonometri-
ske raekker. Hvad der forstas ved en raekkes sum var pa det tidspunkt endnu
ikke fuldt afklaret, hvilket bl.a. resulterede i direkte uenighed om konkrete
razkkers sum. Om end hverken Fourier eller hans samtidige formaede at o-
verbevise alle skeptikere, viste det sig snart at raekker, i hvert fald i mange
tilfelde, er et uhyre nyttigt redskab til at analysere og udtrykke funktioner.
Parallelt med at denne indsigt blev opniet, opstod der i hgjere grad en in-
teresse for matematik for matematikkens skyld. Successen indenfor f.eks.
ikke-euklidsk geometri, hvor det lykkedes at opbygge en geometri, der ikke
synes intuitiv rigtig men dog er logisk uangribelig, ansporede til.den opfat-
telse at matematikken er et abstrakt system, lgsrevet fra omgivelserne, der
ubetinget afhaenger af de antagelser vi gor os om matematikkens virkema-
der. Formalismen udvikledes, og et arguments gyldighed kom til at hvile
pi om det er matematisk stringent. Der opstod en gget interesse for mate-
matikkens grundlag. Fourier raezkker og beslaegtede problemer fremstar som
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en central treekkraft i-denne udvikling. Det 19. drhundrede var pa mange
mader analysens arhundrede; det drhundrede hvor vasentlige begréber blév
defineret. Periodiske funktioner og de tilhgrende raekker tvang matematikere
til at fastlegge betydningen af begreber som konvergens, funktion, integral
0.8.V.

Arbejdet med at bringe fundamentet i orden var pa mange omrader sd suc-
cesrigt, at der hen imod slutningen af arhundredet var en gget tendens til at
betragte matematikken som naesten totalt udviklet, en opfattelse man igvrigt
ogsé havde haft tidligere. Den samme tendens kan sporés i fysikken, hvor det
mekaniske verdensbillede blev alt dominerende. Der var naturligvis meget
‘oprydningsarbejde’ der skulle klares, men nar det var overstiet kunne man
formodentlig udtrykke matematikken i nogle 3 love. Det mekaniske ver-
densbillede blev rystet af de korrektioner afl grundlaeggende naturlove, som
relativitetsteorien og kvantemekanikken medforte. Det logiske grundlag for
matematikken har ikke pd samme méde lidt sammenbrud, men tilgengald
er abstraktionsniveauet havet ganske betydeligt.

7.2 Vejen til naesten periodicitet og videre

Hilbert havde i ar 1900 fremlagt et program over nogle vasentlige spgrgsmal
matematikken burde besvare hurtigst muligt. En af de ting Hilbert mente
skulle afklares, var spgrgsmalet om Riemann hypoteses gyldighed. Alts3
spgrgsmalet om zetafunktionens nulpunkter alle er beliggende pa linien %—}-it.
Det er ct uhyre kompliceret problem, der endnu ikke er afklaret (flere har
annonceret beviser for hypotcsen, men har senere matte traekke dem tilbage).
Sperger man matematikere vil 9 ud af 10 formodenligt mene at hypotesen
er geldende, men selvom det med ‘stor sandsynlighed’ er tilfazldet, vil et
(mod)bevis veere af stor vaerdi da det sandsynligvis vil medfgre en helt ny
indsigt. Nogle kalder det for det vasentligste problem i matematikken.

Det var med baggrund i Dirichlet rackker og zetafunktionen at Bohr udvikle-
de sin teori. En overgang synes han at have troet pa muligheden af at kunne
lgse problemet med zetafunktionen v.h.a. naesten periodiske funktioner, men
snart udslukkedes habet. En fjende ma have spillet ham et puds, han ik-
ke kunne afparere. For andre matematikere ma udsigterne ogsi have synes
gode, for nogle af datidens kendteste matematikere arbejdede med teorien.
Teorien tjente siledes ikke det formal den var tilsigtet, men voksede frem og
fik sa at sige sit eget liv. 1 den forbindelse var Bohr’s indsats enestidende:
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Kun meget sjeldent sker det at en matematisk teori (stort set) udvikles af
éen person. Bohr’s oprindelige teori indeholder nzesten alle de vaesentlige
setninger, og til omverdenen var saledes kun overladt at finpudse den og at .
generalisere begrebet. I de forste ar efter teoriens fremkomst ma der have
varet en hektisk aktivitet, for med forblgffende hast lanceres de forste gen-
eraliseringer og i lgbet af blot 10 ar nar teorien noget neer sin endelige form.
En ‘sidegren’ pa udviklingen er nasten periodicitet pa grupper. Denne teori
igangsatte en ny udvikling indenfor gruppeteori, men blev narmest opslugt
af samme.

Hvad er sd idag tilbage af teorien? Umiddelbart fristes man til at sige: "ikke
meget!” Den er ikke en ‘levende’ del af matematikken i den forstand at der
kun er {3 matematikere der beskaftiger sig specielt med denne teori og at der
knap publiceres nye resultater. Efter 2. verdenskrig er der saledes ikke sket
meget inden for teorien og den har derfor ringe effekt pa aktuel matematisk
forskning. En trad fra et sidespring i 30’ernes arbejde med teorien, hvor man
Ipste et gammelt problem om planet bevaegelser, leder i dag frem til et enkelt
omrade, hvor teorien i hvert fald har betydning for tcoretiske overvejelser,
nemlig dynamiske systemer. Det er tillige sveert at pege pa anvendelser af
teorien. Den har udvidet og beriget teorien om periodicitet, og er teoretisk
interessant, men i praksis kan vi som regel benytte periodicitet. Man har i
russisk litteratur eksempler pa at teorien optrader inden for svingningste-
ori, men udover dette er det sparsomt med cksempler af badde praktisk og
teoretisk art. Men hvem ved? Det er for set at en teori ligger i dvale, fgr
den pludselig opnar ny relevans, og igen kan blomstre. Nasten periodiske
funktioner kan stadig have en overraskelse eller to til gode til os.

7.3 Vores udbytte

Vi afslutter med en kort kommentar om vores eget udbytte ved at arbejde
med teorien. Vores forudsaetninger taget i betragtning, synes vi at det lyk-
kedes at trange forholdsvist dybt ned i teorien, og i hovedsagen fremdrage
det vaesentlige. Sidelpbende med skrivningen af rapporten har vi fulgt et
kursus i matematisk analyse, og har der kunne hente hjelp til rejsen gen-
nem den teoretiske jungle. Omvendt har teorien vist os hvordan de pa kurset
definerede begreber kan anvendes. Desuden er vores fornemmelse for mate-
matisk argumentation blevet styrket, ved at skulle overskue det hierarki af
setninger og indbyrdes afhicngighedsforhold, der netop udger teorien.
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Appendiks A

Liste over anvendte

symboler

A.1 Mangder

N Mangden af naturlige tal

Mo Mangden af naturlige tal inklusiv 0

R Mangden af reelle tal

Q Mangden af rationelle tal

C Mangden al komplekse tal

z Mangden af hele tal

P Mangden af kontinuerte periodiske funktioner R — C med
periode 271
Mangden af nzesten periodiske funktioner
Mangden af trigonometriske polynomier

T* Mzngden af trigonometriske polynomier med heltallige

frekvenser
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A.2 Konstanter og variable

Qnybn,cn

n

Lys(¢)

T1(€)

5]

Fourierkoefficienter

Heltal { Fourier frekvens)

Reelt tal (Fourier frekvens)

Reel konstant

Komplekse tal (variable og konstante)
Reelle variable

(minimal) periode
Inkluderingslaengde for f herende til ¢
Forskydningstal for f harende til ¢
Rationelt tal

Lige tal

Ulige tal

a komplekst konjugeret

A.3 Diverse

sn(2)
Sa(z)

K (1)
Dy(t)

5
M{f(=)}
M{f(z)}
| f(=z) Il

Afsnitssum

Middelvardi af afsnitssum

Fejér kerne

Dirichlet kerne

Endelig summation

Middelveerdi af f(x)

Middelverdi af f(x) med hensyn til ¢

Normen af f(z)
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(f,9)
d(f,9)
H(T)

(a)s

117

Indre produkt
Afstand mellem f og ¢ (i den uniforme metrik)
Afslutningen af 7 (i den uniforme metrik)

restklasse @ modolus b
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Appendiks B
Anvendte sztninger

Det fglgende er et udpluk af nogle satninger fra .analysen, som vi (implicit)
har benyttet. Beviser kan findes i leerebgger.

Seetning B.1 Lad f: R™ — C vaere en kontinuert funktion, og lad A C R™
betegne en kompakt (afsluttet og begreenset) mengde. Da geelder:

1. f er uniformt kontinuert pi A.
2. Vaerdimengden f(A) er kompakt.

Szetning B.2 Lad f : R?® — C betegne en konininuert funktion, og lad
a,b,c,d € R. Da gelder:

/ab/Cdf(w,y)dn;dy—_-/Cd/abf(m’y)dydx

Satning B.3 Om den kowmplckse cksponential funktion geelder for vilkarligt
TER:

1. e =cosz +2sinz

9. it = g~
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- S=tning B.4 Lad f, : R = C belegne en kontinuert funktion for alle n €
N, og antag-at rekken 357, fu(x) er uniformt konvergent. Da gelder:

/ab (é fn(x)) ds = 22 ( / ’ fula) dm),

Szetning B.5 Heine-Borel overdzkningssaetning Huvis A betegner en
afsluttet og begrenset delmengde af R™, og B er en mengde af dbne del-
mengder af R™ der overdekker A; da kan der udvelges en endelig del-
mengde af B der overdekker A.
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Supplerende beviser

De fglgende satninger er alle benyttet i 1apporten Den interesserede laeser
kan her finde bevis for dem.

C.1 Konvergens og summabilitet

Seetning C.1 Sdfremt en rekke Y 52 a, med komplekse led er konvergent,
‘da er den tillige summabel med samme sum. Mere generelt: Er en rekke
af komplekse led n’te ordens summabel, da er den tillige (n+1)’te ordens
summabel med samme sum.

Bevis :

Vi antager at den l\omplel\qe reekke Y- a, er konvelgent med suin

S. Vi sztter:

n=1

N 1 N
AN:Z“‘n og S'Nz—ZA
n=1 N n=1

Vi skal vise at lim,—.oo S = S.

Lad € > 0 vere givet. Vi kan valge et Ng € N si der for alle n > Ny
gxlder:

3
S— A, €=
EEYNES
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Lad nu n > Np:

1S5 jm |5 At An
T n

Art -+ ANy ANopr+ -+ An
n n

:,5_

At o+ Ay,
n

<

nS‘ANo+1_"'_Anl
n

+ts-— Angir -+ 5 = A | NoS

n n

n

— 'Al+"'+’/“/\'o

< IAI +...+_4Nol+ (n— No)§ 4 NoS
n n n
Satter vi:
et A N
My = max{No, At -+ An,) ) 3NoS }
3 £
gelder dermed:
IS——Sn|§§+§+-§=£ for alle n > M,

C.2 Om primfaktoroplgsningens entydighed

Beviset for ligheden mellem (-funktionens sum- og produktudtryk hviler,
som neevnt i teksten, pé at et givet heltal kan skrives som netop et produkt
af primfaktorer.

Primtalsbegrebet knytter sig specielt til hele tal, men ikke ngdvendigvis til
de hele tal Z. Et primtal i en given maengde er et tal, der i maengden har
netop to divisorer. Tal med flere end to divisorer kaldes sammensatte tal;
mens tallet 1 (neutral elementet) indtager en sarstatus, da det kun har sig
selv som divisor. I det folgende arbejder vi i de naturlige tal A7\ {1}.

b
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Definition C.1 Et tul p er divisor (gir op i) et andet tal q, ndr q er et helt'
multiplum af p; altsd

dneN: q=n-p©p|q
Forst er det veerd at bemerke sig, at

Lemma C.1 en ikke-tom delmengde of de naturlige tal har et mindste
element.

Lemma C.2 Sdfremt et tal p er divisor i to andre tal q og 7, er p tillige

divisor i summen af q og 7.

planp|r=p|@+r)

Seetning C.2 Et tal kan altid skrives som et produkt af primtal.

Bevis :

Se pa det mindste tal s, der ikke kan skrives som et produkt af primtal.
Det kan kun veere et produkt af sammensatte tal (ellers ville det selv
vaere et primtal, og det ville derfor kunne skrives som et produkt af sig
selv og evt. 1). Altsa

S1 = 82 83

Men s; < $1, 5d §; er ikke mindste element. Mangden af tal, der ikke
kan skrives som et produkt af primtal, hax altsa intet mindste element,
og den er derfor tom. - o

Vi bemarker nﬁ, at det er let at konstruere en maengde, hvor primfak-
toroplgsningen ikke er entydig. Se pa (1)s (restklasse 1 modolo 3), altsd
{1,4,7,10,...}. Denne mangde er stabil overfor multiplikation, idet

Bn+1)3m+1)=38nm+m+n)+1

Dect er vasentligt at gare sig klart, at for eksempel bade 4, 10 og 25 er primtal .
i denne maengde.




124 APPENDIKS C

Hvis vi nu ser pa tallet 100, kan det skrives som
100=4-25=10-10
og tallet har siledes mere end en primfaktor oplgsning.

I pvrigt kan det bemzrkes, at (1)3 ikke er stabil overfor addition.

Saxtning C.3 [ de naturlige tal er primfaktoroplesningen entydig.

Bevis :
Vi opsegger igen det mindste tal denne gang i mangden af tal med mere
end en primfaktoroplgsning. Tallet ¢ kan derfor skrives som
L=pr-pzpa=q 72" ¢m

hvor 7z # ¢, V,3.
Det er vasentligt, at ggre sig klart at p, | ¢1 - g2+ - - ¢m, men at p, ikke
selv findes i nogen produkt kombination af ¢,’erne, og at g, ej heller
er et helt multiplum af et p;.

Vi danner nu tallet

Hh=p1q-q3 " Gm

under forudsaetning af at ¢, > pi, og har dermed at

PL D2 Pn—=D1 G2 Gm =P1(P2 Pn— G2 qm) (1)
l—ll =

i q2 " 4m — 1 g2 G = ((11 - Pl)((h *e "Qm) (2)

Af hgjre siden i udtrykket for (¢ — {y) fremgar det, at (¢ — t;) har
to forskellige primfaktoroplesninger. (1) udtrykker (2 — t1) med p; i
oplesningen. [ (2) indgar p; ikke, fordi p; i fglge vores forudseetninger
ikke kan forekomme blandt ¢ - - - ¢n,. Tallet p, forekommer heller ikke
i (g1 — p1)’s primfaktoroplesning, for gor den det sa vil

pr|(a =) Apc|pr = pu|(e = po) + praltsd py | ¢

og det er jo netop ikke tilf=ldet.

(t — t1) har saledes to forskellige primfaktoroplgsninger og er mindre
end ¢, sd t er ikke mindste element. Maengden af tal der kan skrives
som flere produkter af primtal har altsd intet mindste element, og den
er derfor tom. a
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Vi har ikke set dette bevist strigent ad denne vej i en eneste kilde! Den
mest almindelige fcjl i ‘gymnasie’ beviser er at glemme, at p; godt kan gé
op i et tal uden selv at forekomme i primfaktoroplgsningen, indtil andet
er bevist. Det forte bevis hviler i virkeligheden pd at (¢ — ;) € N, for-
di maengden er stabil overfor addition. Det eneste sted vi er stgdt pd en
gennemfprt argumentation, er i Kristensen og Rindung (den gamle udgave),
hvor beviset fglger delvist andre veje over divisorbegrebet og gruppeteori.
Pudsigt er det, at Kristensen og Rindungs gennemgang skyldes en professor
Harald Bohr, der mellem 1934 og 1936 lavede en lille artikel om emnet for
at henlede gymnasielaereres opmarksomhed pa disse forhold, for det tilfeelde
at man lejlighedsvis havde sa flinke elever, at de kunne glade sig over disse
betragtninger.
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Appendiks D

Periodiske funktionei‘ af
flere variable

Med P,, betegner vi maengden af kontinuerte funktioner f : R™ — C, der er
periodiske med periode 27 efter hver af de m variable. For enhver funktion
f € P, glder siledes:

f(.’c1,...,:£,'_1,:1:,'+'27r,9:,-+1,...,zm) = f(l‘l,---’zi,-'-’xm)

for alle : = 1,2,...,m. Vi skriver kort f(z) for f(zy1,...,2,). Alle funktio-
ner i P, er begraensede og uniformt kontinuerte, og hvis ¢ € C og f, g € Pp,
sa vil fg, f+ ¢ og cf alle tilhgre P,,.

Middelverdien defineres soimn:

l

2w 2
1\4{f(.z-)}:(27r)m/U o Sy day s

Hvis f(z) = fi(zy)fo(2) ... ful2w), hvor f; € P lori=1,2,...,m galder:
M{f(z)} = M{fiz1)}M{fa(22)} ... M{frm(zm)}

Det indre produkt defineres som:

(f,9) = M{f(z)g(2)}

og normen som:

I £(@) lI= UL ) = M| S(=) 12)
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Det indre produkt af:bektorer T =421,22,...,%m) 08 0 = (N1, N2,...,Np)er
givet ved:
'(x’ n) =z1n1 + TN+ -+ TNy

En funktion af typen:

f(IL‘) = ei(n,z') = .ei(nlzj+~--+nmzm)

hvor n € Z™ kaldes en ren svingning. Maengden -af rene svingninger kaldes

det trigonometriske system, og er en ortonormal mangde i Pn,. En endelig
linearkombination, med komplekse koefficienter, af rene svingninger kaldes
et trigonometrisk polynomium. Mangden af trigonometriske polynomier be-
tegnes 7.

Fourier koefficienterne for en funktion f € P,, er givet ved:

hvor n € Z™. Fourier rekken er:

@y~ D apet™®

ngzZm
Lad n € NJ*. Ved det n’te afsnit af Fourier raekken forstas:

ni Nm

sa(@)= 3 o D a,e)

n=-n UYm==7Nm

Gennemsnittet af de {grste n afsnit er:

) T

Sn(z) = ——— YooY su(a)

NyNg...NMy, 0 =0 0

- HZ’ ZV; (1-%—‘)...(1-‘-”“‘-’)%«3"(”»’:’ (D.1)

n
vy=-ny Um=—nm m

Setning D.1 (Fejér’s sztning) For enhver funktion f € P, kon-
vergerer det trigonometriske polynomium S,(z) uniformt mod f(z), for
N1y N2y. vty Ny — OO0,
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Bevis :
Lad » .
f@)~ S and™ og glz)= 3 bueit™
nEZ"‘ nezrn
Da gelder:

M{f(z - t)g(t)} = M, { f(z—-1) Z b,,e"<";‘)}

ngzZm
* *
= 3 b Mf(z - ), = 5 a,beine)
nezZm ne2Zm

Af ovenstdende og (D.1) falger:

sn(x)th{f(_l-—z.) D (1-'-”-‘-')...

= pay ™
v =-n) Um=—"Nm

- (] | om |> ei(u,z‘)}
My

- ; |'I) | Tty S |'Uml tumtm
=Mt{f(_x—t) Z (1——7:‘1—>c B, Z (1—Tm—)e ’}

vi=-—mn) Um=—"yn

= MA{f(z = OR,, (L1)K0,(t2) . Ka, (tn)}

hvor Kn(t) = Ky (t1)... Kp,, (tm) er et produkt af Fejér kerner. Fejér
er reelle og ikke-negative og har middelveerdi 1. Dermed gzelder:

Kn(t) >0 for allet € R™

og

M{K, ()} = M{Kn,(t1)... K, (tm)}

= M{Kn, (1)} ... M{Kn, (tm)} = 1
Lad Aj betegne mangden [k, k™, og st 0 < § < 7. Vi betragter
funktionen:

1
(6 =———/ K, (t)dty...dt
6 ( ) (27[_)"1 A,,\,Aﬂ ( ) 1 m
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1 ta

Axr\ As

For ethvert t € A, \ As ma der geelde § <| t; |< 7 for i hvert fald éet
le{1,2,...,m}. For et sidan I gelder:

A 1 [ sin Hlt 2 1 1 1 1
Iim(tl):—( 2 ) e G —

T = <3 . 26
ny \ sin 4 ny sin” 3 nsin® 3
og dermed:
. ., 1 1 .
Ko(t) < Kp(t1)... —— ... K, (t.)
nysin® 5

Dermed har vi:

, 1 . .
Iin(t) < —'—,2'—51\'712(12)... l(,l,,.(ly,l)
nysin® 5

; T 1 . .
+ [\‘nl(tl)n_-—Qs—Kns(t3)‘"I‘nm(tm)

2 sin 3

. 1 1
ko (t1) ... Kp_  (tme1)——=—+
+ 1( 1) \ m-—]( 1)nmSin2%
£.(6) er derfor mindre end =i gange integralet over A, \As af udtryk-
(2#57 g g

ket pa hgjresiden i ovenstdende, og specielt mindre end (—2—7—:T,,7 gange
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integralet over A, af hgjresiden. Dermed opnés:

o< (Lot L) L

Nm / sin 2
For fastholdt é gaelder altsa:

£.(8) =0 for nyg,...,n, — 00

Vi har nu:
| f(z) = Sn(z) |
= [J(@)M{Ea(D)} = M{f(z - O (D)}]
= MA(f(x) = flz ~ 1)) Kn(t)}]
S M| f(z)— flz—1) | Ka(1)}
1 ' .
= G /A | J(2) = [(x = )| Ku(t)dty ... dt,
1 .
- W/Ao | f(z) - [z - 1) | Ixn(t)dtl...dt,f,
1 . . . .
T /.A,,\A5 | f(z) = flz = 8) | Kn(t) dts...dtm
Saxttes:
¢ =suwp{| f(x)| |z € R™}
og

w(6) = sup{| f(&) = f@) | | lov = w1 by | o = ym |< 6}
fas dermed:
w(é)
(2m)™ J 4,
Sw(b) + 2C¢E,(8)

| () = Sul(z) |< Kn(t)dty ... dtm + 2CE(6)

Lad € > 0 veere givet. Da [ er uniformt kontinuert kan § vaelges si
w(é) < §, og tilsvarende kan Ny,..., N, € N velges s3 2C¢€,(6) < 5
for ny > Ny,...0m > N,,. Hermed opnaés:

| f(z) — Sn(z)|<e foralleze R™ ny > Niy...,ftym > N

og beviset er afsluttet. m]
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Fejér’s setning indeholder folgende Saeining:

Szetning D.2 (Weierstrass’ saetn'i.ng,) Enhver funktion f € P, kan ap-
proksimeres uniformt af trigonometriske funktioner t € T*. I symboler:
P C H(T).

Den omvendte satning: H(7) C P,, er indlysende, og dermed opnids ho-
vedsatningen:

Szetning D.3 (Hovedsztning) Mengden af funktioner der kan approksi-
meres uniformt af trigonometriske polynomier i 1%, er netop mengden af
komplekse kontinuerte periodiske funklioner af m variable med periode 2n;
d.v.s:

[P = ]I(,Tnt)
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En divergent Fourier rackke

P. Du Bois-Reymond® betingelser for at en funktlon har en divergent Founer ‘
raekke i et punkt kan sammenfattes i to punkter:

1. f(0)=0

f(z) = p(z)sing(z) for z # 0 hvor det gelder at for z — 0, s& skal
¢(z) blive uendelig med uendelig mange? maxima og minima, mens
p(z) =0

Det eksempel vi vil give opfylder ikke helt ovenstdende betingelser, idet
funktionen ¢(z) vokser eksplosivt men monotont for 2 — 0. Det ggr det en
smule nemmere at tegne og maske osse at forstd. Bemeerkelsesvardigt nok
stéder vi netop her pa graensen for vores graftegningsprograms ydeevne og
ma ngjes med at vise en periode.

Den p4 figuren gengivne funktion er bygget op som fglger:

no=1,7n, =3 oga, =72 hvor 7 er et naturligt tal. Vi definerer f(z) for
z € [0,7] som :

™

Vz € [l

Ny Ny

] , f(2) = arsinn,z f(0)=0

og med periodisk lighed udenfor [0, 7).

'kilden er en note i ...from Euler to Weirstrass
?ordet mangler i kilden, men uden det giver fortsattelsen af satningen darligt mening
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v

Figur ‘E.1: Skitse af funktion med divergent Fourier rakke

Princippet i denne konstruktion er at med a, > 0 Vr si skal a,logn, — o
mens y_ a, < 0

Funktionens Fourier raekke er divergent i 0. Vi vil ikke fgre bevis for pastan-
den. Fglgende strategi, der skyldes den engelske matematiker Hardy, kan
gore det. Man viser at

’r sin ngx
/f(m) kY 4z — oo for k — oo
o X

hvor man ved fornuftig opsplitning af integralet kan nd frem til at det eneste
betydende led er fa,logn; som netop gir mod oo for K — oo. Hermed
folger det, at funktionens Fourier raekke er divergent.

I A. Zygmund’s bog “I'rigonometrical series’ kan man finde andre eksempler.




Appendiks F
Graftegning

Til at fremstille en del af vores illustrationer har vi benyttet de facilite-
. ter RTEX stiller til radighed. Den resterende del af graferne er tegnet ved
hjelp af programmet Multimat, hvorefter skaermbilledet er fanget (grab’et)
og redigeret i WordPerfect.

Selvom vi har presset programmellet til det yderste har vi alligevel kunne
fa rimelige resultater frem. Ved graftegning er oplgsningen altid et problem
(ogsd med hand og papir), og i digitaliseret form ses det muligvis lettere.
Antallet af led i summationerne, der jo ma ggres endelige, skal derfor bade
afstemmes efter udtrykket for funktionen og i forhold til bide computerens
og printerens oplgsning. Summationerne er igvrigt udfgert som rekursive
processer.

Den graf der gav det storste besveer med hensyn til omnskrivning af det alge-
braiske udtryk til et for computeren bearbejdeligt udtryk var zetafunktionen.

Udgangspunktet var fglgende udtryk:

1 o0
DI AR L

n=1

Selve summationen omskrives let til en real- og en imaginaerdel:

Z(" | )”H-: = Z(_ 1 )’le—zlogn
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= Z(—l)"e"‘hg" [cos(ylogn) — isin(yilog n)] =

Z(—l)"n‘” cos(ylogn)—i Z(— 1)*n "% sin(y log n)

SumRealDel Sumlma,gmaerDel

Faktoren foran summationen er mere besvarlig. og for at formlerne bliver
lidt enklere indfgres folgende stgrrelser:
a = e(l—z‘)log2

b = ylog?2

Vi har altsa:
1 1 1

21-2 — 1 = q(cosb — isinb) — 1 - (=14 acosb) — (isinb) -

(=14 acosb) +isinb  (=1+acosb)+isinbd
(-1+acosb)? — (isind)2 1+ a2 — 2abcosh

og endelig udskrives det faerdige udtryk i real- og imaginaerdel:

21-% cos(ylog2) — 1 i 21=%sin(ylog 2)
3
22(1-7) 4 1 — 22-Z cos(ylog2)  2200-%) 4 1 — 22-% cos(ylog 2)
FaktorRealDel FaktorIm;ginaerDel

Herefter mangler vi kun at regne funktionens real- og imaginserdel ud hver
for sig, og de bliver saledes:

Rec(z) = FRD(z)- SRD(z) — FID(z)- SID(z)

Im(z) = FID(z)- SRD(z) + FRD(z) - SID(z)

Det er derved muligt at kode og tegne grafen, for eksempel for et fastholdt z.
Ved tegning af zetafunktionen skal man vaere opmerksom pa, at det endelige
udsnit af raekken skal veere relativt stort, da udsnittet konvergere langsomt
mod funktionen.
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G.1 Historiske kilder

Birkhoff, Garrett
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‘G.2 Matematiske kilder
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‘Bohr, Harald 4
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Edwards, H.M.
Jessen, Borge

Maak, Wilhelm
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Bach, Jens Ole

Lamport, Leslie

The Harald Bohr centenary
Matematiske-fysiske “Meddélelser 42:3,
1989

Almost periodic functions

‘Cambridge University Press,1932

Almost periodic. functions
oversat af Harvey Cohn og F. Steinhardt
Chelsea publising company, 1947

Collected mathemadtical works I-TI1

tedigeret af 5. glner og-B. Jessen
Dansk matematisk forening, 1952

Matematiske arbejder med pedagogisk sig-
le
Dansk matematisk forening, 1987

Almost periodic functions
oversat af G. Berstein og E. Tomer
Interscience publishers, 1968

Riemann’s zeta function
Academic Press, 1974
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noter HCO®, 1977

Fastperiodische funktionen
Springer-Verlag, 1950

Multimat
Matematiklzererforeningen, 1989

ATRX- a document preparation system
Addison-Wesley, 1986
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t : Der er flere kommentarer at knytte til Bohr’s arbejder. De tre ‘klassiske’
artikler er publiceret under titlen: Zur Theorie der fastperiodischen Funk-

tionen I-1I1i Acta Mathematica 45,46 og 47 i arene 1924-26. Artiklerne har -

hovedsaligt historisk interesse, da mere tilgengelige og overskuelige fremstil:
linger findes. Den eneste egentlige lzerebog vi har kunne finde om nzesten
periodiske funktioner er Bohr’s Almost periodic functions, der er glimrende
som en introduktion til savel periodiske som nasten periodiske funktioner.

Af artikler fra Bohr’s samlede varker der swrligt har haft betydnings for

denne rapport bgr naevnes: C18, C27, C51 og C53.
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