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FORORD

Denne bog giver en made at udfylde rammerne for det matematisk
datalogiske emne i 3. gymnasieklasses matamatikundervisning.
Bogens feorste kapitel kan dog udmzrket lazses i tilknytning til
relevante emner i 1. og 2. gymnasieklasse.

Sigtet med bogen er at beskrive nogle numeriske algoritmer, som
belyser vasentlige samspil mellem matematiske og datalogiske
synsvinkler. I kapitel 1 behandles algoritmer til nulpunktsbestem-
melse, og i kapitel 2 behandles algoritmer til numerisk 1lesning
af differentialligninger. I appendix gennemgas taylors formel,
som benyttes i begge kapitler.

I tilknytning til bogen er fremstillet en diskette med COMAL-
programmer. Derfor er der i bogen kun aftrykt relevante dele af
enkelte af programmerne. Programmerne skal ligeledes belyse det
omtalte samspil mellem matematiske og datalogiske synsvinkler, og
de er derfor gjort korte og overskuelige. Men de er ikke nedven-
digvis optimale fra et datalogisk synspunkt.

Bogen forudsztter et indledende kendskab til programmeringssproget
COMAL, men den er ikke en videregaende larebog i COMAL. Programme-
ringsmassige bemzrkninger (eller fif) er saledes kun medtaget i
det omfang, hvor de kan medvirke til at belyse det omtalte sam-
spil. . :

IMFUFA, 1988

Mogens Brun Heefelt
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1. ALGORITMER TIL NULPUNKTSBESTEMMELSE

I dette kapitel vil der blive beskrevet tre algoritmer til
bestemmelse af nulpunkter for kontinuerte og differentiable
funktioner. Disse algoritmer er bisektion, regula falsi og
newton-raphson. Algoritmerne .vil blive introduceret pad en sadan
mdde, at deres iterative struktur klart fremtrzder. Denne
indfaldsvinkel er valgt, fordi det letter en datalogisk
implementering. I tilknytning til algoritmerne vil isar blive
fokuseret pa begreberne konvergens, antal iterationer og
regnehastighed. Disse begreber vil blive belyst ved savel
matematiske som datalogiske argumenter.

Kapitlet vil blive afsluttet med en belysning af, hvordan sadanne
algoritmer kan indbygges som procedurer i sterre programmer.
Dette sker dels i et program til graftegning og total nulpunkts-

bestemmelse for en funktion og dels i et program, der fastlzgger
graf og nulpunkter for en implicit given funktion f(x,y) = o .

1.1 Et eksempel pa graftegning - brug af FUNC og PROC. "

Nar man skal bestemme nulpunkter for en funktion, kan det vare en
fordel at fa et overblik over funktionens graf. Dette kan fx.
gores ved at lave et dataprogram, som udtegner denne graf. Dette
giver samtidig anledning til at sige 1idt om strukturering af
dataprogrammer, et emne vi skal vende mere tilbage til. NAr man
har funktionens graf, ved man bedre, hvor man skal lede efter
nulpunkter, og hvor mange man kan hdbe pa at finde.

I det feolgende behandles kun nulpunkter for en funktion. Fx. kan
det at bestemme skaringspunkter mellem funktionerne £, og f,
givet ved

£1(x) = eX og fy(x) = x3+1

omformuleres til at bestemme nulpunkter for funktionen f = £f1-£5,
der er fastlagt ved

(1.1) f(x) = eX-x3-1.

Nar man skal lave et program, er det vigtigt at give det en
struktur, som er let at overskue. Dette kan bl.a. gores ved at
definere nogle af operationerne som procedurer - dvs ved at
benytte FUNC og PROC. S&aledes kan funktionen f i (1.1) define-
res ved ,

0280 FUNC f(x) CLOSED

0290 y:=EXP(x)-x*x*x-1 // funktionen defineres

0300 RETURN y
0310 ENDFUNC £



Det er iszr en fordel at definere de anvendte funktioner som
procedurer, da man sa kan kalde dem pa szdvanlig vis, fx.

0150 yvi=f(x) //

Bemzrk, at FUNC f er lukket (CLOSED), hvilket giver den fordel,
at man i et program kan benytte de samme variabelnavne bade
lokalt i proceduren og globalt i programmet.

funktionen kaldes igen

Da dette program skal tegne, ma man kalde COMAL's grafikpakke

ind. Dette sker ved

- 0060 USE graphics // . kalder grafikpakken

hvorefter man kan benytte alle de procedurer, som er indeholdt i
grafikpakken. @nsker man flere faciliteter i sin grafik, kan man
definere det som nye procedurer. En procedure, som tegner x- og
y-aksen med ska#ring i (o,0) vil have fglgende udseende

0330 PROC axes(bl,b2,cl,c2) CLOSED // procedure der tegner akserne

0340 IMPORT moveto,drawto
0350 moveto(bl,0)
0360 drawto (b2,0)
0370 moveto (0,cl)
0380 drawto(0,c2)

0390 ENDPROC axes
Da PROC axes er CLOSED, skal man IMPORTere de procedurer (kon-
stantanter mv.), som skal benyttes, jfr. linie 320. Den centrale
del af et simpelt graftegningsprogram kan herefter vare

0080 window(x0,x1,y0,y1) // sztter tegnerammen

0090 frame(x0,x1,y0,y1) // tegner rammen

0100 axes(x0,x1,y0,y1) // tegner akserne uden inddeling
0110

0120 y:=f(x0) // kalder funktionen

0130 moveto(x0,y) // flytter til grafens start

0140 FOR x:=x0 TO x1 STEP xstep DO

0150 y:=f(x) // funktionen kaldes igen

0160 drawto(x,y) // tegner til nazste punkt af grafen
0170 ENDFOR x

En korsel af programmet med den i (1.1) definerede funktion giver
folgende graf

+

Figur 1: Graf for funktionen f£:x -> eX-x3-1




Ved udtegning af denne figur er dog benyttet en anden procedure
til aksetegning, som ogsd medtager akseinddeling. Dette vender vi
tilbage til i afsnit 1.6, hvor der bliver prasenteret et
graftegningsprogram, som t1111ge laver en total nulpunktsbestem-
melse for funktionen.

Pvelse 1: Kald programmet "graf" og tegn - efter rettelse i FUNC
f - en graf for hver af_ funktionerne

fix -> x3-4x2-2x+4

f:x -> 3x2-e¥-3

fix -> x3+1-2%

1.2 Algoritmerne bisektion og regula falsi.

Betragter man figur 1, vil funktlonen skifte fortegn ved passage
af et nulpunkt. Dette vil gzlde generelt for kontinuerte
funktioner, undtagen hvis funktionen ogsi har ekstremum i dette
nulpunkt. De to algoritmer, der skal beskrives i dette afsnit,
tager wudgangspunkt i et sddant fortegnsskift. Algorltmen
bisektion (to-deling) startes med to gat. x0 og x1 pa nulpunktets
vardl, hvor f£(x0)°f(xl1) < o (dvs f har modsat fortegn i x0 og
i x1). Dernazst bestemmes midtpunktet mellem x0 og x1, dvs

X = (x0+x1)/2

(dvs intervallet [x0,x1)] deles i to lige store intervaller af x).
Hvis x 1ligger pa samme side af nulpunktet som x0 - dvs. hvis
f(x) £f(x0) > o - benyttes x som nyt x0 - dvs X0 = x - ellers er x
nyt x1 - dvs x1 = x. ' ‘

Dette kan direkte overszttes til et program som
0120  x:=(x0+x1)/2

0130 y:=f(x)
0150 IF y*xy0>0 THEN

0160 x0:=x; y0:=y
0170 ELSE
0180 xl:=x; yl:=y

0190  ENDIF
- Ved gentagen anvendelse af denne algoritme far man en folge af

intervaller Dgy,Dy,...,Dp,... , hvor Dg = [Xg,X1]. Disse
1nterval-opfylder, at

DO:) DlD DZD e o DDnD e o o 0
Dette er grafisk illustreret i figur 2 (side’ 4). Benavner vi
lengden af intervallet Db . med d4,, kan vi af den made, kon-
struktionen er sket, slutte, at

dvs at intervallangden halveres ved hver iteration. S3ledes er

(1/2)Pa,
og derfor vil



(103) dn => 0 fOZ’ n => ¢
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Fiaur 2: De forste fem intervaller i bisektion algoritmen

uanset hvordan punkterne x0 og x1 er valgt. Der vil sdledes
findes et fortztningspunkt x* for intervalfelgen. Dette punkt er
netop et nulpunkt for funktionen. Betragter vi felgen (xn+) af
"positive" intervalendepunkter (dvs f(xn+) > o) vil

xpt => x* for n -> ©
(da |xn+-x*|<dn), og hvis f er kontinuert pa Do vil tillige
(1.4) f(xnt) -> £(x*) =0 for n -> w .

Tilsvarende kan naturligvis vises for felgen (x,”) af "negative"
intervalendepunkter.

Ud fra (1.3) og (1.4) kan man fastl®gge nogle kriterier for,
hvorndr et dataprogram skal stoppe beregningerne. Er den valgte
nejagtighed eps, kan man, da (1.3) gzlder, benytte d, < eps, og
da (1.4) gzlder, benytte |f(xn)|<eps. Endelig kan man valge at
stoppe, nar begge uligheder er opfyldt. Det sidste stopkriterium
er valgt i programmet "bisek", hvor algoritmedelen har faet
udseendet

0110 REPEAT

0120 x:=(x0+x1)/2 // algoritmen gentages
0130 y:=f (x)

0140 n:=n+l

0150 IF y*xy0>0 THERN

0160 d(n):=ABS (x-x0); x0:=x; y0:=y
0170 ELSE
0180 d(n):=ABS (x-x1); xl:=x;, yl:=y

0180 ENDIF
0200 UNTIL ABS(y)<eps AND d(n)<eps // indtil f(x) er mindre end eps fra 0
6210 // eller fejlen p& x er mindre end eps

Eksempel: Som man sa i (1.3), vil bisektions algoritmen altid
konvergere, men langsomt. Af (1.2) sd man, at intervallazngden
halveres ved hver iteration, og da

(1/2)3 > 1/10 > (1/2)4

vil der mellem 3. og 4.iteration vare sket en intervalforkortning




med_en faktor 10. Starter man med dg = 1, og enskes fx eps =
10‘12, skal der benyttes ca. 40 1terat10ner - da

3°12 < 40 < 4°12

- for at opnd den o¢nskede nejagtighed pa nulpunktet x*. @nskes
tilsvarende eps = 101 , sSkal man benytte ca. 50 iterationer.

e

Konvergensen af bisektions algoritmen er langsom (jfr.eksemplet),
og man kan vare interesseret i en bedre (hurtigere) algoritme. En
sddan algoritme er requla falsi (falske rette linier).

Igen starter man med to gat x0 og x1 pa nulpunktets vardi, hvor
f(x0)£f(x1l) < o. Dernast "tegnes" en sekant til funktionen f's
graf gennem punkterne (x0,f(x0)) og (x1,f(xl1l)). Ligningen for

denne sekant er
xl—xo

Da funktionsvzrdierne i x0 og x1 har modsat fortegn, vil sekanten
skere x-aksen (y=o0) imellem x0 og xl. Situationen fremgér“ af

fi .
igur 3 H / /T

I
!
|
|
l
I
I
|
)
!

.
Xo |
o
j&iﬁj::;/////
|
Eigur 3: De forste fem punkter i regula falsi algoritmen

Skeringspunktets vardi findes ved at 1leose 11gn1ngen med hensyn
til x (med y=0). Da er

(1.5) x ; x0f(x1)-x1f(x0)
f(x1)-£(x0)

Derpd gor man som i bisektion, er f(x)f(x0) > o, sattes x0 = x,
ellers szttes X1 = x, og man gentager regula falsi algoritmen.
0versat til COMAL giver dette fplgende programlinier:

0120 x:=(x0*xyl- xl*yO)/(yl y0)
0130 y:=f(x)
0150 IF y*y0>0 THEN

0160 x0:=x; y0:=y
0170 ELSE
0180 x1l:=x; yl:=y

0180  ENDIF
Ved gentagen anvendelse af algoritmen far man saledes en folge af




x-verdier Xg, Xj,.¢0, Xp,e.., hOVOr xo = x0 og %1 = x1, jfr fig.é°
Ligger punkterne som i figur 3, kan man med brug af (1.5) fa, at

xlf(xo) - % £ (x5)

T %0
1)
xlf‘xo).—'xof(xl) - X B (X)) | xof(x7)

£(xg) = £(x,)

L f(xo)

£(x,) - £(x,)

| x1-x%0|
1
= , lIx1=x0] < /2 [x3-%¢]|
1-£(x1) /£ (Xg)

f(x1) og f(xg) har modsat fortegn, og da |f(x3)]| > | £(xg) |

d

o

P4 analog made (men mere kompliceret) kan man for
dn = |%p+1 = Xnl

vise, at i "nasten " hver iteration vil gzlde *)
dp < 1/2dp-3 |

Man far sdledes i det vasentlige, at
dn < (1/2)Ma,

og derfor vil

uanset hvordan punkterne x0 og x1 er valgt. Der findes sadledes et
nulpunkt x* sdledes, at

Xp => x* for n -> o
og hvis f er kontinuert pa intervallet [x0,x1], vil tillige

(1.7) f(xp) -> 0o for n ->

*) Hvis funktionen f er valgt ubehageligt, kan man risikere, at
storrelsen
-£(xn)/£(Xg) << 1.

Storrelsen er dog altid positiv, da de to funktionsverdier vil
have modsat fortegn. Det vil derfor altid gzlde, at

dn < dp-3

men dette kan medfgre en meget langsom konvergens, og tit ogsa
langsommere end bisektions algoritmen. Se fx opgave 5 og 6.
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PA baggrund af (1.6) og (1 7) kan man helt parallelt til, hvad
der blev gjort med bisektion, valge at stoppe et dataprogram pa
en af betingelserne d, < eps og: |f(xn)| < eps eller pa dem
begge. Algoritmedelen af programmet "fa151" er herefter
REPEAT

>gi%8 x: = (x0*y1-x1%y0) /(yi-y0) // algoritmen gentages

0130  y:=f(x)

0140 n:zntl

0150  IF y*y0>0 THEN

0160 “d(n):=ABS (x~ xO), x0:=x; y0:=y
0170 ELSE
0180 d(n): -ABS(x—xl), xl:=x; yl:=y

0190 ENDIF o
0200 UNTIL ABS(y)<eps AND d(n)<eps // indtil f£(x) er mindre end eps fra
0210 // eller feJlen p& x er mindre end eps

I afsnit 1.4 vil vi vende tilbage til antal iteration og til
regnehastighed af de to her omtalte algoritmer.

@velse 2: Der er givet funktion f:x -> x3-5 samt punkterne

Xgp = 1 og X3 = 2. Beregn (eventuelt ved hjzlp af en lommeregner)
ved brug af savel bisektion som requla falsi de fem forste
iterationer til bestemmelse af et nulpunkt for f. Sammenlign
disse resultater med 3/5 = 1.709976

@velse 3: Benyt programmerne "bisek" o% "falsi" til at bestemme
nulpunkter for funktionen f:x -> e¥X-x°-1. Sammenlign for hvert
set af startvardier (xg,x;) = (4,5): (152), (-1,-0.5)
konvergensen mod et nulpunkt. Valg fx eps = 10~ ‘

1.3 Newton-Raphson algoritmen.

I forrige afsnit blev det vist, hvordan en sekant til funktionens
graf kunne benyttes til at generere en algoritme til nulpunkts-
bestemmelse. En anden narliggende angrebsvinkel er at benytte en
tangent til funktionens graf.

I newton—raphson algoritmen starter man med ét gat x0 pa
nulpunktets vardi. Ligningen for tangenten til funktionen f i
punktet (x0,f(x0)) er

y - £(x0) = £'(x0) (x~x0)

Y/

!
xO ! Xq,

i
!
|
|
|

]

Figur _4: De forste fire punkter i newton-raphson algoritmen




Man bestemmer derp& tangentens skazring med x-aksen (y=o0), som
bliver

£ (x0)
(1.8) X = H0 - ———
£ (x0)
Denne x-vardi kan sa benyttes som nyt gzt (dvs x0 = x), og man

gentager algoritmen, jfr figur 4.
Som i forrige afsnit kan man gentage algoritmen indtil fx |f£(x0)|
< eps, og oversat til et COMAL-program bliver algoritmen, som
felger 40 y0:=£(x0); yl:=f(x0)
0120 REPEAT
0130 delta:=-y0/yl
0140 x1:=x0+delta
0150 x0:=x1
0160  y0:=f(x0); yl:=f (x0)
0170 UNTIL ABS(y0)<eps

I afsnit 1.2 blev beskrevet to algoritmer, som altid konvergerede
- men langsomt - mod et nulpunkt, hvis man blot startede med to
verdier, hvor funktionen havde modsat fortegn. Som man kan se, er
newton-raphson algoritmen af en anden type, bl.a. starter vi blot
med en vardi. Det viser sig ydermere, at denne algoritme ikke
altid vil konvergere. I afsnit 1.4 skal vi dog vise, at hvis den
konvergerer, vil den konvergere meget hurtigt.

I figur 5 kan man se en situation, hvor newton-raphson ikke sik-
rer, at tangenternes skaringspunkter konvergerer mod et nulpunkt.

Ej /N AA»/‘_,_——4"

- |
e |
T |
— > : |
- ./// Il |
/’%T/t;///;;;, I ; >
LA Xy X,

Figur 5: Skitse af forbedret newton-raphson

En A&4rsag er, at tangenten i det valgte punkt har en
hzldningskoefficient tat pd 0 (I (1.8) divideres med f'(x0)).

I afsnit 1.2 viste vi, at safremt
Xpn => x* for n -> ©

hvor x* var et nulpunkt for funktionen f, da ville
f(X) -=> o0 for n >

hvis f var kontinuert pd et afsluttet interval, som indeholdt

folgens elementer. Omvendt kan vi altsa slutte, at hvis ikke
f(x,) -> o for n ->

vil ej heller Xpn -> x* for n -> o .
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Sdledes er konvergensen af . (f(%x,)) en nedvendig betingelse for
konvergens af (x,). .Dette kan benyttes ved en forbedring af
newton-raphson. '

I hver iteration i newton-raphson har man, at

f (x0)
(1.9) X = x0-p
£'(x0)

Med p=1. Hvis |[f(x)]| > |£(x0)|, (dvs (f(xXp)) ikke konvergerer pd
dette trin) sazttes p = 1/2 (dvs skridtet halveres - jfr fiqur
5), og f(x) udregnes igen. Er fortsat |[f(x)| > |f(x0)|, s=zttes
p = 1/4, og (1.9) beregnes, hvorefter uligheden igen underseges.
Denne halvering af skridtet fortsztter indtil

| £(x)| < |£(x0) ]
I programmet "newton" er dette lagt ind som en delalgoritme

(linie 140-180) i selve newton-raphson algoritmen.
0110 y0:=f(x0); n:=0

0120 REPEAT // newton-raphson algoritmen gentages
0130 delta:=-y0/y1l; ny:=1; n:=n+l : . :
0140 REPEAT // skridtet halveres

0150 x2:=x0+ny*delta

0160 ny:=ny/2

0170 y2:=f (x2)

0180 UNTIL ABS(y2)<ABS(y0) // indtil algoritmen konvergerer

0190 d(n):=ABS (x2-x0)

0200 x0:=x2; y0:=y2

0210  y :=f (x0)

0220 IF ABS(y )>100%eps THEN yl:=zy°

0230 UNTIL ABS(y0O)<eps // indtil f(x) er mindre end eps fra 0

I linie 220 er tillige suppleret med en enkelt forbedring. Hvis
den numeriske verdi af tangentens hazldningskoefficient er for
-1111e, benyttes den for-
Y/ rige vardi af hazldnings-
koefficienten. Af figqur 6
kan man se, at algorit-
men fortsat vil konvergere
- blot 1lidt langsommere.
Den her beskrevne metode
kan ogsa benyttes gene-
relt, is®ar hvis det er
tidskravende at beregne
" verdien af f' i hver
///,w/ iteration.

—

Figur 6; Newton-raphson med fast tangenthaldning

@velse 4: En funktion f er givet ved

f(x) = xN-a , n,a€er .
Vis ved indszttelse i (1.8), at newton-raphson algoritmen
svarende til £ bliver

x = ((n-1)xg+a/xo""1)/n
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@velse 5: Der er givet funktionen f:x -> x3-5 samt punktet:xo =
2. ’ S

Beregn ved brug af newton-raphson de tre forste iterationer til
bestemmelse af et nulpunkt for f. Sammenlign disse vardier med de
tilsvarende fra ovelse 2.

@velse 6: Foretag de samme beregninger som i ovelse 5, men benyt
£f'(2) i alle tre iterationer. Hvordan pavirker dette de beregnede
talvaerdier?

@velse 7: Benyt programmet "newton" til at bestemme nulpunkter
for funktionen f:x -> eX-x3-1. Sammenlign for hver af startvar-
dierne xg = 5; 1; -1 med de tilsvarende resultater fra ovelse 3.

1.4 Konvergens og regnehastighed.

I afsnit 1.2 blev det vist, at savel bisektion som regula falsi
algoritmen har global konvergens. Beviserne byggede pa, at

dn
og dn

1/2 dp_q (bisektion)
k dp-y (regula falsi)

hvor Kk < 1/2 (som regel). Begge algoritmer siges at have linear
konvergens, da d, afhznger lineart af d,_;.

Safremt der gzlder, at d, = Cdn-12 siges konvergensen at veare
kvadratisk. I afsnit 1.3 blev der vist situationer, hvor newton-
raphson algoritmen ikke konvergerede. Man kan imidlertid vise
felgende sztning:

Hvis newton-raphson algoritmen konvergerer, vil konvergensen vzre
kvadratisk. Vi definerer newton-raphson algoritmen som en ny

funktion T givet ved
f(x)
T(x) = x-

£ (x)

Starter vi med en vardi xg bliver der ved xn47 = T(xp),
n=20,1,..., genereret en talfelge (%x,). Vi antager nu, at
Xp => x* for n -> o , hvor f(x*) = o.

I en omegn af x* udvikler vi T i en taylorrzkke af anden orden
(jfr appendix). Vi skal da udregne

(£'(x))2-£(x)f"(x)  £(x)£"(x)

T (x)

i
[
I

(£'(x))2 (£'(x))2
og

[2£* (x) £7 (x)-£' (x) £ (x) -£(x) £(3) (x) J (£ (x))2

™(x) = -
(£'(x))*4
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2£° (X) £" (x) [ (£' (%)) 2=£(x) £"(x) ]

+
(£'(x))4
£ (%) £ (x) £3 (%) =2 (£" (x))?2
= +£(x)
£1(x) (£'(x))3
Da f(x*) = o, bliver T(x*) = x* samt T'(x*) = 0 og T"(x?) =
f"(x*)/f'(x*). I en omegn af x* bliver da
' CEN (x*)
(1.10) T(x) = x* + 1/2 ———— (x~x*)2
£' (x*)
Da Xp+1 = T(Xp), og szttes d, = |xp-x*| kan (1.10) omskrives
til
(1.11) dpe1 = 1/2 M* dp2 ; M* = £"(x*)/f' (x*)

Er blot dp < 2/M* vil dp4q < dp

°g
Xn => x* for n ->

Hermed har vi vist, at hvis newton-raphson konvergerer, vil
konvergensen vare kvadratisk. . -

Eksempel: Antager man, at 1/2M* =~ % dp < 10'1,'da bliver
d+15102,,dn+2<1o4,d+3<1o og dp4q € 10716, 1
eksemplet pa side 4 sd man, at blsektlonsalgorltmen fwrst nar
den samme nejagtighed ved dp4s0-

@velse 8: Udledningerne i satningen forudsztter, at f£'(x*) =* o.

Man kan imidlertid vise, at konvergensen er linear, safremt
fr(x*) = o. Gennenfor dette bevis; det anbefales at taylor-
udvikle f' "passende" i en omegn af x*. Opgave 5 og 6 illustrerer
denne situation. : :

(o]

I praktiske anvendelser er man interesseret 1, hvor lang
regnetiden er for de benyttede algoritmer, og sjzldent i hvor
mange iterationer, der benyttes. Af det forrige er det klart, at
bisektion og regula falsi skal benytte mange, men simple
beregninger for at finde et nulpunkt. Omvendt skal newton-raphson
kun benytte f4, men mere komplicerede beregninger. Disse to
modgdende hensyn vil pavirke, hvor hurtigt en algoritme vil finde
et nulpunkt for en given funktion.

Til analyse af de tre algoritmers regnehastighed er udviklet
programmet "nulvalg". Programmet udskriver algoritmens totale
tidsforbrug samt antal iterationer.

Anvendt pd funktionen f:x -> e¥-x3-1 med xg = 4 og x; = 5 far man
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folgende resultater:

Med bisektion er

tidsforbrug 0.7 sekunder

nulpunktet er 4.56703683694597 med eps= 1.0E-13
efter 46 ijiterationer

Med regula falsi er

tidsforbrug 0.6 sekunder

nulpunktet er 4.56703683694597 mwed eps= 1.0E-13
efter 32 iterationer

Med newton-raphson er

tidsforbrug 0.2 sekunder .
nulpunktet er 4.56703683694597 med eps= 1.0E-13
efter 5 iterationer

Konklusionen her er, at newton—raphson aIéoritméﬁ er 1éﬁgt den

hurtigste, hvilket ogsa vil kunne bekrazftes med andre valg af
funktioner. Som fe¢r navnt kan man imidlertid ikke vare sikker pa,
at newton-raphson vil konvergere. Vil man derfor lzgge en sikker
strategi til hurtig nulpunktsbestemmelse, skal man sammenkade
regula falsi og newton-raphson. Fg¢rst bringer regqula falsi
folgens elementer i nerheden af nulpunktet - fx med eps = 1/100,
og derfra kan newton-raphson overtage beregningerne. Programmet
"dobbelt" kombinerer netop disse to algoritmer, og en kersel af
programmet med fix -> eX-x3-1 samt (%q,%x;) = (4,5) giver
folgende resultat:

Med bade regula falsi og newton-raphson er
tidsforbrug 0.2 sekunder

nulpunktet er 4.56703683694587 med eps= 1.0E-13
efter 12 iterationer

Dette viser, at den konstruerede hybrid algoritme er vasentlig
hurtigere end regula falsi, men maske en anelse langsommere end
newton-raphson (nogle kersler benytter 0.3 sek. og andre som her
0.2 sek.) Til gengzld er konvergensen af newton-raphson sikker,
ndr man starter "tzt nok" pa nulpunktet.

¢velse 9: Underseg med programmet "nulvalg" for hver af funktio-
nerne i ¢velse 1, hvor lang regnetiden bliver med de tre algorit-
ner.

@velse 10: Underseg med programmet "dobbelt" de samme forhold som
i ovelse 9.

1.5 Regqula falsi defineret ved FUNC

Nar man skal benytte en nulpunktsalgoritme i et sterre program,
er det af hensyn til programmets struktur en fordel at definere
algoritmen som en procedure. Da man med nulpunktsalgoritmerne
gnsker at f4 returneret et tal - nulpunktets vardi - vil det vare
nerliggende at definere proceduren ved FUNC. @nsker man en
procedure for regula falsi, tager man algoritmedelen af
programmet "falsi", jfr. afsnit 1.2, og bygger denne ind i en
procedure saledes
0310 FUNC falsi(z1,22) CLOSED

0320 IMPORT eps,f
0330 viiz=f(z1); v2:=£(z2)

0340 REPEAT

034h0 gz (zidv2-z2%vl) /(v2-v1)
0360 viz=f(2)

0370 IF vxvi>(0 THEN

0380 zl:=g; viizv
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0380 zl:=z; vl:iz=v

0380 ELSE
0400 z2:=z2,;, v2:=
0410 ENDIF

0420  UNTIL ABS(v)<eps

0430 RETURN z

0440 ENDFUNC falsi
Her er linie 340-420 en tro kopi af algoritmedelen af "falsi".
Linie 310 er procedurens hoved, hvor det specificeres, at FUNC
falsi kaldes med to variable - nemlig de to gzt x0 og x1. Da
proceduren er CLOSED, skal man i linie 320 IMPORTere nejagtighe-
den eps og funktionen f. Endelig RETURNeres i linie 430 nulpunk-
tets verdi til hovedprogrammet.

@velse 11: Skriv en procedure (FUNC newton) for newton-raphson
algoritmen og skriv dern®st en programstump, som styrer, at man
starter med regula falsi og fortsztter med newton raphson analogt
med programmet "dobbelt".

1.6 Total nulpunktsbestemmelse for en funktion.

Man kan mu genoptage graftegningsprogrammet "graf" fra afsnit
1.1. Dette skal udbygges med en beregning af vardien af de
nulpunkter, som frekommer pa den udtegnede graf. Det udbyggede
program . "nul- punkt" indledes med en 1let udvidet version af
"graf" saledes > .

0040 USE graphics // ' kalder grafikpakken

0050 REPEAT

0060 indlazsningl
0070 splitscreen

0080 graphicscreen(0) // skermen szttes og slettes

0090 window(x0,x1,y0,y1) // satter tegnerammen

0100 frame(x0,x1,y0,y1) // tegner rammen

0110 axes(0,0,x0,x1,y0,y1,1) // tegner akserne med inddeling

0120 .

0130 y:=f(x0) // funktionen kaldes

0140 moveto (x0,y) // der flyttes til grafens start

0150 FOR x:=x0 TO x1 STEP h DO

0160 y:=f(x) // funktionen kaldes igen

0170 drawto(x,y) // der tegnes til naste punkt af grafen

0180 ENDFOR x

0190 INPUT "skal grafen printes (l=ja , 0O=nej)?": svar
0200 IF svar THEN printscreen

0210 INPUT “eonskes nyt plot (0=ja , 1l-nej)?": svar
0220 UNTIL svar

Udvidelsen bestdr blot i, at man kan gentage graftegningen,
indtil man er tilfreds med tegnerammen [x0,x1]x[y0,yl]. NA&r man
sa fx har valgt intervallet ([x0,x1] sa stort, at man er sikker
pa, at alle nulpunkter er med pa den tegnede graf, fortszttes med
beregning af nulpunkternes vardi.

Forud for nulpunktsbestemmelsen kan man valge at oprette en tabel
(matrix) over funktionen. Denne matrix skal forst DIMensioneres.
Dernzst tabelleres funktionen ved '

0280 FOR i:=1 TO n DO

0290 x:=x0+(i-1)*h

0300 z0(1,i):=x // ) der laves tabel

0310 z0(2,1):=f(x) // over funktionen

0320 ENDFOR i



Programmet gennemleber si tabellen, og hver gang to pa hinanden
folgende funktionsvardier har modsat fortegn, kaldes FUNC falsi
til bestemmelse af det nulpunkt, som 1ligger mellem de to
tilhorende x-vardier. Dette sker i folgende programsekvens

0340 FOR i:=1 TO n-1 DO ,
0350 IF 20(2,1)%20(2,i+1)<=0 THEN // hvis funktionen har modsat fortegn

0360 z:=falsi(z0(1,i),2z0(1,i+1)) // i nabopunkter kaldes regula falsi
0370 PRINT "der er nulpunkt for funktionen i ";

0380 PRINT USING "-#i#. #o#gds": 2

0390 ENDIF

0400 ENDFOR i

Herefter har man en total nulpunktsbestemmelse - undtagen hvis et
nulpunkt ogsa er extremem.- Udferes programmet "nulpunkt" -med
funktionen f:x -> eX-x3-1, far man dels grafen i figur 1 (jfr.

~ side 2) og dels fplgende udskrift

der er nulpunkt for funktionen i -0.825155
der er nulpunkt for funktionen i 0.000000
der er nulpunkt for funktionen i 0.000000
der er nulpunkt for funktionen i 1.545007
der er nulpunkt for funktionen i 4.567037

I programmet kunne man naturligvis supplere med FUNC newton, jfr.
ovelse 11. Herved bliver linie 360 erstattet af

0360 z:=newton(falsi(z0(1,1),20(1,i+1)))

Denne &ndring vil dog ikke gere programmet meget hurtigere, da
oprettelsen af tabellen er langt mere tidskravende end bereg-
ningerne. Man kunne have accelereret programmet, hvis man opret-
tede tabellen samtidig med graftegningen. Skulle dette vare
gjort, kunne man imidlertid ikke gentage graftegningen, da ma-
tricen (tabellen) sa skulle redimensioneres, hvilket ikke er
tilladt i COMAL.

Pvelse 12: Udvid programmet "nulpunkt", saledes at det ogsa kan
bestemme ekstrema for en funktion. Bemzrk, at f' vil skifte
fortegn ved passage af et ekstremem for f. Man kan sdledes
benytte fx FUNC falsi igen pad f', ndr man skal finde et
ekstremum. Man skal blot udvide FUNC falsi, sa& programmet kan
styre, om der arbejdes med f eller f'. Endelig skal matricen z0
udvides.

@velse 13: Udvid programmet "nulpunkt", saledes at det ogsad kan
bestemme lodrette tangenter (med fortegnsskrift). Dette kan enten
gores ved at bestemme nulpunkter for 1/f eller geres, hvis man
fx i FUNC falsi underseger, om |f(xp)| < |£(Xp+1) |-

1.7 Graf og nulpunkter for f(x,y) = o.

I dette afsnit skal vi arbejde med funktioner af to reelle vari-
able og forsege at bestemme den plane kurve, som beskrives ved
f(x,y) = o. Til dette formdal kan man benytte nogle af de algo-
ritmer, som er omtalt.

Betragter man fx udtrykket

(y3+x)3 + 2(y-x) = o
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kan man vise, at der til hvert x vil svare netop én y-vardi,
hvilket betyder, at udtrykket definerer y 'som funktion af x.
Forsgger man at le¢se ligningen med hensyn til vy, vil dette ikke
lykkes. Man siger derfor, at y er implicit (indirekte) givet som
funktion af x ved udtrykket.

Et andet eksempel af denne type er
x2+y2-—r2 =0,

der som bekendt beskriver en cirkel med centrum i (o,0) og radius

r. Af dette udtryk kan man opskrive y eksplicit (direkte) som

funktion af x - endda pa to mader '
./rz--x2 eller y = ~/ 2_x2 |

Disse to funktioner beskriver gvre henholdsvis nedre halvcirkel.

Der hvor de to halvcirkler medes, vil disse to funktioner og det

oprindelige udtryk have lodrette tangenter.

Dette eksempel viser, at man ikke umiddelbart af f(x,y) = o kan
slutte, at der defineres en entydig (og implicit) given funktion
y(x). Man kan imidlertid vise, at blot der ikke optrader

lodrette tangenter (eller dobbeltpunkter eller singulare punkter)
for funktionen f, vil der vare defineret en entydig funktion
y(x). Disse betingelser svarer til, at der for hvert fast x skal
gelde, at _ :

d—f.. > o0 (eller -g—f—'<'o)

dy dy

dvs at f skal vare monotont voksende for alle y (eller monotont
aftagende for alle y). Er funktionen £ givet ved . ‘

£(x,y) = (y3+x)3+2(y-x)
bliver for hvert fast x

df - = 9y2(y3+x)242 > o
dy Y (y~+x)

for alle y.

Ser man herefter pa funktionen g givet ved
| g(x,y) = x2+y2-r2

gelder for hvert fast x

dg - 5
dy Y

Dette udtryk er o for y=o , dvs netop i de punkter, hvor de to
halvcirkler medes, og der er lodret tangent. Videre er g kun
monotont voksende for y > o, men monotont aftagende for y < o.

Skal man forsege at udvikle et dataprogram, som udtegner en graf
for en implicit given funktion, skal man jo vare sikker pa en



entydig bestemmelse af det "naste"” punkt pd graf. Her er det af

afgerende betydning, at df/dy har konstant fortegn.

For hvert fast x starter man med to gat pa det tilherende y-vardi
yb og ys, sdledes at fx

f(x,yb) <o og f(x,ys) > o

Da nu df/dy har samme fortegn for alle y, vil der mellem yb og ys
findes netop ét y sad f(x,y) = o.

Dette lagger klart op til, at man for hvert fast x kan benytte fx
en regula falsi algoritme til at bestemme denne y-verdi. Den
benyttede COMAL-procedure vil med fa @&ndringer svare til den, der
blev opstillet i afsnit 1.5.

En 2#ndring er, at FUNC falsi kaldes med tre variable, da man ogsé
specificerer den aktuelle x-vardi. Endvidere er de indgdende
funktioner af to variable. Herefter kan man danne tegnedelen af
programmet "falsipl"

0080 splitscreen

0090 window(x0,x1,y0,y1) //
0100 frame(x0,x1,y0,y1) //

0110 axes(0,0,x0,x1,y0,y1,1) //
0120

0130 FOR i:=1 TO n DO

setter tegnerammen
tegner rammen )
akserne tegnes med akseinddeling

0140 x:=x0+ (i~-1)xh // x varierer i intervallet [x0,x1] med step h
0150 y:=falsi(x,yb,ys) )
0160 yb:=y-2%h; ys:=y+2%h // nye startpunkter for y i x+h
0170 IF x=x0 THEN )
0180 moveto (x,y) // pen flyttes til grafens start
0190 ELSE ' .
0200 drawto (x,y) // der tegnes til naste punkt p& grafen
0210 ENDIF
0220 d(l,i):=x
0230 d(2,i):=y
0240 ENDFOR i
\\\
RN

N

—y—

Figur 7: Graf for den ved (y3+x)3+2(y-x) = 0 givne funktion
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De forste linier er forklaret i programmet og svarer i evrigt til
"graf" .og "nulpunkt". I linie 150 kalder man for hver ny x-verdi
proceduren falsi for at f4 returneret den tilhgrende y-vardi, og
i linie 160 dannes de nye gzt - yb og ys, der skal benyttes for
neste x-vaerdi. Disse gzt bestemmes ved at benytte den fundne y-
verdi og hertil at addere + 2 gange den valgte skridtlzngde h.
Hvis grafens tangent i x har for stor (numerisk) hzldning

(2 2), vil programmet stoppe, og man ma da valge en sterre
fremskrivningsfaktor, inden programmet keres igen. :

I linie 220-230 laves en tabel over funktionen. Laver man en
korsel af denne del af programmet "falsipl", vil man svarende til
udtrykket (y3+x)3 + 2(y-%) = o

fa en graf som vist i figur 7; tegnerammen er (-3,3]) x [-1,1].

Nar man herefter vil gd over til at bestemme nulpunkter for den
implicit givne funktion y, mid dette ske ved at interpolere mellem
punkter i den oprettede tabel. To hinanden folgende punkter
(x0,y0) og (x1,yl) fra tabellen kan vare placeret som vist i
figur 8. ' Man o¢nsker sadledes at finde
B‘ det nulpunkt for funktionen y,

. som ligger. mellem x0 og x1,

A 0.0) Elour 8: dvs en x-vardi som opfylder
HO-~-—(X’3 f(x,0) = o. Er fx y0 > o og

Yl < o som vist pd figur 8,

kan vi altsd benytte en regula

- —= \¢ falsi algoritme til at bestem-
X0 : \\\\451 . me verdien af dette nulpunkt.
______________ Man skal dog samtidigt sikre
511 (Xﬂﬁﬂ) sig (via FUNC falsi), at man

forbliver pd den rigtige graf
-f(x,y) = o. Dette giver feolgende procedure, som kaldes nulpunkt. -
0380 FUNC nulpunkt(x0,x1,y0,y1) CLOSED

0390 IMPORT falsi,eps
0400 REPEAT ’

0410 x:=(y1*x0-y0%xx1) /(y1-y0
0420 y:=falsi(x,y0,y1)

0430 IF yxy0>0 THEN

0440 x0:=x; yO0:=y

0450 ELSE

0460 x1l:=x; yl:=y

0470 ENDIF

0480 UNTIL ABS(y)<eps
0490 RETURN x
0500 ENDFUNC nulpunkt

I procedurens hoved specificeres, at FUNC nulpunkt kaldes med
fire variable, der er koordinaterne til to nabopunkter (fx de i
figur 8 viste). I linie 410 laves en regula falsi iteration til
bestemmelse af en ny x-verdi, og derpd (linie 420) kaldes FUNC
falsi for at bestemme den tilherende y-verdi. Disse to trin
gentages, indtil |y| < eps (linie 480). Herefter er den
tilherende x-verdi nulpunkt for funktionen Y. -

Den del af programmet "falsipl", der styrer nulpunktsbestemmelsen,
er strukturelt opbygget som den tilsvarende del af "nulpunkt".
Her gennemlebes tabellen, og hver gang to hinanden fglgende y-
verdier har modsat fortegn, kaldes FUNC nulpunkt, der returnerer
nulpunktets vardi, og til slut udskrives resultatet.
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0300 FOR i:=1 TO n-1 DO
0310 IF d(2,1)%d(2,i+1)<=0 THEN

0320 x:=nulpunkt(d(1,i),d(1,i+1),d(2,1),d(2,i+1)})
0330 PRINT "der er nulpunkt for funktionen i ";
0340 PRINT USING "-##. s#gssg”: x :

0350 ENDIF
0360 ENDFOR i

En kersel af programmet "falsipl"” med udtrykket
(y3+x)3 + 2(y-x) = o
tegner forst grafen i figur 7, og dernast kommer felgende udskrift

der er nulpunkt for funktionen i -1.414213
der er nulpunkt for funktionen i -0.000000
der .er nulpunkt for funktionen i 1.414213 S

Ved indszttelse i funktionen £ givet ved
£(x,y) = (y3+x)3 + 2(y-x) |
af x = /2, x = 0o eller x = =/2 viser, at disse tre x-vardier

opfylder f(x,0) = o, hvilket svarer til udskriften fra program-
korslen.

@velse 14: Vis, at hver af feolgende udtryk
2x+X+§y-x2)3+4 =0
eX+tYi(y-x2)3 = o
3y-x/2+sin(5x+y) = o
definerer en entydig implicit given funktion y (dvs at der for
hvert fast x vil gzlde df/dy > o for alle y).

gvelse 15: Benyt programmet "falsipl® til at tegne graf og bestemme
nulpunkter for hver af de implicit givne funktioner i evelse 14.

@gvelse 16: Som man sa i eksemplet med cirkelligningen x2+y2-r2=o,
kan man af fortegnsskift for df/dy fa en opdeling i flere implicit
givne funktioner. Har man ved udregning af df/dy styr pad en sddan
opdeling, kan man ved at &ndre i "falsipl" benytte dette program
til at udtegne hver af disse delfunktioner. Lav en &ndring i
"falsipl", sdledes at man kan tegne flere (implicit givne)
funktioner pd samme figur. Tegn dernzst de ved f(x,y) = o implicit
(eller eksplicit) givne funktioner, nar

£1:(x,y) -> x2+y2-1

fai(x,y) => xz-yz--x4

£33 (x,y) —> y2-x3

@velse 17: Det generelle problem, som antydes i evelse 16, bestar
i, at man skal bestemme de punkter (x,y), hvor bade
af (x,y)
f(x,y) = o og —ee = 0 .
dy
Prev at lave et program, der tager heojde for dette problem.

Det er fortsat naturligt at starte med at tegne x0 og fortsztte med
at tegne (x,y(x)) indtil |df/dy| < eps. Derefter er man nedt til at
skifte over til at tegne (x(y),y). Dette er naturligvis muligt,
hvis df/dx > o (eller df/dx < o) for hvert fast y og alle x. (df/dx
= o, bl.a. nar f(x,y) = o har vandret tangent). Nar man skal tegne
(x(y),y), m& man ogsd have en regula falsi procedure, som finder et
(x,y) pa f(x,y) = o ud fra to gt xb og xs. Herefter kan man
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naturligt fortsztte med at tegne. (x(y),y) indtil |df/dx| < eps,
hvorefter man md returnere til (x,y(x)). :
Man er formentlig ogsd nedt til at starte i x1 og tegne "baglans"

Eventuelt skal man ogsa preve at starte med at tegne (x(y),y) fra
y0 eller y1l.

@velse 18: Afprov det i wvelse 17 udarbejdede COMAL-program pa hver
af udtrykkene

xg = 81n(x+y)

x3+y3+xy+x+y = o




2. ALGORITMER TIL NUMERISK LOSNING AF DIFFERENTIALLIGNINGER

I dette kapitel skal vi behandle en metode til at leose differen-
tialligninger eller systemer af koblede differentialligninger nu-
merisk. Arbejdet vil blive koncentreret om en type af algoritmer,

som benzvnes runge-kutta algoritmer. I den klassiske form, som
bliver behandlet i denne fremstilling, er algoritmerne udviklet i |
perioden 1895-1901.

Gennemgangen af teorien for runge-kutta algoritmer sker udeluk-

kende for én autonom differentialligning af ferste orden

y' = £(y)

At ligningen er autonom, betyder, at funktionen f kun afhaznger af
systemets egen tilstand y, men ikke af ydre forhold.

Der vil senere blive redegjort for, at teorien har gyldighed ogsa
for ikke-autonome differentialligninger og for systemer af kob-
lede differentialligninger.

2.1 Taylorudvikling af en l¢sning til den autonome differential-
ligning.

Nar man skal le¢se en differentialligning numerisk, og man starter
i et punkt (tg,yg), er det nedvendigt, at man entydigt kan
fortsatte losningen fra dette punkt. Ellers er datamaskinen for
"dum" til at vide, hvordan den kommer videre. Med den autonome
differentiallig- ning

(2.1) y' = £(y)

kan man vise, at der gennem punktet (tg,Yg) 94r en entydig
lgsning til differentialligningen, hvis f er differentiabel. I
det folgende folgende far man brug for at differentiere f
flere gange, nar man skal taylorudvikle denne lesningsfunktion,
sd i realiteten skal man forudsatte f flere gange differen-
tiabel. Da man i praktiske anvendelser som regel har vilkarligt
ofte differentiable funktioner, vil antagelsen om, at f blot
skal vare en gang differentiabel, ikke betyde nogen reel ind-

skrznkning.

Man betragter den autonome dif-

Y Rigur 9: ferentialligning (2.1) med start
_________ i punktet (tg,yg). Der findes da
Ynat] . en entydigt fastlagt 1lesnings-
! funktion y(t), som opfylder y(tg)

T { = Yo Denne funktion kan man

A T approksimativt bestemme ved at
, o tha t foretage en taylorudvikling (jfr
appendix A) af funktionen i en
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rzkke punkter. Vi betra ter to t-vardier t, og th+1 ©9 satter
Yn = ¥(tn), yn( ) = y(X)(t;) samt h = tpyy - t,. Da bliver en
taylorudvxkllng af funktlonen y indtil q-te orden i punktet th,
jfr. figur 9.

Yn+1 = ¥n * ¥n'h + 2 Yn"h2+. . .+ g'yn(q)hq + 0(hd+1)
Da imidlertid y' = f(y) bliver
(2.2) y'" = £'(y)y' = £'(Y)E(Y)
og y"'= £ (Y)Y E(Y)HEN (V) E (Y)Y
(2.3) = £"(y) (£(¥)) 2+ (£ (¥))2£(y)
osvVv

Eksempel: For den logistiske ligning

y' = ay(b-y)

vil man sdledes fa, at

y" = (ab-2ay) (aby-ay?)
- = a2b2%y - 3a2by? + 2a2y3
og videre
y"'= -2a(aby-ay?)2 + (ab-2ay)Z2(aby-ay?)

= a3b3y - 7a3b2y2 + 12a3by3 - 6adyt

I almindelighed vil det dog vare temmelig tid- og pladskravende i
hvert skridt h at beregne et passende antal afledede af ' f.
Man vzlger derfor en anden tilgangsvinkel, som vil blive
presenteret i naste afsnit. Idéen er, at man vil bestemme yp4q
ud fra et gennemsnit af verdier af f beregnet i et antal
punkter i intervallet [ypn,¥Yn+1l-

@velse 1: Beregn en le¢sning til den logistiske ligning

y' = 75 ¥(50-y)

gennem punktet (0,1) og med skridtet h 0.1. Benyt' en
taylorudvikling af 2.orden og beregn frem til t = 0.3.

2.2 Runge-kutta algoritmer.

Idéen i disse algoritmer vil blive illustreret med en 3.ordens

runge-kutta algoritme, og det vil blive vist, hvordan' man

fastlegger vardien af de parametre, der indgdr i algoritmen. Man

tager udgangspunkt i en taylor-udvikling af lwsnlngsfunktlonen
y(t) indtil 3.orden, dvs

Yn+tl - Yn = ¥n'h + 1/2yn"2 + 1/6y,"'h3 + 0(h4)




Da le¢sningsfunktionen tilfredsstiller den autonome ligning (2.1),
far man af (2.2) og (2.3) i afsnit 2.1, at

(2.4) Yn+1 — ¥Yn = hE(yn) + 1/2h2£° (yq) £(yp)
+ 1/6h3[£" (yn) (£(yn))2 + (£'(yn)2£(yn)] + O(h%)
I 3.ordens runge-kutta vil man erstatte (2.4) med udtrykket
(2.5) ) Y¥n+1 = ¥n = h(wlkl + Wzkz + W3k3)
»hvor -~ - - ky = £(yn) kg = £(yn + pP1hky) -
k3 = £(yn + (p2-p3)hky + p3hkj).

Man skal herefter bestemme parametrene w;,w;,wWw3 09 pljpz,p3,
saledes at (2.4) og (2.5) stemmer overens (til og med h°). Man
skal bemzrke, at beregningen k-erne sker suksesivt, dvs forst
beregnes k;, dernast benyttes den ved beregning af k,; og endelig
benyttes de begge ved beregningen af k3. Denne struktur kan
fortsatte, hvis man skal beregne flere k-vardier, dvs bestemme en
runge-kutta af orden sterre end 3. Valget af parameteren p,-p;
kan virke besynderlig, men de senere omregninger af k5 vil
retferdiggere dette valg.
Nar man skal sammenligne (2.4) med (2.5), ma udtrykkene for k, og

k3 omformuleres og taylorudvikles efter potenser af h. For k, far
man

ky = £[yp*+pi1hf(yp)]
= £(yn)+(P1hf(¥n)) £' (Yn)+1/2(p1hE(yn) ) 2£" (yn) +0(h3)
Dette kan indszttes i k3, og man féar
k3 = f(ynt(p2-P3)hf(yn) +P3hf(yn+p1hf(yn))]
£[¥n* (P2-P3) hE(¥n) +P3hf (Yn) +P3P1h2 £ (ypn) £' (¥n) +0(h3) ]

£(yn)+[P2hf (¥n)+P1P3h2 £ (yn) £' (¥n) 1£' (¥n)

+ 1/2(pahf(yn)) 3£ (yp)+0(h3)
= £(yn)+p2hf' (Yn) £(¥n)+1/2p2%h2£" (yn) (£(yp)) 2
+p1P3h2 (£' (yn) ) 2£(yp) +0(h3)

Til slut skal udtrykkene for k; og k3 indszttes i (2.5), der
herved bliver

(2. 6) Yn+1=¥n = h(W1+W2+W3) f(yn)
+ h2(pywa+paw3) £ (Yn) £(¥n)

+ 1/2h3 (py2wy+py2ws) £" (yp) (£(yp) ) 2
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+ h3p1p3w3 (£' (Yn)) 2£(yn) + O(h%)

Vi kan nu sammenholde (2;4) og (2.6), og en sammenligning led for
led giver, at

for hf(yp) er witwa+ws =1

for h2f' (y,)f(yn) er pyWatpow3 = 1/2
for 1/2nh3£"(yn) (£(yn))2 er p12wo+py2wy = 1/3
“for h3(f'(yn))2f(yn) er p1P3W3 = 1/6

Herved far man ialt fire ligninger til bestemmelse af de seks
parametre, og der vil derfor vare uendelig mange mulige
losningssat til ligningssystemet. I 1litteraturen om runge-kutta
algoritmer omtales stort set kun to s&t af parametre, som lgser
ligningerne. Disse to valg giver

Heun's metode (1900):
Yn+1~¥n = h(1/4k1+3/4Kk3)
hvor ky = £(yn) + ko = £(yptl/2hK,)

k3 = f(ynt2/3hkj) [dvs py-p3=0]

Kutta's metode (1901):

(2.7) | Yn+1-¥n = h(1/6ky+2/3ky+1/6ks)

hvor Ky = £(yn) , kp = f(yn+1/2hk1)
| k3 = f(yn-hkj+2hky)

@velse 2: Benyt kutta's metode til at beregne det forste punkt pa
den lesningskurve til den logistiske ligning :

' =1 y(50-
Y 1OY( Y)
som starter i1 (0,1). Benyt h = 0.1
Pvelse 3: Opstil selv udtrykket for 2.6rdens- runge-kutta
algoritmen og vis, at man efter tilsvarende (men enklere)
beregninger for, at
witwy =1 , pjwy = 1/2

dvs, at man fx kan valge w,; som fri parameter. For wjp = 1/2
far man den algoritme, der ofte benzvnes forbedret Euler metode.

@velse 4: Benyt en 2.ordens runge-kutta algoritme (fx med wyp =



24

1/2) til at beregne den lpsning til den logistiske ligning
y' = y(50-y)

som starter i (0,1). Benyt h = 0.1 og regn frem til t = 0.3.
Skal man geometrisk beskrive, hvad der foregdr i en runge-kutta

algoritme, kan man som eksempel benytte kutta's metode (2.7). Da
man arbejder med den autonome differentialligning

y' = £(y)

vil hver af k-vardierne, ki1,ky og k3 beskrive hazldningskoeffi-

- cienter for en tangent til kurven y(t), se figur 10. Derfor vil

(1,k;) vere en retningsvektor.  for -tangenten med hzldnings-
koeff1c1ent ky.

d

rh1,Rs)

|
"'h(") IQ;%*Q.‘\(’L‘Q;)

l
tn g {—n+1 h’ 'ﬁmz

Fiaqur 10; Retningsvektorerne i 3.ordens runge-kutta
~/ er parallel med (1,k3)
# er parallel med (1,k;3)

NAr man skal beregne k5, bevager man sig fra punktet (tp,yp) i
retningsvektorens retning til punktet

(2.8) (tn,¥n)+1/2h(1,k;)
og her udregnes ks = f(yp+1/2hk;) som hzldningskoefficient for
tangenten til kurven i punktet (2.8). Herefter tages en linear-
kombination af de to fundne retnings- vektorer

-h(1l,k3)+2h(1,k3) = h(1,-kj3+2k3)
og i punktet

(th,¥n) + h(1,-kj+2kj3)

beregnes endnu en tangenthzldning

k3 = f£(yn-hkj+2hks,).

Pa baggrund af de tre retningsvektorer (1,k;),(1, k2) og (1, k3),
kan man, jfr. (2.7), finde det nazste punkt pa 1¢sn1ngskurven til
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(tp+1/¥n+1) = (tn,¥n)+h(1,k;3)/6+2h(1,k3)/3+h(1, k3)/6

(tn+h, Yp+h (K1/6+2Kko/3+k3/6))

I hvert runge-kutta trin foretager man sdledes tre evalueringer
(beregninger) af funktionen f, og det nzste punkt fremkommer ved
at fremskrive fra det aktuelle punkt med et vagtet gennemsnit af
de tre evaluerlnger,

2.3 Almindelig 4.ordens runge-kutta og dens implementering som
procadure.

Nar man skal opbygge et dataprogram, der benytter en runge-kutta
algoritme til numerisk lesning af en differentialligning, er det
som oftest en 4.ordens algoritme, der anvendes. Grunden er - som
man skal se i afsnit 2.5 - at en 4.ordens algoritme er langt
“hurtigere end bade 3.- og 2.ordens algoritmer (hvis man tager
hensyin til den relative fejl). Vi skal derfor i korte trak
udvikle en 4.ordens runge-kutta algoritme. Man skal her erstatte
en 4.ordens taylorudvikling af lesningsfunktionen med udtrykket

(2.9) Yn+1-¥n = h(wiky+uwskptwaky+ugks)
hvor  ky = £(yn) , ky = f£(yn+pihky)
K3 = £(yp+(P2~-p3)hky+p3hks)
kg4 = £(ynt(P4-P5-Pg) hkj+pshky+pghky)
Taylorudvikler man nu - som i afsnit 2.2 ~ k-erne efter potenser

af h, og indsatter i (2.9), kan ved sammenllgnlng med den
4. ordens taylorudvikling fas ialt otte ligninger

w1+W2+W3+W4 =1 W3P1P3+W4(P195+Pzp5) = 1/6
W2P1+W3P2+W4Pg =1/2 , W3P1P2P3+W4P4 (P1P5*P2Ps) = 1/8
wyp12+u3pa24wgps? = 1/3 ,  w3p12p3tvg (P12Ps5+PaZpe) = 1/12
| Wopq3+wapa3twapsd = 1/4 w4P1P3Pe = 1/24

Allerede i 1901 viste Kutta [5],side 121-122, at felgende '1-
. parameterfamilie (for t > o) var 1lesning til ligningssystemet
(prev selv') S : o

w1 w2 w3 Wy P1 P2 P3 P4 Ps - Pe

1/6 .EgE. t/3  1/6 1/2 1/2 '%E 1 1-t t

‘Da der er otte ligninger til at bestemme de ti parametre, md der
imidlertid ogs& findes 1lesninger, der ikke tilherer denne 1-
parameterfamilie, fx fandt Kutta [3], side 22 ogsa felgende sat
af lesninger: : : ‘ _



26

Wi Wa W3 Wy P1 P2 P3 Pa Ps Pe6

/8 3/8 3/8 1/8 1/3 2/3 1 1 -1 1 .

Imidlertid ger man i langt de fleste tilfalde brﬁg af den
algoritme, som fremkommer for t = 1. Da er

-y = h(iky+ik,+lk5+1k
Yn+1~¥Yn (6 1+ykat ke 4)

_hvor _ ki1 = £(yn) + kp = £(yp+l/2hky) .

k3 = £(yn+1/2hk3) , k4 = £(yp+thks)
Netop denne algoritme er s®rdeles praktisk. Ved beregning af en
k-verdi benyttes kun den netop foregdende k-verdi. Dette giver
ferre mellemregninger, hvorved algoritmen bliver hurtigere.

@velse 5: Foretag en beregning af et iterationsskridt med denne
4.ordens runge-kutta algoritme anvendt pa den logistiske ligning

y' = i%y(50-y)

med begyndelsespunkt (0,1) og h = 0.1. Sammenhold resultatet
med de tilsvarende resultater i gvelse 2 og 4.

o

Nar man skal overfeore denne algoritme til et COMAL-program, vil
det som nevnt i afsnit 1.1 og 1.5 give et overskueligt prcgran,
hvis algoritmen defineres som en procedure. Her skal af hensyn
til det folgende anvendes proceduren PROC, se side 47, til at
udfgre nogle ordrer fx. tegne akser (PROC axes). Man kan
imidlertid ogsa bruge PROC pa samme made som FUNC til at
returnere talvardier. Man kan med PROC endda returnere flere
talvardier samtidigt (fx en vektors koordinater), hvilket ikke er
muligt med FUNC. Skal dette kunne geres, skal PROCedurehovedet
skrives,

0400 PROC rk4 (REF z,h) CLOSED // alm. 4.ordens rk

Denne definition fortzller programmet, at 2z er en REFerence
variabel, der defineres hver gang, programmet kaldes. Hvis man
kalder med rk4(z,h) fra hovedprogrammet, vil PROC rk4, hvis z
er en REFerence variabel, returnere den vardi for 2, som
proceduren har beregnet (i linie 500). Hele proceduren er sidledes

0400 PROC rk4(REF z,h) CLOSED // alm. 4.ordens rk
0410 IMPORT eps,f
0420 y:izz
0430 zl:=f(y) // 1. 1 i
8330 AN evaluering

0 z2:=f(y) // 2. evaluerin
04§0 y:=z+h%z2 /2 .
0470 a3z (yy -/ 2 evalueriung
YR vV omet vl
44 24 ~{y) ,, 4. evaluering

0h00 yiroadht (m142¥42242%23424) /8
0b10 nioy /7 ny vardi af z returnsres (REF)
0520 ENDPROC rk4 // h returneres ikke, ej REF-variabel

|
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@velse 6: Prpv selv at lave en procedure (PROC rk2) for forbedret
Euler metode og en procedure (PROC. rk3) for Kutta's metode af
3.ordens runge-kutta algoritmen.

2.4 Fejlvurdering og skridtlangde.

Nar man som i afsnit 2.3 vil benytte en 4.ordens runge-kutta
algoritme, vil man bega en fejl i hvert iterationsskridt. Denne
fejl vil man forsege at minimere. I [5] er givet et udtryk for
fejlfunktionen for en 4.ordens runge-kutta algoritme. Man kan
imidlertid f4 check pa fejlen uden at beregne fejlfunktionen,
hvilket vil blive belyst i det felgende. Men forst et eksempel.

Eksempelz Her betragtes den meget simple differentialligning

A ' = ay .
hvor aeR. Ifplge (5], side 76 v1l fejlen ved at benytte en g-te
ordens runge-kutta algoritme pa denne différentialligning i punk-
tet (tp,yn) blive

cnhq+1 = -(aIIT' q+1y hq+1

For en 4.ordens.runge-kutta betyder det, at

C = -1_aSy..
n 120 & ¥n
Vi kan altsd slutte, at C, er uafhengig h og at C,_ kun

varierer langsomt med n, dvs Cp_.3 % Cp .

Betragter man igen den autonome differentialligning

(2.1) y' = £(y)

kan man for smd h (h << 1) med god tilnzrmelse antage, at den
differentiable funktion f er stykkevis linezr - dvs f er fx
linezr i intervallet (¥Yn- l,yn+1] Sdledes kan vi overfeore de to
konklusioner fra eksemplet ogsa til fejlleddet for den g-te
ordens runge-kutta algoritme, ndr den anvendes pd den autonome
differentialligning (2.1).

Idéen i fejlvurderingen er, at man sammenligner to fremskriv-
ninger med en g-te ordens runge-Kutta algoritme, jfr figur 11.
Lad os antage, at den "korrekte" verdi for 1lesningsfunktionen
y(t) i punktet tn,; er’ ypy). Forst foretages to fremskrivninger
fra th-1 til tp,y med skridtlangde h, hvorved man fAr vardien

Yn+1(h)l og .
(h)

(2.10) Yn+1-¥Yn+1 = 2Cph9*l




Y/

(W)

N4

en) |
N+

Ek-1‘

Fiqur 11: De to typer fremskrivning fra tn.; til tny j

da vi antog, at Cph-3 ® Cp.

Dernzst foretages en fremskrivning fra tpj_; til tp;, med skridt-
langde 2h, hvorved man far vardien yp4+31(2h), og

(2h)
(2.11) Yn+1 - Yn+1 = Cn(2h)T+1 = 2a+lc nhatl

Nu indgdr Cph9*l i begge ligninger, dvs (2.10) og (2.11), og
ved at isolere dem af begge ligninger bliver

(h) —q-1 (2h)
1/2(Yp+1-Yn+1) = 279 (Yn+1-Yn+1)
eller
(h) (2h)
29(yn+1-Yn+1) = Yn+1-Yn+1
eller (h) (2h)
(29-1) (Yn+1-Yn+1) = Yn+1-¥n+1
dvs
(h) (2h)
(h) Yn+l ~— Yn+1
(2.12) Ynt1=¥n+1 =
29-1

Her er hojre side i (2.12) kendte sterrelser, og man kan altsa
benytte den som teststorrelse

(h) (2h)
Yn+1-¥n+1

(2.13) Eq =

29 - 1

Er sadledes Eq < eps - den valgte ngjagtighed - begar vi en fejl
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mindre end eps ved at benytte Yn+1(h) i stedet for den "korrekte"
verdi Yn+1- Hvis teststorrelsen Eq > eps, ma man valge en mlndre
h-vardi.

Et n®rliggende bud pa en ny h-verdi, hvis teststorrelsen (2. 13)
ikke godkendes, vil vare at halvere h. 'Man kan imidlertid valge
mere rationelt. Man kan if¢1ge {7])], side 71 :

- 1/g+1

Nar Eq > eps vil eps/BEq <1, og derfor er

1/q+1
(eps/Eq) R |

og jo stoerre Eq er end eps, jo mindre bllver h, i forhold til
hgy1. Tallet k er en sikkerhedsfaktor, som sKal sikre sa fa
génnemlob af fejlberegningen ovenfor som mulig, dvs k skal valges
sdledes, at teststorrelsen (2.13) vil blive godkendt ved naste
- gennemleb. I litteraturen, fx (7], side 71, foreslds Xk = 0.8,
men man kan faktisk speede et program op ved at valge k tattere
pa tallet 1. (herom senere). I programmer, sSom er knyttet til
denne bog, er k valgt i intervallet [0.90, 0.98].

Udtrykket (2. 14) kan ogsa anvendes, nar teststwrrelsen (2. 13) er
godkendt, dvs nar Eq < eps. Da bliver _

1/g9+1
(eps/Eq) > 1

og man far sdledes en storre vardi af hj, end af hg). Igen vil.
sikkerhedsfaktoren k sikre, at man ikke valger hp sd stor,
at nazste gennemlgb af fejlberegnlngen méske ikke godkendes.

Disse teoretiske overvejelser kan direkte overszttes til en..;~57

COMAL-procedure
- 0250 PROC rk(REF x,REF h) CLOSED // proceduren checker feJlen i
0260 IMPORT rkd,eps // den valgte rk algoritme
0270 x1l:=x; x2:=x .
0280 rk4 (x1,h); rk4(xl,h) // kalder rk algoritmen to gange med h

0290 k:=2*%h; rk4(x2,k) // kalder rk algoritmen en gang med 2h
0300 e: = (x2~x1)¥(x2~x1) .

0310 p:=15%eps /SQR (e) ' '

0320 h:=0.95%hxp~ 0.2 // den nye vazrdi af h returneres (REF)

0330 IF p>1 THEN // hvis fejlen er 1lille nok
0340 x:=x1 // returneres (REF) 2. kald af rk med step h
0350 ELSE // ellers gentages

0360 rk(x,h) // proceduren med den nye vardi af h
0370 ENDIF ' .
0380 ENDPROC rk

Bemzrk, at PROCedurehovedet praciserer, at sdvel x som h er
defineret som REFerence variable, dvs at der ved kald af denne
procedure returneres nye vardier for dem begge. I linie 280
kaldes den 4.ordens runge-kutta procedure (rk4) fra afsnit 2.3 to
gange med skridt h, jfr. (2.11) og i naste linie kaldes den igen
én gang, men med skridt 2h, jfr. (2.12).
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I linie 310 opskrives teststorrelsen

p = 15 = eps/e
hvor jo e/15 netop er E,;, idet man for q = 4 har, at 29-1 = 15,
Hvis p > 1 - dvs teststerrelsen (2.13) bliver godkendt returnerer
proceduren den sidste verdi af x1 som ny x-vardi (linie 340),
ellers kalder proceduren sig selv (linie 360), men med den nye
(og mindre) h-vardi.

Man har sdledes en procedure, som checker, at man i hver
iteration med en 4.ordens runge-kutta algoritme kun begdr en
fejl, som er mindre end den valgte nejagtighed. Der .mangler nu
kun den programstump, der styrer kaldet af proceduren rk. Den
programdel kan fx vere

0070 WHILE t<ti1 DO // gentages indtil tiden er t1

0080 PRINT USING "-### #asgag ": t;

0090 PRINT USING "-###. #sgat": y

0100 rk(y,h) // kalder rk algoritmen med fejlcheck

0110 t:=t+2%h
0120 ENDWHILE

I linie 80 printes vardien af t, og i linie 90 vardien af y-
men udskrevet pd samme linie som t (;). I linie 100 kaldes PROC
rk med den aktuelle vardi af y og h, og de nye vardier
returneres. Det hele gentages, sd& lznge (WHILE) t < t1, jfr.
linie 70.

Under FUNC f er fastlagt den logistiske ligning
y' = ay(b-y)-

En keorsel af programmet "rk4mono" med a = 0.0, b = 270 og t1
= 0.5 samt med start i (tg,yg) = (0,1) givet folgende resultat

0.00000 1.00000 1.38131 39.34779
0.10046 1.30766 1.44014 44.99499
0. 19585 1.68925 1.49922 51.27043
0.28665 2.18146 1.56882 58.22458
0.37317 2.78132 1.81928 65.90964
0.45586 3.50371 1.68100 74.378864
0.53512 4.36596 1.74438 83.68361
0.61131 5.38704 1.80991 93.87188
0.68476 6.58748 1.87811 104.97781
0.75574 7.98952 1.94932 117.00377
0.82452 9.61715 2.02338 129.87617
0.89134 11.49616 2.09888 143. 35660
0.95644 13.685430 2.17340 156.93499
1.02002 16.12129 2.24485 169.90264
1.08230 18.92895 2.31274 181. 14213
1.14348 22.11127 2.37760 191.70966
1.20376 25.70450 2.44001 201.07526
1.26335 29.74725 tidsforbrug 4.4 sekunder
1.322486 34.28052

@velse 7: Kald programmet "rkdmono" og ker programmet med
differentialligningen
y' = 2¥(50-y)

gennem (0,1). (Der skal rettes i PROC-indlasning - linie 210).
Sammenlign resultatet med de tilsvarende fra gvelse 2,4 og 5.
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Qvelse 8: Skriv selv en COMAL-procedure, som styrer fejlchecket
pad Kutta's metode, jfr. ovelse 6.

2.5 Sammenligning af en numerisk og en analytisk l1lesning til
Bertalanffy's ligning.

Der er nu indfert en procedure, der laver et fejlcheck pa den
valgte runge-kutta algoritme. Det skal naturligvis ogsa godtgoe-
res, at den beregnede losning opfylder den palagte negjagtighed.

Dette kan ikke vises generelt, men kun eksemplarlsk hvor det er
muligt at bestemme en analytisk lesning til en given differen-
tialligning. I et sadant tilfzlde kan man afgere, om afvigelsen
mellem den analytiske og den numeriske lesning er inden for den

valgte nejagtighed eps.
Som eksempel vzlges Bertalanffy's ligning

y' = ay?/3 - by.
Denne differentialligning er model for vagten y(t) af en fisk,
hvor t angiver tiden siden fiskens "fgedsel". Udledningen af de
analytiske le¢sninger findes fx i [4], side 35-36. Herfra findes
(2.15) y(t) = (a/b+ce bt/3)3
hvor ceR. Man vil finde den blandt lwsningerne, som indeholder
(o,Yp). Da er . C

Yo = (a/b+c)3
eller

= yol/3-a/p.
Indsat i (2.5), bliver den analytiske lesning gennem (o0,Yq)
(2.16) y(t) = (a/b+(y01/3-a/b)e‘bt/3)3
Programmet "fisk" sammenligner den numeriske 1lesning af

Bertalanffy's llgnlng gennem (o,yg) med (2.16). I "fisk" er
(2.16) indskrevet i FUNC fl. Ved kersel af "fisk" udskrives hver
femte punkt af den numeriske lgsning sammen med det punkt af
(2.16), som har samme t-veardi.

En korsel af "fisk" med eps = 1078, Yo =3 og tl =25 giver
folgende resultater

0.27952406 4.65580256
4.65580259

0.69576221 7.66496043
7.66496050

1.22514927 12. 16384907
12.16384918

1.91236601 18.56502402
18.56502417

2.77815834 26.64620385
26.64620402

3.74992752 34.87522367
34.87522385

4.74805283 41.94756053

_ 41.94756071
nojagtigheden er 1. 0E-8
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Heraf ses, at fejlen pd den numeriske lgsning vil vere mindre end
1 pa ottende betydende ciffer, dvs nejagtigheden eps = 10-8 er
overholdt.

@velse 9: Udled den analytiske le¢sning til den logistiske ligning
gennem (0,Yop)-

@velse 10: Kald programmet "fisk", indskriv den logistiske 1lig-
ning under PROC f, og den analytiske 1lesning (evelse 9) under
FUNC fl1. Foretag en kersel af "fisk" med passende valg af a,b,
Yo.t1l og eps, og underseg, om den valgte ngpjagtighed er opfyldt.

2.6 Regnehastighed af forskellige algoritmer.

Indtil nu er de omtalte COMAL-programmer udelukkende baseret pa
den almindeligste 4.ordens runge-kutta algoritme, jfr. afsnit
2.3. Der er i afsnit 2.2 omtalt bl.a. Kutta's metode og forbedret
Euler metode, som man ved selvprevning har kunnet se, var kortere
at programmere, og havde farre beregninger i hver iteration 1
forhold til 4.ordens runge-kutta. Det er derfor vigtigt at under-
sege, hvilke af disse algoritmer, der vil vare hurtigst, hvis man
stiller krav om en bestemt relativ nejagtighed. Der er nazppe
tvivl om, at fx forbedret Euler metode skal benytte en mindre h-
verdi end 4.ordens runge-kutta for at sikre samme nejagtighed.
Omvendt vil forbedret Euler metode beheve langt fazrre beregninger
per itera- tion.

Disse to modgdende hensyn er det vanskeligt at vurdere teoretisk.
Man er nedt til at sammenligne de faktiske regnetider pd& en be-
stemt opgave.

Til denne analyse er fremstillet programmet "diffvalg". Dette
program giver den tid, fire algoritmer benytter til at udregne
samme numeriske leésning. De fire algoritmer er mersons version af
4.ordens runge-kutta med eget fejlcheck ([3], side 24-25 og [7],
side 84), almindelig 4.ordens runge-kutta, kutta's metode og
forbedret Euler-metode. "diffvalg" le¢ser differentialligningen

y"+2ay'+b2y = msin(rt)

gennem punktet (tg,Yq.Yo'). En kersel af "diffvalg" med a = 0.1,
b=1, m=4, r =1 og tl =4 gennem (tg,yo,¥o') = (0,5,0) gi-
ver resultatet

sikkerhedsfaktorerne km= 0.98 og k4= 0.9

Med mersons algoritme er
tidsforbrug 5.5 sekunder
skridtlazngde ved stoptid er 0.102268

Med 4 . ordens runge-kutta er
tidsforbrug 6.4 sekunder
skridtlangde ved stoptid er 0.108387

Med 3 . ordens runge-kutta er
tidsforbrug 12 sekunder
Aht Gt langde veld atopttd e 0 NG

Ml 2 0 ondens runge kutta erv
tidsforbrug 33.9 sekunder
skridtlangde ved stoptid er 0.011095
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Dette viser, at de to 4. ordens algoritmer er langt de hurtigste.
Med et &ndret valg af startpunkt s&d (tg,Yo:Yo') = (0 5,3)

bllver
sikkerhedsfaktorerne km= 0.98 og ké4= 0.9

Med mersons algoritme er
tidstforbrug 5.7 sekunder
sakridtlmngde vad ntoplhild er (0 VTR

Med 4 . ordens runge-kutta er
tidsforbrug 5.6 sekunder
skridtlazngde ved stoptid er 0.126047

Med 3 . ordens runge-kutta er
tidsforbrug 10.8 sekunder
skridtlsngde ved stoptid er 0.044528

Med 2 . ordens runge-kutta er.
tidsforbrug 31.9 sekunder
skridtlengde ved stoptid er 0.011291

Her er situationen den samme, og tilmed er de to 4.ordens
algoritmer lige hurtige.

P4 baggrund af disse korsler er det nzrliggende at konkludere, at
en 4.ordens algoritme er langt hurtigere end bade 3. og 2.ordens
algoritmer. Ser man pa& skridtlzngder ved sluttid i kerslerne,
bekrzfter de, at der i 4.ordens algoritmer foretages langt ferre
iterationer. -

Programmet "diffvalg" Kkan ogsid benyttes til at undersege
regnehastighedens afhangighed af sikkerhedsfaktorerne, jfr
(2.14). I de to viste korsler er km = 0.98 (svarende til merson)
og ~

k4 = 0.90. Gentages imidlertid den forste korsel med ndrede
sikkerhedsfaktorer, far man jfr. ovelse 12 lzngere regnetid end
den oprindelige korsel. Arsagerne er, at man med for sma
sikkerhedsfaktorer far mindre h-vardier end optimalt, og at man
med  for store sikkerhedsfaktorer far sa store h-verdier, at
fejlchecket gennemlgbes flere gange end rimeligt.

Pvelse 11: Kald programmet "diffvalg" og 1ndtast i 11n1e 1390 den
logistiske ligning - her skrevet som

w(l):=a*z(1l)*(b-2(1))
og i linie 1400 w(2):=
samt i linie 1280 =0.1 , b:=50
Underseqg for eps = 10-8 regnetlder for de fire algorltmer, ogsa
med forskellige valg af sikkerhedsfaktorer.

Pvelse 12: Gentag den forste kwrsel af "diffvalg", men med‘
km = 0.90 og k4 = 0.82 og sammenlign regnetiderne. Gor det samme
med km = k4 = 0.99.

2.7 Anden ordens differentialligninger og flere koblede diffe-
rentialligninger.

Indtil nu har vi udelukkende arbe)det med autonome differential-
ligninger som
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(2.1) y' = £(y)
Langt fra alle differentialligninger er imidlertid af denne form

En mere generel differentialligning af ferste orden vil vare pa
formen

(2.17) y' = f(s,y)

hvor s kan vare en vilkarlig ydre, variabel faktor fx tiden.
Supplerer man med differentialligningen

(2.18) s' =1

vil (2.17) og (2.18) “tilsammen beskrive et autonomt system af-
to koblede differentialligninger.

Indferer man vektoren

-2
X = (s,Y)

og vektorfunktionen

F(s,y) = (1,£(s,Y))

kan dette system skrives kort som den autonome vektordifferen-
tialligning
=>  =>=>

Som navnt i afsnit 2.6 lpste programmet "diffvalg" differential-
ligningen

(2.19) y"+2ay'+b2y = msin(rt)

Denne 1ligning af 2.orden kan 1ligeledes omskrives til et
(autonomt) system af koblede differentialligninger af 1.orden.
Szttes nu

Y’
bliver y"

o
N

men af (2.19) kan man fa, at

Il

y" -2ay'—b2y+msin(rt)
og indferes 2z er
z' = -2az-b2y+msin(rt).

Da den variable t ogsd indgdr i 1ligningen, kan man som for
indfere en ekstra differentialligning

t' = 1.

Sadledes har man de tre koblede differentialligninger
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o t' =1 , . y' =z
(2.20)

z' -2az-b2y+msin(rt).

Indforer man vektoren

>
x = (t,Y,2)

og'vektorfunktionen
. -> ) N
f£(t,y,2z) = (1,2z,-2az-b2y+msin(rt))

kan de tre ligninger i (2.20) skrives som den autonome vektor
differentialligning .

@velse 13: Omskriv hver af differentialligningerne til et
autonomt system af forste ordens differentialligninger

y" + a(y2-1)y'+y = 0
y' + ty'-y =0
y"'+ 3y"+3y'+y = sin(2t)

I det folgende har vi den autonome vektor differentialligning

-> —->=>
x' = £(x)
hvor -> ' '
X = (xo,xl,...,xn)
og ->

f= (1,f1'..c’fn)

dvs differentialligningen
Xo' =1

samt de ferste ordens differentialligninger
X1'= fl(XO,Xl,...,Xn)

X2'= fz(Xo,xl,...,xn)

Xn = fn(XgrX1,++++Xp)

For dette system kan man vise, at de parametre, som blev udledt i
afsnit 2.2 og 2.3, uden videre kan overfores. Dette beror pa, at
man kan differentiere hver funktion £,,..,f,, for sig med hensyn
til en af de variable Xj,..,Xp for sig. Man vil for hver
funktion for sig f4 de samme parametre som for den enlige ligning
i afsnit 2.2 og 2.3.

(o]

Skal disse betragtninger overferes til et program, der leser et
system af forste ordens differentialligninger, skal det
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eksisterende program blot modificeres lidt. Man skal erstatte en
variable x med en vektorvariabel x() med n+l koordinater. En
sddan vektor skal dimensioneres, hvilket sker med

1240 DIM x(0:n), x0(0:n) // vektorer dimensionere;

Videre skal man endre den procedure (FUNC f), der fastlazgger
differentialligning, idet den nu kaldes med en vektor og skal
returnere en vektor. Man benytter derfor PROC, og da man skal
returnere en vektor, skal vektoren i procedurehovedet vare en
REFerence variable. Ligningen i (2.19) er fx fastlagt som

1350 PROC f(REF z()) CLOSED // procedure der fastlasgger

1360 IMPORT m,n,a,b,r // differentialligningssystemet

1370 DIM w(0:n)
1380  w(0):=1
1390 w(l):=z(2) )
1400  w(2):=-2%a%xz (2)-bxbkz (1)+mkSIN(r*z (0)) )

1410 z2():=w() // ny vektor returneres (REF)

1420 ENDPROC f

Bemerk, at tilordningen i linie 1410 ikke er tilladt i alle

COMAL-versioner, og den kan da erstattes af

FOR i=o0 TO n DO z(i):=w(i)

Efter samme retningslinier skal man i fejlchecket (PROC rk) og i
4.ordens runge-kutta (PROC rk4) erstatte en variabel med en
vektorvariabel, sdledes at rk4 bliver

0340 PROC rk4 (REF z(),h) CLOSED // alm. 4. ordens rk
0350 IMPORT n,eps,f

0360 DIM 2z1(0:n), 2z2(0:n), 23(0:n), 24(0:n), y(0:n)
0370 y():=2()

| 0380 £(y()); 210 :=y() // 1. evaluering
: 0390 FOR i:=0 TO n DO y(i):=z(i)+hxz1(i) /2
| 0400 £f(y()); 220 :=y() // 2. evaluering
0410 FOR i:=0 TO n DO y(i):=z(i)+h*z2(i)/2
0420 f(yQO); 230):=y0) // 3. evaluering
0430 FOR i:=0 TO n DO y(i):=z(i)+h*z3(1i)
0440 f(y()); z4Q:=y() // 4. evaluering
0450 FOR 1:=0 TO n DO y(i):=z(i)+hx(21(i)+2*22(i)+2xz23(1)+z4(1))/6
0460 z2():=y() // ny vektor returneres (REF)
0470 ENDPROC rk4 // h reterneres ikke, ej REF-variabel

og tilsvarende rk

0150 PROC rk(REF =z (),REF h) CLOSED // procedure der checker fejlen i

0160 IMPORT n,rkd4,eps // den valgte rk algoritme

0170 DIM x1(0:n), x2(0:n), y0(0:n)

0180 x1():=2z(); x2():=z(); e:=0

0190 rk4 (x1(),h); rk4(x1(),h) // kalder rk algoritmen to gange med h

0200 k:=2xh; rkd4(x2(),k) // kald k al it

9200 PoRip; FES(x2() er rk algoritmen en gang med 2h
0220 y0(i):=x2(1)-x1(i)

0230 e:=e+ty0(i)*y0 (i)

0240 ENDFOR i
0250 p:=15%eps /SQR (e)

0260 h:=0.94%h*xp~0.2 // ny verdi af h returneres (REF)

0270 IF p>1 THEN // hvis fejlen er lille nok

0280 z():=x1() // returneres 2. kald af rk med skridt h
0290 ELSE // ellers gentages

0300 rk(z(),h) // rk med den nye vardi af h

0310 ENDIF

0320 ENDPROC rk

I rk er dog kommet en vasentlig ndring. Ved beregning af
fejlestimatet E4 (jfr. (2.13)) skal vi nu beregne langden af
vektoren
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=>(h) _ =>(2h)
(2.21) : X+ X+l

15
Fra rumgeometri ved man, at lazngden af

_>—
. zZ = (zl,zz,z3)
bliver

->
Izl = (212+232+232)1/2

Dette udtryk kan uden videre generaliseres til en vilkarlig
endelig dimension n , dvs er :

- ‘

. z = (zl,zz,...,zn)
bliver langden af 2z

->

Iz

I linie 210-240 udregnes differencen i (2.21) koordinatvis,

hvorefter disse kvadreres, og endelig summeres de. I linie 250
beregnes til slut kvadratroden af denne sumn. ' ‘

(z212+4232+...+2,2)1/2

@velse 14: Omformulér de i ovelse 6 fremstillede procedurer rk2
og rk3, saledes de kan anvendes pd vektordifferentialligninger.
Hvilke @ndringer skal der laves i proceduren rk (fejlchecket),
for at den kan anvendes sammen med rk3?-

@velse 15: Opskriv proceduren £ for hver af differentiallig-
ningerne i ovelse 13.

2.8 Numerisk og analytisk lesning af modellen for "dobbelt
radioaktivt henfald".

Med muligheden for at 1lese systemer af forste ordens
differential- 1ligninger kan man tillige sammenligne sadanne
lesninger med den tilsvarende analytiske lesning (hvis man kan
bestemme den).

Her skal vi arbejde med de to differentialligninger

(2.22) x' = -ax , y' = ax-by

Disse to ligninger er en simpel model for, hvordan et radioaktivt
stof (x) henfalder til et nyt stof (y), som igen er radioaktivt
og derfor ogsd henfalder (kort: dobbelt radioaktivt henfald). Der
findes flere sddanne henfaldskader. Den her valgte er omtalt i
(4], side 97-98.

Det forste stof er bly-214 med halveringstid Ty = 27 min (= 9/20
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time), og det andet stof er bismuth-214 med halveringstid T; =
20 min (= 1/3 time). Da sammenhzng mellem henfaldskonstant og
halveringstid er som aT; = ln2 bliver

a =_2.‘9’_1n2 og b = 31n2
I [4], side 97-98 er den analytiske l¢sning tillige udledt. Der

startes (til tg = o) med xp atomer bly-214 isoleret (og derfor
intet bismuth-214, dvs yg = o). Da bliver den analytiske lesning

x(t) = xge~at
aXo

y(t) = — (eat-_e~bt,)
b-a

I programmet "radio" er ligningerne i (2.22) indskrevet i PROC f
sdledes

0710 PROC f(REF z2()) CLOSED // procedure der fastlagger
0720 IMPORT n,a,b // differentialligningerne
0730 DIM w(0O:n)

0740 w(0):=1

0750 w(l):=-a%xz (1)

0760 w(2):=axz (1)-b*z(2)

0770 z():=w()

0780 ENDPROC f

og den analytiske lesning i PROF f1

0800 PROC f1(REF z()) CLOSED // procedure der fastlzgger
0810 IMPORT a,b,n,r // de analytiske lesninger
0820 DIM w(n) : .

0830 w(l):=rxEXP(-a*xz (1))}

0840 w(2):za%xrx (EXP(-axz (1) )-EXP(-b*z (1)))/(b-a)

0850 z2():=w()

0860 ENDPROC f1

Programmet "radio" udskriver hvert tiende punkt af den numeriske
lgsning og sammenligner det med det punkt af den analytiske
lgsning, som har samme t-vardi (= x(0)). En kersel af "radio" med
Xg = 100 og eps = 10”8 frem til t1 = 5 giver

0.16148909 77.97779964 18.57629870
77.97779863 18.57629875

0.35520272 57.86089785 28.81079048
57.86089784 28.81079057

0.56730785 41.73460127 31.42000180
41.73460126 31.42000201

0.80194521 29.07597598 29.18000489
29.07597595 29.16000501

1.06494062 19.39108317 24.20020976
19.39108315 24.20020987

1.36492664 12.21587996 18.18081600
12.21587993 18. 18081610

1.71561108 7.11758151 12.27138547
7.11758148 12.27138555

2.14068326 3.69808505 7.23400601
3.69809501 7.23400607

2.68047883 1.61018635 3.51608878
1.61019630 3.51608879

4.36487188 0.56990864 1.36165944
0.56999858 1.36165940

4.14340687 0.16913850 0.43148750
0.16913945 0.43148744

no jagtigheden er 1.0E-8
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I hver koordinat er afvigelsen sdledes mindre end 1 pa ottende
betydende ciffer, indtil man nar til de sma vardier til slut.
Dette skyldes, at der undervejs har oparbejdet sig meget sma
fejl, som pa grund af tallenes storrelse far en relativ storre
betydning.

gvelse 16: Bestem den analytiske lesning til differentiallignin-
gen = '
(2.23) y" + 0.2y'+y = 5sint

gennem punktet (tg,yo,Yo') = (0,0,-5). Se fx [4], side 114-120.

¢gvelse 17: Kald programmet "radio" og indskriv (2.23) under

PROC f, og den i ovelse 16 fundne analytiske l¢sning under PROC
fl1. Lav en kersel af "radio" med start i (tg,yq,Yo') = (0,0,-5)
og med eps = 1078,

2.9 Grafisk fremstilling af numeriske lgsninger.

Dette afsnit skal afrunde fremstillingen om numerisk lesning af
differentialligninger og vise, hvordan numeriske 1le¢sninger kan
fremstilles grafisk.

I afsnit 2.4 blev en del af programmet "rk4mono" gennemgaet.
Dette program leste en differentialligning og udskrev en tabel
over le¢sningsfunktionen. Imidlertid kan man i programmet ogsa
velge at lave en graf for lesningen, sdledes at man i stedet
forbinder tabellens punkter med rette linier. Valger man at tegne
grafen svarende til tabellen pa side 30, far man figur 12.

T

Figur 12: Graf for en lesning til y' = f%?y(no-y)

Skal man ligeledes i programmet "rk4" supplere med muligheden for
grafisk fremstilling, opstdr der flere problemer. Dels er den
aktuelle tegneramme ikke kendt - dvs valget af ymin og ymax, dels.



40

kan man valge mellem flere mulige grafer. Med modellen for
dobbelt radioaktivt henfald i afsnit 2.8 kan man sdledes valge
mellem tre grafer - nemlig et tx-, et ty- eller et xy-koordinat-
system. Har man ialt n differentialligninger af foerste orden
(samt Xp'=1), kan man vazlge mellem ’

n(n+l)/2 grafer
(bevis det!)

I programmet "sving" er der derfor valgt den indgangsvinkel, at
der forst oprettes en fil, hvori man indlaser en tabel over

 losningsfunktionen, jfr felgende del af “gving".

0070 OPEN FILE 1,fil$,WRITE // filen &bnes for skrivning

0080 WHILE x(0)<tl DO // -- indtil tiden er t1

0090 WRITE FILE 1: x() // skrives der p& filen

0100 FOR i:=1 TO n DO

0110 IF x(i)>xmax(i) THEN xmax(i):=x(i) // finder max og min i
0120 IF x(i)<xmin(i) THEN xmin(i):=x(i) // alle n koordinater

0130 ENDFOR i

0140 rki1(x(),h)

0150 ENDWHILE

0160 xmax(0):=tl-1 -

0170 CLOSE FILE 1 // filen lukkes

Her 4dbnes i linie 70 filen for sgkrivning (WRITE), og man skriver
i filen (linie 90), indtil tiden er tl (linie 80). Videre
fastlagger man i linie 100-130 sterste- og mindstevardi, som
lesningsfunktionen antager i hver koordinat. Derefter lukkes
filen i linie 170. N&r feorst tabellen ligger pad en fil, kan man
kalde den sia ofte, man ¢nsker, for at udtegne grafer. Dette sker
i felgende programdel

0190 USE graphics

0200 REPEAT

0210 INPUT "Hvilke to koordinater skal plottes mod hinanden?”: j,k
0220 graphicscreen(0) // sksrmen sazttes og slettes
0230 splitscreen

0240 pl:=INT (xmin(j))

0250 p2:=INT (xmax(j))+1

0260 ql: = INT (xmin(k))

0270 q2:=INT (xmax (k) )+1

0280 window(pl,p2,q1,02) // tegnerammen bestemmes

0290 frame(pl,p2,91,q92) // rammen tegnes

0300 axes(0,0,p1,p2,91,42,1) // akserne tegnes gennem (0,0)
0310 OPEN FILE 2,fil$,READ // filen &bnes for lasning

0320 READ FILE 2: x0() // der lzses fra filen

0330 moveto (x0(3),x0(k)) // pen flyttes til startpunkt
0340 WHILE NOT EOF(2) DO // indtil "end of file"

0350 READ FILE 2: x0() // lzses nazste punkt fra filen og
0360 drawto(x0(j),x0(k)) // pennen tegner til dette punkt
0370 ENDWHILE

0380 CLOSE FILE 2 // filen lukkes

0390 INPUT "skal grafen printes (1=ja,0=nej)?": svar
0400 IF svar THEN printscreen

0410 INPUT "nyt plot (1=nej,0=ja)?": svar

0420 textscreen

0430 UNTIL svar

I linie 240-270 beregnes heltalsvardier for tegnerammen, som
fastlagges i linie 280 og tegnes i linie 290. Akserne tegnes i
linie 300. I 1linie 310 &bnes filen for l@sning (READ), og man
fortsztter med at lase (linie 350) og at tegne en linie (linie
360), indtil man ndr til enden af filen - EOF (linie 340).
Herefter lukkes filen (linie 380).
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‘En korsel af "sving" med differentialligningen
y"+0.2y'+4y = 5sin2t

og med start i (to,yo,y'o).= (0,0,-5) frem til t1 = 50' giver
figur 13, hvis man valger et yy'-koordinatsystem.

Figur 13: Graf i y-y' for en lesning til y"+0.2y'+2y=5sin2t

@velse 18: Da den benyttede regnenwjagtighed som regel er

"storre"” end den negdvendige tegnenejagtighed, kan det af

pladshensyn vare en fordel kun at gemme fx hvert femte punkt i
tabellen. Forseg selv at lave en sddan #ndring i "sving".

@gvelse 19: For nogle differentialligninger vil 1lesningskurven

efter kortere eller lzngere tid bevage sig i en "lukket" kurve

(kaldet en graznsecykel). Det kan derfor vare en fordel at tegne
grafen og vente med at gemme data, indtil denne indsvingning er
sket. Lav de nedvendige @ndringer i "sving", sdledes at dette er
muligt. Husk ogsd, at man skal kunne fortzlle programmet, nar det
skal begynde at gemme data.

@velse 20: Med de i ovelse 18 og 19 foresldede @ndringer skal man
nu lese Lorenz' ligninger

x' = a(y-x)
y'! = rx-y-xz
z' = xy-bz

Her er a = 10 og b = 2.66667. Foretag en kersel af "sving"
svarende til felgende r-vardier re{28, 92.5, 100, 155, 250}.
PS: For r = 28 vil der ikke opstd en graznsecykel.

2.10. Afsluttende bemerkninger.

De i dette kapitel omtalte runge-kutta algoritmer er blandt den
type algoritmer til numerisk lesning af differentialligninger,
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der kaldes "single step" metoder. De er karakteriseret ved, at
man pa baggrund af en razkke evalueringer foretager en frem-
skrivning et trin. En szrlig fordel ved runge-kutta algoritmerne
er - som vi har set - at man kan variere skridtl®ngden ved hvert
trin samt, at algoritmerne er selvstartende, blot man kender
begyndelsespunktet.

Beslagtet med runge-kutta findes nogle algoritmer, som ogsa
involverer den afledede af f i beregningerne af k'erne. Herved
kan man reducere antallet af evalueringer for at opnd samme
nejagtighed som med £fx 4.ordens runge-kutta. Denne type
algoritmer er bl.a. velegnet til at 1lese "stive 1lignings-

- systemer". Sadan benavnes differentialligningssystemer, hvor de ~

1ndgéende konstanter er af forskellig sterrelsesorden (fx .a =

~ 103 ). Denne type differentialligninger optrader isar -

ved modeller for kemiske systemer. Her vil de indgdende
reaktioner typisk have meget forskellig reaktionshastighed
(varierende fra millisekunder til flere minutter).

En anden hovedtype af numeriske algoritmer til 1le¢sning af
differentialligninger benzvnes "multistep" metoder. Idéen i disse
algoritmer er, at 1lesningsfunktionen approksimeres med et
polynomium af grad p > 1 udfra p + 1 punkter pa lesningskurven.
Denne type algoritmer er som regel hurtigere end tilsvarende
"single step" metoder, men har to svagheder. For at starte en
sddan algoritme skal man kende p + 1 punkter, dvs man fx skal
bruge en runge-kutta algoritme til at beregne disse punkter.
Ydermere er det i almindelighed vanskeligt at variere
skridtlzngde, da de fleste "multistep" metoder forudsaztter, at de
p + 1 punkter ligger zkvidistant (dvs med samme afstand). De mest
populzre "multistep" metoder er Adam-Bashforth algoritmerne [6],
side 240-257.
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APPENDIX: Taylors formel

Med henblik pa anvendelser i kapitel 1 og kapitel 2 skal her
vises, hvordan man Xkan approksimere en funktion med et poly-
nomium. Der gzlder felgende vigtige relationer, Taylors formel:
Sztning: Hvis funktionen f er defineret p& intervallet [a,x] og
er differentiabel af indtil - n+l'te orden pa 1nterva11et da
gazlder, at

f(x) = f£(a)+£'(a) (x-a) + % £"(a) (x-a)2 +..

1
coot = £(N)(a) (x-a)? + Rp
. n! .
hvor det n-te restled R, er givet ved

Bevis: Som bekendt gelder, at
jx £r(t)at = [£(x)). = £(x)-£(a)
a . a
eller
X
(A1) £(x) = f(a) + Ja £1(t)dt

I det fplgende skal vi gentagne gange benytte sztningen om partiel
integration dvs at

X X
(A2) ja h(t)g(t)dt = [H(t)g(t)]_ -jaH(t)g'(t)dt

hvor H er en stamfunktion til h.

Forst szttes g(t) = f'(t) og h(t) = 1, og vi velger stamfunk-
tionen H(t) = -(x-t). Da far man indsat i (Al), at

(A3) £ (x)

X X
f(a)+[-f'(t)(x-t)]a +Iaf“(t)(x—t)dt

f(a)+f'(a)(x-a)+J: £ (t) (x-t)dt
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Herefter‘benyttes (A2) med g(t) = £f"(t) og h(t) = x-t, og man
velger stamfunktionen H(t) = -(x-t)2/2. Anvendt pd integralet i
(A3) far man :

x " (t) (x-t)dt [—f"(t)i(x-t)2]x+ Lo £ (t) (x-t)2dt
Ia 2 a 2 Ja

1 1l ,x
= =~ £n a2 4- "o )2 }
=3 f"(a) (x-a) +2 I fnr(t) (x-t)<dt

Indsat i (A3) bliver det til

1l 1 px
(A4) £(x)=f£(a)+f'(a) (x-a)+> £ (a) (x-a) 2+ > Ja £ (t) (x~t)2dt
Denne konstruktion kan fortsattes. Lad os antage, at der for n =
P gzlder, at
1
(A5) £(x) = f(a)+f'(a) (x-a)+...+ ;'f(P)(a)(x-a)P+Rp
hvor restleddet

(A6) Rp = %'J:f(P+1)(t)(x-t)Pdt

Denne gang benyttes g(t) = £(Pt1l)(t) og

1
h(t) = ;'(x-t)P, og vi velger H(t) = - (x-t)Pt+1

(p+1)!

Da far man indsat i (A6), at

Rp=[-f(P+1)(t) (x—t)P+1]: y — fo(P+2)(t)(x-t)P+1dt

(p+1)! (ptl)tja

= pil. f(P+1)(a)(x—a)P+1+?5%I;T J:f(9+2)(t)(x-t)9+1dt

Indszttes dette udtryk for restleddet i (A5) far man
1
(A7) f(x) = f(a)+f'(a)(x-a) + 5 £" (a) (x-a)2+...
e ——— £(P+1) (a) (x-a)P*1+Ry 4
(p+1)! 13

hvor restleddet
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. X ’
- (pt+2) (x-t)Ptl
Rp Ty Ja £ (t) (x-t)P+lat

Vi har nu godtgjort, at s®tningen er rigtig for n = 1 (i A3) og
for n = 2(i (A4)). I (A5) antages, at satningen er rigtig for

n =p og til slut vises, at setningen ogsa gazlder for n = p+l.
Et bevis, som er opbygget pa denne mdde, kaldes et induktions-
bevis. Da vi nu har vist sztningen for n = 2, kan vi af induk-
tionstrinet slutte, at den galder for n 3, og derfor vil den
ifelge induktionstrinet ogsa gzlde for n 4, osv for alle posi-
tive heltal n.

Udtrykket for restleddet kan imidlertid omformuleres en smule.
Ifeplge integralregningens middelvardisztning, gazlder det hvis
funktionen h_ er kontinuert, findes der mindst et tal xpefa,x],
saledes at '

X X
Ja h(t)g(t)dt = h(xo)Ja g(t)dt.
Anvendes dette pad restleddet i sztningen, vil

Rn = f(n+1) (XO) %‘[:(x-t)ndt

eller

(A8) Rn = o) £(n+1) (x4) (x-a) N+1

Nar man skal anvende taylors formel, onsker man at gere rest-
leddet lille, hvorved approksimationen med et polynomium vil vare
"god". Da nu f er differentiabel af indtil n+l1'te orden pa [a,x],
vil £(n+l) yzre kontinuert pa dette interval, og derfor vil
£(n+1) antage sdvel storste - som mlndsteverdl pa dette in-
terval, dvs £(nt+l )(x ) er begraznset. Dvs "blot x er tat nok ved
a, kan Rp, geres sé lille som ¢nsket". I kapitel 1 og 2 far vi
brug for denne indgangsvinkel. Nar man der skriver fx O(h ), vil
det betyde, at "R, vil vare tat ved O" eller maske 1lidt mere
przcis "R, vil konvergere mod O med fjerde potens af h(=|x-a|)"

(o]

Man kan dog ogsa benytte taylors formel til at beregne det
approksimerende polynomium til en kendt funktion. Af hensyn til
det folgende eksempel og til ovelserne skal feorst vises en

setning: Givet felgen (ug) af positive tal, hvor uy -> u <1
for k -> . Da vil felgen (vn), hvor v, = uj-ujz.....up opfylde,
at vp => 0 for n -> o, '



Bevis: Forst valges r sdledes, at u < r < 1 samt et N sdledes, at
upb < r for n 2 N. Da vil

o < Vn = U1uZoae.UNUN+1...un S u1u2°°°uN.rn-N
eller
O <vp = (uluz...uN/rN)rn

I parentesen stdr et fast tal, ogda r <1, vil r -> 0 for
n -> o, og derfor vil ogsa vp -> 0 for n -> o,

Eksempel: Er uyp = |x|/k, vil wug > 0 for alle k og tillige
vil ux -> 0 for k -> o. Ifplge sztningen vil saledes

[x|P = IXI-IXI---lxl => 0 for n -> ®
n! 1 2 n

Dette vil vi benytte i felgende

Eksempel: Funktionen f:t -> et petragtes pa intervallet [0,x].
f er vilkarligt ofte differentiabel, og

fr(t) = ae@t |, fm(t) = a2edt, .. .., £(P) (t) = aPedt

Da nu f£(P)(0) = aP giver taylors formel

1l 1l 1l
edX = 1+ax+—a2x2+ga3x3+...+—Tanxn+Rn
n.

hvor 1 +1
R, = ———(axq)l*le®X0
n (n+1)!( 0)

Men da |axg|™*l/(n+1)! -> 0 for n -> o, kan e3X approksimeres
vilkarligt godt med et sadant polynomium.

@velse Al: Betragt funktionen f:t -> cost pad intervallet [O0,Xx].
Beregn det til cosx svarende polynomium og vis, at restleddet kan
gores vilkarligt lille, blot der medtages led nok i polynomiet.

@velse A2: Gor som i e¢velse Al blot for funktionen £:t -> sint.
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Opgaver til kapitel 1:

1. Ved et fixpunkt for en funktion & forstids et tal x som
opfylder:

d(x) = x
Geometrisk betyder det, at fixpunktet findes der, hvor grafen for
¢ skerer linien y=x. At bestemme fixpunkt for @ svarer til at
bestemme nulpunkt for funktionen f givet ved
(*) : £(x) = &(x)-x

Tegn ved brug af programmet "graf" for hver af funktionerne

$q: x > (x3+2)/3
$5: 3 -> 41lnx
$3: X -> 1l-cos2x

den tilherende f-funktion (jfr. (*)) i et passende interval.

2. Nar en funktion ikke er defineret i et punkt, vil programmet
"graf" naturligvis ikke kunne tegne funktionens graf gennem dette
punkt. Lav en &ndring i "graf", som tager hejde for denne situ-
ation. Dette kan fx geres ved at tegne til punktet (x-1/10,f(x-
1/10)), flytte pennen til punktet (x+1/10,f(x+1/10)) og tegne
videre. ‘ ‘ '

Tegn derefter hver af funktionerne i et passende interval

f1: x -> e¥*-1-1/x
£f5: x -> x-el/X
f3: x => x-ln(xz-l).

3. Bestem ved brug af "falsi" eller "newton" fixpunkter for hver
af funktionerne %;, %, og %3 i opgave 1.

4. Bestem ved brug af "falsi" eller "newton" nulpunkter for en
eller flere af funktionerne i @velse 1 og opgave 2.

5. Betragt funktionen f givet ved
f(x) = x3-3x+2

der jo har x-1 som faktor to gange, dvs at f'(l1) = 0. Forsegq med
bade "falsi" og "newton" at bestemme et nulpunkt i intervallet
[0.7,1.3]. Hvorfor vil dette ikke lykkes med "falsi"?

Betragt dernazst funktionen
- g: X => x3-3x%+1.99

og forsgg at bestemme de to nulpunkter i intervallet [0.7,1.3]
med "nulvalg".
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Bemerk, at antal iterationer for newton-raphson ved beregning pa
f er storre end ved beregning pd g (jfr. evelse 8)

6. Betragt de tre funktionef f; givet ved

£1(x) = x4-2x3+2x-1
£5(x) = x%-2x3+2x-0.9999999
£f3(x) = x%-2x3+2x-0.999999

Foretag en faktoroplesning af f;. Bestem ved brug af "newton" et
nulpunkt for hver af de tre funktioner med start i intervallet
[0.9,1.1]. Bemzrk igen antallet af iterationer, der benyttes ved
f, i forhold til det antal, der benyttes ved f, og fj3 (Jfr. ovel-
se 8). Tilmed er ngjagtigheden i bestemmelsen af nulpunktet (x=1)
til f, meget uprzcis, hvorfor?

Bestem tillige nulpunkterne for f, og f3 ved brug af "bisek" og
"falsi". Hvorfor benytter "falsi" sid mange iterationer i forhold
til "bisek"?

3 5
f:x -> X —3x+;

Forsgg pa denne figur med start i x5 = 0 at bestemme et nulpunkt
for f ved brug af newtcn-raphson algoritmen. Forseg det samme med
den forbedrede newton-raphson.

8. Tegn ved brug af "graf" en graf for funktionen
8 7
£:x4-—x3-2x2+8x-—

3 3

Forseg pa denne figur med start i fx xp = -0.8 at bestemme et
nulpunkt for f ved brug af newton-raphson og forbedret newton-
raphson.

9. Overfer de i opgave 2 foresliede @ndringer i "graf" til
programmet "nulpunkt" og foretag derpd en total nulpunktsbe-
stemmelse af funktionerne i opgave 2.

10. Bestem samtlige fixpunkter for &-funktionerne i opgave 1.

11. Foretag en total nulpunktsbestemmelse af funktionerne i
ovelse 1.

12. Foretag pa baggrund af ovelse 12 en total nulpunkts- og
ekstremumsbestemmelse af funktionerne

£q:x-> eX-x3-1
for1x-> x3-4x2-2x+4
f3:x-> x3-3x+2
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13. Foretag for hver af funktionerne
' ‘ S 1 4
x— —— oy, —
91° x-1  x°

gy:x -> eX-1-1/x
en funktionsundersegelse. Underseg med "nulpunkt" @ndret i

overensstemmelse med ovelse 12 og 13 om programmet kan give den
samme analyse.

Opgaver til kapitel 2:

1. Betragt den autonome differentialligning
y' = £(y)

Et punkt y kaldes et ligevegtspunkt for ‘differentialligningen,

nvis y' = o (dvs f(y) = o).

Vis, at de to differentialligninger

' = a2 2/3_b2'

vil have de samme ligevagtspunkter, a,b > o.
Tegn ved hjzlp af programmet "rk4mono" en leosningskurve for hver
af differentialligningerne gennem punktet (tg,ygp) = (0,1). Valg

fx a=3 og b=1l. Vil der vare kvalltatlv(°) forskel pa de to
lgsningskurver? _

2. Vis, at hver af felgende differentialligninger

y' = ay(b-y)
y' = ay(b-y)3/2
' = ab
Yy a YCOS(Zb)
y! = aby(l+cos(1%))

vil have de samme ligevagtspunkter (jfr. opgave 1). Tegn ved brug
af programmet "rk4mono" en lgsningskurve for hver differential-
ligning gennem punktet (tg,yq) = (0,1). V2lg fx a = 0.01 og b =
270. Disse 1lesningskurver skulle gerne udvise kvalitativt samme
forleb!

Prov selv at foresla dlfferentlalllgnlnger, som udviser de samme
trek.

3. Betragt igen den autonome differentialligning
y' = £(y)

Det (eller de) punkt(er) pa en legsningskurve y(t) til differen-
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tialligningen, hvor vaksthastigheden er storst, findes som be-
kendt af y"(t) = o. Da imidlertid y" = f'(y)y’, og da y' > o, md
der altsd g=zlde, at

£'(y) = o
Vis, at den stoerste veksthastighed pa en lesningskurve til
y' = ay(b-y)

vil forekomme i punktet y = b/2. Bestem ogsd for de ovrige dif-
ferentialligninger i opgave 2 den y-vardi, som glver storst
vzksthastighed. Bemzrk, at man i de to sidste tilfzlde ma benytte
en nulpunktsalgoritme fra kapitel 1; velg fx a = 0.01 og b = 270.

4. Bestem for differentialligningerne i opgave 1 den sterste
veksthastighed.

5. Bestem den fuldstzndige lesning til differentialligningen
y' = yln2+2t-t21n2

(Vis, fx at funktionen t -> t2 er én lesning til differential-
ligningen) og skitsér den 1le¢sningskurve, som gir gennem punktet

(to,Yo) = (0,-1).

6. Benyt programmet "rk4mono" til at bestemme numeriske lesninger
til differentialligningen i opgave 5 (selv om denne ligning ikke
er autonom, kan programmet benyttes, da man i 1linie 550 har
IMPORTeret t).

Tegn et passende antal le¢sningskurver til dlfferentlalllgnlngen,
ndr tg = o og yp€[-2,0]). Velg fx t1 = 7. Vurdér pa baggrund af
disse lmsnlngskurver, hvordan le¢sningskurverne vil forlebe, nar
Yo < -2 eller yg > o.

7. Indlas den analytiske lesning og differentialligningen fra op-
gave 5 i programmet "fisk" og sammenlign den numeriske og den
analytlske lesning gennem punktet (tg,yg) = (0,-1). Valg fx eps =
107° og t1 = 7.

8. En simpel model for volumenet af en kraftsvulst kan beskrives
ved differentialligningen

hvor a,b>o, jfr. [4], side 95-97. Bestem den fuldste®ndige le¢sning
til denne differentialligning. Vis ud fra denne l¢sning at der
vil finde et maksimalt volumen og en maksimal vaksthastighed.

9. Benyt programmet "rk4mono" til at tegne en lesning til diffe-
rentialligningen i opgave 8 gennem punktet (tg,yg) = (0,1). Valg
fx a =1, b = 0.2 og tl1 = 20. Sammenlign de fundne maksimale
verdier i opgave 8 med den udtegnede kurve.
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10. Indles den analytiske 1lesning og differentialligningen fra
opgave 8 i programmet "fisk" og sammenlign den analytiske og den
numeriske lgsning gennem punktet (to,Yo) = (0,1). Velg fx a = 1,
b = 0.2 og t1 = 20. :

11. Bestem savel en analytisk som en numerisk lesning til hver af
differentialligningerne

y/t-1
(y/t)2+2
t/ (2y)

-
mun

12. Differentialligningen
' y"+a(y?-1)y'+y-o

kaldes van der Pols ligning,[1], side 151-156. Ligningen er en
model for et elektrisk kredsleb, hvori modstanden har ikke-1linezr
karakteristik. Omskriv ligningen til et s#t af autonome differen-
tialligninger af  1l.orden. '

Foretag ved brug af programmet "sving" en numerisk lesning af van

der Pols ligning. Valg a€)0,1]. Hvordan vil lg¢sningskurverne vari-
ere med a? : ' ' '

13. En differentialligning af 2.orden givet ved

y"+g(y)y'+h(y) = £(t)
kan imidlertid ogsa pa anden made omskrives til et szt af autono-

me differentialligninger af forste orden. Szttes x' = -h(y), kan
man ved integration af ligningen (mht t) fa :

Y'+G(y)-x = F(t)

hvor G og F er stamfunktioner til g hhv f(prev selv!). Saledes
bliver ligningssystemet :

t' =1
x' = -h(y)
Y' = x-G(y)+F(t)

Dette szt af ligninger kaldes Liénards ligninger, [1], side 179-
180. Omskriv van der Pols ligning (jfr. opgave 12) til de tilhe-
rende Liénards ligninger og les ligningerne numerisk ved brug af
programmet "sving". Valg ae]0,1].

14. Der er udviklet en lang rakke "rovdyr-byttedyr" modeller; den
forste af disse er Lotka-Volterra modellen (1925-26)

x!
yl

ax-bxy
-cy+dxy
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hvor a,b,c,d > o, jfr. [1], side 140-146. Denne model er som re-
gel for simpel og er siden blevet videreudviklet i mange vari-
anter. En af de bedre blandt disse modeller er Holling-Tanner
modellen .

x' = ax(1 x/N)—EzX
X+D
Yy' = cy(1-y/x)

hvor a,b,c,N,D,K > O, jfr [1], side 147-151.

Velg verdier for de indgdende konstanter i Lotka-Volterra mo-
dellen og foretag ved brug af programmet "sving" en korsel af
denne model. Det vil vise sig, at alle lesningskurver vil veare
lukkede kurver, dvs at selv smd fejl i modelforudsaztningerne kan
resultere i, at lesningskurverne vil divergere eller vil konver-
gere mod en ny graznsesituation (graznsecykel eller -punkt).

Velg tilsvarende de resterende vardier i Holling-Tannner modellen
og foretag ved brug af programmet "sving" en kersel af denne mo-
del. Overvej om systemets opfersel i denne situation er mere ri-
melig.

Vis, at begge modeller vil have ligevagtspunkter (dvs hvor sdavel
x' = 0 som y' = 0).
15. Omskriv hver af differentialligningerne

y'+ty'sy = 0

y"+2/t2y' -y
y"+2/t y'-y

0
1/t

til et autonomt system af differentialligninger af 1l.orden, og
los derpa ved brug af programmet "sving" hver af dem gennem punk-
tet (1,1).

16. Lav en &ndring af programmet "sving", sdledes at differen-
tialligningerne kan lzses "bagl®ans", dvs for aftagende t. Los
derpd ligningerne i opgave 15 gennem punktet (1,1), fx indtil t1
= 0.01.
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Liste over programmer pa disketten:
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