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Grundbegreber i Sandsynlighedsregningen er en prasentati-
on af visse grundlaggende dele af sandsynlighedsregningen der
har betydning i statistik; teksten kan bl.a. anvendes i forbin-
delse med Basisstatistik-noterne (IMFUFA-tekst 167 A&B).

Der er ikke tale om en laerebogsfremstilling der starter helt
fra bunden. Hensigten er snarere at tilbyde den laeser der tidli-
gere har lart en smule sandsynlighedsregning en genopfriskning
af nogle hovedpunkter i et maske anderledes sprog, suppleret
med enkelte resultater som en sidan leser nappe har stiftet
bekendtskab med.

Der er tkke lagt vaegt pa den aksiomatiske side af sandsyn-
lighedsregningen, men pa at bibringe laeseren en savel intuitiv
som matematisk forstaelse af de grundleggende begreber; i den
anledning er teksten forsynet med adskillige figurer.



Forord

Dette hxfte praesenterer visse grundleggende dele af sandsynligheds-
regningen af betydning i statistik og kan bl.a. anvendes i forbindelse
med Basisstatistik-noterne (IMFUFA-tekst 167 A&B).

Der er ikke tale om en lerebogsfremstilling der starter helt fra bun-
den. Hensigten er snarerc at tilbyde den leeser der tidligere har leert
en smule sandsynlighedsregning en genopfriskning af nogle hovedpunk-
ter i et maske anderledes sprog, suppleret med enkelte resultater som
leeseren naeppe har stiftet bekendtskab med.

Laeseren bgr under alle omstandigheder saette sig ind 1 Kapitel 1,
afsnittene 2.1 - 2.4 i Kapitel 2, og Kapitel 3. Den matematisk interes-
serede leeser bgr desuden studere resten af Kapitel 2, samt Kapitel 4.

Kapitel 4 adskiller sig fra de gvrige afsnit dels ved at veere vaesentlig
mere “matematisk”, dels ved ikke at behandle generelle emner, men
- derimod, som et slags cksempel pa brugen af de forrige afsnits teknikker
og begreber, at bevise forskellige grundlaggende og vigtige resultater
vedrgrende normalfordelingen.
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Indledning

Sandsynlighedsregning er en matematik-disciplin der beskeeftiger sig
med en matematisk formalisering og kvantificering af tilfaeldighed.
Sandsynlighedsregningen bygger pa en aksiomatisering af det mate-
matiske sandsynlighedsbegreb, og den beskeftiger sig med at bevise
* satninger om egenskaber ved sandsynlighed og ved formelle sandsyn-
lighedsmodeller. Noget af det interessante ved sandsynlighedsregningen
ligger i, at ved hjelp af den kan man opbygge formelle modeller af til-
feeldighedsfeenomener fra virkeligheden; de sztninger man kan bevise
om de formelle modeller kan sa oversattes til udsagn om de virkelige
fzenomeners opfgrsel.

Sandsynlighedsteoretikere bruger tit eksempler med terninger og
megnter der kastes, ikke fordi det er det eneste man kan beskrive ved
hjeelp af sandsynlighedsregningen, men fordi mgnt- og terningekast er
sadan nogen gode handgribelige tilfeldighedsfanomener. Tag for ek-
sempel terningekast: Hvis man kaster en almindelig terning mange gan-
ge, far man en sekser i ca. en sjettedel af kastene; det er en erfaringssag
der intet har med matematik at ggre. Men om den formelle sandsyn-
lighedsmodel for terningekast (som vi mgder senere) kan man bewvise, at
“med sandsynlighed 1” vil den relative hyppighed af seksere ga mod 1/6
nar antallet af kast vokser ud over alle graenser (ifglge Store Tuls Sterke
Lov). Endvidere kan man bevise resultater om, hvor meget man skal
forvente at den faktisk observerede relative hyppighed al scksere kan
afvige fra 1/6 nar man foretager for cksempel 100 kast, og det viser sig
at disse teoretisk forudsagte afvigelser sternmer overens med det man
kan ga ud og observere. — At man sadan kan bevise noget der svarer
til erfaringsmeessige kendsgerninger, skal tages som et tegn pa, at sand-
synlighedsregningen faktisk er velegnet til at beskrive virkelighedens
tilfeeldighedsfaenomener.

Som det vil fremga af de gvrige dele af Basisstatistik-serien er sta-
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tistiske modeller langt fra altid naturalistiske modeller der foregiver
at efterligne faktiske tilfzeldighedsf&nomener fra virkeligheden; lige sa
tit er det modelbyggeren der afggr, hvad der skal anses for tilfeeldigt.
Statistikeren benytter sandsynlighedsmodeller til at beskrive sine til-
fzeldigheder, hvadenten disse er konkrete eller de vedrgrer stikprgver
fra. “hypotetiske uendelige populationer”. En pointe ved at formulere
statistiske modeller i matematiksprog er, at man sa kan bruge matema-
tikken (sandsynlighedsregningen) til at bevise setninger-om egenskaber
ved modellerne og ved de metoder man anvender for at analysere mo-
dellerne.

Selv om der altid kan ligge en intellektuel tilfredsstillelse 1 at udlede
resultater om en formel model, sa er meningen dog ogsa at resultater-
ne skal overseettes til udsagn om det som modellen er en model for.
Nar vi skal oversatte sandsynlighedsmodecllers udsagn til udsagn om
virkeligheden, vil vi bruge hyppighedsfortolkningen of sandsynligheder:

Sandsynligheder skal fortolkes somn relative hyppigheder i
det lange Igb'.

1Bémerk dog, at “skal fortolkes som” ikke er det samme som “er det samme

»
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Kapitel 1

Sandsynligheder pa endelige
maengder

Dette kapitel giver en elementeer indfgring til det matematiske begreb
en sandsynlighedsfordeling og dertil knyttede begrebsdannelser, bl.a.
stokastiske variable, og til transformationer og betingede fordelinger.

1.1 De grundl=eggende begreber

Det fgrste skridt i opbygningen af en sandsynlighedsmodel for et til-
feeldighedsfeenomen er simpelthen at afgrense de mulige resultater af
feenomenet og formalisere dem til en mangde (i matematisk forstand)
som traditionelt kaldes udfaldsrummet og hvis elementer tilsvarende
kaldes udfald. Indtil videre vil vi udelukkende se pa sandsynlighedsmo-
deller med et endeligt udfaldsrum, dvs. et udfaldsrum som er en endelig
mengde. Et typisk udfaldsrum kan hedde X = {z,2,,...,2Zm}, sva-
rende til at de mulige udfald er z,,2,,...,z,; vi vil illustrere &’ som 1
Figur 1.1.

Sandsynlighedsmodellen skal beskrive hvordan den samlede sand-
synlighedsmasse 1 er fordelt blandt de enkelte udfald, og derfor bestar
neeste skridt i opbygningen af modellen i, at der til hvert udfald z
knyttes et tal f(z) > 0 kaldet sandsynligheden for z, saledes at disse
sandsynligheder summerer til 1, dvs. f(z1) + f(z2) +... + f(zn) = 1.

3
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X

Figur 1.1: Et endeligt udfaldsrum.

X

Figur 1.2: Et endeligt udfaldsrum med sandsynlighedspinde.

Sagt pa en anden made skal vi angive en funktion f som afbilder ud-
faldsrummet X ind i [0, +o00[ og som opfylder betingelsen

f(21) + f@) + ...+ flem) = 1.

- i

=S f(z)

reX

En sadan funktion f hedder en sandsynlighedsfunktion, og den beskri-
ver en sandsynlighedsfordeling pa X'. Figur 1.2 er en illustration af
en sandsynlighedsfordeling; de enkelte pindes leengde f(z) angiver de
forskellige udfalds sandsynlighed, og de summerer til 1.

I den matematiske formalisme er man nu i stand til at tale om
sandsynligheden for et udfald z, nemlig f(z). Man vil imidlertid ogsa
gerne kunne tale om sandsynligheder for andet end enkeltudfald. Hvis
A er en mangde af udfald, cn sakaldt hendelse, dvs. A er en delmangde
af udfaldsrummet, s skal “sandsynligheden for A” betyde summen af
sandsynlighederne for enkeltudfaldene i A, se Figur 1.3. Traditionelt
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A

Figur 1.3: Et udfaldsrum med en haendelse A.

forkorter man “sandsynligheden for A” til P(A) '. At sandsynligheden
for A, dvs. P(A), er lig summen af sandsynlighederne f(z) for de enkelte
udfald z € A skrives

P(A) = ) f(=).

€A

Man kan opfatte P som en funktion der til hver hendelse A knytter
sandsynligheden P(A) for at A indtreffer. Denne funktion hedder en
sandsynlighedsfordeling (pa X).2

Eksempel 1.1. Terningekast

For det tilfxldighedsfeenomen der bestar i at kaste en almindelig
terning én gang og sc hvor mange gjne den viser, cr udfaldsrum-
met X = {1,2,3,4,5,6}. Hvis der ikke er nogen liksfakscrier ved
terningen, sa skal alle udfaldenc vel have samme sandsynlighed, og
da sandsynlighederne skal sutnmere til 1, ma hvert enkelt udfald
have sandsynlighed f(z) = 1/6. (Den derved beskrevne sandsyn-
lighedsfordeling kaldes af naerliggende grunde for ligefordelingen
pa X = {1,2,3,4,5,6}.) (Se Figur 1.4.)

1P kommer fra engelsk probability cller fransk probabilité eller latin probabilitas

2Laeseren kan med rette undre sig over, at det er P og ikke f der har beteg-
nelsen sandsynlighedsfordeling. Anledningen til at sprogbrugen er som den er skal
s@ges i problemer (og deres lgsning) ved indfgrelsen af sandsynligheder pa uendelige
abstrakte maengder, et emne vi ikke kommer ind pa her.
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X

Figur 1.4: Ligefordelingen. Hver pind har lengden 1/6.

Sandsynligheden for at 3 et ulige antal gjne er P(A), hvor A =
{1,3,5}. Man finder at

P(A) = 3 f(=)

TE€EA

= f(1)+ f(3) + f(5)
= 1/6+1/6+1/6
= 1/2.

a

Der er tit behov for en bekvem og naturlig betegnelse for et udfald
valgt tilfeeldigt med hensyn til en naermere angivet sandsynlighedsfor-
deling. Til det formal bruger man sdkaldte stokastiske variable®. Sto-
kastiske variable betegnes ofte med store bogstaver (X,Y,Z,...). Man
bruger dem pad den made, at man starter med at oplyse, at f.eks. X
er en stokastisk variabel med den og den fordeling; det betyder, at X
fremover betegner et udfald valgt tilfeldigt med hensyn til denne forde-
ling. Senere kan man sa lade X indga i alle udtryk hvor det er tilladt
at indseette punkter z fra X'. Eksempelvis kan man tale om sandsyn-
ligheden for at X € A eller for at X = z3. Hvis udfaldsrummet er en
maengde af tal der kan adderes, s& kan man tale om f.eks. X; + X hvis
X1 og X, er erkleret som stokastiske variable. -

Man plejer at skrive P(...) som forkortelse for “sandsynligheden for
at ... indtreeffer”; f.eks. betyder P(X € A) sandsynligheden for at X
tilhgrer A.

3Stokastisk betyder her noget i retning af “bestemt af tilfzldigheder, som falger
en vis fordeling”.
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1.2 Transformation og betingning

Hvis man har med ct tilfzldighedsfaenomen at ggre (eller blot et ekspe-
riment hvis resultat ikke kan forudsiges eksakt), kan man repraesentere
udfaldet af det med en stokastisk variabel X med en bestemt sandsyn-
lighedsfordeling. Nu kan det traeffe sig sa, at det ikke er X i sig selv
der har den egentlige interesse, men derimod en vis funktion ¢(X) af X.
(Eksempel: man er ikke interesseret i udfaldet af hvert enkelt af 100
mgntkast, men kun i det samlede antal Krone.) Derved bliver der en
opgave der hedder: bestem fordelingen af (X ). Denne opgave lgses ge-
nerelt under overskriften transformation af sandsynlighedsfordelinger.
— Det kan imidlertid ogsa ske at man ikke kan fa veerdien af selve X
at vide, men kun veerdien af en vis funktion ¢(X) af X (man far at vide
at modspilleren har “tre Hjerter”). Derved opstar en opgave af typen:
nar det er oplyst at ¢{(X) har vardien y, hvad kan man sa sige om X7
Denne opgave besvares formelt ved at bestemme cn betingel fordeling
af X givet at t(X) = y.

Transformation

Farst omtales transformation af sandsynlighedsfordelinger. 1 det mate-
matiske set-up er situationen den, at der foreligger to mangder X og
Y og en afbildning (transformation) t : X — ), jf. Figur 1.5. Pa X
er der en sandsynlighedsfordeling samt en stokastisk variabel X som
folger denne fordeling. Opgaven er da at finde fordelingen af den sto-
kastiske variabel Y = ¢(X), dvs. at finde P(Y = y) for ethvert y € ),
jf. Figur 1.6.

Lgsningen er ligetil: Da Y er defineret til at vacre {(X), er ¥ =y
ensbetydende med at t(X) = y, dvs. med at X € {z : t{(z) = y}, sa
derfor cr ’

P(Y =y) = P(XE€({z:t(z)=y}) (1.1)

= Y fla),

T t(x)=y

”

hvor f er sandsynlighedsfunktionen for X og hvor symbolet “ Z

T: t(z):y

betyder “summation over de z for hvilke t(z) = y”.
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Figur 1.5: En transformation ¢ fra X" til ).

o (O
oV

Figur 1.6: Sandsynlighedsfordelingen pd X’ skal transformeres.
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Figur 1.7: Transformation af en sandsynlighedsfordeling.

Transformationen ¢, der i forste omgang afbilder punkter i X over i
punkter i ), kan pa denne made ogsa afbilde en sandsynlighedsfordeling
pa X over i en sandsynlighedsfordeling pa Y, jf. Figur 1.7.

Eksempel 1.2. Terningekast, fortsat

Lad som hidtil i terningekasteksemplet
X = {1,2,3,1,5,6)
og indlpr desuden |
Y = {“delelig med 37, “ikke delelig med 3"} .
Indfgr endelig afbildningent : X — Y givet ved at
t(1) = t(2) = t(4) = t(5) = “ikke delelig med 3”

08
t(3) = t(6) = “delelig med 3” .

Den transformerede fordeling er her bestemt ved at
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Figur 1.8: Transformationen af sandsynli'ghedsfordeli:ngen‘i Eksempel 1.2.

P(“antal gjne deleligt med 3”) = 2/6 = 1/3

o8
P(“antal gjne ikke deleligt med 3”) = 4/6 = 2/3,
jf. Figur 1.8. o

Betingning

Vi gar herefter over til spargsmalet om at bestemmie betingede fordelin-
ger. Situationen er stadig den (jf. Figur 1.9), at der er to mangder X'
og Y, en afbildning t : X — Y og en sandsynlighedsfordeling for den
stokastiske variabel X pa X'. Det er denne gang givet, at den stokasti-
ske variabel Y = ¢(X) har vardien y. Opgaven er at finde ud af, hvad
man pa denne baggrund kan sige om X.

Man kan fgrst konstatere at mulighedsomradet for X er blevet ind-
skrzenket: X ma ngdvendigvis antage en vaerdi som ved ¢ afbildes over
i y, dvs. X ma tilhgre delmangden X, = {z : t(z) = y} af &, jf. Ti-
gur 1.10. Endvidere ma det viere sadan, at hvis l.eks. 2, og @, begge
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Figur 1.9: Transformeret sandsynlighedsfordeling.

Figur 1.10: t bestemmer en klassedeling af X
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afbildes over i det samme y, dvs. z; og =, begge tilhgrer X, sa kan op-
lysningen t(X) = y ikke @ndre pa forholdet mellem sandsynlighederne
for at X = z; hhv. X = z,. Det vil altsa sige, at forholdet mellem de
betingede sandsynligheder givet at t{(X) = y for at X = z; hhv. X = z,
cr lig med forholdet mellem de oprindelige ubetingede sandsynligheder
for at for-at X = z; hhv. X = z,. Det skrives lidt mere overskueligt
som

P(X =z |(X) =y) _ P(X =)
P(X = z,|t(X) =3/),: , P(X = z,) ,

hvor P(X = z ‘ t(X) = y) er standardbetegnelsen for “den”betingede
sandsynlighed for at X = z givet at t(X) = y”. '
Der ma derfor gelde at

k X =1x) hvist(z)=y,
X = 2 4) =) = { X P(X =g) hvist(z) = y

0 ellers

hvor k er en konstant der bestemmes sdledes at de betingede sandsyn-
ligheder givet at t(X) = y summerer til 1. Nu er

S PX=z|t(X)=y) = Y kxP(X=z)

zelX TEX,

= kx 3 P(X =2z

T€Xy,
= kxP(X €A,
= kxPU(X)=y),

sa konstanten skal vaere k = 1/P(¢(X) = y). Vi har hermed bestemt
den betingede sandsynlighed for at X = z givet at t(X) =y :

P(X=z .
. hvis ¢(X) =
P(X:a:'t(X)zy) = P =y) '° (X)
0 ellers .
Den sandsynlighedsfordeling pa A’ som har sandsynlighedsfunktionen
fizm— P(X = z|t(X) = y) hedder den betingr’de fordeling af X givet

at {(X) = y*. Figur 1.11 viscr ct eksempel pd betingede fordelinger.

4Bemacrkning: I udledningerne (og i den resulterende formel) er det stiltiende
forudsat at P(¢(X) = y) ikke er 0; hvis P(¢(X) = y) cr 0, sa kan man som betinget
fordeling af X givet at t(X) = y valge en hvilken som helst sandsynlighedsfordeling
pa X),.
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Figur 1.11:

1) Den betingede fordeling af X givet at ¢(X) = y;.
2) Den betingede fordeling af X givet at t(X) = y,.
3) Den betingede fordeling af X givet at t(X) = y,.
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Eksempel 1.3. Terningekast, fortsat

Sandsynligheden for at {4 en toer givet at man far et antal gjne
som ikke er deleligt med 3 er
] P(2gjne)  _1/6 1

P(ikke delelig med 3) ~ 2/3 ~ 4

a

Vi har set at man ud fra X og t kan bestemme dels fordelingen af

~ t(X), dels de betingede fordelinger af X givet at ¢{(X) = y. Imidlertid

kan man ogsa regne tilbage: hvis man kender fordelingen af t(X) og
den betingede fordeling af X givet at {((X) = y for cthvert y € t(X),
sa kan man ud fra disse finde den oprindelige fordeling af X. Det ses
ved at gange med P(1(X) = y) pa begge sider af lighedstegnet 1 (1.2)
og skrive #(x) i stedet for y; sa far vi udtrykt P(X = z) ved hjeelp af
de betingede sandsynligheder og de transformerede sandsynligheder:

P(X=2z) = : (1.2)
P(X = z|t(X) = t(z)) x P(¢(X) =1(=)) .

1.3 Sammensatte forsgg

De tilfeldighedsfzenomener man har med at ggre er meget ofte faenome-
ner der med rimelighed kan opfattes som sammensat af et antal simplere
del-fenomener (man kaster mgnten eller terningen mange gange; man
foretager mange malinger pa hvert forsggsdyr; man maler pa mange
forsggsdyr etc.). Fra et modclbygningsmaessigt synspunkt er det derfor
bekvemt med nogle teknikker til opbygning af stgrre modeller ud fra
simple delmodeller.

Lad os sige at udfald af det samlede forsgg eller feenomen indehol-
der n komponenter z;, 24, ..., %, og at udfaldsrummet tilsvarende kan
skrives som en produktmacngde

X = X[XXQX...XX,,,

dvs. at et udfald kan skrives som & = (zy,x3,...,%,). En stokastisk
variabel til at repraesentere det tilfaldige udfald af forspget kan tilsva-
rende skrives som X = (X7, X2,...,X,); en sadan stokastisk variabel
vil man kalde en n-dimensional stokastisk variabel .
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Den stokastiske variabel X = (X, X3,..., X,) har en sandsynlig-
hedsfunktion f(z;,z2,...,z,) der beskriver den simultane fordeling af
X1, Xa,...,X,. Den dertil hgrende marginale fordeling af f.eks. X, er
fordelingen af z, alene uden hensyn til de gvrige komponenter. Fra et
matematisk synspunkt er den marginale fordeling af f.eks. X, lig med
den transformerede fordeling af X = (X, X2,...,X,) ved transforma-
tionen t : (z1,22,...,Zs) — 2z, og findes derfor ved brug af (1.1) der
viser at man far sandsynlighedsfunktionen f;(z,) for marginalfordelin-
gen af X, ved at “summere ., 23,%,4,...,Z, ud”: ‘

f2($2) = P(t(X)=l‘2)
= Z f($la$27""xn)

T:t(T)=y
= ZZZ...Zf(lTl,wz,---axn)-
Ty T3 I4 Tn

Eksempel 1.4. Marginal og simultan fordeling

Antag at X = X} x Xy = {1,2,3} x {1,2}, hvilket illustreres
saledes:

2
1

—{eo e
N e e
wie e

Der er pa X' en sandsynlighedslordeling med sandsynlighederne

02 04 01
01 01 01

Det vil f.eks. sige at f(1,2) = 0.2, hvor f er sandsynlighedsfunk-
tionen for X. :

Her har vi den simultane og de marginale fordelinger:

den simultane 02 04 01 0.7 den marginale

fordeling af X, — 01 01 01 03| © fordeling af X,
og X2

den marginale -
fordeling af X, - [0'3 05 02 I ll | — totalsummen
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Derved er begreberne marginal og simultan fordeling illustreret.

Af hensyn til det fglgende bestemmes ogsa de betingede fordelin-~

ger af X, givet X, °. Fordelingerne er

2/7 -4/7 1/7] nir X, =2,

1/3 1/3 1/3| néar X, = 1.

De to betingede fordelinger er forskellige, og det betyder at X,
indcholder information om X,: Givet at X, =1 er alle z,-vardier
lige sandsynlige, men givet at X, = 2 er f.eks. udflaldet z, = 2
fire gange sa sandsynlig som udfaldet £; = 3. — Man taler om
at X, og X, er stokastisk afhaengige. o

Nar man skal opbygge modeller for sammensatte feenomener ud fra
modeller for delfeenomener, er det lettest at ggre i de situationer hvor
det er sadan, at udfaldet af ét bestemt delfeenomen ikke pavirkes af
hvad udfaldene af de andre delfzenomener nu tilfeeldigvis blev. Man
taler om at delfeenomenerne er stokastisk uafhangige. Den formelle
definition af stokastisk uafhangighed er:

Definition: Stokastiske variable X, X5, ..., X, er stokastisk uafhen-
gige, nar det for enhver af de variable gaclder, at dens betingede
fordelinger givet en eller flere af de gvrige variable kan valges som
dens ubetingede (marginale) fordeling.

Definitionen viser (forhabentlig) at begrebet stokastisk uafhangighed
er et fornuftigt begreb, men det fremgar ikke hvordan det kan veere
til gavn 1 modelbygningsmaessige sammenhenge. Det viser sig imid-
lertid, at nar stokastiske variable er uafhangige, sa kan deres simul-
tane sandsynlighedsfunktion skrives som et produkt af de marginale
sandsynlighedsfunktioner for de enkelte komponenter, og derfor er det
let at opskrive den simultane sandsynlighedsfunktion nar man kender
de enkelte komponenters marginale sandsynlighedsfunktioner. Denne
egenskab ved stokastisk uafhengighed er preciseret som

Saetning 1.1 Stokastiske variable X1, Xa,...,Xn er stokastisk uaf-
hengige, hvis og kun hvis deres simultane sandsynlighedsfunktion

SEller rettere: de marginale fordelinger af X; i de betingede fordelinger af
(Xl,Xz) givet Xz.
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f(z1,23,...,7,) kan skrives som et produkt af de enkelte komponen-
ters marginale sandsynlighedsfunktioner, dvs. hvis og kun hvis

f(z1,22,..,20) = fi(z1) X fa(z2) X ... X [ulza),

hvor fi(x;) er den marginale sandsynlighedsfunktion for X;.

Her er ideen til beviset for setningen; for overskuelighedens skyld an-
tager vi at n = 3:

1. Vi viser fgrst “kun hvis”, sa det antages at X-erne er uafhzengige.
Ved hjelp af 1.2 fis omskrivningen

f(z1,20,23) = P(X;=12,X, = T, X3 = T3)
= P(X)y=2,,X, =25, X3= x3| Xg = 39, X3 = 13)
x P(X; = 22, X3 = 3)
= P(X, ==, | X, = 22, X3 = z3)
X P(X3 = 3, X35 = 73) -

Ifglge antagelsen om uafhangighed er den betingede sandsynlig-
hed P(X; = z1|X2 = 23, X3 = z3) lig med den marginale sand-
synlighed P(X; = z;) som pr. definition er lig fi(z;). Dermed
har vi at ‘

flzy,22,23) = fi(z)) X P(Xy = 29, X5 = 23) .

I denne formel omskrives sidste {aktor ved at bruge samme trick
en gang til:

P(Xy =22, X3 =15) = P(Xo= 5| Xy =3) x P(X3 = 3)
= fa(xa) X fa(zs) ,
sa alt i alt er

Sz, 29,23) = fi(z1) x faz2) X f3(3) .

Det var idecn til beviset for den enc halvdel (“kun hvis”) af saet-
ningen. Den anden den (“hvis”) forlgber saledes:
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2. Antag i denne omgang at den simultane sandsynlighedsfunktion
er et produkt af de marginale sandsynlighedsfunktioner

f(@1,22,23) = fi(z1) X fa(z2) % f3(z3) -
Da er f.eks. (if. (1.2)) :
P(Xy = 1| Xz = 22, X5 = 23)
= P(X,=21,Xs =12, X3 = :1'3| X2 =29, X3 = x3)

P(X, =21, X; = 23, X3 = 13)
P(Xg = .'Eg,Xa = .'II3)

f(Ilaz% 1‘3)

Zz, f(Zl, x2,$3)

Jizy) x fa(z2) % fa(zs)
¥ Jilz1) x fa(z2) x fa(zs)

fl(xl)
>z, f1(z1)

= filzm)/1
= fi(z1) .

Dermed er vist, at den betingede fordeling af X, givet at X, = =z,
og X3 = z3 er lig med den marginale fordeling af X.

Eksempel 1.5. Opbygning af stgrre modeller ud fra mindre

Vi illustrerer hvordan man kan bruge Satning 1.1 ved opbygning
af stgrre modcller ud fra mindre modeller med fglgende (afgjort
ikke szerlig relevante) cksempel.

Som led i et spil kaster hver spiller en almindelig terning én gang
og en lidt skaev mgnt to gange. Udfaldsrummet for dette ekspe-
riment er

X = {1,2,3,4,5,6} x {Plat, Krone} x {Plat, Krone} .
Sandsynlighedsfunktionen for terningekast-delen er

f.(’r,) = 1/6, .7?]’—‘],2,3,4-,5,6.
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Mgnten er som naval lidt skaev, sa den viser ikke Krone med
sandsynlighed 1/2 men med en sandsynlighed som er lidi mindre,
vistnok omkring 2/5. Da talveerdien ikke er helt kendt, ngjes vi
dog med at kalde sandsynligheden for p. Sandsynlighedsfunktio-
nen for det fgrste mgntkast er sa

P nar o = Krone,

fa(z2) = {

1 — p nar z; = Plat,
og sandsynlighedsfunktionen for det andet mgntkast er

p nar T3 = Krone,

f3($3) = {

1 —p nar z3 = Plat.

Det ma vare rimeligt at gi ud fra, al terningekastet og de to
mpntkast ikke pavirker hinanden, at de altsi er stokastisk uaf-
hangige. Sa er den simultane sandsynlighedsfunktion produktct
af de marginale sandsynlighedsfunktioner:

fz1,29,23) = fi(z1) x fa(z2) X fa(z3) -

Eksempelvis er da sandsynligheden for, forst at fa en femmer, sa
Plat og til sidst Krone

f(5,Plat, Krone) = 1/6 x(1—p)xp
= p(1-p)/6.

Eksem.pel 1.6. Om fortolkningen af usaedvanlige haendelser

Ved 100 kast med en terning har man ingen af gangene fiet en
sekser. Hvad skal man sia mene om chancen for at kast nr. 101

gar hen og giver en sekser?

Mange “almindelige mennesker” (og mange spillere!) mener, at
chancen for en sekser i den situation er vaesentlig stgrre end 1/6
(det er noget med at Naturen har sparet en hel masse seksere
sammen ... ).
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Sandsynlighedsteoretikeren mener at de enkelte kast er stokastisk
uafhaengige; i sa fald er det komplet ligegyldigt hvad de forste 100 -
kast gav, kast nr. 101 giver en sekser med sandsynlighed 1/6.

Statistikeren mener ogsa at kastene er stokastisk uathengige. Det
benytter han til at udregne, at for en almindelig terning er sand-
synligheden for 0 seksere i 100 kast lig (5/6)'®° = 1.2 x 1078,
I henhold til-hyppighedsfortolkningen-af sandsynligheder (side 2)
gealder,-at hvis vi gentager forspget “100 kast med terningen” et
stort antal gange, sa vil heendelsen “0-seksere” indtrefle i ca. en
ud af 100 millioner gange, i det lange lgb. Statistikeren vil si-
ge, at da handelser med sa lille sandsynlighed “ikke indtrefler
i praksis”, tyder observationerne pa at der er noget suspekt ved
terningen. Statistikeren vil derfor vere lilbgjeclig til at mene, at
chancen for at kast nr. 101 giver en sekser er viesentlig mindre
end 1/6. 0



Kapitel 2

Sandsynligheder pa R
og pa R".

De sandsynlighedsmodeller som statistikeren har brug for er ingenlun-
de altid modeller hvor udfaldsrummet er en eller anden ustruktureret
endelig maengde svarende til kvalitative observationer. Meget ofte ¢n-
sker man at formulere modeller for kvantitative observationer, typisk
enten antal (“tzlletal”) eller malinger pa en kontinuert maleskala.

Hvis man vil opstille en model for et facnomen hvor udfaldet er en
antalsvariabel, sa er der i almindelighed to muligheder for hvad udfalds-
rummet & bgr veere:

e X kan vere en endelig mangde {0,1,2,...,n} (for en passende
verdi af n), svarende til at der er en kendt gvre graense for de
mulige observationer.

e X kan vare den uendelige mangde
No = {0,1,2,} .

bestacnde af alle ikke-negative hele tal, svarende til at der prin-
cipielt ikke er nogen gvre gracnse for, hvilket udfald man kan
observere.

[ begge tilfeelde ligger udfaldene adskilt fra hinanden, og man taler om
et diskret udfaldsrum og om en diskrel stokastisk variabel.

Nar man derimod skal modellere et fz2nomen hvor udfaldet er en
kontinuert varierende stgrrelse, en “maling” (f.eks. af en tid, hgjde,

21
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lzengde, masse, koncentration etc.), sa kan man ofte benytte en af fgl-
gende typer udfaldsrum: - - ,

e X kan vare den reelle talakse
‘R = |—o0,+00[,

~ svarende til at der ikke er nogen hverken gvre eller nedre graense
for de mulige observationer.

o X kan vare ct nedadtil begraenset delinterval af R, typisk de
positive reelle tal |0, 4+o00[, svarende til at der er en kendt nedre
grense for de mulige observationer. '

e X kan vare et begransct interval af R, f.eks. [0,1] eller [0, 27,
svarende til at der er bade en kendt gvre og en kendt nedre graense
for, hvilke observationer det er muligt at fa.

I sddanne udfaldsrum geelder, at et givet udfald z har naboer vilkarligt
tet ved sig; udfaldsrummet er sammenhangende, kontinuert.

Vi skal nu se, hvordan man beskriver sandsynlighedsfordelinger for
en stokastisk variabel X pa de to forskellige slags udfaldsrum.

2.1 Diskrete fordelinger

Et udfaldsrum af typen X = {0,1,2,...,n} er en endelig meangde,
sa sandsynligheder pa et sadant udfaldsrum kan beskrives fuldstendig
som 1 Kapitel 1, nemlig ved hjalp af en sandsynlighedsfunktion f:

f(z) = P(X=1z),zeX,
hvor f er ikke-negativ og summerer til 1:
f() 20, zeX,

og L
S flx) = 1.

rekX

Figur 2.1 viser el cksempel pa en sandsynlighedsfunktion.
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t a5k
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Figur 2.1: En sandsynlighedsfunktion f pd {0,1,...,n}.

Ogsa hvis udfaldsrummet er X = Np = {0,1,2,...} beskriver man
sandsynlighedsfordelinger ved en sandsynlighedsfunktion

f(z) = P(X=2z),z€ k.
Her skal stadig geelde at
flz) 20, zed,

og
> flz) =1,

z€X

men den sidste betingelse (at f skal summere til 1) er knap sa uskyldig
som fgr, for nu handler den om at summere uendelig mange tal.

Eksempel 2.1. Den geometriske fordeling

Man slar Plat eller Krone med en mgnt som er skaev og som giver
Krone med sandsynlighed p. Lad X betegne det antal gange
man slar Plat inden den fgrste Krone. X er da en stokastisk
variabel der i princippet kan antage en hvilken som helst ikke-
negativ heltallig veerdi, dvs. udfaldsrummet er X = No.

Man kan vise, at under de sadvanlige antagelser om mgntkast er
P(X =2) = P(forst z gange Plat og sa 1 gang Krone)

= p(1-p)°,
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dvs. fordelingen af den stokastiske vanabel X er givet ved sand-
synlighedsfunktionen

f(I) = p(l_p)ra 3::05172"7-- . (21)

Denne fordeling hedder den geometriske fordeling med parame-
ter p. Figur 2.2 vise et eksempel pa en sandsynlighedsfunktion
for en geomeétrisk fordeling.

Sandsynlighederne (2.1) summerer til 1,

o0

> I@) =1,

z=0
forstaet pa den made at

llme 1.

N-+oo

I det aktuelle eksempel er

N N
S flz) = DY pll—p)

r=0 =0
1-(1—p)Nt!
1—(1-p)
= 1- (1 _p)N+1

ifglge reglen om summation af en kvotientraekke. Det ses at

N
’Vli“n&xz:;f(z) = Jim (1-(1-p)"*)

= 1.

2.2 Kontinuerte fordelinger

Hvis udfaldsrummet er den reelle akse eller et delinterval af den reclle
akse, sa beskriver man en sakaldt kontinuert sandsynlighedsfordeling for
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I\M&.
0.4
0.2 4 |
7[]1. -
01 23 ¢5¢ ... X

Figur 2.2: Sandsynlighedsfunktionen for den geometriske fordeling med
p = 0.382.

X ved hjelp af en funktion der hedder en sandsynlighedstethedsfunk-
tion; denne forteeller, som navnet antyder, for hvert punkt z i udfalds-
rummet hvor “tet” sandsynlighedsmassen ligger netop dér. Formelt
defineres sandsynlighedstathedsfunktionen f(z) for X ved

fz) = lim P(X ligger i et h-interval omkring z) .
ANO 3

Her er “et h-interval omkring z” et interval af leengde h > 0 omkring z.
Definitionen betyder altsd, at P(X ligger i et h-interval omkring x) ca.
er lig med f(z) x h nar h er ner 0. Figur 2.3 viser et eksempel pa
hvordan en sandsynlighedstaethedsfunktion kan se ud; bemeerk i gvrigt,
at sandsynlighedstathedsfunktioner pr. definition altid er > 0.

Udfra taethedsfunktionen f kan man bestemme alle hande sandsyn-
ligheder vedrgrende X. Lad os prgve at bestemme P(a < X < b)
hvor @ < b: Del intervallet ]a,b] op i N smaintervaller af laengder
hiyhoy ... hy:

hy ha ha E hn

—
-
v
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N
0.1§
0.lo - #
0,05~
T [] y T [ ] [ 1) [ [] ;
2 4y 6 8 o 12 4 le --- x

Figur 2.3: En sandsynlighedstathedsfunktion f.

Nu er den sggte sandsynlighed P(e¢ < X < b) lig med summen af
sandsynlighederne for at X ligger 1 de forskellige smaintervaller, altsa

P(X €]z, 21]) + P(X €]z, 22]) + ... + P(X €]an-1,20]) -

Velg et punkt z i hvert interval. Det punkt der veelges i det i-te interval
betegnes z;. Da interval nr. ¢ er et h;-interval omkring z; er

P(X E]Z,’_I,Z;]) =~ f(:c,) X h,' .
Alt i alt er da
Pla< X <b) = f(z))hi + f(z2)ha+ ...+ f(zn)hy . (2.2)

Hvad hgjresiden i denne formel er, illustreres i Figur 2.4 1 tilfeeldet
N = 4. Nar man ggr antallet N af delintervaller stgrre og stgrre og
samtidig ger delintervallernes lzngder mindre og mindre, vil man i
grensen fa selve arealet under kurven f, og vi har dermed fundet at

b
Pla< X <b) = / f(z)dz
jf. Figur 2.5. Det forhold at X altid vil vaere beliggende ct eller andet

sted pa talaksen indebacrer at P(—oo < X < 4+00) ma veere lig 1, og
det betyder igen at [ integrerer til 1: \

/;:of(x)(lx = 1.
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v

Figur 2.4: Arealet af det skraverede omrade er hgjresiden i (2.2).

q\
Xy

a

Figur 2.5: Arealet af det skraverede omride er P(a < X < b) =

/abf(x)dz .
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Disse lgse betragtninger kan (under forudsatning af passende anta-

“gelser om f) bevises formelt; hvilket vi dog ikke vil ggre her. Vi ngjes

med en oversigt over nogle vigtige resultater om henholdsvis sandsyn-
lighedsfunktioner og sandsynlighedstathedsfunktioner.

" 1 det diskrete tilfeelde galder for en stokastisk variabel X med
sandsynlighedsfunktion f

1. f(z) = P(X =1x).
- B b -
2. Pla< X <b) = )  [f(z),nira <ber heltal.

r=a+1

3.2 J(k) = 1.

I det kontinuerte tilfzelde gelder for en stokastisk variabel X med
sandsynlighedsteethedsfunktion f

L f(z) = lim P(X ligger i et h-i;:te,val omkring 7)

b
2. Pla< X <b) = /f(x)d:c, nira<b.

3, /jﬂmm = 1.

2.3 Fordelingsfunktionen

Alle slags sandsynlighedsfordelinger pa den reelle akse eller delmaengder
af den reelle akse kan beskrives ved hjelp af deres kumulerede forde-
lingsfunktion (eller blot: fordelingsfunktion). Fordelingsfunktionen F
for fordelingen af den stokastiske variabel X defineres ved

F(z) = P(X<z),z€R. (2.3)

Hvis X er heltallig, kan man udtrykke fordelingsfunktionen F' ved sand-
synlighedsfunktionen f, og omvendt:

Flz) = Y f(2),

z<zx

fz) = F(z)=F(z—1). (2.4)
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Hvis X er kontinuert ser sammenhngen mellem fordelingsfunktionen
F og sandsynlighedstathedsfunktionen f sadan ud':

F@) = [ f@)dz,
F'(z) .

Eksempel 2.2. Fordelingsfunktionen for den geometriske
fordeling

Lad X folge den geometriske fordeling med parameter p, j{. Ek-
sempel 2.1. Sandsynlighedsfunktionen for X er altsd f(z) =
p(1 = p)*,z = 0,1,2,... . Vi vil finde den kumulerede forde-

lingsfunktion F.

For det fgrste er F(z) = 0 nar x < 0, og hvis z er et ikke-negativt
heltal er :

F(z) = 3 f(2)

2<zx
= Y p(l—p)
=0
1 — (1 _ p)x-H
1-(1-p)
= 1-(1-p"
ifplge reglen om summation af en kvotientraekke.

Omvendt er
Fz)=F(z-1) = (1-p)"=(1-p)™"
= p(1 -p)°
= f(z),
hvilket illustrerer (2.4).

I Figur 2.6 illustreres sammenhangen mellem F og f. f(z) er F-s
spring i punktet z, og F(z) er summen af f-veerdierne til venstre
for eller i z. o

!1 differential- og integralregningens forstand er F' en stamfunktion til f og f er
den afledede af F.
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A
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Figur 2.6: Fordelingsfunktionen F' og sandsynlighedsfunktionen f for den
geometriske fordeling med p = 0.382.
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Eksempel 2.3. Eksponentialfordelingen

Den geometriske fordeling blev indfgrt i Eksempel 2.1 som forde-
lingen af “ventetiden” indtil en bestemt begivenhed (mgnten viser
Krone) indtraeffer for forste gang. Denne “ventetid” males som
“antal gange et bestemt forspg skal gentages indtil den gnskede
begivenhed indtraffer”.

Nu er man tit interesseret i at opstille sandsynlighedsmodeller for
rigtige ventetider, altsa sidan nogen som angives pa den ssedvan-
lige kontinuerte tidsskala og som males ved hjzlp af et ur. Man
kunne eksempelvis spge en fornuftig sandsynlighedsmodel for ven-
tetiden indtil en bestemt slags begivenhed indtrafler, forudsat at
begivenhederne indtrafler “fuldsteendig tilfzeldigt”. I Basisstati-
stik-noterne bliver der argumenteret for, at sadanne ventetider
undertiden kan beskrives med cn eksponentialfordeling.

Eksponentialfordelingen med parameter A er den kontinuerte
sandsynlighedsfordeling (pa udfaldsrummet X = 0, +o00[) med
sandsynlighedsfunktion

f(z) = Aexp(—Az), z>0.

Her er A en positiv parameter som beskriver den intensitet hvor-
med hegivenhederne indtraffer (dvs. desto stgrre A, jo oftere op-
treeder begivenhederne).

Den kumulerede fordelingsfunktion for eksponentialfordelingen er

(forz > 0)
F(z) = /_;f(z)dz

- /IAexp(—Az)dz
0
= 1—exp(—Az) .

I Figur 2.7 illustreres sammenhangen mellem I og . f(x) er
differentialkvotienten af F' i punktet x, og I'(z) cr arealet under
kurven f pa intervallet | — oo, z). m

2.4 Fraktiler

Fordelingsfunktionen F' for en sandsynlighedsfordeling er lgsningen pa
alle opgaverne
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Figur 2.7: Fordelingsfunktionen F' og sandsynlighedstathedsfunktionen
f for eksponentialfordelingen med A = 1.618.
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Man har ct bestemt z. Man sgger sandsynlighe(lcn for at
fa en observation til venstre for z.

I visse forbindelser, bl.a. i forbindelse med test af statistiske hypoteser,
har man brug for at Igse de omvendte opgaver

Man har et tal a mellem 0 og 1. Man sgger et z, med den
egenskab, at sandsynligheden er a for at fa en observation
til venstre for z,,.

Et sidant tal z, kaldes en a-fraktil i den pagzldende sandsynligheds-
fordeling. Opgaven at bestemme a-fraktiler kan lidt mere formelt for-
muleres som opgaven at lgse ligningen '

F(z) = «a (2.5)

med hensyn til z, og problemerne opstar derved at fordelingsfunktio-
nen F ikke ngdvendigvis er bijektiv. Det eneste man kan udlede af
definitionen (2.3) er, at F er voksende og kontinuert fra hgjre, og det
medfgrer ikke at (2.5) altid har preecis en lgsning. Figurerne 2.8-2.10
illustrerer hvad slags problemer man kommer ud for. Som det frem-
gar af figurerne er det ikke helt oplagt hvordan man skal definere en
o-fraktil. Man plejer at benytte fglgende definition:

En a-fraktil for sandsynlighedsfordelingen med fordelings-
funktion F er et tal z, med den cgenskab, at F(zq—h) < «
og F(zo + h) > afor alle h > 0.

Efter denne definition findes der til hvert o € ]0,1{ mindst én o-fraktil,
og mangden af a-fraktiler udggr et afsluttet interval, eventuelt et enkelt
punkt. ‘

2.5 Flerdimensionale fordelinger

Ogsa n-dimensionale stokastiske variable kan have en kontinuert sand-
synlighedsfordeling. Lad der vacre tale om en n-dimensional stokastisk
variabel X = (X, X2,..., X,) pa udfaldsrummet X = R" (eller en
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Figur 2.9: - her er ogsd én a-fraktil z,, men F(z,) # a.
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Figur 2.10: - her er et helt interval af o-fraktiler. F(z,) = a for dem
alle med undtagelse af intervallets hgjre endepunkt.
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Figur 2.11: Et h-interval omkring = (24, z2).

passende delmaengde heraf). I 'lighed med det just behandlede endi-
mensionale tilfelde antages det, at sandsynlighedsfordelingen for X
kan beskrives ved en sandsynlighedstathedsfunktion

. P(X ligger i et h-interval omkring @)
f(x®) = lim m = )
hNo stgrrelsen” af h

Her betegner @ = (z;,z2,...,%,) et punkt i udfaldsrummet, og h =
(h1,ha, ..., hy) er en n-tupel af positive tal. Endvidere er “et h-interval
omkring &” en mangde af formen I} x I; x ... x I, hvor I; er et h;-
interval omkring z;, og endelig er “stgrrelsen” af h ganske enkelt tallet
hyhy ... h,.

For at vise hvad meningen er, ser vi pa det to-dimensionale tilfeel-
de, hvor vi kan lave tegninger. | Figur 2.11 illustreres et h-interval:
det er et rektangel, og stgrrelsen af h (eller af h-intervallet) er ikke
andet end arealet af rektanglet. Figur 2.12 er et forspg pa at vise, hvor-

dan en sandsynlighedsteathedsfunktion for en to-dimensional stokastisk
variabel X = (X, X3) kan se ud. '

I det en-dimensionale tilfzelde kunne man bestemme sandsynlighe-
der ved at regne integraler ud. Det kan man ogsa i det n-dimensionale
tilfeelde, blot bliver det her n-dobbelte integraler. Hvis vi forsigtigt
holder os til det to-dimensionale tilfalde er f.eks.

P((l] <X1 Sbl og 02<X25b2)

by rb2
= / / f(;L'],.’EQ)d(I:Qd.Tl . (26)
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Figur 2.12: Tathedsfunktion for en todimensional fordeling.

Ogsa n-dimensionale teetheder skal (vere ikke-negative og) integrere
til 1, for n = 2 altsa specielt

+o00  p4o0
/ / f(zy,22) dxadzy, = 1.

Nar man kender den simultane tacthedsfunktion for nogle stokastiske
variable, kan man let bestemme sandsynligheder og tacthcdsfunktioner
for et eller andet delsat af de variable. Antag f.eks. at (X7, X;) har en
simultan tathedsfunktion f(z,z2). Sa far man ved at benytte (2.6)

Pla< X;€b) = Pla<X;<bog —oo< X; < +00)

+00
= / f(z1,22) dzodz,

= /;(/f f(ﬂ],'l)2)d'1,2> day .

Heraf fremgar det, at funktionen
+00 .
| I z) das (2.)

er tacthedsfunktion for Xy i dennes marginale fordeling,.
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Definitionen pa stokastisk uafhangighed (side 16) gaelder helt u-
zndret for flerdimensionale kontinuerte variable. Desuden galder en
pendant til Sezetning 1.1:

Sztning 2.1 Kontinuerte stokastiske variable Xy, X,,...,X, er sto-
kastisk uafhengige, hvis og kun hvis de har en simultan sandsynligheds-
‘tethedsfunktion f(z,,zs,...,z,) som kan skrives som et produkt af de
enkelte komponenters marginale sandsynlighedstethedsfunktioner, altsd
som

f(z1,22,...,22) = fi(z1)fo(z2) ... falzn)

hvor fi(z;) er den marginale tethedsfunktion for X;.

2.6 Transformation af kontinuerte forde-
linger

I afsnit 1.2 har vi beskeeftiget os med operationen transformation af en
sandsynlighedsfordeling og bestemmelse af betingede sandsynligheder.
Disse tidligere overvejelser gaclder helt uden videre for diskrete sandsyn-
lighedsfordelinger pa den reelle akse, hvorimod der for de kontinuerte
fordelingers vedkommende er forskellige tekniske modifikationer. Men
fprst kan der vere grund til at dvale et gjeblik ved den diskrete udga-
ve af en bestemt type transformationer af stokastiske variable, nemlig
summer af stokastiske variable. '

Eksempel 2.4. Eksempel pA bestemmelse af fordelingen af
summen Y = X, + X, af to heltallige stokastiske variable
X, og X,

Antag at X, og X, er heltallige stokastiske variable med simultan
sandsynlighedsfunktion

f(IEl,EQ) = P(X] = ZII],XQ = .’82) .
Lad os sige at udfaldsrummet er X = {1,2,3} x {1,2,3}, hvilket

kan illustreres saledes:

3|e o o
2|06 o o
1o o o

1 2 3
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Pa naste illustration er angivet de delineengder af udfaldsrummet
der-svarer til at y = =, + x5 er noget bestemt. -

NN
2 QS%
1 S8

1 2 3

Eksempelvis er den del af udfaldsrummet der svarer til y = 3
punkterne (2,1) og (1,2); sandsynligheden for at' Y cr lig 3 er
derfor summen af sandsynlighederne for at (X, X;) er (2,1) og
for at (X, X2) er (1,2).

Hvis den simultane fordeling af X, og X, f.eks. er givet ved

3102 01 01

2101 01 01

1{01 01 01}’
1 2 3

sa ser fordelingen af Y = X, + X; saledes:ud:

P(Y =y)
0.1
0.2
0.4
0.2
0.1
1

O O W N

Den stokastiske variabel Y = X, + X, har da (ifglge den generelle
regel (1.1) pa side 7) sandsynlighedsfunktionen

9y) = Y flanm)

(z1,22) 1 ;14 z2=Yy

= Z,f(y—x,x) .

O

Generelt éaelder, at hvis X; og X, er stokastisk uafhaengige heltallige
variable, sa er (ifglge Seetning 1.1) deres simultane sandsynlighedsfunk-
tion et produkt af de marginale sandsynlighedsfunktioner for X, og X,,

flzy,22) = f|($1) X fa(z2)
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oRy

}
Figur 2.13: Opgave: Transformation af en taethed.

og formlen for sandsynlighesfunktionen for Y = X; + X; bliver da

9y) = Y fily—2)fa(z). (2.8)

Vi skal 1 naeste afsnit se hvordan man béstemmer tathedsfunktionen
for en sum af to kontinuerte stokastiske variable.

Vi vil nu beskaftige os med opgaven transformation af en endi-
mensional kontinuert sandsynlighedsfordeling, dvs. opgaven: bestem
teethedsfunktionen g¢(y) for den transformerede stokastiske variabel
Y = t(X), nar X har tecthedsfunktionen f(z), og nar afbildningen ¢ er
tilstrekkelig “pzen”. Man kan ogsa kalde opgaven for transformation
af tetheder. Figur 2.13 illustrerer opgaven.

Da det gar ud pa at bestemme g(y) der skal veare

. P(Y ligger i et h-interval omkring y)
lim
hN\.0 h

)

ser vi fgrst pa P(Y ligger i ¢t h-interval omkring y). Det hele afhaenger
af hvordan transformationen ¢ nzermere er indrettet, men antag f.eks. at
t er som skitseret pa Figur 2.14. Nu indtcgnes det punkt y i hvilket vi
skal finde g(y), samt et h-interval omkring y, og vi far Figur 2.15. (Pa
figurerne er t tegnet pan og glat; vi vil faktisk til de fglgende overvejel-
ser antage, at t er kontinuert differentiabel og at differentialkvotienten
t’ er forskellig fra 0 undtagen i et endeligt antal punkter.)
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XVI

Figur 2.14: Afbildningen ¢.

.
*

* - o
»
.
+
.

faf-

| 1
A . t.
N A0 b g V.
' Do 1 L
D - o Co
. . : L . _ ) . } N
/ '4; !l'v ¢t x/

3

Figur 2.15: Bestemmelse af de z-intervaller som ved ¢ afbildes over i et
h-interval omkring y.
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Det ses at der er tre punkter z,,z, og z3 som ved ¢ afbildes over
i y. Omkring hvert af disse z-er er der et interval der afbildes over i h-
intervallet omkring y, og disse intervaller pa z-aksen er desto snaevrere
jo stejlerc grafen er. Faktisk er leengden af z-intervallet nogenlunde lig
med lengden af y-intervallet (som er h) divideret med grafens held-
ningskoefficient i det pagaldende z: leengden af intervallet omkring z;
er ca. h/|t'(z;)|. Derfor er

P(Y ligger i h-intervallet omkring y)

~ P(X liggeri et T#‘m—interval omkring z;) +

P(X ligger i et M—iﬁterval omkring z;) +

P(X ligger i et lt,("T)l—interval omkring z3)

N fe) e 4 flan) ot + f(za)

h h
a0l ) T
Ved nu at dividere med h og lade h g mod 0 far vi

J(e) | S(z2) | S(x)
= G Gl Tt

Dette eksempel skulle forhabentlig vise, hvordan man i al alminde-
lighed kan finde tactheden g(y) for Y = ¢(X) nar man kender teetheden
f(z) for X. I mange forekommende tilfelde er afbildningen ¢ strengt
voksende, saledes at der til et y (hgjst) findes ét z sa t(z) = y. I sa fald
er opskriften til bestemmelse af g(y) den, at

g(y) = f(z)/|t'(2)]

nar t(z) = y, dvs. nar z = z(y) = t~'(y) ({7 betegner den omvendte
afbildning til ¢), jf. Figur 2.16. Da 1/¢'("!(y)) er lig med (¢ 7*)(y), kan
opskriften pa g(y) skrives som

g(y) = S @) x|t ()l (2.9)

Man kan her tanke pa |(¢7')'(y)| soin det reciprokke forhold mellem
leengden af et lille h-interval omkring y og laengden af det dertil svarende
interval omkring = = t~(y).
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=

-
~
(¥~
\’

A\ 4
|
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X

0 1

Figur 2.17: Taetheden for ligefordelingen pi |0, 1].

Eksempel 2.5. " Transformation af ligefordeling til eksponen-

tialfordeling. Simulation af eksponentialfordelte vari-
able

Antag at X er ligefordelt pa intervallet 10,1], dvs. at X har sand-
synlighedstatheden

1 hvisz€]0,1
o = | o

0 ellers,

se Figur 2.17.

Man far nu den besynderlige idé at ville transformere X med
afbildningen t : = — —2Xlnz, hvor A er en positiv konstant.
t afbilder intervallet 0,1] bijektivt pa [0, +oo[, se Figur 2.18.
For at bestemme den omvendte afbildning t~! Igses ligningen
y = U(z), dvs. y = =% Inz, mht. z, hvilket. giver = = exp(—Ay),
dvs. 17 (y) = exp(=Ay). Si er (7Y (y) = —Aexp(=Ay), og
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v >
O 1 X

Figur 2.18: Grafen fort:z+— —1Ina.

ifolge (2.9) er taetheden for den transformerede stokastiske va-
riabel Y = t(X)

9(y) = Slexp(=Ay) x | = Aexp(=Ay)|
= /\cxp(-—/\y), Y 2 Ov

fordi nar y > 0, er exp(—Ay) €0, 1], og dermed er f(exp(—Ay))
lig med 1. '
Det viser sig saledes, at Y er eksponentialfordelt med parame-
ter A.

Dette resultat er interessant af fplgende grund: Mange lormmereg-
nere og datamater har en anordning som kan frembringe (pscu-
do-)tilfecldige tal fra ligefordelingen pa 0,1]. Ved at transforme-
re sadanne tillaeldige tal med afbildningen © — —$ Inz far man
ifglge det netop udledte tilfxeldige tal fra cksponentialfordelingen
med parameter A. Vi har altsa en simpel metode til at simulere
eksponentialfordelte tal. O

2.7 Transformation af flerdimensionale
variable

Man har tit brug for ogsa at kunne transformere flerdimensionale sto-
kastiske variable. Det bliver hurtigt noget teknisk, men det skal dog
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naevnes, at i det “paene” tilfaclde hvor ¢ er en en-entydig afbildning sale-

" des at bade t og t~! er kontinuert differentiable, sa gaelder “den samme”

formel
g(y) = f{t7 (@) x [(t77)Y(w)l (2.10)

for teetheden g for Y = t(X) udtrykt ved teetheden f for X. Vi mang-
ler dog at forteelle hvad |(¢~')(y)| betyder i dette tilfelde: man skal
i denne omgang teenke pa tallet [(t77)(y)| som det reciprokke forhold
mellem “volumenet” af et lille h-interval omkring y og “volumenet”
af den tilsvarende omegn omkring . Mere pracist er |(¢7')(y)| den
sakaldte funktionaldeterminant

9zy 9z;y 9zy
Ayr By dyn
9z2 9z 9z
1 5 F) 3
det - wooon Yn
9z Jzq Oz
9y Oy Ayn

udregnet i punktet ¥ = (y1,¥2,--.,Yn)-

Eksempel 2.6. En sum af to eksponentialfordelte variable

Antag at X, og X, er uafhangige identisk eksponentialfordelte
stokastiske variable med parameter A > 0. Hvad er fordelingen af
X1+ X,7

Denne opgave kan lpses siledes. Szt
Yi = Xi+4X,,
Y, = X,.

Sa er Y = (X1, X3) en funktion t af X = (X1, X,), og vi kan
finde fordelingen af Y. Nar vi har fundet den, kan vi bagefter

finde fordelingen af Y} som er den vi egentlig er interesserede i.
:i ) - - -
Ligningssystemet

no= n+T

Y2. = T2



AFSNIT 2.7.

45

-+ o v = e L O

Figur 2.19: Afbildningen t~! i Eksempel 2.6.

er ensbhetydende med

Iy

Oy

= Y12
= y2.

Det betyder at t~! afbilder (y,,y2) over i (z1,%3) = (y1 — Y2, Y2)-
Man kan nu satte sig til at rcgne ud, hvordan et lille h-interval
omkring y afbildes ved t™!, se Figur 2.19. Det viser sig, at et
rektangel omkring y = (y1,y2) afbildes over i et parallelogram
omkring € = (z;,z3) = t~'(y). Parallelogrammet har sam-
me grundflade og samme hgjde som rektanglet, og derfor bliver
“volumen-forholdet” |(t=")(y)| lig 1.

(Det kunne man ogsé finde ved at udregne funktionaldetermi-

nanten: For det fgrste er

dz; Oz
( Iy By
Az  Ozxz
Iy Oy

)- (1)

og dernast er det((l) _i)zlxl—Ox(—l)zl.)
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Ifplge formlen (2.10) for transformation af tactheder cr tztheden
for (Y1,Y2) . : ' -

g(y,y2) = f(t7(z1,72))

= f(yl — Y2,Y2) -

Da X; og X, er stokastisk uathezengige identisk eksponentialfor-
delte med parameter A > 0, er

f(z1,22) = Aexp(=Az;) x Aexp(—Azy)
= AMexp ( — Mz + :52))

nar z; > 0 og 3 > 0. Dermed er

g(y1,y2) = Mexp(—Ay) .

Dette geelder for de (y1,y2) der ligger i billedmeaengden for t, dvs.
de (y1,y,) der kan skrives som t(z,,z,) for z, > 0 og 2, > 0, og
det er det samme som de (y,,y,) for hvilke y; —y, > 0 og y» > 0,
dvs. y1 > y2 > 0. Taetheden for (Y1, Y,) cr altsa

Mexp(=Ay) nary; >yz >0,

0 ellers.

9(y1,52) = {
Den marginale tethed for Y, er ifplge (2.7)

. . 400
alpn) = / 9(y1,y2) dya

u
= A% exp(— A1) dys
0
= My, exp(=Ay) (2.11)

nar y; > 0, jf. Figur 2.20.

Vi har hermed bestemt sandsynlighedstathedsfunktionen for (for-
delingen af) summen af to uafhaengige identisk eksponentialfor-
delte stokastiske variable®. o

2Det kan i gvrigt navnes, at den fundne fordeling er en sikaldt gammafordeling
med formparameter 2 og skalaparameter A=, [lvis speciclt A = 1/2, s hedder
fordelingen ogsi en x2-fordeling med 4 frihedsgrader.
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A
J
0.4
0.2
¥ T T — ->
lo 1 2 3 4 Y

Figur 2.20: Tatheden for Y] i Eksempel 2.6.

I ovenstaende eksempel fandt vi fordelingen af en sum af to eks-
ponentialfordelte stokastiske variable. Selve fremgangsmaden beroede
ikke pa at det specielt var eksponentialfordelte stokastiske variable,
og man kan da ogsd benytte metoden generelt. Man vil da finde, at
hvis (Xi, X2) har simultan tethed f(z,,z2), sa er tetheden g(y) for
Y = Xl + X2

400

g(y) = fly —z,z)dz .

- 00

Den tilsvarende formel for sandsynlighedsfunktioner for diskrete stoka-
stiske variable er (jf. (2.8))

gly) = X fly—=.2).

Hvis specielt X, og X, er stokastisk uafhaengige, sa har man formlerne

o) = [ hiy—a) ) da (2.12)

og

a(y) = Y fily — z)fa(z) (2.13)
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for sandsynlighedsteethedsfunktionen hhv. sandsynlighedsfunktionen
for en sum af to hhv. kontinuerte og diskrete variable.

Som afslutning pa gennemgangen af transformation af sandsynlig-
hedsfordelinger/stokastiske variable et lidt mere sofistikeret eksempel,
der benyttes 1 Kapitel 4. '

Eksempel-2.7. Transfqrmatibn ved hjzlp af polzre koordi-
nater

Antag at (X, X,) folger en eller anden to-dimensional kontinuert
fordeling med taethed f(xy,z;). Man kan tznke pa (X, X3) som
et punkt i planen, og man vil nu angive punktet i en slags polere
koordinater idet man angiver

e den kvadratiske afstand Yy mellem (0,0) og (X, X3), og

o den vinkel Y, som linien fra (0,0) gennem (X, X,) danner
med abscisseaksen,

se Figur 2.21. Derfor betragtes afbildningen (y,,y2) = t(z,z)

givet ved
n = i+
-1 1/2 .
cos Yz /y'") hvisz, 20,
Y2 = 1/2 )
27 —cos™ Y (zy/y;’") hvisz, <0 .

(Denne afbildning t afbilder R? \ {(0,0)} bijektivt pa
10, +00[%[0,27[.) Opgaven er da at bestermmme taxtheden for
(Y1,Y2) = ¢( X1, X2) udtrykt ved teetheden f(x,,z;) for ( Xy, X,).

Den omvendte afbildning tilt er (zy,7,) =t~ (y1,y2) givet ved

1/2
Ty = Yy COsYy
2
T, = Y’ siny, .

Man kan nu undersgge hvordan billedet af et h-interval omkring
y = (y1,y2) afbildes ved t~'. Laeseren opfordres til at fplge med
pa Figur 2.22. Lad os sige at h-intervallet omkring y cr givet som

Jyr — %hl, Y+ %hl[ X ly2 — %hz, Y2 + %hz[ .
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9(2 N | 9( (ﬂ)k:_)

Y2
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Figur 2.21: Eksempel 2.7: (y;,y,) bestemt ud fra (z,, z).
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Figur 2.22: Eksempel 2.7: Hvordan ¢~! transformerer et h-interval.
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Ved t~! afbildes dette over i et omride som ligger dels mellem

de to cirkler med radius hhv. (y, — 1h1)"/? og (y1 + 1hy)/2, dels = -

mellem to radier hvis vinkelafstand er hy. Arealet af billedet af
h—jnteiva]let er
- by

e X (1l + i) =7 = §h)) = fhik,

dvs. “volumenforholdet” |(t~')'(y)| er 1/2.

Vi kunne finde det samme ved at udregne funktionaldetermi-

nanten:

9z 9z, 1. -1/2 ' /2 .

( gyl gln )i — l( a0 COSYz2 —¥; SNy,
gz 0z - 1, —1/2 . 2
91 Oy2 2 sy Y Ccosyy

= %(cos )+ %(sin y)?

1
7 -

Ifplge formlen (2.10) for transformation af teetheder er ta:theden
{OI'( ,1—’ Y?)

1 /2

9y, y2) = 5f (yl”zcosyz, Y Sinyz).

2.8 Betingede fordelinger

Herefter gar vi over til opgaven at bestemme betingede sandsynligheder
nar talen er om kontinucrte sandsynlighedsfordelinger.

Se igen pa “eksemplet” fra side 39-41, og lad os nu finde den betinge-

de fordeling af X givet at {(X') = y. Det er klart at denne betingede for-
deling ma vere beliggende pa X, = {z : t(z) = y} = {z1, %2, T3}, men
hvordan skal sandsynlighedsmassen fordeles imellem disse tre punkter?
For at afggre dette udvider vi den betingende hzndelse og betinger med
at t(X) ligger i et af de tre smaintervaller pd z-aksen, og f.eks. er da
(3f. Figur 2.15)

P (X ligger i interval nr. 1 I t(X) ligger i h-intervallet om y)

P(X ligger i interval nr. 1)
P(t(X) ligger i h-intcrvallet om y)
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P(X ligger i interval nr. 1)

P(X ligger i et af de tre intervaller)
f(z1) x h/|t'(z4)|
f(z1) x hf[(z1)| + f(z2) X R/ |t'(2)| + f(z3) X h/|t'(z3)|

flz)/|t' ()]
9(y) ’

~
~o

hvor g(y) er teethedsfunktionen for Y = ¢(X). Da udregningens slutre-
sultat ikke involverer h, vil vi ga ud fra, at det ogsa er lig med selve
den sggte sandsynlighed P(X ligger i interval nr. 1|t((X) = y).

Nar betingningsprocessen fordeler sandsynlighedsmassen mellem
T1,Z2 Og T3, tager den saledes ikke blot hensyn til taethedsfunktionen
fs veerdier i de tre punkter, men ogsa til, hvor hurtigt ¢ &ndrer sig i de
tre punkter.

Som det ses af “eksemplet” kan man sagtens komme ud for, at den
betingede fordeling af X er diskret, selv om X har en kontinuert forde-
ling. Mere indviklede situationer opstar nar X er flerdimensional, fordi
sa vil de betingede fordelinger man kan finde pa at interessere sig for
typisk veere kontinuerte fordelinger. Her indskranker vi diskussionen
til et meget simpelt eksempel.

Eksempel 2.8. Fordelingen af to eksponentialfordelte vari-
able givet deres sum

Vi fandt tidligere (i Eksempel 2.6) fordelingen af en sum af to
uathaengige identisk eksponentialfordelte stokastiske variable X,
og X,. Nu vil vi prgve at bestemme den betingede fordeling af
X, og X, givet deres sum, dvs. givet at Xy + X, = y. Vi kan forst
notere, at denne betingede fordeling ma vzre koncentreret pa li-
niestykket z,+x4 =y, z; > 0, x5 > 0. Vi kan derfor ngjes med at
se pa f.eks. X1, da X; = y— X,. For at bestemme den betingede
fordeling af X, givet at X, + X, = y kan man nu fgrst bestemme
den betingede sandsynlighed for at X, ligger i et h-interval om-
kring z, givet at X, + X, ligger i et k-interval omkring y, hvor
det sa er meningen at k skal ga mod 0. Situationen er illustre-
ret pa Figur 2.23. Hvis bade h og k er sma, er sandsynligheden
for, at begge betingelserne “X, ligger i h-intervallet om z,” og
“X1 + X, ligger i k-intervallet om y” er opfyldt, ca. lig med den
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XV

Figur 2.23: - vedrgrende Eksempel 2.8.

simultane taethedsfunktions veardi i (z,,23) = (z1,y — z,) ganget
med arealet af det skraverede omrade pa figuren®; arealct er hk,
sa sandsynligheden er dermed ca.

Mexp(— Mz +y—z1)) xhk = Nexp(—Ay) x hk .

Videre er sandsynligheden for at ¥ = X; + X, ligger i k-
intervallet omkring y ca. k ganget med teethedsfunktionen for Y,
dvs. kA*yexp(—Ay) ifglge (2.11). Dcn betingede sandsynlighed
for at X, tilhgrer h-intervallet om x, givet at X, + X, tilhgrer
k-intervallet om y er dermed ca.
Mexp(—Ay)hk  h

Myexp(-Ay)k  y

Nar vi lader k \, 0 far vi, at denrbetingede sandsynlighed for at
X, ligger i h-intervallet givet at X; + X, = y er ca. h/y, og det
betyder at tacthedsfunktionen for X, i den betingede fordeling er

i

i 1/y nar0<az <y,
ry

0 cllers .

Med andre ord, givet at X; + X, = y er X, ligefordelt pa inter-
vallet fra 0 til y. ]

3Det skraverede omrade er {(z;,z2) : z; ligger i h-intervallet og =, + 22 ligger i
k-intervallet }



Kapitel 3

Middelveerdi, varians,
standardafvigelse

Man kan bestemme forskellige karakteristika for stokastiske vari-
able/sandsynlighedsfordelinger. Vi begynder med middelveerdi; fgrst
kommer en definition, dernaest en omtale af hvad meningen er.

3.1 Middelvaerdi

Situationen er den, at X er en stokastisk variabel og { en afbildning der
afbilder z-veerdier over i de reelle tal.

Definition: Hvis X er en diskret stokastisk variabel med sandsynlig-
hedsfunktion f(z), sa defincres middelverdien af den stokastiske
variabel Y = {(X) som tallet

LY = Zt(m)[(x) .
Hvis X ecr en kontinuert stokastisk variabel med tathedsfunktion

f(z), s& defineres middclverdien af den stokastiske variabel Y =
t(X) som tallet
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Hvis specielt afbildningen ¢ er den identiske afbildning (dvs afbild-
ningen ¢ : '+ z), fas at

midde]vazrdien af X er tallet

EX = sz(:v) ,

4

henholdsvis

+oo -
EX = / "2 f(z)dx
hvor f er sandsynlighedsfunktionen henholdsvis tetheds-
funktionen for X.

Et andet navn for middelvacrdi er forventet vardi®.

Vi vil nu sgge at indkredse hvad meningen med middelverdi kan
veere. Lad os i fgrste omgang taenke pa et tilfeeldigheds“eksperiment”
med gkonomiske konsekvenser. For nemheds skyld kalder vi det et lot-
tert, men det kan lige sa godt handle om, hvorvidt man skal bygge en
bro over Store Belt, eller om man skal tage et ars orlov fra studier-
ne eller ¢j, eller om man skal sammensatte sin akticportefglje pa den
ene eller anden eller tredje made. Lad os sige at lotteriets udfald X
kan antage veerdierne z;,zs,...,z og at de tilsvarende gevinster er
Y1,Y2,---, Y. Hvis man spiller i lotteriet et stort antal n gange, hvad
er sa den gennemsnitlige gevinst?

Ifglge hyppighedsfortolkningen af sandsynligheder (side 2) vil ud-
faldet z; optraede i ca. brgkdelen P(X = z;) af gangene, sa i n spil vil
udfaldet z; optreede ca. nP(X = z;) gange, og gevinsten i n spil vil
dermed vaere ca.

ynP(X = z1) +y2nP(X =22) +... + yen P(X = 24)

eller

k
Z‘I/JP(X = .’I)j) )

=1

P4 engelsk hedder middelvardi (i den her defincrede forstand) ligefrem ezpected
value eller ezpectation, og det cr derfra E-ct stammer.
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dvs. netop n EY. Tallet EY kan saledes forstas som den gennemsnitlige
gevinst pr. spil i et stort antal spil®.

En anden made at forsta middelveerdi pa er denne: Antag at man

foretager “uvafhangige gentagelser” af et bestemt forsgg, dvs. at man ob-

serverer uafhangige identisk fordelte stokastiske variable Y1, Y,,...,Y;;
da vil gennemsnittet Y = (Y] + Y, + ... + Y,)/n “med sandsynlighed
1” konvergere mod EY nar n — oo (iflg. Store Tals Sterke Lov). Man
kan altsa taenke pa EY som det tal hvortil gennemsnit af uathaengige
observationer af Y fgr eller senere vil nerme sig. Men der foreligger
(indtil videre) ikke noget om hvor hurtigt dette sker.

Man kan endelig ogsa finde middelvzrdien i en fordeling ved at
skaere det hele ud i pap, sadan rent bogstaveligt. Hvis man teenker
sig sandsynlighedsmassen erstattet af szzdvanlig tung masse, sa svarer
middelveerdien nemlig til tyngdepunktet i massefordelingen. Man kan
derfor finde f.eks. middelvaerdien i en kontinuert fordeling med teethed f
ved at tegne grafen for f pa et stykke pap, klippe den ud, og bestemme
‘tyngdepunktets projektion pa abscisseaksen, se Figur 3.1.

For en ordens skyld skal vi bemerke, at det faktisk ikke er alle
stokastiske variable/sandsynlighedsfordelinger som har en middelveer-
di; der findes nemlig tilfzelde hvor det ikke er muligt at tilleegge det
matematiske udtryk der skulle bestemme middelvacrdien en bestemt
vardi. Dette diskuteres i1 det fglgende ret lange eksempel; den mindre
interesserede laeser kan roligt i fgrste omgang springe eksemplet over og
fortsette side 61. g

Eksempel 3.1. En fordeling uden middelvaerdi

Antag at vi har en radio-aktiv kilde som udsender a-partikler pa

en sadan made at stralingsintensiteten er den samme i alle ret-
ninger. Vi anbringer i et vist tidsrum en (meget stor) fotografisk

2Selv om man altsa maske pa denne made kan udregne middelvaerdien af det
pkonomiske udbytte (det forventede udbytte) af en storebaltsbro, sa er det fejlagtigt
at tro, at denne middelveerdi uden videre fornuftigt kan indga 1 vurderingen af, om
broprojektet skal ivaerksacttes eller ¢j. Da man kun vil opleve ct enkelt, udfald (eller
maske to), kan man ikke her udelukkende forlade sig pa hvad der vil ske i gennemsnit
ved et stort antal broer — under identiske omstandigheder!.

Derimod kan eksempelvis et bilforsikringsselskab antagelig godt bygge pa sa-
danne gennemsnitshetragtninger nar det skal fastsaette pramier for de almindelige
bilmzaerker.
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Figur 3.1: Eksperimentel bestemmelse af middelvaerdi.

P
/Ezgg}g g

Figur 3.2: Her er en diskret massefordeling anbragt pi et “masselgst”
underlag. Balancepunktet er middelvardien i fordelingen.




AFSNIT 3.1. | 57

plade et stykke fra kilden for at registrere stralingsmangden i for-
skellige afstande fra den. Nu er det jo klart, at det omrade pa
pladen som er narmest kilden ma modtage flest a-partikler, men
kan man regne ud hvordan stralingsintensiteten vil vaere pa de
forskellige dele af pladen?

Vi foretager visse idealiseringer. Vi leger at det hele foregar i to
dimensioner, saledes at den fotografiske “plade” er en ret linie,
som i gvrigt er uendelig lang; den radio-aktive kilde er “punkt-
formig”; det hele foregar i lufttomt rum.

o «—‘kilde’

b

— ‘plade

Vi placerer en tallinie pa “pladen” som vist her:

4
A X
t >
0]

Vi kan beskrive en partikels retning ved at angive den vinkel v som
retningen danner med linien fra “kilden” til tallinicns nulpunkt
(nulpunktet er valgt sa dennc linic stir vinkelret pa tallinien).
Vinklen v opgives som et tal mellem —x og n, saledes at retninger
mod venstre regnes negative. P4 naeste figur er vist to retninger,
en med et v pa omkring —%n og som ikke rammer “pladen”, og
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en med et v pa omkring 37 og som rammer “pladen”.

L)
vx

Vi er kun interesserede i de partikler som faktisk rammer, dvs.
partikler med et v mellem —1r og %7r Da stralingsintensiteten
formodes at veere den samme i alle retninger, vil vi antage, at
vinklen hgrende til en partikel som rammer pladen kan antages at
vere en observation af en stokastisk variabel V som er ligefordelt
pa intervallet | — iz, in|. Imidlertid observerer vi ikke V men
det punkt X = X(V) hvor partiklen rammer z-aksen, si vi ma

bestemme den tilsvarende fordeling af X .

Sammenhangen mellem v og = er den at x = atanv, hvor a er
afstanden mellem kilden og pladen. For at bestemme tatheds-
funktionen for X finder vi forst sandsynligheden for at X ligger i
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et h-interval omkring x.

dv
ca ‘a;‘ dx
— <
o >y

Nar h er lille, er det tilsvarende interval for v af leengde ca. h x j—:,
sa taetheden for X er

f(z) = & x taetheden for V

dz
e
T o T dr

(Dette er blot endnu et eksempel pa transformation af tatheder,
Jf. (2.9) side 41.)

Da z = atanv, er

Z—z = a (1 + (tanv)2)

= a (1 + (:c/a)z) ,

= o ()

Teatheden for X er dermed

1 1
2,-—oo<:v<+oo.

1@ = T

Sandsynlighedsfordelingen bestemt ved denne taethed hedder
Cauchy-fordelingen med skalaparameter a.

Omsider er vi ndaet til det egentlige: Cauchy-fordelingen er et
eksempel pa en fordeling som ikke har nogen middelveerdi. Det



60

KAPITEL 3.

skal nu vises. Lad os for nemheds skyld sige at a = 1. Vi skaI da
se pa, om man kan tillegge udirykket

/+°°zf(:z:)d.r = /+°O:cx—1— L i

-0 -0 14 22

en vardi. -Problemerne hanger sammen. med sporgsmalet om,
hvordan man egentlig skal fortolke et integral hvor granserne er
—00 0g +00.

Regel: / g(z)dz skal betyde granseévardien af / g(z)dz
nar A og B pa vilkarlig mide gar mod +oc; hws der ik-
ke findes en sadan granseverdi, sa har / (z)dz ingen

mening.
Pastand:

B
/0 l_zxzdm—»—}-oonarB——»-}-oo

o8

0o , .
/_AI:x2dm—r——oon5.rA—>+oo.

Vi viser pastanden om lidt; dens konsekvens er, at

T g Ty Ty
/_Al—}—av2 = ./—A1+.’l:2(m+ 0 1+$2(a:

ikke har nogen greensevardi nar A og B pa vilkirlig made gar
mod +o00, hvilket haenger sammen med, at man ikke kan tillegge
+00 + (—o0) nogen verdi. Ifplge ovennaevnte regel har Cauchy-
fordelingen derfor ingen middelveerdi.

Afslutningsvis ma vi vise pastanden; vi ngjes med den fprste del.
Integranden er

T 1

1+22  14g

y

og nar t er - stor er det nasten det samme som -1-. Nu ved man

at
B 1 1+B
/ dr = / Dz
o 14z 1 T

= In(1+ B)

l+
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gar mod +oo nar B — +00. Derfor vil

B z
/0 1+z2d:z: — 400

ndr B — +o00. Mere praecist kan man sige, at

e nirz>1sderl <1logderfor1/(}+z)>1/(1+z), 08
enir0<z<lerl/(:+2)>0,

sa derfor er

B ] B ]
/ : dr > / dx
o ;t+<z t 14z
= In(l1+B)-1In2;

da In(1 + B) —In2 — 400 nir B — 400, vil dermed ogsa

Bz
[t = o

nar B — +o0. u]

3.2 Regneregler for middelvardier

I det fplgende gar vi ud fra, at de optreedende stokastiske variable har
en middelvaerdi og at den er et endeligt tal (dvs. ikke +o0 eller —o0).
— Der er forskellige nyttige regnercgler for middelvaerdier:

M1. Hvis X > 0sier EX > 0.
M2. Ea = a.

M3. E(X, + X;) =E X, +E X,.
M4. E(aX) = aEX.

MS5. hvis X; og X, er stokastisk uafheaengige, sa er E(X; X;) =
EX, EX,.

— Her betegner « en konstant og X, X; og X, stokastiske variable.
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De fire fgrste egenskaber udtrykkes undertiden pa den made, at mid-
delveerdioperationen er en positiv (M1), normeret (M2), og lineer
(M3+M4) funktional pa mangden af stokastiske variable med ende-
lig middelveerdi.

Her er skitser til bevis for M1-M5 i fald der er tale om diskrete
stokastiske variable; bevis for kontinuerte variable forlgber tilsvarende.

ad M1: EX =) "z f(z) =) z f(z) 2 0.

20

ad M2: EX =) zf(zr)=ax1=a.
ad M3:
E(X:+X,) = i Zo(@1+22) f(z1,72)
= Yo Lo 1 f(21,22) + Lp, Loy 22/ (21, 22)
= T (21 50, f(31,82)) + T, (22 s, f(31,22))
= La tfilm) + La, 72f2(22)
= EXi+EX,.

ad M4: E(aX) =) azf(z)=a)_z f(z)=aEX.

ad M5: E(X; X;) = Yom Loz T1Z2f (21, 12)
= o (2101(21) £, v2fo(22))

= (En :clfl(rr.])) X (212 me?(xZ))
= EX;EX,.

3.3 Varians

Man kan sige at middelvaerdien E X af en stokastisk variabel X er et
forspg pa at approksimere den stokastiske variabel X (eller dens sand-
synlighedsfordeling) med et enkelt, ikke-stokastisk tal. Middelvardien
fortaller, hvor pa tallinien fordelingen er beliggende, saledes at for-
sta at hvis man forskyder fordelingen stykket a, dvs. erstatter X med
a + X, sa legges der a til middelvardien. Der gelder jo (ifslge M3 og
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M2) at E(a + X) = a + E X, hvilket med et fint ord udtrykkes som at
middelvardioperationen er translations-ekvivariant.

Men middelvacrdien er langtfra altid tilstrackkelig til at beskrive
fordelingen; her er vist et par diskrete fordelinger som alle har samme
middelvardi:

I |11

Man kan sa satte sig som opgave at beskrive fordelingen ved hjzlp
af to tal, hvoraf det ene skal vaere middelverdien og det andet skal
beskrive fordelingens spredning omkring middelverdien. Som det an-
det tal plejer man at bruge enten variansen cller standardafvigelsen
(som er kvadratroden af variansen). Variansen pa X er den forventede
kvadratiske afvigelse mellem X og E X:

Variansen af cn stokastisk variabel X er tallet

Var X = E(X-EX)%.
Standardafvigelsen af X er tallet v/Var X.
Her skal udtrykket E(X —E X)? forstas som E 1(X) hvor ¢ er funktionen
t:zw (z—EX).

Det bemarkes at standardafvigelsen pa X males i samme enheder
som X (f.eks. m eller kg etc.).

Her er forskellige egenskaber og regneregler for varianser:
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V1. Var X > 0.
V2. Vara =0.
V3. Var(aX) = a? Var X.
V4. Var(a + X) = Var X.

— Her betegner a en konstant og X en stokastisk variabel.

V4 udtrykker at variansen (og dermed ogsa standardafvigelsen) er
translations-invariant, dvs. den afhacnger ikke af, hvor pa tallinien for-
delingen er beliggende. V3 viser at standardafvigelsen pa ¢ X er lig a
gange standardafvigelsen pa X (hvis a > 0), dvs. standardafvigelsen er
skala-ekvivariant.

Her er bevisskitser til V1-V4:

| ad V1: benyt M1 pé den positive stokastiske variabel (X — E X)2.
ad V2: E(a— Ea)? =E 0 = 0 ifglge M2.

ad V4: E(a+X —E(a+ X)) = E(X -EX).
Undertiden har man glaede af nogle alternative udtryk for VarX:
V5. VarX =EX2 - (EX)%
V6. Var X =EX(X - 1) - (EX)(EX —1).
(Bevis: VarX = E(X —EX)?
= E(X?-2XEX +(EX)?)
= EX?2-2(EX)?+ (EX)?
= EX?-(EX)?
og
EX?-(EX)? = (EX?-EX) - ((EX)’-EX)
= E(X2=X)-(EX)EX —1)

i ad V3: E ((aX - E(aX))2 = E(aX - aEX)? = a®E(X - E X)2
= EX(X-1)—(EX)EX—=1).)
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Der galder at middelveacrdien af en sum er lig summen al middel-
vaerdiernc (M3). Noget tilsvarende geelder ikke for varianser! Man kan
godt ga i gang med at omskrive Var(X; + X;), men det bliver ikke
noget “peaent”:

Var(Xi + Xz) = E((Xi+X2) - E(X: + X))
= E((Xi-EX))+(X: —EXp))’
= E((X, —EX1)’ + (X, - EX;)?
+2(X; — EX))(X; - EX,))
= VarX; + VarX, + 2E(X; — EX))(X2 — EX2) .

Variansen pa summen er altsa summen af varianserne plus noget mere.
Dette “mere” har faet sit eget navn, nemlig kovariansen mellem X; og
X,. I denne forbindelse kan vi ogsa nzevne at man definerer korrela-
tionen mellem X; og X, som kovariansen divideret med produktet af
standardafvigelserne: '

Kovariansen mellem X; og X, er tallet

) COV(X],X2) = E(X] —EXl)(X'z—EXg) .

Korrelationen mellem X; og X, er tallet

Cov( Xy, X2)

corr(Xi, Xp) = JVar X;/Var X,

Efter at have indfgrt kovarianser kan man uden videre opskrive ne-
denstaende regel V7 for variansen pa en sum, og idet vi forudskikker at
uafthaengige stokastiske variable har kovarians 0 (regel C7) far vi ogsa
regel V8:

V7. Var(X; + X;) = Var X + Var X; 4+ 2 Cov( X, X3).

V8. Hvis X; og X, er stokastisk uafhangige, sa er Var(X; + X;) =
Var X1 + Var X;.
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Hvor middelveerdi, varians og standardafvigelse er karakteristika for
en enkelt stokastisk variabel/sandsynlighedsfordeling pa den reelle ak-
se, er kovarians og korrelation stgrrelser der beskriver traek ved den
simultane fordeling af to stokastiske variable (eller én todimensional
variabel). Det kan i gvrigt noteres, at kovariansen er ¢t benavnt tal
(ligesom middelveerdi, varians og standardafvigelse): hvis f-eks. X; an-
gives 1 kg og X2 i m, sa har Cov(Xj, X;) benavnelsen kgm. Derimod
er korrelationen et ubenacvnt tal, som 1 gvrigt altid vil vaere mellem —1
og 1.

Om kovarianser gaelde} at

e en positiv kovarians er tegn pi at store X;-verdier (i.e. X; >
E X,) fortrinsvis optraeder sammen med store Xa-veerdier (i.e.
X, > E X,), og sma X,-vacrdier (X, < I X;) lortrinsvis sammen
med sma Xo-vaerdier (X, < B X,).

e en negativ kovarians cr tegn pa at storc X;-veerdier (X; > E X))
fortrinsvis optraeder sammen med sma X,-veaerdier (X; < E X)),
og sméd X;-veerdier (X; < E X;) fortrinsvis sammen med store
Xs-vaerdier (X, > E X3).

De fglgende egenskaber ved og regneregler for kovarianser vises (med
undtagelse af C7) let, som oftest pa lignende made som de tilsvarende
regler V1-V6; C7 fglger af C6 og M5.

C1. Cov(X, X) = VarX.
C2. Cov XI,XQ) COV()(Q, )

(

(
C3. Cov(a,X) =
C4. Cov(a + X;,b+ X;) = Cov(X;, X3).
C5. Cov(aX,,bX;) = abCov(Xl,Xz)
C6. Cov(X,X,)=E (X1 X;)-EX,EX,.
C7. Hvis X; og X; er stokastisk uafhaengige, sa er Cov(X,, X,) = 0.

— Her betegner a og b konstanter og X, X; og X, stokastiske variable.



Kapitel 4

Nogle resultater om
normalfordelingen

I statistik benytter man sig tit af normalfordelingsmodeller. I dette
kapitel skal vi indfgre normalfordelingen og nogle deraf afledte forde-
linger (x2-fordelingen, t-fordelingen, F-fordelingen). Ved at anvende
teknikker og resultater fra de tidligere kapitler kan man udlede nogle
vigtige resultater om normalfordelingen og de deraf afledte fordelinger.
Som en lidt stgrre matematisk gvelse udledes endvidere taetheden for
x*-fordelingen.

4.1 Normalfordelingen

Vi vil i fgrste omgang definere normalfordelingen med positionsparame-
ter u og kvadratisk skalaparametcr o, kort N(p, 0?), som den sandsyn-
lighedsfordeling pa den reelle akse hvis taethedsfunktion er proportional

med \
(z - p)
exp (—%T— .

Proportionalitetsfaktoren skal bestemmes saledes at taethedsfunktio-
nen integrerer til 1, sa vi kan skrive taethedsfunktionen f(z;p,o?) for
normalfordelingen M'(u, 0?) som

1 _ 2
flz;p,0?) = ) exp (_%(z azﬂ)) , —oo< <40,

67
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Xy

Figur 4.1: Taxtheden for N(0, 1).

hvor

c(p,0?) = /+mexp (—%M> dr . (4.1)

—00 0'2

For at ggre definitionen lidt paenere ma vi finde ud af, hvad ¢y, o?)
nzrmere er. Det ggr vi pa de fglgende sider, samtidig med at vi udleder
forskellige vigtige resultater om normalfordelingen.

Fgrst vises at stgrrelsen c(y,0?) slet ikke afhanger af 4 og at den
afheenger af 02 pa en simpel made.

Hvis man i integraludtrykket (4.1) for c(u,o?) forctager substitu-
tionen z = (z — u)/o, sa far man at

c(p,0?) = /+°°cxp (——;—E;I-L)—) dr

-~00 0'2

+co

= a/ exp(—32°)dz ,

-00

+o0
sd stgrrelsen c(p, 0?) er “bare” co, hvor c er tallet exp(—1:%)dz.
[ P{—3
R -0

Tathedsfunktionen for N (g, 0?) er saledes “bare”

' 1 (z — p)?
. 2y . D D Sl af 2N
fama’) = o (-0

Inden vi bestemmer tallet ¢, vil vi vise hvordan normalfordelingen
“transformerer ved afline transformationer”, dvs. vi vil vise hvad der
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sker, ndr man transformerer en AM(u, 0?)-stokastisk variabel X med
den affine transformation y = az + b. Ifglge den generelle formel for
transformation af sandsynlighedstatheder (side 41) er (nar a # 0) teet-
heden for Y = a X + b givet ved

- | g(y)- = f(—;u,oz)

f

sa dermed har vi eftervist at®

e Hvis X er N(p, o?)-fordelt, sd er aX + b
N(ap + b, a*0?)-fordelt.

Som et specialtilfzlde af denne regel har vi

"o Hvis X er N(0, 1)-fordelt, si er 0 X + p
N(p, 0*)-fordelt.

e Hvis X er M(u, o?)-fordelt, sd er (X — pu)/o N(0, 1)-fordelt.
Tathedsfunktionen f(+;0,1) for den “normerede normale forde-
ling” M(0, 1) betegnes ofte ¢: - o

He) = Tewp(~1a?).

Med denne betegnelse kan teethedsfunktionen for den generelle normal-
fordeling skrives som

fmat) = ~4(2E).

[0

%Det er pa grund af denne egenskab at y kaldes en positionsparameter og o2 en
kvadratisk skalaparameter.
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Bestemmelse af ¢

Vi vil nu bestemme tallet ¢ ved et snedigt trick. c er defineret som
normeringsfaktoren i A'(0, 1)-fordelingen, men tricket bestar i at se pa
to stokastisk uafhaengige N'(0, 1)-variable: i deres simultane todimen-
sionale fordeling er normeringsfaktoren ¢?, og det viser sig at ¢ er let
at bestemme. Vi betragter derfor X, og X, der skal vare stokastisk
uafhengige N (0, 1)-variable. Deres simultane taethedsfunktion er

f(-’lfl,x2) = ¢(z1) (z2)
= .l-cxp(—-%(xf—{—a:g)) .

2
Normeringsfaktoren ¢? skal bevirke at denne todimensionale tethed
integrerer til 1.

Vi ser nu pa en transformeret stokastisk variabel (Y;,Y,) =
t(X1, X2), hvor Yy = X? + X? og hvor Y, er vinklen fra abscisseak-
sen til linien fra (0,0) gennem (X;, X3). Det er den transformation
som studeredes indgaende i Eksempel 2.7, hvor vi fandt at

X, = Y cosY,
X, = Y*siny;,

og at den simultane taethedsfunktion ¢(yi,y2) for Y; og Yz er, nary; > 0
og 0 < yp < 2m,

9y, y2) = %f(zl(?/la?h), Iz(yhyz))

1
1 1
= ﬁexp(—iyl) . (4.2)

g er fremkommet pa en made sa vi véd at den er en sandsynlighedstaet-
hed, og derfor véd vi ogsa helt automatisk at

400 + 00
'17 = /_oo /_oo 9(y1, y2) dyady: -

Nar man indsatter udtrykket for g og omskriver far man

+o0  pt0o
1 = /_ /; 9(y1,y2) dy2dy
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2r ]

+00 .
= [T pexe(-2) dva)
0 0

2c?
1 +00 1 2r
= a3 exp(—3) (/0 ldyg) dy,
2w [too '
= = exp(=3u1)dy
27
°c7 .

71

Da saledes 1 = 27/c? ma ¢ vare lig med v/27, sa omsider kender vi

tatheden for N (u, o?):

Tetheden for M (p, o?)-fordelingen er

2

V2r gl

Et andet udtryk for taetheden er
1 T —
-4(55%)
o o

oz) = —=exp(~4a)

(o

hvor

1 . . 2
exp (_%(:c #) ) , —00 <z < +00.

er teetheden for den normerede normale fordeling A0, 1).

Middelvaerdi og varians

Vi vil nu bestemme middelvardi og varians af normalfordelte stokasti-

ske variable, i fgrste omgang af en A (0, 1)-variabel X.

Da N(0, 1)-fordelingen er symmetrisk omkring 0, ma man formode
at dens middelvardi er 0. Det er da ogsa tilfaldet, men den laeser som
har studeret Eksempel 3.1 vil vide, at man godt kan blive narret nar
det handler om integraler hvor graenserne er —oo og +o00. Vi vil derfor

give et rigtigt bevis for,at EX =0:
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Ifglge definitionen er

EX

| /+°o:c¢(x) dzx

— 00

Med skeringspunkt = 0 deles integrationsomrddet op i to dele som
behandles hver for sig. Ved at forctage substitutionen z = z? fas

/0+ooz¢(:c)d:z = \/2_71— /+°o ? exp(— %) ~1/2 ¢

; +o0 1 137
"*_‘)ﬂ /0 5 exp(—32)dz
1

Vor
0 :
Tilsvarende er / zd(z)de = —1/V2m, sa

bl e ]

E x\, -

1 -1

V27 + V2
= 0

som formodet.

Da den N(0, 1)-fordelte stokastiske variabel X har middelverdi 0,
galder om dens varians at

VarX = EX?
400
= / p(z) dz

= 2/00:::2¢x dz
)

Opmuntret af successen fra fgr prever vi ogsa her med substitutionen

z =z%

E X?

+o00
/0 z exp(—3z) %2_1/2 dz

/+oo )d
*exp(—12)dz
V2T

men dette integral lader sig ikke bestemme ved standardmetoder. Vi
benytter derfor et nyt snedigt trick, eller rettere: vi gar videre med

2
\/ 2
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trick’et fra afsnittet om bestemmelse af ¢. Lad X, og X, veere uafhan-
gige N(0, 1)-variable, og lad Y; og Y; vare som pa side 70. Specielt
er ¥i = X2 + X2 og dermed EY; = EX? + EX] = 2E X}; det sggte
tal VarX; = E X7 er derfor halvdelen af tallet EY; som vi vil bestem-
me. Den simultane teethedsfunktion g(y1,y2) for ) og Y, har fandt vi
tidligere til at vaere givet ved (4.2). Den marginale teethed for Y; er da
(Gf. (2.7), side 36) for y; > 0

+o0
a(n) = / 9(v1,y2) dy2

—-co
2r ]

= A 4—7rexp(—%y1)dy2

= %exp(—%yl) ’ (43)

dvs. Y] er eksponentialfordelt med parameter % Middelvardien af Y)

kan herefter let findes ved partiel integration:
+o00 o
Evy = /0 y91(y) dy
_ 400 1 1 d
- 0 y gexp( gy) y

= [~y eXP(—%y)]:oo + /0+°o exp(—3y)dy
= 0+2
= 2.

Den sggte varians i N(0, 1)-fordelingen er derfor lig 1.

Hvis X er en N(0, 1)-fordelt stokastisk variabel, sa er
EX =0o0g Var X = 1.

Som tidligere vist gelder, at hvis X er N'(0, 1)-fordelt, sd er p + o X
N (i, o?)-fordelt. Heraf og af regnereglerne for middelveerdi og varians
fas

Hvis X er en M (p, o?)-fordelt stokastisk vari-
abel, s er EX =y og Var X = o2,

Normalfordelingens standardafvigelse o er en hensigtsmaessig enhed
at benytte nar man skal beskrive egenskaber ved normalfordelingskur-
ven. Der galder at '
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1 T ¥ t Y i T >
A A A At x
Do eeegge
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e 4975 G e

Figur 4.2: os relation til normalfordelingskurven.

e intervallet x + 20 indeholder ca. 95% af sandsynlighedsmassen®,

e intervallet y+ 30 indeholder ca. 99.75% af sandsynlighedsmassen,
og

e intervallet 4 + o indeholder ca. 68% af sandsynlighedsmassen,

se ogsa Figur 4.2.

4.2 y’-fordelingen

Man benytter meget ofte statistiske modeller som gar ud pa at ob-
servationer er normalfordelte. I den forbindelsc kommer man ud for
at skulle bestemme fordelingerne af visse funktioner af normalfordelte

YMere pracist: 95% af sandsynlighedsmassen ligger i intervallet u + 1.960; tallet
1.96 fremkommer som 97.5%-fraktilen 1 A(0, 1)-fordelingen.
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stokastiske variable. Den sakaldte y?*-fordeling (khi-i-anden fordcling)
er saledes fordelingen af en sum af kvadrerede (0, 1)-variable:

Definition: Hvis X1, X2,..., Xy er stokastisk uafhangige J\/(O 1)-
variable, sa er kvadratsummen Y = X2+X2+ -}-X,c x2-fordelt
med k frihedsgrader. ‘

Det fremgar umiddelbart, at

o Hvis Y] og Y; er stokastisk uafthaengige og x?-fordelte med hhv. j
og k frihedsgrader, s er Y; +Y, x?-fordelt med j +k frihedsgrader,

1det

i+Y, = XP+ X7+ + X0+ X0+ XJn 4.+ Xy,

Y] Y2

Det er muligt at bevise at

e Sandsynlighedsteethedsfunktionen for x2-fordelingen med k fri-
hedsgrader er

(£ -1)

0 ellers.

fily) = { — (1)3 " exp(—1y), y >0

I udtrykket for fi optreeder der (hvis k er ulige) fakultetsfunktionen for
halvtal, sa der er behov for en udvidelse af fakultetsfunktionen

Definition: Hvis z er et heltal eller halvtal stgrre end —1, s& defineres

z! ved

! = z{(z—1) narz >0,
o =1,

(- = V.
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Figur 4.3: Tatheder for nogle x-fordelinger.

Vi har allerede tidligere uforvarende fundet nogle x*-tatheder. Et
par gange i det foregdende har vi set pa X2 + X7 hvor X, og X, er
uafhangige N (0, 1)-variable. Vi fandt blandt andet (i (4.3)) tatheden
for Y = X2+ X2 til L exp(—1y), hvilket netop er fo(y). x*-fordelingen
med to frihedsgrader er altsa det samme som eksponentialfordelingen

1

med parameter A = 3. x?-fordelingen med fire frihedsgrader er derfor

det samme som fordelingen af en sum af to uafhangige cksponential-
fordelte stgrrelser hver med parameter %; vi fandt i Eksempel 2.6 at

denne fordeling havde tacthedsfunktionen (1)%yexp(—31y), altsa netop

f4(3/);

Tetheden for x2-fordclingen med én frihedsgrad er let at bestemme
ud fra ‘first principles’. Det handler om at bestemmc fordelingen af ¥ =
X? hvor X er N(0, 1), dvs. det er cn simpel transformationsopgave.
Man far, jf. side 41, at taetheden for Y er

oty) = 22, #2)
o2

- 3

T




AFSNIT 4.2. 7

hvor z = y'/? og ¢ som sadvanlig betegner taetheden for A'(0, 1). Med
andre ord,

1 -
— (1) y exp(~Ly), y> 0,

9ly) = NG

altsa g(y) = fi(y).

Vi har séledes bevist pastanden om x?- fordelmgens teethed for k =
1,2 og 4. For fuldsteendighedens skyld giver vi nu et ordentligt bevis
for den generelle pastand (og undervejs udledes et par integralformler).
Den laeser der ikke matte vacre oplagt til et sadant bevis kan springe
det over og laese videre side 79.

Fgrst noterer vi, at hvis = er et ikke-negativt heltal, sa er

+o00
! = / t¥exp(—t) dt .
0

Thi ved partiel integration far man for z > 0
+o00
/ t"exp(—t)dt = [—t"exp(— +/ zt=! exp —t)dt
0

+o00
= 0+ 1:/ t* Lexp(—t)dt ,
0 .
der ved gentagen anvendelse giver

+00 +o0
/ tTexp(-t)dt = z(z—-1)(z~-2)...2x 1/ t% exp(—t) dt
0 ' ~ 0
= z! |

+ 0o
idet / exp(—t)dt = 1.
0

Integraludtrykket for z! er defineret ogsa selv om z ikke er et heltal,
blot skal x veere stgrre end —1. Man kan derfor valge at definere z!
for vilkarligt £ > —1 ved formlen®

+00
z! = / t“exp(—t)dt, z > —1. (4.4)
0

*For almendannelsens skyld naevner vi, at den sakaldte gammafunktion (eller
['-funktion) defineres som

+00
[(z) = / t* lexp(—t)dt, £ >0,
0

dvs. ['(z) = (z - 1)!.
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Den just forctagne omskrivning med partiel integration giver da at

! = z(z-1),z2>0. (4.5)

Vi har brug for at kende z! for halvtailige z. Hvis vi kender (-1)!,

kan vi ved hjzlp af (4.4) bestemme veerdierne for alle de andre halvtal.
Men ved at foretage substitutionen ¢ = 122 fas

i +oo
(—1y! =/ t=1/% exp(—11) dt
()
+o0
= \/5/ cxp(—%uz)d—u
0

- VL
= J7.

Hermed har vi godtgjort den udvidede definition (4.4) af z!.

For hvert heltal k er funktionen f; en sandsynlighedstethed, thi
for det fgrste er gjensynlig fi(y) > 0 for alle y, og for det andet er
T fiuly)dy = 1, hvilket fglger umiddelbart ved at foretage substitu-
tionen y = 2¢ i integralet.

Vi vil nu vise, at hvis Y og Y, er uathangige stokastiske variable
med teethedsfunktion hhv. f;(y) og fi(y), sd er teethedsfunktionen for
Yi + Y; lig fi+x(y). Deraf folger nemlig den gnskede pastand om at
fx er teetheden for x2-fordelingen med k frihedsgrader, fordi dels vides
pastanden at veere rigtig for k = 1, dels kan x*-fordelingen med k fri-
hedsgrader fis som fordelingen af en sum af k uathengige x*-stgrrelser
hver med én frihedsgrad (side 75). Antag altsa at Y; og Y, er stokastisk
uafhaengige med tectheder hhv. f;(y) og fi(y). Tectheden g for Y + Y,
er ifglge den generelle formel (2.12) pa side 47 for teetheden for en sum
givet som

a(y) = /Oyfj(z)fk(y—z)dz.

Ved at indsatte udtrykkene for f; og fi far vi

— 1 1y ik . 1 v L1 k_q
g(y) = (%_1)!(%._])!(5): exp(—iy)/) 23Ny —2)i7Vdz .
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Integralet omskrives pa fglgende made:

[ w-ote = ¥ - i
0
= “/t (1-1t)77dz

= y¥ x b(j7, k) ,

hvor b(3, k) er en betegnelse for det sidste integral. Teaetheden for Y; +Y,
synes dermed at veere

Itk jtk_y
9y) = — - (3)7 y7 lexp(—1y).

Vi kan nu se at g(y) = konstant x f;1x(y), og da bade g(y) og fix(y)
er sandsynlighedstaetheder, ma konstanten veere 1. Dermed har vi vist
at Y1 4+ Y; har teethed f4(y).

Da g(y) = fj+x(y), far vi som et biresultat at vide hvad b(j, k) er.
Det ser peenere ud nar man skriver op hvad b(2z + 2,2y + 2) er, si her
er de to udtryk for b(2z + 2,2y + 2) der er lig med hinanden?:

z!y!

(x +y)!

1
/t’(l—t)ydt =
0

, T,y > —1.

4.3 Summer af normalfordelte variable

Efter at have studerct summer al kvadrater pa A(0, 1)-variable vil
vi nu se pa almindelige summer af normalfordelte stokastiske variable.
Der geelder

4Af hensyn til almendannelsen kan vi naevne, at den sakaldte betafunktion (eller
B-funktion) defineres som funktionen

1
B(z,y) = /t"‘(l—t)”“ldt
0

(z - 1) (y-1)

Gty-_2 z,y> 0.
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Hvis X, X,. .., X, er uafhangige normalfordelte stokasti-
ske variable (gerne med hver sin middelveerdi og varians),
sa er summen

S = Xi+Xo4.. .+ X,

normalfordelt.

Der gelder (som altid) at middelvardien af S er lig-sum-
men af de-enkelte variables middelvaerdier, og (som altid for
uafhzngige variable) at variansen af S er lig summen af de
enkelte variables varians.

Ved at kombinere dette resultat med resultatet om affine transformati-
oner af normalfordelingen (side 69) fas

Hvis X;,X,,..., X, er uafhengige identisk N(u, o?)-
fordelte stokastiske variable, s& er gennemsnittet X nor-
malfordelt med middelvaerdi i og varians o?/n.

- Nar man skal bevise resultater om fordelingen af S er det nok at
gore det for n = 2. Det er ogsa nok at se pa tilfeeldet y; = py = 0, fordi
man kan altid omskrive X + X5 til gy + o+ (X7 — p11) + (X2 — p2), hvor
jo (Xi — u;) er N(0, o?)-fordelt. Lad derfor X; og X, veere stokastisk
uafhengige normalfordelte variable med middelveerdi 0 og varianser o?

og o2. Taetheden for X; + X, er da (jf. (2.12) side 47)

() 1 1 /+oo ( 1 [zz 4 (y—z)2D p
9(y) = exp|-= | z,
V2rol \[2mal J-eo 2 |of o3

der ved udvisning af tilstrackkelig meget t&lmodighéd og stzdighed let
kan omskrives til

1 TS
=== eX (—5——2 n 2) X
2n(of + 03) Iy + 03

02
+00 1 | (z — —TL701+’;2 )2
—=——exp | —3———5 | dz ,
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hvor integralet simpelthen er integralet af en normalfordelingstacthed
og derfor er lig 1. Tatheden for X; + X, er dermed

9 = ()
g\y = -3 ’
\/27r(012 + 02) 20} + 03 '

hvilket som gnsket er tatheden for normalfordelingen med middelveer-
di 0 og varians o? + 2.

4.4 TFordelingen af X og s°

Man kan argumentere for, jf. statistiknoterne, at nar xl,xz,...,xn
er observationer af indbyrdes uafhengige identisk A (y, o?)-fordelte
stokastiske variable X, X,,...,X,, sa er tallene T = % 1% og
s? = L v (z; — T)? reesonnable bud pa (“estimater for”) parame-
trene p og o%. Man beskaftiger sig derfor med spgrgsmalet om, hvad

fordelingen er af de to transformerede stokastiske variable

og

Z(X

n—-l

Man kan vise fglgende vigtige resultat:

Hvis Xy, Xo, ..., X, er vafhaengige N (pe, o?)-fordelie sto-
kastiske variable, sa gaclder (for n > 1) ‘

1. X er M(p, %)-fordelt.

2. s?er -—x2 fordelt med n — 1 frihedsgrader.

3. X og s? er stokastisk uafhangige.

t“n 1

(Udsagnet i 2. er en anden formulering af udsagne s? er x*-fordelt

med n — 1 frihedsgrader”.)
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Figur 4.4: Det nye og det gamle koordinatsystem. Det gamle koordinat-
systems akser er fuldt optrukne, det nyes er stiplede.

Vi har allerede set at 1. gaelder. Vi vil bevise 2. og 3. i tilfaeldet
n = 2. Det handler her (som i det generelle tilfeelde) om at val-
ge en passende transformation af X-erne. Vi betragter en transfor-
mation (y1,y2) = t(z1,z2) svarende til at vi skifter koordinatsystem.
I det gamle koordinatsystem har punkter koordinater (z;,z2). Det
nye koordinatsystem, hvor koordinaterne hedder (y;,yz), har sit be-
gyndelsespunkt i (z,,z,) = (i, st) og dets akser er drejet vinklen n/4
i forhold til det gamle koordinatsystem, se Figur 4.4. Hvis et punkt
P har koordinater (z;,z3) i det gamle koordinatsystem og koordinater
(11,y2) i det nye, s& geelder at (z; — p)? + (z2 — p)? = y? + yZ er den
kvadratiske afstand mellem P og det nye koordinatsystems begyndel-
sespunkt. Desuden er y; = V2 (Z —p), og dermed y2 = (y?+y2) —y? =
(21 =)+ (22— p)? = 2(F — p)? = (21 = F)* + (2. — T)* = 5.

7 og s? er altsd “paene” funktioner af y; og y2, nemlig

)

V2

T = p+

2 _ 2
s = y;.

Vi vil finde fordelingen af de af X, og X, transformerede stokastiske
variable Y] og Y2. Da transformationen blot bestar i at flytte rundt med
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koordinétsystemet, er “volumenforholdet” (som her hvor n = 2 er et
arealforhold) lig 1. Tatheden for (Yi, Y2) er derfor X-ernes simultane
teethed

21,0 o?

1 exp (_%(zx—u)2+(zz—u)2)

hvor z; og z; nu betyder z, og z; som funktion af y, og y2. Men som
naevnt er (z, — p)? + (z2 — u)? = y? + y2, sd teetheden for (Y, Yz) er

Det ses heraf at Y; og Y; er stokastisk uafhangige N (0, o?)-variable.
Da Y; og Y, er uafhangige, er X = p + Y;/V2 og s = Y2 ogsd
uafhengige, hvilket var pastand 3. Endelig fglger pastand 2. af at
s?/a? = (Y2/0)? hvor Yz/o er N(0, 1)-fordelt, og at kvadratet pa en
N(0, 1)-variabel er x*-fordelt med én frihedsgrad.

- Med et lidt mere avanceret geometrisk begrebsapparat til sin ra-
dighed er det overordentlig simpelt at bevise setningen for vilkarligt
n, men det skal vi ikke komme ind pa her.

4.5 t-fordelingen, F-fordelingen

Afsluttende skal kort omtales to teststgrrelse-fordelinger der ofte be-
nyttes, nemlig {-fordelingen og F-fordelingen.

t-fordelingen er fordelingen af en brgk hvor telleren er en A'(0, 72)-
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variabel og naevneren et af tzlleren stokastisk uafhangigt skgn over 72

Hvis
o Y er N(0, 7%)-fordelt, og
o Zer %XQ-fordelt med k frihedsgrader, -og

e Y og Z er stokastisk uafhangige,

sa er

it =

y
VZ

t-fordelt med k frihedsgrader.

Eksempel 4.1. (-teststgrrelsen

Hvis X, X3, ..., X, er stokastisk uafheengige N' (i, 0%)- fordelte,

k-4
sa er

X —p

\s%/n

t-fordelt med n — 1 frihedsgrader. Thi fra side 81 ved vi, at
X = 1y X; er normalfordelt med middelvardi y og varians
2 = o%/n, og at ¥ = LV (Xi— X)? er ;‘%xz-fordelt og
stokastisk uafhaengig af X. o

o

F-fordelingen er fordelingen af forholdet mellem to uafhaengige x2-
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stgrrelser der er skgn over den samme variansparameter o*:

2

Hvis

o YVer %z-xz-fordelt med ¢ frihedsgrader,

o Zer "%xz—fordelt med n frihedsgrader, og

e Y og Z er stokastisk uafhangige,

Sa er

F-fordelt med frihedsgradsantal (t,n).

F-fordelingen kaldes ogsa v?-fordelingen.

85
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Vejleder: Bent Sgrensen

117/85

118/85 TILFAELDIGHEDEN OG NZDVENDIGHEDEN IFPLGE
PEIRCE OG FYSIKKEN".
Af: Peder Voetmann Christiansen

119/86 "DET ER GANSKE VIST - - EUKLIDS FEMIE POSTULAT
KUNNE NOX SKABE RZRE I ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

130/86

131/86

132/86

133/86

Af: Jeppe C. Dyre.

"GYMNASTEFYSTKKEN OG [CEN STORE VERDEN".
Fysiklererforeningen, IMFUFA, RUC.

"OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

"UVBY,@ - systemet - en effektiv fotometrisk spektral-
klassifikation af B-,A- og F-stjernexr".
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI".
Projektrapoort af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.

"GALOIS' BIDRAG TIL UDVIKLINGEN AF DFN ABSTRAKTE
ALG "

Projektrapport af: Pernille Sand,
Lars Frandsen.

Vejleder: Mogens Niss.

Heine Larsén &

"SMAKRYB" - ém ikke~standard -analyse.
Projektrapport af: Niels Jorgénsen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

"Studies in Wind Power"
Af: Bent Serensen

"FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmassige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Heyrup,
Jens Hejgaard Jensen.

Seren Brend,

Jorgen Vogelius,

"FYSIK OG DANNELSE"
Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jorgen Vogelius.

"CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE bATA.
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Se¢rensen.

134/87

135/87

136/87

137/87

"THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe' SYSTEM"
M.B.El1-Den, N.B.Olsen, Ib Host Pedersen,
Petr Vis&or

Authors:

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES~
" TEORETISKE FORUDSETNINGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendcmmens
forste og andet mode med gresk filosofi"

Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hojgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE
FASTE STOFFER" ~ Resume af licentiatafhandling

Af: Jeppe Dyre

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.



138/87 “JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP."

Paper presented at The International

Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena

.at Universities and Schools, "Chaos in
Education". Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

13 %87 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit
der Natur"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell

140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"

By: Jens Gravesen

141/87 "RADIOMETERS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR -
ET TEKNOLOGIHISTCORISK PROJEKT"
Projektrapport af Finn C. Physant
Vejleder: Ib Thiersen

142/87 "The Calderdn Projektor for Operators With
Splitting Elliptic Symbols"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pa NAT-BAS”

af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Context and Non-Locality =~ A Peircan Approach

Paper presented at the Symposium on the
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Camo Lecture.
Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING IN-MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
ICMTA 3, Kassel, FRG 8.-11.9.1987

By: Mogens Niss

146/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"
- en ny frekvenshaseret malemetode.
Fysikspeciale af Jan Vedde
Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr ViSdor

147/87 "Rapport am BIS pd NAT-BAS"
redigeret af: Mogens Brun Heefelt

148/87 "Naturvidenskabsundervisning med
Samfundsperspektiv"

af: Peter Colding-Jaorgensen DLH
Albert Chr. Paulsen
149/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
germanium prepared in ultra high vacuum'
by: Petr Visdor
150/87 "Structure and the Existence of the first sharp

diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ"

by: Petr Vik¥or

151/87 '"DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematikprojekt af:
Birgit Andresen, Keld Nielsen og Jimmy Staal

Vejleder: Mogens Niss

152/87 “"PSEUDO-DIFFERENTIAL PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY

OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE
PROBLEMS"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek
Krzysztof P. Wojciechowski

153/88 "HALVLEDERTEKNOLOGIENS UDVIKLING MELLEM MILITERE
OG CIVILE KREFTER"

Et eksempel pd& humanistisk teknologihistorie
Historiespeciale ’

Af: Hans Hedal

Vejleder: 1b Thiersen

154/88 "MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIQUIDS AND
THE GLASS TRANSITION"

By: Jeppe Dyre

155/88 "A NOTE ON THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION
OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR"

by: Michael Pedersen

156/88 "THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC
CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS"

by: Jeppe C. Dyre

157/88 " STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL:
A pseudo-differential approach."

by: Michael Pedersen

158/88 "UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOISE IN
RANDOM WALK MODELS"

by: Jeppe Dyre

159/88 "STUDIES IN SOLAR ENERGY"

by: Bent Serensen

~

160/88 "LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO"

by: Jens Gravesen

161/88 "PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS:

Dirichlet feedback control problems"

by: Michael Pedersen

162/88 "PIGER & FYSIK -~ OG MEGET MERE"
AF: Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe Olsen,

Jette Reich , Mette Vedelsby |

163/88 "EN MATEMATISK MODEL TIL BESTEMMELSE AF
PERMEABILITETEN FOR BLOD-NETHINDE-BARRIEREN"

Af: Finn Langberg, Michael Jarden, Lars Frellesen

Vejleder: Jesper Larsen




