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ABSTRACT Sammenfatning

I forbindelse med visse ojensygdomiue. er man fra medicinsk side inter-
esseret i at kunne bestemme permeabiliteten (gennemtrangeligheden) af
den barrere (blod-nethinde-barrierenj. der adskiller ojers glasleverne fra

hlodbanen.

Blod-nethinde-barneren er et “filter”. som under normale owstandig-
heder sikrer, at kun biologisk veerdifulde stoffer traenger ind i vjet. 1wens
alle andre stoffer holdes tilbage. I forbindelse med visse svedomine
f.eks. sukkersyge. nedbrydes barrieren imidlertid i storre eller mindre
omfang. Det betvder at stoffer. der er skadelige for ojet kan treenge ind
i glaslegemet, og siledes medfare nedsat syn eller blindhed.

Det er af stor medicinsk betydning at kunie bestemme permeabiliteten
af blod-nethinde-barrieren eksakt, da det kan give en storre forstaelse
af de ovennavnte svgdomme. Endvidere kan der give et billede af en
behandlings virkning. og endelig vil det kunne indikere. om en ellers
rask person er barer af en sygdow, da der1 denne forbindelse maske kan
males en lille forngelse af blod-nethinde-barrierens gennemtrangelighed.

Der beskrives 2 mnatematiske modeller. med livilke permeabiliteten af det
menneskelige ¢jes blod-nethinde-barriere scges hestemt.

Den ene af disse wodeller (den simpleste) anvendes i dag pa Rigshospi-
talet. og det er i denne model. projektet tager sit udgangspunkt. Den
anden model er udarbejdet under selve projektforiebet. og giver en mere
virkelighedstro beskrivelse af forholdene i ojet. Denne model hearbe-
jdes med henblik pa bestemmelse af permeabiliteten. og modellens brug-
harhed vurderes.
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Neerveerende projektrapport er udarbejdet i forbindelse med
modelmodulet pa RUC’s matematik-overbygningsuddannel-
se. I rapporten beskrives 2 matematiske modeller, med hvilke
permeabiliteten (gennemtrezengeligheden) af det menneske-

lige gjes blod-nethinde-barriere sgges bestemt.

Den ene af disse modeller (den simpleste) anvendes i dag pa
Rigshospitalet, og det er 1 denne model, projektet tager sit
udgangspunkt. Den anden model er udarbejdet under selve
projektforlgbet, og giver cn mere virkelighedstro beskrivelse
af forholdene i gjet. Denne model bearbejdes med henblik
pa bestemmelse af permeabiliteten, og modellens brugbarhed
vurderes. -
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1“Problemstilling.

\

I forbindelse med visse gjensygdomme, er man fra medicinsk side inter-
esseret 1 at kunne bestemme permeabiliteten (gennemtrangeligheden) af
den barriere (blod-nethinde-barrieren), der adskiller gjets glaslegeme fra
blodbanen.

Blod-nethinde-barrieren er et "filter”, som under normale omstsendig-
heder sikrer, at kun biologisk vardifulde stoffer traenger ind i gjet, mens
alle andre stoffer holdes tilbage. I forbindelse med visse sygdomme
f.eks. sukkersyge, ncdbrydes barrieren imidlertid i stgrre eller mindre
omfang. Det betyder at stoffer, der er skadelige for gjet kan trzenge ind
i glaslegemet, og saledes medfgre nedsat syn eller blindhed.

Det er af stor medicinsk betydning at kunne bestemme permeabiliteten
af blod-nethindc-barrieren eksakt, da det kan give en stgrre forstaelse
af de ovennavnte sygdomme. Endvidere kan det give et billede af en
behandlings virkning, og endelig vil det kunne indikere, om en ellers

rask person er barer af en sygdom, da der i denne forbindelse maske kan
males en lille forggelse af blod-nethinde-barrierens gennemtraengelighed.

Permeabiliteten kan ikke males direkte, men bestemmes v.hj.a. en
matematisk model, og en rackke koncentrationsmalinger af et stof, kaldet
fluorescein, dels i blodbanen, og dels langs gjets akse. Malingerne foregar
ved at stoffet fluorescein, som ikke findes naturligt 1 organismen, injiceres
i blodet, hvorefter man maler koncentrationen i blodet og i gjet til
forskellige tidspunkter. Malingen af koncentrationen i gjet sker med
optiske teknikker.

Den matematiske model, der benyttes, beskriver transporten af stoffer
ind 1 ¢jet og transport af stoffer inde i selve gjet ved et szt ligninger,
der giver sammenha:ngen mellem koncentrationsforholdene inde i gjet,
og sammenhzngen mellem koncentrationsandringen over blod-nethinde-
barrieren og permeabiliteten.

Det direkte problem: er sa, ud fra de opstillede ligninger, at finde et
udtryk for koncentrationen af fluorescein i gjet, som funktion af tid,
sted, permeabiliteten og koncentrationen i blodbanen. Imidlertid er det,
som ovenfor beskrevct, det inverse problem, vi sgger at lgse, nemlig med
modcllens hjzelp, at besteinme permeabiliteten udfra malte verdier af
koncentrationen af Hluorescein i - og udenfor gjet.
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I denne rapport arbejder vi med to udgaver af modellen.

Ferst beskriver vi en simpel model, hvor geometri-, og permeabilitets-
forholdene i gjet regnes for kuglesymmetriske, saledes at koncentrationen
kun afhzenger af afstanden fra centrum af gjet og af tiden. Vi bestemmer
her udtryk for bdde koncentration og permeabilitet, og vurderer mod-
ellen i forhold til de malte vacrdier for koncentrationen.

Vurderingen munder ud i den konklﬁsion, at den kuglésymmetriske

model, 1 nogle tilfzlde, ikke beskriver virkeligheden godt nok. Derfor
opstiller vi en udvidet partiel differentialligningsmodel. Her antages gjet
at veere rotationssymmetrisk omkring gjets akse, dvs. at permeabiliteten
antages at veere den samme langs den del af blod-nethinde- barrieren, der
vil ligge pa randen af et snit gennem glaslegemet, foretaget vinkelret pa
gjets akse. I rapportens sidste kapitler analyserer vi den opstillede model,
gennem en omformning af randvardiproblemet til en integralligning.

Projektets formal kan saledes siges at have vaeret at analysere en konkret

problemstilling ved hjeelp af en rackke matematiske veerktgjer.

Den kuglesymmetriske model cr beskrevet i en artikel (Larsen et al.,
1983), skrevet af Jesper Larsen i samarbejde med 2 medicinere. Denne
artikel, der er anbragt i bilag, har sammen med inspiration fra Jesper
Larsen, udgjort et fundament for vores projektrapport.

2 Rapportens opbygning.

Rapporten falder naturligt i 3 dele. Den fgrste del beskriver baggrunden
for problemstillingen. I anden del sgges problemet lgst vha. den simple
matematisk model, og i tredie dcl sgges problemet lgst vha. den udvidede
og mere komplicerede model.

Vi vil nu give en kort beskrivelse af rapportens enkelte kapitler.
I kapitel 1 giver vi en kort beskrivelse af gjets opbygning, for at laeseren
skal kende de ydre rammer for modellcringen. Her ggres desuden kort

rede for de anvendte maleteknikker i forbindelse med koncentrations-
bestemmelser af fluorescein.

Transporten af fluorescein i glaslegemet antages at forega ved diffusion,
og vi beskriver derfor dette begreb i kapitel 2.

I kapitel 3 opstilles den kuglesymmetriske model.
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Den kuglesymmetriske model er en differentialligningsmodel. Dette
ligningssystem lgses pa 2 forskellige inader i kapitel 4. Den fgrste lgsning,
som bygger pa laplacctransformationen, er den der er anvendt i (Larsen
et al., 1983), men vi gennemregner den her i detaljer. Den anden lgsning
bygger pa separation af de variable. Vi har lgst ligningssystemet med

. denne metode, for

“A,

at kontrollere den fgrste lgsning, da der i denne foretages en del approx-
imationer. Vi har implementeret de 2 lgsninger, og kapitel 4 afsluttes
med en sammeligning af kgrselsresultaterne (verdier for fluoresceinkon-
centrationer i glaslegemet) fra disse implementeringer.

De koncentrationer der er beregnet pa baggrund af de 2 lgsninger i kapitel
4 forudseetter, at permeabiliteten er kendt. Det er imidlertid det inverse
problem man gnsker at lgse, nemlig at kunne bestemme permeabiliteten,
nar vi kender nogle koncentrationer af fluorescein. Det inverse problem
er behandlet i kapitel 5.

I kapitel 6 sammenlignes de koncentrationer af fluorescein, der beregnes
vha. den simple model, med de eksperimentelle koncentrationsmalinger.
Pa baggrund af denne sammenligning vurderes den kuglesymmetriske
model. '

Vurderingen i kapitel 6 munder ud i1 den konklusion, at den kuglesym-
metriske model ikke i alle tilfaelde beskriver virkeligheden godt nok, og vi-
opstiller derfor en rotationssymmetrisk differentialligningsmodel i kapi-
tel 7, og beskriver hvorledes man udfra denne model kan bestemme
permeabiliteten v.hj.a. en Fredholm integralligning af 1.art.

I kapitel 8 beskrives en numerisk metode til analyse af ovennzevnte
integralligning. ‘

Den beskrevne numeriske metode er implementeret blandt andet v.hj.a.
en rutine fra (Dongarra et al.,1979). I kapitel 9 er det beskrevet hvorledes
den nu metode er benyttet pa vores problem. I dette kapitel analyserer
vi endvidere resultaterne fra de numeriske eksperimenter.

I kapitel 10 afrundes rapporten.
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1. Det medicinsk biologiske grundlag

I dette kapitel vil vi beskrive det medicinsk-biologiske grundlag for den
matematiske model. Det drejer sig dels om gjets opbygning og dels om
transporten af stoffer i gjet. Forst beskrives gjets opbygning, og herunder
gjets geometri. Derefter beskrives de to transportprocesser i gjet, nemlig
diffusion og konvektion. Kapitlet afsluttes med en kort beskrivelse af den
maleteknik, som anvendes til eksperimentelle malinger.

Vi ggr opmerksom pa , at beskrivelsen af gjets opbygning er en forenklet
fremstilling, der hovedsageligt bygger pa (Fatt, 1978).

1.1 QIETS OPBYGNING

Djets funktion er at se, dvs. at modtage lysmgnstre og omdanne dem
til elektriske impulser. De elektriske impulser sendes videre til hjernen,
hvor de bliver bearbejdet til synsindtryk. Det er pa den baggrund, at
man bgr beskrive gjets opbygning, idet alle gjets bestanddele medvirker
i ovenstaende proces.

Hvis man sammenligner gjet (se figur 1) med et kamera, kan man trakke
en rxkke paralleller . Vi har et szt linser ~ hornhinden og linsen,
en blende ~ iris, en lukker ~ gjenlagene, en lysfalsom overflade ~
nethinden, samt en lystoet kasse, der kan sammenlignes med senehinden.

QDjet ligger indlejret i gjenhulerne, der er pyramideformede fordybninger
i kraniet. @jnene hviler dog ikke direkte pa kraniet, men ligger indlejret 1
blgdt fedtvaev. I gjenhulerne findes endvidere bevaegelsesmusklerne, der
styrer gjets retning. Udover bevagelsesmusklerne findes der muskler,
som styrer linsens krumning og dermed fokuseringen. Disse muskler
ligger i stralelegemet (Corpus ciliare).

Lysets vej ind i gjet.

Vi vil i den videre beskrivelse af gjets opbygning, falge lysets vej ind i
gjet.

Det fgrste lyset rammer pa sin vej gennem gjet er hornhinden. Horn-
hinden er som tidligere nzevnt en del af gjets linsesystem, der styrer
fokuseringen ved at styre lysets brydning. Dette sker ved, at gjets linse
kan blive tykkere og tyndere.
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Figur 1. Skitse af det menneskelige gje.

Hornhinden er i kontakt med luften fortil (bortset fra en tynd film
- tarefilmen), og bagtil stgder den op til det forreste gjenkammer,
der er fyldt med kammervand. Bag det forreste gjenkammer sidder
regnbuchinden, iris. Midt i iris er der et rundt hul kaldet pupillen,
hvorfra lyset strgmmer ind i gjet. Iris er lystaet (bortset fra pupillen), da
dens bagside er dekket af et lag celler. Det er disse celler der giver gjet
dets farve. Iris er forbundet til en rackke muskler, der ggr at pupilllens
stgrrelse kan varieres alt efter lysets styrke. Derved kommer iris til at
virke som en blende.

Efter pupillen passercr lyset gennemn linsen. Bag linsen findes glaslege-
met, der er den store klare gelemasse, som udfylder det meste af gjets
indre.

Glaslegemet.

Den storste enkeltdel i gjet er glaslegemet. Glaslegemet har to hoved-
funktioner. For det forste skal det give en fri og uforstyrret passage for
det lys, der fra pupillen stremmer gennem linsen ind i glaslegemet og
rammer nethinden. For det andet ma det ikke hindre den diffusion og
konvektion, der sender naering rundt til det omkringliggende veev.

1-5
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For at give fri og uforstyrret passage for lyset, ma glaslegemet vaere
fuldstaendigt klart. Gelestrukturen ggr, at vaesken ikke frit kan skvulpe
rundt i gjet samtidig med, at den ikke forhindrer en vis cirkulation i at
finde sted. Endvidere betyder det store vandindhold i glaslegemet (gjet
bestar af 99 procent vand og 1 procent faste stoffer), at der ikke er mere
modstand mod diffusion og konvektion end i vand. Af de faste stoffer
1 glaslegemet, er de vigtigste proteiner og mucopolysaccharider. Resten
af de faste stoffer udggres af forskellige salte. Proteinerne i glaslegemet
danner en lgs struktur af fibre. Mucopolysacchariderne bindes til denne
struktur, og tilsammen danner fibrene og mucopolysacchariderne et
vandbindende netvark. Derved opnas den geleagtige struktur.

Hinder som omgiver glaslegemet.

Rundt om glaslegemet og linsen er der tre hinder. Det er indefra

nethinden (retina), arehinden (choroidea) og senehinden (sclera).
Deres funktion er at omdanne lys til elcktriske impulser, samt at tilfgre
glaslegemet neering fra blodet. :

Nethinden der er en kompleks struktur opbygget af nervevev omdanner
lysmgnstrene, og den kan nasten betragtes som en del af hjernen.

Arehinden bestar af blodkar bundet sarmnmen af veev.

Senehinden bestar af proteinfibre bundet sammen til lameller for at
gore senehinden steerk og uelastisk. Det er senehinden der, pavirket af
vaesketrykket indefra giver gjet sin form.

Djets geometri.

Den grundform som det menneskelige gje har, er en kugle. I den forreste
del af gjet gor linsesystemet og det forreste gjenkammer dog, at hverken
gjet som helhed eller glaslegemet kan betragtes som en kugle (figur 2.).
I gjets bagerste del passer sammenligningen med en kugle langt bedre,
omend gjet er en anelse fladtrykt.

Djets diameter i retningen fra for til bag (malt langs gjets geometriske
akse), er med linsesystemet ca. 24 mm, og lodret ca. 23 mm. Horisontalt
er den ca. 23.5 mm. Lezeseren bgr bemaerke den geometriske akses
beliggenhed, da vi flere steder senere i rapporten refererer til denne.

Glaslegemet fglger i den bagerste del sclve gjcts geometri. Foran sidder
imidlertid linsen som gpr, at den kugle som glaslegemet igvrigt udger,
bliver deformeret.




Figur 2. Qjets geometri

Vi ser alts3 at bide gjets og glaslegemets geometri, i den bagerste del af
gjet, lader sig modellere med en kugle, men at forholdene i den forreste
del afviger herfra.

1.2 TRANSPORT AF STOFFER I GLASLEGEMET.

Transporten igennem glaslegemet har som hovedformal at bringe nzering
til veevet omkring glaslegemet. Der foregar to typer af transport i gjet -
konvektion og diffusion.

Veesken i glaslegemet er kammerveesken (aqueus humor) som dannes
i det forreste og bagerste pjenkammer. Herfra bevaeger den sig ind i
glaslegemet og bagud gennem glaslegemet indtil den nar til retina. Pa. -
denne made transporteres neering frem til retina. Transporten af denne
vaeske foregar jfr. (Fatt, 1975) ved konvektion. :

Sidelgbende med denne bagudrettede konvektive transport foregir der
en diffusion af stoffer oplgst i veesken. I (Fatt, 1975) er det pavist,
at diffusionen i et rask gje ikke pavirkes af den konvektive transport,
og derfor godt kan viere fremadrettet, sidan som det er tilfzeldet med
fluoresceinen.
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I modellen over diffusionen i gjet behgver vi saledes ikke at tage hensyn
til den konvektive transport. Dog skal man veere opmerksom pa at dette
kun gelder saleenge glaslegemet ikke er blevet til en veeske. Glaslegemet
kan ved visse sygdomine mistc sin struktur, sa i disse tilfeelde ber
modellen anvendes med varsomhed. Diffusion og konvektion beskrives
naermere i nzeste kapitel.

1.3 MALETEKNIK.

Vi vil afslutte dette kapitel med meget kort at beskrive den maleteknik
som anvendes, nar man-skal bestemme koncentrationen-af-fluorescein i
blodet og 1 glaslegemet. -

Nar koncentrationen af fluoresccin i glaslegemet skal bestemmes, belyses
gjet med en bestemt intensitet og frekvens. Fluoresceinen i glaslegemet
reflekterer det indsendte lys med en anden frekvens, og man cstimerer sa
koncentrationen af stoffet omkring gjets geometriske akse, pa baggrund
af intensiteten af det reflekterede lys med denne frekvens.

Koncentrationen af fluorescein i blodet, skal males som det frie fluores-
cein i blodet, da det er den dcl af stoffet, der kan trenge ind i gjet.
Denne maling foretages vha. en metode kaldet ultrafiltration.




2.Diffusion.

Vi vil i dette kapitel beskrive hvad diffusion er, og opstille den grundleeg-
gende diffusionsligning, som anvendes i de senere afsnit.

Beskrivelsen i dette kapitel bygger pa (Crank, 1975) og (Rubinow,1975)

2.1 DIFFUSION.

Diffusion betyder spredning, og inden for naturvidenskaberne bruges
begrebet om stoffers spredning og blanding som fglge af molekylernes
bevaegelse. Diffusion kan finde sted i og mellem luftformige, flydende og
faste stoffer.

Eksistensen af diffusion, skyldes at alle molekyler ved temperaturer over
det absolutte nulpunkt er i besiddelse af beveegelsesenergi, og derfor
vil bevaege sig, safreint der ikke er noget, der forhindrer det. Denne
bevaegelses retning er imidlertid tilfeldig og uforudsigelig. Ser man pa
et stof oplgst i en vaeske, vil man derfor iagttage, at de enkelte molekyler
til tider vil bevaege sig mod omrader med stgrre koncentration af stoffet,
og til tider mod omrader med en lavere koncentration. Pa trods af denne
iagttagelse vil man, over et tidsinterval se, at de to stoffer vil blandes,
indtil koncentrationen er ens overalt.

For at forklare dette tilsyneladende paradoksale faeenomen, vil vi se pa
en vandret snitflade igennem oplgsningen. Betragter man oplgsningen
gennem et vist tidsinterval, vil man se at en bestemt brgkdel af det
oplgste stofs molekyler i den gvre halvdel, pa grund af molekylernes
tilfeldige bevaegelse, vil passere snitfladen fra oven, og at den samme
brgkdel af molekyler i den nedre halvdel, vil passere snitfladen fra neden.
Dette betyder, at safremt der feks. er stgrre koncentration af det oplgste
stof i den gvre end i den nedre halvdel, sa vil der beveege sig flere
molekylere oppe fra og ned gennem snitfladen, end nede fra og op.

Da stoffet totalt set bevaeger sig fra omrader med en hgjere koncen-
tration mod omrader med en lavere koncentration, vil denne strgmning
betyde, at koncentrationen med tiden udjeevnes (safremt der ikke sker
forstyrrende ting), og at strgmningen ikke laengere kan iagttages, nar
koncentrationen er ens overalt. Molckylebevacgelserne finder dog stadig
sted, men har i dennc forbindelse ingen betydning, da koncentrationen
ikke @ndres derved.
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2.2 KONVEKTION,

Vi skrev i kapitlet om gjet, at der foregir savel diffusion som konvektiv
transport i gjet, men pointercde ogsa at den konvektive transport
ikke havde indflydelse pa-diffusionsprocessen. De modeller vi senere
vil opstille, tager da heller ikke hensyn til den konvektive transport.
For fuldsteendighedens skyld, vil vi imidlertid kort forklare begrebet
konvektion. - :

Beskrivelsen af diffusion i det foregaende afsnit byggede pa den antagelse
at veaesken hvori stoffet var oplgst, var i ro. Er dette ikke tilfeeldet, er det
klart at det oplgste stof vil beveeges med veesken. Denne type transport
kaldes konvektion.

2.3 DIFFUSIONSLIGNINGEN.

Vi skal nu udlede diffusionsligningen, som vi vil benytte i vores mode-
lopstilling. Ligningen geelder for diffusion i et isotropt medium, det vil
sige et medium, hvor stuktur- og diffusionsegenskaberne i en omegn af
et punkt er de samme i alle retninger.

Hvis man betragter en snitflade med enhedsareal, i et sadant medium, sa
vil fluxen, dvs. transporteret mangde stof pr. tidsenhed, som tidligere
beskrevet, vaere proportional med koncentrationsforskellen over snittet.
I en mere eksakt matematisk formulering bliver dette til :

Oc(P, 1)
-D on

som kaldes Ficks fgrste lov om diffusion.

(1) F=

Her er F fluxen pr. enhedsareal i snittet, og ¢(P,t) er koncentrationen af
det diffunderende stof i punktet P til tiden t. D er diffusionskoefficienten,
der kan veere konstant, eller variere med hensyn til sted og koncentration.
D males i C':z , og n angiver en koordinat vinkelret pa snittet.

Det negative fortegn pa hgjresiden af 1) opstar fordi diffusionsprocessen
foregar i den modsatte retning, af den hvori koncentrationen vokser.

Vi vil nu pa baggrund af 1), udlede den fundamentale differentialligning
for diffusion i et isotropt medium.

Vi betragter en kasse M (fig 1), hvis sider er parallelle med koordinatak-
serne, og hvis laengde er henholdsvis 2dz, 2dy, 2dz. Centruin for M er
givet ved punktet P(z,y, z), hvor koncentrationen er ¢(z,y, z,t). Hjgrn-
erne i kassen kaldes A, B, C, D, og A,, By, C,, D; som vist pa tegningen
(fig 1.).



-

D D
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A
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Figur 1. Kassen M’s geometri.

Siderne ABCD og A,B;C; D, star saledes vinkelret pa x-aksen.

Hvis F, betegner fluxen igennem et enhedsareal i en plan gennem P
parallel med siden ABCD, sa kan fluxen gennem et enhedsareal i siden
ABCD tilnzrmes med

oF,
oz

Da arealet af ABCD er 4dydz, kan mangden af diffusionssubstanser, der
kommer ind i M, vinkelret pa ABCD pr. tidsenhed skrives som :

OF,
Oz

(2) | F, - —Zdzx

(3) adyd=(F, — Z 2 dz)
Pa samme made kan hastigheden, hvormed diffusionssubstansen forlader
M gennem siden A, B,C,D, skrives som
an

d
oz "
derfor kan bidraget fra de 2 sider til den hastighed hvormed koncentra-
tionen vokser skrives som :

OF, OF,
s dz) — 4dydz(F, + a—xdm)

(4) ddyd=(F, +

(5a) 4dydz(F; —
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0z

Bidragene fra de gvrige sider kan pa tilsvarende vis beregnes til at vaere

F:
(5b) : —8dzdyd:z %—yy
for siderne ABB; A, og DCC, Dy, og
(5¢) —8drdyd:z Oan,

for siderne. —.AfoDl A, og BCC,1B,

Summerer vi nu bidragene fra de 6 sider fas at den hastighed hvormed
meengden af diffusionsubstansen vokser i M kan skrives som :

i

oF,  OF,  0f. >

+ =L+

(6) —dedydz( 5t ot B

Dette udtryk angiver, hvor stor en mamngde af det diffunderende stof,
der netto bliver tilfgrt kassen M pr. tidsenhed, og det kan saledes
ogsd beregnes som @ndringen i koncentration pr. tidsenhed ganget med -
volumenet af kassen. Da volumenet er 8dzdydz bliver udtrykket :

9c(z,y,2,1)

(7) 8dzdydz - >

Ved at sammenholde 6) og 7) fir man sa :

dc(z,y,z,t) OF, OF, &F,
o(2y,2,t)  OF, | OF, |

(8) ot Oz Jy 9z 0

Fral) harviat F = ——Dé—%ﬁﬁ_{—), og far heraf at :

OF, _ 08 Oc(z,y, z,t)
(%a) 0r Oz (—D Oz )

oF, 0 dc(z,y,2,t)
(3) oy Oy (_D By

OF, 0 ( . dc(z,y,z 1)
(%) dz 0z (_D 0z )
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Hvilket sammenholdt med (8) giver den grundlaeggende diffusionsligning.

3C($,ya2,t) _ _a_ ( ac(x,y,z,t)
(10) o ~a\P’T &
0 [ 0c(z,y,2,1)
* 5y (D Oy )
d Oc(z,y, z,t)
+ % (D 0z )
Hvis D er konstant reduceres dette til
Oc(z,y,2,t) _
(112) — =
Pc(z,y,2,t)  8%*c(z,y,2,t) 62c(a:,y,z,t)
b ( Oz? + Iy? + 022 )
eller
(11b) G = DAc(z,y, z,t)
Ox
hvor
? o* 0?
A=t apton

Hvis koncentrationen kun afhanger af z (det endimensionelle tilfeelde)
far man :

Oc(z,t) Da%(x, t)
at Ox?

Skifter man nu til kuglekoordinater 1 (10)

(12)

z = rsinfcosyp
y = rsindsine

z=r-cosb
fas (efter en lang og lesverlig udregning) :

Oc(r,6.p,t)

ot
1,0 ,0c(r,6,0,t)
(5 (D'r o

1 0 . ,0c(r,8,p,1)
+m30 (Dsme——-———ao )
D 32(:(r,0,<p,t))
sin? @ 0p?

(13)
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Med D konstant fas sa (svarende til 11) :

dc(r,6,p,t)
(14) A
2(_8__ rzac(rvaa(pvt)
r? or or
1 0 (. ,0cr6,¢,t)
m% (Slllo——-—ae )
1 3%(r,0,p,t)
+sin20 0p? )

I det tilfeelde hvor der er tale omn kuglesymmetri afhezenger ¢ kun af r og
t og ( 14 ) reduceres til :

r) D2 (0400}

(15) ot T r2or or

n O¢ 8¢
da 3% og 557 er nul.



3. Opstilling af modellen for kuglesymmetri.

I dette kapitel vil vi beskrive de antagelser og forenklinger, der leder til
* den en-dimensionelle model for diffusion i gjet, og beskrive de opstlllede
hgmnger Fremstillingen her bygger pé (Larsen et al.,1983).

De to vigtigste grundantagelse er for det fgrste at pjet betragtes som o |
kuglesymmetrisk bade hvad angar dets geometri, savel som de fysiske

egenskaber, og for det andet, at man ser bort fra den konvektive trans- -
port,der forgar i gjet. Som en konsekvens af den ovenstaende forenkling, S
bliver savel permeabiliteten P, som diffusionskoefficienten D betragtet =
som konstante. Endvidere betyder kuglesymmetrien, at koncentrationen e
¢ kun afhang af r og t, og ikke af 8 og .

Det at gjet bliver betragtet som kuglesymmetrisk,dvs. den forenkling
at koncentrationen kun antages at afhzenge af afstanden fra centrum af
gjet, har iser betydning for forholdene i og omkring linsen. Der er her
iseer to faktorer, der gor sig gaeldende. For det fgrste ggr linsen, at der er
en kraftig afvigelse fra den kugleymmetriske geometri, og for det andet
er gennemtrengeligheden af barrieren anderledes i disse omrader, idet
linsen sandsynligvis er uigennemtraengelig, mens omradet omkring linsen
forholdsvis let lader sig gennemtraenge. '

De ovenstaende betragtninger fgrer til at man i modellen benytter den
en-dimensionale diffusionsligning i kuglekoordinater :

Oc(rt) _ DO (7‘2 Oc(r, t)

(1)' ot  r20r or ) Osrsa

Hvor » males inde fra gjets centrum, og hvor a er gjets radius.

Kuglesymmetrien, og det faktum at D er konstant, betyder at koncen-
trationen er ens overalt pa en kugleskal med radius r. Hvis vi nu leegger
en aksc i en tilfeeldig retning gennem centrum, og for én.gangs skyld
regner r med fortegn, kan dette formuleres saledes : ' '

c(=n,t) = ¢(r,t)
hvilket nar det differenticres, fgrer til :

_Oc(—r,t) _ Oc(r,t)

Jr or
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For r = 0 far man da :

9e(0,t) (0, )

or ~  Or
og vi ser da at man far falgende betingclse :
' Oc(r,t) -
(2 =0
(2) or .=

Da fluorescein ikke optraeder naturligt i gjet, ma koncentrationen af
flourescein i gjet fgr injektionen, d.v.s. til tiden 0, vaere nul :

(3) e(r,0)=0

De ovenstdende 3 ligninger beskriver forholdende inde i glaslegemet.
For at kompletere modellen bliver man ‘imidlertid ogsa ngdt til at se
pa forholdende ved barrieren, altsd beskrive hvilke ligninger der styrer
fluoresceinens indtreengen i glaslegemet.

Biologisk set er détte en kompliceret sag, men under opstillingen af den
matematiske model, gar man ud fra at der er tale om en ren diffusion-
sprocess, og at fluxen derfor er proprotional med koncentrationsforskellen
over barrieren. Proportionalitetsfaktoren er permeabiliteten P, der som
tidligere naevnt regnes for konstant. Dette giver folgende udtryk :

@ b2 pe(an) - a)

r=a
Her er ¢o(t) koncentrationen af fluorescein i blodet. Denne koncentration
regnes for konstant overalt i blodet til tiden ¢.

Sammenfatteénde har vi altsa de fglgende fire ligninger til at beskrive
problemet i en dimension :

Oc(r,t) D 8 [ ,0c(rt)
(L1) ot r20r (r or ) Osrsa
dc(r, t) _
(L2) |, 0
(L3) c(r, )|y =0 0<r<a
(14) XY = P(e(a) - ale)

Der vil i resten af rapporten blive refereret til disse fire ligninger, der
tilsammen udggr det matematiske grundlag for modellen.




4. Koncentrationsbestemmelse

I dette kapitel vil vi bestemme koncentrationen af fluorescein i gjet ud fra
to metoder. Den fgrste metode benytter laplacetransformation, og den
anden separation af de variable. I slutningen af kapitlet sammenlignes
uddata fra implementeringer af de to metoder.

4.1 BESTEMMELSE V.HJ.A. LAPLACETRANSFORMATION.

Vi vil i dette afsnit benytte laplacetransformation til at bestemme
et udtryk for koncentrationen ¢(r,t), udfra differentialigningssystemet
opstillet i forrige kapitel. ‘

Ved at anvende laplacetransformationen pa vores problem, opnar vi at
fa sendret vores problem, fra at skulle lgse en partiel differentiallign-
ing, til at skulle lgse cn szedvanlig differentialligning med konstante ko-
efficienter. Fremgangsmaden er, at man fgrst laplacetransformerer de
udtryk, der indgar i differentialligningen, lgser problemet i den laplace-
transformerede plan, og dernaest transformerer lgsningen tilbage.

Laplacctransformationen af en funktion f(¢), hvor ¢ er en reel variabel,
er givet ved :

(1) F(s) = LUf() = i ety di

hvor s er en kompleks variabel. f(t) kaldes objektfunktionen, og dens
laplacetransformerede f(s) eller L{f(t)} kaldes billedfunktionen. Det
er dog ikke ngdvendigt at benytte (1) hver gang man vil laplacetrans-
formere et udtryk, da disse transformationer er tabellerede, se f.eks.

(Spiegel,1968).

For at den laplacetransformerede af en funktion eksisterer, kraeves det
at lapaceintegralet (2) for denne funktion eksisterer.

@ [ e s

En klasse af funktioner, der opfylder dette krav, er de eksponentielt
begreensede funktioner. En funktion f(t) siges at veere eksponentielt
begraenset hvis :
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1. f er defineret og stykkevis glat for ¢ > 0.

2. Der eksisterer reelle konstanter k,c sa |f(t)] < ke for t > 0.

Er fen eksponeﬁtielt begraenset funktion eksisterer L{f(¢)} i halvplanen
Re s > c.

Vi vender os nu mod vores problem.

For at de Laplacetransformationer vi foretager i det fglgende har nogen
mening, ma vi forlange, at den funktion ¢(r,t), der beskriver koncentra-
tionen af fluorescein inde i gjet er eksponentielt bégreenset. Vi kan ikke
eksplicit ggre rede for at ¢(r,t) er eksponentielt begraenset, da vi éndnu
ikke har et funktionsudtryk for ¢(r,t), men man kan overbevise sig om,
at ¢(r,t) ma vere ekponentielt begranset ved fglgende overvejelser.

Ved forsggets begyndelse injiceres en endelig mzengde af fluorescien i
blodbanen, som derefter udvaskes 1 den menneskelige organisme. co(t)
er derfor en ikke voksende funktion. og ma sa vere eksponentielt be-
grenset. I starten er koncentrationen inde i gjet mindre end koncentra-
tionen udenfor ¢(r,t) < co(t). I dette tidsrum diffunderer der stof ind i
gjet, og ¢(r,t) er voksende, omend mindre end co(t). Nar koncentratio-
nen inde i gjet bliver stgrre end udenfor, vil der begynde at diffundere
stof ud af gjet, og ¢(r,t) ma salcdes efterhanden aftage. Man ser saledes
at 1 det tidsrum hvor ¢(r, t) vokser, er den mindre end den eksponentielt
begreensede funktion co(t), og dermed sclv eksponentielt begraenset. For
de senere tidsrum vil ¢(r, t) stort set vacre faldende, og dermed ogsa ek-
sponentielt begrzenset. Sammenlagt mener vi saledes godt at ¢(r,t) kan
betragtes som eksponentielt begraenset.

I det fglgende vil vi fgrst Laplacetransformere de ligninger der danner
vores problem. Dernzest vil vi lgse den fremkomne differentialligning i
den Laplacetransformerede plan, og sa invertere denne lgsning for at fa
en lgsning til de oprindelige ligninger. Som tidligere naevnt er problemet
beskrevet ved de fire ligninger L1 - L4 (jvnf. kapitel 3).

Vi bestemmer fgrst den Laplacetransformerede af hgjresiden i (L1) ved
at benytte differentiationsreglen. Det giver os

L {%;;’tl} = s L {c(r,t)} —c(r,0) = s-é(r,s)
hvor ¢(r,0) = 0 ifglge (L4). Det bemerkes, at den Laplacetrans-

formerede til % eksisterer,da den Laplacetransformerede til ¢(r,t)
eksisterer.
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Laplacctransformerer vi nu ogsa venstresiden i (L1) far vi:

o0

S.::st '[_'—)2. %:(r’- accr“—adt .(;)r(exstrz gﬁcr.t))d,t =

; d éjgo-st 2 OCert d.t* _ ( J-—s{ c(rt)oLt)
= dr oe r 'a‘r,—‘—l ) = _UI'_‘J_'
| =D (z. dccrs))
r* o

Vi tillader os her at ombytte integration og differentiation (ved *) da
operationerne ikke angar den samme variabel (Jensen ,1984). Skiftet
fra blgde d’er til stive d’er sker fordi integralet kun er afheengig af en
variabel, mens ¢(r, t) cr athaengig af to variable. Igvrigt benytter vi stive
d’er for &(r, s) afledede (ved o) skent der egentlig er to variable, men da
vi opfatter s som en parameter, udskiftes de blgde d’er til fordel for de
stive d’er.

Ovenstacnde resultat giver os sammen med det foregaende resultat at

(3) %% (#%i)) =5 &(r,s)

Vi har nu opnact den sakaldte Helmholtz ligning. Vi foretager en
omskrivning af (3) for at opna en homogen sadvanlig differentialligning
med konstante koefficienter, da vi herved lettere vil fa den fuldsteendige
lgsning. Vi indfgrer substitutionen (4)

(4) é(r,s) = __y(r,s)

T

Ved at differentierc fas

(5)

indszettes (4) og (5) 1 (3) far vi

D o (rs) ) db(v‘s)) =S Yers)
(r’“(- A

™ dr "
g

D, (- dueres) 4 dowrs) .__d_‘_éf_w) _ g buws)
dv ar art r

Q
v

dz.ﬂth}) =S HU]S}
r

123
=

art
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Vi har nu en szdvanlig homogen linezer differentialligning med konstante
koefficienter hvis lgsning er givet ved

(7) : y(r,s)=clcV’/Dr+CQe"V’/D"

hvor ¢;, ¢; er reelle konstanter, som skal bestemmes-udfra randbetingel-
serne. Randbetingelsen (L2) Laplacetransformeres-og vi har

~st DCcrit) dt = O
‘S,e OF  |r=o

ba(feteomat) =9

(8) 0&7 Cers)

Indszttes (4) i (8) ser man

=0
r=o

—Alrs) o 4 dycrs) = O
2 . r r=p
0 dycs) _
b S~ yens) =0
© =
irIo

For at bestemme denne graensevaerdi for r gaende mod nul anvendes
L’Hospitals regel

d /. d 2
a;-(r Yev, )—j(v,:) : I_cl E(ns) +o|s;€:s) - dadipsl
d 2’|—
o -t

I | dtg (v.s)
T T 2
For at (9) skal veere opfyldt, skal der Jvnf. (6) altsa geelde

(10) Sv(0,5) =0



og man ser af (7) at ¢; = c2. Anvendes dette resultat pa (7) har vi

.y(r,s) =¢ e\/.9/I)r ¢ e—\/s/Dr
=¢ ( Vs/Dr _e——\/s/Dr)

=2 inl i
= 2¢; sinh Dr

Indseettes dette i udtykket for substitutionen ses at

2 c; sinh (\/%r)
r

(11) &(r,s) =

For at bestemme ¢, i (11) vender vi os nu mod den anden randbetingelse
(L4). Hvis vi Laplacetransformerer denne randbetingelse ses

b %
fet{catr+ B a—%%ll_ . Jat ’Je“i Cott) dt
© = . I

J

~0
D
Je’st.c(q.t)ovt * P %;( f cr.udt)
g ° ©

Cla,s) + Cris>

r<e

o
0)[@)
T '

= -Cv° (s)

(12) e

Indszettes nu (11) 1 (12) er

26, suh (1E-0) + 2c, D cosh (E-a) & o —suh(\E a)
o 'P o2
0 .
%(s“‘h“%\'“')* a%(cmh(@'a.)-rpf.q, ~ Stnh (ﬁ;'.a,))) = ColS)
¢
Cy = 3 Cols) Q
A e 5“"‘"‘(@'“)("5%) "‘-EF;ZCmH (V%"a,)
PR AN s

SM»\"\( a.)(/p— f"/a_)w"“ codh (f—'a)

Indsattes dette resultat i (11) er
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e - snh(Fr)

13 E(_r's = E'(S\,
(13) ) ° ’X-Su\h((g-a)*ﬁ-cosk(\[ga)

hvor A\ = (;5 — @ Lader vi

(149 Fers) = QXVF - suah (V& 1)
2 . siah (7)) +13cosh (1E )

bliver (13) til
(15) &rys) = &ls) - F(rs)

Vi er nu parate til.at invertere é(r,s) i (15), for at opna et udtryk for
¢(r,t). Hertil benytter vi foldningsreglen som siger at den Laplacetrans-
formerede af foldningsintegralet (16) er lig med produktet af de enkelte
Laplacetransformerede (17).

(16) f*y=/0 (&)t —7)dr

(17) L{f +g} = L{f} - L{g}

Foldningsreglen giver da i vores tilfelde :
¢
(18) c(r,t) = / co{t = 7) F(r,7)dr
0

For at kunne beregne ¢(r,t) udfra (18) skal vi have inverteret _F (r,s).
Denne invertering lettes ved at approximere i udtrykket for F(r,s) i
(15). Derfor undersgger vi F(r, s) for s gaende mod uendelig.Der geelder

at
lim e72V*/P =

§— 00

og for store s far vi derfor

~ T -
FCP|S) = Q‘P/(a (e'r " -e g)-lz:
A (en.v,__ e-qg)f + Vs (€QW+ e ’/D)

T
Y
Flrs) o 0P (gkv{—p'"g)
rfo < Vip

y (arrs) e



(19) Flhs) o ap ( g gl )

X +Vs At VS

saettes nu
& _a-r k _(a+r)
1 = \/B 2 = \/B

kan (19) skrives som

Fhs) o P (e-a,rg - e"zzr‘—)

F(O X+ VE
Lad nu
~ -EIVS— ~~ -—fZJ_YS_
G- e g, ,
,%.’. Y—S—’ 2t G

G1, G2 kan omskrives s3 vi far

~ &, Vg ~&, T
6( = l - _g_.L——— .
s 5«
~ -k, ¥ N
G-‘2 = € - L .
s T +R)

Med disse omskrivninger kan vi bestemme objektfunktionerne til G1 og
G2 vha. en tabel over de Laplacetransformerede :

-kt A(c\t-+2.
s erde (KT + o)
_ helut A(xt -, ) ke
Cat e —ne et )

1-23




hvor

erfe(z) = %/ e~ ds

er den komplementzre fejlfunktion.

Ialt fas
it (At +R))
F ap - ! AVE + R\
) H@( ——=- e evc ( )
Ry /et AGrteee)

Indseettes veerdierne for k1 og k2 i ovenstiende udtryk for F(r,t) far vi
efter omskrivning

(20) 2z 2
~(a-r) - "
a-rl Aot @t /udt (%(ab(o.-r)/ra

N &P - -
Fert)y > '_ro‘( (e

= et

_ eﬁc(At+(¢L+r)/VB e (MQ_'!- Cq+k) >))

Vi har nu opnaet en approximation til #(r,t) nar s er stor og den samlede
lgsning ¢(r, t) kan besternmes vha. ligning (18). Men vi ma forst vurdere,
hvad det betyder for ¢, at s skal veere stor, Til dette formal Taylor
udvikler vi ¢(r,t) omkring ¢t =0 .

Cirit) =CCro) + E.a(‘%_‘ﬁ t + _LB"‘Cc-. L ‘L ..

1 Mg (ne
Gt S| -Jc" Y+ restt
0

M ]
+ dl)
2 2 hvor G = Toceryy
k=0 Rﬁ = H® 4=

Laplacetransformeres ¢(r,t) skrevet som en Taylor udvikling ses at
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Ved at raekkeudvikle den Laplacetransformerede i s™! bestemmes koef-
ficienterne ci . Jo stgrre s er, jo mindre vil s™! veere, og jo hurtigere vil
leddene i summen g& mod nul. Dette betyder at jo mindre s~ er, desto
bedre vil et endeligt antal led fastleegge ¢&(s). De samme koefficienter
ci fastleegger imidlertid ogsa en afsnitssum af funktionens Taylorraekke
it = 0, som pa samme made er en bedre og bedre approximation jo
mindre ¢t er. Den approximative lgsning der er fundet, og som er gyldig
for store s, er saledes kun gyldig for sma ¢.

4.2 BESTEMMELSE VHA. AF SEPARATION AF DE VARIABLE.

I dette afsnit vil vi vise hvorledes man kan finde et udtryk for koncentra-
tionen c(r,t) , ved at lgse det tidligere beskrevne differentialligningssys-
tem ved separation af de variable.

Vi er interesseret i at fa omformet vores problem givet ved ligningerne
(L1) - (L4), til et egenvaerdiproblem og sa rakkeudvikle lgsningen efter
egenfunktionerne. v ' :

Vi gor fprst problemet dimensionslgst ved at indfgre fglgende parametre

(5) z=_
a

a—._-D_

" aP

D

6=a—2

Herved opnar vi at 2 € [0, 1] samt at reducere antallet af parametre i
problemet fra 3 til 2. For at fa randbetingelse (4) til at blive homogen,
indfgrer vi nu funktionen ¢(z,t) givet ved

(6) - P(x,t) = c(azx,t) — co(t)

Dette cr ngdvendigt for senere at fa et egenvaerdiproblem. Derved far vi
7 O Vene) doey . OYun , 9Gu
(M ecan . L Qe Sguor . L300, o)
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Seettes dette ind i ligningerne (1) - (4), sammen med de ovenfor indfgrte
parametre (5) omformes ligningerne til

8 A ¥t l@_ﬁ_o_ I L Ve X -
)éat F T ot jx((xL"‘_‘) o

(9) X =0
(10) $(2.0) = —ca(0)
= 0

O Mrve’
(11) - ’y’(’;‘t)*q sg(y(’(nt/

Xz}

Nu har vi faet homogene randbetingelser, men til gengzeld har vi faet en
inhomogen diffusionsligning (8). Vi vil lgse (8) - (11) ved separation af
de variable. Fgrst betragter vi den til (8) svarende homogene ligning.

r oL Ml
(12).1_%(\,,( W)~ L Pt g

Heri indszettes produktformen (z,t) = X(z) - T(t) = X - T og vi far

(13)~ fTX ¢ L @A T X T)

I X", x"
19 5= (§7 X )

idet vi har divideret igennem med X - T'.

Da venstre side af (14) kun afhaenger af ¢, og da hgjre side kun afhzenger
af z ma begge udtryk veere lig med den samme konstant, f.eks. —w?.

Dette giver nu de separerede ligninger :
(15) X"(z) + %X'(w) +w?X(x)=0o0g T'(t) + 6w?T(t) =0

samt randbetingelserne

(15a) X'0)=0
(15b) X(1) +aX'(1)=0
(150) T(O) = —C()(O)



hvor (15a) og (15b) henholdsvis svarer til randbetingelserne (9) og (11)
og hvor (15¢) svarer til (10). Den separerede ligning i den variable z
(ligningerne (15), (15a), (15b)) danner et egenveardiproblem, et sakaldt
Sturm-Liouville problem.

Ved substitutionen Y =z - X i (15) fas
- (16) Y'+u'Y =0

(16) er en szedvanlig anden ordens differentialligning med lgsninger af
formen Y = A -sinwz + B : coswz. Den fuldstaendige lgsning til (15) er
da

(17) X = —1—(A-sinwx+B-cosw1:)
z

Begyndelsesbetingelsen X'(0) = 0 giver B = 0 . Det skal bemaerkes
at ¢ = 0 er en singularitet sa vecrdien i X'(0) bestemmes som en
greensevacrdi ved hjeelp af L'Hospitals regel.

Da B = 0 bliver egenfunktionerne af formen

Sin W, T

m=12,...,
z

Randbctingelsen (15b) giver ved indszttelse af (18) :
| sinw,, — & Sinw,, + oWy, Cosw,, = 0

Y

(1 - a)sinw,, + aw,y, cosw, =0

U

(1 — a)tanw,, + aw,, =0

U

a
-1

(19) tanw,, = >

w"l

Egenvacrdierne w,, fas da ved lgsning af (19).

Som tidligere skrevet er det nu ideen at lgsningen til (8) - (11) udvikles
ved hjalp af de fundne egenfunktioner med tilhgrende egenveerdier, samt
at det inhomogene led 1 (8) udvikles pa passende vis efter de samme
egenfunktioner. I appendix (V) er vist at betingelserne for at anvende
udviklingssetningen cr opfyldt, og vi har derfor at enhver stykkevis
differentiabel funktion y, der er defineret pa[0,1] pd entydig vis kan
udvikles i en rzekke efter X,,.
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Raekken er

20 T & (Xmaty) o
(20) V=) Rty

hvor ( , ) er det indre produkt pa intervallet [a,b] givet ved

b
(Z,y)=/ Z‘-y d.'L',

hvor z* er den komplekskonjugcerede til 2.

Vi vender nu tilbage til de scparerede ligninger (15). Hvis X,, og
T, tilfredsstiller de separerede ligninger tilfredsstiller produktfunktionen
¥ = Xm - T)n den homogene ligning (12). Vi er imidlertid interesseret
i lgsningen til den inhomogene ligning (8), sa vi bestemmer ikke T, af
(15). Istedet udvikler vi det inhomogene led i1 (8) som fglger :

Vi skriver konstanten 1 som

hvor @; bestemmes ved hjzlp af (20).

‘I
SanWex L2
_ L——-—w % ol

A j'sbnzw-x 2
T‘ x* olx

[}

[w 7‘___&_9(_]!
TwiE Wy
[ . Smlwo(]
2 (o]

‘w

1

Y

o1 L Hsnw ~Ywiceswi
(1) a; = 2wt —w( cwnluw

Det inhomogene led acgft) kan da skrives

L)
(22) é %ctot 1 9¢ Z@_ St X




Vi gnsker dog stadig at have lgsningen til (8) pa produktform :

(23) '([)(:B,t) = ZTI(t)Xw:(z)
i=1

hvor X i(z) = i'—“—;‘—’i Da problemet er selvadjungeret bestemmer vi nu
T; ved at indsatte (22) og (23) i (8), samt ved at benytte den separede
ligning i X(x), der kan skrives som —(z2X'(z)) = w?z?X(z)

(24)?‘5‘2 0% Xt %%%Wﬁgw? w T
Y =y

(=t
og far sa

0 e A
SR CUNT LT e
=1
T;’erne ma da opfylde ligningen

dTi ) = d
25) 200 4+ St T - -q, Kle
( ) d/t 5wt t a—n dt

Som er en inhomogen fgrste ordens differentialligning, hvis lgsning er
givet ved

N .
. =Swlt (3¢, Sut Swi
(26) Titt) =-a; e J%{-e Taz + e&”‘ t T, (e)

[4]
Oprindelig havde vi sat ¥(x,t) = c(axz,t) — ¢o(t). Derfor far vi alt i alt
lgsningen :

(27) e(nt) = 3 Ti(t) Xun(2) + eolt)
=1

til vores oprindelige problem. Her bestemmes T;(t) af (26), og X.i(L)
bestemmes af (18).

Tilbage bliver at bestemme T;(0). Dette ggres saledes :

Da
> sinw; -z
28 z,0)=— = ((0)—————
(28) $(%,0) = —co(0) ,-;T(O) -
og da
- alsmw,— T
z
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o0

(29) —co(0) = g —co(O)d.-Si—n%i
ser man at T;(0) bliver :
(30) Ti(0) = —co(0) - @i *

4.3 SAMMENLIGNING AF KONCENTRATIONSBEREGNINGER.

For at kunne vurdere de to metoder vi har benyttet til at udlede
udtrykkene for koncentrationen i de to foregaende afsnit, har vi im-
plementeret de fremkomne formler for koncentrationen. Vi vil ikke her
naermere beskrive implementationen , men blot henvise til appendix I og
IIT der indeholder dokumentationen for henholdsvis asymptoteprogram-
met (lgsning ved hjelp af Laplacetransformationen) og separationspro-
grammet ( lgsning ved separationen af de variable). Programmerne er
begge istand til at beregne koncentrationen for forskellige tider og radier.

I bilag 2 er gengivet koncentrationsveerdier, beregnet efter de to metoder
for t = 600,1200,---,7200 s, og r = 0.1,0.2,...,1.2 cm. Endvidere har
vi pa baggrund af de beregnede vezerdier, plottet samhgrende vaerdier af
radius og koncentration for en fastholdt tid (bilag 3).

Sammenligner man uddata fra de to programmer ses at der stort set
er god overensstemmelse, omend der dog cr forskelle, isier for sma
tidsveerdier og for veerdier af radiusi 0.1 cm. og 1.2 cm.

Forskelle for sma tider.

For sma tidsveerdier ses separationsprogrammet at give nogle negative
koncentrationsvaerdier, hvorimod asymptoteprogrammet giver sma, men
positive veerdicr.

Disse forskelle skyldes formentlig ungjagtigheder opstaet under bereg-
ningerne, samt de tilnaermelser der er benyttet under udledningen. Ab-
solut set er forskellene dog sa sma, at de ligger langt under ngjagtigheden
pa koncentrationsmalingerne, og de beregnedc vaerdier ma derfor regnes

for nul.




Forskelle inde ved gjets centrum og ude ved randen.

Som navnt i dokumentationen for de to programmer, er ingen af dem,
uden videre istand til at at beregne koncentrationen midt i gjet. Dette
kan vacre en af arsagerne til at der cr en vis forskel pa resultaterne nar
koncentrationen beregnes taet pa gjets centrum (radius = 0.1), men ogsa
her gaclder der, at vierdierne er sa sma, at de ligger under usikkerheden
pa beregningerne og malingerne.

Ser man pa koncentrationsvaerdierne helt ude ved randen, viser der
sig ogsa her en rackke forskelle. Disse forskelle kan skyldes at vi i
asymptoteprogrammet matte foretage en justering af radius, for at fa
beregnet graenseverdien for radius — 1.2 korrekt (se endvidere appendix

).

Pa trods af de ovenstaende forhold ma man sige, at der er en god :
overenssteminelse mecllem de beregnede koncentrationer, men det er
naturligvis ikke muligt, udfra de ovenstaende resultater, at sige , hvilken
metode der er mest rigtig. Imidlertid ma man antage at det faktum,
at uddata stemmmer godt overens ma betyde, at de begge giver en god
beskrivelse af koncentrationen, udfra den opstillede model.

Endvidcre ses det at dc approximationer, der blev udfgrt ved beregningen
af lgsningen ved hjzlp af laplacetransformationen, ikke har veeret af
sadan en karakter, at de har kunnet forstyrret resultaterne vaesentligt.

Vurdering af beregningshastigheden.

I artiklen (Larsen et. al.,, 1983), som beskriver hvorledes problemet
oprindeligt blev lgst, blev lgsningen ved hjelp af separationsmetoden
vurderet som varende for langsom til at beregne koncentrationerne i
praksis, og derfor forkastet. Vi ville gerne have haft tid til neermere
at efterprgve dennec pastand, men har pa grund af tidsngd mattet
undlade at ggre det. En sadan vurdering ville nemlig indebaere, at man
satte sammenlignelige mal for ngjagtigheden af beregningerne op, samt
vurderede den maengde af heregninger, der skulle til for at opna den
valgte ngjagtighed. Ingen af disse to ting forekommer umiddelbart helt
simple.

Det encste man kan sige, udfra vores sparsomme studier af emnet, er at
der ikke umiddelbart ser ud til at vicre nogen klar forskel pa antallet af
led, de to metoder kra:ver for at opna en vis ngjagtighed. Da mangden af
beregninger der skal til for at udregne et led, endvidere er af nogenlunde
samme stgrrelsesorden, og da kompleksiteten af den enkelte beregning
kan variere meget, er det sveert uden en naermere undersggelse, at sige
noget preecist. Det virker imidlertid som om at asymptotelgsningen
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indebarer visse fordele under beregningen. Ikke mindst fordi der ikke
er brug for de store arrays, der i separationsprogrammet benyttes til at
opbevare de faste stgrrelser (7;(0) m.fl.) for ikke at skulle beregne dem
gentagne gange.




5 Bestemmelse af permeabiliteten.

Vi har opstillet en model for diffusion i gjet, vha. af hvilken koncen-
trationen ¢(r,t) kan bestemmes, nar P og D er kendte. I dette kapitel
behandler vi det inverse problem. Dvs. vi sgger istedet at bestemme P
og D udfra opstillede model, nar ¢(r,t) er malt eksperimentelt.

5:1 EN FORMEL TIL BESTEMMELSE AF PERMEABILITETEN.

Vi vil fgrst udlede en simpel formel for P, idet vi tager hensyn til at
koncentrationen af fluorescein kun kan males ud til en vis greense r' (ca.
0.9a, hvor a er gjets radius), fra gjcts centrum. Vi bestemmer i denne
forbindelse et udtryk for maengden af flourescein 1 gjet til tiden ¢, da vi
har en forventning om, at man pa denne made kan opstille en formel for
P.

Volumenet af en kugleskal med tykkelsen dr og radius r er givet ved
4mridr,

og idet dr er infinitisemalt lille, kan koncentrationen i dette omrade
betragtes som konstant, bliver mangden af stof i denne skal sa :

m(r,t) = dnric(r,t) dr.
Mangden af stof i en kugle til tiden ¢, med radius a er derfor
(1) M(r,t) = 47r/ c(r,t)rtdr.
0
Fra tidligere har vi
t
c(r,t) ~ / co(t — 7)F(r,7)dr
0 )

Anvendes dette i forbindelse med (1), og husker vi, at man kun kan
foretage malinger ud til »' fas

r! r' t
47r/ ric(r,t)dr = 47r/ r2/ co(t — 7)F(r,7)dr dr
0 0 0
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eller

(2) /Or ric(r,t)dr = /otco(t -7) /o' r2F(r,7)drdr

Vi har her tilladt os at ombytte integralerne pa hgjresiden. da integra-
tionsgreenserne er kontinuerte funktioner med gvre graense stgrre end
nedre greense i de abne intevaller, og da funktionen under integraltegnet
er kontinuert (Jensen, 1984 ).

. For at udregne det inderste integral, foretager vi en laplacetransforma-

tion, og far

[

' st rl:.
L{ J r"F(r.t)olr} je‘ jr F(rT)drdl
(s o
..l

:erf ST ErT) de -
0

Foow
j F2 E (rs)clr

©

(3)

"

Her er F(r,s) den laplacetransformerede af F(r,7) mht. 7. Denne har
vi tidligere i rapporten udledt til at veere givet ved

o Wy sanee )
A-Swmh(aE ) « 1 cash (2l )

Indseettes dette 1 (3) far vi

g -J;rr-smh(r'-ﬁ;)d* =
Asunh(&fT ) + & cosh(a )

r.‘
w8 [ con ()R s E)]]
2 -Swmh (afg') + s -cosh (a V!B‘)

W (P(F () - § osmh ' E))

(4) A Snh(all ) 415 codh(alg)




Tz

Vi vil nu reducere lidt pa ovenstaende udtryk, og ser i denne sammen-
heeng forst pa leddene :

Asinh (a”%) + /s cosh (a % ,

hvor A er givet ved -\/% + @ og har stgrrelsesordenen 10~3sec=3%. Da

sinhz < coshz Vrz€eR

vil det fgrste led derfor veere mindst 100 gange mindre end det andet
led, blot s > 0.1sek~1. For store s kan vi derfor se bort fra det f led.

Vi ser nu pé det tilbageblevne led
V5 cosh(a /%) - ‘/T‘;(e“\/?+ e=VB)
. Vi vil igen foretage cn lille reduktion. Vi antager at det sidste led kan

slettes, og ser pa hvornar 32ée(“\/§) er 100 gange stgrre end ge("“\/%-)

Y
100 - e=*VE) = leVB)

Y
ln(IOO)—a\/Tza\/_Is;

U

o]l

In (100)
2a

~ 2em™!

i

s~4-10"%sec™!

hvor a = 1.2cm og D = G- 10"%cm?/sek. Dermed har vi, at hvis

s > 4-107°%, er det sidste led 3256(-“\/%-) mindst 100 gange mindre
end det fgrste led.

Omskrives sinh og cosh i telleren i (4) til en sum af eksponential
funktioner, og anvendes det sidste argument for at reducere CVEY +
e=2VB) til eeVD bliver (4) til

YQZ%- (t_,'/g—'__g )e- (Qﬂ"')l/?

< 55 (ry? J @V 1-35
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Vurderer vi indholdet af parantesen for ' ~ 1 (dvs. naesten ude ved
barrieren) og for store s er

/D
" < \/B ~25-10"3cm

Dvs. at vi kan se bort fra ,/g og far

Dette kan vi nu transformere tilbage med hjelp fra fglgende formel

aVs’

Lo (55 -

og far herefter

' ~r!
afr er\‘c_ (4;.70?'7

Dvs. vi har at

I r’*F’(r,‘L’)drﬂ apr! e (T;z-’i)

og (2) bliver sa

r.l

t
ey
Jr“ccm)dy Tap r—'JCo(t-t)ew[»c_ (;’rp? ) dr
[¢) ()
Vi kan nu opstille et udtryk for permeabiliteten P som fglger

v
P a fcﬂ:cv.t)dr
] 1
(5) Q.'PJOCQH’."C)&V‘}‘L :fo'r-z:))d&

Imidlertid er denne formel, som det fremgar ikke eksakt, og vi vil derfor
med udgangspunkt i (5), i naeste afsnit narmere beskrive, hvorledes P
bestemmes i praksis.




5.2 PERMEABILITETSBESTEMMELSE I PRAKSIS.

Udgangspunktet for det konkrete arbejde, hvori modellen indgar, er at
man har en rackke malinger af koncentrationer i blodet ¢o(t), og en rakke
malinger af koncentrationer i gjet ¢, (r,t). Desuden har man formlerne
for beregning af ¢(r,t) (udfra kendt P og D) og af P (udfra kendte
veerdier af ¢(r,t),co(t) og D).

Da disse formler imidlertid ikke er eksakte, og da man ikke kender en
cksakt formel (funktion) for co(t), vil det normalt ikke veere muligt at
bestemme P og D, si c(r,t) og cm(r,t) passer helt overens. Opgaven
bliver derfor at bestemime P og D, sa der bliver bedst mulig overensstem-
melse imellem de beregnede og de malte vaerdier af koncentrationen.

Til lgsningen af det ovenstaende problem benyttes mindste-kvadraters-
metode, og problemet bliver sa at minimere den fglgende sum

N
S = Z(Cm('l‘,',t) - c(r'-,t,P,D))z
i=1 :

Vi ser, at ¢ her opfattes som en funktion, ikke bare af r og ¢, men ogsa
af P og D. Dette skyldes, at det jo geelder om at finde det par (P, D),
hvor funktionen S har sit minimum. "

Nar P og D skal findes, benyttes den tidligere fundne -formel (5) til
bestemmelse af P til at give et udgangspunkt for veerdien af P, og
derefter benyttes Marquardt’s algoritme til at minimere S. Vi vil ikke
her komme nzrmere ind pa Marquardt’s algoritme, men kan henvise
interesserede laesere til (Madsen, 1979), hvor algoritmen er beskrevet.

5.3 ENTYDIGHED AF DEN FUNDNE PERMEABILITET.

Vi vil i dette afsnit kort vise, at den veerdi der kan bestemmes for P,
ved minimering af suuinmen S i foregaende afsnit, er entydig. Problem-
stillingen forenkles lidt ved at antage, at D er kendt.

S er givet ved

N
5= Z(cm(ri,t) - ¢(ri, t, P, D))
=1

For det P, hvor S er mindst, ma der gelde, at den partielle afledede er
nul, dvs.

5 _ % b 4P, D)2 (ri,1, P, D)) = 0
P -‘Z((Cm(rn )—-C(r“ s 47y )gﬁ(rh v 47 ))_
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Idet vi som naevnt forenkler problemstillingen ved at antage, D er
kendt, vil vi bestemme P, ved at benytte en tilneermet udgave af
randbetingelsen

- a - - -
D% = Pla(t) = a1)
som bliver til 5 .
D 5; = Pey(t)

da c(r,t) er veesentlig mindre end co(t) i det tidsinterval vi ser pa.

Vi har tidligere i rapporten opnfwt fglgende udtryk for c(r,t)
{
c(r, t) = / co8t — 1) F(r,7)dT
0

hvor den laplacetransformerede af F(r,t) er givet ved

f/%)sinhr\// (%)

)\sinhav/<g-) +\/scosha\/ (g)

Vi har desuden argumenteret for, at der i udtrykket for F(r,s) kan ses
bort fra A. Ggres dette, vil P kun indga i teelleren i ovenstaende udtryk,
og P kan derfor sattes udenfor integraltegnet i ovenstaende udtryk for
¢(r,t). Pa denne baggrund kan vi sige, at ¢(r,t) er proportional med en
funktion ¢;(r,t), hvor proportionalitetsfaktoren er P, dvs.

F (i) =

c(r,t, P) = Pcy(r,t)
Nar dette og den afledede
indszettes i ;%S; far vi

as

N
—_— = 92 ( m( ,',t)—P 1( .’,t))c (7‘;,t)=0
aP ;C r c{r 1

Vi kan herefter bestemme P ved




p= TN alri, tem(rit)
Zilv=l C](T‘i,t)z

Af dette ser man, at der med forbehold for den foretagne forenkling, der
ligger 1 at regne D som kendt, altid vil findes netop én veerdi for P,
uanset verdierne af c,,(r,t) og ¢o(t).
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6. Vurdering af den kuglesymmetriske model.

I dette kapitel vil vi foretage en vurdering af de af koncentrationsvzerdier
den kuglesymmetriske model giver, i forhold til de eksperimentelle ma-
linger af koncentrationen af fluorescein inde i gjet.

Den opstillede model giver koncentrationsveerdier, der aftager hele vejen
ind til centrum af gjet, hvorimod nogle af de eksperimentelle veerdier
afviger fra dette forlgb.

Rodus (cm) = 1.223
P (cm/sec) =0.82975i€E-06
Dicme e 2/36¢) = 0B90999E-05

7.1€-009 g/mt

Concentration,

Oistance from retino, em

Figur 1. De beregnede koncentrationsveerdier kontra de malte.

Som det ses af figur 1, er det iser forholdene inde ved centrum der
afviger. De eksperimentelle data giver her en graf, der er nedad buet.

Vi vil i det fglgende foretage nogle beregninger, der skal belyse det
ovennaevnte forhold, samt af hensyn til de steder hvor den simple
randbetingelse er benyttet, vurdere om den er rimelig, dvs. om der netto

kan finde en udstrgmning sted.



Forst vil vi vurdere lgsningen til diffusionsligningen i en omegn af
r = 0. Vi vil undersgge om dct er muligt, at lgsningen med en
bestemt kombination af P og D, vil kunne ggre grafen nedad hul i en
omegn af gjets centrum. Til dette formal vil vi bestemme et udtryk for
8%c(r,t)/0r? for r — 0. Hvis ¢(r,t) skal kunne vaere nedad hul, dvs.
have et lokalt maximum, i en omegn af r = 0, skal der geelde at

8%¢c(r, t)
_—67‘2_ <0

1 denne omegn.

Vi betragter den laplacetransformercde diffusionsligning

: 2
(1) : 27—'—2-(1‘,3’) = 55(7‘,5) - ;5(7"3)

Vi bestemmer graenseveerdien for d?é(r, .s)/dr ved at bestemme graen-
seveerdien for hgjresiden 1 (1).

Vi har tidligere i rapporten fundet frem til at lgsningen til (1) har formen

inh -
2) ir,s) = A(s)ﬂ:—‘[”—)
Vi benizerker, at &(r,s) har en singularitet i r = 0. Greanseverdien

for é(r,s) for r — 0 bestemmes vha. reekkeudvikling. Ved at benytte
rekkeudviklingen for sinhz

3 .’115 $7

ho = z
sithz =z + — 3' +——+—7—!+...

ser vi, at
sinh z

— 1 for . — 0,
x

og benyttes dette i kombination med at multiplicere med /5 i teller
og navuer i (2), far vi at

(3) ll_{t(l) ér,s8) = A(s)\/%
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Vi vil nu bestemme %(7', s)lr_.u. Der geelder at

2dc(r s) = %A(s) (T\/%cosh(r\/:%;) - sinh(r\/%_))

Ved at benytte raekkeudviklingen for sinh z og cosh z, hvor sidstnaevnte
raekkeudvikles som

2 4 6

z
cosh’c=1+:; +T—+-éT+
fas 2d
¢
o (rs) =

T o0 /B i/ 00)
—245) (3)" - 1(5)" + 06
(@ =249 (3)" +00

Vi kan nu udtrykke g;%(r,s)' , ved at indseette (3) og (4) i (1), og far
r=0

herved
= S A(s)y/ 5 - SAG) )
.- D D~ 37D

o3 5-35)

d?é
W("J)

3 1l1s
= (A(s) D) 3D
- 1ls

= C(T s)lr—(l 3.D

Ved at transformere tilbage fra laplaceplanen fas

22_2 (1) 1 Jdc
67'2 " r=0 3D at ‘ r=0
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I de tider vi betragter er ‘3—:(1', t)|r= » = 0, da koncentrationen i centrum

af gjet stiger i disse tidsrum, og ialt kan vi derfor konkludere at

' d%c
—_— >
©) et 20

=0

Dette resultat betyder, at inodellen kun kan beskrive situationer hvor
grafen for c(r,t) i = 0 er opad hul, og ikke som nogle af de eksperi-
mentelle veerdier indicerer nedad hul. Hvis der ikke er fejl i de eksper-
imentelle malinger, ma vi pa denne baggrund antage, at modellen ikke
beskriver virkeligheden godt nok, og derfor ma tages op til revision.

Vi vil nu se pa om det er korrekt at benytte den simple randbetingelse
(6), salcdes som det sker enkelte steder i rapporten.

6) UL NG,

r=a

Forskellen pa den simple randbetingclse og den mere korrekte almindeligt
brugte, er at der i den simple, ikke regnes med nogen nettoudstrgmning
fra gjet til de tider vi betragter. Betingelsen for at bruge denne forsim-
pling er at ¢(a,t) < cy(t).

Det er ikke muligt at afleese om denne betingelse er opfyldt udfra de
eksperimentelle data, da koncentrationen kun kan males ud til en vis
afstand fra randen, og vi ma derfor ngjes med at vurdere korrektheden
udfra de beregnede koncentrationsvierdier.

I talszettene fra den asymptotiske lgsning, savel som fra separationslgs-
ningen, fas koncentrationer ved randen pa ca. 2.0 - 107, mens koncen-
trationen i blodbanen ikke kommer under 1.5-107¢ for ¢t < 7200 sec. Der
er saledes mindst en faktor 8 til forskel, og vi mener derfor at saleenge
man holder sig til de sma tider ¢ < 7200 sec, er det i orden at benytte
den simiple randbetingelse.
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7 Den Rotationssymmetriske Model

Vi skal i dette kapitel opstille en differentialligningsmodel, der beskriver
permeabilitets- og diffusionsforholdende i gjet, i en rotationssymmetrisk
geometri. Fgrst vil vi imidlertid beskrive baggrunden for, og geometrien
i denne model.

7.1 BAGGRUND 0G GEOMETRI

Baggrund.

I den model vi tidligere har beskrevet, opfattedes gjet som kuglesym-
metrisk. Det var derfor ikke muligt, indenfor modellens rammer, at
beskrive den deformation af glaslegemet (i forhold til det kuglesym-
metriske) som linsen giver, eller at beskrive dc @ndrede permeabilitets-
forhold, der eksisterer i og omkring linsen. I den rotationssymmetriske
model sgger vi, at indflette disse to forhold i vores model, ved at tillade,
at geometri og permeabilitet varierer i retningen fra for til bag i gjet,
men ikke i et snit vinkelret pa gjets geometriske akse.

Vi gar altsa fra en kuglesymmetrisk til en rotationssymmetrisk model af
gjet. Dermed er ogsa sagt, at vores model ikke tillader en fuldsteendig
fri beskrivelse af forholdende i gjet. Der er specielt de fglgende 2 be-
graensninger : for det forste kan afvigelser fra det rotationssymmetriske i
permeabilitet og geometri, i snittet vinkelret pa gjets akse ikke beskrives,
og for det andet regner vi stadig diffusionskoeflicienten for konstant. Vi
mener imidlertid ikke at der er nogen af de ovennavnte forhold, der
afviger fra vores rotationssymmetriske model i en sadan grad, at det vil
give anledning til fejl af betydning.

Hvad den fgrste indskraenkning angér, mener vi at afvigelserne i gjet fra
det rotationssymmetriske er sa sma og det ekstra arbejde i at udvide
modellen til en tre-dimensionel model af gjet sa stort, at der ikke ville
veere noget rimeligt forhold mecllem gevinsten og besvaeret. Hvad den
anden indskreenkning angar mener vi, at det er korrekt under normale
omstendigheder at betragte diffusionskoefficienten som konstant. Ikke
mindst fordi glaslegemet har en homogen struktur.

Geometri.



GLASLEGEME

Figur 1. @jcts geometri.

Til brug for opstillingen af differentialligningsmodellen, og dens senere
omformning til en integralligning, vil vi nu beskrive den geometri, og de
benavuelser der bruges.

Pa figur 1 kan man se et snit gennem glaslegemet, med de betegnelser
der bruges.

Som man ser bruger vi kuglekoordinater : r er afstanden fra origo O, 6
er vinklen langs aksen, og ¢ er vinklen om aksen.

‘Glaslegemet betegnes i det fglgende med €2, og randen betegnes med 992. .
Et punkt i glaslegemct kaldes @, mens et punkt paA randen bensevnes

S.

Afstanden fra centrum til randen |O S| er nu ikke leengere konstant,
men afhzenger af 6. Denne afstand betegnes a(f). Et punkt S € 99,
kan derfor skrives S(a(8), 8. ¢). Afstanden fra centrum til det bagerste
punkt i gjet |O S(a(7), =, 0)] kaldes ag, mens afstanden langs aksen, fra
centrum til linsen |O S(a(0), 0, 0)| kaldes § ag. Her er é et udtryk for
"sammenpresningen” pa grund af linsen :

_ 105(a(0), 0, 0)|
10 S(a(m), 7, 0)]

Til at beskrive de punkter som ligger pa aksen, benyttes X.

)
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Endelig benytter vi R til at betegne |Q S|, dvs. afstanden fra et punkt

i gjet, til et punkt pa randen, og M til at betegne den udadrettede
normalvektor pa randen 99Q.

7.2 OPSTILLING AF LIGNINGERNE.

Vi vil nu, med udgangspunkt i ligningerne for den kuglesymmetriske
model, opstille det differentialligningssystem, som beskriver den rota-
tionssymmetriske model.

Forst og fremmest har vi stadig diffusionsligningen, omend nu i den mere
generaliserede udgave :

(1) ?_C.((%Q =DVi(Q,t) Qe

Hvor c’s afhzengighed af @, er af @’s koordinater.

Koncentrationen af fluorescein i gjet for injektion, dvs. til tiden t = 0,
er igen nul :

(2) (Q,0)=0 Qe®

Ligningen der beskriver diffusion over en barriere sndres ogsa pa grund
af den nye geometri til det mere generelle :

-0 _ p(g) . (e(@ 1) - calt) Q€0

jvnf. (Crank, 1975, s. 9). Her er 3¢(Q,t)/0n den normalafledede. For de
tider vi betragter, geelder der som flere gange tidligere set ¢(@,t) < co(2),
og vi tillader os derfor at forenkle det ovenstaende til :

3) LR R OB

QEN

Den sidste ligning vi brugte til at beskrive det kuglesymmetriske tilfzelde
med : :
9c(r,t) —0

67' r=0
geelder ikke altid i den ny rotationssyminetriske model, da den symmetri

der 13 bag ligningen, kun er tilstede i nogle fa tilfelde. Et sadant
specialtilfzelde er den kuglesymmetriske model.

Sammenfattende har vi altsa de fglgende 3 ligninger, der beskriver vores
problem :



Ic(@s 1)

(1) : 5 = DV¢(Q,t) Qe

(2) «(Q,00=0 Qe
0c(Q, 1) _ ,

(3) D on ocon = P(6) - co(t)

7.3 OMFORMNING TIL INTEGRALLIGNINGER

Vi viser nu hvorledes (1) - (3) kan omformes til de integralligninger,
udfra lLivilke den videre analyse vil forega.

Fgrst lapla;cetransforxnerer vi (1) - (3). For (1) far vi:
{20} - L@} - 4Q.0) = 5 6@.9)
jvof (2), og id;at integration og differentiationen kan ombyttes :
L{DV2H(Q, 1)} = D/Ooo e""Vzc(Q‘,t)dt = DV2E(Q, s)

Sammenlagt bliver (1) sa til :

s-&Q,s) = DV?Q,s)

Y
(4) (v2-5)&Qs)=0
For (3) finder man :
L{D, 6e(Q,1) } =D,L{ac(Q,s) }
o |oean on  |gean
_ . 84Q.)
n  gean
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og
LLP(9) - co(t)) = P(8) - Lca(t)} = P(8) - &o(s)

og dermed bliver (3) :

(5) p. %)) = P(8) - &(s)

o |gean

Fundamentallgsningen.

En fundamentallgsning for R # 0 til (4), er givet ved det fplgende (jvnf.
(Kanwal,1971)) :

e~ s/DR

E=—r—
©) -
hvor R som fgr neevnt er |@ S| (her behgver S ikke at ligge pa randen).

Grunden til at vi danner en fundamentallgsning afhangig af |@ S|, er at
(6) senere vil indga i et fladeintegral over hele randen.

Vi vil nu vise at (6) vitterligt er en lpsning til (4) for R # 0. Til det
formal veelger vi et midlertidigt koordinatsystem med centrum i @ (dvs.

R=0)

Koordinatskiftet ser i rcktangulere koordinater saledes ud :
'=2+4+a, yY=y+b 2'=z+4+c

og man ser heraf at (4) ikke zendres da :

Oc Oc¢ 0% O

9z 0Oz Oz 9z’

Idet (6) kun afhanger af afstanden R = |@Q S|, har vi med det nye

koordinatsystem, en kuglesyminetrisk lgsning, og (4) kan sa skrives som
' 1 0 (.,04R,s)
R?0R (R TOR (R )
Indsaettes (6) i venstresiden far vi for R# 0 :
AR -TER
_ LD R"-(“F{'Re e ")
= o 5af
L E A
Rz (V;e— ’ ((%_’-R-n)+f%—'e° )
s -BR
:5€
R

3



Vi ser altsa at (6) tilfredsstiller (4).

Nu danner vi integralet (Igen jvnf. (Kanwal,1971)) :
©® 4@ = [ a(s)- Besi)ds
o0
og undersgger om det tilfredsstiller vores differentialligninger (4) og (5),

samt hvilke betingelser der matte veere derfor. .

Forst kigger vi pa om (9) tilfredsstiller (4), safremt @ ikke ligger pa
randen.

Da punkterne Q og S varierer uafhacngigt af hinanden, kan man ombytte
integration og differentiation, og man far :

(v £)| Fs)Eeshds "'jaf”)("zg““')' 5 € (1e)dls

=0

Dernaest ser vi pa om (9) tilfredstiller (4), hvis @ € 02. Fgrst undersgger
vi om (9) overhovedet gelder, nir Q € 8Q. Vi viser dette ved at lade
Q' veere et punkt pa randen, samt ved, rundt om @', at tilfgje randen
en halvkugle 327y med radius ¢ (figur 2). Randen 0Q bestar nu af 09,
og 0N I

Figur 2. Randen om Q'.
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(9) kan sa skrives
5Q') = lim { /a _a(5)- B’ SI) ds+
(10) / 5(5) - E(IQ' §1)dS}
oy

I det sidste led er |Q' S| = €, og overfladearealet af halvkuglen er 2me?.
Da ¢ er infinitesemalt lille, regnes (S) for konstant lig &(Q'), og vi far
sa :

e~ s/ De

/a _5(5)- B(Q'S1)d5 = 5(Q') ——2re? + O(¢)

[

og (10) bliver til :
4Q) =lim{ [ 3(5)- B(Q'sI)ds
e—0 691
+5(Q"eV*/Peare + O(e?)}
= [ a5 E4Q sy as
a0
Vi ser altsa at (9) geelder, og dermed at (4) er opfyldt.

Nu mangler vi kun at se pa om (9) opfylder (5), og beregner

9¢(Q’, s)
On

Q'eanN
ved hjzlp af det samme trick som for :

9¢(Q’, s)
dn

Q€N

0 .. . = ~ S0
salim( [ o(5)-EG@'sas+ | a(5)- Bu@’ s sy

Ny

= lim (S)- a_a.;E“Q' S|)dS + / () - -(%E(lQ’ S|) dS}

€=0"Jsq, YT

I det andet led vil -a%E(IQ’ S|) svare til at differentiere efter Q'S, da der
er tale om en kugleskal, og det bliver sa :

0c(Q',t)
on

= lim{ /a _(s)- %Euq’sws

e—0

Q'edn



€ (_\/’%_) e—\/s/De . c—\/a/De

+5(Q") —— = +2me’} + O(e?)
ay = [ a5) 5B1Q Shds - 2n3(@)

Fra (5) og (11) far man sa :
P®Ya(s) = -D (206 + [ a(5): 5E(@S)as)

Hvis P(8) og éo(s) er kendte, kan 6(Q) findes :

(12 5@ =52 Pe0) + 5 [ 3(5) 5-BQSDas

(12) kaldes en Fredholm integralligning af 2. art.

Eksistens og entydié;hed for en sadan ligning er givet ved nedstaende
seetning, Fredholms setning ( Hansen,1971 ) :

Ved en Fredholm integralligning af 2.art er der folgende muligheder :
Enten har ligningen altid (dvs. for enhver verdi af inhomogeniteten
netop en lpsning, eller den tilsvarende homogene ligning

3@ = [ 3(5) 5-B(Q SDds

har et endeligt antal lineert uafhangige lpsninger yi,y2,---,yp. I det
sidste tilfelde har den adjungerede ligning '

5@ = [ 5(5)" 5oB(1Q' Shas

ogsd p lineert uafhangige lgsninger 21,29, -,2,. Her gelder at huis
(zk, f) # 0 for mindst et k, har ligningen (12) ingen losning, hvor f er
det inhomogene led. Er (z;, f) = 0 for alle k, har ligning (12) uvendelig
mange lgsninger. Hvis yo er en af disse, er den fuldstendige lgsning :

p |
y=10+ ) el
k=1

hvor a. er wilkarlige konstanter. Suppeleres ligningen med bestemmelsen
(2&,y) = 0 for alle k, findes der kun en lgsning.

Det er saledes ligetil at undersege det direkte problem, dvs. at bestemme
&(Q,s) nar P(0) og éo(s) er kendt. idet (S) findes af (12), hvorefter
é(Q, s) kan beregnes af (9). '
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I det rotationssymmetriske tilficlde gaelder, som i det kuglesymmetriske
tilfeelde, at det virkelige problem ikke er at finde &(Q) nar P(8) og &(s)
er kendt, men at bestemme P(f), nar ¢y(s) og éQ) er kendt i en form
af en reekke malinger.

P(6) kunne findes af (12), hvis 6(S) var kendt. Opgaven bliver derfor
forst at bestemme &(S). Dette kan ggres udfra (9). Da é(Q) kun er kendt
langs gjets optiske akse, omskrives (9) til at beskrive netop dette tilfeelde.
Denne (forholdsvis trivielle) omskrivning er gennemgaet i Appendix VI,
og ender op med :

(13) é(z) = /1r G(60)- K(z,6)do

0

hvor

K(z,8) =E (v/+? + a(8)% — 2za(8) cos 9)

(14) | 21ra(6)sin0\/a(0)2 + (%)2

Her er z koordinaten for X pa x-aksen regnet med fortegn.

(13) er en sakaldt Fredholm integralligning af 1. art. En sddan har
desveerre ikke de samme behagelige egenskaber hvad angar eksistens og
entydighed, som en Fredholm integralligning af 2. art.




8 En numerisk metode til analyse af en
Fredholm integralligning af 1.art

I forrige kapitel fik vi opstillet en Fredholm integralligning af 1.art, der
har formen

(1) / K(t,2)f(z)dz = g(t), t € L,z € I,

1,

hvor kernen K(t,2z) og hgjresiden g¢(t) er kendte funktioner og f(z) er
ukendt. Vi er interesserede i at kunne udtale os om lgsningen til denne
ligning, men som vi har skrevet tidligere, har ligningen nogle ubehagelige
egenskaber sasom, at lgsningen maske ikke er entydig, eller maske slet
ikke eksisterer. ’

Vi vil i dette kapitel beskrive en metode vha. hvilken, man kan undersgge
en Fredholm integralligning af 1. art (altsa ogsa vores) analytisk,
bl.a. mht. cksistens og entydighed af en lgsning til ligningen. Denne
metode kaldes SVE (eng. Singular Value Expansion), og bestar i at
raekkeudvikle kernen K(t,2) vha. veerdier kaldet singulzere vzerdier, og
nogle funktioner kaldet hgjre- og venstre- singulaere funktioner.

SVE er dog sjzldent anvendelig i praksis, og man griber derfor ofte til
en numerisk approximation af SVE. Vi skal derfor i dette kapitel ogsa
se narmere pa en sadan approximation. Denne approximation bestar i
forst at transformere det oprindelige problem til et algebraisk problem
vha. en metode kaldet MM (eng. Method of Moments), hvorved man
opnar ct ligningssystem af formen

Z=ba

>

hvor A cr en matrix, og z og b er sgjlevektorer.

Efter anvendelsen af MM, analysercs det algebraiske problem vha. en
metode kaldet SVD (eng. Singular Value Decomposition), hvor matricen
A raekkeudvikles vha. af nogle veerdier kaldet de singuleere veerdier, og
nogle vektorer kaldet hgjre- og venstre- singulere vektorer. Der vil s
veere en sammenhang mellem de singuleere veerdier fra henholdvis SVE
og SVD, og mellem de singulere funktioner fra SVE og de singulere
vektorer fra SVD.-
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Fremstillingen af SVE, MM og SVD i dette kapitel bygger pa (Hansen,

E 1987). Det skal neevnes, at vi i vores fremstilling kun har medtaget

de ting, der er ngdvendige for at kunne forsta vores resultater. Der
er saledes ikke tale om nogen fuldsta:ndig beskrivelse af ovennavnte
metoder. Hvis leeseren gnsker en sadan fremstilling, kan vi henvise til
ovennavnte reference, samt til (Baker, 1977). (Stoer og Bulirsch, 1980)
og (Dongarra et al., 1979), hvor SVD er narinere beskrevet.

8.1 REKKEUDVIKLING AF KERNEN EFTER DE
SINGULERE VERDIER (SVE)

En SVE af en kerne K(t,z) er givet ved

(2) K(t,z) =) mui(t)i(z),t€ Iz € L,

i=1

hvor p;’erne kaldes de singulwcre veerdier, og u;(t)’erne og v;(z)’erne
kaldes henholdvis venste og hgjre singulere funktioner. Det skal be-
meerkes, at ovennzevnte notation afviger fra den gaengse skrivemade, hvor
der pa p;’s plads plejer at std u;!. Ovensticnde notation stammer fra
(Hansen, 1987), og er benyttet for at fa sammenhaengen mellem SVE og
SVD til at treede tydeligere frem.

Kvadratisk integrabel.

Nu er det imidlertid ikke alle kerner, der har en SVE. For at kunne
karakterisere en maengde af kerner, som har en SVE, indfgrer vi begrebet
kvadratisk integrabel. En kernc siges at veere kvadratisk integrabel, hvis
normen af K givet ved

[|I{||=\/ / / K (2, 2)|2dedt.
I, I;

eksisterer, og K tilfredsstiller

| K(t,2) |? dt < oo, / | K(t,2) |>dz < o
I, I,

Vi kan nu karakterisere den ovennszevinte maengde, idet der geelder, at
hvis en kerne er kvadratisk intcgrabel, sa har den en SVE.



Egenskaber ved de singulare vardier og de singulzre funk-
tioner. '

Der kan haftes en riekke egenskaber pa de singulzre veerdier og funk-
tioner, og vi vil angive nogle af de vigtigste her

a) p;’crne er ikke negative veerdier, og u;’er forskellig fra nul, kan altid
ordnes 1 ikke stigende rekkefglge.

b) Venstre og hgjre singuleer funktioner er ortonormale dvs.

(ui(t),u;(t)) = éij
(vi(2),vj(2)) = &;

t,j=1,2,...,n, hvor §;; =1, nari = j og 6;; =0, nar 7 # j.
[(,)er det indre produkt, og er defineret narinere senere i dette kapitel]
Endvidere er begge mengder {ui(t)} og {vi(z)} fuldsteendige.
¢) De singulare vaerdier og funktioner er relateret ved ligningerne

/ K(t, 2Joi( 2)dz = pius(t)

I,

/ K(t, z)ui(t)dt = pivi(2)

t

i=1,2...

(ovenstaende eftervises ved indsaettelse af (2) pa venstresiderne)

d) De Singulere vardier ji; cr entydige, og de singulare funktioner
svarende til forskellige singuleere veardier er entydige pa naer multip-
likation med en kompleks konstant ¢; af laeengden 1, dvs. {u;,v;} kan
erstattes med {ciu;, c;v;} (at leengden af ¢; netop skal veere 1 skyldes, at
de singulaere funktioner er normale).
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Eksistens og entydighed af lgsningen til (1).

Med SVE ved handen, kan vi nu undersgge eksistens og entydighed af
lgsningen f til (1). Der Gaelder, at hvis (1) har en kvadratisk integrabel
lgsning f, sa kan denne lgsning formelt fremstilles ved.

3) £z) = Y €wila), bvor & = (vi, f)

At f skal veere kvadratisk integrabel indeberer, at fglgende skal geelde

A7 =" & IP< o0
1=1

Her er || f|| normen af f, defineret ved

Il = V(S )

hvor (f, f) er det indre produkt defineret ved

= z dz.

(h)= [ sro2)is

Tilsvarende kan hgjresiden i (1) udvikles som

(4) g(t) = Y Bii(t), hvor B; = (ui,g)
=1

Anvendes nu (1), (3) og (4) samt egenskaberne ved de singulare veerdier
og funktioner far vi



| K211 = gt
)
/1 K(t,z) Z(g,?v.-(z))dz = Z Biui(t)
)
S [ Kt ule)ds =3 pruitt)
=1 I i=1
|
Y Gipani(t) =) Biui(t)
i=1 t=1 .

)
(5) : Bi = piki, 1 =1,2,...

Den sidste biimplikation geelder fordi u;(t)’erne er linesert uafheengige.

Hvis lpsningen f eksisterer, ma (3) og (5) tilfredsstilles. Af (5) ser vi, at
hvis et p; er nul skal det tilsvarende §; veere nul. fB;’erne beregnes ved

Bi = (u,-,g)

Dette betyder, at eksistensen af en lgsning f er betinget af, at hgjresiden
g har den egenskab, at

Bi = (uiyg) = 0 for alle p; =0

Denne betingelse pa g kaldes for Picards fgrste betingelse. Hvis Picards
forste betingelse er opfyldt kan f udtrykkes ved (3), hvor

B for p; #0

ni?

(6) &
vilkarlig, for u; =0

Forudsat at f cr kvadatisk integrabel, har vi saledes angivet en gyldig
Igsning til (1) ved f. Imidlertid medférer kravet om, at f skal veere
kvadratisk integrabel, at der kommer endnu en betingelse pd g, nemlig
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Z |€tIQ Z(lﬂl Z( “tag)|)2

wi#0 1#i#0 i Hi#0

idet der skal geelde, at

1P =(F. ) =Y Il < oo

i=1

Dette betyder, at for at en kvadratisk integrabel lgsning skal eksistere,
skal B;-koefficienterne betragtet som absolutte veerdier, aftage hurtigere
end de singulzere veerdier y;’erne. Denne betingelse pa ¢ kaldes for
Picards anden betingelse. Af (6) ses det, at f fremstilles entydig, hvis
og kun hvis alle de singuleere veerdier u; er forskellige fra 0, for ellers
kan nogle af ¢;’erne veelges vilkarligt. Man kan dog definere en entydig
lgsning, ved at sette de vilkarlige komponenter §; i (6) til 0.

Det kan vises, at reekken af y;'er, har nul som dens eneste mulige greanse,
nar ¢ — oo (dvs. p; — 0 for i — 00). Da y; — 0 for i — oo, kan vi pa
baggrund af (5) udlede, at 3;’erne ma aftage hurtigere end £;’erne.

8.2 MOMENT METODEN (MM) 0G DEKOMPOSITION EFTER
DE SINGULAERE VERDIER (SVD)

Med SVE-analysen beskrevet i foregacnde afsnit, har vi nu et apparat
til at analysere integralligningen (1). Imidlertid er metoden som regel
umulig at udfgre i praksis, fordi SVE sjzldent kan bestemmes analytisk.

Istedet for en analytisk bestemmelse, kan man benytte en approximation
til SVE, der beregnes numerisk. Dette kan f.eks. ggres ved forst at
omdanne problemet beskrevet ved (1) til et algebraisk problem

b,

g:

>

vha. ”Moment metoden” (MM), og derefter bestemme SVD af A.

Derefter benyttes det, at der er en ngje korrenspondance mellem nogle
parametre i SVE og SVD. Vi vil i dette afsnit beskrive MM, SVD samt
sammenhangen mellem SVE og SVD.

Moment metoden.



Lad {u1,...,%¥n} og {¢1,...,8a} veere ortonormale funktioner i hen-
holdsvis intervallet I; og I.. MM bestar sa i at omdanne (1) til et alge-
braisk system

>

N
I
o

hvor A € R™™" og

(7) (l,'j=/1 /Itj);(t)li'(t,z)qﬁj(z)dzdt,
(85 bi = /1 Yilt)g(t)dt

Singulaer Veerdi Dekomposition.

Vi vender os nu mod SVD. SVD er defineret for rektangulare komplekse
matricer, men vi begreenser os her til at omtale SVD af kvadratiske reelle
matricer, da dct er tilstraekkeligt 1 denne sammenhzeng. /

SVD af en kvadratisk matrix A € R™*" er defineret ved

(9) A=USV'=) oy,

hvor

= ecn n X n matrix € R™*", med (0y,02,...,0,)

Hta

i diagonalen og nuller pa resten af pladserne i matricen.

...u,] € R™*"
2...Va] € R™™"

i< lic
I

= |=
I 1§

¥T betyder V-matricen transponcret og vI betyder v,-sgjlen trans- .
poneret.
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U og V er uniteere. Dette betyder i vores tilfzelde, hvor U og V kun
indeholder reelle veerdier, at gT = g_l og lT = x_]

Skalarerne (¢y,02,...,0,) er ikke negative vardier, ordnet i ikke sti-
gende rzkkefplge, og kaldes de singulezere veerdier til A. Antallet af
singulzere veerdier forskellig fra nul, er lig med rangen af matricen A.
u;,Uy,...,U, OF V;,V,,...,V, kaldes henholdvis venstre- og hgjre sin-
guleere vektorer til A.

De singuleere vaerdier og vektorer i forbindelse med SVD har nogle
egenskaber, der svarer til de egenskaber, som vi fremhzeevede i forbindelse
med de singuleere veerdier og funktioner ved SVE. Disse egenskaber vil
vi i det fglgende angive, idet vi dog farst opskriver det relevante indre
produkt, nemlig det szedvanlige Euklidske produkt

(x,y)=xTy

Egenskaber ved de singulare vaerdier og vektorer.

De vigtigeste egenskaber ved de singulzﬁre vaerdier og vektorer, er spredt
ud over fire punkter, der svarer til de punkter, som blev opstillet i
forbindelse med egenskaberne ved de singuliere veerdier og funktioner

1 forbindelse med SVE.

a) Det er allerede poienteret, at o;’erne er ikke negative veerdier, og at
(¢1,02,...,05) er ordnet i ikke stigende rakkefglge.

b) Venste og hgjre singulere vcktorer cr ortonormale, dvs.

V]V

ViV =0;j

t,7 =1,2,...,n, hvor §;; =1, nar ¢ =j og §;; =0, nar ¢ # j.

¢) De singuleere vardier og funktioner er relateret ved ligningerne



1=1,2,...,n

(ovenstaende eftervises ved at indsatte (9) pa venstresiderne),

i‘i) De singuleereveerdier o; er entydige, og de singuleere vektorer svarende

“24il forskellige singulare veerdier, er entydige pa ner multiplikation med

“en kompleks konstant af lengden 1, dvs. {u;,v;} kan erstattes med
{ciu;, civy}

S

Vi ven;igga‘gs nu mod sammenhengen mellem SVE og SVD.

§

: Vo
p it

8.3 SAMMENHZENGEN MELLEM SVE oG SVD

Vi lader SVD af matricen A veere givet ved (9), og definerer funktionerne
u’; og v} ved

u;» = Z u,-jz,/),'(t)
i=]

v; = Z vi;0i(t),
: =1

hvor j =1,2,...,n og u;; og v;; er elementer i henholdvis U og V
J ’ s J g Vij = g._

Forbindelsen mellem SVD af A og SVE af K, er da givet ved fglgende
seetning (Hansen, 1987)

SETNING. Hvis kernen K cr kvadratisk integrabel og basisfunktionerne
{¥1,..-,%¥n} 08 {bi,...,én} er ortonormale i henholdsvis intervallet I
og I,, sa vil de singulaere vardier agn), hvor n er antallet af basisfunk-
tioner ,bliver bedre og bedre approximationer til den sande singuleere
veerdi p, nar n vokscr:

”1('n) < U:('n+]) < i, 1= 17"""

Endvidere er funktionerne u; og v} ortonormale, og for enhver forskellig
singulier veerdi p;, konvergerer de mod de tilsvarende singuleere funk-
tioner, nar n — oo.
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8.4 ANALYSE AF INTEGRALLIGNINGEN (1)
VHA. DEN APPROXIMEREDE SVE

Efter beregningen af den approximerede SVE, kan man analysere inte-
gralligningen (1). Det kan ggres i 4-trin -

Trin 1: Beregn approximationer til {8;} og {&:} ved

hvor u; er den i’te sgjle i matricen U, og r er rangen af A (o; = 0 for
i=r+1,...,n)

Trin 2: Undersgg om Picard’s 1.betingelse er opfyldt, dvs. S:- koefficien-
terne svarende til o; ~ 0, skal veere tilstrackkelig sma.

Trin 3: Undersgg om Picards 2.betingelse er opfyldt. Det er ofte nok
blot at betragte stgrrelsen af €], nar ¢ vokser. En alternativ metode er
at kontrollere om Si givet ved

2

ﬁl

Z |&i? =

konvergerer for voksende veerdier af k. Hvis S* ikke konvergerer, tyder
det pa at Picard’s 2.betingelse ikke er opfyldt.

Trin 4: Hvis Picard’s betingelser er opfyldt, beregnes den approx-
imerende lgsning f' ved

fl(z) =) &vi(2)

i=1



9. Numerisk analyse af den opstillede
Fredholm integralligning af 1. art

7

ade A %

I dette kapitel vil vi undersgge den i kapitel 8 opstillede integralligning,
vha. af de numeriske metoder, der cr beskrevet i foregaende kapitel.

b R
0.1 UDLEDNING AF DE NODVENDIGE FORMLER

Integralligningen er givet ved

(1a) o) = / " 5(8)K (=, 6)d8,

x € [—ap.apd) =1, 6€[0,7] =1y
hvor
(1b) R(z,8) =E(\/z2 + «(6)2 — 2za(8) cos 6) x

2
2ma(8) sin ()\/a(@)2 + (di—(:)>

idet vi benytter de samme hetegnelser som i kapitel 8.

Det praccise udtryk for a(f), dvs. afstanden fra gjets centrum udtil
linsen, har vi udledt som fglger. Glaslegemet begynder at krumme indad
ved ca. 60 grader, dog meget langsomt i starten. Det funktionsudtryk vi
spger at bestemme, skal da opfylde at a(§) = ao. For § = 0 er afstanden
til linsen (jvn. kapitel 7) sat til «yd, sa en anden betingelse der skal
inkluderes i vores udledning er, at a(0) = agb. Vi sgger en peen glat
funktion for a(8), og veelger et udtryk af formen

a(0) = acos 38 + S

Ved at indsaette de ovenstacnde betingelser pa a(8), kan o og 3 bestem-
mes
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a(0) =adb=a+f
a(%)=a0=—a+ﬂ

g

pon(2)
(51
“—“0(7)

Det samlede udtryk for a(8) bliver da

6—1 d+1

a(9) = ap cos 360 +

ap

Sammenfattende kan a(@) skrives som

ao, for 3 <0<

a(8) =
6) {%aocos30+%ﬂao, for0<6< 3

Fg¢r vi anvender ovennacvnte metoder, skal vi sikre os, at kernen er
kvadratisk integrabel. Det ggr vi ved at overbevise os om at kernen
er begaznset, sa vil den nemlig ogsa veere kvadratisk integrabel. Nar
man ser pa de funktionsudtryk, der indgar i kernen er det klart, at der
kun kan opst3. problemer, nir argumentet til E nermer sig nul. Senere
i kapitlet vil vi vise, at kernen har en grenscveerdi, nar argumentet til
E gr mod nul. Kernen er saledes begreanset, og derfor ogsa kvadratisk
integrabel.

Valg af basisfunktioner.

For at kunne transformere vorcs integralligning til et algebraisk system
vha. Method of Moments, skal vi have nogle basisfunktioner. Vi har
valgt et simpelt sat af basisfunktioner ¥;(z) og ¢:(6) , som vi har faet
fra (Hansen, 1987).

Vi' inddelgr hvert af intervallerne I; og Iy i n lige store delintervaller
I og I((,') med henholdvis samme lacngde h; og hg. De ortonomale
basisfunktioner valges sa som



. re ¥
(2) Yi(z) = i=1,2,...,n
0, ellers

>
8|
[N

R

hy?, 6eld)
(3) - 9i(8) = i=12,...,n

0, ellers

Yi(z) og ¢i(0) er trappefunktioner, og det giver os stykkevis konstante
approximationer til de singulaere funktioner.

Med disse basisfunktioner bliver (7) og (8) i kapitel (8) til de simple
udtryk

11 , L
(4) ajj = \/iz—xm/zy‘>/1§f>h(l’0)d0dx’ ,7=12,...,n

(5) b =

\/lh_/l('_)g(:c)da:, i=1,2,...,n

Vi vil i de 2 neeste afsnit beskrive beregningen af a;; og b; i forbindelse
med vores konkrete problem.

Beregning af a;;.

Beregningen af dobbeltintegralet 1 (4) foretages numerisk. Det ggres
vha. Simpsons metode udvidet til 2 dimensioner, der er beskrevet i
(Abramovitz og Stegun).

Der er imidlertid et problem i denne udregning, da funktionen E(R)
givet ved

1-65



1-66

Figur 1

indgar i K(z,0), og denne funktion har en singularitet i punktet R =
0. R bliver lig med nul i punkternc (z,6) = (—ao,7) og (z,0) =
(8ag,0) (se figur 1). Vi har derfor lavet et selvsteendigt estimat for
dobbeltintegralet i (4) i en omegn af de ovennaevnte punkter, og opnar
herved approximerede verdier for K(2,6) i de 2 "kriminelle” punkter.
Vi vil gennemga denne estimering i omegnen af punktet (z,6) = (—ao, 7)

Integrerer vi over en omegn af ovennavnte punkt, og ses der bort fra

—\7——%—- og —\/l—ro, bliver (4) med (1b) indsat til

—ag+aag T —\/%—_R 2
(6) I=/ / ¢ 7 x27ra,(9)sin€\/a(0)2+ (%9) dfdz

Vi indfgrer substitutionerne ; =7 -6, og z, =1+ ;’; For 6 teet pa =

kan vi desuden approximerer d';(:) med 0, og sin(r —0) ~ 7 —0 = 6,.

Med ovenstaende approximationer og substitutioner bliver (6) til

o 0 —\/-g
I~ / / -"'——1-2-—5 x 2a36,d6, dz,
0 o



a ra e—\/—-é-_R s
I l"/ / —R— X 27ra001d91dx1
0 0

For sma 6, kan vi lave en tilnzermelse pa R

R~ \/(ao +2)? + ad(m — 0)?
= \/(aoccl )2 + a2(m — 6)?

2 2
= Go\/ Ty +01,

idet vi har anvendt pythagoras seetning (se figur 2).

Figur 2
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Vi bemeerker yderligere, at der for sma R gaelder, at
e_\/ﬁ_R ~1,

og far herefter ialt, at

d01 dl‘l

Iwzfn-aa/a/a—ﬁ_—
0 o Jo aoy/z?+ 6?2
3

I_~27ra2/ [\/m2+02] dx
0 ) 1 1 o 1

I:Zwaz/ (\/z2+a2—m ) dz
0 A 1 1 1

Indfgres nu substitutionen y = & opnér vi

1
I:Qnagaz/ (\/1+y2—y) dy
Jo

Veardien af ovenstaende integral kan f.eks. findes ved at sla op i en
stamfunktionstabel, og vi far herefter at

I ~ raka? (\/5— 1+In(1+ \/5))

Arealet af det omrade, der intcgreres over er aay - @ = a’aq, og K(z,6)
kan derfor approximeres med

alag

dvs. at
K(—ag,m) =~ mag (\/5 —~14+In(1+ \/i))

Udfgres tilsvarende regning for punktet (z,8) = (aq,0) far vi,



K(8ay,0) ~ magé (\/é —1+ln(1+ \/5))

Beregning af b;.

I dettc afsnit vil vi beskrive, hvorledes den hgjreside der benyttes i
forbintlelse med vores problem bestemmes.

H¢jresiden’:{til integralligningen er (jvf. kapitel 7) é(z), og nar den kendes
kan b; beregnes som

1

b; = \//I_;/; c(x)dz, 1 =1,2---

For at analysen af integralligningen skal have nogen mening, ma vi sgge
at bestemme en fysisk set realistisk hgjreside. En typisk koncentra-
tionsprofil for fluoresceinen i gjet er vist i (figur 3). Profilen i (figur 3)
afviger kun fra de koncentrationsprofiler den kuglesymmetriske model
giver, ved at den far sit lokale mininum tidligere, dvs. fer kurven nar
centrum. En realistisk profil kan derfor konstrueres ved at ”sammen-
presse ” en kuglesymmetrisk profil hen mod glaslegemets bagende.

Figur 3. Figuren viser en typisk koncentrationsprofil for fluorescein i gjet.
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Vi skaffer os saledes en hgjreside &(z) ved at tage formlen for ¢(r, s) fra
kapitel 4, og foretage et passende koordinatskift. I praksis foretager vi
dog ikke koordinatskiftet ved at presse funktionen sammen, men ved at
gore det "modsatte”, nemlig at strackke x-aksen ud. Det punkt som vi
vil .finde koncentrationen for, fpres over i et nyt punkt z’, beliggende
leengere vaek fra gjets bagende, og man afleeser sa koncentrationen for
dette punkt, pa den kuglesymmetriske koncentrationsprofil (se figur 4).

e(r,f y
y. ]

Koordinatskiftet kommer sa til at se saledes ud

g’ = (~ao) = v(z — (—ao))
g
z' + ag = y(z + ap)
g
(7) a' = v(z + ag) — ao,

hvor v er ’strackningsfaktoren’.

Vi har vurderet, at man opnar cn rimelig kurve hvis agé fgres over 1
ﬂ%"—‘iﬂ, dvs. midtpunktet mellem linsens bagkant, og punktet z = ay.

Nu kan v heregnes idet @ = ayb og z' = ﬂ%ti‘ﬂ




1446

> + ap = ¥(aed + ao)

|
3456
(8) 7= 311 0)

Qp

b; kan nu bestemmes som

1

Vhe Ji

(9) b; = co(s)F (2, s) dz,

med udtrykket for &(s)o indsat.

For store s bliver (9) til

b = 1 aop Eo(s) 6(11—“)\/§_e—(1'+a)\[%— dz
= TR VD A+ i 7

3
da

ool
antal intervaller? og T bestcmmes af (7)

hvor I, =

Integralet beregnes numerisk vha. simpsons metode, og den laplace- .
transformerede af co(t) bestemmes ud fra den i appendix I tilnzrmede
funktion

bat bat
coft) = ae®? + azeb?t + azedt,

dvs. ¢y(s) er givet ved

. oo az as
co(8) = s— b, +5._b2 +.~;—b;;

Inddata og uddata i forbindelse med program til analyse af
integralligningen.

I dette afsnit vil vi kort beskrive arbejdsgangen i det program vi har
lavet for at kunne analyscre vores integralligning. Den overordnede
ide med programmet er, at benytte de numeriske metoder beskrevet i
kapitel 8, til at vurdere om den opstillede integralligning har en lgsning.
Programudskriften kan ses 1 bilag -8, bortset fra den benyttede Linpack
rutine, som er beskrcvet i (Dongarra et al. 1979).
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Inddata til programmet er den Laplacetransformerede tid s, og det antal
intervaller for hvilke beregningerne skal udfgres. Givet disse inddata
beregner programmet fgrst matricen A og sgjlevektoren b. Naeste trin
er s& udfra A at beregne de singuleere veerdier o; , samt matricerne U
og ¥ Denne beregning foregar i den ovennzevnte Linpack-rutine.

Nu kan ] og &; veerdicrne beregnes, og fglgende parametre udskrives fra
programmet

b, o B &

Vurdering af stgrrelsen af s.

Vi vil nu vurdere hvilke s veerdier, der med rimelighed kan benyttes
som inddata til programmet. Grunden til at ikke alle s veerdier vil
producere korrekte uddata, ses for det fgrste af, at vi i udledningen
af integralligningen har gjort antagelser, der kun er gyldige for visse s
vaerdier, og for det andet at udtrykket e~V*/PR Jet kan blive mindre end
maskinngjagtigheden. Hvad dct sidste angar gaelder, at hvis udtrykket
bliver mindre end den mindste positive real*8 (Double), settes vaerdien
automatisk til nul. For mange af veerdierne vil dette ikke blot betyde

en nedrunding, men en alvorlig afskeering af funktionen. Vi skal altsa

vurdere hvornar e~V*/PR bliver mindre end 10~3% (det mindste tal,
der kan reprzesenteres med real*8 som datatype). For D = 6 -107°% og

R =1.2 far man
VR < 107

o D (304111(10)>2

1.2
$§>6-0.34=204

Programmet vil altsa begynde at skeere af, hvis s bliver stgrre end ca.
2.04, og s ma derfor ikke veere meget stgrre end denne vaerdi af hensyn
til ngjagtighederne pa beregningerne.

9.2 FREMGANGSMADEN VED VURDFERING AF UDDATA

I dette afsnit vil vi beskrive den fremgangsmade vi benytter, nar uddata
fra en programkgrsel vurderes. Formalet med at vurdere uddata, er at
afggre om der findes en kvadratisk integrabel lgsning til integralligningen.
med den konstruerede hgjreside indsat. Som naevnt i kapitel 8 er der tre
betingelser der skal veere opfyldt, for at en sadan lgsning eksisterer. En
undersggelse af uddata kan derfor forega i de fglgende tre trin :
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Trin 1.

Trin 2.

Trin 3.

Trin 1.

Forst undersgges om o'™”

n, dvs :

erne konvergerer for fastholdt : og voksende
(") < (n+1)
Dernzest checkes om Picards 1. betingelse er opfyldt. Picards 1.

betingelse siger at de B! koefficienter der svarer til o; =~ 0 skal veere
"tilstreekkelig” sma.

Endelig undersgges om Picards 2. betingelse er opfyldt. Denne gar ud

pa at summen
Z le')? = Z

i=1

,@I

skal konvergere for voksende veerdicer af k. Denne betingelse er opfyldt

hvis ¢} = —L i gar mod nul.

Hvis de ovenstacnde tre betingelscr er opfyldt, og kun da, kan man
konkludere at der findes en kvadratisk integrabel lgsning, som opfylder
integralligningen.

Hvis betingelsen i1 trin 1 ikke er opfyldt, er der 2 muligheder. Enten
er der en fejl i programmet, eller ogsa er den kerne man benytter ikke
kvadratisk integrabel. :

Hvis trin 1 er opfyldt, men ikke trin 2 eller 3, kan man konkludere at
der ikke eksistcre en lgsning for integralligningen med den pageldende
hgjreside indsat. Man kan sa eventuelt forsgge sig med en anden
hgjreside.

9.3 VURDERING AF UDDATA

Her vil vi vurdere uddata givet forskellige vaerdier af s og n som inddata
(se udskrift i bilag 4). - '

Hemgangsmaden er som neevnt 1 sidste afsnit at sikre sig at a( Verne
konvergerer som de skal, og sa undersgge om Picards 2 betmgelser er
opfyldt.

Vi betragter fgrst uddata fra kerslen med s = 0.001 og n = 2,4,...,30
som inddata.

For o) hvor n = 2.4,...,30, dvs. den fgrste o vardi udregnet for
forskellige stgrrelser af A- matricen, ses vaerdierne at veere voksende og
at konvergere, idet forskellen mellem to pa hinanden fglgende o veerdier,
for voksende n bliver mindre og mindre.

1-73



1-74

Trin 2.

Trin 3.

For agn), hvor n = 2,4,...,30 ses en endnu hurtigere konvergens til en
veerdi omkring 0.14.

)

De resterende af" vardier 2 < 7 < 30 kan ogsa siges at konvergere, sa

-alt i-alt tgr vi godt konkludere at af") for fast = og n lgbende konvergerer.

Kravet i trin 1 er saledes opfyldt og vi gar videre til trin 2.

Neeste punkt er at checke om Picards 1. betingelse geelder, altsid om

de Bi-koeffficienter der svarer til o; ~ 0 er tilstraekkeligt sma. Denne

betingelse er ikke let at undersgge, idet der her er tale om at vurdere
hvornar B! er "tilstreekkelig” lille.

Ved at betragte sammenhgrende verdier af o; og §; for n = 30, tillader
vi os at antage at betingelsen er opfyldt. For en i-veerdi omkring 16,
ses 0; ~ 107'% mens den tilsvarende B! ~ 1078, hvilket m4 siges at
opfylde betingelsen. For stgrre veerdier af ¢ (¢ > 16) ses ogsa, at kravet

er opfyldt.

Vi antager derfor at dette krav er opfyldt, og vender os mod det sidste
trin.

For at undersgge om Picards anden betingelse er opfyldt, bemeerker man
forst, at man kan betragte den absolutte veerdi af £! Grunden til dette
er, at £} skal g& mod nul, men det er ikke givet fra hvilken side det skal
ske, kun at den skal ggre det i et smallere og smallere baelte omkring nul.

Denne £} vaerdi skal altsa konvergere mod nul for ethvert fastholdt n og
(n)

varierende ¢. Det ses umiddelbart at ¢, ikke for nogen verdier af n,

opfylder Picards anden betingelse.

Vi har nu undersggt inddata for s = 0.001 og n = 2,4,...,30 og fundet
at Picards 2. betingelse ikke er opfyldt. For at se om denne s-vaerdi
var den eneste, der gav uddata der ikke opfyldte denne betingelse, har
vi givet andre vaerdier af s som inddata til programmet (s = 0.1,s =
0.001, s = 0.0001). Ved at undersgge disse nye uddata har vi fundet at
Picards 2. betingelse heller ikke er opfyldt for nogen af disse s veerdier.

Dette leder os til den konklusion, at der ikke eksisterer en kvadratisk
integrabel lgsning til integralligningen, med den pageldende hgjreside
indsat. For at se om det i det hele taget er muligt at finde en lgsning,
kan man korrigere hgjresiden sa Picards 2. betingelse er opfyldt. Dette
vil vi nu komme naermere ind pa i neeste afsnit.

Numerisk eksperiment til bestemmelse af en lgsning.

Vi vil nu konstruere et dataszet der opfylder Picards anden betingelse.



Grunden til at Picards 2. betingelse ikke var opfyldt i vores tidligere
eksperimenter, var at £;’erne ikke konvergerede mod nul. Vi vil derfor
konstruere et szet af £ er, der gar mod nul. £ blev beregnet som forholdet

¢! = 5 s3 for at fa dette forhold til at g& mod nul, skal B} korrigeres
nedad pa en sddan made, at den aftager hurtigere mod nul end o;. For
at opna dette veelges den korrigerede f; (kaldet NYBETA) pa fglgende
made
NYBETA = ,B: ) 10(—l-maximum af(i—snit+1.0)

Seettes snit f.eks. til 3, vil de forste 2 korrigerede §; veerdier veere de
samme som fgr, mens de efterfglgende ganges med en faktor 10~1,1072,
.... Samtidig lader vi programmet beregne den fremkomne NY ¢ og den
NYb;, der svarer til NY£!. Man kan sa sige at NY'b; er en raekke veerdier
af b; der vitterligt giver en lgsning, idet NY §lerne jo nu konvergerer.

Ved at foretage de ovenstaende zendringer i vores program, opnar vi
at for hver veerdi af de tidligere afprgvede s og n som inddata, far vi
beregnet et seet NY¢!, der konvergerer mod nul, og som altsa opfylder
Picards anden betingelse. Vi har pa den made dannet en ny hgjreside.
Med den nye hgjreside, vil det veere muligt at opskrive en kvadratisk
integrabel lgsning til vores integralligning.

Hvis vi fra starten havde brugt denne hgjreside, var alt altsa gaet godt.
Sammenligner vi nu vores nye hgjreside med den gamle, vil vi fa et mal
for hvor fglsom analysen af integralligningen er.

Vi giver endnu en gang en s-veerdi pa 0.001 som inddata, men denne
gang til det program der er fremkommet med ovenstaende tilfgjelse.

For n = 30 f.eks. ses NYb;, og den gamle b; umiddelbart at ligge teet
sammen. For at undersgge dette neermere, har vi plottet b; som en
funktion af 7 = 1,2,3,...,30 (se bilag 5). Bemzerk den logaritmiske b;-
akse

Af grafen ses at de to sact af b er sammenfaldende i siderne, mens der er
en storre forskel i midten. Udfra grafen og tallene, ma man konkludere,
at selv sma forstyrrelser i hgjresiden kan medfgre, at der ikke eksisterer
en kvadratisk integrabel lgsning.

Igvrigt kunne man forvente, at grafen for b; ville se ud som i bilag 5.
Man kan nemlig betragte b;’erne som et mal for koncentrationen langs
gjets geometriske akse .

9.4 FORSLAG TIL VIDERE ARBEIDE MED INTEGRALLIGNINGEN

Dette afsnit skitserer, hvordan man eventuelt kunne arbejde videre med
de resultater, vi har opnaet med integralligningen.
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Det er klart at udgangspunktet for vores arbejde med at opstille en
integralligning, var at finde en lgsning der passede bedre overens med
maleresultaterne, end den kuglesymmetriske lgsning vi tidligere har
beskrevet.

For at vurdere fglsomheden af systemet, kunne man enten have lgst
den Fredholms integralligning af 2. art, som vi opstillede i kapitel
7, og derved finde et udtryk for koncentrationen. Man kunne sa se
om man med dette udtryk indsat som hgjreside, ville kunne komme
tilbage til den permeabilitet man startede med, nar man analyserede
integralligningen af fgrste art som ovenfor beskrevet, evt med nogle
forstyrrelser pa hgjresiden, for at simulere méleusikkerhed.

En anden made at finde en hgjreside pa, ville veere at benytte et saet
segte maleresultater, som man sa approximerede med en kurve, og
laplacetransformerede.

Til slut skal det naevnes, at man nok burde “teste” den Fredholm
integralligning af 1.art, vi har faet opstillet, ved at szette 6 lig med 1, og sa
anvende den kuglesymmetriske lgsning som hgjreside. Ggr vi det skulle
vi gerne fa at permeabiliten er konstant langs blod-nethinde-barrieren.




10. Konklusion

Vi har igennem de foregaende afsnit opstillet den kuglesymmetriske
model, og vha. af denne fundet udtryk for koncentrationen c(r,t)
og permeabiliteten P. Vi har endvidere udvidet denne model til den
rotationssymmetriske modecl, og undersggt denne. Vi gnsker som en
aff:unding pa projektet, at give en mere overordnet vurdering af de
r%yﬂta.ter vi er naet frem til.

I fi‘%pitel 6 konkluderede vi, at den kuglesymmetriske model ikke 1 alle
tilfeelde kunne beskrive de malte koncentrationsveerdier godt nok. Det
var naturligvis denne konklusion, der var baggrunden for, at vi opstillede
den rotationssymmetriske model. Denne model skulle ggre det muligt
at give en bedre beskrivelse af sammenhaengen mellem koncentration
og permeabilitet. Vi mener imidlertid ikke at udvidelsen har veeret
uden problemer. Vi ser isar problemer pa.to omrader. For det fgrste
forekom der beregninger, der 18 udenfor maskinng]j agtigheden, og for
det andet var udfaldet af den analyse, integralligningen blev underkastet,
meget fglsom overfor valg af hgjresiden. Vi vil kort kommentere de to
problemer.

Problemerne med maskinngjagtigheden opstar, fordi den valgte datatype
real*8 kun tillader os at ga op til en s-vaerdi pa maksimalt 2—3 (for stgrre
s-vaerdier bliver der for mange underflow i beregningerne). Dermed er
der ogsa sat en bundgraensc for hvor sma t-veerdier det implementerede
program kan behandle. Skifter man til datatypen realx16 (den mest
preecise datatype i VAX-fortran), udvides omradet for s-veerdier op til
ca. 70, men det vil samtidig give anledning til et betragtelig forggelse i
beregningstiden.

Gennem de foretagne eksperimenter i forbindelse med analyse af inte-
gralligningen, har vi observeret, at systemet er meget fglsomt overfor
hvilke hgjresider, dvs. hvilke koncentrationsveerdier, der benyttes. Det
kan blive et stort problem, hvis modellen skal anvendes i praksis, idet
man her opererer med en vis usikkerhed pa de malte koncentrationer.

Pa baggrund af de ovenstacnde betragtninger ma vi sige som en endelig
konklusion pa vores arbejde, at vi ikke er istand til at vurdere den rota-
tionssymmetriske model’s anvendelighed, uden yderligere eksperimenter
(jvi. kapitel 9).
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Appendix 1
Beregning af cy(t)

Funktionen ¢q(t), som bruges i beregningen af bade den asymtotiske
lgsning og seperationslgsningen, angiver koncentrationen af fluorescein
i blodbanen. Disse koncentrationer kendes kun som eksperimentelle
malinger, for bestemte tider.

For at kunne bruge c¢o(t) i vores beregninger skal vi imdlertid helst
have et funktionsudtryk for co(). Vi skal i dette afsnit sgge at finde
et sadant udtryk for en bestemt raekkc maleverdier. Fremgangsmaden
der benyttes er imidlertid generel, og vil kunne benyttes ogsa for andre
maleveerdier.

De henfaldsprocesser i kroppen hvortil henfaldet af fluorescein i blodet
herer, vides at forega eksponentielt. Det var derfor naturligt at antage
at cg(t) kunne skrives som en sum af eksponentialfunktioner :

, ‘ N
(1) co(t) = Z bie®
=1

Den korrekte fremgangsmade ville nu veere at man udfra den biologisk-
medicinske faglitteratur, opstillede en model der beskrev henfaldspro-
cesserne, og ved hjelp af dennc naede frem til et udtryk for co(t).

Vi1 har imidlertid ikke fglt at beregningen af co(t) var et seerligt centralt
punkt 1 projektet (omend interessant nok), og vi valgte derfor en simplere
fremgangsmade.

Ved hjeelp af vor viden om at en eksponentailfunktion pa enkeltlogarit-
misk papir, ville kunne tegnes som en ret linie, samt med brug af
lommeregner, naede vi frem til at fglgende udtryk gav en god tilneermelse
for co(t) : :

(2) co(t) = aye®' + ayeb?t + agze?
hvor

(2a) a; = 9.3344

(2b) ' b; = —0.015463/60

(2¢) a = 22.4922

(2d) by = —0.15504/60

(2€) a3 = 32.8475

(2f) b3 = —1.0/60



by er her rimeligt tilfzeldigt valgt, idet leddet azebs® af funktionen kun

har til formal at sgrge for en rimelig veerdi omkring t = 0 og t = 1, og
derudover vare sa stcjl at den ikke giver noget navneveaerdigt bidrag til
de punkter, hvor funktionen skulle passe med maleresultaterne.

Tabel 1 giver de malte veerdier og de med (2) beregnede.

t [ malt beregn.
0 ! 50.0 64.7
1! 50.0 40.5
5 19.0 19.2
15 ! 9.6 9.6
30 6.2 6.1
60 3.4 3.7
120 | 1.5 1.5

Tabel 1. Maltc og bercgnede veerdier af co(t)

Man scr at der er god overensstemmelse for alle verdierne, undtagen
for t = 0 og t = 60 sckunder. I disse to punkter var det ikke muligt at
tilnaerine funktionen med cn eksponentialfunktion, da maleveerdien er
den samme.

Det skal bemaerkes, at det maske nok er lige i overkanten at anvende
3 eksponentialfunktioner 1 ndtrykket for c0(t) , nar vi kun har 6 malte
veerdier. Men det var ngdvendigt for at fa en rimelig god overensstem-
melse mellem kurven for den fundne c0-funktion, og maleveaerdierne.
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Appendix 2 - :
Beskrivelse af implementationen af den asymptotiske lgsning.

Vi har tidligere beskrevet, hvorledes man kunne udregne koncentrationen
¢(r,t) ved hjeelp af et foldningsintegral.

Vi vil i dette kapitel beskrive, hvordan vi har implementeret et program,
der numerisk beregner ¢(r,t) ved hjeelp af det ovenneevnte foldningsin-

tegral.

Integralet ser ud som fglger :

(1) c(r,t) = v/()f,,(t —7)- F(r,7)dr

P 2 &+ P ar

a - .

F(r, 1) = —— | ——¢ 907 sinh—

hvor (r. 7) /D [\/(m)é Dr

(2) AN | ere=IND rfe ()'\/T'*‘ a—r )
/(D7)

+r
— eMat /D Jr+ 2 )
e erfc (7\\, T 2D .

2 - 5t
erfc (x) —:/7 L e ds
Vi vil i det fglgende gennemga de enkelte dele af implementeringen :
- Beregning af |.
- Beregning af integranden.

og derefter beskrive nogle sezrlige forhold omkring implementeringen og
integrationen, og endelig vurdere det ngdvendige antal intervaller,der
skal til for at integralet bliver beregnet med tilstrackkelig stor praecision.

Vi vil ikke beskrive hovedprogrammet og dets funktion neermere her,men
henvise til appendix 3 om seperationsprogrammet, hvor det samme
mgnster fglges.



BEREGNING AF INTEGRALET.

Vi skal nu se pa hvorledes integralet i (1) beregnes.

Det er klart, at en eksakt integration ved hjelp af de geengse integra-
tionsformler ikke er mnulig pa grund af F(r,7)’s kompleksitet, og i pro-
grammet beregner vi det derfor ved hjelp af numerisk integration.

Til beregningen af integralet benytter vi Simpson’s formel. Denne formel
tilnzerier i hvert delinterval integranten med et andengradspolynomium.

For 1 delinterval [a, b] fas siledes fglgende approximation :

b .
(3) /a f(z)dz ~ %(yo + 4y1 + y2)
hvor
- . b—a
(4) h= =3

yo = f(a) y1 = fla+ h)og y2 = f(a+2h)
Nar hele integrationsintervallet [0, ] deles op i et lige antal delintervaller
n, far man i vores tilfeelde fglgende formel :

(4) /0 flr,7)dr =
g (f(0) + 4f(h) + 2f(2h) + 4f(3R) + ... + f(1))

hvor & er intervalstgrrelsen.

Dette kan ogsa skrives som

(5) / f(r,m)dr = - (.suml + sum2 + sum4)
hvor

(5a) suml = f(0) + f(t)

(5b) sum2 =2 2 f(‘) i-h)

(5¢) sum4=4-Zf(('—-1+2-i)-h)

=1

Simpson formel giver en fejl af stgrrelsen :
h4(t - 0)

6 - 4

©) A

hvor ¢ € [0.1].

1-83



1-84

BEREGNING AF INTEGRANDEN.

Vi vil nu beskrive hvorledes de enkelte dele a.f integranden ( co(t —7)og
F (r T) ) beregnes

Beregnmg af cp..

co(t) kendes kun i form af en raekke malepunkter, og vi var derfor ngdt
til at finde en funktion, der i rimelig grad passede til disse resultater. I
appendix 1 er det naermere beskrevet hvorledes ¢o(t) er approximeret.

I programmet er berégningen af ¢o(T —7) henlagt til en egen subroutine.

Beregning af F(r, 7).

Beregningen af F er pd mange mader lige ud af landevejen, idet vi i (2)
har en feerdig formel til brug i beregningen.

Den eneste @ndring i udregningen i plogrammet i forhold til (2) er at
udtrykket :

a24r?
(6) e~ - sinh (2611;7_)
er skrevet om til :
7) R G . oL

da vi skgnnede at (7) var hurtigere at beregne end (6), blandt andet
fordi der i (7) skal udregnes en eksponentialfunktion mindre.

Ellers fglger beregningen af F(r,7) (2) slavisk. Dog har vi i programmet
tilladt os at dele beregningen op pa 14 setninger. Dette er sket dels for
at ggre det mere overskueligt, men ogsa for at undga dobbeltberegninger.

Beregning af eksponentialfunktionen..

Beregning af eksponentialfunktionen ligger indbygget i Pascal, og burde
derfor ikke volde problemer. Der sker dog det, at programmet ’gar ned’
safremt exp(z) bliver mindre cnd den mindste positive double (10733)
eller den stgrste positive double (103%).

Det er det fgrste tilfelde, der har givet os problemer, og vi har valgt
at tackle den situation ved at indkapsle eksponentialfunktionen i vores
egen udgave af den. Denne udgave sgrger blot for at safremt

exp(z) < 1073 = z < —80




saettes exp(x) til nul.

Der er ingen fare i at foretage den ovenstaende tilnzrmelse, da ekspo-
nentialfunktionen intetsteds optracder i en naevner.

Beregning af er fc(z).
A udtrykket for F(r,7) indgar den komplementzere fejlfunktion er fe(z).

I beregningen af den har vi valgt den fglgende tilnaermelse :

2

(8) erfe(z) ~ (alt + axt? + aztd + agtt + a5t5) e T
hvor
1
(8a) t= 1T pz
og
(8b) a; = 0.254829592
(8¢) ay = —0.284496736
(8d) az = 1.421413741
(8e) ay = —1.453152027
(8f) as = 1.061405429

(8g) p= 0.3275911

Tilnzermelsen er taget fra (Abramovitz), og garanterer en fejl pa max.
1.5-1077 for z € [0, 00).

Vi valgte denne tilnacrmelse fremfor det eksakte udtryk :

. 21+1
(9) erfe(z)=1-— (Z( (2z 1) z')

fordi (9) kun konvergerer meget langsomt, og blandt andet derfor er er
meget beregningstung.

SERLIGE FORHOLD.

Vi skal nu se pa de punkter i beregningen, hvor det er ngdvendigt at
tage s:crlige hensyn, samnt foretage en vurdering af intervalstgrrelsen og
intervalantallet i beregningen af integralet.

1-85



1-86

Beregningen af ¢(r,t) for

r—0, r=a, t=0 7=0

I hver af de ovenstaende fire tilfzelde kan integralet og funktionen F(r, )
ikke blot beregnes uden videre, og vi vil derfor i det fgelgende vurdere,
hvad der sa skal ggres i hvert cnkelt tilfzelde.

r—0

Nar r — 0 vil leddet ﬁ% — 00, og programmet er derfor ikke istand

til at beregne koncentration midt i gjet. Her er en narmere analyse dog
pakraevet.

r—a

Nar r — a udviste programmet en opfyrsel i stil med grafen pa figur 1

figur 1. Koncentrationsprofilen for r — a

Da koncentrationer pad 10~5 og derover ikke er forenelige med hverken
modellens forudsaetninger, eller med inaleresultaterne ( co(t) er f.eks.
af stgrrelsesordenen 107>, d.v.s. mindre end c¢(a,t) ), antog vi at den
asymptote der er for r — ¢ =~ 107° var et mere korrekt udtryk for
koncentrationen helt tzt op ad nethinden.




fglgende :

I programmet har vi derfor justeret gjets radius a en anelse op, saledes
at et korrekt resultat kan beregnes for r ~ a.

t=20

For at forhindre at integrationsproceduren giver sig til at beregne det

0
/ co(0—7)- F(r,7)dr
0
er der sat en test ind, der satter integralet til 0, safremt ¢t = 0.
r=0

Da 7 indgar i nevneren flere steder i F(r,7), er det ikke muligt at
beregne F(r,7) for 7 = 0. Dette betyder videre, at det ikke er muligt i
programmet at have 0 som den nedre integrationgrzense. Den er derfor
sat til 1075,

OVERVEJELSER OMKRING DET N@DVENDIGE INTERVALANTAL.

Vi har prgvet at undersgge hvor mange, eller hvor store integrationsin-
tervaller det er ngdvendigt at have, hvis koncentrationen skal beregnes
med en vis ngjagtighed.

Den numeriske beregning af integralet, skal ga mod den eksakte veerdi,
nar antallet af intervaller (kaldet n) gar mod uendelig :

' \
| /.‘/(-T)dfl?—*/g(x)a’z for n — oo

‘Her angiver [ den numeriske beregning af integralet med n intervaller.

derfor ma differensen pa beregningen af integralet med n, og med n — 2
intervaller, ga mod nul : :

/g(m)d:v—/ g(2)dr = 0 forn— oo
n n—2

Differensen kan derfor bruges til at teste ngjagtigheden af den numeriske
beregning. Er diffcrensen stor, sa er ngjagtigheden lille, og omvendt.

For at finde frem til det korrekte intervalantal, beregnede vi derfor denne
differens for n = 4,6,8,... indtil den kom under en vis veerdi, der var
sat i rclation til den beregnede vacrdi. D.v.s. vi havde fglgende stop-

betingelse :
/g(:u)d:c—-/ g(x)dz -/g(x)dz
n n-2 n

<k
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hvor k angiver den relative sendring. Det er vigtigt at bemeerke, at k ikke
direkte angiver den ngjagtighed der er pa resultatet, selvom stgrrelsen
af k nok siger noget derom.

Desverre viste resultaterne af de ovenstaende beregninger, at sdvel
intervalantallet, som intervalstorrelsen svingede vildt.

For k = 1072 fik vi f.eks. intervalantal mellem 4 og 60, og intervalstgr-
relser mellem 10 og 375.

Der var dog det mgnster i resultaterne, at der kravedes flest intervaller
i centrum af gjet, og feerre og faerre ud mod randen, undtagen pa selve
randen, hvor der igen kraevedes ekstra mange intervaller.

og hvilken intervalstgrrelse, der giver en bestemt ngjagtighed, og vi kan
kun konkludere, at man er ngdt til at tage rigeligt med intervaller for at
opna en bestemt ngjagtighed.

Der er saledes ikke nogen endegyldig sandhed om hvilket intervalantal
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Appendix 3.
Beskrivelse af implementationen af lgsningen
ved seperation af de variable.

]
I det falgende vil vi beskrive hvorledes vi har implementeret et program
til beregning af koncentrationen ¢(r,t), udfra den formel vi fandt da vi
lgste ligningssystemet v.hj.a. seperation af de variable. Programmet er
skevet 1 programmeringssproget Pascal, og er opdelt i en rackke mindre
procedurer samt et lille hovedprogram.

Vi har tidligere i rapporten fundet frem til fglgende udtryk for koncen-

trationen
(1a) o(ryt) = Y (Ti(t)Xuwi(2)) + co(t)
i=1
hvor
2 t b 2 2
(1b) Ti(t) = —aze™ it Oeo(r) sty + e %itT(0)
v 0 07’
(1c) | X, (z)= smw,-z, hvor z = 2
og
(1d) co(t) = bye®t + bye®?! 4 be?*

I udtrykket for X, (2) er a gjets radius, dvs. a = 1.2, og r er afstanden
malt fra centrum af gjet. «y,a2,a3,b;,b, og b3 i udtrykket for ¢o(t) er
bestemt i appendix 1.

Regner vi lidt pa udtrykket for T;(t) far vi

Swit td( dw;? ~dwitt
e Iaf"e "dT +e T Tilo)
(-]

'l-i t) = -a;

1 t (] t
L —Swt @4 +Sw T t : .
T =B (u.b.{e ' df+a;(r2)£€(%‘gu dr + agly [ &‘""‘d;)i-
[]

—Jw;‘t
e + Tilo)
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t

- <Swltfab (q,f&v;')z * by, dodre a,lr St
T)=—g;e G_“::w‘z [e ], r 26’;’ z[ (qg¢ J a; iz 2yeow +
~du;t

a, utt) agly [ agt dwit)  a3by < st a2t
't)\*a-‘( “wl -€ ) Q‘z;w)"z (e ~-€ *Qs—r w’l ﬂ -€ -i_
(2a) ¢~ Suwitt T (o)
I udtrykket for T;(t) er &@; givet ved

4 sinw; — 4w; cosw;

b —i = T =
(2b) ¢ 2w? — w; sin 2w;
T;(0) er givet ved
(2¢) T;(0) = —co(0)ay,
og 6 er givet ved

D 6-107% _,
(2d) b=z =12 ®

BESTEMMELSE AF EGENV/ERDIER

Egenveerdierne w; bestemmes udfra lgsning af ligningen

(3) tanw; = —E—lw' & tanw; — &—%—i ; =0,
hvor a bestemmes udfra

_D _ &6 107%

T aP  1.2-10-¢

Vi skal altsd bestemme nulpunkter for funktionen

(4) f(a:):ta.n:c—a_lx

|
\
|
| Disse nulpunkter beregnes vha. Newton-Raphsons iterationsformel.
! Hvis funktionen man vil bestemme nulpunkter for er beskrevet ved f(z),
er iterationsformlen givet ved

T =Ip— f(zn)
®) T flen)
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Figur 1.

Geometrisk kan formlen fortolkes som, at z,4; fas som skeeringspunktet
mellem x-aksen og tangenten til grafen for f i punktet (z,, f(z,)), se
figur 1. :

Da lgsningerne til ligningen tilnzermer sig 7 4+ 27n  jo stgrre de
bliver, sker der det at tangenten for f(z,) bliver meget stejl. I en sadan
situation, med stejl tangent, fungerer Newton-Raphsons formel darligt,
da den benytter den afledede af funktionen, og vi omskriver derfor (3)

saledes :
a-—1

; & cotw; =

tanw; = wi
a—1 aw;j

hvorved vi kommer udenom problemet. Vi bestemmer altsa egen-
veerdicrne, ved at finde nulpunkterne for funktionen

-1
azr

(6) f(z)=cotz —

Da den implementering af Pascal, som vi anvender ikke indeholder
funktionen cot z, omskrives f(z) til

cos T a-—1

He)= — -
sinz az
Vi bestemmer nu f'(z) :
. 2 2
. —(sin®z +cos*z) ala-1) -1 a—1
T = =
f=) sin? a T e sin? z T

Nulpunkterne beregnes saledes udfra iterationsformlen
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cosrp __ a—1
sin £, aZTn

(7) - In4l = T — -1 a—1
sin? c,, + az?

@nsker lwseren en mere deltaljeret beskrivelse af Newton-Raphsbns
iterationsformel, kan vi henvise til f.eks. (Carstensen, 1981).

PROCEDURER OG HOVEDPROGRAM.

I programmet seperation er beregninger af T}’erne anbragt i en proce-
dure kaldet beregn_Ti. Beregningernc af a;’erne er anbragt i en pro-
cedure kaldet beregn_ai. Bercgningerne af T;(0)’erne er anbragt i en
procedure kaldet beregn_Ti_0. Beregningerne af egenveerdierne er an-
bragt i en procedure kaldet beregn_omega, og endelig er beregningen
af en koncentration anbragt i cn procedure kaldet beregn_c.

I hovedprogrammet tildeles en raekke konstanter deres veerdi, og en
raekke variable initialiseres. Herudover er der i hovedprogrammet 2
repeat-lgkker, hvorfra beregningen af koncentrationen af flourescein inde
i gjet styres. Vi bestemmer koncentrationen af flourescein til tiden
0,10,20,...,120 min i en afstand fra centrum af gjet pa henholdsvis
0.1,0.2,...,1.2 cm. Det skal bemszerkes, at der i programmet regnes i
sekunder og ikke 1 minutter.

Nu er koncentrationen af flourescein jo givet ved en sum med uendelig
mange led. I praksis er det naturligvis nedvendigt at begrzense antallet af
led, der regnes med. Det er sadan, at jo laengere vi kommer ud i raekken
af led ved udviklingen af en koncentration, jo mindre bliver bidraget, og
vi har valgt at operere med en ngjagtighed, der siger, at nar et nyt led
er af en sadan stgrrelsesorden, at

veaerdien af et nyt led 1 summen
: < 107,

(8)

koncentrationens veerdi indtil da

sa stoppes summeringen. I programmct er ticlleren i ovenstaende brgk
kaldet tillaeg og naevnceren, svarer til vaerdi +co(t).



Det er klart, at jo flere led, der skal med i den sum en koncentration er
givet ved, jo flere beregninger skal der udfgres. Vi har i den grad, det
ikke gdeleegger overskueligheden af programmet, tilstraebt kun at udfgre
identiske beregninger en gang. Beregningen af w;,a; og T;(0) foregar
saledes ikke hver de benyttes, men en gang for alle. Da antallet af led
der skal med i beregningen af en funktionsveerdi, ikke kan afggres pa

" forhand, beregnes de ovennaevnte vaerdier i blokke pa 100, saledes at

der til en start beregnes de fgrste 100 led. Hvis det under de senere
beregninger skulle vise sig, at de fgrste 100 led ikke var tilstraekkelige til
opna den gnskede praecision for et sat af (r,t), beregnes de naeste 100
led, osv.

BEREGNING AF ¢(r,t) FOR r — 0.

Programmet kan ikke uden videre beregne koncentrationen i centrum af
T

gjet, da r indgar i teclleren i beregningen af X, (z); z = Z. Vi er derfor

ngdt til at foretage en sarskilt vurdering i dette punkt.
X, (z) beregnes som :

. sinw;T T
Xo:(z) = - hvor z =—

Wy b
z a

Graenseverdien kan bestemmes ved at benytte taylorudviklingen af sinus
som er : -

3 28 27

(9) sinw:x—?-{-g!__?!_.{....

derved fir man for Hueif .

sinw;T

9) =w;+0(z¥) forz - 0

Graenseveerdien er altsa for 2 — 0 w;, og dermed kan koncentrationen i
dette punkt beregnes som :

XW.'(O) =Wy
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Appendix 4. °
Vurdering af en plangeometrisk model.

I dette appendix viser vi, at den af (Krogsaa et. al., 1981) opstillede
formel for P, ifglge den opstillede modecl i (Larsen et. al., 1983), vil fgre |
til en ungjagtighed mht. bestemmelse af P.

Da Krogsaa et. al. skulle opstille en formel til bestemmelse af perme-
abiliteten (her kaldet P'), gjorde de fglgende antagelser:

1) De antog at man kunne betragte retina som plan, og formulerede
derfor diffusionsligningen i en plan geometri. Figur 1 viser en skitse af
deres geometri

*u IGENNEMTRANGTUG T,

NETHINDE - |
BARRATREN o

o

K conTrUM

7
RASLEGEME

Figur en plan-geometrisk model af gjet

Diffusionsligningen kommer derfor til at se ud som fglger

d%c  dc
1 D—— ==
(1) or: Ot
2) Da koncentrationen ¢(r,t) i gjet, for de tidsrum vi betragter (sma

t-vaerdier), er langt mindre end koncentrationen uden for gjet, valgte
man i randbetingelsen

-D g—rc—(r,t) = P'(c(a,t) — co(t))

=a
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at se bort fra koncentrationen i gjet c(a,t). Dette betyder, at man ikke
regner med tilbagestrgmning fra gjet til blodet. Randbetingelsen bliver
da

Jc

—(r.t = P!
@ D 52t = Pleo
De gvrige to betingelser

Oc

(3) ) E(Tat) o =0
og
4) o(r,0)=0,0<r<a

geelder stadig.

Vi vil nu i den planc geometri, finde en formel for P’'. Vi starter med
at beregne maengden af stof i gjet til tiden ¢. I den plane geometri kan
volumen af en skive med tvarsnitsarealet A, og bredden dr skrives som

Vol = Adr

Da dr er infinitesimalt lille kan koncentrationen i dette omrade betragtes
som konstant, og mangden af stof i skiven bliver sa

m(r,t) = ¢(r,t) Adr
Den totale meangde af stof i gjet er sdledes givet ved

M(t) = /0“ o(r,t)Adr

For at komme viderc i bercgningerne, kigger vi nu pa den tidsafledede

af M(1)

1

Q
(5) %«{1— ZOCLF(!A'C""“CL")

A~Jqﬁgfti*'—)o(r

[+

Idet vi tager —g—‘: fra (1), kan (5) omformes til
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ord,

Her husker vi pa (2) og (3), som giver veerdien af hver sin greense, og-
man ender s2 op med fglgende :
o)

=A D (%‘Co(\‘-) - O)

= A . p| Cblt)
Man finder herefter let M(t) :
t t
. M
M%) - g%—f— dt = J AP ceyclt
o ° "
s Aphf Cold) At
(o]
og fra (5) far vi nu :
a T
M(t) = A-Jccht)oﬁr = AP fcm)dt
6 (o}

Heraf kan P’ sa findes

a

a
© p'. A Lccv-.t)dr L Ctrt) clam

: <
A-l(o({)ou_— [ coth) ol

En tolkning af (6) kunne vere, at permeabiliteten P’ kan bestemmes
som forholdet mellem mengden af stof i gjet til tiden ¢, og den meengde
af stof, der har veeret tilstede i en skive med tykkelsen 1 udenfor gjet,
indtil tiden t.
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Det forste er indlysende (jvnf. formel (5)). Det andet ses af, at volumen
af en skive med tvezersnitsareal A og tykkelsen 1 er 1- A. Mangden af
stof 1 denne skive til tiden ¢ er sa cq(t)A, og den samlede mangde indtil
tiden t bliver sa

A[co(r’)df

Hvis det i (6) opnaet resultat var ngjagtig skulle man, hvis man indseetter
formlen for ¢(r,t) , som er udledt tidligere i rapporten fa at

P =P
Vi vil nu vise, at dette ikke er tilfacldet.
Hvis man satter

I(t.) = / " (r, t)dr

0

bliver (6) til

I (0
fo co(T)dr

Da cy(t) bygger pa malte vierdier, kan den ikke skrives om. Vi vil derfor

koncentrere os om I(t). Vi vil starte med at laplacetransformere I(t),
og idet vi erindrer, at den laplacetransformerede af ¢(r,t) er

L{ic(r,t)} = &(r,s) = &(s) F(r, s),

hvor

7-=smh7 \/;
Asinha,/F + /5cosha /5

F(r,s) =

far vi, at
a0

(7 L{I(t)} = f(s; =j 'St(faé:crﬂ)o(r)dt

ffe ccrit)clt A
JL{CCnt} clr - -f CCr.s) dr

a
] j sy Eoisy o

[

- G S AT Su«HCr‘F‘)

Asinh(alE) + V3 cah( E) f



1-98

Ved at anvende de samme vurderinger, som vi anvendte i forbindelse
med reduktion af F(r, s) tidligere i rapporten, opnar vi herefter fplgende

formel for I(t) :

) P ) (. Vey

[and a- - Q, . - £ R

Tes)x Cots) VD5 ‘€ ‘ j_______zsua}"\'.(r °L o
°

Vi foretager nu et parameterskift z = r\/g i integralet og far :

[’1
a,vg

~ . - )
() T(s) = ¢ofs) -%% 16(‘&@ f _&i—b—’-‘— olx

(o]

For overskuelighedens skyld vil vi nu ngjes med at kigge neermere paen
del af det foregaende, nemlig :

g
L(s)=¢ ji‘;—"”iolx
[+]

Den resterende del af (8) vender vi tilbage til senere.

Da 9“3—:—(—3—) kommer til at indga i udregningen af ovenstaende integral, og
da denne funktion har en singularitet i z = 0, skiller vi en lille omegn (0
til a) fra det interval, der skal integreres over. Idet &';(—’—) konvergerer
mod 1 for x gdende mod nul, kan integralet over denne omegn szttes til
en veerdi k. Anvendes der partiel integration pa udtrykket for I(t), far

. -3
V1 sa a'{%—

(a4 (] -
I,(s)=e'°’€(f—s‘—;‘2—“-’idx +j Sahx g, )

o
off
| o)

e_‘_a‘@ (K"' [ cosh )(]a(g_',
- e“"vg(“ coshalf =~ swhalf , g“‘lg )
= |t ‘—Ql—@‘n' + ((Q,ﬁ;),)

X Jx
(e 1E)?
hvor k; er bidraget fra det fgrste integral plus bidraget fra det venstre
endepunkt af de gvrige, og O ((e“\/i_)/(a\/—f):’) er restleddene ved
integrationen.

Idet vi nu ser bort fra k; og O ((e“ %)/(a\/%f) far vi

i(s)&@eﬁ; “”‘;“fg—- S‘M‘Na-Vg))
QYS (Qvg)z



Foretages nu den sadvanlige approximation for sinhz og coshz

el e.‘l:
sinhz ~ —, coshz >~ —
2 2

nar vi herefter frem til

Dette indseettes i (8), og vi opnar da

F = (oS a-p I . |
I(S) )(E? (Tg-*' ng)

Y]

sy ( £, oo )
° (S N a,.ssb

Vi transformerer nu tilbage vha. foldningsreglen, og far

PVD 2

t ¢
I(t)=/0 C()(i—T)'PdT-F/O co(t —7) . ﬁ\/;d'r

k]

idet £ inverteret er P, og ‘a/ﬁ inverteret er @%, hvor T'(3)
VT

Hvis vi nu endelig griber tilbage til formel (6) far vi

t
bl s P.f,tqact-t)ou:« b 'JLV?CQ('L-T)O‘:C
JotCo(f)Obt

eller (da fot co(t — 7)dr = f(:‘ co(t)dt) :

t
P't\"‘ P" ZP‘!D fov:C—’Co('t‘z‘)O‘x
a v foco(t—'c)oh:

1-99



1-100

Vi ser altsa , at der er en fejl af st¢rrclsesordénen i forhold til P givét
ved :

T
2w Jo W cedT
o li ffCo,(t*z,) df

(]

ved den plane geometri. Dog skal man veere opmarksom pa de tilnaer-
melser, der begas i beregningerue af ¢(r,t) og I(t).



Appendix 5
Udviklingsatningens gyldighed i lgsningen
v.hj.a. separation af de variable

Vi vil i dette appendix vise tilladeligheden af at bruge udviklingsseet-
ningen formuleret s.105 i (Hansen, 1971), nar lgsningen pa det en-
dimensionale problem findes ved separation af de variable.

Vores differentialligning er givet ved
| s 2 ! 2
X"(z)+ ;X (z)+w*X(z)=0
der ogsa kan skrives som

(+2X'(2)) = e X(z)

Vi lader L betegne differentialoperatoren i vores problem :

O EEYELN

Vi vil nu vise at L er sclvadjungeret, det vil sige :
(2) (z,Ly) = (Lz,y)

hvor (, ) er det indre produkt pa intervallet [a, b] givet ved :
b
(3) (:,y)=/ 2%y dr

Indsatter vi vores differentialoperator i venstresiden af (2) far vi ved

hjeelp af delvis integration : 4
( d (xtglt))dx =

a
(4) 2 (’,’(‘z 9)/ - Y 2/19(2/ j«} (2% #* ¢ o2 i"‘)dx

Idet randbetingelsen er
z'(0) =0 og y'(0) = 0 og

:(1)+az'(1)=0
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y(1) +ay'(1) =0
o 21 _y()

Z(1) "~ y'(1)
giver de f¢rste to led i (4) intet bldrag, og (4) bliver da til

(5) J'}( % (x=d) )"l

Da vi har et selvadjungeret egenveaerdiproblemn, er samtlige egenvardier
reelle. I et selvadjungeret egenveerdiproblem med differentialligningen

Ly=XA-r-y

hvor r er en kontinuert funktion, der antager lutter positive veerdier i det

iidre af definitionsintervallet, gaelder drtogona}itetsrelationcn (p,m9¥) =
0. Her er ¢ og % egenfunktioncrne hgrende til forskellige egenveerdier.

I vores tilfrelde er y = X(z), A = —w? og r = z2. Vi viser, at
ortogonalitetsrelationen gzlder ved vores konkrete problem, dvs. at vi
viser at systemet af egenfunktioner X, = ®%“m% er ortogonalt nar

r=2z2 da : (Xi,X,-‘x‘)=

Snwi{X | Stnwx gl -
% % eAx

]
fl(cas(w;-wj)x - cas o +wj) x ) ol X =

COSW; oy [ +aum wi —damuwy +%Wi‘4“;"‘“~’.4‘) =
2 Wi~y W+

Vi benytter nu at tanw; = =% - w; . Parantesen giver da :

o CoSwi KOSw; [y =Wy wi uu'l =0
-1 2 Vwi-w)  w tuy

0 =0
Vimangler nu kun at godtggre at systemet af egenfunktioner er fuldstzen-
digt. Da vi har set at w; er reel og da

sinw;z _ sin(—w;r)

X b
Y
Xu.- = _-‘Y—w.' )

udggr systemet {X,, }ien hvor w; er en positiv lgsning til
«

tanw, =
a—1

et fuldsteendigt system af egenfunktioner. Alt ialt har vi siledes, at
betingelserne for at anvende udviklingssactningen er opfyldt, s& enhver
stykkevis differentiabel funktion y, der er defineret pa [0,1] kan pa
entydig vis udvikles i en rackke efter X,,. Rackken er :

(X, 22y)
©) 1= o, X, 22 X) "

m=1



Appendix 6
Onmregning af integralligningen

" Vi skal nu vise, hvorledes man kan omforme integralligningen :

M {@) = [_a(S)B1Q'sN) ds

opstillet 1 kapitel 7 til netop at beskrive vores problem, hvor &@Q) kun
er kendt i en rackke punkter pa gjets geometriske akse. Heri ligger der 2
opgaver. For det fgrste at beregne | X S|, hvor X er et punkt pa aksen,
og for det andet at skifte integrationsvariabel.

Afstanden —XS— beregnes v.hj.a. de almindelige regneregler for trekan-
ter.

] s
\46\ : a(6) BLLER wa ,
vA® R G-V
x [2] -7 o) w
Figur 1. Beregning af | X S|.

|XS|? = | X0 +|0S)? — 2|X0||0S| cosv

hvor v er vinklen inde i trekanten pa figur 1. Kaldes afstanden |X O
for z, og afstanden |0S| for a(8) fas :

() 1XS| = /22 + a()? — 2|z|a(8) cos v

Vi ser nu pa leddet |z|cosv. For 2 < Oerv =m -6, og for z > 0 er
v = 0. dermed far man :

2] —zcos(mr—0) z<0 0
T|cosv = =z
«x cos >0 co8
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(2) bliver sa til :

(3) | XS] =22 + a(6) — 2z a(B) cos 8

Da S koordinater kun afhaenger af 8 og ¢ S(a(8),6,¢), og da verdien
af ¢ pga. rotationssymmetrien, er uden betydning for beregningen af
integralet, vil det veere naturligt at skifte integrationsvariabel, fra S til
6. &(S) kan vi derfor skrive som &(6), blot med det forbehold, at &
naturligvis skal tilpasses den nye parameter.

- .Nar vi integrerer, ggr vi det over alle punkterne S pa randen 9§2. En

integration over § ma derfor for hver veerdi af 4, give bidraget fra hele
den cirkelskive som ligger i vinklen 6 fra origo. Vi summerer sa op over
alle skriverne ved i integrationcn at lade 8 lgbe fra 0 til =, dvs. fra for
til bag i gjet.

For at kunne beregne integralct over 6, ma vi beregne arealet af cirkel-
skiven liggende i vinklen 8, og med ”vinkelbredden” df. Dette areal kan
beregnes som omkreds gange bredde.

Ombkredsen af en cirkel er som bekendt :
271 radius

Radius vil her vecre afstanden fra aksen til skiven (Figur 2).

Nt r:ale)sine

X

Figur 2. Beregning af omkreds

Denne radius er a(8) sin 8, og omkredsen bliver derfor :
(4) 27 a(f)sind

Hvis gjet havde veeret kuglesymmetrisk kunne bredden af skiven vaere
beregnet som a(8) df. Dette cr imidlertid ikke tilfeeldet, og vi ma derfor
tage hgjde for den sendring cn afviglese vil give.



P
P

Fiél.lr 3. Beregning af bredden.

Afvigelsen fra det kuglesymmetriske, kan i 6 + 1df tilnzrmes med
a(8)+ }da—a(0) = 3da Da df er infinitesimalt lille, kan kurven med god
tilneerinelse siges at veere en ret linie, og afvigelsen siges at sta vinkelret
pa denne. Vi kan derfor bruge Pythagores til at beregne den reelle bredde
af stykket :

2\/(%(1(1)2 + (1a(9)d9)2 -

\/(0)2+<Z‘;> dé

Ialt summerer koordinatskiftet op i :

5) S =2 7ra(9)sin9\/a(0)2 <Z;) d6

og vi far den fglgende integralligning :

(6) HX) = /o " 5(0)K(X,8) do

hvor

k(X,0)=E (\[1,2 + a(8)* — 2z a(8) cos 9) :

(7) | 2 7 a(8) 31119\/a(9) (%)2
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A mathematical model of the transport of fluorescein across the blood-retina barrier in

the transient state and the subsequent diffusion of fluorescein in the vitreous body is

presented. The function of the barrier is lumped in a single parameter—the permeability.

The sensitivity of this parameter due to changes in the other parameters of the model is
i given, This establishes the foundation for the quantitative assessment of the barrier
function through vitreous fluorophotometry.

1. Introduction. The blood-retina barrier separates the retinal cells from

( y the blood stream. The barrier is composed of the pigment epithelium and the

endothelium of the retinal vascilature (Cunha-Vaz, 1979). The concept

‘barrier’ (cf. the blood-brain barrier) refers to the fact that under normal

circumstances the barrier is tight, permitting passage of only biologically

OM% important substances (glucose and certain amino acids), while all other water et Al

C \35 sclerosis-disseminata-end Tetinttis-pigmentosa——are associated witha barrier -4 4

ﬁ ) However, a variety of diseases—diabetes mellitus, arterial hyptertension, =~ i

sclerosis dessiminata and retinitis pigmentosa—are associated with a barrier lan oA

breakdown (Cunha-Vaz, 1980). The resultant increase in the permeability ’
of the barrier disturbs the retinai homeostasis, leading to a reduction of

visual acuity and, in severe cases, to blindness.
An exact determination of the permeability is of considerable clinical
interest, since it provides a deeper understanding of the pathophysiology of
the disease in question. Also, the permeability functions as a sensitive
parameter for the assessment of the effectiveness of a given treatment and
the intensity of the disease. Finally, an exact determination-of the per-
meability is of importance in genetical advising, since a slight increase in the
permeability might be the only indicator of the fact that an otherwise
healthy person is a carrier of a certain disease.
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750 JESPER LARSEN, HENRIK LUND-ANDERSEN AND BENT KROGSAA

In a method of measuring the penetration through the blood-retina
barrier the water-soluble substance fluorescein (mol. wt =372, r =5.5A)is
injected into the blood. Simultaneous records of the free (not plasma-bound)
fluorescein concentration along the optical axis in the vitreous body of the
eye are registered using ultrafiltration and optical techniques. The details of
the experimental technique are found in Lund-Andersen ef al. (1983b).
Since the injected fluorescein is continuously eliminated from the blood, the
transport problem is transient. The time history of the fluorescein concen-
tration in the blood plasma together with a parameter describing the per-
meation through the blood-retina barrier and the diffusion coefficient in the
vitreous body suffice to determine the concentration of fluorescein in the
vitreous body.

Cunha-Vaz and Maurice (1967) used various solutions from Crank (1956) .
to calculate the permeability of the blood-retina barrier in rabbits. However,
the solutions of Crank apply for a constant flux through the barrier, a condi-
tion which is difficult to establish in human examinations and which is
absent in the papsr mentioned. As an approximate evaluation of the per-
meability of the barrier, Lund-Andersen and Lassen (1981) normalized
the area below the concentration profile in the vitreous with the area below
the time history of the fluorescein concentration in the blood plasma. A
more elaborate approximation was presented by Krogsaa et al. (1981).

In the present paper a mathematical model of transport through the blood-
retina barrier is formulated. A solution which is valid for the actual para-
meter range is found. This forms the basis for the solution of the inverse
problem, i.e. the problem of determining the involved parameters from the
measured fluorescein concentrations in the blood and in the vitreous. An
explicit formula for the permeability is derived. From this the sensitivity of
the permeability due to changes in the other parameters is found. The present
solution is compared with the approximate formula of Krogsaa et al. (1981).

2. The Boundary-value Problem. Figure 1 shows a schematical section °
through the eye. The transport of fluorescein in the vitreous is assumed to
be governed by the diffusion equation (cf, Fatt, 1975):

V-(DVc) = gf—, n

where ¢ is the concentration, ¢ is the time and D the diffusion coefficient,
which is considered to be a constant. It is approximately equal to 6 X 107
cm?/sec. A measure of the ‘extent of diffusion’ at time t is given by
r =+/(6Dt) (ef. Rubinow, 1975). An hour after the injection of fluorescein
in the tlood r = 0.36 ¢m, which is one-third of the radius of curvature a of
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. Blood-retinal barrier

Ciliary epi-
thelium
Vitreous body-

Aqueous
humor

Lens

Figure 1. Schematical section through the eye, r = radial coordinate, 2 =
radius of the retina-vitreous interface. :

the retina. Thus a moderate amount of fluorescein in the aqueous humor
has only little influence on the concentration profile at the back of the eye,
which can then be considered to be part of a sphere of radius a. Hence, due
to the symmetry, the diffusion in the vitreous can be reduced to a one-
dimensional problem,

Da 2Zic dc
. - — == 0<r=<a, 2
> r’ar<r ar) t’ r=a 2

where r is the radial distance (see Figure 1). The boundary condition at
r = 0 is, due to symmetry,

dc
> Lo = (), 3)

The initial condition is deduced from the fact that prior to the injection
there is no fluorescein in the vitreous body, i.e.

c(r,0)=0, 0<r<a. 4

The barrier condition. As mentioned earlier, the blood-retina barrier is
composed of two structures, i.e. the pigment epithelium and the endo-
thelium of the retinal vascular system. Anatomically the two barrier systems
are separated from each other by cnly a few hundred micrometers, and they
can in the present context be regarded as a single barrier. When a substance
(e.g. fluorescein) has penetrated the barrier there is free access through the
retinal extracellular space to the vitreous body.
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In the formulation of the barrier condition we have used the presumably
simplest assumption that the net flux across the barrier is proportional to the
difference in the concentrations on the two sides of the barrier. The pro-
portionality factor P is then a measure of the permeability of the barrier.
P, which we regard as a permeability coefficient, is a lumped constant
reflecting all transport processes responsible for the permeation, including -
transport due to differences in the electrical potential and active trans-
port, as suggested by Cunha-Vaz and Maurice (1967) from the experiments
with rabbits. For humans we find that the mode! based on our simple
assumption fits well with experimental data (see Figure 4). Mathematically,
the barrier condition is expressed as

— Dac(a, t)/dr = P(c(a, t) — co(t)) 5

or
D9
cla, t) + Iy c(a, 1) = co(t), (6)

where c(f) is the blood plasma concentration of free fluorescein. In the eyz
the real area of the blood-retina barrier is unknown and, in analogy with
the formalism used in transport physiology (Crone, 1963), P represents the
P-§ product (i.e, the product of the permeability and the surface area of the
barrier) per unit area of the retina-vitreous interface.

3. The Solution. The solution to the problem stated in the previous section
is easily found by the use of the Laplace transform. The result is

&(r;s) = Eols) * F(r;s), o (7

’—:/%sinhr\/ (ls?)
Asinha\/(%) +\/scosha/ (g—)

in which A = PA/D —+/D/a and s is the transform variable. If this solution
is inverted directly there results a slowly convergent series for short times.
Instead we expand (8) for Re(s) large (cf. Carslaw and Jaeger, 1959) and
invert the result as

where

Flris) = , 8)

e, 1) = fo' colt — 1) F(r, 7)dr, (9)
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where
P 2 o+ ar
= _a_ _4Dr < h._
F(r, r) = \/D [\/(”)? Dr
— % A | Ae—=nND r
Ae [e erfc ().\/'r 2\/(DT))
— eMa+IWD grfc (x\/ﬂ arr ) (10)
2,/(D7)
in which

fc (x) 2 (=g
eric{(x) = —— [
\/7’ J-x s

is the complementary error function.

In Figure 2 we have depicted the concentration profiles fora = 1.2 cm,
D =6 X 10 cm?/sec and P = 107 cm/sec 30, 60 and 120 min after the
injection of fluorescein. For the function cy(?) we have used the values listed

in Table I.

From Figure 2 we see that although the influx of fluorescein is positive
during the period (2 hr) considered, the concentration right next to the

¢ 10" 8 /mi)

20

15

10

P= 168 emssec
D= 6x10"5 cm¥sec

a= 12cm

t {min) =
30
60

1 'l u

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

a-r {cm}

Figure. 2. Concentration of ﬂuorescem in the vitreous body vs the distance
from the retina. D =6 X 107 cm¥/sec, P = 10 cm/sec and a = 1,2 cm.
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retina decreases. This demonstrates the changing balance between the time-
dependent transport across the blood-retina barrier and the transport due to
diffusion in the vitreous body.

TABLE 1

Concentration of Free (not Plasma-bound) Fluorescein
in the Blood Plasma (cf. Lund-Andersen et al., 1983a)

. Co
t
(107 g/ml)
0+ 50.0
1 50.0
S 19.0
15 9.6
30 6.2
60 3.4
120 1.5

4. The Inverse Problem. In the fluorophotometric technique the concen-
tration is determined as an average over a small volume spanned by the inci-
dent beam of blue light and the detector beam. The measured concentration of
fluorescein is in error when this volume intersects with the retina due to the
absorption of light in the retina. Thus it is not possible to measure the con-
centration of fluorescein within a distance of approximately 1 mm from the
retina. Due to the spherical form of the vitreous a substantial part of the
fluorescein which has penetrated the blood-retina barrier is within this layer.
This is illustrated in Figure 3, where we have depicted the proportion of
fluorescein in r < 0.9a to the total amount of fluorescein which has
penetrated the barrier.

Krogsaa er al. (1981) used a clearance consideration for the deter--
mination of the permeability constant. Moreover, they considered (implicitly)
the retina to be plane. For a plane retina with a unidirectional flux the
permeability constant P’ is found by integration of the one-dimensional
diffusion equation with the boundary condition Ddc(a, ¢)/dr = P'c(1), i.e.

f’ c(r, t)dr
P (11
fo co(r)dr

111



TRANSIENT TRANSPORT ACROSS THE BLOOD~RETINA BARRIER 755

By substitution of (9) into (11) we find

t
co(t — TW/7dT
Pe 4P/D fo

(12)
a/m fot co(r)dr

P o

The integrals in (12) can be calculated using the values for ¢, from Table I.
Thus we find that P'/P varies between 1.18, 1.28 and 1.41, 0.5, 1 and 2 hr
after the time of the injection respectively for D = 6 X 107¢ em?/sec and
a=1.2cm.

A simple formula for the permeability constant, taking into account
that one cannot measure the concentration within a distance of a — r’
from the retina, is found by integrating the soution (9) from O to r’, i.e.

f 4 c(r, Yridr
P d . (13)

[ eote—myext a—r
ar [ - T)Eeric T
o ° 2/(D7)

1 -

8
g t =120 min
§6‘L.6 t = 60 min
-
o o t = 30 min
S e
ég.l.*
& g

.2

o A A 1

0 5 10 15

Dx 106/(cmz/sec)

Figure 3. Fraction of fluorescein mass in r < 0.9a vs D for three different
values of time.
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We determine P and D by minimizing

N
S=3 wlcnn t)—cln D) (14
=1
( where ¢,,(r;, t) is the measured value at r = r, ¢ is the corresponding value
given by (9) and
Wl=min(]/§2, l/Cm(rb 1)2)’ (]5)

in which ¢ = 107?g/ml. The minimum of (14) is found by use of Marquardt’s
(1963) algorithm. As a starting point for the iteration a one-dimensional
optimization using (13) is performed. In Figure 4 we have shown an example
of how the model fits to actual data.

o—
Rodius (cm) = ).223
P (em/sec) =0.82973IE-06
£ Dicme s 2/sec) = 0B890999€-05
~ 8
o
8
1
w 6
C "
€ s
o
: B
e
@
g 2t
(-]
o
! ! PR TL O TORPILN LA
0 02 04 06 o8 \ 12
Distonce from retina, ¢m
Figure 4. Concentration of fluorcscein in the vitreous body vs the distance
from the retina 1 hr after the injection of fluorescein. Model;
----- experimental data.

The radius a is determined as part of the experimental procedure (Krogsaa
et al., 1982). The sensitivity of P due to variations in @ and D can be cal-
culated from (13), i.e.

daja /m (16)
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and
oP/P a—r
3D/D"  2yn 1, (17)

where

f.t cot—1) exp(—(a—r’)’) dr
i
0 4Dt /(D7) . (18)

I= -
t a—r
co(t —T)erfc———— d
fo ot =) erfe o O
For the fluorescein concentration in the blood plasma given in Table I and
for D =6 X 107® cm?/sec, a = 1.2 cm and r' = 0.9a, we find the sensitivity
coefficients given in Table II. It is seen from the table that a careful deter-

mination of the radius is crucial in determining P, e.g. a relative error on a
of 2% results in a relative error on P of 22% half an hour after the injection.

TABLEII

Sensitivity Coefficients, i.e. the Ratio Between
Relative Errors, Corresponding to
D=6X10%cm?/secanda = 1.2 cm

op/P oP/P

r ——
(min) daja 9D/D
30 11.0 —0.24
60 6.6 —0.38
120 3.7 —0.24

This work was supported by The Danish Medical Research Council and The
Committee for the Prevention of Blindness.

LITERATURE

Carslaw, H. S. and J. C. Jaeger. 1959. Conduction of Heat in Solids. Oxford: Clarendon

Press.

Crank, 1. 1956. The Mathematics of Diffusion. Oxford: Clarendon Press,

Crone, C. 1963. “The Permeability of Capillaries in Various Organs as Determined by Use
of the ‘Indicator Diffusion’ Method.” Acta Physiol. Scand. 58, 292-305.

114




t

758 JESPER LARSEN, HENRIK LUND-AI?IDI‘ERSEN AND BENT KROGSAA

Cuhna-Vaz, J. 1979. “*The Blood-Ocular Barriers.” Survey Ophthal. 23, 279-296.
: (Ed.) 1980. The Blood-Retinal Barriers. Nato Advanced Study Institutes Series A:

Life Sciences, Vol. 32. New York: Plenum Press.

and D. M. Maurice. 1967. **The Active Transport of Fluorescein by the Retinal
Vessels and the Retina.” J. Physiol. 191, 467-486.

Fatt, I. 1975. “Flow and Diffusion in the Vitreous Body of the Eye.” Bull. math. Biol.
37, 85-90.

Krogsaa, B., H. Fledelius, J. Larsen and H. Lund-Andersen. 1982. “‘Fotometric Oculo-
metry 1. Acta Ophthalm. Submitted. ’

H. Lund-Andersen, J. Mehlsen, L. Sestoft and J. Larsen. 1981. “The Blood-Retinal
Barrier Permeability in Diabetic Patients.” Acta Ophthalm. 59, 689-694.

Lund-Andersen, J., B. Krogsaa and P. K. Jensen. 1983a. “Fluorescein in Human Plasma
in Vivo."” Acta Ophthalm, In press.

and J. Larsen. 1983b. *The Calculation of the Blood-Retinal Barrier Per-

meability to Fluorescein.” In preparation.
and 'N. Lassen. 1981. ‘*Microvascular Permeability in Diabetic Patients.” Biblphy

Anat. 20, 675-678.
Marquardt, D. W. 1963. “An Algorithm for Least Squares Estimation of Nonlinear

Parameters.” J. Soc. indust. appl. Math, 11, 164~168.
Rubinow, S. I. 1975. Introduction to Mathematical Biology. New York: Wiley. A

Vv

RECEIVED 4-1]1-82
REVISED 6-8-82

115



Bilag 2.

Kerselsresultater fra den kuglesymmetriske model.

1. Kerselsresultater fra.implementationen af lesningen

ved seperation af de variable.

2. Koncentrationsberegninger fra imp]eméntatiohen af

den- asymptotiske lesning.
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Grafer over de beregnede koncen-

trationer med den kuglesymmetriske

model.

t = 60 min.

Red kurve : Den asymptotiske les-
ning. ‘
Gren kurve : lesningen ved sepera-

tion af de variable.

t = 120 min.

Farvekoder som i 1.
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t = 120 min.
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Kerselsresultater fra analysen af den

rotationssymmetriske model.

1. Uddata for s = 0.001.

0.0001.

2. Uddata for s
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Bilag 5.

Grafer fra analysen af den rotationssymmetriske model.

1. Sigma plottet som fkt. af i, for at kunne vise, at

den gr mod nul for voksende i.

2. b_i og den korrigerede b_i plottet som fkt. af i
med henblik p& at kunne vurdere felsomheden af in-
tegralligningen.

Ben originale verdi er plottet fuldt optrukket,

mens den korrigerede vardi er plottet stiplet.
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Kildeteksten til programmet der
beregner koncentrationen udfra

den asymptdtiske lesni;g.
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Bilag 7.
Kildetekstén til programmet der bereg-

ner koncentrationen, ved hjalp af se-

peration af de variable.
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(k tillaed er det sidet boresrnede led 1 summens der indger
(X i beregningen af o X)

(¥ cO_t er koncentrationen &f fFlouresceirn 1 bhlodet 4il tiden
+ doubles
(¥ I anvendes som index 1 tohellere

v ointedgers

erdr = 03

1 3=

oG

receat

O3
HE SRl AR
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3= 1+ 13

if i » led then
begin

glz=led (= led+l;
led iI= led+100;

beregn.omesas
veredn.ais
heredn.ti. Qs

enc:
tillsed != ti(tsidxafstandXsin(omesalilkr/afstand)/r}
vaerdi = vaerdil + tillasegs
(¥ Ner 2t led i summens der indder i udtrzbklket for c» er mere end ¥
(¥ 1074 dgange mindre enrnd dern indltil da beredrnede c~vfrdir se storres X)
(X summerindgen, At dette er en rassende storklodsy har vi furdet E
(¥ frem til vie en serie af karslers nvor vi har frdret de 1074, X2
(¥ se vurderet effelkten re c-viirdi £
until asbs(tillezeg/{(vaevrdit+tedlt)) < 0.0001 (& = 10”“5'*)3
beregn.c 1= vaerditcO.ts
erd (¥ heregno X) 5
RN X HAOVEDFROIGRAM BEGYHND ES $ &
tregin
(¥ Initizlisering a7 konstanter od varizble X))
afstand (= 1.23
delta 1= 0.00000&68/afstand¥¥2;
ali= —-0.,0002577;
ilt= 0.0000093344;
a32!= ~0.,002584;
n2i= 0.0000224922%
a83t= ~0,0166467}%
p3t= 0,000018173245
led (= 05
gl_led 1= 0%
tidi= 03
(¥ Fra disse rereat-lukker stures beregnirngsen af floureceinkorcern- *)
(¥ traticonen i xdets +il tiden 9y 10y 20, ease 9 120 miny i en 2fstand ¥)
(X fra uwdets centrum e henholdvis 0.1 0.2y s4v. » 1.2 oms Det shkel *)
(¥ bemfrkes a3t tiden redrnes i selunder %)
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rereat
racdiuss= Q.17

res~agat,

writeln(/Tia = “stigidaiCr” Rodiue = - podiageld
f Cone = ‘speredsnace(radiasytbaci 130

raciusi= radigs+d. 1

unt il radius

Lici+b6005%

I

tiads
until tid e 7200004

writelns

writeln? ' ller Dliver pDeresnhet 1alt “y»ledis vaEernerrdier’ ) s

end, (¥ HOVEDFROGRAM SLUT %)
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Kildeteksten til progammet dér bilev
benyttet under analysen af integral-

ligningen.
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oren fuanib=ogtsut: File = "susdoutrut sstatus="noew’ )

write (outrutsil) s

11 format (/»’ tidem s ! ‘9f10.%5)
write (outrut»12) max_int

12 format (/»’ interval_.antal | ‘+1i4)
do antal_int = 2y mex_int, 2

Initislisering af arraus..

—
(9]

dgo I = 1sanmtal_int
teta.t(i) = 0.0

*betaNY(i) = Q.+0
g (i) = 0,0
end do

C Her beredries A-matricen ARR. Furst beregrnes intervalstxrrelsens og
C dernfst vfrdien for hvert interval.

sodinmt = (1.0D0+delta)kad/dfloat(antal_int)
w_int = (xi)/dfloat(antsl_int)
do 1 = lsantal_int

o J = lsantal_oint

arr(isJ) = simrson.2g(
k4 (-a20+dfloat (i-1)kx_int)y (-230+dfloat (1) int)»Ey
X {dfloat(d-1YXw_ int) s (cdfloat(uyl¥g_ intyy e/
: S sart (oirmbke Irnt) :
end do
erni do

C Her beresnes hidresiden b.
hx = (deltat1)*¥30/dfloat(antal_int)
do i = 1lrantal.int
(i) = ( (30%rXkcO(s) ) /

X ( sart{(hx¥d)X(lampdatsart(sl)) ) ¥
X simr (-30+dfloat(i-1)Y%hy »-30+(dfloat{i))khx s64)

end do

C kaldet til SSVUIC som beredgner de cingulfre vfrdier SIGMAs samt U o= V.
C Tallet 11 betuder at hede U og V skal beredres.

call ssvdc(arryrrantal_intrantsl_ _intrsigdmasesusrnrveny
X workslilsinfo)

C beregning af BETA og BETANY

do i = leamtal_int
do . = 1y antal.int

heta_T(i) =beta.T(i)+ uldri) X b(J)
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¢

DetbaNY (i) =hetaru(id+ uddei) ¥ H(J)
K10 OXK -t rdmaxd( (i-snit+1)0))

end oo
end do

¢ kEeredning af den korrigerede nxJdrecide B,

do 1 = 1srzantal_int
do J = 1y antzl_oint

or=ii) = oprnediddudird) X betaNY ()

erd o
erd oo

rarggning af CHI od den korrigerede CHINY.
3 SIGMA er mul sfttes CHI oz CHINY til 9,9999D300

= (1)) Jles 1,00-300) then
chi bty = §,999903200
chingdl) = P,5¥PPNE0N0

else

Higmall)
/EIGHACT)

G

e Jdo
o Udskrift zf resultsterne

write (outsut,»$3) info
G format (/' beragsning fulafket: dnfo 0 7s1ds /97D

write (out=ut,»®7)
W formet
¥ (/973971 9%y 0000 "%y 208ma{il) s
: Py DALY oY TrigDeta 2 P X

Py’ i

3y ‘heta(il/ s8xy ‘el (i)’
‘e el T /)

14
~

do i = 1srantsl_int
write(outrut, 96
¥ priw (L) s BETAMY
D4 format (4% id»7/
erd do

ernc oo
Cosdcbatrindg
close (unit=outzut)

el

resl¥8 function ()
1D Denrme funktion giver vfrdierme il hedresidern E,
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——imelioTt  none

include ‘rarsmeter.for’

rezl¥8

L.

RS )
wronlsron

 RBerezning &f fumkticren.

C

—

"
.

3

v

«

ret

ored

TreE3

lenne
larlzcetr

ime
i
res
Beresiming

O

s

o
ret

ere

res

Denrme fun
vinklen

LmE
ine
Tes

Eeregring

it

LITr

18 function cQf
Ltion Deregrner k
znstformeret.,

licit rone

lude ‘=arzmeter.,

1¥3 w1 | laxlace

af koncentratio

zl/(si-D1X+al/

SRy

18 function a(t
ktiom beregner =2
THETA.

licit rone

lude ‘sarameter.

1¥8 theta tovi

af funktionerns

(theta.ze.0.0d0
alrha¥licos (3

&

It+deltasr)k(xts

Vos-vfrdien
Voeplsronent2rrs

<.
Y

e

i

P

smment rek

DY 2ritdde21lter ) - &0

51

oncentraztionen

for’

=
=

varisblen.

€.

(s1-022+a3/{s10

netas)

fetandern centrum

for”’
nklen i Torhola
Jdvnf. afenittet

ot
yOdOkthets) +hots
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i 0lo

32

ti

til

Qm

thetoole wi/3.040)

ADSren

1 randen

numeriske

tihen

kLede x-—vfrdi.

funktionsudtrebbet.,

om funktion af

okesrerimenter,




elgse
encif
return

g

T

0

Nerme Funktion

ime=licit

include

1t (thetsa
dirff_ =
eloe
ST
e T
retiarn

erm

C Terrme funktion

C Eeregnindgen.

 lieg o700 er 1lille

return

ernd

L oFunietion benuttes

realx®8 furction Ef{ar

beregner

2 = a0

peresner den
unsier beresningan 8

11O

Furditionerns

oi;;t (').()d(\' oi"l"lrio 1
~Z2,000Xkalenakllsin {3, 040%

E N4 Ts 14

imelicit mone

er der stor

zl¥e function diff_a(thets)

ztTlede af

‘rarameter, for’
rezl¥8 theta ! vinklen

Laer Jdvnft,

)

include ‘rarsmeter.for’

candewnligned for
C vfrdiern 3f eksrormentizlfunktionen

E = lNewe (~-Lsart(s/INKkarg)/ars

theta, 1t e

s0m irddger a

ovensteende

funlk.

taor.

sfenittet om mumerishke

/7

y dO) Lher
t.

C"O

neregningen af K.

rezl¥8 ardg | Ardumentet er F = afstenden X &,

ungderflow.
automatisk til rmul.,

Nernme

Her sflttes




resl®d Ffunction F{xstiheta)

> Her beresgnes kernern K. »
- Som nfvnt i karitlet om de riumeriske elksrerimenter er der mroblemer
for R=0, gvarende til thets=0 eller theta=ri., Hvis R er lille

bereznes K derfor efter den serroximation der er heskrevet i
karitlet.

oGO0 f

imerlicit mone

include ‘szrameter.for’

resl*?2
L S tihetasiy I Indretararametrene vinkel og Koordinst re
I x—agksern.-
X ) b afstend fra x til s(thets) runkt re randen.
¥ ardiff.g, £ ' Funktionermne som indzer i beredninsgen.

C Beregning af r

r = deart GukX24+s(theta ) ¥K2-2,0d0%k¥a(theta)kdcos(thets))
C hvis r er lille tur vi til vores arrroximstion.
it (v Jle. 1.0D-46) then

¢ Thwets 1ig rul eller thets lig g1 7

-

it {thets .1t. 1.0d-6) then
N o= FiksQXxdelta¥const

hy
else
K = mikaOfconst
erd if
elce
C den normale beredning 3f K.
‘ K = E{(r) X
¥ 2.060%ri%ka(thete)kdsin(thetal®
X dsart(a(theta)Xk2+diff_A(thetar kx2)
eng if

return

erd

real¥8 function simrson_ 2d Cumirns Mmaxs xanty cminy wmaxy =2ent)

3

C Beregning af simrson intedralet i 2 dimensioner for funktionen K.
C Dette er en ordatering af den l-dimensionelle aldgoritme,

imrlicit none

164



wmaiis I Minm og max for 2. koordinat.

atrs ustrs P Intervaleatxrrelsen for 1. od 2. koordinat.

Hvghy gvsty V- Ufgtming a3f det ermbelte =unkt.,

werkty urkty VU Fumlctets

sumy vaerdis ! Den summerede vfrdi» o€ den vfdtede vfrdi
} 1 et enkelt runkt.

beredgn.vagts ' Funbetionen il beredgning af vfastere.

ke, .l Fumictioren for hvilken integralet skal

! heresnes

FK O S P
w
=
I
pu
~

¥* ¥

integer%4
- wanty want, ' Intervalantal for 1. og 2. koordinat,
¥ ir» - b Tfllere

o Summer mulstill og intervalstxrrelsen berednes,

]
i
e

sum = 0,006

“ebr = (xmar -~ smin) /DFLOAT( xanmt)
gstr = (wma - umin) /I0FLOAT( want)

o Summeringen over de enkelte Funbkter.
SoUfriddien 1 et runkt er fTurnktionsvirdien danget med vfoslern for runktet.

g0 ) = 0y mant

»vegtl = berednovdat( Ly xeEnt)
ekt = xmin + dflosb(irkustr

vaerdi = wvat K wvat K ko Corkty wekt
ium‘ﬁ sum + vaerdi
end do
erd do
C Endelisg beregning &f intedgralets »frdi.
>-‘sim950n_2d = yotr X wgtr X coum / 9,000

return

end

resi¥E function beredrn_vdtinry max)
solerezning 3f vfdten il simrson intedralerrie,

0
¢ Vfsten er 1 for NR=0 eller MAX, 2 for NR lidge, og 4 for NR ulige,
¢ L den to-dimernsionelle simesorn skal en xog ern w vFfgt multirliceres
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for at fe vfsten,

—

. sammen

imerlicit none

intederk4 nrr» max

af wvfgten,

o
LS

BEeregnins

oC)T‘o
1.000

if O rnr Jea, 0O
beregn_vst =
else

L O dmogd{rre)
beredrn_vst =
else
heregrn_vat =
arvd LT
if

e
return

end

nr

PRQR
2,000

A.0D0

e G

mey ) Lhen

Q) then

realX¥s Tunction sime (<mins smaxs xont)

Beresning af
- beresningern

Fan]
Ld

Fraleist fredd e

-

er
imelicit mone

real¥s MMB ey

% * 2
3
o+
-

Sy VEETidl e

teredrn. vsts
,f\

* ¥

dntederkd
X wants
X 1

sum = Q000

Katr = (max -
do i = want

swvstt

P A MM

vaerdl =

SLiM = GLn

heresn. vet(

+ vaerdi

det l-dimernszionelle
som i

FL

for furktiornen
tL1ITFlade,

aim=son—-intezrale
det 2-dimensionelle

srfrise for tntesralet.

Xvre og ;
Intervaleturrelzen,
Ufgten 1 et =unkt.,
Funktets Loocdinst,
Ien summerede vfrdi,
i et erkelt =unkt,
Vgt funktionen.
len funktionern
beredgrnes.,

0 den vigltede

for nvilken intedrzlet =zkagl

intervalasntallet,
Tfller.

#min) JUFLOAT( want)

1y Manl)
+ dflost(ir¥xstre

#vdt kK f (uplkt)
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end do
cimE =

return

e

“etr X sum

/

2,000
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Projektrapport af: Niels Thor Nielsen.

Vejleder: Bent C. J@rgensen,

45/82

46/82
1+11

47/82

48/82

49/82

50/82

51/82

Br aldrig udkommet.

"EKSEMPLARTISK UNDERVISNING OG FYSISK ERKENDESE-
ILLUSTRERET VED TO EKSEMPLER".

Projektrapport af: Torben 0.0lsen, Lasse Rasmussen og
Niels Dreyer Sgrensen.

Vejleder: Bent C. Jgrgensen.

"BARSERACK OG DET VERST OFFICIELT-TENKELIGE UHELD".
ENERGY SERIES NO. 5.
Af: Bent Sgrensen.

"EN UNDERSA(ELSE AF¥ MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA ADGANCS-
KURSUS TIL K@BENHAVNS TEKNIKUM".

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Jgrgen Karrebak, Troels
Lange, Preben Ngrregaard, Lissi Pedesen, lLaust Rishg],
Lill Rgn og Isac Showikdi.

Vejleder: Mogens Niss.

"ANALYSE AF MULTISPEKTRALE SATELLITBILLEDER".
Projektrapport af: Preben Ngrregaard.
Vejledere: Jprgen Larsen og Rasmus Ole Rasmussen.

"HERSLEV - MILIGHEDER FOR VEDVARENDE ENERGLI I EN
LANDSBY".

ENERGY SERIES NO. 6.

Rapport af: Bent Christensen, Bent Hove Jensen, Dennis
B, Mpller, Bjarne Laursen, Bjame Lillethorup og Jacob
Mgrch Pedersen.

Vejleder: Bent Sgrensen.

"HVAD KAN DER GPRES FOR AT AFHJIALPE PICERS BLOKERING
OVERFOR MATEMATIK ?"

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Lissi Pedersen, Lill
Rgn og Susanne Stender.

52/82 EESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS"
: Bernhelm BOOSs og Krzysztof Wojciechowskic

53/82 "THE CONSI‘I'IUI‘I(I\I CF SUBJECTS IN ENGINEERING
EDUCATT
Af: Arne Jacobsen og Stig Andur Pedersen.

54/8% "FUTURES RESEARCH" - A Philogophical Analysis
of Its SubjectMatter and Methods.
Af: Stig Andur Pedersen og Johannes Witt-Hansen.
55/82 "MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur p& Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi.
Af: Else Hgyrup.
Vedr. tekst nr. 55/82 se ogsd tekst nr. 62/83.
56/82 "EN - TO ~ MANGE" -
En undersggelse af matematisk @gkologi.
Projektrapport af: Troels Lange.
Vejleder: Anders Madsen.
57/83 "ASPECT EKSPERTMENTET"-
Skjulte variable i kvantane]enﬂdcen”
Projektrapport af: Tam Juul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.
Nr. 57 er udgéet.
58/83 "MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtnin-

ger over spredning af dyr mellem smébiotoper
i agerlandet.

Projektrapport af: Per Hammershgj Jensen og
Lene Vagn Rasmussen.

Vejleder: Jgrgen Larsen.

59/83"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".
ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Sgrensen.

60/83 "MATEMATISK MODEKSPERTISE"- et eksempel.
Projektrapport af: Erik O. Gade, Jgrgen Kar-
rebxk og Preben Ngrregaard. .
Veileder: Anders Madsen.

61/83 "FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION, SOM ET EKSEMPEL
PA EN NATURVIDENSKAB - HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hgyrup, Jens Hgjgaard Jensen
og Jgrgen Vogelius.

62/83 "MATEMATISKE MODELIER" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi 2. rev. udgave.
Af: Else Hgyrup.

"GREATING ENERGY FUTURES:A SHORT GUIDE TO ENER~
GY P .

ENERGY SERIES No. 8.

Af: David Crossley og Bent Sgrensen.

63/83

64/83 "VON MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hgyrup.

"ANVENDI' MATEMATIK - TEORI ELIER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, Kir-
sten Habekost, Carsten Holst-Jensen, Annelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mpller
Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Grinbaum.

65/83

"MATEMATISKE MODELLER FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA CQOLI".

Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.

Vejledere: J¢rgen larsen og Anders Hede Madsen.

66/83

67/83 "ELEPSOILE METODEN ~ EN NY METODE TIL LINEAR
PROGRAMMERING? "
Projektrapport af: lone Biilmann og Lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

"STOKASTISKE MODELIER I POPULATIONSGENETIK"
- til kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgird Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank Mglgird Olsen.
Vejleder: J¢rgen Larsen.

68/83




69/83 "ELEVFORUDSETNINGER I FYSIK" o 83/84 "ON THE QUANTIFICATION OF SBCURITY":
- en test i 1.g med kommentarer. PEACE RESEARCH SERTES NO. T

Af: Albert C. . Af: Bent Sgrensen
Paulsen nr. 83 er p.t. udgdet

70/83 "INDLERINGS - OG FORMIDLINGSPROBLEMER I MATEMATIK
PA VOKSENUNDERVISNINCSNIVEAU".
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor-
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle- N
rup Jensen, Keld Fl. Nielsen, Lene Vagn Ras- 85/84 'TWCALRHIEANRER OG MATEMATIK".
Specialerapport af: Per Hedegird Andersen, Carsten Holst-

missen.
Yejleder: Klaus Griinbaum og Anders Hede: Madsen. Jensen, Else Marie Pedersen og Erling Mgller Pedersen.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

84/84 "NOGLE ARTIKLER OM MATEMATIK, FYSIK OG ALMENDANNELSE".
Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.

71/83 "PIGER OG FYSIK"
- et problem og en udfordring for skolen”
Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby.

86/84 "SECURITY IMPLICATICNS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
TOP. WESTERN EU ",
PEACE RESEARCH SERIES NO. 2
Af: Bent Sgrensen.

72/83 "VERDEN IFALGE PEIRCE" - to metafysiske essays, "
om og af C.S Peirce. 87/84 "A SIMPLE MODEL OF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISORDERED

Af: Peder Voetmann Christiansen. SOLIDS".
Af: Jeppe C. Dyre.
73/83 ""EN ENERGIANALYSE AF IANDBRUG" . ] .
88/84 "RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINITESIMALS".

- gkologisk contra traditionelt.
ENERGY SERIES N9. 9
Smecialeopgave i fysik af: Bent Hove Jensen, " .
Vejleder: Bent Sgrensen. 89/84 FJEWDERNG .

Af: Bjarme Lillethorup og Jacob Mprch Pedersen.

Af: Detlef Laugwitz.

90/84 "ENERGI I 1.G -~ EN TEORI FOR TILRETTELAGGELSE".

74/84 "MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK" - om vi- Af: Albert Chr. Paulsen.

denskabeliggjort teknologi og nytten af at lare

fysik.

Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko-
tak Jensen.

Vejledere: Jens H@jgaard Jensen og Bent C. J¢rgensen,

91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".
1. Lzrervejledning
Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen

75/84 "MATEMATTKUNDERVISNINGEN I FREMTIDENS GYMNASIUM" og John Johansson.
~ Case: Line®r programmering. Vejleder: Torsten Meyer.
Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdahl

og Frank Mglgaard Olsen. 92/85 “"KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjgrneboe. 2. Materiale )
Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen
76/84 "KERNEKRAFT I DANMARK?" - Et hgringssvar indkaldt og John Johansson.

af miljgministeriet, med kritik af milj(bstyrelsens Vejleder: Torsten Meyer.

rapporter af 15. marts 1984.
ENERGY SERIES No. lo

93/85 “THE SEMIOTICS OF QUANTUM - NON - LOCALITY".
Af: Niels Boye Olsen og Bent Sgrensen. '

NAf: Peder Voetmann Christiansen.

77/84 "POLITISKE INCEKS — FUP ELLER FAKTA?" 94/85 "TREENIGHEDEN BOURBAKI - generalen, matematikeren

inionsundersggelser belyst ved statistiske og &n
%deller. ¥s Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdahl

Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen Oq.Frank M. Olsen..
og Susanne Stender. Vejleder: Mogens Niss.

Vejledere: Jgrgen Larsen Jens Bjgrneboe.
= @ o9 i@ 95/85 “"AN ALTERNATIV [EFENSE PLAN FOR WESTERN EURCPE".

78/84 "JEVNSTROMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I PEACE RESEARCH SERIES NO. 3
AMORFT GERVANIUM". Af: Bent Sgrensen
Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. Ludvigsen
og Finn C. Physant.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

96/85"NSPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".
Af: Bjarne Lilletorup.
Vejleder: Bent Sgrensen.

79784 "MATEMATIK OC ALMENDANNEISE". " "
Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wemer-  97/85 "ON THE PHYSICS OF A.C. HOPPING CONDUCTIVITY".
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm Af: Jeppe C. Dyre.
og Morten Overgaard Nielsen.

98/85 "VALGMULIGHEDER I INFORMATIONSALDEREN".

Vejleder: Bernhelm Booss.
Af: Bent Sgrensen.

80/84 "KURSUSMATERIALE TIL MATEMATIK B". " "
Af: Mogens Brun Heefelt. 99/85 "Der er langt fra Q til R".
Projektrapport af: Niels Jgrgensen og Mikael Klintorp.

81/84 "FREKVENSAFHENGIG LEDNINGSEVNE I AMDRET GERVANIUM". Vejleder: Stig Andur Pedersen.
s apport af: Jprgen Wind Petersen
pecialer ak: e tersen o Ja%  100/85 “TALSYSTEMETS OPBYGNING'.

Christensen.
Vejleder: Niels Boye Olsen. Af: Mogens Niss.
101/85 "EXTENDED MOMENTUM THEORY FOR WINDMILLS IN
PERTURBATIVE FO
Af: Ganesh Sengupta.

82/84 "MATEMATIK - OC FYSIKUNDERVISNINGEN I DET AUTO ~
MATISERELE SAMFUND".
Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre

25-27 april 1983.

Red.: Jens Hpjgaard Jensen, Bent C. J@rgensen 102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELLER, BELYS'I‘"

og Mogens Niss. VED MODELLER OVER KZERS FOLDEROPTACELSE OG - OMSETNING".
ProYjektrapport af: Lis Eileitzen, Kirsten Habekost, 1ill Rgn

og Susanne Stender.
Vejleder: Klaus Griinbaum.



103/85 "¢DSIE KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE IDEER".

120/86 "ET ANTAL STATISTISKE S’B\NMDDELLER"

Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen.
Vejleder: Bent Sgrensen.

104/85 "ANALOGREGNEMASKINEN OC LORENZLIGNINGER".
Af: Jens Jxger.

105/85"THE FREQUENCY DEPENDENCE OF THF SPRCIFIC HEAT AF THE
(T.ASS REANSITICH".
Af: Tage Chrlsr,ensen.

"A SIMPLE MODEL AF AC HOPPING CONDUCTIVITY'..

Af: Jeppe C. Dyre.

Contributions to the Third International Conference
on the Structure of Non - Crystalline Materials held
in Grenoble July 1985.

106/85 "QUANTUM 'IHE)ORY OF EXTENLCED PARI‘ICLE‘S"
Af: Bent Sgrensen.

107/85 "EN MYG GJR INGEN EPIDFMI",
- flodblindhed som eksempel-pé matematisk modelle-—
ring af et epidemiologisk problem.
Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, lLars Boye,
CarstenHolst Jensen, Else Marie Pedersen og:Erling
Mpller Pedersen.
Vejleder: Jesper larsen.

108/85 "APPLICATIONS AND MODELLING TN THE MATEMATICS CUR -
RICULUM" - state and trends -
Af: Mogens Niss.

109/85 "OOX I STUDIETIDEN" - Ccax s regressionsmodel anvendt pa
studenteroplysninger fra RIX.

ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

110/85"PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORDEN RINDT PA FIADE KO
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones
og Jimmy Staal.
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 "VIDENSKABELIGGPRELSE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVATION

FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPLER".
Projektraprort af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn

Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen.

113/85 "DESUSPENSICN OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.

114/85 "ANVENDELSE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
AF KONTIGENSTABFIIER".
Projektrapport af: Lone Biilmarm, Ole R. Jensen
og Arne-Lise von Moos.
Vejleder: J¢rgen Larsen.
115/85 "“MATEMATIKKENS UDVIKLING OP TIL RENESSANCEN®.
Af: Mogens Niss.
116/85 "A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL RULE".
Af: Jeppe C. Dyre.
"KRAFT & FJERNVARMBEOPTIMERING"

Af: Jacob Mgrch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

117/85

"

118/85 TILFAIDIGHEDEN OG N@DVENDICHEDEN IFYLGE
PEIRCE OG FYSIKKEN".
Af: Peder Voetmann Christiansen

119/86 “DET ER GANSKE VIST — - EUKLIDS FEMIE POSTULAT
KUNNE NOK SKABE RPRE I ANDEDAMMEN".
Af: Yben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

Af: Jprgen Larsen -

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID",

Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MECHANISM OF GLASS IONIC CONDUCTIVITY".

123/86
124/86

125/86 '
126/86

127/86

128/86

Af: Jeppe C. Dyre.

"GYMNASTEFYSIKKEN OG DEN STORE VERDEN",
Fysiklarerforeningen, IMFUFA, RIC.

"OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

'UVBY,@ - systeamet - en effektiv fotametrisk spektral-
klassifikation af B-,A- og F-stjemer".
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI".
projektrapnort af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.

"GALOIS' BIDRAG TTL UDVIKLINGEN AF DFN ABSTRAKTE
ALGEBRA" .

Pro Jcktra')oort af: Pernille uand, Heine Larscn &
Lars Frandsen.

Vejleder: Mogens Niss.

"SMAKRYB" - om ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jorgensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

1?9/86 "PHYSICS IN SOCIETY"
Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat-

130/86

131/86

132/86

133/86

134/87

135/87

136/87

137/87

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

"Studies in Wind Power"
Af: Bent Serensen

"FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsma@ssige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Heyrup, Jorgen Vogelius,
Jens Hejgaard Jensen.

Sgren Brondd,

"FYSIK OG DANNELSE"
Projektrapport af:
Vejledere: Karin Beyer,

Seren Brond, Andy Wiered.
Jergen Vogelius.

"CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Sorensen.

"THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"

M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pedersen,
Petr VisCor

Authors:

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES~
TEORETISKE FORUDSETNINGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendaommons
forste og andet mode med grask filosofi"

Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hejgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE
FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling

Af: Jeppe Dyre

Niels Boye Olsen og

Vejledere:
Peder Voetmann Christiansen.



138/87 "JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP." ' 152/87 "PSEUDO- DIFFERENTIAL‘PROJECTIONS AND THE TOPOLOGY
| OF CERTAIN SPACES OF ELLIPTIC BOUNDARY VALUE

Paper presented at The International ] "
Workshop on Teaching .Nonlinear Phenomena . PROBLEMS' i

at Universities and Schools, "Chaos in a by Bemhelm Booss-‘BavnBek
Edu;gtlon . Balaton, Hungary, 2§ April-2 May 1987. Krzysztof P. Wojciechowski

By: Peder Voetmann Christiansen

153/88 "HALVLEﬂERTEKNOLOGIENS‘UDVIKLING MELLEM ‘MILITARE

13 %87 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer 'I'e.chr‘\ik' - -
0G CIVILE KREFTER'
durch Fortschritte in der Erkennbarkelt : .
der Natur” Et eksempel pd humanlstlsk teknologlhlstorle
Af: Bernhelm Booss-Bavnbek . . Hlstor1espec1ale TN
Martin Bohle—Carbonell I Af: Hans Hedal. : R

_Vejleder: Ib Thiersen -

140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HMRPHIC Ml_\PS" . ’ K i
. s 154/88 "MASTER EQUATION APPROACH TO VISCOUS LIQUIDS AND

: 1s L . :
By: Jens Gravesen .. ) ) ‘ THE GLASS TRANSITION"

141/87 "RADIOMETERS UDVIKLING AF BIDIXSASAPPARA'I‘UR - : By: Jeppe Dyre e ) ,
Ermmmxﬂlsmxsxpm- . : _ = .

i

Projektrapport af Finn C. Physant @ 155/88 "A NOTE ON' THE ACTION OF THE POISSON SOLUTION

E ) o ' OPERATOR TO THE DIRICHLET PROBLEM FOR A FORMALLY
. leder: iersen . R : :
vell Ib Thierse o _ SELFADJOINT DIFFERENTIAL OPERATOR' :

142/87 "The Calderdn Projektor for Operators Wlth :
Splitting Elliptic Symbols" ‘ :

by: MLchael Pedersen
S C L. 156/88 "THE RANDOM FREE ENERGY BARRIER MODEL FOR AC
by: Eernhelm Booss-Bavnbek og. B ) CONDUCTION IN DISORDERED SOLIDS" .
Krzysztof P. Wojciechowski. . .
Lo Lo by: Jeppe C. Dyre

157/88 " STABILIZATION OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY FINITE DIMENSIONAL BOUNDARY FEEDBACK CONTROL:
A pscudo d1fferent1a] approach "

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pé"NA'l"—l'BI\S;"

~

af: Mogens Brun Heefelt

FNE by: Michael Pedersen
144/87 "Context and Non-Locality - A Pelrcanbhpproach
Paper presented at the Symposium on the © 158/88 "UNIFIED FORMALISM FOR EXCESS CURRENT NOTSE IN
Foundations of Modern Physics The ngenhagen. RANDOM WALK MODELS" '
Interpretation 60 Years after the Camo Lectutc.
Joensuu, Finland, 6 - 8 august 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

.by: Jeppe Dyre

159/88 "STUDIES IN SOLAR ENERGY"

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND ° : by: Bent Serensen
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA" -
Manuscript of a plenary lecture GEllvered at : 160/88 "LOOP GROUPS AND INSTANTONS IN DIMENSION TWO"
ICMTA 3, Kassel, FRG 8.-11.9. 1987 S / S SIO °
by: Jens. Gravesen
By: Mogens Niss
' i 161/88 “"PSEUDO-DIFFERENTIAL PERTURBATIONS AND STABILIZATION
" TETEN I SILICIUM
146/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESIS?M Is ' _ OF DISTRIBUTED PARAMETER SYSTEMS: .
- en ny frekvensbgseret malemetode . N o s . Dxrichlet feedback control problems"
Fysikspeciale af Jan Vedde Lo by: Michael Pedersen

Vejledere: Niels Boye Olsen & Petr vi§éb;

147/87 "Rapport om BIS pa NAT-BAS"
redigeret af: Mogens Brun Heefelt

148/87 "Naturvidenskabsundervisning med
Samfundsperspektiv"

af: Pefer Colding-~Jergensen DLH o ’ o N
Albert Chr. Paulsen .
149/87 "In-Situ Measurements of the density of amorphous
germanium prepared in ultra high vacuum' *
by: Petr Visdor
150/87 "Structure and the Existence of the first sharp

diffraction peak in amorphous germanium
prepared in UHV and measured in-situ"

by: Petr ViB&¥or

151/87 "DYNAMISK PROGRAMMERING"

Matematikprojekt af:
Birgit Andresen, Keld Nlelsen og: Jxmmy Staal

Vejleder Mogens Nxss ’ ) . -\’“




