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Dynamisk programmering er en matematisk optimeringsdisciplin.
Grundlazggelsen kan spores til R. Bellmans formulering af et
optimalitetsprincip og anvendelse pa& konkrete optimerings-
problemer omkring 1950. Projektets mélsatning er at diskute-
re det matematiske grundlag for dynamisk programmering - pri-
mart ved at undersoge forskellige matematiske formaliseringer

af dynamisk programmering og af optimalitetsprincippet.
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At  bestemme den hurtigste vej mellem to punkter i et
tyngdefelt, at finde den minimale energi for forde-
lingen at molekyler i et atsluttet system, at finde
den mindst udgiftskravende made at tildele ressourcer
il forskellinge esektorer, at kunne regulere feed-
hacksystemer, sa omkostningerne bliver minimale er
alle problemstillinger +ra skuffen af optimeringspro-—
cesser. Det fremgar, at ophtimering er en fzllesbeteg-
nelse for det at maximere eller minimers2 en eller
anden storrelse, funktion eller lign.

Optimeringsprocesser og ~problemstillinger kan vere
naturskabte F.eks. fordeler luftmolekylerne i et
afsluttet rum sig pa en optimal made, svarende til en
minimal energi. Eller processerne kan vere menneske—
skabte/~tenkte. Her er profitorienterede problemer
oplagte eksempler. Uanset problemets art vil der veare
nogen eller noget, der udferer en handling, der ferer
systemet fra en starttilstand til en sluttilstand,
som  hver isamr kan vere kendte eller ukendte. Disse
tilstande kan i reglen reprasenteres af matematiske
obiekter sasom vektorer eller lign.

Nar forst problemet or matematificeret afgeres, hvil~-
en optimeringsmetode, der er passende at anvende i
situationen. Ved nogle optimeringsproblemer skal der
tages beslutninger for og/eller under processen, 09
der kan vere stokastiske eller detsrministiske effek-
tar forbundet med problemet. pMen bl.a. afthz:ngig af
processans karakter sr der 2n rakke forskellige opti-
meringsdiscipliner til radighed. Etiketter pa den
slags disciplinegr ar f.eks. teorien for maxkimum— og
minimumbestemmel se wunder bibetingelser (klassisk op-
timeringl, klassisk variationsregning, matematisk
programmering o0g optimal kontrolteori. Det er ikke
nedvendigt at kende til disse optimeringsdiscipliner
+or at kunne l=zse rapporten.
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Matematisk programmering omfatter en del indbyrdes
forskellige optimeringsmetoder. Heriblandt linew®wr og
kvadratisk programmering. I nogle sammenh:nge opfat-
tes dynamisk programmering som herende under matema-—
tisk programmering. Det skal siden vise sig, at dyna-
misk programmering egentlig er af meres generel natur
end de evrige optimeringsdiscipliner. Der er proble—
mer, de andre optimeringsmetoder kan tage sig af, men
som dynamisk programmering kan lese pa en anden, 0y
ng evt. smartere made.

Men inden vi siger for meget, om hvad dynamisk pro-
arammering kan eller ikke kan, vil vi prazsentere
leseren for, hvad dynamisk programmering egentlig er
(ng maske ikke ar). '
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Vi vil nu give et eksempel pa en proces, der i det
vesentlige er en almindelig profitmaximeringsopgave.
Vi forestiller os, at en mand er i besiddelse af et
omrade beplantet med skov. Han ensker at sazlge al sit
tre over en forud fastsat arr=zkke pa 2n sadan made,
at udbyttet af salget bliver maximalt. Vi antager, at
prisen 2r den samme alls ar. Lad os endvidere anta—
ge, at han det ferste ar har ialt z tons trae staende
pa omradet. Af dette beslutter han at salge ¥ tons
(dvs. x, < z} og lade resten y =z-x, tons vokse viders
til det neste ar. |1 dette efterfelgende ar, dvs. ar
2, torventes der at vere cy, tons, hvor ¢ » 1. I ar 2
beslutter han igen at s®lge en del, x, tons, og lade
resten vy, =z, tons vokse sig sterre til der i ar 3
vil vare CYq, tons. Denne proces fortsztter han, ind-
til han beslutter at s®lge, hvad der matte vare

tilbage i ar N, nemlig 1y tons.

Som det frempar, er processens forleb altsa, at eje-
ren foretager en beslutning %, L ar n, dvs. pa det
n‘te trin i processen. Dette goer han pa grundlan af
tilstanden =, =C¥y.( =X,+Yan det pageldne ar. Beslut-
ningen x, fastl®wqgger pa entydig made n®ste ars til-
stand  Z,,TCY, Ty t¥net  32nnem en transformation af oz,
under brug af z,, =c(za=xa’.

Skematisk kan vi atbilde processen saledes:

AR SOLGT MENGDE RESTMENGDE BEHOLDNING NESTE AR

1 ®q Y Cy,
2 %y Ya CY,
N-1 Kyt Yai C¥y-1
N Xy o 5]
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Da mengden af trz i starten af processen er z tons,
har vi felgende relationer:

T =%ty
Cyy =ty
Yy, = ¥zt v
CW-2 T Hugt iy
C'yll-l: )

Deat or nu let at indse, at vi kan eliminere y’erns og
derved fa:
N-2 N-4

s My = " ; ;
(L¥s €8 "2 = ®u+ Cgyt vw F 0T+ €7 TRy



Vi antager, at prisen pr. enhed af trzet er afth:ngig

af mangden, der salges. Det indebarer, at sn given

prisfunktion g er ikke-linear. Indkomsten for, hele

partiet under beslutningsfelgen g i ,...,%y bliver
(2 gy + 9Gey ) + un + gley)

Denne verdi malt i kroner kalder vi R. Altsa er

N
(3 Ry 43¢ 5 aue yXn! =Z g g s

Vag
R star for retur o antyder saledes, at eisren gennem
beslutningsfelgen Ky aXg 9 wax gy tar belebet

R{xg yousyiy? retur. Fremover vil en beslubningsfelge
ogsa kaldes en politik. Det er ejerens opgave at

valge en politik, der ger R maximal. Hvis der findes
an sadan politik, kaldes den en gptimal politik. ‘

MNu  er optimeringsproblemet formuleret matematisk,
endda 1 en lettere generaliseret forstand, idet wvi
endnu  i1kke har specificeret de 1 eksemplet kendte
sterrelser, hvorat specielt funktionen g er interes-—
sant. Denne {funktions eksplicitte udseende vil 1
reglen vare afgerende for, hvilken optimeringsmetode
man skal gribe til for at leose problemet, Da g9 er
antaget ikke-line®r, kan lesningen vare overordentliyg
vanskelig at finde.

Man kunne betragte skovejerens problem som =2t diskret
problem, idet der er tale om at fzlde et helit antal
treer, solgt I et helt antal tons. Under denne om-—
stendighed vil lesningsbhestemmelssn vere temmelig
omtattende. Hvis vi distedet antager, at x’erne til-
herer et interval pa den reelle talakse, findes der
metoder, som letter lesningen af optimeringsproble—
met. Derfor wvalger vi at antage dette i det fol-
gende.

Til problemet, vi her star overfor, kan der hestes
aftgerende fordele ved at bruge dynamisk programme—
ring. Vi vil derfor illustrere den angrebsmade, som
dynamisk programmering tager i anvendelse for at lese
problemet.

Vi definerer nu en funktion f,(u) som den totale
indtegt wved at starte med u tons tra og ved at velge
en optimal politik over en periode pa n ar. Det er da
klart, at

g (w) = glw.
svarends til, at ejeren sglger hele molevitten det

forste ar. Det kunne jo vere, at han havde lommesmer-
ter eller skulle bruge omradet +il en kemisk fabrik




al.lign. Antager vi imidlertid, at han 1 det mindste
kan vente 2 ar, kan vi betragte f, (W. Lad os videre
antage, at en optimal politik er, han efter det
forste ar samlger %x* tons. Da vil vi have, at

(w) = g™y + belebet for salget af
c(u-x*) det resterende ar.

2

Hvis c(u-x*) angiver mangden af tra det andet ar, vil

indtagten for salget a+ denne mengde VRre

fy (cu=x*1), hvorfor
fy (u) = g(xé) + fl(c(u—x#))

nar x% er optimal. Nu kender vi ikke x®* , sa derfor

vil vi formulere ligningen ovenfor som

£, () = max {gGo + f (c(u"m))} .
2 oLXE W { i

(Vi antager, at maximum eksisterer.:}
Leddet f, (c(u-x)} indeholder ikke noget valg. Valget
forste ar vil nemlig give situationen det andet ar.

Vi antager herefter, at skovejersn kan vente tre ar
maed at s:lge al sit trz. Derved kan fz(u) betragtes.
Det ferste ar szlges x® tons, som antapes at vare en
optimal beslutning. Da vil vi have, at

fs(u) = g(x*) + belebet Ffor salget af
cl{y-x*) de resterende ar.

Den mangde trz, der skal szlges de to resterende ar
er c(u-x*), og saldet vil indbringe fg(c(u-x*)}, da
salget skal geres optimalt. Dertor fas

Fylu) = g™ + f, (clu—x™))

nar x¥ er optimal. Nu kendes x® ikke, sa derfor vil
vi ~ ligesom da skovejeren kun havde to ar at szlge
sit tre 1 - formulere ligningen for fg(u) som;

4, (1) = max gy + £, (c(u-x)) .

3 oex4 U { 2 |

Bemark at wvalget det andet ar ikke fuldstendight
hestemmes af valget det Fforste ar.

Det er umiddelbart at indse, at denne argumentation
kan forlznges til at gelde for et vilkarligt ar som
funktion af det foregaende . Altsa har vi, at

fo (W) = max ig(x) + ﬁhéc(umx))} .
ogxgw
Dette kaldes den rekursive liagning for problemet. Det

ses, at for at kende f, i et punkt md man kende ,, 1



at interwval. Vi har ved ovenstéende tankemade  for-

vandlet et N-dimensionalt optimeringsproblem — der er
N beslutningsvariable defineret pa et reelt inter-— |
val, en pa hvert trin — til N l-dimensionale proble-
mer, som or fastlagt ved |
f, (W) = max g, = (w)
L o«.x”!u{ N } d
. fy (u) = max {g(x*‘) + ¥1(c(u—xm1))}

OLxy, tuU

f, () = max . J9(x,> + £ (clu-x,))
N oex sl i i (T3 i f

under betingelsen (1),

Dette er en typisk formulering af et optimeringspro-
blem ved brug af dynamisk programmering. UOpgaven er
nu at lese disse ligninger, dvs. finde de x’er, der
leverer returfunktionernes maxkima. Helt eksplicit er
sagen at finde de x, der leser ligningen

( = maXx X, oxX
fuw) ob)!'.‘:\l{%( ‘)*O‘rxzsu.g "a(xl)*‘ v

max IS AR ACI (Y ""'1))& ”,

O Xy EUp-y
hvar w erne aftager med stigende indexnummer. kKom-—
plexiteten af dette udtrylk er abenbart temmelig af-
hangig af udseendet af g, o0g denne skal derfor ikke
vare serlig kompliceret, feor de tilg®ngelige analyti-
ske angrebsmuligheder er forsvindende.

Skabelsen af dynamisk programmering har derfor ogsa
varet nert knyttet til udviklingen af computere, som
(dengang i 1930°erne - og nu) forestar de numeriske
baregninger og genererar leosninger. Vi vil imidlertid
bringe et eksempel pa en funktion g, hvor problemet
kan loses analvtisk.

l.ad g vare givet ved
k) = k< , k' er en konstant,k#0.

Dette er ikke et helt realistisk uditryk, men heller
ikke uegnet, fordi den vil reprazsentere faldende pris
ved salg af meget tre. I hvert fald er den ikke-
linesr ng samtidig relativ simpel. Vi har altsa, at

glu) = k-0
max ik-VE’ + kq/c(u*x)}

[ 1% TR

1

(4) £, (w)

(3) £, (u)




tierer med hensyn til x fas:

Ser vi pa argumentet k-Vic + hﬁVc(u—m) 0g differen—
Ve

~ ke = l‘__[_i_.. - l,xe(o,u.)
ch(u—x) 2l u-x

Dette sattes lig med ¢ g giver

1 V eller = = u-x & K o= y/f e+l

Det er tydeligvis et maximumspunkt for udtrykket, og
det ligger i intervallet (G,uw), hvorfor

ﬁ(LQ = kﬁdc*t + k‘J— tk"zrr

k,i\l v + \}_Eigl_
C+1 C+d
{+c

- k[m

I

W] = k1/u(c+1) ,

Helt tilsvarende ses, at

= m {u,}"‘ s+ 4, (c(u- X))f

OéX“L

i

max §Uyx +kyela-le D |

oL x4 W

I

kWu(L+c+er) ,

hvilket opnas for maximumspunktet x=u/(l+c+ct). Det
kan vises ved induktion, at det generelle monster er

T !

fo () = k-Ju(1+c+c‘+...+c"")
opnast for w=u/(il+c+cl+. .+,

Nu er sterrelsen af u afh:ngig af hvilket trin n, man
befinder sig i. uw er at opfatte som variabel for .
For givet n kender vi ikke u pa forhand, bortset fra
verdien pa -det ferste trin, hvor usz. Hvis ejeren
0gsd pa  forhand har bestemt antallet af ar beslut-
ningsprocessen skal forlebe, kan vi altsa fastlwmgge
gtz




Men eljeren er endnu ikke tilfreds, For han skal o
vide, hvilken politik han skal benvyitte ftor at opna
fN(z). Beslutningen det ferste ar er bestemt af

(bres £tz = max {gGe) + F (c(z-u))
N -
ok x£d { Noi }
Antag, at x; er en verdi, der tilfredsstiller (&),
altsa at 1, er et optimalt valg. Da vil ejeren det
andet ar have z,=c(z-x,) tons tra til radighed. 8a
vil
(7y: £, (2,3 = H wy + £, (c(z,~-x})
v-g ‘T2 o";i“zi.g(‘) T tEtE TR }
Hvis nu ¥, er en optimal lesning til (7)), sw®lger
ejeren x, tons trz det andet ar. 0Og saledes fortset-—
tes processen.

Vi har i det foregaende konsekvent brugt vendingerne

"en optimal politik", "en optimal lesning" i stedet
for den bestemte form: "den optimale politik". Det
skyldes, at der i den almene situation sagtens kan

twnkes at vere flere optimale politikker. Det maed-
farer, at man har et udbud af mulighesder for at opna
det optimale resultat.

Fa et sted i det foregaende atsnit Fforetog vi et
afgerende og i virkeligheden generelt argument. Det
var der, hvor vi sagde, at en optimal politik for den
trearige proces bestod af en delbeslutning det ferste
Ar og af en optimal beslutning de resterende ar mht.
beslutningen det forste aAr. Faktisk har vi benyttet
denne dynamik gennem hele eksemplet. Dvs. at en opti-
mal politik for en n-trins proces bestod af en delbe-
slutning det forste ar samt af en optimal beslut-
ningstelge (politik) over de resterende n—-1 ar. Det
er denne idé, der giver dynamikken i dynamisk pro—
grammering. Ideen skyldes nu afdede Richard Bellman
og er oprindeling Fformuleret saledes:

"An optimal policy has the property that whatever
the initial state and initial decision are, the
remaining decisions must constitute an optimal
policy with regard to the state resulting from
the first decision."

(Bellman 1957 s.83)

Denne idé& kaldtes af Bellman optimalitetsprincippet.

Vi vil i kapitel 4 vende tilbage til en diskussion af
princippet.
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I afsnit 2.3, indferte vi nogle begreber, der blev
understragede. Det er hensigten her at tage disse
begreber op for at gere nogle bemarkninger om genera-—
lisationsforhold.

Dynamisk programmering er mange ting, men mere pra—
cist er det en metode/teknik/teori til optimering af
beslutningsprocesser. Her skal beslutninger forstas i
vid forstand. Beslutninger er de ingredienser, der
kan manipuleres mad for at opna det enskede resulitat,
dvs. optimum af en given objektfunktion. For at be-
slutningen skal kunne bruges i matematisk forstand,
ma de vare reprzsenterede ved et matematisk wnivers
f.eks., funktionsrum, talrum eller andre mengder.

I eksemplet brugte vi navnet returfunktion pa den
funktion, der skulle optimeres. En sadan funktion
kaldes ogsa objektfunktion, kriteriefunktion, om-
kostnings— eller profitfunkition - lidt afh=zngig af
den konkrete problemstilling. Wi vil hovedsageliyg
bruge begreberne objekt— og returfunktion.

En beslutningsproces er bl.a. karakteriseret ved en
mengde af mulige tilstande for processsn pa hvert af
processens Lrin.

Fa felgende figur er skitseret , hvad man kan opfatte
som en overgang fra et trin til et felgende 1 en
beslutningsproces.

Trin t i =] Trin s
En tilstand En  ny
tilstand

bt = e e an e o w

transfurmation,

Beslutning

v

trin t’s bidrag til objektfunktion

Fig

A &

Fa trin t er processen heskrevet ved en tilstand, id
fra denne foretages en bheslutning, der resulterer i
@t bidrag til den samlede objektfunktion., Det skal
understreges, at bidragens ikke nedvendigvis leveres
additivt. Beslutningen indebzrer ogsa, at tilstanden
zndres til en anden pa et efterfolgende trin. Deite
sker gennem en transformation afhangig af beslut-
ning(er) og tilstand(e). I esksemplet svarer transfor-—
mationen til en overgang fra 2, =i +yy =CYpg Lil T, OV,
under brug af beslutningen x, .
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En matematisk problemstilling for dynamisk programme-
ring er at give diagrammet ovenfor en matematisk
formalisering. Man kan sige, at dynamisk programme-
ring ikke er matematik fer, man har matematiske meto-
der til behandlingen af det, eller i det mindste har
indlejret det i et matematisk univers,

e e e et s i e S e T o s e R e S e S

Eksemplet, vi bragte, repra:senterede en procestype,
der normalt betegnes som en flertrins beslutnings—
proces (multistage decision process). Fysisk set
forleb processen over en arrxkke, dvs. der var
indlejret et tidsforleb, der var endeligt, og beslut-
ningerne blev taget en gang arligt i overfert for-—
stand. Altsa een beslutning pa hvert af de N trin.

Allokeringsprocessar ar af en anden art end flertrins
beslutningsprocesserne. Det handler om, at forskel-
lige sektorer skal tildeles en eller anden ressource-—
mangde (penge, kemikalier el.andet) pa en gang, sa-
ledes, at udbyttet af tildelingen bliver maximal. Der
er ingen tidefaktor forbundet med processen. PMan -
kunne mene, at processens inddeling i trin derved.
ikke var mulig. Men i stedet for at bruge tiden som
trinvariabel kan de forskellige sektorer opfattes som
trin. En vigtig anvendelse af dynamisk programmering
2r at {4 transformeret allokeringsprocesser om til
flertrins beslutningsprocesser,

Vi wvil angive mulige generalisationer af ingredien-
marne 1 dynamisk programmering. Hertil bruger vi
benavnelserne indfert i atsnit 2.5.

Trinmenaden A: 1 eksemplet var A=i1,2,...,N}. Dvs.
@i endelig mengde af numre. En sadan  begrensning
vil ikke vare aktuel i alle optimeringsprocesser.
A kunne istedet vere uendelig, enten tzllelig
aller overtallelig (typisk et interval af den
reelle talakse). Man kan ogsa tale om m:ngden som
diskret (endelig eller uwendelig men tallelig)
eller kontinuert (overtazllelig).

Tilstandsrummet S: Et tilstandsrum kan vere ende-
ligt eller uendeligt (txlleligt eller overtzlle-
ligt). I eksemplet var tilstandsrummet et interval

nemlig m#:ngden af tre i vegt. Vi har tidligere
givet et eksempel pa en endelig tilstandsmangde
nemlig, hvis trzerne solgtes i hele vegtenheder.

Beslutningsrummet D: Mangden af beslutninger kan
ligesom de oevrige variabelrum vare endelig eller
uendelig (tzllelig eller overtzllelig). 1 ek-
semplet var beslutningsrummet ligesom tilstands-

rummet et interval, altsa overtmlleligt.
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FKombineres disse tre, fremstar der tilsynesladende 27
mulige procestyper. HMen 1 princippet kan der fore-—
komme alskens blandinger, nar +. &2ks. beslutningsrum
og/eller tilstandsrum pa forskellige trin er varieret
mellem de mulige typer. AltsA er beslutningsrummet pa
trin_. s f.eks. kontinuert, mens det pa trin t  er
diskret. Typisk er man dog ikke interesseret i, at
sadanne skift i karakteren af beslutninasrum ng/eller
tilstandsrum varierer i lebet af en proces.

Der findes yderligere en inddeling af procestyper.
Betragtes transformationerne mellem trinene i proces—
sen, kan disse vere enten deterministiske eller sio-
kastiske. I det deterministiske tilfzlde +fastlagger
tilstand og beslutning entydigt neste trins tilstand.
Er processen derimod stokastisk er tilstande og/eller
beslutninger at opfatte som stokastiske variable.
Tranzsformationen fra en tilstand til en anden er sa
an betinget sandsynlighed, f.eks. sandsynligheden for
at wvere i tilstand s pa trin t givet en tilstand =~
pa trin t7. Klassen af deterministiske processer kan
opfattes som 2n delmengde af de stokastiske, idet en
at tilstandsvariablene 1 en deterministisk proces
till®gges sandsynlighed 1, des andre sandsynligheden
. Derved har stokastiske processer sterre generali-
tat end deterministiske, hvaorfor teoretiske resulta-—
ter opnast indenfor stokastisk dynamisk programmering
i en vis udstrzkning kan {finde anvendelse i determi-
nistiske beslutningsprocesser. Til gengxld er resul-
taterne om stokastiske processer ofte temmelig svage.

Da der 1 princippet er sa mange forskellige procesty-—
per, er det nasten oplagt, at procesnomenklaturen
nemt kan bryde sammen. Det ger den ngsa. Det er ikke
simldendt, at forskellige artikelforfatters udi dyna-—
misk programmering bruger samme benwvnelser pa for-
skellige procestyper. F.eks. hvis en dynamisk pro-
grammeringsproces betegnes diskret beslutningsproces,
er det ikke klart, om der hentydes til trin-, beslut—
nings— eller tilstandsvariablen, samt om processen er
stokastisk eller deterministisk.

Endnu et punkt kan give anledning til generalisering
oy teorstiske undersegelser. Objektfunktionen behever
ikke at wvzre en enkelt funktion, men der kan vare
flere forskellige sammenfattet i en vektorfunkiion,
0Og de kan indbyrdes have vidt forskellig komplexitet.
Dat er 2t stort problem for dynamisk programmering,
hvis objektfunktionen ikke 2r geparabel. At en funk-
tion Flig vouwyity? 2r separabel vil sige, at den
f.eks. kan skrives pa en af formerne

F(:{Lgnnn’xﬂ) == Fi(:{t) -+ F‘z (:"-l) LA F“ (3"“;’
eller

F(xi,..‘,x") = FL(HL)FQ(KI) e Fy Gy




Altsa at variablene separeres. Objektfunktionernes
antal o9 natur kan saledes give anledning til selv-
stendige teoretiske og bersgningsmerssige problemer.
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Saledes som vi har fremlagt emnet dynamisk programme—
ring, er der tilsyneladende to vasentlige opgaver for
dynamisk programmering. Den =2ne er at  formalisere
optimalitetsprincippet og/eller beslutningsproces—
modellerne. Da dette tema er =2n stor del af diskus-—
sionen 1 kapitel 4, wvil vi udelade den side af sagen
her.

Den anden opgave er den matematisk teoretiske Qg
praktiske behandling af fznomenerne i1 dvnamisk pro-
grammering. I eksemplet s& vi, at midlet til behand-
lingen af problemet var den rekursive ligning. FPro-
cessen med at maximere indkomsten ved trafazldningen
var af den esndelige slags mht. trinvariablen. Hvis vi
havde ladet N ga mod uendeliyg, ville processen vatre
uendelig dimensional. Dette kunne resultere i to
ting. Enten ville den rekursive ligning vare opret-
holdt for wvilkarlig store n, eller vi kunne evi. have
opnaet, at Ffunktionstolgen (f4 dlpew ville konvergere
uniformt mod 2n funktion . I den situation kunne den
statiske funktionallianing

f(u) = max {g(x) + f(c(umm))}
ocxi b
trambomme. Det ses, at bade hejreeog venstresiden
‘direkte afhznger aft den samme funktion f. Man ville
imidlertid ikke umiddelbart kunne sige, om denne lig-
ning har nogen lesninger, da det ikke er sikret pa
forhand, at maximum eksisterer. Derfor vil det mere
korrekte og generelle udtryk vere:

Flu) = sup ig(x) + f(c(u—x)ﬁ
O¢xt U
Eksistensen af madimum er betinget af, om gransefunk—
tionen er kontinuert, hvilket i sidste ende hznger pa
nogle tekniske betingelser pa f, og dermed bl.a.
funktionen g. '

Neste skridt 1 behandlingen er at lese ligningerne.
Til den ende er de matematisk analytiske midler meget
bejgransede. I langt de fleste — og dermed ogsa i de
"realistiske" - modeller, =r man henvist til numeri-
ske analysemetoder og computere, Man er almindeligvis
interesseret i at undersege lesningernes egenskaber
og adf=ard. Dette pa Forskellige generalisations-—
niveauer.

Ofte wunderseger man en konkret model evt. af et
virkelighedsn=rt problem. Man opstiller en funk-—
tionalligning eller en rekursiv ligning for at lese
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den under givne betingelser, som seges giort sa svage
som muligt. At man ofte koncentrerer arbejdet om
konkrete modeller skyldes formodentliag det forhold,
at formaliseringer ofte enten ferer il konkrets -~
mere eller mindre generelle - modeller, eller de
forer til sa generelle pastande, at det ikke kan give
nyttige resultater. Dette =2r dog en grov forenkling.

For  at bestemme lesninger til ligningerne har man i
dynamisk programmering introduceret to metoder. De
kaldes henholdsvis succesiv approximation i funk-
tionsrum og succesiv approdimation i politikrum. Vi
vil her kort beskrive de to angrebsmader.

MNar der arbejdes med en rekursiv eller en statisk
funktionalligning, f.eks. af ovennavnite type

flur = max {gG) + {(c(u—x)ﬁ,
oLx 4w
kan- der gattes pa en (gtart) funktion . Lad os kalde
gettet §° . Ud fra £° bestemmes en politik x° , der
optimerer funktionalligningen, dvs. % maxieerer i
avenstaende sksempel

fa G + #%cw-r ] .

Med denne approximation til den optimale politik
bestemmes en ny approximation til den optimale funk-
tion ¥, lad os kalde denne nye funktion £4 | Proces-
sen kan saledes startes igen med bestemmel se af et wd
hvorved man etapevis far nye funktioner " ud, med
tilherende politikker x" . tan kan da habe pa, at
metoden ferer til, at felgen af funktioner konverge-
rer. Denne made at lese ligningerne pa kaldes suc-
resiv approximation i funktionsrum.

Men det er dog sjzldent selve funktionsverdierne, man

i praksis har behov for. Det er derimod de optimale
politikker. Man kan forsege at gette pa en (start)
politik, altsa en approximation til den optimale
politik.. Hvis vi f.eks. betragter den f¢r omtalte sta-
+iske funktionalligning, s& lad os kalde startgattet
x®. Dette vil give en ny funktionalligning,

flur = g(x®) + F(c(u~x2)).

Man kan da forsege at leses denne. Lad os antage vi
kan skaffe en sadan funktion, og vi kalder den % (u).
Den nye funktion skal opfattes som en approximation
til den optimale funktion f i det oprindelige pro-
blem. Funktionen f° anvendes sa til at bestemme en ny
approximeret politik %! , som optimerer den oprinde-




lige funktionalligning, dvs. 1 vort eksempel maxime-
L
rer x

jaco £° (e Cu=x )} .

Herved kan processen starte igen med bestemmelse af
en ny funktion, som er lesning til den funktionallig—
ning, der fremkommer ved at indsztte xt i den oprin-
delige ligning under antagelse af, at x4 er en opti-
mal politik. Det vil fore +or vidt her yderligere at
eksemplificere metoden, men der kan i visse tilfe:lde
opnas, at en politikfelge bade er monoton og konver-
gent mod en optimal politik., Denne metode kaldes at
approximere i politikrummet. '

Da der kan'appfoximeres i bade politikrummet og funktions-
rummet, er der i dynamisk programmering indfg¢rt en dua-
litet mellem optimale politikker og optimale vardier.

PR S TR e o e i e S G it ot o

Ffter denne forholdsvis kortfattede o0 skitseagtige
omtale af dvnamisk programmering som optimeringsdis—
ciplin  er det interessant at se pa dens forhold til
de evrige optimeringsdiscipliner. Har dynamisk pro-—
grammering fordele eller ulemper, og hvor generel er
dens anvendelsestelt set 1 relation til optimal kon-—
trolteori, andre matematiske programmeringsmetoder og
klassisk variationsregning eksempelvis? Specifikt er
det gensralisationsforholdene der har vores interesse
i det felgende: Er dynamisk programmering indlejret i
f.eks. optimal kontrolteori?

I eksemplet med traefzldningen definerede vi retur-
funktionen g((x) til at vere ikke—-linewr. Den kunne
have wvaret sat til et line=zrt udtryk. Men derved
ville problemet vere indlysende at besvare: Lad al
treet gro til ar N og s=alg det hele. Desuden ville
problemet here under kategorien linear programmering.
Dette antyder, at dynamisk programmering er mere
generel end linewr programmering og vel ogsa de andre
matematiske programmeringsmetoder. Det er givet, at
de fleste matematisk programmeringsopgaver kan formu-—
leres 1 regi at dynamisk programmering. Det er der-
imod mere tvivlisomt, om der generelt kan hestes be-—
regningsmessige oy  teoretiske fordele at en  sadan
omformulering.

Der er tre grundproblemer, der nesten altid bliver
diskuteret i en elementxr indfering i klassisk varia-—
tionsregning. Disse er det isoperimetriske problem,
brachystochronprobl emet 09 omdrejningstlademinime-—
ringsproblemet. Vi vil ikke behandle disse problemer,
men som eksempel pa anvendelse af dynamisk programme-—
ring i  en anden optimeringsboldgade formulerer vi
brachystochronproblemet under brug af dynamisk pro-
Qrammering.



Brachy er et gr®sk ord for kort i betydningen lille.
Chronos betyder tid ogsa pa grask. Brachystochronpro-
blemet handler om en partik=ls bevegelse mellem to
punkter i et gravitationsfelt. Froblemet blev lance-
ret af Bernoulli i 14696, o3 kaldes «det simpleste
variationsregningsproblem.

I den klassiske variationsregning formuleres proble-
met ved, at der i et gravitationstfelt er givet to
punkter F og 0, som partiklen skal forbinde ved at
lobe langs en kurve gennam F og B pa kortest mulig
tid (fig.2).

=
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Formelt kommer det ud péa at minimere felysnde inte-
gral:
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Variationsregningen giver en partiel differentiallig-
ning som nedvendig betingelse pa problemets lesning.
Det er den sakaldte Eulerligning. Anskuer vi imidler-—
tid problemet pa en anden made, kan vi fa inddraget
dynamisk programmering, o9 samtidig vil variations-
regningen fa en ny formalisme (Bellman 1937 s.247).
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Fig. 4

Man kan . anvende optimalitetsprincippet pa problemet,
hvorved der kan udledes en funktionalligning. Uanset
hvad den optimale kurve mellem F og et pa hkurven
mellem P og @ beliggende punkt R er, skal kurvens
forleb mellem R og 0 vere saledes, at den minimerer
den anvendte tid til partiklens bevagelse fra R til @
givet hastigheden i R. Den optimale politik kan ud-—
trykkes ved en ligning i vy som funktion af x, som det
er naormalt i variationsregningen, og ved en ligning i
dy/dx som funktion af y og den givne hastighed i
(1,

Vi har hermed indset, at dynamisk programmering kan
give anledning til at betragte den klassiske varia-
tionsregnings problemer pa en ny made. Men her stop-
per forbindelsen mellem de to ikke. Dreyfus (1960
niver beviser for, at de fleste at variationsregnin-
gens resultater paA simpleste made drysser ud at dyna-
misk programmering ved at differentiere en bestemt
funktionalligning pa passende vis. Dette antyder, at
dynamisk programmering = mere generel end varia-
tionsregningen.

LAl SRS s e e e e e v e e —

fNptimal © kontrolteori er vagt sagt en generalisering
af den klassiske variationsregning. En af dens mere
centrale resultater er Fontryagins maximumsprincip.
Dette princip implicerer ogsa variationsregningens
Euler-Lagrange betingelser. Derfor kan man begrundet
sperge il generalisationsforholdet mellem dynamisk
programmering o) maximumsprincippet. I den anledning
giver vi ordet il FPontryagin:

“The method of dynamic programming was developed
for the needs of optimal control processes which
are of a much more general character than those
which are describable by systems of differential
equations. Therefore, the method of dynamic pro-
gramming carries a more universal character than
the maximum principle. However, in contrast to
the latter, this method does not have the rigo-
rous logical basis in all those cases where it
may be surcesfully made use of as valuable heu~
ristic tool."

(Fontryagin et al. 1262 s5.64%9)



Fontryagin pastar, at dyvnamisk programmering =r meget
generel, men gsambtidig ikke serlig handlebkrafttig
overfor de kontrolproblemer, han selv leger med.
Dette implicerer dog ikke, at der behaver at eksis-—
tere en modstrid mellem dynamisk programmering o9
optimal kontrolteori.

Vi har i dette kapitel varet vidt omkring ftorskellige
aspekter af dvnamisk programmering. De grundlz:aoogends
tenkemader er blevet skitssret wvia begreberne trin—,
beslutnings— og tilstandsvariable, transformationer,
optimalitetsprincippet og den rekursive ligning -
eller funktionalligningen. Endvidere =2r nogle mulige
arbejdsfelter For en matematisk beskeftigelse med
dynamisk programmeringsproblemer blevet fremlagt.
Afslutningsvis er relationerne til andre matematiske
optimeringsdiscipliner blevet fremhavet. I forl=ngel-
se af dette =r der saledes meget, der tyder pa, at
dynamisk programmering er temmelig generel i forhold
til Flere andre optimeringsmetoder.

Kapitlet skal ikke have karakter af en fuldstzndig
heskrivelse aft problemstillinger, angrebsmader, meto-
der o.lign., der tages op indenfor dynamisk program-
mering - om disse sager kan siges meget mere.  Men
forhabentliyg har kapitlet givelt den nedvendige 09
tilstraekkelige tekniske indsight saledes, at lzseren
kan felge rapportens resterende kapitler.

.
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der er involverst 1 disciplinen/ennskredsen - deil
sociologiske niveaw — og oht. det rent matematiske
indhold i disciplinen/emnekredsen. i atsnit 2.5 ud-
dybes “"ejebliksbilledet”,
Udowver at skat+e o=t fotogratisk uwdteryk +0or matematiio-
ken og dens bestanddele vil en kortlagning af matema-—

tikkens o9 en disciplinsg (historiske) wudvikling 9iwve

en mere fuldstendiohb forstaslse at  matematibkken,
Denne  dynamiske anskuelse af matemaitibben kan heths
5i0 ved to ting. Det kan dreis sig om a2t baskrive =20
matematisk disciplins udvikling, og det kan handle om
at konstatere drivikretter, der forklarer den beskrev-
na udvikling.

Bade beskrivelsen og forklaringer kan seges gennem et
sociologisk og et indholdsmessigbt sy pa matematibben
09 dens discipliner/emnekradse.  Det ner skitserede
program  vil  wvi kalde gdviklinasiinier 1 makemalilk
(atsnit Z.4).

Sammentattende har vi altsa dannet teolgends skema il
karakterisering af sn matematisk disciplin/emnebkrads:

beskrivelse
dynamisk ~
forklaring 00l ol ogl sk

incholdemessiolb
statisk —~ beskrivelse

Neete skridbt er alt & begreberne uddybet salsdes, at
karakteriseringen kan anvendss pd dvnamisk programmne-
rring.

2:2. "@jebliksbillede’ af matematik.

Biebliksbilledet af matematik 2ller =n matematishk
disciplin kan altsa inddeles i Lo niveausr, et socio-
logisk og et indholdsmessigt niveaw. Pa det sociolo-
giske niveau betragtes matematiklen =lla2r en matema-
tisk disciplin dels 1 sine samfundsmessioe relationesr
g dels som en specisl samfondsmessil) iostiiotion med
sin egen indre struktur, De samfundsmessige relabtio-
ner udger bl.a, skonomiske,teknisks.politiske o
bulturelle pavirkninger mellem matemabik og detl
ovrige samfund., Nar vi opfatter den matematiske dis-
ciplin eller matematikken som en sanmfundsmessig  in-
stitution, fokusersr vi pad det videnskabelige sam-
funds sociale struktur, bhestasende af en grupps perso-
ner, der udover dette videnskabelioe specialomrade,
g som deler felles viden, noroee, bommunikations-
manstre o.lign.




Det andet niveaw 1 sisbliksbilledet kaldite vi for det
indholdesmessige. Matematik eller en matematisk disci-
plin handler om noget; der findes et netverk af
arundl=zooends antagelser, ssbninger, beviser, meto-
der, relevante problemstillinger, et fw:lles  sprog
nvormed interne diskussioner foregdr m.m..

Vi owvil Ffaerst kaste os over agenerelle  betragtninger
omkring  den sociologiske side at matematibk eller en
matomatisk dis;xplln, 0y siden vende os mod den ind-
holdsmessige side.

Det soc 82 DLy@au,
Matematik har idayg en vaesentlig rolle i det  indu-

strialiserede samfund. et reldtxoner il Sam¥undet
lan +ra hej flyvehejide betragtes soms

“Matematikkens rolle i vores verden er ikke alene
vesentlig, den er oogsa vitalt forbundet med form-
ningen af samfundet. I ferste omgany indgar mate-
matikken 1 forudsatninasrne for

(1) Samfundets teknologi.,.produkition o9 styring,
[a !
(2) Vores billede(r) af verdens indretning.

At megsn  af den vigtigste teknologi ~ og dermed
centrale dele af den mabterielle produktion — (...7
nftest ikke kan tenkes uden matematik, =r wvist
ikke s®rlig anfagitet. PMindre kendt er det nok at
matematil 1 stigende omfang har vundet  indpas 1
produktionsplanlegning oo produktionsstyring, Sa
at sige wuden om fteknologien. Det sker f.eks. gen—
nem optimaering af  ressourceanvendelse 0Q  resour-—
reallokering, lagerstyring, virkeomhedsallokering
m.m. " 4
(Nigs 1984 s.45-44)

Vi kan ga lidt taettere pa det sociologisks niveau i
matematikken ved alt se pa matematikken ud fra omra-
der, hvor der foregar matematisk aktivitet. Der kan i
grove trek uddestilleres tre arbeidsfelter ; matema-
tisk forskning, anvendelse af matematik o0y undervis—
ning i mgggmgglg. En sakaldt matematisk arbejdsde-
ling. Denne deling =r i ferste ompgang ikke tankt at
dekke personer, der beskaftiger sig med matematik,

men  skal  tenkes som tvpiske felter for matematisk
aktivitet. { vores prodiekt er speciely den matemati-
ske foraskning interessant, o Lil en vis grad anven—

tdelse  af matematik, mens undervisninasaspektet o
nedprioterat 1 det felgends. Den socionlogiske side af

matematisk Jorskoing o9 anvendelse kan  kort  skit-
seres: '

l.Matematisk forskninag.

Dette felt omhandler produbktion af nyvy matematisk
viden:




"Et nyt matematisk resultat kan bkarakteriserss
som  =2n pastand om mt @ller andet matemabisk
sagaforhold  biemoseherends under et af matema-
tikkens delomrader, (..., &L re
hlevet bevigi, o0 s0m Sammen med :
hlavet optaget Lil oiffentlioooralsse 1 20
kel 1 et matematisk forskningstidsskeitt.’
(Niss upublicerst materiale s.100.
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I den henseende foregar matematisk forskning
hovedsaglig pa universiteter, heimre lareanstal-
ter, offentlige 2ller private forskningsinstito-
tioner og pa forskningsafdelinger 1 visse private
virksomheder. For de personer, der udever forgk-
ning, er det typisk, at forskningen er en vasent-
lig del af deres arbeide, mens kun iidt matema-—
tisk Forskning stammer fra andre bkategorier  af
personer ., :

2. Anvendelse af mabtgmatik.

I det indledends cit omfattends
brug af matematik indenfor en lang rekke omrader,
Anvendel sen daekber over uydnytielszse af matematiske
resultater o9 metoder pa problemstillinger hentet
uden for matematikken. e personer, der anvendsar
matematik og de institutionelle rammer, de funge-
rer indenfor, =r mangfoldige, men oftest er disse
persongr ikke involveret i produktion at ny mate-
matisk viden o0g matematibundervisning uwdenfor
deres anvendelsesfelt.

Dette er det overordneds billede, men selvifologslin
foregar der forskning blandt andre personsr, der ibkke
2r ansalbt pa deciderede forskningsingstitutionsr. Men
billedet -giver et rimeligt podt indbryvk at den Ffor-
haldsvise lukkethed mellem de tre aktivitetsomrader.
I tilknytning til dette er der ogsa en forholdsvis
ringe mobilitet mellem personerng tilknyvittel de for-
skellige aktivitebsomrader. Dette opretholder den
matematiske arbejdesdeling af den matematiske forsk-
ning — 09 dov.s. de videnskabelige samfund indenfor
matematik ~ som varende ftorholdsvist sfsondret fra
dels anvendelsesmil jeer o9 dels undervisningsmil jeer,
der ikke foretager universitetsprzget matamatilkunder-—
visning. Doa ma den matematiskes forskning siges af
have to centrale kilder til produktion a2f ny matema—
tisk viden, nar vi ser sagen fra den  sociologlske
side. Der er dels de matematiske grundforskningsmil-
ieer og dels de anvendelsesorienterede miljeer, der
formulerer nye opgaver for matematikben.



Hvis  wi o fokuserser pa den matematisks Forakning 2y
der onsd her 2n rrA+114 HFDﬂ]ﬂmdPllnw, vi o kalder det
2 i 1§ i : ken. Matematibkben e
riekle mindre delomeadse,
mmee by b el Dette oo
ver det dndholdsnessigs
ke ke nmdmnﬁora Men i Lilknwining
& i ar dler en sociologisk side,
reaml 1 oen hei grad af ' 2irring at e  parsoner,
e driver matemati inc.  Den enkelise forske
snecil al lsaerar 5ig Jnden+mr at eller flere delonrader
at matematibkken. Detts kan bebtvde, abt forstningstel -
tet reprasentereas at ganske +a  specialister, D sse
omrader kan opfattes som  “smA" videnskabelige sam-—
fund, som pa det sociologiske niveauw dskker over
hl.a. dsg personsr, der dyrkar dette fagline omrade,
Personerne indaenfor et atgranset omrade vil hawve
nonenlunds samng faglige mabematiske viden. Speciali-
seringen bebyder, cden enkel te matematikforsker har
svart wved shifhe il sssentielt ome Ader
at ma natd klen. Sambidiy meard findes ab
stift  karrisr 54 Em Hom  Forsiiarker
LPNHPHLEH Lil ikke at brede sig il 1 andre omeader.

at

(VD Ve Sy
il e

=30

En atsluttends bemerkning om den sociologisks side af
piebliksbilledst, som kan vers interessant 1 vores
sammeniaemg ., e Lilllknvininosn  aft oden matematiska
Forakning fil hwnhm}ﬂ¢41J gruncdtorskningsmi ] jeer  on
anvendel sesorient 108 ., Marn kEunne  adose ket
forestille  sio,

tilireetbtel groundviden—
e “hanu’ til teoretisk
mens forskaere L anvendsl -~
5 3 : , mod mual inheden For at konne
udnvt e ocen mve mabe Ciake viden 1 prakti proble-
mer .  s@lvomn i e Lkks ar stringent
£0) +mrd1qudv1l1m+ roes mil iger vil  sandsyn-
ligvis have lnlf]fd“lﬂﬂ na dden matemnatiske forskning,
der drives i de enkelts mil iser.

Bel indhol:
Vi har ovenfor i generell& betragtninger beskrevel sn
sociolonist anskue] e at matsmatikken idag. En
kéfﬁffﬁrlﬁ1lhp anenskab  ar den omfattends grad  af
Gy g at mate ihkare, der er involverebh i
matematisk forskning. Denne specialiss2ring genfindes
1 oden  indholdsosssige  side af  matemabtibklen -~ den
videnskab  wdgores idag ar et vaeld  af
som  er meee 2l lar mindre forbundet
@, hwvorladss man nearmere
iak disciplin, nar vi
; lndhwlrmmmnﬁiﬂm sicge,. Det felgends
o bil o en aftgransning. Denerelit definerer
vi o incdholdsmassigh en discipilin wd fra det matemalisk
taonliose indhold, Til an for aftgransning kan det
var2 relevant at aribe fat 1 den strukturering af

3



matematikiken, som kommer til wdbryk 1 bl.a. "Mathema-
tical Review" g "Zentralblatt fiir Mathematik"., Netop
disse to er centrale tidsskrifier +or oversigter over
matematiske artikler. Tidsskrifterns = struktureret
e fra en indre stukturering af det samlede matemaiti-
ske univers. Det @2r klart, at en sia debal ilerst indde-
Ling vil afspeijle en bestemt opfattelse af matematibkbkens
indre sammenhang, o9 dertor oQsa vil have =200 vis
historisk relativitet over sigp. Men pa den ander
kan den aive en ledetrad for en nubtidig opfatielse af
matematiske discipliners afarens ning.

Den strubkturering af matemaltik, der danner arundlag
for de to ovennawvnie t1d§:kr1+fer. stammar fra "Ths
Amarican Mathematical Society Subiect Classitication
Sceme" (AMS). Det grundlsgoende princip i strukiore-

ringen &r, abt de matemabiske disciplinsr er mrganiﬁ9m
ret ud fra deres matematiske stroubtur. Inddalingen
herefter organiserst ol fra en stigsnde arad af Lﬂrw
pleksitet af strukturerne, saledes ai der +indes tre
grundlaggends stroukturer, som danner byvggestensne for
inddelingen. Disse tre er algebraiske—-, topologiske-
o ordningsstrukturer. Overst 1 hierarkist  findes
anvendt matematik, dvs. mabematibk, som har konkrete
bidrag il lesning af problemser i andre fagomrader.,
Derved inddrages et nyvt moment, nemlig strubkturer fra
virkeligheden. Overordnet vil =2t matematisk soneom-
rade 1 dette hierarki kunne placerss wd Fra  dets
matematiske struktur og kompleksitet, relativi til
andre matematiske emnekredse.

I Fforlznaelse af denne tankegang kan vi opstilile en
made at anskus en matematisk disciplin pa. Denne kan
viere et forseg pa abt pracisere begrabsit  matematishk
disciplin. Vi kan opstille tre forudsaininger for en
matemnatisk smnekreds/disciplin:

1. Der skal defineres en patematisk struktb Denne
hestar af matematiske obiekitesr og relationsr
mellem disse. Disse skal indlejrses 1 en mabtema-

tisk begrebsramme hentst langere nede 1 hierar—
kiet, startende med mengdelera.

BJ

. Der skal retites en rakke grundlzgoende gperasmal
til den matematiske stroukioar.,

3. Der skal fastlegges et metode apparaet. L[e meto-
der, der anvendes i en disciplin kan typisk vaere
hentet fra flere andrs matematiske discipliner.

Vi har valgt to emnekredse il illustration af denne
karakteristiske tankemade, hvilket er blevet gliort
vha. skemaerne nedenfor. Skemasrne skal ikke opfattes
som  wdbemmende lister, man =2r kun et udvalg af  ve~
sentlige pointer indentor de to discipliner. Det



. Sp(argsmél ‘ Eksistens og entydighed af lgsninger.Ud-

bhtode.r : , Metrlske - eller i prakSJS normerede- rum

forste er sadvanlige differentialligninoer. Disse har
Blassifikationsnuameret 34-XX, o indeholder 10 n‘iel
omeader on A% sankel temner 1 AMS Supdsct Classiti
tion Scems. Differentialligninger har et forholdsvis
hgjt strukturniveau.

Objekt afgremsning Differentiable funktioner g reelle og kom-

og relati ' plekse funktioner§ teori om R'og C? Lig-

oner nings- og lgsningsbegreb forudsztter rela-
tioner mellem differentiable funktioner,
f.eks. identitet.

videlser af lesninger(fortsettelighed af
lpsninger) .Losningernes kvantitative og
kvalitative adfard(stabilitetsforhold,
grenseopfersel) .Lgsningsrummets struktur.
Mulige lesningsudtryk(formler og analy-
tiske lwsninger) .

PO PN

S topologi i funktionsrum S generel topo—
i logi.Fixpunktsteori og kontraktioner, ope-
ratorer pa funktionsrum,line®r algebra,
integrationsteori,numerisk analyse,ap-
proximationsteori,camputer ...

Smom o el hoan s, arver det o dorholdesvist heais  shroke
turniveay diftferentialligningse ligosr pa fteorier fra
lavere strukburniveausr, 1.eks. opnerel topolooi.

Dt andat ebkseopel ar nebop gesnerel fopologi.

Objekt afgrensning Mengder, relationer, afbildninger.

og nelatloner

Sp(argsmal H;Lerarkl af strukturforfmlnger, som
anledning til spergsmal(f.eks. ad- -
skillelsesaxianer,metriske forhold
uniforme forhold ,kampakte forhold
separabilitets forhold ...)
Klassifikation og kortlzgning af
forskellige strukturer.

| thochr - o ‘ i.ogik og néngdelere,uedmlndre
i grensen til algebraisk topologi
! overskrides.



Bensrel  topologl har ot Lavt st
spergsmal man stiller indenfor emnet,
tilbags il en vderliigers indsnsveir
ske  objiskiter, der st .
ialtilfmlide eller en sasomeniobling
pliner, Den generaells topologil kan doo wdmsrioet
deraes dden dens relationer (09 L1l knyiy -
matematiske discipliner,. men dens vesentligsis
stensberettigelse” frembommer ftorst, nar dens
tater satiss 1 relation il andre discipliner.

ITUNENE”
Cancire

IFRaln} i

Disgiplin, anaoret
Mar vi i det fml,.
plin  udgeres den :

tilhorandes centrale spergsmal o0g mﬁtndmr . fdvs. 3
strengt matematisk faglioes viden., Men den wviden, 1
lidt breders forstand ,  som be<1d1*' at matematike
(indenfor sn disciplind, : ; nedholde en fall
viden om , hvad der &« rmmiwmmr
ningsmatoder, betvdningen
matematisks teori, hvorls
skal prasentarss o.lion, £
variers m=2llem de enkelis mabtematisiks
samfund,

Spergsmalet, om en given mate
rubriceres  som en matemaitisk ;
faqe wdgangspunkt 4 spergmalet, on aaf‘axim+ﬁnﬂ

ade abaisterar som mv+)bﬁurﬂh i ien -
lxtterﬂturﬁ L]A’%lflfﬁ*1ﬂ
vidre svar pa sksistensen
o3 siger nogst om det om
smneomt-adet.  Det  neste sk ;
undersegs Lndholdssiden 1 snmver

dr—“i“ e gk

tre ovenstasnds kategorier. Sami » o ]
man forholde sig il den sociologiske side af dlﬁfl—
plinen, dvs. sperae om der kan adfgranses widen--
skabeligt samfund, der er felles om dette faglige
om-ade. Dernest kan man dishkubters, om der sbksisier

specielle traditioner, verdier o.liogn. blandt e

-
an undsy—

nlige fmllesskal

matematikers, der  wdger det f.
bring disciplinsn. Vi vil oene, at 2n
segelse vil give et rimﬁlig+ nodt  indbryi  af den
matematiske discipl

ir pa den faglige indholdsside,
samt et indiryk mf d ts udviklingsniveaus og proble—
mer .,

2.4, Udyiklingslinier i matematik,

Mar man undersegper matematik aller =t delomrade at
matematibkken i et historisk lys,. er der to vesenhlioge
niveauer. Dels 2t, hvor man beshkriver den historiske
udvikling - bes i o oo dlelsn st hvor
man fokuserer pa i

virafierne bag den  beskrevne
udvikling — forklarinasniveau. T det +elgende vil vi
bort skitsere nogle af drivirsfterne bag wdviklingsn



at  ny mntematigk viden., Denerelt kan der vare mange

e e lvlkrmt g 3 produbktionen at ny  mabe-
5 SAN E ke @i fra specitiki  interne
problemsr 11 matbs terne fakiorer,
splrerar til prodokt ) Ny matematisk
Talen om @ DY boree lan forstas  pa
m1ndw+ i anmvert forstaet som
prioblemstillinger andra fag- og praksisonras
o der e amkomaten af ny  matematisk
wxdﬂn., £ o problamstillinose kan vi-
derabehand] as, can eksharne driviredber
have indflyielse ] anixtutlmn.
samom  wkonomiske, ideologis rmlﬂ“: ska 09 andre
samfundsmessigs faktorer. Disse faktorer v11 speciselt
have indflvdelse pi det 30r1m1m91:L niveauw, der igen
kan pavirka indholdsosssige forhold,

By

Wiowil Fferst kort navne 1~n1'{e.drivkrmftar bhag frem-—
Eomsten af ny matemat Cowviden. Til slut i afsnittet
vil o wvi kort berere den sociologiske side af driviraf-
terne, dov.s., hvemn der byvpisk driver hvilken slags
forskning — typisks agenter i de enkelte omrader.

-

i matamatik har man 8n
har 11Lrlnl

probismer, dear
stiwvitet, man bBunne
@ omr 1nter-
2 : fordi  les-

"U““l“]+ interessants,
{2l Forskningsakti-

s owviclen 1 forbindel -
dem Loasningen at disse
merl mtor prestigs inden
de er tvpisk ik
angy,  MEn  DENnem

M ngen af
mean forodi 2
videt o Frembomshe
He med Forss)ens
mrob ] ameae
+or

lomte
Lasning  af en J
probl amae ., Mmulm

1
nroblamer af  Deslagheds
ampler 2r Rismannhvpote-

HEM ,  HOM G aille vaere afklaret | 1284
(Davlin 1@&&) og "Farmal®s storse sepbtning',  som endno
er ulast (i WVeshber - 1984 findes an ombale af

disse to g andere store 1am1 nroblemer).

Dean bwpiske matemabtiskse torskning md nok siges  at
peskattige s1i9 med, hvad man bunne kalde “"sma’ pro-
blemer., Det dreis i oom aftklaring &f problemstil-
lLinnper indendor an siplin som star uleste, men
mtvdm‘ng hoveadsagal g Ligoger indenfor den en-
':erﬂ in. :“ﬂblmmefﬂﬂ bestar 1 at bevise sat—

: veard  den matematiske
widvidel sesarbs jde
nfor den matematishks
discipling normal-—-

' . 'ﬁm@“ f

+ruifnr D.lign. . Detd B
g Lebasnde oprvdninpsarbe i
i '”101 M%  CAMMEBE . B0 ma
forskning.

aoide vaesantlig intern drivieatit er, hvad man kan
novet for an indre strobboratfklaring af mate-




matikkan #llaer af delomrader af mabenatiikbken,
dakker  for det  farsi Dver en 3
enkel tunderssgel sar pa Fors £ g
ningsomrader. Dette Vil ofte fors Lil
an” ny (generaliseret) disciplin. Bt ekss
2r fremveksten At den generells Lopolc
af dette arbundreds. BEn andean tvpisk
ring  sker 1 forbind b
den arundlagsdisk on som mate 1 )
fra slubtninoaen af 19,  arhundrede i1 en |
ind i dette. Her forsente man at afklare fundamentet
for den matsmatiske videnskab.

mlasn mad an

Ny matematisk viden kan ogsa frembkomme wd fra
timk behandling &t problemstillings Froa arcire
o praksisom-ader. Et matematibk-eb o e
har hatt vasentlio bebtvdning . &r D
lLangh Fra alle eksterne problemsr
gar at matematibl pa andre omraderd
wdvikling  aFf  nv ma
problemstillingsr  vil  kunns indleom
eksistarands matemaltiske beoridannel]
problemstillinger/anvendalser aft  ma +mmw+1¥ :
betvdning for opkomsten af ny mabtams Cowviden. For
det +orste kan behandlinogen af e problemstil-
linger med eksisterende matematiske matodes ; :
i selv ibkke inspirerer til ny matematisk
-~ under visse omstandigheder lagoge op til en
ligering, ordning eller strukitaratsklacring.
andet kan visse nroblemstillinger ;
at nye matematiske metoder for at koo

smmatisk viden.

En anden tvpe af eksterne fabiorer,
fromholdl  som  havends inddlvdels
udvikling, er, hvad vi kan kalde
mpssige faktorer, F.osks. ekonomishks
Disse er ikke omfabtel blandt de H}dn‘l 1Ry
krafter. Do - ogsa af en lidi anden karakier, idet
deres betvdning snarers ligoer 1 de rammar, der lag-
ges for den matematisks forskning, s=nd i deres rolle
som “direkte" inspirationskilder for uﬂvik1inq at Ny
matematisk viden. Men de sociale og samfun
faktorer kan dog bhave en vaesentlig ind {1”dmldb

e ‘r 1w

Med den  ovenfor skitsarsde Lyps af  eksterns
krefter har vi allerede bevagel os ind pa den
logiske side af matemabtibks wdvikling. Et andet socio-
logisk slement er speorgsmalet om, hvemn der s anerter
i de fire ovenfor sbitssreds direkte driviestoer
matematist forskning. Eort fortalt gwlder, at tvpizi
foraskning i de sakaldte “store gamle problemoe' ud-
forva  af  matomatikero  bea oroncddor koo sel Loveer
Oosa  normal forskninogen varsbtanges twoisk 10 gronds
Forakningsmi l jeer  om en disciplin. Men afhengig  ar
disciplinens art kan personer <ra andee forsbolnosomn-

.
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rader/-mil iner ogsa bidrage. Specielt har fvsilkers
ha+ti ind%lwdmlsm P& visse grens af matematikban. Den
tredie kategor at interne drivikrafter - omhandlende
inidre gtrukturafklﬁring at matematiske discipliner -
uwdferes  Lyvpisk af matematikers, specielt indenfor
grundvidenskabelige miliesr. Den sidste kategori var
akaterne problemstillinger fra andre fag~ og prabsis—
omrader. Dette vil typisk udferes af matematikers
tilknybtet disse anvendelsesmilie=er, men andre for-

skere, herounder tkke-matematikere, kan ogsd forstil-
les at bidrage.

Studist af en historisk udvikling af en konkret
matematisk disciplin, kan indbefatte mange forskel-
lige drivkretter, bade eksterne ag interne. De inter-
ne faktorer kan bl.a. vare forseg pa atklaring af den
underliggends matematiske strukitur og 2genskaber  ved
denne, og bhvis disciplinen er forholdsvis atklarst i
det matematiske fundament, kan man bl.a. folkusere pa
undersegel s=2r af egenskaber  ved shtrukturen eller
wodrivelaser af eventuells anomali. De eksterne fakto-
rar kan bl.a. vere afoerende for hvilke problemstil-

lingaer, der i bred forstand, tages op, of for den
arad af pracisaring og abstrakihed, der udvikles.

ande  atsnit har vi presentsret  en bee
A 2, som kan lzegoes ved en videnskabsteo—
tisk mg ~historisk undersenelse af matematibklen
onsellaer en matamatisk disciplin. Afsnithense omhand-
lede ikke dyvnamisk programmering.  Denne vil vi tage
fat pa nu. Vi wvil med detite afsnit laage ud med sn
kEort gennemgany atf dynamisk programmerings historiske
widvikling., Den historie vi presenterer vil hovedsag—
Tig bevege sig pa et bheskrivelsesniveaw, of vil inde-
holde bade sociologiske oo indholdseessige aspekber.,
Vi oma  dopg pointere, at dette er et kort rids  af
dynamisk programmerings historie, mers ban siges.

dxnamlsk proarammerings historie.
Wi

Interessen for optimeringsproblemer og dermed oadvibk-
lingen f Fforskaellige optimeringsmetoder opstod  for
alvor 1 perioden afber anden  verdenskrig. Blandt
disse mebtoder hersr dvnamisk programmering.  Det  at
optimere var dog ikke et nyt felt indenfor matema-
Likken, idet bade klassisk optimering at reelle funk-
Lioner og den klassiske variationsregning, hvis ska—
helass ar  knyttet til den klassiske mekanilk, bkan
tores tilbeose til 1700-talletf.

a

Bagorunden for den stigende interesse for optimering
i slutningen af 4 arne o begyndelsen af 507 erne kan
25 i lyset af =2t voksends behov For styring af
lanlagningsproblemer, som f.sks. kontrol at prodok-
tonsprocesser elier militers strategier. Dfte kre-




vedes

tvps i

atf mn

Samtundsodviklingens  krav
ringsnetoder kan dkke i.sig
lige opdyvrkning o0 wdvikling
~ftenriar. EBEksistensen at insts
midler o9 relevants
har interesse 1 sagen 9v mgsa
at det asmsrikanskse milifer g ic ]
an gadan instans. DOptimaringasmabocse i
mering, der sa dags lvs for alwvor i 15
tigk resulitatet af 2t bestillingsari

amerikansks lufbvaben (Blomhei =t al.

D
@y f

+r o

Dvnami sk programmering 532 dagens lvs onkring 19500 De
tidlingste arbeider 2r giort 1 perioden  194% -~ 1951
(Ballman 1957 s.115), | TR unhlvl L1 orese
st ammer fra ombkring 1952 i i
formuleringsn  af dyvnamisk
var Richard Bellman.
ansat pa RAND Corporat
Corporationdy. Og  den Sidlios Ud»llllﬂu
programmering bade med hmnﬁan *;1 mai
prakétisks anvendel s ; 3 ;
findes an rekke ikke-g
involverah i forskning
hisrnetruster, of Hﬁuﬁ @y oan aft z
opretitet 1 19482 og wdspringsr at en mrﬂknxnua
trakt = mallem de foderals avndinheder o st
firma — om anvendslsen af operationsans =
matiskse metoder pa kernevabenshral i
En  del at RAND's forskning
bagorund  af kontrakitsr med dmi amaribanske luftvaben
{(Andersson 1949 s5.105-108% .

pwmgwammarmL:
A

3 onroblemar.
grne sketse  pa

Ligesom  linesr programmering bley debte 4rw'Jt‘1n9¢
program udi dynamisk prograommaeiog financiered ad
ameritkanske  luftvaben (Bellman 19597 wwiii, :
and Dreyvfous 1262 wid. Man kan dertor formode, atb
amarikanske luftvaben har oin

st en mulighsd : At
anvende Bellman’™s nye ontimerinogsteori/estode.  Bell-
man navner selv, 1 denne tidlioge fasze at udwviklin
an rakke andre mulige anvendelsesomrader for dynas
DEOOr ammarLng

At homa -

"(owo?r the theory was oreated Lo
tical problems arising from fthe
mu]+1""+ age decision processes (...}
(Baliman 19542 5,503
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"Escamples i processes fitting this loose descrip-
tion furnished by virtually every phase of
modern Lite, From planning of industrial prodoc-
tion lines +fto the scheduling of patients at  a
madical olinicy +rom the determination of  long-
term  investment programs for universitises to  the
the determination of a replacement policy for
machinery in factories; from the programming  of
training policies for skilled and unskilled labor
to the choice of ophtimal purchasing and inventory
policies for department stores and military esta-
blishments,"

{Bellman 19%54a s.503)

Tager vi Bellman pa ordst med det forbehold, at han
ar originator o siden bannerferer for teoridannelsen
dynamisk programmaring, Ltyder det pa, at der
qer rent anvendel sesorienterede, dvs. eksternt
matematiske forhold il grund for teoriens skabelse.
Dette harmonerare da odgesa fint med, at den ekonomiske
donator havde behov for lasningsmetoder til problemer
af ovenfor citerede art. ' '

Vi vendar nu blikket mod den indholdsmessige side  af
cdyvnamisk programmarings tidlige wdvikling. Farakte-—
riztiske temaer Ffor tidlige publikationer omkring
problemstillinger indenfor dynamisk QD ogrammearing

823

(1Y Funktionalligninosaespekier i forbindelss  med
teoriasn for dynamisk programmering.
2 Dvnamisk programmering o9 variationsragningan.

e

I en af de fLidligste artikler omhandlende dynamisk
PEOQrAmnerling  prasanitees (uden bevisr bDl.a. eksi-
stans o a2ntvdighedssatninger for bestemts bvper af
rebursive ligninose.  Bellean har ogsa  formulerest
forakelligs procestyper og fremlagt  problemer, der
siden bliver standarcdproblemer. Fhosempler pa over-
skrifter for dette or diskrete deterministiske eller
stokastisks processer  @]ller allokeringsprocesser.

5

I shtarten af dynamisk programmerings historise  fore
seger Bellman nosd at reklamers for dvnamisk pro-
grammarings anvendeliahed ved blandt andet at  fram—
have matodens Jfordele fremfor  variationsregningen
(Bellmam 1954b).

T 19237  udbommear Belloman’s ferste bog om  dynamisk
programmering  “"Dvnamic Programming' (Bellman 19371,
ran @ en opsummering oy svystematisering  at hans
arbeidse  siden starten at  dynamisk  programmering.
Bogen tager bl.a. wolganospunkt 1 fler-trins alloke-
rinasprocessear, stokastiske tler—-trins beslut-




ningsprocesser., Eogen sambt resten a4 hans arbeide i
perioden frambil 1957 barer fvpisk orsg af -
resultater kommends fra @n  any H@S0r1antarat
svnsavinkel. Det handler 1 vid wudstrekning 1 bade boo
g artikler fra perioden om 2t ops S
vedrorends nedvendige o9 1sar 1
nelaser for lesningasrs ek
i Forbindelse med konkretes
funktionalligninger, amt,
timalitetsprincippsi |
a2t Fortrin  wved dvna

geldends  for flertrins beslobningsprooesser - Al
dimensionen af problemst bliver reduceret. FHaraktbe-
ristisk for perioden =r onsa den bhagynodends brug  af
dat amater:

kleligse bheiin-

digihed,

g

“The mathemati advant: 2 oof this  foroulation
lies Ffirst of all in the ftact that 1t reduces fthe
dimension of the process Lo Thts  proper  level,
namely the dimension of the o iwmion which oo
fronts one at any particular staae. This oakes the
problam  analyibically eore braoh: anc  computae
tionally vastly simpler.”

(Ballman 1997 s.xit.

Dymami sl progerammecing  er i fiden efter 1
pragat af syshtematiske studisrer 3 i
ritmebaori.

I forste halvdel af &07erne kommer der nye $olk
mom ikke har direkbts fLilknvitning £i1 RARND-mil Jest
interessen  for dynamisk progeannsring spredes me
hvad meangden  af wdoivns ariilklse 09 mrreboger =
helwyg +for. I kolvandst pa dvnamishk
tidlige etableringstass folosr opra
matematisk Lidskrifis Joarnal of Mathematicoal ,
515 and Applications (J.Math.,Anal &ppl. . Dt b har
Bellman ogsa an finger i, Et stort antal af tidskrit-
tets  artibkler har gennem arens s ar G i
helliget dynamisk programmering. Fablikationse
starten af 407 erne bhmrer dog stadig prag af oropsna
da og legitimering af dyvnamisk programmsering. I i9&8%
udgiver Bellman & Drevfus en bog, som ligeledes
tilknvhtet RAND Corporation. Den o2 betitlet "Onnlied
Dyvnamic Frogramminog® og o er gennemsyeraed of

programmearings anvendslssr 1 forbindesl meac]
tere  on approximations nikker - oo aneier sty
at dynamisk programmerings daveesnds bevega2ls

ning.

et

H

Hr gt

3

I anden halvdel af 407 erne kan ans
nyve omradae for dynamisk progeammn

beskaftinsr sig med, hvorledes dy
kan  lose problemer incdondor andre




tikken., Eksempelvis funktionalligningsudformningen i
dvnamisk  programmering bruges til at lese komplice-—
rede  randverdibetingelser i partielle differential-
ligninger . (Bsllman % lLee 1978 s. 16 og Bellman &
fAngel 1972%.

En anden indgangsvink=sl til dynamisk programmering er
forsegens pa at etablere et generelt ifeoretisk funda-—
meant, samb diskussionsr af optimalitetsprincippet og
sammenh@enoen mellem dette g den rekursive ligning.
Hos nogle udoevere af dyvnamisk programmering skaber
diskussionerne arundlanstvivl.,

I 79%erne begyvnder dynamisk programmering  at  indga

s0m eamne pa forskellige konferencer om optimering, o9
i 1977 aftholdes den ferste konference — os bekendt -
som udeluklbende omhandler problemstillinger indsntor
dynamisk programmering (Puterman 1978). Begge dele er
2lksempler pa, at dynamisk programmering tenderer til

at blive en accepteret matematisk virksomhed. Endnu
2t eksempel pa dette er, da dynamisk programmearing
far en selvestandig rubrik i AMS-oversigten; dette 1
forbindelsse med en - revision af AMS-rubrikkerne i
1979/80,. Under rubrikken Q0L (Mathematical Frogram-—
ming) =r dynamisk programmaring abt finde under 0040,
men ogsa under 49-X¥% som er rubrikken for variations-
regning g optimal  kontrolteori, findes dynamisk
programmaring under 490320, :

.6, Spendvidden af dynamisk programmering.

Et mal med debte proiskt nr at undersege dynamisk
programmarings status 1 dag. Via savel litteratur-

S0gNing sSom nermers gennemlasning af en reklke artik-
ler wviste det sig, at dynamisk programmering har
mange  Fforskellige beroringsdlader, men pa grund  af
den  berammede bLidshorisont for dette projisktarbeide
valgte vi at g4 1 dybden med kun 2t afgrznset emneom-
rade; nemlino a2t undersege hvorledes man har forsegt
at diskutere, pracisere og uddybe dvnamisk programme-
rings teoretiske on matematiske fundamsnt.

Da vi imidlertid finder det misvisende 1 henhold il
dvnamisk programmerings samlede status 1 dag, alene
at behandle 2t 1 sig selv sa begransel emneorade, vil
vi i det felgende forsepe at give et overordnet
billede af, 1 hvilke sammenhmnge dynamisk programme—
ring  indgar., Dette billede er dannet ud fra en
gennemgyany af knap 158 artikeloverskrifter(bilag I,
spredt lesning 1 nogle enkelie beoger sambt en nermere
pennamlasning af ca. 20 artikler, hvor wadvalgelses—
kriteriet wvar at opna et reprzsentativi  wdvalg af
dynamisk programmerings bererinostladser.  Hensigten
med  afsnit 2r saledes at give 2t indtrvk af dynamisk




programmerings indholdsmessige side (i Yoieblilksbil-
ladet"), hvis vi anvender den feor omtalte fterminolo-

gi.

De problemstillingsr, som lndgar i1 dvnamisk program-
mering, kan inddeles 1 4 overordnede katagorier, som
alle eksisterer i bade deterministiske og stokastishke
varianter. Vi vil i det folgends kun intersssera o5
for deterministiske problemstillinger. De 4 overord-
nede kategorier er =

(1} Problemstillinger, som diskuterer, praolisecear
oy uddyber dynamisk programmerings beoretiske
03 matematiske fundament, sami.  underseger
bestemte klasser af dynamisks programmerings
processer, klasser af funktionalligninger o9
tilherende algoritmer.

(27 Problemstillinger, som illustrerer anvendelsen
af dynamisk proagrammering indentor andre ophi-

merinasomnrader.
(3} Problemstillinger, som illustrerer
af dynamisk programmering pa anden

{4y Problemstillinger, som vissr dynamisk pnro-

de og dermed behandling af bestembte funkiio-
nalligninger og tilherende algoritmsr, herun-
der ogsa algoritmeteori. (Yi har allereds +fra
forste faerd sliminerel algoritmeteoretiske
artikler).

Under kategori (1) herer publikationsr, som forsegor
at uddybe det generells teoretiske fundament i dyvna-
misk programmering. De ferste slksempler pd detis sr
publikationer skrevet af Bellman (Bellman 1952, Bsll-
man 1954a). Senere sksemnpler ses blandt andet i (Harp
% Held 1%96&67), hvor der geres 26 forseg pa at stable
dynamisk programmering pa benene wvia en mere generel
teori. En  anden indgangsvinkel til precisering  af
dvnamisk programmerings  fundament er faorsen pa ab
opstille nedvendige og/eller tilstrabkkelige betingel-
ser for at bestemte typer af problasmer (diskrete,
kontinuerte osv.) kan formuleres til dynamisk program=
mering (Morin 1982). Under bkategori (1) findes ogsa
publikationer som diskutersr gyldigheden af optimali-
tetsprincippet o9 den rebursive ligning (Snisdovich
1978, Sniedovich 1986). Typiske publikationer under
kategori (1} omhandler s=sndvidere undersegelser af,
hvornar der eksisterer leosninper il funbtionallig-
ninger hidrerende fra forskellige Dlassar af besloat-
ningsprocesser (Baston 1978, Fisher 1974, Figher
1975a,Fisher 197%b, Iwamnto 19772, Iwamobto 1979, Twa-




moto 1281, Ibaraki 1973, Bhakta % Mitra 1984). En
dvberegaende diskussion at problemstillinger harende

il denne kategori findess 1 kapitel 4.

Som  nwvnbt 1 kapitel 2 kan  dvnamisk  programmecing

anvandas pa oproblemstillinger, som herer under varia-

tionsregning, wundsr optimal kontrolteori eller under

line=sr programmering, hvilke =+ problemstillingsr .
kbnvittet il kategori (23, (Bellman 1954h, Drevyfus

196G, Capuzzo 1983 er eksemplsr pd dynamisk program—

merings btilknyining til den klassiske variationsreg—

ning. Blandt andet ses der aragumenter for, hvorledes

an . funktionalligning i dvnamisk programmerings  regi

na an simpal  @made danner grundlag  for at g lede

nedvendige betingelser i klassisk variabionsregning,

som f. ks, Euler—Lagrangeligningerns. (Vinter 1984, '
Murvay % Yakowitz 1984 er eksempler pa  dynamisk '
programmerings  tilknvining €1l optimal kontrolteori,

mens  (Whitse 1975) knvbiter dynamisk programmering til

Linewr programmering.

na dynamlisk  pro-

Fategori (3 inodetinl der 3
grammarings anvendelse pa matematilk,  sosm ikke  umid-
tdelbart har noget med optimering ot gere. (Wang 1986,
ITwamobo 2 Wang 19873, Iwamobto 2 Wang 19840 er eksem—
pler pa, hvoriedss klassiske uligheder kan  omformo-
leres il dyvnamisk programmsrings problemsre og  der—
anceat eksempel =2 dvnamisk programme-
partislle ditferentialligningsr

efier leoswms, i
rings ar :
(Ballman % Angsl AR

Fatagori (4, som  omhandlsare  konkest modelarbeide
Mirica 1985, ITwamoto 19281, Sugivama 1984 beskefii-~
ner sig hovedsageal 1y 7] illinger:

I oproble

(1Y at opstille =20 funktionalligning oud Ffra et
konkret problem,

(23 At opstille en alooritms il lesning af  en
funktionalligning, "

(3} at udsige noget om de konkrete lesninoer.

Tvpiske omrader, hvor der forsgar en modellesring ved
brug af dynamisk programmering, =r i forbindelse med
kemiske . proce stvring, 1 forbindelse med lagersty-—
ring, 1 forbindelese med allokeringsproocesser og 1
forbindelse med kontrollsring af missilsysiemer, hvor
problemsat @ abt minimers missilretningers  aftvigelse
fra fastlaghs baner,

Dvnamisk programmecing har mange beraringstlader,
hwor  nogls 2r omere almindelige end andre. Tager vi
atter wdoaangspunkt 1 de 4 overordneds bategorier,




vigte en gennemgang af de knap 190 artikelovershkrit-

ter, at de fleste artikler var +Fra kategori (1) og

kategori (4, en mindre del fra kategori (2} o9

enkelte fra kategori (I). Da de 156 artikelovetrsirif-

ter var udvalot pa grundlag af forud fastsatie krite-

Fier siger menodeforholders ikke noget om det totale- .
billeds. F.eks., har vi undladt at seone sfter artiklar

omhandlende stokastiske processer, algorimetenri of 1

et vist omfang konkrete modeller Cerfor skal det

fremlagte billede ikke opfattes som st kvantitativi
billede af spamndvidden af dvnamisk programmering.

2sL. Eroblemformulering.

Vi har indtil nu behradt forskellige omrader af dyna-
misk programmering. Lige fra =& simpelt sksempsl Lil
dynamisk programmerings generalisationser. Endviders
har wvi konstateret o9 i lese vendingsr beskravet
nogle relationer asllem DF og andre ophtimeringsdisci-
pliner.I resten af rapporten vil vi undertiden anven-
de Forkortelsen DF for dvnamisk programmecing. I
denng vandring har vi bevidst undgiet -~ undtagen i
traeksemplet ~ at formalissre begrebslighederne i DF.
Det  skyldes, at vi ville bevare s genseralisations-—
niveau, der talte/taler, at man i Bt tag kan fLale om
stare klasser af processsr, bl.a. for abt vise, hvor
vidtfavnende DF er. Desraf Felger naturligvis, at
praciseringer, nuancer og dvbereliggends facetier af
OF bliver starkt undertonsde.

Det er pa sin plads her i overordneds vendingsr, at
redegere for, hvad vi forstar ved dynamisk programme-—
ring.

i} Dynamisk programmering (DF) er betegnelsen oi
an aktivitet udovetr af de aennesker, der
anl®wgger en (mers =21lar amindre? bestemt syns-
vinkel oo angrebsmade paA diverss bkl @ at
problemer - typisk optimeringsproblemear,

34

ii) DF ar en matematisk snnekreds.

Med kapitlerne 2 og 3 prasent skulle i) og ii) wvare
mindre diffuse end derss fremtoning umiddalbart anty-
der. Vi har med i) betonet, at DF ikke kun er =t
matematisk—-fagligt “supplemsnt" til ovrige ophtims-

ringsmetoder, @men ogsa rummar sociologiske aspekber e
Men vi har valngt, at hovedvegbten af projisktarbeidet
skulle vere centrerst om DF's intsrnt matematishke
strukturer o3 universer. Det ferer os frem il -

folgende problemer:

matiak forstand -~

Fols Han DF - 1 snavrers =)
o ounivers?  Hvilks
2}

ma
indleires 1 et matemati
gevinster/omkostninger 1
ringer af DF?

%
mplicersr formalise~




attel s

o 2n 1 mang op
Eallman™s optimalitebsprincip (se afasnih 204, jal=Te
optrader  mange steder 1 litteratoran tormelle over-
sattalaser  af BEallman™s verbalt formulersds princip,
hvis betvdning for DF maske kan sammenlignes  med
maxioum  likalihood princippets betyvdning for  stati-
stilkken Pat e alment cepheraet, abt dec at optima~
litetsprinoippal (OF il edes an funktionallig-
ninog (rabursiy e@ller statisk). Men der  or  shedvis
reist spergamal om omfangst af af princippets Qyvidig-
hed. Herudover kan der observeres forskellige (formel-—
1oy fortolkninger af 0OF, Interssante grundlagsorien—
teradse spergsmal bliver derfor:

F.IT. Hvilken Fformel relation findes mellem OF og
funktionalligningsinterpretationen af DFE?

Ovenpa Ffundamentet for DP ma der formodes at vaers =20
Leoribvgning, hvis ikke DF skal wverese indbholdslos. Det
ar da relevant al sfterse, hvilke resultater (satnin-
Mm.v. ) therbare at DF opnar. Den slags undersegel-
ar wleselingt forbundet med det at kunne  karakbe-—
e P wmom oen amnak: ‘digciplin 1 den forstand,
Eoar opric 1l atanit AN under det indholdsmes-
Hige  niveaw., Vi oprincdsliogt inte
reflaekters  aver DPTs position ud fra en pa forhand
opstillet  almen disciplinkarakieristik. Men wvi  har
mathet sande arbeidsbetingeds barriersr, der  har
madfart, at  karakteristibkkens sociologisks lag er
hlevet nactonat, Derfor Lyder elet raducerede
spargsmal s

sorede 100 ab

FL.ITI. T hvilbken grad har DF opnast status som en
selvstendiggiort matematishk emnebkreds/disci—
mlinm 1 den indsnavreade forstanad?

Sidevarts har vi dog forsenl at kompletters DPF-bille-—
et med punkivlse agtningsr om sociologliskse for-
fhotod vedrorende DF,

et




Vi har i forbindelse med artikelsegning bl.a. i refe-—
rattidsskrifterne "Zentralblatt fUr Mathematik" og
"Mathematical Review'" argangene 197%9/80-1986, samt
tidesskriftet J.Math.Anal.Appl. +ra 19270-1984 +Fundet
en stor mzngde litteratur, der pa en eller flere
mader har relation til dynamisk programmering. Udover
e ca. 156 artikeloverskrifter vi har faet noteret
os(bilag II}), er vi stedt pa utallige titler, som
enten har dskket over stokastiske dynamisk programme-—
rinasfznomener eller over konkrete modelbehandlinger.
Nesten alle disse er siet fra undervejs af hensyn til
begrznsning af arbelidet og udsynet. Endelig har vi
bemerket, at en del artikler er forfattet af esteuro-
paere, hvorfor vi pa grund af sprogbarrierer desvarre
ikke har kunnet indfange deres budskaber og resulta-
ter. Desvarre, fordi en sterre del af titlerne anty-—
dede, at der var tale om grundlagsforhold i dvnamisk
programmering. :

Aaf hensyn til overbliksdannelse og projektplot har vi
mattet skpre drastisk i den store mengde litteratur.
Snittemetoden har veret bestemt af problemformulerin-—-
gen. D.ves. vi har selekteret artiklerne efter forud-
definerede kategorier V- en feorste grovsortering -
hvor den for os vasentligste kasse var grundlagstor-
holdene i dynamisk programmering. Derved blev skaren
at artikler kraftig reduceret.

Bemzrkningerne ovenfor er med for at antyde et bil-
lede af arbejdsprocessen. AL metoden endte med at
blive som skitseret skyldes en forholdsvis unejagtig
forhandsantagelse om, at dynamisk programmering som
forskningsfelt ikke var uoverskuelig i omfang. Faktum
er altsa, at det serligt udvalgte materiale blev
underkastet en analyse, der bl.a. underseger om dyna-
misk programmering kan indhegnes som matematisk emne-—
kreds/disciplin. Analysen peger, .som antydet i pro-
blemformu&eringen i tre retninger. :

Den farste retning (afsnit 4.2) er at udgrave eksi -~
sterende matematiske Formaliseringer af dynamisk
programmering, 09 at diskutere deres indbyrdes rela-
tioner - specielt m.h.p. generalitetsforhold. Afsnit-
tet vil derfor primert vere en analyse af mader,
hvorpa dynamisk programmering bliver indlejret i
matematiske universer.

Analysens anden retning gar ad optimalitetsprincip-
pets spor. En del artikler forholder sig kritisk
og/eller formaliserende til optimalitetsprincippet.
Det ear opgaven 1 afsnit 4.7% at afdakke nogle af
artiklernes og begernes Fortolkninger at Bellman’s
oF.



Tredie retning (afsnit 4.4) gar pa at undersege de
matematiske reslutater, man opnar og seger at opna
gennem formaliseringerne og metodeapparatet (optima-
litetsprincippet og tunktionalligninger) i dynamisk
programmering. Afsnittet ger ikke ansats til en
egentlig kortl=:gning, men skal opfattes som stik-
prever pa forskellige typer af matematiske forsk-—
ningsarbejder indenfor dynamisk programmering. Deraf
folger dets oversigtsmessige karakter.

Vi understreger, at de tre retninger kun reprasente-
rer tre sonder ned- i dynamisk programmerings—suppen.
Vi kunne have valgt adskillige andre retninger at
forfelge. Bade den stokastiske, numeriske og den
algoritmeteoretiske side af dynamisk programmering
har vi efterladt uwrert. Bl.a. Ffordi vi ikke i givne
tidsramme kan omslutte alt vedrerende dynamisk pro-—
grammering o9 samtidiyg finder arundlagsforholdens
vasentligst at kortlzgge i forbindelse med indholds-
messige undersegelser af DF som en matematisk disci-
plin. I en afsluttende diskussion (kap.3) vil projek-
tets forskellige trade blive strikket sammen for at
precisere om dynamisk programmering er en matematisk
disciplin eller ej.

- — T e S i o e Tt S e o0en T i i e e e o S o i e S fabe ot S S s

Dynamisk programmerings opstart var - som vi beskrev
i afsnit 3.5 - starkt knyttet til konkrete anvendel-
sessituationer. Imidlertid har udviklingen af dyna-
misk programmering drevet visse forskere til at
undersege mere generelle problemstillinger omhandlen-—
de fler-trins beslutningsprocesser. Selvom forskerne
har veret ude i forskellige wrinder, har deres arbej-
der ofte vasentlige fm:llestrak. For at kunne drive
de matematiske undersegelser fremad, har opstilling
af en matematisk begrebsramme for de underliggende
beslutningsprocesser varet nedvendig. Det er udkry-
staliseringer af denne begrebsramme, vi omtaler som
formaliseringer af dynamisk programmering.

Men det viser sig, at formaliseringen vil afh®:nge af
den (generaliserede) procestype, som den enkelte
forsker beskaftiger sig med. I afsnit 2.6 beskrev vi,
hvorledes forskellige procestyper kunne frembomme.
Der omtalte vi ogsa, at navngivningen at procestyper
ikke var entydig - skulle man fokusere pa trin-—,
beslutnings— eller tilstandsvariablene, nar man ville
karakterisere procestypen. Denne forvirring i navn-—
givning findes i litteraturen; de enkelte forskere
karakteriserer ofte deres procestype med de samme
navne, men nar deres formalisering underseges ner-—
mere, viser det sig, at de fzlles procesbetegnelser
derkker over forskellige begrebsdannelser. Den forma-—
lisering den enkelte forsker opstiller dskker over
“gpecialiserade" dynamisk programmerings beslut-




- 43 -

ningsprocesser. Vi vil i det felgende fremlz:gge nogle
at disse formaliseringer, se pa ligheder og forskelle
m2llem dem, samt pa hvilke typer af dynamisk program-
mering de indfanger.

Vi har i vores udvalg af formaliseringsforsegy udset
nogle bestemte retninger. For det ferste er det Ly~
pisk for vores valyg, at trinvariablen er af diskret
natur. Ingen af de procestyper vi her fokuserer pa
har en kontinuert trinvariabel. Det andet fxllestrak
ved de procestyper, hvis formalisering vi- underseager,
er, at transformationen er af deterministisk natur og
ikke stokastisk. Dog har vi i et enkelt tilfaelde
inddraget en formalisering, der indbefatter en sto-
kastisk transformation, men denne formalisering kan
opfattes som formaliseringen aft en deterministisk
procestvpe. HMed Fare for at falde i den  greft, vi
selv har advaret imod, kan den procestype, vi har

studeret formaliseringer af, karakteriseres som dig—

I vores gennemgang af de forskellige formalise-

ringsforseg har vi iagttaget to hovedspor. Det ferste
bygger pa begreberne endeligt alfabet og endelig
automat ~ hvilket vi i forbindelse med en konkret
formalisering vil forklars narmere. Retningen vil
bl.a. kunne karakteriseres ved , at trinbegrebet
trader 1 baoggrunden og ved at beslutningsrummet er
diskret. Men en nermere karakterisering vil vi vende
tilbage til. Det andet spor er lidt mere vagt i dets
afgrensning, men trinbegrebet star centralt i forma-
liseringen, ng tilstands— og beslutningsrum er ikke
afgranset til kun at vere af diskret natur. Det er
dog vasentligt her at fremhave, at vi ikke kan op-
stille et fuldstendigt hierarki, idet nogle aft forma—
liseringerne narmere ma betegnes som sidestillede.

Ledetraden gennem afsnittet vil bl.a. vere generali-
teten af de processer de enkelte forskere arbejder
med. Vi vil forst prasentere en formalisering foreta—
get af Mitten (1964). Han diskuterer en beslutnings-—
proces helt generelt betragtet.

Vi wvil herefter ga over til det ferste af de ovenfor
anferte spor, nemlig sporet der har udgangspunkt i
hegreberne endeligt alfabet og endelig automat. Ved
at tage udgangspunkt 1 en bestemt formalisering,
nemlig Karp % Held (1967), vil de andre formalismer i
kategorien blive sat i sammenh®ng med denne. I resten
at afsnittet vil vi herefter prasentere forskellige
formaliseringsforslag.
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Mitten s(1964) udganagspunkt er en proces mellem Lo
mangder -4 og B. Den symboliseres ved F(A,B).

- PROCES P(AR)
CINPUT A ouTPUT B

Beslutnings funi.
tion TW:A8

Polbikcuua P= (1¢) oba‘,k.-b-fuuk-ﬁou P AP 56
Tilstards Wamm et AxB .

LN BT

A kaldes inputme:ngden og B outputmangden. Der stilles
ingen krav til deres art eller struktur. Der defi—
neres et tilstandsrum for processen, som er det Car-
tesiske produkt A X B. Endvidere detineres 2n hbeslut-
ningsfunktion T:A-B, som til ethvert inputelement
a€ A entydigt Fforbinder et nutputelement ne®
(at=b,. Der defineres et politikrum F, som £r meng-—
den af alle tilladelige beslutningsfunktioner 7T ,
altsa en delmengde af mengden af samtblige funktioner
fra A til B. Processen F(A,B) betragtes herefier som
politikrummet, sammen med dets tilknyttede til-
standsrum A X B. Pa denne proces defineres en ob-
jektfunktion r3 r:A X B3E, (E, er et euklidisk rum
af en eller anden endelig dimension’. Afkastet r (2,7
maler nyttevardien af at anvende politikken N e
med input a€ A. Mitten udvider sin ramme, saledes at
han ogsa betragter sammensztning af processer pa
forskellige mader.

Mitten opstiller saledes en meget generel ramme for
formaliseringer af beslutningsprocesser. Der er ingen
strukturkrav til mengderne A og B. Beslutningerne er
funktioner, hvortil der ikke stilles yderligere krav.
Ob jektfunktionen er heller ikke underlagt krav.

kKarp % Held’s formalisering

Karp % Held (1967) arbejder med en formalisering af,
hvad de kalder diskret deterministisk dynamisk pro-—
grammering. Sigtet er at indkredase to typer af be-
slutningsprocesser. De kaldes for henholdsvis for en
diskret beslutningsproces (discrete decision process)
og en sekventiel beslutningsproces (sequential deci-
sion process). Karp % Held navner selv, at inspira-
tionskilden til deres formalisering stammer fra en
formalisering prasenteret i 1964 af Y.A. Schreider
(Karp % Held 1967 s.693). Vi har ikke studeret
Schreider’s arbejde.
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Bade den diskrete og den -sekventielle beslut-
ningsproces bygger pa begrebet et endeligt alfabet.
Endvidere inddrager sekventiel beslutningsproces ogsa
begrebet en endelig automat. Den diskrete beslut-
ningsproces er den mest generelle af de to processer
- 0g den mindst strukturerede - og danner wudgangs-—-
punkt For Karp % Held’s formalisering af dynamisk
programmeringsbeslutningsprocesser. Men forst skal
begrebet endeligt alfabet defineres.

Der eksisterer en endelig mengde D af symboler, alfa-—
betets bogstaver. I en beslutningsproces skal elemen-—
terne - symboliseret ved d - i D fortolkes som ele-—
ment@are beslutninger, der kan tages. Der er saledes
endeliy mange elementarbeslutninger, der kan tages.
Mrngden D* af alle muline endelige sekvenser af
bogstaver betragtes. Et 2lement i D kaldes et ord.
Et ord f.eks. x=d, d, dy skal fortolkes som en
sekvens af elementarbeslutninger, o0gsad kaldet en
politik. Der eksisterer en tom sekvens e, kaldet
nul sekvensen, som betyder at ingen beslutning fore-—
tages. To ord skal kunne "sammenklistres",; forstaet
pa den made, at hvis f.eks. x=d, d, dy o0g y=d, dga dy
dy , Sa er beslutningskmden xy=dy d, dz d, dq dy dy
at forsta som en sammenklistring. Nye beslutningska-
der dannes altsa ud fra allerede givne eller dannede
kader.

Vi  kan nu vende os mod kEarp % Held's afgrasnsning af
oen diskret beslutningsproces, sambt se pa generalite-
ten af deres formalisering.

Definition af diskret besluiningsproces.

En diskret beslutningsproces er defineret som en
kvadrupel § =(D,P,U,f).

D er et endeligt alfabet (mangden af elementwre

bheslutninger, beslutningsrummet)

F er en delme:njde at D* (mzngden af politikker for
processen, politikrummet)

U er en vilkarlig me:ngds (en m:ngde af dataspe—
cifikationer for processen,parametre athengig
at det givne procesforleb)

f er en funktion fra P X U til de reelle tal K
(obiektfunktionen for processen)

Karp % Held’ s diskrete beslutningsproces kan karakte-
riseres pa felgende made.

Trinbegreb: Der er ikke noget overordnet falles
trinbegreb for hele processen, kun et afledt trinbe-
greb horenden til de enkelte beslutningskader/poli-

tikker.




Tilstandsbeqreb: Frocessen indbefatter intet til-

standsbegreb, dvs. tilstandsrummet er ilkke defineret
for en sadan proces.

Beslutningshbeqgreb: Dette er deftineret i form at et
endeligt alfabet og endelige ord dannet af dette. En
elementarbeslutning er symboliseret ved et bogstav 1
alfabetet, der er endeligt mange mulige slementarbe-
slutninger. En politik er at opfatte som en kmde af

2lementarbeslutninger, dvs. ord. Derimod behover

politikrummet FP @ D® ikke at vaere endeligt, da D®

ikke er en endelig mengde. Der Aforudszttes ingen
topologiske, algebraiske eller ordningsstrukturer pa
hverken beslutnings— og politikrummet.

Objektfunktion: Defineret som en reel funktion pa

politikrummet og dataspecifikationsmengden. Ellers er
der ingen struktur pa f.

Den anden procestype Karp % Held definerer er den
sekventielle beslutningsproces. For at detfineres dette
a2r det nedvendigt ferst at detinere bsgrebet en ende-
lig automat.

Endelig automat
Der er givet et endeligt alfabet D med de egenshkaber,
som er beskrevet ovenfor. Ud over dette skal der vere
defineret et tilstandsrum S og en transformation T.
Et tilstandsrum § er en endelig m:node. 1 dette tum
skal dels udpeges et specielt element s, , der for-
tolkes som processens starttilstand og en delmzngde
F€S, som kaldes mangden af sluttilstande. Transtorma—
tionen T defineres, som en funktion pa S X D med
vardier i S. Transformationen er defineret pa ele-—
mentarbeslutninger, men kan udvides til at gmlde for
beslutningskeder pa felgende made:

T(s,e)=s for alle s S5, eeD"

T(s,xd)=T(T(s,x),d) for alle de D,xe D*¥ ,se S.

T(s,x}) skal fortolkes, som den tilstand der opnas,
nar vi befinder*oa i S og ger beslutningsksden sva-—
rende til x € D. Nu er alle inaredienserne il at
definere en endelig automat tilstede. En sadan bestar
af kvintuplen Ol=(D,S5,5,,F,T} med de ovenfor angivne
betydniger. Tilslut skal de beslutningskader, der er
akcepterede af O, defineres. De udgeres af de keder,
der forer processen fra begyndelsestilstanden s, ind
i en sluttilstand tilherende F. Sattes rp(x)=T(5, .17
er {x|rp) €F} mzngden af akcepterede kader.

Med begrebet endelig auvtomat er det nu muligt at
definere en sekventiel beslutningsproces. Denne er en
udbygning af den diskrete beslutningsmodel, idet der
stilles flere betingelgser til dens matematiske
struktur.
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En sekventiel beslutningsproces T er en diskret be-
slutningsproces pa en endelig automat, med en objekt-
funktion, der har en bestemt struktur. Dette kan
uddyvbes ved: Der er givet

(i) en endelig automat Ol=(D,8,5¢,F,T),

(1i7 en mzengde U, defineret som under den dis-—
krete beslutningsproces.

(iii}) en funktion k:U-#ﬁ, k(u) giver startomkost-
ningen for =2n given dataspecifikation u,

(iv) en funktion h:R X S X D X U-’ﬁ, h(} sSedauld.
h skal fortolkes som afkast/omkostningen ved
i tilstand s at gere beslutning d, nar det
har kostet § at na til s, givet dataspeci-
fikationen u. Der gslder visse forhold Ffor
funktionen h. For det feorste virker h pa
elementarbeslutninger, men tkan udvides til
ngsa at gxlde beslutningskzder/politikker.
Det feorer AFrem til at definere en funktion
g:D“ X U-R: Funktionen g udtrvkker en akku-—
mulation af aftkastet/omkostningen ved udfe-
relsen af den sekventielle beslutningsproces,

ivet en startomkostning b (u) start-—
tilstand s, 09 en dataspecifikation u,
Dy =h{k{u) 54 Y, U}, Funktionen g skal

betragtes som processens obiektfunktion.

Fa wvisse punkter =r der altsa lagt mere struktur i
formaliseringen af =2n sekventiel beslutningsproces i
tht. den diskrete beslutningsproces. Vi kan karakte-
risers denne forfining af den matematiske struktur pa
folgende made.

andsbegrebet: Der er defineret et tilstandsrum
m

dette forlanges at det skal vere endeligts

Tilst
S. 0O
blandt dets elementer skal udpeges en starttilstand s
for processen, samt en delm:ngde F af sluttilstande.
Der er saledes ikke lagt nogen algebraisk,topologisk
eller ordningsstruktur pa rummet S.

Transformation: I kraft af definitionen af den se-

kventislle beslutningsproces som en endelig automat,
2r en transformation defineret.

Dbjekttunktion: Der er lagt mere struktur pa objekt-
funktionen gy, som den er defineret gennem h og k end
pa objektfunktionen f for den diskrete beslut-
ningsproces.Der er dog stadig ingen struktur pa mang-
derne S,D 09 U, som h bl.a. er defineret pa.



Der er ikke noget nyt trinbegreb i fht. den diskrete
beslutningsproces. Karp & Held foretager en yder-—
ligere specialisering, idet de definerer en monoton
sekventisl beslutningsproces. Denne er nxsten iden—
tisk med den sekventielle beslutningsproces, den

eneste forskel er en vderligere betingelse pa funk—
tionen h. KEravet til h kaldes monotonicitetsbetingel-
sen, og or defineret ved; -

V(‘;A)K)é SRDKLL: §q ég& é h(}g)s)é’u) Q k(k‘)sl&) U.),

Fortolkningen er, at vi antager at en tilstand s =r
givet og beslutningen d tages. Nu forestiller vi os,
at der findes to veije til tilstanden s - den ene har
kostet §, og den anden §, , o9 §, er mindre end eller
lig med L.u Tages nu beslutning d, bliver veien med
delomkostningen fL ikke dyvrere end vejen med delom—
kostningen Ei _

Vi har set, at Karp % Held med 2t meget generelt
defineret begreb om en beslutningsproces indferer
finere og finere strukturer. Dette geres bl.a. +or at
kunne bevise en matematisk egenskab ved den monotone
sekventislle beslutningsproces, som dg er pa Jagt
efter. Deres mal sr en sammenknyining mellem en dis—
kret beslutningsproces og en monoton sekventisl be-
slutningsproces, idet de viser, at under visse betin-
gelser hkan en diskret beslutningsproces overssaites
til en monoton sekventiel besslubtningsproces. Deitte
har dog ingen betydning i sammenh»ng med yvores wnder—
segelse af deres formalisering.

Vi har gjort forholdsvist meget ud at beskrivelsen af
Karp & Held’s begreber i forbindelse med beslut-
ningsprocesser. Dette bl.a. fordi vi i andre artikler
har set en begrebsdannelse, som overtager deres eller
har mange paralleller til denne.

Morin (1982) overtager Karp % Held’s begrebsapparat,
dog med visse omdebninger af terminologien. Han
anvender apparatet til en diskussion af optimalitets
princippet 1 dynamisk programmering. Diskussionen
vender vi tilbage til i afsnit 4.7.

Ibaraki (1973) har ogsa anvendt Earp & Held’s be-
grebsapparat. Han underseger mere specialisereds
beslutningsprocesser, idet obiektfunktionerne or de-
fineret pa heltallige verdier og skal opfylde visse
rekursive betingelser.

i s s el dabte s PO P e A -

Vi har i det ovenstasnde beskrevet {formaliseringer af
heslutningsprocesser defineret af Karp % Held. Forma-—
liseringens startpunkt var en endelig mangds at ele-
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mentar beslutninger, symboliserset ved et endeligt
alfabet. Elmaghraby (1970) tager det samme ud-
gangspunkt. Han overtager dog ikke Karp & Held’s
hegrebsdannel se.

Elmaghraby’s sigte med Aformalisering af beslut-
ningsprocesser i dynamisk programmering er ogsa ret—
tet mod, hvad han kalder diskrete beslutningsproces—
ser ng sekventielle diskrete beslutningsprocesser.
Egentlig er ferste skridt i hans opsatning endnu mere
generelt end karp & Held's for diskrete beslut—
ningsprocessaer. En kort skitse af hans tankegang skal
gives. :

Der er defineret et endeligt alfabet D, svarende til
en endelig mengde af elementarbeslutninger. Disse kan
sammensettes til ord, dvs. beslutningssekvenser eller
politikker.

Et wvaesentligt punkt, hvor Elmaghraby adskiller sig
fra Karp % Held er, at han ikke indferer en objekt-
funktion, men kun en objektrelation Ot . Fa dette
punkt kan hans formalisering altsa betragtes, som
mere generel end Karp % Held’s formalisering. Rela-
tionen OC er givet som en delmengde af F X V. Her
betegner FS D" en mengde af politikker (af Elmaghraby
kaldet inputmangde), som er lukket over for sammen—
klistringer. V betegner en oubtput mengde (V antages
at vare ot ordnet fuldstendigt metrisk rum), der skal
fortolkes som obiektrelationens verdirum. Elmaghraby
definerer en diskret beslutningsproces som en rela-
tion mellem en input mangde o9 en oubtput  mengde. AL
sammenh@znyen mellem en politik og output uvdbtrykkes
ved en relatinn indebsrer dels, at der ikke nedven-
digvis herer et output til enhver politik og dels, at
der til en politik kan hore flera output.
Elmaghraby’s grundlzggende model er hermed skitseret.

Elmaghraby udbygger denne struktur. Han har endnu
ikke indfert et tilstandsbegreb. Tvartimod er det
hovedsagen i artiklen at udvinde et sadant af for-—
holdet mellem politik og output i form af en rela-
tion. Tilstandsbegrebet indferes herefter pa en sadan
made, at der til hver beslutning d og en given til-
stand s udpeges et bestemt output v. Objektrelationen
omdannes ved indferelse af tilstandsbegrebet til en
obisktfunktion af (tilstand, beslutning) med verdier
i V. Mermere bestemt defineres et tilstandsrum, som
en mengde S, for hvilken der kan defineres en funk-
tion B:S X F-»Y, sa

(K, vI€E HEDH FseG: v = GLys).



Til tilstandsrummet, som Elmaghraby indterer, stilles
nagle yderligere krav, som vi ikke skal komme narmere
ind pa. Ingen af disse krav er dog arts— eller struk-—
turkrav til tilstandsrummet. Selvom hans formelle
begreb om en diskret beslubningsproces saledes sr
lidt anderledes end de tidligere omtalte, bringer det
ham dog ikke vesentligt i andre teoretiske retpnin-
ger ved undersegelser af bestemte procestyper 1 dyna-
misk programmering.
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Pa dette tidspunkt kan en opsummering af de formali-
seringsforseg, der hviler pa begrebet om altabet,
automat m.m. vare nvttig. Typen af beslutningsproces-—
ser kaldes diskrete deterministiske processer. Den
grundl mggende struktur er en diskret beslut-
ningsproces, som udbygoes til en sekventiel beslut-
ningsproces. Denne kan med forskellige betingelser
udbygnes videre.

Beslutningsbegrebet er det centrale begreb i formali-
sering. Der ear givet en endelig meEngde s2lementarbe-—
slutninger, der kan stykkes sammen til endelige be-
slutningsrakker/politikker. Mens beslutningsrummet er
endeligt, kan politikrummmet principielt vere sende-
ligt eller wuendeligt. Der er dog ikke pa disse rum
lagt nogen yderligere struktur.

Formalissrinogen indeholder intet overordnet trinbe-
greb. Tilstandsbegrebet indgar ikke 1 de mest gene-
relle formuleringer, men indferes for sskventielle
processer. Der ligger ingen algebraiske, topologiske
2ller ordningsstrukturer pa dem. Om tilstandsrummet
gr endeligt eller uendeligt afh:nger af formaliserin-
gen. Objsktfunktionen/relationen kan have torskellige
grader af struktur. For diskrete beslutningsprocesser
ar der ikke defineret en transformation, mens an
sadan er definereset for sekventielle beslutningsproces
og dets afarter.

Vi skal nu se pa formalisering foretaget af Sniedo-
vich. Han har prasenteret to forskellige +formalise-
ringer.

I 1984 er Sniedovich (1986) fremkommet med en forma—
lisering af en beslutningsproces i dynamisk program—
mering. Den er den enkleste af de fto formaliseringer,
han prasenterer. Han er i artiklen ude i et forseg pa
at afklare debatten omkring Bellmans optimalitets-—
princip (se afsnit 4.3). Sniedovich fremhever, at
Bellman fremsatte sit optimalitetsprincip 1 forbin-
delse med en s®rlig klasse af dyvnamisk programme-—
ringsproblemer. Denne klasse karaskteriserer Sniedo-
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viech (1984} dels ved at vare endelig m.h.t. trin-
variablen og dels, ved at oblekttunktionen kun athan-
gar  at sluttilstanden for processen, samlet kaldet
deterministist endelig-horisont model. “niedovich
prazenterer en formalisering at denne type problemer,
der kan samles pa felaoende made:

Trinbegreb: WVeldefinerst trinbegreb, symboliliseret ved
2t naturligt tal. Der er et endeligt antal trin , det
sidste trin symboliseres med N. '

standsbegreb: Der er givet et tilstandsrum S, som
e er nzgroere preciserset. Dvs., det er et helt

Beslutningsbegreb: Der er defineret en skare meangder
at tilladelige beslutninger, som athznger at savel
trinnet n o tilstanden s. Beslutningsmengden pa ftrin
n oy 1 tilstand s =2r symboliseret ved Din,s). Ingen
vderligere krav £1l beslutningsemesnoerne «r anfert.

Transtormations: Der er givet +rdns+nrma*1wn, for
hvert trin n, defineret pa folgende mads '

{ts.dilse s, de D(n,ﬁn}is, hvor man satter

Tn (Sny Op ) =Sny
Dvs., dvnamikken 1 processen er saledes, a8t hvis
systemet befinder sig i en tilstand s, péa trin n og
en beslutning d, trazffes, sa fremkommer en ny tilstand

T

n°t

Speg P& Trin n+l.
gojekttunktion: Der er defineret en objisktfunktion g,
som kun afhaznger af sluttilstanden s,,. Dvs. g:S—+R.

Sniedovich visear, hvordan dynamisk Progr amme--
rinpgsproblemar af 2n tilsvyneladende anden art dvs.,
hvor obliektfunktionen +.eks. afhanger af de enkelte
trin sambt tilstandene o0g beslutninger herende Lil
disse, kan omdannes (il et dynamisk programme-
ringsproblem at den her beskrevne type.

Vi kan altsa se at Sniedovich’®™ (19846 formalisering
indeholder et overordnet trinbegreb, mens dette 1kke
ar tiltzldet hos Karp 2 Held., Endvidere athaznger
heslutningen, der ftraffes pa et bestemt trin, af
trinnet og tilstanden. Hos Karp % Held forholder det
s1g faktisk linge omvendt. Her er beslubningen primar
- "trianet" er afledt af positionen i bheslutningska-—
den/politikken og beslutningen athznger ikke af til-
standen. Karp % Held’'s eneste krav til tilstandsrum—
met  er, at det er endeligt. Overfor dette stiller
Sniedovich (1984) inaen krav til tilstandsrummet. Fa
dette niveau er Sniedovich (1986) nermest pa linie
med Mitten (1964).



Den anden formalisme Sniedovich prasenterer er fra
1978, Sniedovich (1978). Denne formalisering har en
del lighedspunkter med de formaliseringer, hvis ud-
gangspunkt var i et endeligt alfabet. Den adskiller
sig dog pa vasentlige punkter. Han benmvner selv den
procestype, han indlemmer i en matematisk begrebsram-—
me, som en stokastisk sekventiel beslutningsproces
(stochastic sequential decision: process). Selvom vi
hovedsaglig er interesseret 1 deterministiske proces—
ser, har vi medtaget denns formalisering. Formalise-
ringen kan opfattes som en deterministisk proces-
type.  Karakteriseringen af formaliseringen kan fore-
tages pa felgende made.

begreb. Det er givet uvafhazngigt af de andre begreber,
der karakteriserer processen. Hveri trin n er symbo-
liseret ved et naturligt tal |, n& N, dvs. processen
er diskret mht. trinvariablesn. Trinmzngden er hele N.

Tilstandsbegreb: Der er defineret et tilstandsrum G.
Om dette er kun forlangt, at det skal vere en ikke-
tom tellelig mengde. Dvs. der findes tellelig mange
tilstande s, som processen kan befinde sig i. Ellers

er der ikke lagt andre krav pa 5.

af elementarbeslutninger D, beslutningsrummet. Froces—
sen vil wdvikles fra on starttilstand gennem en se-
kvens af skiftende tilstande og beslutninger. En
sadan udvikling kan heskrives ved
hf(a‘,di,sz,.n,d"ﬁ,s‘), hvilket kaldes en historie.
Til det n'te trin er tilknyttet en m:ngde at sadanne
historier, Ha, dvs. H,ES 0g H, €5 X D X ... X 8 (2n-1
faktorer). Endvidere er defineret en meangde H af
historier, der ikke har noget sluttrin, dvs.
h=(Sy 40y 4Sg 9y-=) € Hy, hvor H €8 X DXE X DX «o. .
Fa trin n er defineret en afbildning Dy, som udpeger
mulige elementarbeslutninger, der kan traffes ud fra
historien h, , D, :Ha?D. En beslutning d, vil kun
veare wmulig, hvis der til d, er knyttet en positiv
sandsynlighed for at fere processen fra s, OVer i Spyp
Der vil saledes blive udpeget en mangde af tillade—
lige elementarbeslutninger Dyt(h,), givet processen

‘star i tilstanden s, (h, symboliserer, at tilstanden

5, &r naet ved historien hyl.

Transformation: Transformationen har en stokastisk
natur. Den virker saledes pa S. Der er pa hvert trin
n defineret =n transformation ud fra processens ftor-
udgaende historie h, 09 den beslutning d, , der

foretages pa trin n.




Ohjektfunkiion: Der er defineret en funkiion r, pa
hvert trin. Disse har en lidt speciel karakter, idet
n opregner "afkastet" fra n'te trin oy fremad i

processen. Saledes virker den pa wendelige historier.
Funktionsverdien er et reelt talg :

rh ¢ H—=R, H=8XDXS XDX ...
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Denne karakterisering skulle indfange e vasentligste
sider af Sniedovich (1978} stokastiske sekventielle
heslutningsproces. En  kort sammenligning med kEarp %
Held o9 andres sekventielle beslutningsprocesser
viser specielt sen vesentlig forskel. Til forskel fra
dem indeholder Sniedovich (1278) et overordnet trin-
bagreb, der adskiller de snkelte trin. Vesentlige
ligheder er, at formaliseringerne har diskrete +til-
standsrum -~ ga:lder dog ikke Elmaghraby -, og den
manglende struktur i forbindelse med bade tilstands-
og beslutningsrum.

Yi har nu behandlet det ene hovedspor i de formali-
seringsforseg, vi har set. Vi skal nu se pa den anden
retning, der opererer med en topologisk strukibur pa
tilstandsrummet -~ vi wvil tale om, at det Lkan wvare
Fontinuert. Vi vil her starte med Bellman, hvis for-—-
maliseringsforsey fremszttes i hans bog fra 1957,
fortsette med tre artikler at Iwamoto
(1R775,1979,1921) og slutte af med Cambini (1974).
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Bellman ger i sine arbelider ikke meget ud af en
egentliliy formalisering af generelles beslutningspro-
cestyper. Hans holdning er, at sadanne generaliserin-
g9er vil ske pa bekostning af de finere strukturer, og
derfor er at begrz=nset anvendelighed. Dog giver han
udtryk for, at delklasser af procestyper kan formali-
GReres. Eallman (1957) giver saledes en formalisering
at, hvad han kalder sn diskret deterministisk proces.
Denne vil blive omtalt her. Hang formalisering er
ikke lige sa fint systematiseret og gennemfert, som
de af os tidligere refererede formaliseringer har
vpret . Men vi kan samle delt pa felgende made.

Trinbegreb: Et aftklaret, overordnet trinbegreb. Hvert
trin er symboliseret med et naturligt tal. Der kan
viere endeligt =2ller uendelige mange trin.

2greb: Der er defineret et tilstandsrum §,
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n delmengde at B" . Den enkelte tilstand er
5=(53’519"'95u)'

Beslutningsbegreb: Der er defineret en besluatnings-—
m=znjde D, 3
lig eller en kombination af disse.



Transtormation: Der er givet en transformation Ffor
hvert trin. Denne er defineret pa tilstandsrummet og
beslutningsrummet, og ferer processen til en tilstand

pa naeste tring Ty @ § X D—>S.

Objektfunktion: Der specifiseres ingen specielle krav
til objektfunktionen i hans generelle formalisering,
men i mange af hans sksempler arbejdes med obiekt-
funktioner, der fremkommer ved addition eller multi-
plikation af AFfunktioner knyttet til bestemte trin

eller tilstande.

Bellman’s (1957) formalisering er saledes ikke spe-
cielt precis, ej heller s®zrlipg generel. Dog indfanger
den de situationer, hvor tilstandsrummet tillagges en
topologisk struktur, samtidig med han beholder mulig-—
heden for at medtage beslutningsprocesser, hvor be-—
slutningsrummet @er talleligt eller endeligt. Bell-
man's pointe ligger da ogsa i en bestr:belse pa bade
at indfange modelsituationer, hvor tilstanden be-
skrives med =t reelt tal, o0g hvor beslutningsvaria-
blen skal vare et helt tal, F.eks. 1 visse alloke-
ringaeprocesser med beslutningsvariable, der udtrviker
a2t stykantal. Bellman fhv. lose formalisering kan
saledes indfange andre konkrete modelanvendelser end
flere af de andre formaliseringer. Til agenga:ld vil
det ikke bringe een langt, hvis man gar efter at
vise generelles matematiske sztninger. En pracisering
vil wvare nedvendig.
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Iwamoto fremsatter tre formaliseringer i sine forsk-
ningsarbeider med bl.a. etablering at et “invers
thearem" 1 dynamisk programmering (se afsnit 4.4) -
avarende til dualitetsproblematikken inden for linesr
programmering. De tre formaliseringer fremstilles i
Iwamoto (1977a), Iwamoto (1979) og Iwamonto (1981).
Ferst vil formaliseringen baseret pa 1977-versionen
blive presenteret forholdsvist grundigt, dernast vil
de to naste relateres til den ferste.

Formaliseringen i Iwamoto (1977a) samles i felgende.
Han kalder selv den type dynamisk proagrammering, han
underseger, for endelig-trin dynamisk programmering
mad =2n deterministisk tilstandstransformation.

Trinbegreb: Der er tale om et veldefineret trin-

begreb. Hvert trin symboliseres med et naturligt tal,
n=1,2,...,N (N symboliserer her det sidste trin}.

Tilstandsbeqreb: Der er givet et tilstandsrum S,
Dette har en topologisk struktur (Borel delma:ngde af
at Polsk rum, dvs. fuldstendigt, separabelt metrishk

rum) .




zlutningsbeareb: Der er givet et beslutningsrum D,
ylder samme topologiske krav som tilstandsrum-
met. D udbrykker rummet af elementarbeslutninger.
Endvidere er der defineret et beslutningsrum Dy g D
far hvert trin n og enhver tilstand s. Dette skal
udtrykke de mulige beslutninger, nar systemet er i

tilstand s og pa trin n.

Transformation: En transformation for hvert trin n i
processen er givet .

Tp =+ S X D-¥5.
Der er lagt et topologisk krav pa Ty (Borel malelig).

Obisktfunktion: Der er givet en objektfunktion til-—-
herende hvert trin , g, 318 XD X % X R - R,
(9 (Snsdps Suegr § 1)y samb en funktion k:S-’ﬁ, s0m
udtrykker afkastet fra sidste trin. Funktionen g har
an speciel form; hvis systemet udvikles gennem en
historie (SmyOmisSmets =« sneg 5 ) vil aflkastet fra
denne historie vere udtrykt ved j

3n(3n\;dm}smu‘5m.u dmey ;ﬂmgz(smq, ) ﬂu-g(sn-uﬁuq,sn;k(‘u))"' ”)-

I Iwamoto (1979 foretages visse forandringer i
formaliseringen. FProblemstillingen er stadig den
samme procestvpe overordnet betragtet. Han defineretr
nu  selvstendige tilstandsrum § pa hvert trin  af
processen. Disse rum forlanges nu at vare intervaller
pa den reelle talakse. Der er stadiy knyttet at
beslutningsrum til hvert trin. Disse skal vere en
delmengde af B + Ppn 8r dimensionen pa det n“te
trin af processen. Endviders forlanger Iwamoto ikke
lengersa, at D, afhaznger af den tilstand processen
hefinder sig 1 pa det n'te ftrin. Han indferer ogsa et
afkastrum R, for det n'te ftrin af processen, FnE R,
samt en afhkastfunktion g, . Han kraver, at  afkast-
funktionen skal vare kontinuert. Denne funktion gp
tenkes nu kun defineret pa Da X Ry, med vardier Ry
dvs. =r =n funktion af beslutningen pa trin n 09
afkastet fra trin n+l.

Generelt kan man sige , at han komplicerer sit  til-
standsrum/begreb og simplificerer strukturerne pa
funktionerne.

Iwamoto indferer i 1981 mindre korrektioner. Han
vender tilbage til at lade beslutningsrummet pa det
n'te trin afhenge af tilstanden pa trinnet. Endvidere
forsterker han sit krav til funktionen k. Den skal
vire strengt voksende og suriekbtiwv,

Generelt kan man om Iwamoto’s formaliseringer sige,
at de bevager sig indenfor samme begrebsramme. Det



vesentlige er her -~ i forhold til Earp % Held og
Sniedovich (1978 - , at han opererer med kontinuerte
tilstandsrum.

. i e ot v Mt ot O T s e e i ot D e s D s e

De formaliseringer, vi har omtalt indtil nu, har et
vasentligt f=zllestrzk; der przsenteres en formalise-
ring af en bestemt type beslutningsprocess, essentielt
wathennigt af de senere studerede optimeringsproble-
mer . Beslubtningsprocessen formalissres, o9 uadfra
dette er det muligt at formulere et dynamisk program-
meringsproblem. Med Cambini (1974) er «det nasten
omvendt. Hang formalisering er t@t knyttet til hans
definition af "det dvnamiske programmeringsproblem'.
Derfor vil den {foeolgende fremstilling af Cambini’s
formalisering vere anderledes end de tidligere pra-
senterede. Men inden vi nar til en presentation af
"det dvnamiske programmeringsproblem" skal ferst  en
rekke begreber, Cambini anvender, prasenteres.

Cambini’s formalisering

Et topologisk rum X betragtes, der kan opfattes som
et talrum. Der defineres en zikvivalensrelation R pa
X, saledes at der dannes en samling af =kvivalens-—
klasser gennem den kanoniske afbildning ¥ . Afbildnin-
gen T : X9 /R afbilder et element < € X over pa sakvive-—
lensklassen [w]l. Ef topologizk rum O , som er homeo-—
morft med X/R, kaldes et parameterrum pa X.

Cambini Ffremhaver, at en basal ligning 1 dynamisk
programmering v ;

(1Y max 0O = max max + G¢) '
xe X wefl  xelw]

hvar f:14-R. Ligningan (1) sr aoptyldt mht. maxime-—
ring, hvis det topologiske rum X og Ffunktionen
opfylder visse hetingelser at topologisk art.

Der defineres en sakaldt N-trins komposition af X pa
felgende made;

]

Sattet (Xg +Xz yeoayXy? & en NMN—-trins komposition
at X, hvis:

1) X4 € X Cuivs € Xyy€¥y=X, dvs. X deles i N-1 =gte
delmengder, hvor i<j betyder, at X N X‘ = % o

der til hver X (j=1,...,M} horer et pa-
rameterrum L; (i=1,..,N). Dvs. mkvivalensrela-
tionen R nedarves il alle delmzngderne

Xi ] LI I 1] x"-‘ ]

B

der eksisterer for alle W€,y (j=1,..,N-1)
en homeomorfi fu,, (dvs. biiektiv, og bade @ og¢l
er kontinuerte) fra Xj til hver af skvivalens-
klasserne Dq“]i den sterre mangde K.

“
~—

4

»




Saledes defineres altsd en N-trins komposition af X.
Dt o nu moligt at definere et dynamisk programme-
rings problem. Lad der vere givet en reel funktion f
pa X (f:X—2R), oy problemet F at bestemme maximum af
¥ pa mwmngden X (under antagelse af, at et sadant
eksisterar):

F: omax 0G0,
%X

Et sadant problem F kan betragtes, som et N-trins
dynamisk problem, hvis felgende to krav opfyldes:

1) Der findes N delmzmngder, X4 , ... 1Ky 9 der
danner en N-trins komposition af X (defineret
som ovenford.,

b

et er for hvert jfi,..,N muligt at definere
en funktion ﬁ X ~*R saledes, at '

1) max fi(w) alslsterer, ulv)
*‘3;

iiy max fj(x) i f*(«ﬁ) eksisterer {for alle
6Ly . wjeQ,

Vi har i forholdsvis formelle rammer skitseret Cam-—
bini’s formalisering af dynamisk programmering, igen—
nem hans definition af et N-trins dynamisk programme-
ringsproblem. Det kan herved ogsad ses, at hans an-
grebsmade er temmeliyn anderledes i fht. de andre
formaliseringer af dynamisk programmering, vi  har
set.

Trinbegreb: Der forekommer ikke et trinbegreb wathan—
gigt af det dynamiske programmeringsproblem. Men bkun
dvnamiske programmeringsproblemer med etb endeligt

antal trin betragtes.

Tilstandsbeareb: Der er ikke pid forhand givet et
tilstandsrum, men vha. =z2kvivalensrelationsn R pa X
(som nedarves pa X for alle i=l,..,N-1) fremskattes

2t tilstandsrum. ptte kalder Cambini ogsa {for para-

matarrummst. Fa hvert trin er saledes definereset et

tilstandsrum, som har samme topologiske egenskaber
som beslubtningsrunmans.,



Beslutningsbegreb: Menogden X kan opfattes som eh
beslutningsrum. Vi har tidligere navnt krav som denns
manade skal opfyvlde. Endvidere kan menoderns ¥

(i=1qua. N} opfattes som beslutningsrum  tilknviiet
hvert fLtrin i.

Transformation: Der er ibkke eksplicit givet =20 trans-
fomation, men ouligvis kan den pa de enkelte  f4rin
datinerade homeomorte  athildning ? opfattes som en

macdan.

Objektfunktion: Objektfunktionen f skal kunne opfylde

visgse krav af topologisk art, sambt kunne opspliittas 1
N Founktionse % .

Vi har saledes set, at Cambini’s tilgang &r  ander-—
ledes end de tidligerse formaliseringer.  Den er  o03sd
pa et forholdsvist heit strukiursret niveaw, ldet der
forlanges Forholdsvise wrattige krav ad msmnoden ¥ og
funktionen + af topologisk art.

Ul Thar gennaem dette atenit fremlaght en rekike forskel-
lige formsaliseringer af beslobtningsprocesser 1 dvna-
misk programmering. Underveis har vi set, at en raibe

forskelle mellem disse bunns  identificares, selvom
artikelforfotterne benvitetds ftorholdsvis ens navnea

for beslutningsprocessarng. Vi hse ogsa fremlaoh
mindre %ammenllgn1nger mellem de enkelie ftormalise-
ringer atsnititet iagennem. Men diskussionsn  omiering
formalisaringerne i forbindelse ned vores problemtor-
mulering (afsnit 2.7F vwil blive gemt til senere  (af-
snit S.1).

4.3. Optimalitetsprincippet.

Hensigten med debtte aftsnit e2r ab belvse den astabus,
optimalitetsprincippst har faet fildelt 1 filknvining
til dvnamisk programmering. Vi har valot at benandle
denne san, Ffordi optimalitetsprincippet lige siden
dets oprindelse har hatt en central rolle 1 diskus-

sionerng om fundamentet for dynamisk progerammering.

I perioden +ra Bellman's verba Fformul 2rede optima-
litetspringip (OF)Y il i dag, ar dder publicerst s
antal skrifter, hvori OF bliver omformuleret (vetr—
balt) eller formulerst {formelit. Disse evi. torskel-
lige wudl=zgninger og furtmlknlnger ar  bl.a. bhlevet
benvttet til rettaerdiggoerslse eller udledelse af den
rekursive funktionalligning (RLY. Felgelio foreligoer
der en rakke matematiske prazociseringer af principoet,

Der har veret (o der foregar stadig) diskussioner,
som 1 visse tilfalde har givelt anledning til tvivi om



princippets gvldighedsomrade o9 relkikevidde. Dette
atsnit indeholder en undersegelse af, hvorledes for-—
ska2llige  beger o9 artiklier fremlazoger optimali-
tetaprincippeat. ‘

i

Bellman opstiller 1 1954 4or ferste gang optimali-
tetaprincippet. at forleber saledes:

"(aew)  the bDasic tunctional eguations (...}, de—
sribing  the guantitative aspects of f{he theory
are uniformly obtained from the following  intui-
tive

FRINCIFLE DOF OPTIMALITY. An optimal policy has the
property  that whatever the initial state and the
initial decisions are, fthe remaining decisions
must  constitute an optimal policy with regard to
the state resulting from the first decisiong."
(Bellman 19543 5. 5047,

11957 udgives bogen "Dvnamic FProgramming' skrevet adf
Ballman. I indledningen star:

S QPR wes el icitl state the principle ot
optimality  whose wmatical transliteration in
the ocase of any specitic process vields bhe
functional eguation aoverning the process.”
(Bellman 19357 5. 2iiilivores understragninger.)

I bogens kapitel fLre giver PBellman optimalitetsprin-
cippet foloende status:

Tin o each process (hehandlet 1 bopens Ferste to
kapitler:, the funciional eguation governing the
process  was  obbtainsd by an application of  the
following intuitive:

FRIMNCIFLE OF DOPTIMALITY. An optimal policy has the
properity  that whatever the initial state and
initial decision are, the remaining decisions must
constitute an optimal policy with regard to {fhe
state resulting from the first decision,”

(Bellman 1957 s. BE).

Bellman’s folosbemerkning er, at 2n matematisk over-—
sattelse af princippet giver de funktionalligninger,
der overhovedet behandles i bogen. Videre pastas:

“a4 proot by contradichtion is immediaite.”
(Ballman 1957 =. 83).

En pastand, hvis validitef vi senere vil diskuteres



Tankegangen 1 0F illustrerer Bellaean ved at
struere en rakursivy funktionalligning. dare
en allokerinpsproces. Ligningen er:

F;-,(X) = oex ex 13"0““) ¥ fnog (%~ xn)} ) N=4,2, -

Bel lman - framhaver at up+1ma11u&:ﬁn'ﬂnm1mrw+ e sl

oD dkie en matams
suer at problamse
onalligning. Udﬂ:na%"

tinner

heuristisk princio, =an feknik
sptning!, som for konkrete k1
rasultere 1 en rekursiv funk
punktet Ffor nmshen alle Pellman’s publik:
indentfor dwvnamisk programmering e ﬂa'mgﬂ&
funktionalligninoer. Man fornsomesr derved,
Bellman opfatter dyvnamisk programmering som an an-—
grebsmade snarere end som en (s vatandigr matematishk
teori.

a

Fa  trods af den status Bellman tildeler optimali-
tetsprincippset, har der gennen arene vareld  uenlohed
om tolkningen at princippet samt dets forhold il den
relursive funktionalliogning. Man kan dele disbkbussio-
nen om disse forhold 1 to.

fortattersa oaiver 2n vy o leaning  af  OF,
2 viard  nenvisning il konkrebe smp L e, B
sane, der  er btvpisk L %nmmﬂnhmmw oot imal i
tetsprincippsts forhold til X tunktionsl -
iigning. FReprasentanter for varbale +MFNAINFLhQL” 7
OF  er  (Nemhaussr 19843, {(Denardo 19832 09 (Mo i
19827 . Andre artikelforfatiera giver matematificerade
udnaver af princippet gennem £ 1 . Dervend e

man ei=nsynlig ved at bewvaos fden heuri-

L vk

1

sl ske tankegang 1 dynamisk peogeammering, M
Bellman advokerede for. Reprasenianiser for matematishk

formalisereds udgaver at 0OF er (Mitten 19&4%, (Karo %
Held 194647), {(White 19&9), (Sniedovich 1978, (Sniedo-
vich 1984, (Morin 1982) oo (Hinderse 1974,

Vi vil i det felasnde forst gribs fat i de foreelile
udgaver. Den anlagte synsvinkel vil hovedsagaellg vere
forholdet mellem OF og RL.

Mitten’s formulering,

Os bekendt er den ferste, der ger bemerkninger i den
retning, (Mitten 1964). Vi har fremlangt Mitten’s
formalisering at DP i afsnit 4.32. Hans hensight e
ikke at bringe OF i miskredit =ller blot at diskutere
dets rolle 1 DF, men han vil udelubkends give Lil-
strakikelige betingelssr pia de retuwrfunktionar, som er
opstast agennem hans formalisering af DF. Folgende
lemma far intetsteds betegnelsen mn+1m431tet:mr1n”~
men det funperer (Lilsyneladende) som et sadant:

“pemma. Lad X o= () ovars en vilkarlig mengde, 03



Tad Yy (o) o= OGnqd, 1 0= 1,2,0..,n, v#re en endelig
folos af villkarlioge mengder, hvis detinitioner kan
athenpe af e X.  Lad g Goyypdry 1= looau,n, vere
2n folge 2t reelle funktioner, for hvilke g®* () =
max {gy Giyvill vy € Yi(mﬂ smigisterer for 1L o= 1,...,0
oy For  alle ©x€ X. Lad f(:¢) wvare en  vilkarliog
funktion ) 1ad B,y ™ } =
FOFGed 0y Giyvad g e sniityygrd vare en reel  funk-
tion, hvorom 3% =

max {GX, Yg) ) Yl | (%) Ys)--) Yn) € zLe]xx Y, 00 5 x Y GO

eksisterar oy F*Goy = F i (x ,gt (x)wn..,g: ()
sksistarer for alle e X. Hvis F*(H)Z-Btm,yl,.,.,

.

2 n

Y

y otor esthvert

(x,4q )y Yu) exléxx LY )Rk Y, )

: - . . —*
54 gr B% = mam{F*(xH:<e,ﬂ2r‘ M
{(Mitten 19&44) (Vores overspttelse).
e piwves 1 artiklen bevis for lemmash. Tavrigt et
indirekte bevis ~— 1 oversnsstenmelse med PBellman®s
farnavnlte pastand: "A proof by contradiction is imme—
riiate',

Vi owvil dkke nive en verbal fortollkning 2% lemmaet,
forgl  han - @om  saght -~ lkke piwver  det navnet  OF
andsigs. disketersr dets generelle  gvidighedsomeade.
Mem, som s %, @ funktionalligningsinterprebatio-
ssEplicit indleiret 1 "princiopets" forma-

z

nen at P oo
liserinn.

3 TOUrMULLLEr NG,
= - Lobelod 1947) optrader  beogrsbet  opfimali-
tatasprinoio. I artiklen forekommer st lemma ("lemma
1Yy, der har ka ter af at wvaere 2t optimalitebtsprin-
cip, @men som do) wdselokkende er bereanet for sekven-
tislls beslutningsprocesssr (a8 afsnit 4.2.).  De
formulerar leamast pda bagorund  af et monotonici-—
tetabritariam: Den sekventielle beslutningsproces
Maioges at vare monokon, satrembt det for alle (s,d,ul
€SxDixi) pmwlder, at

o3, > h(Y,a,d,u) S h(},n,d,u),

{(For de tekniske betegnaliser henvises til aftsnit 4.2,
under Karp & Heldl. Lemmast lyder:

<

“lemma 1. tad I vaere en  monoton skventiel
beslutningsprocses, o3 lad P overse meogdaen at ord
acceptarat  af @ . Med ve ) kaldes ¥ optimal mhi.
ey hwis z€ P oon gle,u) = min g0vyud.  Lad v 09 W

yop




o oord saledes,  at rpivd o= o dwr mng oy

v
S oiw,uds Da vil, bhvis we s optimal mhi.o s,

[§4

vie waers optimal mhi. .

(Barp & Helid 1947 s. &% mvarseb el ae,

Dee pastar_selv, at lemma 1 = "sismilasr to hne orine
ciple of optimality"

Farg % Held oiver et bevis for lemmaet. £ bevis, som
ikke er indirekte! Men som dog o=e liogetil. Med Harp &
Held s specielle formalissering for oi2 kan )
fortolkes verbalt som:

14 there is an optimal policy which reaches  an
A ; %

intermediate state %, then there is  an ophimal

policv which reachss s minimum oost, "

(Karp & Held 1947 s

Deres made at formaliss L anledning
il et tearem ("Theoram 17 aralligninger
+or monotons, sakventialle bheslutninmsorooesserr.
Faktisk gives hevis for, at funkbtionalligninaerne

(n,w) = minjqle, i h
G0, g, Yo A, )= A AE ), ol

u

°g

]

G(s,u) = min th(q(a'w), 2, d k) | Aka,

1, ) IA(aha) =41

for alis w€&l er avidigs, 5 v for €5 dedineret

G(n,u) = min quLw . )
xlrpo) =}
HMeller ibkke Karp % Held diskubters a] 3
agen eller Bellman®s ootimaliibs nrtnu:n“ Deres hane-
sigt  er ajiensynlig at +a 5 nl.a. ovennavnie
resultat pa benene: AL tA ‘ cemnt el -
e beslubtningsprocsessar,

nrmulering.
LY har i osin bog med  den almene titel
Fr nktionaliig-
09

White's £
(White 1
"Dvnamic
ningar
arsager ikke i afsnit 4.2, fremh:vel wWhitl
garing at DF. Det geor naturiigvis, at 2n prasentation
at hans formulering af optimalitebtsprinciopst bhiiver
besvarlig o9 eere oefangsrio. nar vi onw si 1 Ay e
hans opfattelss at OF

rogramming’ et afsnit om DF, {
DF under én hat. Vi har af dorskselli
2w Formall-

GBroft sant gdr hans “formaliseriog” oo o
risers inogredisenserne 1 DF - ved brog




dienserne er for hans vedbkommende: Tilstand, besioub-
ning, transformation, frin o9 obliektvardier (Ymeasure
ot performance").  Beteonsr x7er  tilstandsvariable,
o @ beslubtninpsvariable oo r ooy s trinvariable an-

lves obiektverdien mellam Lo vilkarlige ftrin r og 5
e

s\/r (xr)d,) xru)...)ds-i)xs).
For det videre forlsbd =2r vi neadsaget til at detfinere
to beareber: Baglazns kontrakbion og forlsns kontrak-
tion., Vi betragter et delspor (sub-path), der starter
i trin 1 o3 ender i trin r. Dette delspor kaldes en
baglmns i aft sthvert delspor, som starter 1
» -] G, Nvor a2 . Tilsvarendes definerss
et delaspor, der starter 1 r o9 ender 1 n, som varsnde

kontrakbion 2f delspor, der starter i

20
et vilkarliot trin s med 53¢+ o0 ender L fLrin n.

Forretningsgangan 1 det newvnte afsnit at White er at
opstille tre postulater, Det feorste postulat udsiger,
at man kan udterviksa verdien af et spor (vi bheltranter
ri Forl:ns kontrakbioner:  som en funktion  af  det
forste "link" (en overnand fra 2n tilstand til  en
anden, dvs. triplen Gip.degdeyy 7 09 af verdien af
det kontraherede spor resuliteret at fiernelsen af det
dat foarste link. Foramelt er det st sige:

e (Xr dor, Xray ooy gy 250 =
V _s¢|.(xr, Are,Xrag) svru(xru,dru;---, Xs).

Inden postulat 2 opstilles afledes ef funktionallig-
ningaudteryvk . der forudsstter, abt besluininger §fore-
tangmes pa  sucoessive trin.  Lad ele)l viers en  fast
molitik teterministisk natur) of Lad n#-) vere
kontraktionen af Xies fra trinens r Lil n, beggs
inklusive. Sa defineres vardisn af at verse 1 tilstand
b pa trin r o) under brug af politikken (e},
= viare  lin  med verdien af sporet fra trin v 09
frematier. Dvs.

e (Xe, T () = nVr (Xr, dy ,Xrayq, "‘)x“))

(2):

2

]
hvo Xees = Tres-g Cdris-g)Xres-y

d"‘S’l = Kr+5_‘_ (Xr+$-‘) .
(Taq (el ar transformationsoperatoren, som apararer pa

nar beaslobningsn 4 tages for at opna  tilstanden
yoo o White siger sa, at  den gensrelle ligning

e s
I"‘m.fl *




atledt af del JTorste postulat kan =

1o
,,V,.(x..J*R',-(-)) = n¢,- (xr, 7 ("'), Te (7, ("r))xr) wVee r (Wr("f))"f,
Tpay (+)))
1ler i den rent funktim&é&la iy A s
@): WV (Xe, W ())= O, (x,,?crcxr) Tel), Vg (- STy ().
Han stater:

~2

"Eguation (2} is the pensral fmrm (AR
aquation eancountersad in DOF.
(White 1969 =. 20}

White’ s andet postulel eF i realiteten, at den gene-—-
ralls stokastiske funktionalligning,. som vi ik
medtaget, ban  reducerss L1l en af forman (
udsann, der nogle ganos holder, andre

s har

White 4
1 WEr B
tetsprincips

the propeshy that all
it

has

H{awa?)  an optimal wmli?
its contractions
(White 194% s.

A

Whit

2 giwver herefber adw
forstaslsen at OF:

rarands Demerbkningsr

"1t (OF)  doss nobt mean that pas ayvanis
intlusnoce  the fubture deo i
cnes mean that, it this is th
description must cater +for 1t
svants have happen prior o g
apoch which have inn on the deds # :
maclea, then Lhe s ced i on st reoord
this."

(Wi e 1946% =, 3

A

£
(a3

Han uanderstregsc, at 0OF altid sr gvidiao selvom
(2 holder, o han giver i et appendix et eksenosl

herpa.

Sniedovigh’ fx
Hensigten med £

la an sekventiel beslu lenagmudm} on 1oden sammanhieng
at  definere tre opltieslitetsprincioper.

hevissar for, at hver at disse prinoiopsr e
for store klasser at stokastiske sekveoabiaiilc

N
{(Srniedovich L978) er ot udvik-




ningaproblemnar.  Desuden  wndarseges forholdet mellem
principperne o funkebtionalligningerne.

vikle foroalismen  fremlant
At vl o DEVERQEr 0% Dver

som wio egentlig  har

Yiooer nedt Lil
1oatanit ;

Sniadovich studerer sandsynlighedsrum n,a, Fg ).
arhvar folgs W = (ﬁi,ﬁz,.n“)eﬂ-9 neN on §ed smites

ba 5 (@) = ra (g (w))/

som derved er en stokastisk variabel. (§ er n plan
(84 8 3+e+) dvs. =n folge af afbildninger &, : H,-»D,

néEN . § er tilladt, hvis og kun hvis Jdalh,)e Dy (hp

for alle n o9 hy€ H,. Mangden at alle tilladte planer
ar betegnet 4 ) ' .

Sniedovich ger sig to antagelser:

1) Middelvardien Eg(lys (@)) mht. § eksisterer for
alle n op 664 . Middelverdien betegnes Rag¢ . Den
betingede aiddelverdi a2+ lyg (W2 givet hyme Hy
bategnet R“J-jhm) @ onsa antaget at eksisters
for alle m,ne N, €4 0y h,eHu.

iy R, = sup R eksisterer for alle weN

s
Ny

al s

ii) ' g“(hm) = Swu Rh‘g (hm) eknisterer =fct' atle m,ﬂe;!
6eX ’
ha€ H,

Flanen §ed siges at vere gphimal mht. det oprindelioe
problem, hvis o9 kun hvis

(Mengden af alle optimale planer betegnes med A% , og
dets slementer ned & )

Flanen &§ed B at VE 1ol =) optimal +or det
modificerede problem (h,,n?, neh oa hyeH,, hvis o)
bun hvis

Rn,& (hn) = R“(.\"u) .

Herefter kan vi fremlzgupe de tre optimalitesprincip-
per. De ar alle lancere: som definitionsr.

incip sioes at  gelde

OF 1: Det  stwcks ophi L
vitningsmodel W, hvis



oo kun hvis

§*e &* = R, ¥ (ha) = By (W)

.
- . f : f . ¥,
for alle neM, h, ek, (€7,

OF 2: Det sveae o @l e
for W, hvis on

s*ed = Ry, g+ (hy) = Ry(ha)

for alle neM oa h a€H, ( &%,

oL e
Prvdom ol

o
By
(]

ippet (Che dyvnamio proger:
siges ab gmlde for W, n
- + &* * - -
f:?t 21 ament € 47 mel e

Ri,5* () = Ri(la)

for alls neﬂ, M€y

Dt Drinriﬁ holder altsa. hvis oo ko
S oontimal ahi.
e Dl ansn
amanr b, At et iH
Fuefuankbion vo.

me
pwxnrlu

mndlflrmrﬂdw prmblamA
positiv sandsynl ighed.
bun hanger pia den forste

J

wertga e 3o e

LR ne
iske

Vi vil ikke diskubters prino
io starkt byvgoer pa sto
Eonstaters, at (Sniedovic
pernes qvld1nhmdﬁnmr4dv“
teoramnar:

AT ERNET Pringipe

venpd at vise bre

T 1z DRet sterbke mptim»‘itp+%nrinr
hvaer reoula:e beslu
regular  bhetyder,
to antagelser.:

. (At
dan op+vlde

M
el fornmynis

PLEOrLNCLp

T 2= Det  svane opitimalits =
requlara, strengt monobonse modeller.

T % DF-princippet gmlder for alle reagul@;ee,  sono-
tone modaller. {(Momotoniol : o omibeengl ditto
ar  tekniske betinogeleser pa B - elliszsr  dermed
mellem r, 09 "n*g-)

(Snimdovich 1978 Vores overssthalsear.g

o

Smlv bemarker Snisdovich. at Bellman™s forsulering at
NF svarer til det sterke princip.

T 1984 har Sniedovioch abier
cippet op  til diskassion.
punktet =an opfattelss at,
misforstast Bellman®s formulering af
mr, at roole ikke ansegr OF for at




mens andre n@gter  at anvende betegnelsen princip
(Sniedovich 1984). : ,

T artiklen gives eb ekseopel pa, at  Bellman’s 0OF
Faktisk ikke holder. Ekseoplet er et “"bkorteste wvej"
problem illustreret ved grafteoretiske remedier, Det
ar  unsdvendingt for sammenh@:ngen her at gennemna ek
semplet. Det vasentlige er Sniedovich’™  konklusion:

Der er ikke taget heide for Esllman’s sgen  formule-
ring vedrarende procestypen.

"(ewal the principle of optimality was formulated
in relation to a sequential decision model charac—
terized by its obiective function being dependent
mnly on the final state of the proces (...0" '
(Sniedovich 19846 s. 163,

hvilket ovennavnte eksempel ikke var.

FA denne baggrund prasenterer Sniedovich tre problem-
tvpers ' '

Fisy: f(a) = opt 4(huy) | 4,€S
: )yl
med bekingelsen
. dn€Dln,n,) , nw=4{,2,... N
oq mjuumi\chw
An*‘.:T(W)/)“)d.u)) W’i,z‘...)N
(F(s) kaldes det oprindelige problem i tilstanden s,

ivot. med OF 1 1 det forsgaende.}

Fin,s: 1n(4”) = opt %(Auu)

1ensN 65
liu,---)du) :

)
med beﬁiuae!.oeu
de €Dk, n,) , nskew

oﬂd.numkkm . :
Mg = T UG, ) , ek sN

(Fin,3) kaldes det modificerede problem 1 (n,s).)

Fin,s.d): i (A d,.): OPt (5" ) én
=R En¢N
" ! w“..-ldm) % e . IA"eS'

med be{:luae(ae‘u .
dy € Dk, n,) , w+t s k<N
o9 dynan; bk et
. A\utaTL\‘JAk)dk)i M‘_-‘LSN .
(F({n,s,d) kaldes det betingede problem i (n,s,d).)




Med disse problemdefinitionsr 1 baphanden shates
optimalitetsprincippel som et beoram:

"For ethvert n, lench, e on delin.s! o9 hvis
(qnti vewn Oyt 2r optim Ql leasning For F(
vil (dn+1»---vd~' ogsa verse opbimal 1

Fin+l, Ye 8 = Tin,s W
(5 n1&dov1ch 19B& =w. 165 (Vores overssbtalse.
Med detts optimalitetsprincip oiver Sniedovich bevis

for telgende teoram:

"Der gwelder, at

§,(8) = opt
dednn)

‘ims (T, 5,d4)) , YtueN ,AeS)

"

hoor ‘
40 (8 =qa) | se S,

Detie er det samme som at sige, abt optimalitefsg
cippet  imolicsrer den rekursive funkitionalliagning -
pa  baggrund af den procestvpe  og  problemfarmalise-
ring, der sr givet.

Yidere giver Sniedovich en formulering af OF, som han
ofte har set den fremlagt § litteratwuren:

"For ethvert n, léendgM og s€f wil (dyya.e.,tdy?, hvis
(dpyevnyting? @r en optimal lesning til Fin.sl. o0
vara  #n optimal  lesning til P intl.
Tnys,dr. " .

(Sniedovich 19846) (Mores oversaibial

Han ftremhzver, at forskellen mallsm di*ﬂm o princip-

per svarsr til forskellen mellem itial optimal
decision" o “any  initial '{manl '@) decision’,

hvorefter han siger, abt der (n:sten: ikke @ Nogen
forskel - 54 lenge talen = om debar it Do
cesser, Derimod opstar der problsmer wed sitc G "
processar, der foveigh forderer en telnisk andeing
det  betinoede problem, idet transdformationsn
entydigt giver den nye tilstand.

Morin’s formuleving.

(Morin 1982) herer egentlig il kategorien  af  DF-
udeovere, der bade har =2n verbal ong en formel wdoave
af OF. Farst regiterer nan Ee'1mﬂn o for deretter at

give sin sgen verbale formulerino:

,.vv:

"On optimal solution must contain npiimal (partial
snlutions. "
(Morin 1982 s, 465



ALt han "framstiller” sin egen version skylodes, siger
han, at den sr mere passends il sit formal. Morin’s
formal isme @ar som Lidligere nevnt overtaget fra (Karp
% o HMeld 19467, Vi bringer her Morin®s  formaliserede
pmrincip:

"Hvigs i o= mixzep*, hvor ,ef(s), sa agalder, at
xieP*.ﬁ;
(Morin 1982 (Vores oversetielse,)

"
u

P¥* or mmngden af optimale politikker, g ,i=1,2, er
delpolitikker., (5 a2r menoden at politikker, de
bringer os fra s, til .  $54 med den givne proceshbype

er de to udpaver af OF (negsten’ ensbebtvdends,

Morin far
bhensns:

54 shtablet en funkbionalligning pa

) {re = %,

3(6 = win { \ ' _ } \
) (o d)eSe) Fh($a), 2, ) 1T (A" a)= 2}, 2e5MA)

Artiklens formal er at diskuters betingelser pa h for
at sikre gvldigheden af disse ligninoger. Behtingelssr-
na  har som tidligere noget med monotoni a2t skaffe.
l.igesom  hog niedovich 1978) gives to  antagelssr
anpaends  nonoboniociteten af b, Den ene vedrorer al-
mindalin monotoni,  @oens den anden angar streng mono-
toni. Dette for at opnas

. ., M
“anawrer strengt monoton on o« = ximzeF s hwvor
b 1"

iy PN . . s
e F (s, ma vil xgeF s,
(Morin 1982 (Vores oversebhe

Encdelia states:

Y s 1T er shrengt monoton,  a vil funktionallig-
ningerns (K wveres gvlicdige. "
(Morin 1982 (Vores oversaebtihel ss

5
Y
)

H
HH
——

e umiddelbarse  begruamndelser  for denne diskussion
meallem OF o funktionalligningsinterpretationen er,
at han har givef sksempler (analogh med (Snisdovich
19843 pa, at OF i Bellmans foroulering ikbke holder
le tilfalde, Men istedet Ffor at  “"narlase
an, som  Sniedovich ger for derved at  forsvare
givar Morin monotonicitetshetingelsar pd h

k)
i afllaret rebkkevidden af 0P,

M har vl agiwveb =t indbevke af, hvorledes o9 evi.



hvortor der oaives formelle "oversatitelser”
forbindelse aed White blev hans 0OF doo formul
ord, men det wvar sambidio nset knviiehb i
formalisaring, harunder  definitionsen & ;
tionshegrebet. Derfor blev hans foraolscing eedbaget
i kategorien "formelle oversstitel ser',

.
l

At de formellis formuleringsr at OF, vi =20 stedt pa,
har vi ikke refereret dem alle. Eksempslvis har (Iwa-
moto 19797 givet ikke mindre end fre optimalitets-
principper, hvorad sen far titlen "Princinle of ooti-
mality". Wi synes imidlertid, at det brevedse {for
meget uwnedig matematisk formalisme LA
disse principper. ideb der egentling ikke
sssentielt nvt at uddrane. Ligesom hos  de
pavrrige 2 Iwamobto’s formulering knyttet LHil
med", dve. til sine specifikke processer
linger aft dem.

Morin havde, som vi iust har set, bade =2n verbal
en Fformel translation af OF. Hans indl@s) er saledess
placeret iust ovenfor for at forests overganoen til
de verbale bkonstruktionesr af OF.

Denardn’s arbejdsomrade er netvarbksproblemsr, |
i stor grad pavirksr hans foreulerinoer af  OF. Han
har tre versionsyr pa proorammet,

Denardo’s foraulering,
Mwilket
:

1) "Consider an ophimal path from some node Lo some
other nods. Any path (i’,.u“,is) contained in

.

this path is an optimal path +rom node i, e

.j "
.s o
(Donardo 1982 s. 153

2 "There sxists a policy that is ophtimal for evaery
node (state) . "
(Denardo 1982 s. 133

2y "An optimal policy has the properiy that
whatever the initial node (state) and initial
arc (decision) ars, the remalning arcs
(decisions) must constitute an optimal poliov
with regard to the node (state) resulting from
the first transition.®
(Denardn 1982 s. 147

Begrundelsen for at indfere tre varianter af prin
pet er, at det er hensigtsmmssiogt 2t have bestembe
vergionar til bestembe problemtvpee, s5i Yi-—
dere tilfoier han, at 2 holder i flere Lilfxlde =20d
1Y, mens de begge ievrigbt holder 1 de fleste net-

i)
o
By
it
-+



i

varksproblamer.  Han giver dog aksempal, hvor 2),
men ikke 1) holder. Det ses, I nermest er iden-
iak  med Bellman®s foreularing. Denardo giver blot
DF-dngredi ensarne, der pass2r  hans  bebtraonbninger
ral evante

ot

1]

VAW TV W

Lidower blot
nogle  keitl
cip'. Diss

2 bre princippsr har Denardo
; hnmmrinlnmmr til betegnslsen  “"prin-
pringss fuldt ud her:

"It would be hard Lo overstate the importasnce of
the principle of ophtimalitwy. One  of Richard
Eellman’s. despest insiaobhits has been, perhaps, that
the principle of optimality is shared by a host ot
nptimization problems whose mathematical formala-
tions are so very disparate,. The term principle of
optimality is, however, somewhat misleading; it
suggests that this is a fundamental truth, not a2
consaaquence of  more primitive  bthings.  Saveral
traditvional developments of dvnamic progeramming
accept it a3 a principle and derive from 1Lt algo-
rithms thet computs optimal policies. The approach
taken hore i% Lo recognize the principls of opfti-
mality a A common thams that guides us  as we
d@2rive functxmn 1 eqguations from more primifive
properities of optimization problemns.'

(Denardn 19822 5. 1&)

)

Daevad Fik wvi saledes o
calese  at, hvordasn OF
hinandsn nemlig, DFspRLL

5 i ]. r.::% Psmkussionen om OF e Lemmelin
han (Menhauser 19647

nrafheoretishk m&mwmpﬂ te-
rear for Bellman’ formualering (Bellman 7). Diarudo-
ver giwver han st bewvis for princippet:

hﬂ llﬂrulm;1+rm

YA proof of  the principls of optimality (hy
contradiction) simply states that i+ the remaining
decisions  weaers not optimal then the whole policy
couwld not be opbtimal.

(Memhauwser 1966 . 35

Ha  Nemhauser®s  stofomrade 20 digkrete  (mht, trin-—
variablen) determinishiske svelemer, der sambidig er
andalige (mhi. trinvariablen), har han inosn proble-
mar med at wdlede den rekursive ligning:

1;«(6“) = \N;“X irv\ (/ﬁv\) dn) + £“_1 (Ah-i)} )

wn




Faktisk pastas:
"& mathematical statement of the princiole of
optimality 1s the recursion eguations {...7"%.
(Memhauser 19464 s. 23

Det ma tilfaiss, at han her tenker 03 den s
matematificering, han arbe jder med. ’

Hind g formulering,

Overskritten her =r noget misvisends,
ikke wvil bringe Hinderer™s formulering
han wdelubkkende forholder sig £il sto . 5 2
mer. Derimod afsloubter i detie A+=n1* mexct noole af
de  kritiske bemsrkningsr, han har il OF og  dennes
relation il RL.

(Hinderaer 1970) gengiwver, son de flsste andre 1 OF
regi, Eellman™s princip. Dorafier opstillss f
punkter, der belvser wrmblemer WE=Tal nrxnfxppetn Fige
det forste belyvses betegnelsen  "prinoip” For, =som.

han siger, "princip" skal formentlig Lndthreg at der
ar tale om et statement, som e gyldig for sn sior
kElagse af oproblemee, osn bvor gyldioghedsoncacdsts
ne jagtine rakkevidde ikke kan foemuls moucden swildere:

"This implies however bthat the orinciple nesds 2

proot for any well-defined model under
tion."
{(Hiderer 1970 .14}
et andet han ser pa, er sentensen "a proof by cone-

tradiction is immediate". Til dette svarer Hindersr:

"This is true for deterministic eodels (L. and
simple stochastic models. Bub already the model
considered in  this chapter reqguires a little
thowght (...} and the general ocase needs the
rather heavy measuwre-theoretic apparatus develop-
ped by Blackwell, Strauch and othars (...
(Hinderer 1970 5.14)

Det tredie problem, Hinderer fatter om, er relation=n
mellem DF og RL:

"The importance of the principle does not rest  so
much on  the facht that it furnishes a necessary
condition Sfor  the optimality of a policy bul  in
the fact that it is often reuﬂrded a5 a convenisnt
tool For deriving the gphif ion (08
(eealy which on 1ts part is the Ling point for

many investigations in dvnamic mrmgramming. tn it




of our knowliadge thers has never
D OLLE HOE in the
Lhough the
- show  som

BVE
hesn

or
mimilaritisesg
(H noderar

Det, der . Bl.. Det skal understreges, at
Hinderer'™s aine primeri hviler pa stokastiske prooces—
men , hvor problemsros omkring relationsn mellem OF o
L wiensynlin er stor . e resterends tre  kritik—
punbtar  hos Hinderer er intiobt forbundet med stoka-
shiske proo ser 09 med stofomradet, der har netop
hans interesse. Derfor undlader vi at reterers disse.

PR’ =

..... . YENLINg.

Hensiagten et felgends er at stikke en finger 1
dorden o velire at par af DF's matematisk feoretiske
beveael sesrebtningsr. Mar DPF-processer bliver formali-
sarede, ar det interessant at se, hvad formalilserin-
nerne  bringer  med 519 af teoriudvikling.  Men  dst
viser @ig, ab de fleste generells formaliseringsr
ikke implicerer resuli er, der rakker meget videre
and  til  at reflektere over grundlagsspoeragsmal  som
f.eks. DF s waliditet, Dan vigtigste undbtanelse fra
detite faktum er nok Iwamoto, der i en serie artikler
forsener at stable en bteori for duale dvnamiske pro-
LR 1RT7e, 1981, Meon Iwamoto’s

y, - mom det ses 1 o aftasnit 4.2, -

Mervarands afsnit er ikke en dybigaends analyse at de
manoe matematisk-fanliges trningsr 10 DF, der ftorskes
e Viowil blot pive =2t antyvdningspraost billeds af
i 2 At dan nuevarends
opstilleds funkiional-

W 2 VE IR, Dieat Hin, atb
forskning hvaner pa Vi
Ligninger, hvor der er laob en del strubkbur og betine
ser pa beslubiningserum, tilstandsroam o 1s=2r 1nvol-
varede funkdhioner, En tendens syvnes ab vers =8 anske
om at ville oeneralisere de opstilleds lioningsr samb
at Ffaztlmnne betingelser for deres lesbarhed, En
folas heraf =r, at DP - lidht afhsnoig af sammenhengen

i denne tendens "reduceres" til funkiionalanalyse.
Man athlarer sizldent modelsituationsn ved som intro-
duktion aft opstille grundlaggende o9 generelle forma-—
liseringsr. I stedet gas der direkie i kedet ps en
bestemt funktionalligning. Det &r nogle af disse
trak, vi vii s2 lidb nermere pa.

@Ry

En ligning lance
har

Sely udvibkler BEe

ot af Bellman i midbten af 125907 earne
ol Fundet fodfmste 4 iitteraturen.
iman lioningsn ved faret at betragte
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e

i

£ Nm*rin& allokeringysproces. Dot bDommer ud  pa,

dele wud af en ressource ¥ i to  enheder, nemlio
forholdet v og x~-v. Gfkastel fm<nundM* ~mad e
o3 hix-vi, hvor 9, h 2 ani i
QG =0  op hiGr=G,  Der s o0
allokeringen. Dvs., a2t der benkes
tilbane wved na:ste allokering, Han
arund opstillet felgende rekursive funkil

®: :,4n (x) = Mﬂx {3(5) th(x-y)+{,, (ay +b(x—5))} #lo) =o.

At lose dﬂnnﬁ 11nntnn vil blob sios, danng
funktionsfelosr (Fu) ey +  der for nivne funitis
9 o h er definerset ved (1) for  alls N Man kan
dernmest  tenke sig allokerinpeprocessen forbtsebie  ad
infinitwm., Bellman forestiller sig «  at man kai
vise, - at (f 40 "me i Eonvergerar un41m¢m1 mod en funk
tion %, sa der 1 grenssr AT O faloends ligning:

o by

i g

@): fix) = wmax {gty) +hix-y) + flay blx-y)}, be)=o.

0Lyt x

At bestemme &n lesning il (2 er at bestenms .

Bellman vissr folgends smining:
et antages, ab

Sztning )
ar kontinuesete founbbioner at g For oo

al oix) og hix
oo g (G s=h (G
b Hvis migi=man max {lnt”) 9lh(vﬂ} 13
oLy $x
cmmax{aﬁb} . A er Ezm(v w0 Foy omlle w2 O,

£) mLacl op Gxbhel,

Da Findes netop =2n leasnimg Lil (2%, %0m =y
kontinuert o har vardisn @ 3 . ! Iasning
opnas som uniform gransefonktion at feolosn Ty, .

w

Betingelsen a) implicerse, ab fg 20
alle n € N. Detits viser Bellman don ik
til bilag I for a2t fuldstandigt bevis

Bellman arbeider selyv viders med (2). F.oeks. undee-
sager  han  lesningsforholdens under  den  vierliogere
antagelss, at Br konve @2ller  konkave. i
tilfaldet konvelks lagsningen f G 1igel
konveks, og for hver verdi at ¢ vil politik
lig & =21ller x. Er derimod g o9 b strengh konkave
funktioner af 1w, da vil lesningen § OGo)  on: VR ER
straengt konkav, o9 den tilhoeorends optimale |
vil waere snbwedigy Der er kun oen polibik.
korrespondencen

o, =l

lo,o0) —» ?.[

Jea vere

58 - TRRNAV NG+ 1 o )

pivel wead




s

Foo= {y e Lo,x] | §0) = gty +hie-y) +fays biesyff

recultat

cda wvil det sidstnevnte
- impl Lo L Fixy  sar  en

singleton for givet w,

;21 har 1 (1980)-altsd da. 2% ar ofter Bellman -
uwdaret (23 1 den lidi omere generelle udpave
fuw) = L 1 9ty +ule-y) +{tay +bCs-y)}, $eo)z0

hvor 0, h: [&, 60 2R er givne konkave (altsa e
strenat konkave! funbbtionsr med 3(@)=h(G}=0. Dt ar
pointeret af Bellman (Ballman 19%7), at det oftest =r
mere interessant at studere egenskaber hos de opti-
male politikker 1 F,  Ffremfor de optimale verdier
selv, dvs. F00r. Det har muligvis foranlediget Has—
parski til at undesrsege differentiabilitetsforholdens
af F. Dette =r lidt sant, da deh  ilkke  ar
umicdelbart Coen optimal politik er  kontinuert i
e ingn kil o optimale vardi + 00 Vi owvil o ikke
studsre oi differentiabilitetsfiorhnld nermers her,
men biot feis til, at resultatet behever vderliogers
regtriktioner pa 9 og b nemlig, ait de er ., I en
senars artikel (Kasparski 1981) studerer han (1}
udtra tilsvarends generalisationer. Hans hensigh  er
at  undersegs konvergensforboldens af politikfeloaen
(v +

d

39

m

.3

i, .
venstaends  beskrivelss2 har il opgave at give 2n

ner man nar efter,.  Yio kan
isten 1 slutningen  af
Ligninoger (bade statiske oo
rellral v, som on andre har opstillest pa
bagorurnd ar allokerinos— eller andre processer. Funk-
tionalligninger, som andre matematlkere tager op til
viders behandling sidenhen. Ved den slans opgaver er
programmet gerne, at  gere (de’ givne bstingelser
svagere o sambidio opnd tilsvarends resultater (lis-

ten bag 1 afznitteb).,

amanspreove  pa,  hvilke
ramvne F L ara
atanithet) ona

i

Dt er muliot at konstruere generalis
nalligninosr, som der ogsd kan udsiges re
om. F.ebks. stoderer Bellman ligningen

3): fep)= s:p{a(r.q)"’h(hx)kT (ea))} ,p#0 [ Belluaan 153]

arade  funkitio-
levante ting

hvor n e L& R . T= {Tq] er @n mengde at
transformationer med egenskaben at for D€ DY Tg(ple D
for alle neS, hvor § er en mengde ( kan ’

kban ware endelig,telleliog eller overtellelig eller
sammensat at dissel. Fed en stribe bhetingelss2r pa g,




my hh og T nn%u1 Tler Ballman =n
hedss®tning, som han ogsa oiver et bevis for,
for eftertiden bunne vers at visse =2n analong
hvor betingelserne pa de indgasocde storrel ser
sveklkede.,

Bhakt
SAB .
ar  knap 54 magen » st
standsrum (som er Banaochrum).
de viser eksistens—- og snbtyvdighedss
lagn af en ferst vist kontraktionzss

!‘;

l
jye]
;-l
s

]

utnings- op  Lil-
el for dem e,
L Pgen pas orundg-
LIy .

{

H

Vi blender dette afanit ned med st slbseopsl fra =n
nonet anden boldoade, Vi navnte, at Twamohto har cabt
noget, der  kunne kaldes en o dual Foroolaeriog adf
Det  esssentielle indhold i bteorien er, ab man
groft gsangt kan s2 "omvendh" paen wxwx memwtlmﬁ”
rinosproblem.

L.ad to operatorar T og § vaers giveb wved

T3 ue) = r;g $ex; uy)

4 9)6C

S Qi fIveey = /'I‘V:;ﬂz‘-o 9(x; v(g))
fusy)2e

hvor +, €&l °(§l R, D5 b, v EQQR‘QE,)L Linder mools
monmtmnicltﬂ""betlnumlnﬁt pa F. o9 o0 w0y v
hvis v e den inverse i1l v, da EEEADEN
inverss funktion il Sdgsfiv, O omve
hovedgagen den inverse D praksis
hvig problemsi @r

mastimer (g 0.0 atig!
mad betingselsen g(xl,“..,w”

Da er det inverse problem

-t

minimear 9y yae.y¥y!
med betingslssn Flyy yennsy
1977a).

2 oo {(Iwamoto,

Det er svart at afgere, hvilben indfludelse teoremel
giver anledning til, 1dm+ wioikks hare
Twamoto alene ellier 1 sa2lakab med Mang
met. g det primect 1 forbindelses
pgammel kendte  ulioheder tra  sandsynd
{(ITwamnto 1977h, Iwamobo % Wang 19832,

argdre s

herugr  Leora-

at afioryvi oo



(Mieltvhka 1951) studerer lign. (2} mht. diff=zrentia-
bilitetstforhold af losning.

(Futerman % Brumelle 1979} studerer konvergensteori
for politikiteration.

(Figher 1974, 1973b) beskeftiger sig msad en funktio-
nalligning opstillet af Bellman i 197G, Han giver =2n
ministenssatning.,

(Kapoor £  Reingold 198%) underseger sn klasse af
rekursive ligninoer, bl.a. ohp. lesningers konkavi—
tet., ]

(Fachpatte 1973) undersoger Bellman's lemma ved at
gere genaraliserends bemsrkninger til det.

(Kardos 19810 giver gensral leosning Lil =2n generali-
seraet  udgave af en ligning opstillet af Bellman i
1945, . .

(Ba2lbas % Mavergoyvz 1984) ger bemzrkninger (fix—
punktasbetragtninger! il e2n ligning opstillet af
Bellman. :
(Baston 19278) studersr an generaliseret udgave af en
ligning opstillet af Ba2llman.




KAFITEL S

Vi har For neeverende til hensighb atbt diskutere de i
atsnit I.7. opstillede problemsr F.I., F.IL. o9
[ i péa bagnrund af analyseresultaterne i kap. 4,
Det ger vi ligs pa og hardt op starter . med R

P2t

Dar  o@r piensvnling  foretangedt en del  torseg pa a
indieire P i forskellige matematiske unilverser. Des

R Yorsen er gliort med bestembe forsab. Nogle
(F.eks, Karp & Held (19473, Elmagraphy (19761 har
drejet formaliseringsknappen hen pa sager, der umid-
deibhart vil kunne omsettes til netverksbetragininger.
andre (f.eks.  Sniedovich (1978 ,1984), Morin (198253
ville diskutere OF i et formelt. regi. Endnu andra
har bhell paciells matamatiske hensigter. I denne
sidste  oruppse  heorer Iwamoto, som egentlig har o
malsaetningae, hvorad det  at foroulere det til  DF
duale “inversteorem” er dei vipsentligste. Det andet
farget har narmsst karakter at DF-legitimation, idet
han (bl.a. ynmenn med Wannd ville  vise klassiske
ulinheder. Cambini er an andsn i denns Qruppe. Hans
nensint med den topolopiske formalisering at DF = at
vige en ek wtning" 4o et relativi heat
shrukturaret,men aeneralt DF-problem. De her udvalobe

semp ler har fallestrab = ievrigh i hand  med
Ballman — at d s formaliserinoger af DF er preoet at
en hei orad at strukbue L forhold Bil de fleste andre

Formalissringer, vi har stoderet.

r 1 = " 21 6545

B

= konkiosion pa den ferstnevibe gruppes formalise-
rinosr  har fil vel adende den f=2lles egenskab “blot®
at F4 indleiret DF i mabematiske universer, altsa at
fa oversai de grundlazgoende DF-begreber til matema-
fik. Eonsskvenserns af de lavt strukturereds formala-
serinper sr 43, 1 sammenhzngen at- fa sterke resulta-
ter il DF~ (21lsr anden) teoriudvikling.

En  anden oo liogse sia vegtig konsekvens at analvsen 1
afsnit 4.2, =2r, at - ikke er muligh endnu at ind-
fange sambline DP-processer med en bestamb formnalise-
ring. Det er ikke muligh at indleire DF 1 eet hagtamt
matematisk univers., Lioge sa shnart der er haftel mate-—
matiske obiekter pa i af DF's ingredienser brydes -
en mulinvis ensket? - oeneralitet ned,. De behandl ede
formaliseringer dekker hver isar over bestemte DF -
procestyper o udelokker samtidig andre procestvper.

Sammenfattende kan siges, at forse) pa hej gensrali-
wation {(dvs. lav strukbur) kommer til kort over for
de hejtstrubturerads mere processpecifikke formalise-

rinaer, nar det handler om at fa reelt Drugbare
resultater.



Diskussion af E Il

Grunden til, at vi to gangs har ciiteret
optimalitetsprincip 1 atsnit 4.5.. @r. at
der et flertals s to gange i 1954-udgaven,
torskommer 1 den sensra 19 W

—udnave. Vi owundrede os
lidt over dette, men +andi, at i 1954 var ifeorien
forholdsvis uwfuldstendig. bvorfor-—s’srne formenitilo
havde sgenskab at at skbulis dekis fisre processitua-
fioner ind. Siden har det vist sig at vere ot over-—
Flodigt forbehold.

Man kan sperge om, hvilke Jordele an foraalissring af
OF  har. Eller det samme: Hvad sr udbvitet  ved  at
Fndlejre OF i matematiske universar® Det, som tyoe-
digst giver spor af =2t svar, er, at man gensrali set
seger at sikre RL's avidighed gennem a2t formaliseret
OF. OF betragtel isoleret =r. fSom Bellman selv  har
fastslaet, bhlot an mastand., Det

-.entllgSte i DF-sammenheng 2r gen rekorsive fune-
timnalligning. OF kan sa opbrede som dyvnamo i opstil-
lingen af R, men ikke dirskie som problamlesa2re el ier
som problemtormulerer.

FA trods at at Bellman, som ophav til  OF, gentagne
gange har lant vaegt pa ikke at tormalisere 0OF, =sr det
altsa Fforekommet 1 adskillige sammenhznos - o5 ikke
uden resultater. Felles for de +leste F-formalise-
ringer., vi har studeret, =r, at man giver belingslser
pa obisktfunktionerne (perne monobtoniciitetsbetingel-
sar) saledes, atbt det i sammenbangen formaliseraecds OF
implicersr  RL.  Det sr (nestend ki ; ’

ar fremjast at atsnit 4.3, -~ at Tmrw4u3§mr1nuern
ar nart kEnviteds il de enkelts procestyper, der har
artikelforfatternes interesse. Derdor er det prakiisik
talt wmuligt at adreds forskelle opdeller  liaghader
hlandt de givne DPF-udogaver. Endnu er der itbkke set or
helt genersl formalisering af OF endsigse — som
daraer 19270) var inde pa — en penerel bevisteorslse for

relationsn OFZPRL.

Det steorste spargsmal i dette projskts sammenhazng er
om DF or levedyogtig kun 4 kratt  af  OFY g e
speargsmal ma vi endnu lade ligoe...

Digkussion af Eglll--
At DF er optaget wunder to rubrikker - en vedr.  an-
vendt F og en vedr. teoretisk DF - 0 AMS, tyder oa,

at  der blandt nogle matematibere hersker an btro pa
dets fortaatite skasistens som en art matomatisk disci-
plin. Det er dog karakteristisk, at den vmsentligshe
menyde af publikationer indenfor DF-omradet herer Lil
i den heit strukturereds ends af AMS-listen. Altsa
der, hvor sagerne primect handler om donkrete model-
ler og behandlinger af dem.
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I afsnit 3.3, opstillede vi 2n made at betragte den
indholdesmessioe side af en matematisi: disciplin., Vi
vil nu sene en atgransning af DP - som disciplin — ud

fra dette. Den mere priacise atareEnsning af de  tre
opztilleds forudseininger 1 afsnit 303, athenper til

2 W, Mae

s via grad at de enkelte  formalisering
st abt samle afgransningen at DF 1 to skemaer, Det
¥m;$te ftager uddanospunikt 1 Karp & Held s formalise-
.ring oo de formaliseringsr,  der kan samles 1 denne
torbindelse. Her tankes hovedsaglig pa Elmagrahby
(197¢y, Ibarakil (1973, HMorin (1982 o Lil en vis
arad  Sniedovich (1978, 19686) . Det  andet  owmhandler
%ager, dier  ikke dreier sin 32 meget om  egentlig
tormalisering, mean mers o retitet DFf°s  teoriudvik-—
lina.Her tankes bl.a. pa Iwamobto (1977a,1979,1981),
Bellman (19573 o Dambini (19743, Disse undersoger
heit strukturersds svstemer. Begae skemaer opsummerer
bun visss hovedbtendenser., '

Forate skema: FHarp %2 Held spoorst,

Objekt afgransning Mengdelare (specielt endelige mengder;
: tilstandsrum, beslutningsmengder).
Relationer og funktioner(objektfunk-
tioner med verdier i R. N i trin-
begreb). '
(Matematisk-logik og grundlag
(03),mengdelere(04), kombinato-
rik(05)).

Spergamzl Hvor faogsimple krav kan man stille
til strukturen ovenfor, iszr af ob-
jektfunktionen, for at kunne udlede
OP/RL ? Nar det er besvaret, hvad
kan man opnd af generelle resultater
om diskrete beslutningsprocesser m.m.
Endvidere stilles alle mulige sar-
sporgsmal afhengig af den generelle
ramme, der arbejdes indenfor.

Metoder De grundlzggende regler for amgang
med mengdelare, relationer, funk-
tioner, tal.




andet skema: Sporet med he it strukturerede svstamear.

Objekt afgransning | - Hejt strukturerede topologiske rum
lati (2 la delmengder af R ).
o9 oner (Halv-) kontinuerte funktioner.
Funktionalligninger.
Sporgsmal 1 Eksistens og entydighed af lesninger

£il funktionalligninger.

Egenskaber ved lgsninger; f.eks. er de
kontinuerte, konvekse, konkave.
Approximation af lgsninger (succesive
approximation) . '

Dualitet mellem lgsninger (i betydning
optimale verdier) og optimale politik-
ker;studier over politikkernes egen-
skaber.

Metoder Klassisk analyse(kontinuerte funktioner
pé& kampakte mengder,uniform konvergens
og kontinuitet,uendelige rakker,diffe-
rentabilitet,konveksitet, osv.

Lidt mere specielt:moderne analyse(kon-
traktioner i metriske rum,funktional-
analyse m.m.)

Nu  har vi ikke arbeidet med den stokastisks side  aft
DF. Det geor selvielgelig, at vi ma vere beskadne |
vores udsagn  om positionen at  den  indholdsmmssioe
sicde af DPF's udvikling oo stetus. Deb sr derfor meaed
forbehold, at vi vil konkludere, at DF stadig er i =20
wdviklinosfase og ikke fardio etablsre=i som en fuldt
atklaret matematisk disciolin.

1 wvores undersengelse af NP har vi lagt wvaab pa  den
indholdempessige side. I kapitel 3 bhesbkbrey vi 8n an-
grebsmade il undersegelss af an  matamatisk  sone-

kreds/disciplin, der ogsa  indeholdt sociologisks
aspekter. En sadan synsvinkel wil vi stadig fastholde

relevansen af. Den vil give et bredere billede at en
matematisk disciplin/emnebkreds i forbindeize aed 2n

videnskabsteoretisk ma ~historisk undersegelse -
specielt, nar det drejer sig om 2t #a forholdsviz?n

ungt omrads  som dynamisk progranmering. Vi har
desvarre vareh nedt til at lade denna sice linge. Men
den sociologiske side af DF vil vars et néiurliat
aspekt at undersenge, hvis andre skulle have lyst Lii




at fortsatie, hvor vi har sluppeht. Visse iagbtifagel ser
aft mocioloniske art har vi dog foretaget. S9pecielt har
vi i afsnit IL5, "Rids dynamisk programmerings
Nistorise", omtalt nogle socioliogiske aspekter. Her
lkal yvderliogere et par ilagttagelser gQeres.

w0
~+; L,

[l forzte 1anttanelse 20, at siden 197%9/80 har dvna-—
miak proorammering eksisteret gom katenori 100 AME s
klassi+ikail at matematibkian., Opstillingen af DF I
AMS s klassitikation kam opfattes pa felgende made:
DF nvder den anseelse blandt matematibers, at det er
et omrade, hvor der foreonar matematisk forskning. DR
nar  altza en slags aodbiendelses stempel  inden for
(dele af) det matematiske samfund.

Etr wvpsentliob  punkt i den sociologiske side  af  en
matematisk disciplin/emnekrads er de kommunikations-
gtrukturer, der sksistersr mellism forskerns. Specieli
vintiao =2r, hvilke tvper fidasskerifter der skeives i,
fordi tidesskrifter udoer en central kilde il udveks-—
1ing af information af ny viden forskerns imellem. Da
vi o har dndsamlet ombkering 200 artikeloverskrifter (og
anskafiet noonle af disss 3, har vi bemarket, hvor
artiklerns har vaeret offentligogiort. Herved aftegner
519 et bhilliede; 2n betvdelig del har vyret otfentlig-
giort 1 Jowrnal of Mathematical Analvsis and Applica-
tions, o0 2n anden betwydeling del har veret offentlio-
giort 1 dkke serliot kendte tidsskriftter, men hvis
navie tvder pa en anvendelsesorisnteret reftning 1
indihol det . catenorier ma nok sines hovedsaglig
at visre rett mud anvendel sesorienterads forskermil-—
megeat. mod  grondforsiningsonll ieer.
Fun fa artiklsr har wveredh at finde 1 mers  matamatbisk
grundf orsknd nosmi nd2de tidsskeilfter, necriblandt nople
aft Bellman’s tidlis ler, En ikke ubestvdelig del
onsa at stamme fra indlaeg for-—

e, ook

arti

af artir1wwnm T

i

sl lige Eonderancar.

Meaget tvder pa, at J.Math. Anal., Appl. =2r et swrlig
centralt  tidsskridt for offentlignerelse at artikler
wedr ., D . Man  detie forhold kean vere an afspeiling
At wores frmmqnnb"midm I hvert fald tvder en de2l pa,
sorienterads tidsskriflier er den vaesent-

at anvendol ses
ligste kilde til offentlioggoerelse af P artikler. 1
denna sammenh@eng er det nok relevant at huske pa, at
anvendel sesorienterede milijear/tidsskritier er {for-
holdesvis relative storrelser.

En anden opdanelse, vi har giort af sociolonisk art,
wnes nlacering pa lwreanstalter/uni—

2 M. DF v ke
versl teter on private institohionsar, Dette har vi
observerst  ud fra de artikler o vi har freamskatfetb
m.fl. Ofte indeholder artiklerne informationer on.
hvor  forfatierng er bheskattioede. Debt Jeorste, der




springer 1 einans er, abt lanobt de fleste aribtikeldor-
fattera er ansat pa universibtetesr. heojiskolsr o.lian.,
tdvs. institwutioner at offentligt tilsnif, Kun fa har
vipret tilknyvitet en forskningsatdeling i an orivatl
virksomhed. Fudsiob nok var Bellman } meci andre
tidlige DF-¥folk), da han offentliggiorids
artikler on beooer omkring OF, netopn hi
privat institution, nemlig RAND Coropor
ansatielsesmessige tilknvining £il privete virksomhe-

B
e
=
[n3
-t
e
is)
i
it
B

whiet  &n

fFlaary dlen

der er kun noget, der ses i den tidlige wudvikling af

OF, siden hen er de fleste ansat ved uwniversitelber
o.1l1ig9n.

Man kan ga videre i undersegelsen af, hvor artikel-
faorfatterne er ansat. Vi har et pa, hvilke type
institutter, de er ansat pa: Er det hovedsaglig mate-
matiske grundforsknings institutioner eller er der
tale om anvendelsesorienterede miljieer. 0Ogsa her
tegner der sig et tydeligt billede. De fleste er

ansat pa institutioner, hvor anvendslsesaspektet
formodentlig er fremherskende. Dissse institutter

dekker meget brede omrader, f.eks. institutter for
anvendt matematik og fysik, dataloni, okonomi og
tekniske/ingeniororienterede institutter. KHun ta af
artikelforfatterne har varet ansat pa “"rene" matema-—
tik/grundforsknings institutter.

Endelig er det vigtigt at fremhave, at disse socio~
logiske iagttagelser er giort pa bagagrund af vores
udvalg af artikeloverskrifter. et =r svert at ud-
tale sig om, hvor reprasentative disse artiklers
forfattere er. Selvom vi saledes kan stills en rakbke
spergsmalstean ved de sociologiske bemwrkninger, vi
har giort her o9 proisgkbtet igennem, mensr- vi, at
den twtte tilknytning til anvendel sesorisntereds
matematiske milieer er tvpisk for DF.  Spergsmalat
rejser sig sa, om dette har hatt indflvdelse 3
dvnamisk programmerings teorivdvikling. Dette  kan vi
ikke med viores baggrund wdtale os  om.  Spergsmalet
vil wvi overlade il andre, der kunne tmnkes sl tage
den trad op, vi hermed slipper.

D.3. Opsummering af arbeidet.

Under vort arbeide med dynamisk programmering har  vi
fapt en ikke ubetvdelin indsiagt i, hvordan =2t anvendt
matematisk emneomriads har set dagens lvs on  siden
vokaet sig sterre. Inden vi startede pad uwudredningsar-
baidet bendbte ingen af os Ltil begrebest dynamisk pro-
grammaring. Endsige andre optimeringsmeloder. Derimod
havde vi nogle overordnede retningslinier at spadsesre
efter. Vi ville satte lup pa =2t matemaiisi smne, der
havde 2n vis grad af anvendelser udenfor den matema-
tiske wverdens amnet skulle wvere relativi nobtidioghs
det skulle ikke vare for simpeli, m2n =i heller for
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avanceret i dets internt matematiske forhold, sa  vi
ikke kunne na at absorbere det, og endelig skulle det
Melat ikke vere “overstuderst’ 1 forvejen. Med bl.a.
veileders receptuelle indblanden i processen  blev
valget hurtigh specificeret 1 retning af ophimeering.
fin falge herat blewv, owl o ni k1 Lan medd ;i -
Lredapraget  gennem qoaf diverss  ophimeringsd .
pliner: lige fra optimering under bibetingelsar over
Elassisk variationsreaning til optimal kontrolteori.
Nvarveislser 1 melleml agens udmentedes 1 beslutningen
om dyvnamisk programmaring.

Vi ma sige, ab samblinge vore indledends ensker er
blevet tilaodeset. Mens arbejidet er skredet frem, er
der naturligvis forouleret nye krav - o0g at dem er
ikke alle blevet lige opfvldt. Efterhanden som det
blev klart, abt problemstillingen i brede vendinger
skulle vere, aft undersege DF7s historiske wudvikling
fra dets bardom til nu, skabtes ideer om, at fa
kortlanot "alt" om DF. Dvs. wvi antog, at bade de
socinloniske, de indre matematiske, ia, sagar ogsa de
anvendsl sesmassiage aspeibter at DF, bunne reftlekteres
ovar  en kam on aive anladning il et fotalt billede
af DE. Men som altid er problemer sterre jo  dvbere
man graver i dem. 0O sambidig handler det her om  at
respekters et uddannelsesmassiobt krav om “videnskabs-
tenri/-historie", hvorfor internt matematiske grund-—
lagstorhold  swvnes nerliggends. LDerfor er der altsa
visse aft vorse subie ive bhehov der ar gasi  fleiten,
Bl.a.  har fast vesenitliob indsight 4 ting, vi
fornand havde forestillet os. A meare gene-—
navines det at se, hvorledss procssssan
“ ord il mabtamatisk formalisme forleber.
i den Forbindelse har vi ogsa Ladskillige eksem-—
plar pa virkelighedsners problemsr blive modelleret

matematisk i DPF-regi.
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1/78

2/78

3/78

4/78

. Nr.

5/78

6/78

7/78
8/178

9/78

"TANKER OM EN PRAKSIS" - et matematikprojekt. .
Projektrapport af: Anne Jensen, Lena Linden-
skov, Marianne Kesselhahn og Nicolai Lomholt-.
Vejleder: Anders Madsen

"OPTIMERING" - Menneskets forggede beher-
skelsesmuligheder af natur og samfund.
Projektrapport af: Tom J. Andersen, Tommy
R. Andersen,Gert Krenge og Peter H. Lassen
Vejleder: Bernhelm Boss.

"OPCAVESAMLING", breddekursus i fysik.
Af: Lasse Rasmussen, RAage Bonde Krammer
og Jens Hgjgaard Jensen.

"TRE ESSAYS" - om matematikundervisning,
matematiklareruddannelsen og videnskabs-
rindalismen.

Af: Mogens Niss

4 er n.t. udgéaet.

"BIBLIOGRAFISK VEJLEDNING til studiet af
DEN MODERNE FYSIKS HISTORIE"

Af: Helge Kragh.

Nr. 5 er p.t. udgdet.

"NOGLE ARTIKLER OG DEBATINDLEG OM - lzrer-
uddannelse og undervisning i fysik, og - de
naturvidenskabelige fags situation efter
studenteroprgret”.

Af: Karin Beyer, Jens Hdjgaard Jensen og
Bent C. J@rgensen.

"MATEMATIKKENS FORHOLD TIL SAMFUNDS@KONOMIEN".
Af: B.V. Gnedenko.
Nr. 7 er udgiet.

"DYNAMIK OG DIAGRAMMER". Introduktion til
enexrgy~bond-graph formalismen.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

INDFLYDELSE PA MATEMATIKKENS UD -
"Nova Stere-~

"OM PRAKSIS'
VIKLING". - Motiver til Kepler's:
ometria Doliorum Vinariom”.
Projektrapport af: Lasse Rasmussen .
Vejleder: Anders Madsen,

11/79

12/79

13/79

14/79

15/79

16/79

17/79

"TERMODYNAMIK I GYMNASIET".

Projektrapport af: Jan Christensen og Jeanne
Mortensen,

Vejledere: Karin Beyer og Peder Voetmann
Christiansen.

"STATISTISKE MATERIALER".
Af: Jorgen Larsen.

"LINEERE DIFFERENTIALLIGNINGER OG DIFFEREN-
TIALLIGNINGSSYSTEMER".

Af: Mogens Brun Heefelt,

Nr. 12 er udgdet.

"CAVENDISH'S FORS@G I GYMNASIET".
Projektrapport af: Gert Kreinge.
Vejleder: Albert Chr. Paulsen.

"BOOKS ABOUT MATHEMATICS: HIistory, philosophy,
Education, Models, System Theory, and Works of",
Af: Else Heyrup.

Nr. 14 er p.t. udglet.

"STRUKTUREL STABILITET OG KATASTROFER i systemer
1 og udenfor termodynamisk ligevagt"”.
Specialeopgave af: Leif S. Striegler.

Vejleder: Peder Voetmann Ckristiansen.

"STATISTIK I KREFTFORSKNINGEN".
Projektrapport af: Michael Olsen og Jgrn Jensen,
Vejleder: J¢rgen Larsen,

"AT SP@RGE OG AT SVARE i fysikundervisningen".
Af: Albert Christian Paulsen.

18/79

19/79

20/79

21/79

22/79

23/79

"MATHEMATICS AND THE REAL WORLD"[ Procee~
dings af an International Workshop, Ros=
kilde University Centre, Denmark, 1978.
Preprint. :
Af: Bernhelm Booss og Mogens Niss (eds.)

"GEOMETRI, SKOLE OG VIRKELIGHED".
Projektrapport daf: Tom J. Andersen,Tommy
R. Andersen og Per H.H. Larsen.

Vejleder: Mogens Niss.

"STATISTISKE MOLELIER TIL mﬁﬂEMﬁﬂfmlAF SIKRE
DOSER FOR CARCINOGENE STOFFER".

Projektrapport af: Michael Olsen og Jg¢rm Jensen.
Vejleder: Jgrgen Larsen

"KONTROL I GYMNASIET-FOPMAL OG KONSEKVENSER'.
Projektrapport af: Crilles Bacher, Per S. JEnsen,
Preben Jensen og Torben Nysteen.

"SEMIOTIK OG SYSTEMEGENSKABER (1)".
l-port linemrt response og stgj i fysikken
Af: Peder Voetmann Christiansen

"ON THE HISTORY AF EARLY WAVE MECHANICS - w:Lth o
special emphasis on the role af realltivity“.j
Af: Helge Kragh.

24/80
atb

25/80
26/80

27/80

28/80

29/80

30/80

31/80

32/80

33/80

34/80

"MATEMATIKOPFATTELSER HOS 2.G'ERE".

1. En analyse. 2. Interviewmateriale.
Projektrapport af: Jan Christensen og Knud
Lindhardt Rasmussen. A
Vejleder: Mogens Niss.

"EKSAMENSOPGAVER", Dybdemodulet/fysik 1974-79:
"OM MATEMATISKE MODELIER".

En projektrapport og to artikler.

Af: Jens Hpjoaard Jensen m.fl.

"METHODOLOGY AND PHILOSOPHY AF SCIENCE IN PAUL'
DIRAC's PHYSICS". .
Af: Helge Kragh.

"DILIEITRISK FEIAXATION -. et forslag til en ny
model bygget pd vaskernes viscoelastiske egen- -
skaber". oo
Projektrapport af: Gert Kreinge.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

"ODIN - undervisningsmateriale til et kursus i
differentialligningsmodeller”.

Projektrapport af: Tommy R. Andersen, Per H.H.
Larsen og Peter H. Lassen. .
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

"FUSIONSENERGIEN - = — ATOMSAMFUNCETS ENDESTETIb :
m"

Af: Oluf Danielsen.

Nr. 30 er udgdet.

"VIDENSKABSTEORETISKE PROBLEMER VED UNDERVISNINGS -
SYSTEMER BASERET PA MANGDELERE".

Projektrapport af: Troels Lange og Jgrgen Kar—
rebak.

Vejleder: Stig Andur Pedersen.

Nr. 31 er p.t. udgdet.

"POLYMERE STOFFERS VISOOEIASTISKE EGENSKABER -
BELYST VED HJELP AF MEKANISKE IMPEDANSMALIN -
GER MJ)SSBAUEREFFEKTMALINGER".

Projektrapport af: Crilles Bacher og Preben
Jensen.

Vejledere: Niels Boye Olsen og Peder Voet-—
mann Christiansen.

"KONSTITUERING AF FAG INDEN FOR TEKNISK - NHHE&
VIDENSKABELIGE UDDANNELSER. I-II".,
Af: Arme Jakobsen.

ENVIRmﬁﬂmnmL IMPACT AF WIND ENERGY UTILIZA—
TICN".

ENERCY SERIES NO. I.

Af: Bent Sgrensen

Nr. 34 er udgdet.



35/80

36/80

37/80

"HISTORISKE STUDIER I DEN NYERE ATOMFYSIKS UDVIKLING".
Af:--Helge Kragh. . -

"HVAD ER MENINCEN MED MMTIK[NDERVISNINGEN?V".V

Fire artikler.
Af: Mogens Niss.

Af: Bent Sgrensen.

38/81

39/81

40/81

41/81

42/81

43/81

44/81

"TIL, EN HISTORTETEORI OM NATURERKENDELSE, TEKNOLOGI
OG SAMFUND".

Projektrapport af: Erik Gade, Hans Hedal, Henrik Lau
og Finn Physant.

Vejledere: Stig Andur Pedersen, Helge Kragh og: Ib
Thiersen.

Nr. 38 er p.t. udgdet.

“TIL KRITIKKEN AF VEKSTPKONOMIEN".
Af: Jéens Hgjgaard Jensen.

“TELEKOMMUNIKATION I DANMARK - oplag til en tekno-
logivurdering". )

Projektrapport af: Arne Jgrgensen, Bruno Petersen og
Jan Vedde.

Vejleder: Per Ngrgaard.

"PLANNING AND POLICY CONSIDERATIONS RELATED TO THE
INTRODUCTION OF RENEWABLE ENERCY SOURCES INTO ENER-
GY SUPPLY SYSTEMS".

ENERGY SERIES NO. 3.

Af: Bent Sgrensen.

"VIDENSKAB TEORT SAMFUND - En introduktion til materialis-
tiske videnskabsopfattelser".
Af: Helge Kragh og Stig Andur Pedersen.

1."COMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY SYSTEMS".
2, "ADVANTACES AND DISADVANTAGES OF DECENTRALIZATI
ENERGY SERIES NO. 4.

Af: Bent Sgrensen.

"HISTORISKE UNDERS(@CELSER AF DE EKSPERIMENTELLE FOR-
UDSETNINGER FOR RUTHERFORDS ATOMMODEL"
Projektrapport af: Niels Thor Nielsen.

Vejleder: Bent C. Jorgensen.

45/82

46/82
1+11

47/82

48/82

49/82

50/82

51/82

Er aldrig udkommet.

"EKSEMPLARISK UNDERVISNING OG FYSISK ERKENDESE-
IILUSTRERET VED TO EKSEMP ",

Projektrapport af: Torben 0.0Olsen, lasse Rasmussen og
Niels Dreyer Sgrensen.

Vejleder: Bent C. Jgrgensen.

"BARSEBACK OG DET VERST OFFICIELT-TENKELIGE UHELD".
ENERGY SERIES NO. 5.
Af: Bent Sgrensen.

"EN UNDERSZCEISE AF MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA ADGANCS-
KURSUS TIL K@BENHAVNS TEKNIKUM".

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Jgrgen Karrebak, Troels
Lange, Preben Ngrregaard, Lissi Pedesen, Laust Rishgj,
Lill Rgn og Isac Showiki.

Vejleder: Mogens Niss.

“ANALYSE AF MULTISPEKTRALE SATELLITBILIFDER".
Projektrapport af: Preben Ngrreqaard.
Vejledere: Jprgen lLarsen og Rasmus Ole Rasmussen.

"HERSIEV - MILICHEDER FOR VEINWARENLE ENERGI I EN
LANDSBY".

ENERGY SERIES NO. 6.

Rapport af: Bent Christensen, Bent Hove Jensen, Dennis
B. Mgller, Bjarne Laursen, Bjame Lillethorup og Jacob
Mprch Pedersen,

Vejleder: Bent Sgrensen.

"HVAD KAN [ER GZRES FOR AT AFHJELPE PICERS BLOKERING
OVERFOR MATEMATIK ?"

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Lissi Pedersen, Lill
Ran og Susanne Stender.

52/82 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS"
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof. WOJCiecl'DwskJ.

53/82 "THE CONSI'ITU’I’ICN OF SUBJECTS TN ENGINEERING
EDUCATI
Af: Arne Jacobsen og Stig Andur Pedersen.

"FUTURES RESEARCH" - A Philorophical Analysis
of Its Subject-Matter and Methods.
Af: Stig Andur Pedersen og Johannes Vitt-Hansen.

54/87

55/82 "MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur p3 Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi.
Af: Else Hgyrup.

Vedr. tekst nr. 55/82 se ogsd tekst nr. 62/83.

YEN - TO - MANGE" -
En undérsggelse af matematisk gkologi.
Projektrapport af: Troels Lange.
Vejleder: Anders Madsen.

56/82

57/83 "ASPECT EKSPERIMENTET"-
Skjulte variable i kvantemekanikken?
Projektrapport af: Tom Juul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.
Nr. 57 er udgdet.

"MATEMATISKE VANDRIN - Modelbetragtnin-
ger over spredning af dyr mellem smibiotoper
i agerlandet.

Projektrapport af: Per Hammershgj Jensen og
Lene Vagn Ragmussen.

Vejleder: Jgrgen Larsen.

58/83

59/83"THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".
ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Sgrensen.

60/83 "MATEMATISK MODEKSPERTISE"- et eksempel.
Projektrapport af: Erik O. Gade, Jprgen Kar-
rebak og Preben Ngrregaard.

Vejleder: Anders Madsen.

61/83 "FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION, SOM ET EKSEMPEL
PA EN NATURVIDENSKAB - HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hgyrup, Jens Hgjgaard Jensen
og Jgrgen Vogelius.

62/83 "MATEMATISKE MODI " - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.
En biografi 2. rev. udgave.
Af: Else Hgyrup.

"GREATING ENERGY FUTURES:A SHORT GUIDE TO ENER-
GY PLANNING".

ENERGY SERIES No. 8.

Af: David Crossley og Bent Sgrensen.

63/83

"YON MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hgyrup.

64/83

"ANVENDT MATEMATIK - TBEORL ELIER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per Hedegird Andersen, Kir-
sten Habekost, Carsten Holst-Jensen, Annelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mpller
Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Grinbaum.

65/83

66/83 "MATEMATISKE MODELIFR FOR PERIODISK SELEKTION
I ESCHERICHIA OOLI".
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.
Vejledere: Jprgen Larsen og Anders Hede Madsen.
67/83 "ELEPSOIDE METODEN - EN NY METODE TIL LINEER
PROGRAMMERING?'
Projektrapport af: Lone Biilmann og Lars Boye.
Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

"STOKASTISKE MODELIER I POPULATIONSGENETIK"
- til kritikken af teoriladede modeller.
Projektrapport af: Lise Odgard Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank Mplg8rd Olsen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

68/83



~

69/83 "ELEVFORUDSEININGER I FYSIK" 83/84 "ON THE QUANTIFICATION OF SECURITY":

- en test i 1.9 med kammentarer. PEACE RESEARCH SERTES NO. T
. Af: Bent Sgrensen L
: Albert C. Paulsen. nr. 83 er p.t. udgiet :

70/83 "INDLERINGS ~ OG FORMIDLINGSPROBLEMER I MATEMATIK "
PA \DKSB‘IUNDERVISND‘KSNIVEAU"- 84/84 "NOGL.E ARI‘IKLER [o 1 WMTD‘(, FYSIK OG AIMSE .
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor- Af: Jens Hpjgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle-
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Yejleder: Klaus Grimbaum Anders Hede Madsen. Jensen, Else Marie Pedersen og Erling Mgller Pedersen.
. ] e . Vejleder: Stig Andur Pedersen.

71/83 "PIGER OG FYSIK"
- et problem og en udfordring for skolen? 86/84 "SECURITY IMPLICATICNS OF ALTERNATIVE DEFENSE OPTIONS
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Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby. PEACE RESEARCH SERIES NO. 2
Af: Bent Sgrensen.

72/83 "VERDEN IFLGE PEIRCE" - to metafysiske essays,
om og af C.S Peirce.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

87/84 "A SIMPLE MODEL OF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISORDERED
SOLIDS".
Af: Jeppe C. Dyre.

88/84 "RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINITESIMALS".
Af: Detlef Laugwitz.

73/83 ""EN ENERGIANALYSE AF IANDBRUG"
- gkologisk contra traditionelt.
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Vejleder: Bent Sgrensen. 89/84 "FIERNVARMEOPTIMERING".
Af: Bjarne Lillethorup og Jacob Mgrch Pedersen.

90/84 "ENERGI I 1.G - EN TEORI FOR TILRETTELAGGELSE".

74/84 "MINIATURTSERING AF MIKROELEKTRONIK" - om vi~ Af: Albert Chr. Paulsen.

denskabeliggiort teknologi og nytten af at lare

fysik.

Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko-—
tak Jensen.

Vejledere: Jens H@jgaard Jensen og Bent C. Jgrgensen,

91/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

1. Larervejledning

Projektrapport af: Biger Lundgren, Hemning Sten Hansen
og John Johansson.

75/84 "MATEMATIKUNDERVISNINGEN I FREMTIDENS GYMNASIUM" . :
Vejleder: Torsten Meyer.

- Case: Linesr programmering.

Projektrapport af: Morten Blomhgj, Klavs Frisdahl
og Frank Mplgaard Olsen.

Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjigrneboe.

92/85 "KVANTETEORI FOR GYMNASIET".
2. Materiale
Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen
og John Johansson.
Vejleder: Torsten Meyer.

93/85 "THE SEMIOTICS OF QUANTUM - NON - LOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

76/84 "KERNEKRAFT I DANMARK?" - Et hgringssvar indkaldt
af miljgministeriet, med kritik af miljgstyrelsens
rapporter af 15. marts 1984,

ENERGY SERIES No. lo
Af: Niels Boye Olsen og Bent Sgrensen. .

94/85 "TREENIGHEDEN BOURBAKI - generalen, matematikeren
og anden". )
Projektrapport af: Morten Blomh¢], Klavs Frisdahl

Projektrapport af: Svend Houmann, Keld Nielsen og Frank M. Olsen.
og gusanngpgtender Age ’ Vejleder: Mogens Niss.

Vejledere: Jgrgen Larsen Jens Bigrneboe.
) @ od Jgrn 95/85 "AN ALTERNATIV [CEFENSE PIAN FOR WESTERN EUROPE".

78/84 " JEVNSTRAMSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I PEACE RESEARCH SERIES NO. 3
AMORFT GERVANIUM". Af: Bent Sgrensen
Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. Ludvigsen
e a ¢ Vi 96,/85"ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".

og Finn C. Physant. ;
Vejleder: Niels Boye Olsen. Af: Bjarne Lilletorup.
- Te et Toys Bheem Vejleder: Bent Sprensen.

77/84 "POLITISKE INDEKS - FUP ELLER FAKTA?"
Opinionsundersggelser belyst ved statistiske
modeller.

79/84 "MATEMATIK OC ALMENDANNELSE". . "
Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wenner- 97/85 "ON THE PHYSICS OF A.C. HOPPING OONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm

Morten Overgaard Nielsen. "
?lgjleder: Bernhelm Booss. 98/85 "VALGMULIGHEDER I INFORMATTONSALDEREN".
Af: Bent Sgrensen.

80/84 "KURSUSMATERIALE TIL MATEMATIK B".

Af: Mogens Brun Heefelt. 99/85 "Der er langt fra Q til R",

Projektrapport af: Niels Jgrgensen og Mikael Klintorp.
81/84 "FREKVENSAFHANGIG LEININGSEWNE I AMORFT GERVANIUM". Vejleder: Stig Andur Pedersen.
Specialeraprort af: Jgrgen Wind Pe
e oropport at: Jo tersen og Jan  1.4/85 “TALSYSTEMETS OPBYGNING'.
Vejleder: Niels Boye Olsen. Af: Mogens Niss.
101/85 "EXTENDED MOMENTUM THEORY FOR WINDMILLS IN
PERTURBATIVE FO!
Af: Ganesh Sengupta.

82/84 "MATEMATIK - OC FYSIKUNDERVISNINGEN I DET AUTO ~
MATISEREDE SAMFUND".
Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre

25-27 april 1983.

Red.: Jens Hgjgaard Jensen, Bent C. Jprgensen 102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELLER, BELYST"

og Mogens Niss. V!?DNDDEIIEROVERK@BBFOMGEISEOG-QSEININ .
ProYjektrapport af: Lis Eiletrtzen, Kirsten Habekost, Lill Rgn

og Susanne Stender.
Vejleder: Klaus Griinbaum.
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"A SIMPLE MODEL AF AC HOPPING C(I\IUJCI'IVITY"

Af: Jeppe C. Dyre.
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106/85 "QUANTUM THEORY OF EXTENDED PARTICLES".
Af: Bent Sgrensen.

107/85 "EN MYG GFR INGEN EPIDFMI",
- flodblindhed som eksempel pd-matematisk modelle-—
ring af et epidemiologisk problem.
Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, Lars Boye,
CarstenHolst Jensen, Else Marie Pedersen og Erling
Mgller Pedersen.
Vejleder: Jesper larsen.

108/85 "APPLICATIONS AND MODELLING IN THE MATEMATICS CUR -
RICULIM" — state and trends -
Af: Mogens Niss.

109/85 "COX I STUDIETILEN" - Cox's regressionsmodel anvendt pd
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ler og Torben J. Andreasen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

110/85%PLANNING FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORIEN RINDT PA FLADE KORT".
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinaones
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Vejleder: Mogens Niss.

112/85 "VIDENSKABELIGGAREISE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVATION
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Projektrapport af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal,
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Finn

Physant.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. Jgrgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11".
Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski.
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Vejleder: J¢rgen Larsen.

115/85 "MATEMATIKKENS UDVIKLINC OP TIL RENESSANCEN".
Af: Mogens Niss.

116/85 "A PHENOMENOLOGICAL MODEL FOR THE MEYER-
NELDEL RULE",
Af: Jeppe C. Dyre.

117/85 "KRAFT & FJERNVARMEOPTIMERING"
Af: Jacob Mgrch Pedersen.
Vejleder: Bent Sgrensen

118/85 |TILFEI.DIG-1EDEN OG N@DVENDIGHEDEN IFVLGE
PEIRCE 0OG FYSIKKEN".
Af: Peder Voetmann Christiansen
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KUNNE NOK SKABE RJRE I ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.
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120/86 "ET ANTAL STATISTISKE STANDARDMODELIER".

Af: -Jprgen Larsen . - e

121/86"SIMULATION I KONTINUERT TID".

Af: Peder Voetmann Christiansen.

122/86 "ON THE MBECHANISM OF GLASS IONIC QONDUCTIVITY".

123/86

124/86

125/86 '

126/86

127/86

128/86

Af: Jeppe C. Dyre.

"GYMNASIEFYSIKKEN OG DEN STORE VERDEN".
Fysiklarerforeningen, IMFUFA, RUC.

"OPGAVESAMLING I MATEMATIK".
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

"UVBY, systemet - en effektiv fotametrisk spektral-
klassi. 1kat10n af B-,A- og F-stjemer".
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI".
rojektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin Beyer & Stig Andur Pedersen.

"GALOIS' BIDRAG TTL UDVIIKLINGEN AF DFN ABSTRANTE
ALGEERA".

Projéktrapport af: Pernille Sand, Leine Larsen &
Lars Frandsen.

Vejleder: Mogens liss.

"SMAKRYB" ~ om ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jorgensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

129/86 "PHYSICS IN SOCIETY"
Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul Kat~

130/86

131/86

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

"Studies in Wind Power"
Af: Bent Serensen
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Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brengd,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Hoyrup, Jergen Vogelius,

Jens Hejgaard Jensen.

132/86 "FYSIK OG DANNELSE"

Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jorgen Vogelius.

133/86 "CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.

ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Sorensen.
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“"THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"

Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hest Pedersen,
Petr Viscor

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
TEORETISKE FORUDSETNINGER"
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Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendcmmens
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Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hpjgaard Jensen

137/87 “HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE

FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling
Af: Jeppe Dyre

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.
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Paper presented at The International

Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena
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By: Peder Voetmann Christiansen
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140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"
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142/87 "The Calderdn Projektor for Operators With
Splitting Elliptic Symbols"

by: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

143/87 "Kursusmateriale til Matematik pa NAT-BAS"

af: Mogens Brun Heefelt

144/87 "Context and Non-Locality -~ A Peircan Approach

Paper presented at the Symposium on the
Foundations of Modern Physics The Copenhagen
Interpretation 60 Years after the Camo Lecture.
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By: Peder Voetmann Christiansen

145/87 "AIMS AND SCOPE OF APPLICATIONS AND
MODELLING IN MATHEMATICS CURRICULA"

Manuscript of a plenary lecture delivered at
ICMTA 3, Kassel, FRG 8.-11.9.1987

By: Mogens Niss

146/87 "BESTEMMELSE AF BULKRESISTIVITETEN I SILICIUM"
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by: Petr Vii&or




