oy e L

KURSUSMATERIALE

til

MATEMATIK
pa

NAT-BAS

(Mogens Brun Heefelt)

TEKSTER

’
‘.

 TEKST NR 143

fra

TVIEUEA, RoSLoe pavensTETsCeNTer

FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER

1087




¥
‘. IMPUFA; Roskilde Universitetscenter, Postbox 2607 4000 Roskilide
Kursusmateriale til matematik p& NAT-BAS
af: Mogens Brun Heefelt

IMPUFA tekst nr. 143/87 127 sider ISSN 0106-6242

ABSTRACT. - . . 5 - .

: Dette kursusmateriale er udarbejdet til et matematlkkursus pa den

“‘fnaturv1denskabellge basisuddannelse. Kurset forudsatter, at de
studerende har bestdet en matematisk-~fysisk studentereksamen eller

":filsvarende. Dette materiale vil i kursusforlegbet blive suppleret

med opgaver til gruppearbejde samt evalueringsopgaver.




Indholdsfortegnelse

1. LINEERE RUM OG LINEEZRE AFBILDNINGER

.1l Line®re rum (vektorrum).

2 Underrum. .c..e.eeeeeeeeesas

2. SPEKTRALANALYSE

.1 Egenvektor og egenvaerdi.

® & 9o % % 0o 0 8 * 0 0 e o e s e o0 e

----------------------

2 Diagonalisering af symmetriske matricer.......

3 Kan ikke-symmetriske matricer diagonaliseres..

3. KOMPLEKSE TAL OG FUNKTIONER

.l'(Mz(R),+,-) er et légeme. ............... crecee

3.2 (M;(R) ,+,R) er et vektorrum af dimension 2....

.3 Kompleks konjugering og numerisk verdi....... e
4 Produktet af to komplekse tal.........ccccnv..

5 Komplekse funktioner (af en reel variabel)....

4. REELLE FUNKTIONER

.1 Afstandsmil...... e e

2 Funktioner og grensepunkt......cciceeeeeeans .

.3 Kontinuerte funktioner..

4 Differentiable funktioner.......... ceecerenenaa

5 Kadereglen....... e .
4.6 Minimum og maksimum.....

7 Stgrste- og mindstevardi

Side

1
3
4
8

40
43
46
47
50

55
60
63
68
79
88
94



DIFFERENTIALLIGNINGER

1 Lineszre l.ordens differentialligninger..; ..... 99
2 Ikke-lineare differentialligninger af l.orden 102

.3 Linear stabilitetsanalyse......ccieveeerennn .. 105
.4 Lgsning af lineare differentiallignings-
systemer........ cesenas Cesesesneane e ceacene 108
.5 Komplekse l1@SNinger.....cceeeieeeescnsaaseens 112
.6 Lineariseringssetningen.........cceiuvuenen.s 117

Bilag 1 Determinanten som rumfangsmal.......... 123




LINEERE RUM OG LINEERE AFBILDNINGER

Line®zre rum (vektorrum)

De regneregler, man kender for vektorer i planen
(og rummet) kan let generaliseres, sdledes at de

kan vare aksiomer for det, vi vil kalde et line®rt

rﬁm, eller fordi det udspringer af vektorerne -

et vektorrum.

Vi betragter en mangde L, og pd L er defineret
en "addition", + sdledes at for alle u,v € L er

ogsd u+v €L, videre skal galde, at

(il) u+v=v+u for alle u,v € L

(i2) (u +v) +w=u+ (v +w for alle u,v,w € L

(13) der findes et nulelement 0 s&
ﬁ + 0 =u for alle u € L
(i4) til hvert u € L. findes ét u' € L , sé&
A U+ u' =0 (dvs. u' er det inverse til u).

P8 L er tillige defineret en "mﬁltiplikation med
*)

tal”, sdledes at for alle o € R og for alle

u€L er ogsd o - u € L (eller ou); videre skal

gelde, at

(iil) o (Ru) (aB)u for alle a,B € R, u € L

(ii2) 1 « u =u for alle u € L
(ii3) O « u =0 for alle u € L
(ii4) o » 0 =0 for alle a € R

Endelig bliver de to regneregler sammenknyttet gennem

betingelserne

ou + Bu for alle o,B € R, u € L

oau + ov for alle o€R,u,veEL

(i1il) (a+B)u

(1ii2) o{u+v)

N ,
) Man kan bruge andre tallegemer, fx vil vi senere

se line@re rum over C , de komplekse tals legeme.



En mangde

(L, + ,R), der opfylder betingelserne

(i1) - (i4), (4iil) - (iid) og (iiil) - (iii2)

kaldes et lineart rum.

Eksemgel:

Eksempel :

Betragter vi mengden af alle reellé
taltripler

R® = {(x1,%x2,x3) | x1,x2,%x3 € R},

og satter vi

X = (Xx1,%x2,%X3) o9 y = (Y1,¥Y2,¥3) .,
indfgrer vi addition og multiplikation

med tal som

x +y (x1+y1,%x2+y2 »X3+y3)

ox = (ox; ,0x2,0x3) .

Man sefrret let, at (1) -(iidi) vil vare op-
fyldt, idet jo regnereglerne kontrolleres pa
hver "plads" (koordinat) for sig. Fx. er trip-
let (0,0,0) nulelement og for hver

(x1,%X2,%x3) findes det inverse af
(x1,%x2,%x3) + (-%x1,-%2,-x3) = (0,0,0) .

Et mere interessant eksempel, som netop viser
betydningen af disse aksiomer, fremkommer, nar
vi betragter mengden F(J) af alle reelle funk-
tioner pad et interval J . Vi definerer addi-
tion og multiplikation med tal ved
(f + g)(t) = f£(t) + g(t)

(af) (t) = oaf(t)

dvs. at f + g er den funktion, som fremkommer ved
for hvert t € J at tilordne vardien af £(t) + g(t),
og tilsvarende er af den funktion, som har vzrdien
af (t) i t . Ud fra reglerne for regning med reelle
funktioner eftervises (i)-(iii) let. Nulelementet

i dette rum vil vare nulfunktionen, dvs. den funk-

tion o© , hvor

c{t) = 0 for alle t € J




1.2 Underrum.

Er M en delmahgde af L , og er for alle u,v € M
og « € R o

(ul) u + v € M

(u2) ou~-e M

- kaldes M et underrum af L . Man kan let indse, at
M selv’ér et lineart rum, idet reglerne (il)-(i2),
(iil)-(ii4);pgw(iiil)f(iiiZ) gelder for alle elemen-
ter i L , da'vil dé ogsd galde i M . Tilbage er
altsd8 (i3) ©6g (i4), men da ou €M for alle u € M
og a € R ,{?Qil”épeciélt 0 =0u€M og -u= (-1)-u € M.

Betydningen af begrebet underrum skulle gerne fremgd af

eksemplerne nedenfor.

Eksemgel: "Idet Xx = (x3,%X2,x3)€ R3
definerer vi M som

M.= {x € R¥] x, + 2x2 + x3 = O}

Vi undersgger nu x + y og ax , hvor

”y = (Y1,¥Y2,¥3) . Hvis X,y € M, er

(xi+y1) + 2(x2+y2) + (x3+y3) =

(x1+42x2+x3) + (y1+2y2+y3) = 0+ 0 = O

dvs. x + y € M . Tilsvarende fas, at

it

(ax1)+2(ax2)+(ax3)

O(x1+2x2+x3) = a+*0 = O

-

dvs. .ax € M, nar x € M og o € R
I rummet svarer M til en plan gennem begyn-

delsespunktet.

Eksempel: : Bétragﬁer vi nu mazngden c™ ) - mangden
$&f a}leu n gange (kontinuerte), differen-
tf;Blé‘funktioner pad J - sa er den en del-
mangde af F(J) . Da nu summen af to n gange

differentiable funktioner igen er n gange diffe-
rentiabel, og da en konstant gange en n gange

d_i ffe

iff ﬂgpfiébelifunktion atter er n gange diffe-



rentiabel, fdr vi med a;E R og f£f,g € ctay,
at -

£+ g € c(I)

of € c™(J)

dvs. Cn(J) er et underrum i F(J)

Eksemgel: Vi sa fe¢r, at fx. c?(3) er et vektorrum,

og vi undersgger nu, om mangden
M = {f€c?(J)|£'* + pf' + qf = 0O}

vil vere et underrum. Mengden M er jo mangden

af lgsningsfunktioner til differentialligningen
( *) £'' () + p(t)f£'(t) + g(t)f(t) = 0O

Det, vi altsid skal undersg¢ge, er, om vi med
f og g som lgsninger til (x) og o € R
vil f&, at ogsd f+g og of er lgsninger til

(*) . Da

(£+g) ""(t) + p(t) (f+g)'(t) + q(t) (f+g)(t) =
(E'"" (t)+p (L) £' (L)+q(E)E£(L) )+ (g '"(t)+p(t)g'(t)+qg(t)g(t))

= 0+ 0=20

og da
(af) "' (t)+p(t) (af) ' (t)+qg(Lt) (af) (t) =
a(f''(t)+p(t)£' (t)+g(t)£f(t)) = aa*0 = O

far vi, at

f+g €M og of € M ,

dvs. M er et underrum.

1.3 Basis og dimension.

For vektorer i rummet (eller planen) ved vi, at enhver vek-
tor p& én og kun &n mdde kan skrives som linearkombination

af tre (to) basisvektorer. Dette vil vi sgge at generalisere
til vilk&rlige, lineare rum. En mengde {Vl,Vz.....,Vn} af

n elementer i L kaldes line@rt afhangig, hvis der findes

tal AI,AZ,...,An € R, som ikke alle er nul, og som opfyl-

der, at



.0 tA V. =0
>\1V1+>\2V2 )\n n

Negeres dette udsagn, fds, at en mangde af elementer er

line@rt uafh@&ngig, hvis vi af ligningen:

Vot..ae =
AvitAzva +}l\‘nVn (o]

kan slutte, at X; = X2 =...= An = 0.

Hvis et element u € I kan skrives som

u = qvy + azvy; + ... + 0 Vv
1Vl 2Va2 n’n

hvor a,,az,...,an € R, siges u at vare en linear-

kombination af elementerne V1,V2,...,Vn‘. Vi kan da

vise en central satning om linéart afhengige elementer.

Setning: ViyV2seee,v €I line®rt afhangige, hvis og kun
hvis mindst en af dem er linearkombination af de ¢vrige.
"s" Da de er lineart afhzngige, findes tal .A;,X;,...,An
sd

MVi+daVat.. #X V= O

og hvor mindst et tal, f£x. An.# o .

) T P _ . A
Da er Vn = - )\—Vl -.TV2-.‘..- X v
n - n n

altsa er 'v_n linearkombination af de gvrige.

"<" Er fx. Vi linearkombination af de ¢vrige, dvs.

a V |O.' \Y l e o o |CX. V
‘U 1 2V 2 3vsa : n n

—l-v1+a2v2+a3v3+...+anvn = g

dvs. elementerne er lineart afhangige, da mindst koeffi-

ciénten til v, er forskellig fra nul.

Eksémgel: Eleménterne u = (1,0), v = (0,1) og
‘ w = (2,-1) udggr en lineazr afhangig mangde
i R? , -da
-2u+v+w = (-2,0) + (0,1) + (2,-1)

= {(0,0) = 0 .




Til gengald vil {u,v} vare lineart uafhan-

gige, idet

(0,0)

il

Alu + Aav = 0 = (A1,Xx2)

= A1=X2=0

Eksempel: Funktionerne £;(t) = 1,£f2(t) sint, f3(t)
sinzt og f,(t) = cos2t wvil i rummet

F(l]-m,m[) vere linezrt afhangige, da jo

cos2t = 1-2sin’t
eller
-f1(t) + O+f,o(t) + 2+£f3(t) + f£4(t) = O

Derimod er {f;,f;,f3} 1lineart uafhangige,

idet der for alle t € J skal gzlde
)\1 + A2 sint + A3 sinzt = 0 ,

da specielt ogsa for

t=0 : A; =0

t = % : A1 + A2 + A3 =0

t=——12£:)\1—)\2+)\3=0
dvs. A1 = A2 = A3 = O .

Har vi nu, at ethvert element u € L kan skrives som
linearkombination af elementerne vi,v2,..., Voo
siges elementerne at udspande L . I almindelighed
vil det samme element u kunne opskrives som linear-

kombination pa flere mdder, f£fx.

u Q1 Vi+0oVot . e et V

nn

og

u 31V1+82Vz+......+ﬁnv .

n

Subtraheres de to udtryk, er

0 =u-u = (ai-fr)vit....+(a -6 v .




Er imidlertid ViyVaseeasV line®rt uafhahgige, kan vi

slutte, at

eller

dvs. at u har en éntydig fremstilling som linearkom-
bination af vf,vZ,.u.,vn . Det er derfor narliggende
at definere, at en basis for et lineart rum L er en

lineart uéfhangig,-endelig m&ngde, som udspander L .

Videre kan man vise, at alle line®re rum har en basis,
'og at to forskellige baser vil have samme antal elementer.
Dette fzlles antal af basiselementer kaldes rummets dimen-

sion.

Dette sidste om antal basiselementer og rummets dimension
har naturligvis kun mening, n&r vi taler om rum, som ud-

‘spendes af endelig mange elementer.

Eksempel: Vi ved, at differentialligningen
' ' f'(t) = Af(t) har den fuldstandige

lgsning £ (t) ='aeAt, a € R .

L = {fe cl(r)I£/- xf = o}

har dim L = 1 , da ext' kan valges som basis-
element. A ‘. ‘

Ved at indsatte f; = cos og f; = sin i
differentialligningen £''+ £ = O 'kan man indse,

at bade f; og f2 er lgsninger. Man kan ogsa let
Zse, at £, og f, er lineart uafhgngige; senere

vil vi tillige se, at f1 og £ vil udspande
. . i
M = {f € C3(R)| £'"+f = 0} ?
!

dvs. at dim M =.2




1.4 Line@re afbildninger.

I dette afsnit skal vi introducere begrebet en linear
afbildning samt vise dens sammenhang med matricer, men
fgrst skal vi kort repétere 1idt om afbildningér ial-
mindelighed. En afbildning F fra en mangde A til en me&ng-
de B er en relation mellem elementer i A og elementer i

B, sdledes at der til hvert element i A svarer hgjst ét

element i B. Vi vil bruge notationen
F : A~B

ogmed x € A og y € B skrive, at
y = F(x).

Vi vil kalde ma&ngden af de elementer i A, som Qed F
har et (billed-) element i B, for definitionsm@ngden
D(F). Som regel vil vi dog have, at A = D(F). Videre

vil de elementer i B, som ved F er billede af et ele-

ment i D(F), udggre afbildningens verdimangde V(F).

Har afbildningen F den egenskab, at to forskellige
elementer i A aldrig har samme billede i B, da kaldes
F injektiv. Ved negation af udsagnet f&s, at en betin-
gelse for injektivitet er

F(x1) = F(xX2) = X1 = Xa2.
Hvis F er injektiv og tillige B = V(F), kaldes F
bijektiv.
Er F injektiv, vil ogsd en relation mellem et element
fra V(F) til et element i D(F) vare en afbildning,
som kaldes den til F inverse afbildning, og vi skriver
FL.
Er A,B og C ma&ngder, og har vi afbildningerne
F:A~B og G:B~C

defineres den sammensatte afbildning

GoF ¢«: A~C

ved




VX €A : (G o F)(x) = G(F(x)).
For vilkarligt tre afbildninger F,G og H gzlder, at
(H o G)lo F=H o(G o F)

dvs. at sammensatningen af afbildninger 'associativ.

Er L og M linezre rum (over R) kaldes afbildningen
F:L~M

linear netop nar
F(au + Bv) = aF(u) + BF(v)

for alle u,v € L og a,B € R

Vi vil nu ogs& vise, at er F injektiv og linear, er

ogsé F_l lineer) 'samt at med F og G lineare, er

ogsd G o0 F linear.

"Er nu F injektiv, og er

F(u1) = vi og F(uz) = v,
bliver '
-1 -1
u, = F "(vy) og u = F “(v2)

Da F er linear, er
' F(liu; + Azuz) = AF(uy) + A2F(uz)

Aivi + v

og da F er injektiv, er

Aiu; + Azuz = Fil (A;Vl + Aa2Vv2)
eller '
-1 -1 -1
MF “(vy) + AF “(vz) = F (AM1vy + Apva) .

L4

- l . .
dvs. F er lineer. S

Endnu lettere ses, at G o F er linear, idet

(G o F) (Ayur + Xdzuz) = G(F(Au1 + Axuz)) =
G(A1F(u1) + A2F(uz)) AMG(F(u1)) + A2G(F(uz))
A1 (G o F) (u1) + A2(G o F) (uz2) .



[ee]

EksemEel: Er C rummet af alle vilkarligt ofte
o differentiable funktoner ffai,R til R ,
kaldes afbildningen D : C00 ~ Cm, der
er defineret ved

DEf(t) = £'(t) ,

en differentialoperator. Tilsvarende defi-

neres Dn : C°° ~ Coo
ved
pPe(t) = £ (¢
Af
D(ME + ug) (t) = (Af + pg)'(t) =

Af'(t) + ug'(t) = ADpf(t) + uDg(t)

ses, at D er en linear afbildning.

Tilsvarende vil enhver afbildning

£ D" + fn_lD““l #...4 £10 + £D° 2 C7 ~ c”

vaere linear, (hvor D° er den identiske afbildning,
dvs. DUf(t) = £(t)).

Vi skal nu definere nulrummet N(F) for den linezre afbild-
ning F : L ~ M, som den me&ngde af elementer i L ,
der ved F afbildes i nulelementet © € M , dvs.

N(F) = {u € L | F(u) = 0} .

Vvi skal indse, at N(F) er et underrum af L . Er nu
u;,u2 EN(F) , er F(u;) = © og F(uz) = 0 , og derfor
er F(Xiui1 + Xauz) = M F(uy) + A2F(u2) A10 + X0 =0

1

dvs.
Aiu1 + Azuz € N(F) .

Vi vil nu vise den centrale satning, at

en linear afbildning er injektiv, hvis og kun hvis

F(u) = 0O » u=g0




"»" For enhver lineer afbildning vil F(o) = 0 ,
idet F(O-u+O-v) = 0 . Da F er injektiv}'kan intet
u # 0 afbildes i O , dvs. kun o vil blive afbildet

i 9

"«" Er nu F(u) = F(v), er dette ensbetydende med
1:F(u) + (-1)-F(v) =0

eller F(u-v) = 0

og ifplge forudsatningen er da
u-v=0 dvs. u =1V

og derfor er F injektiv. Da o er det eneste element

i N(F), kan vi omformulere satningen.

En linear afbildning F er injektiv, hvis og kun hvis

N(F) = {0}

Af hensyn til det fglgende skal vi vise, at V(F) er et

underrum af M .,
| Er v; = F(u,) og v, = F(u,), dvs., vi,vy, € V(F), viser
Aivy + Az2vz = MiF(u;) + AF(uz) = F(hjur + Azuz) ,

at
AV + AV, € V (F) ’

dvs. V(F) er et linezrt underrum af M .

Har vi nu en basis {ul,uz,..,,un} for L = D(F) , og
er F en line®r, injektiv afbildning, vil vi undersgge,

om sattet {F(ul),F(uz),...,F(un)} vil vare en basis for
V(F) .
Vi vil vise, at {F(ux),...,F(un)} er linezrt uafhangigqg.
Af

MiF(u1) + A2F(uz) +..... + A F(u ) = 0
fas ’

F(Aiju; + A2uz +...+ A u ) =0
. n n




1.5

og da F er injektiv, er

Alu; + Aauz2 +...+ Anun =0
Da imidlerfid {ul,uz,..,ug} var en basis og derfor
lineart uvafhangig, er A; = A = ... = An =0 , som
skulle visés. Vi mangler nu at vise, at -
{F(ul),F(uz),...,F(un)} vil udspande hele V(F) .
Da der til ethvert v € V(F) findes &t u s&

v = F(u), og da {ul,uz,...un} er basis for D(F), findes

netop et talsat OlyeessO sé

u = 0o;4; + az2u2 + ... + o u .
nn
Derfor vil

v =.F(au; + ogu; + ... + au

o1F(u;) + 02F(uy) + ... + anF(un)

dvs. {F(u1),F(uz),...,F(un)} vil ogs& udspaznde V(F)
Da der i de to baser {ul,uz,...,un} og
{F(ul),F(uz),...,F(un)} er lige mange elementer, har vi

dim D(F) = dim V(F)

ndr F er injektiv. Generelt vil der galde fglgende
dimensionssatning
dim D(F) = dim V(F) + dim N(F),

som bevises efter omtrent samme opskrift som fgr.

Matricer.

Vi vil nu g& over til at belyse sammenhzngen mellem et
line®rt ligningssystem og en linear afbildning. Vi be-
tragter en linear afbildning F : L - M, hvor
dimL=n og dim M =p , hvor {91122:---:§n} er
basis i L og {gx,gz,...,gp} er basis i M .

Bemark, at vi herefter bruger notationen u , og at

vi fremover kalder elementerne for vektorer. Vek-

tor u's koordinater er (u1,u2,...,un) i forhold

til basis {21'22”"'9n} , dvs. at



u = + +...+t ue .
u u; € uze: nsn

N&r der ikke er tvivl om, hvilken basis vi arbejder i,

vil vi p& kort form skrive
u = (ul,U2,...,un) .

Vi kan da F er linear skrive

F (u) F(uie; + uzez +...+ ungn)

(%) uiF(e1) + uzF(ez) +...+ u F(e ) .
Da alle F(gk) € M kan vi angive deres koordinater i
forhold til basen {gl,gz,...,gp} . Vi satter

Fle,) = a; f, + £, + ... +

1k=1 T k=2 aEs

Er tilsvarende F(u)'s koordinater

F(u) = vif1 + vaof, + ... + v _£
= - - p=p

kan vi opskrive (%) som

vif; + vafs + ... + v £
1fa 2L p=p

ul(a“f_1+a21_f_2+ ..o + A £ )

pl=p

+ us(a,2f; + azzof, + ... +a__f)
t .z( 12f1 + 32282 + p2fp

' + + ... +a_f
+ un(aln-f-1 a2n£2 pn—p)
= + a + ... +

(2111 122 alnun)£1
+ + + ...+
t (aziur + azauz a, ulf,
+ + + ... +
' (aplul ap2u2 apnun)gp .

Da nu {£1,£2,...,£p} er en basis i M , vil de to

sider af lighedstegnet vare identiske, og derfor er

v, = a;ju; + aj2uz + ... + a_ u
: In n

V2 azu; + azau + ... + a_ u
2n n

<
Il
o]




Sammenh®ngen mellem u's og v's koordinater er altsé
fastlagt af disse p 1linesre ligninger (at de er line-

®re, ses let), hvor sgjlerne i talskemaet (matricen)

A]1] A12 oeoe aln
az)] a2 ... a

e .
.

2n

LRI Y
LI}

[}

pl ap2 ce e apn

netop er koordinaterne til billederne af basisvektorerne
i L.

For hvert valg af basis i rummene L og M hg¢grer der
til en linear afbildning fra L til M precis de p-'n

tal i talskemaet (matricen), siledes at sammenh@&ngen mel-
lem vektoren u og dens billedvektor v er givet ved de
p lineare ligninger.

3

Eksempel: En afbildning F : R’ ~ R’

er fastlagt ved,
at

F(e1)=e2-2e3, F(e2)=-2e1+e3, Fle3z)=e1-2¢e>

hvor {gl,gz,ga} er valgt som basis i R°®

Da er matricen

0 -2 1
1 0 -2
-2 1 0

og det tilhgrende ligningssystem bliver

vy = -2u; + uj3
ve = u1 - 2ujz
vy = =-2u; + uz

Vi skal ogsa undersgge, hvordan sammens@tningen af to
line®re afbildninger F : L. ~M og G : M ~N kan ud-
trykkes i matricer. Ligningssystemet (A) kan kort
udtrykkes ved fglgende summation



(4a) v, = ¥ a,. u, k=1,2,...,p
k j=1 ki 3

dvs. (A) er det ligningssystem, der svarer til F .
Da ogs& G er en lineasr afbildning fra M (med dimen-
sion p) til N (med dimension gq), sdledes at w = G(v),

kan vi opskrive det til G svarende ligningssystem.

‘(c) w, = kgl bik Ve i=1,2,...,9
Indfg¢res heri ligningen for Vi fra (A) Dbliver
p n
w, = kil bik 351 akj uJ
. n P _ _
= jz (Azl bik akj) uj i=1,2,...,9

Den sammensatte afbildning G o F kan altsa skrives

n
w, =X cCc,, u, i=1,2,...,9
i j=1 ij jJ
hvor i= l,2,...)q
p
* = 1 =
{(*) cij kil bik akj j l1,2,...,n

Overfgrer vi denne ligning (%) p& matricerne for de
line®re afbildninger, far vi samtidig en regel for, hvor-

dan man ganger to matricer B-A; er nemlig

Clleseaea Cln\ /b11..... blp\ ALl eqoue aln
C21ceeea 02n bai1eee.. b2p A21e4dede. a2n
oG PEEEE Y
..... c b ..... Db A . .d.4. @
ql an| ql ap pl” 1 “pn




findes verdien af cij:_ elementet i i'te rakke og
j'te spjle - ved at gange elementer i i'te rakke af B
med tilsvarende elementer i j'te s¢jle af A og derefter

addere disse produkter.

Eksempel:

12 3 -5 o 1¢3-2¢3 =1+5=-2+2 10421
-2 31 ={-2.3-3.3  2.5-3.2 2.0+3-1
4 -1 -3 f2 1 4.3+1+3 =-4+5+1+2 4+0-1-1
- 3 -9 2
=f-15 4 3
‘15 -18 -1
3 -5 o\f! 2 13 -9
-3 2 1) 3 )T \s -13
4 -1

1.6 Regneregler for matricer.

Indfgres videre fglgende regneregler for matricer (af

samme type pxn)

ajp + b aj, + by ... a + b

1n 1n
A+ B =a21'0.-b21 azz't'bzz ...azn‘t'b2n
' + .. '
apl * bpl apZ bp2 ®pn ¥ bpn
Aai1 Aai2 ..... Aa
1n
Aé = X?zl A?zz a e e e A?Zn ’ A € R

Aapl Xapz ceeon Xapn

kan man vise, at rummet af alle pxn matricer vil vare

et line®rt rum.




Som vi sa& f@r, kan man multiplicere matricer, og man kan

vise, at
| A-(B-C) = (A-B)-C (Da Fo (GoH) = (FoG)oH)
og |
| (B;+A2) B = A,B + A,B; A-(B1+B,) = AB, + AB;
hvor A,A:,A, er af type mxp , B,B1B. af type pxn og
) C er af type nxq .

Derimod galder normalt, at
AB # BA

hvor A og B er af type nxn

Eksempel: Da

°g

(@] [}
[aed o
\__/
P S
N [
[ o
~—
1]
o~
N N
[t @

sery vi, at matrixmultiplikation normalt ikke erx

kommutativ. Vi skal dog senere benytte, at £fx.
a b / c a “( ac-bc ad+bc\_ [/ c d3 a b
-b a, \—d c -(ad+bc) ac-bd -d ¢ -b a

I det folgende skal vi udelukkende arbejde med matricer,
som er kvadratiske, dvs. af type nxn . Dette modsvarer,
at vi arbejder med line@re afbildninger F : L ~ M , hvor
begge rummene L og M har dimension n . Som vi si& fo¢r,

kan F reprasenteres ved ligningen




Y=5hX

*

hvor Y og X er nxl matricer (eller vektorer). Var tilsvaren-
de afbildningen G : M ~ N beskrevet ved
Z=BY

s& vi, at den sammensatte afbildning G o F : L ~ N var fast-

lagt ved
Z=(BA) X

Vi skal nu arbejde med en speciel type afbildning. Dette er en

afbildning mellem to forskellige baser, en "gammel" {ei,e2/,...,& !
og en "ny" {&,,&2,...,8 }. & har koordinaterne
(s )

1x’Sak’ " Snk

i den "gamle" basis, dvs.

k=1,2,...,n

n
e = I s. e,
- k=3

Er nu u en vektor i L, som i den "gamle" basis har koordina-

terne (ui,uz,...,u ) og i den "nye" (ﬁ;,ﬁz,...,ﬁn)‘
Da er sa
n n n
u= I G4, = ¢ {4 I s, e.
k=1 KK yop K 4o 3KTI
n n
= I I s, 14
j=1 k=1 Ok k=3
men da samtidig
n
u= 1 ue
j=1 j 3
og {gl,gz,...,gn} er en basis, vil de to koordinatsat for u
vere identiske, dvs.
n
., = L s 6] j=1,2...,n
I k=1 3k K
eller skrevet pa matrixform
X=5X

hvor s¢jlerne i S netop er dé "nye" basisvektorers koordi-

nater udtrykt i den "gamle" basis.




Vi skal i resten af dette kapitel og i noget af naste kapitel

prgve at beskrive, hvordan matricen A -for en afbildning F
vil blive @ndret, hvis vi valger ny basis, samt hvordan vi skal
valge dénne basis, s8ledes at den nye matrix bliver "pan".

Er der givet matricen
. allooo-aa

1n
A= Az21eceeed, af type pxn
apl.....apn'
vil matricen
. : . ail 331..... ?pl )
A" = . . ° af type -nxp
aln a2n. * o » apn

bliver kaldt den transponerende matrix, dvs. for elementerne

gelder, at
aF. = a j=1,2,...,p
+ It i =1,2,...0n

t Y
En matrix, som opfylder A~ = A, eller i elementerne, at

= kald ri .
aij aji, es symmet isk
Man kan endvidere vise, at

(82)° = A"B".

Da elementet pd plads ji i matricen (13_5)t er elementet pad plads

ij i BA er

¢ P b
c,. = - W
i k=1 ik kj
Da i = = i
endvidere bk bik og ajk a, bliver

p p

ct, = I b -a = I al b’

) k=1 ) k=1 *

Ved diagonalen i en kvadrisk matrix skal forstdas de elementer,

som har samme rakke- og s¢jle-nummer. Er D en matrix, hvor

alle elementer uden for diagonalen er 0, dvs.

,



) aij =0 for i %73
da kaldes D en diagonalmatrix.

Er specielt alle elementer i diagonalen "l"-taller, kaldes

matricen en enhedsmatrix og benavnes E. Det kan let efter-

vises, at for alle A galder
EA=A og AE=A,
og alle matricer E, som opfylder disse betingelser, kaldes en-

hedsmatricer.

Hvis der til en kvadratisk matrix A findes en matrix é', sdledes

at
AA' = E og A'A=E

——

siges A at vare invertibel. Vi ser fgrst, at der kun findes
én matrix A', som opfylder betingelsen. Er nemlig badde A' og

A'' matricer, som opfylder

BA' =A'A=E og AA'' =A"'A=E,

kan vi slutte, at dels er

é"é_A_' =é"(%') =é"E=é" ’

og dels er
_A_”g\_A_' = (é"é)é' =

&

= A'

dvs. de to matricer er identiske. Denne entydigt fastlagte ma-

trix kaldes den inverse til A og betegnes é—l

1

Da A er invertibel, vil A ~ opfylde

ml-ala-g

. o -1 . . . .
og derfor vil ogsa A vere invertibel med den inverse matrix

a7 = a.
Da tillige
(A—l)tét _ (éé-l)t - §t= E
ata l)t _ (é_lA)t - Et = E
bliver
t, -1 1.t



Lidt mere interessant er, at da

(87'a"H)aB =B 'EB=B'B=E
aB(B'A™Y) = amat = ant = E
fas, at
_l - _'1
aB) ' = B 'a

Er F igen en linear‘afbildning, som er fremstillet af den

kvadratiske matrix A, skal vi vise, at F _er injektiv, hvis og

kun hvis A er invertibel, og A-l er matrix for den inverse

afbildning.
"=»" Den inverse afbildning Ffl er givet ved matricen B.
Da er den sammensatte afbildning F JoF givet ved BA, og da

(F"1oF) (u) = u for alle u € L, f&s, at
o BA = E |
Da F er bijektiv (da rummenes dimension er den samme) er
ogsd (F o ?_l)(g) = Xl_for alle v € M, eller
| BB = E
Dette viser, at A er invertibel, og at é_l = B. Derfor er ma-

tricen for F—} netop é-l

"e" Vi skal vise,; at F(u) = 0 = u = 0 eller i matrixsprog

Ax = 0 = X = 0

£
i
b
=
I
o

Da A er invertibel, fds nu, at Ax = 0 = A "A

3

Ex =0 =

1%
il
lo

dvs. F er altsd injektiv.

Har vi den afbildning, som beskriver basisbytte i rummet L,

sd vi, at dette pd matrixform var

x=8

e

hvor sgjlerne i S var de "nye" basisvektorer, udtrykt ved de
"gamle". Havde vi valgt at udtrykke de "gamle" ved de "nye",

havde vi fdet en matrixligning af formen

x =71 x.




Afg@issé to ligninger far vi imidlertid, at

=TS RXRogx=8Tx

1>

for alle X og x dvs. at

TS=E oy ST =

el

dvs. S er invertibel og §’l = T dvs. matricen for et koordinat-

skift er invertibel.

Vi kan nu afggre, hvordan matricen A for en line®r afbildning F
transformeres ved et basisskift fra {gl,gz,...,gn} til

{él’éz"..’_é_n} i L.

Vi forudsatter, at F : L ~ L, og at F i den "gamle" basis har
matricen A og i den "nye"” matricen A.

Er afbildningen beskrevet ved

(* Y=2x

i de "gamle" koordinater, vil den i de "nye" koordinater vare

-2
(£

(a) g =

Da koordinat-transformationen er givet ved

x=8S2% og y=8%
fdr vi af (*) at
S¥=AS%

og da S er invertibel, féas

g=s8'as

(E3)

Sammenholdt med (A) bliver altsa

aA=stas.

Vores videre arbejde skal nu vare at undersgge, om vi kan valge
vores basisskift, dvs. matricen S sdledes, at g_l A S bliver en

diagonalmatrix.



Determinant.

Som vi s& pd side 12, vil {F(ul),....,F(un)} vere en basis

i V(F) netop ndr F er injektiv. Oversatter vi det til matrix-
form, betyder det, at s¢jlerne i matricen A (svarende til F)
vil vere lineart uafhengige, da jo.elementerne i en basis netop
er lineart uafhzngige. Dvs. vi har nu, at

F er injektiv'ﬁ A er invertibel « sgjlerne i A er line&rt uaf-
hangige. Man kan imidlertid indfgre et regneudtryk, kaldet
determinanten af A - det A, som opfylder egenskaberne, af

detA ¢ O » A er invertibel.

Selve beviset kraver en del forberedelse og findes i bilag 1,

ndr A er 3 x 3 . Regnereglerne for matricer af 2 x 2 og

3 x 3 vil blive introduceret her. Med

ayi1 aiz
A= er det A = ajjaz2 - azia):
azy ajza
Hvis
ad11 a2 as
A = dz)1 Az22 A23
d3zl a3z Aass
er

deté = ariazzass + ajaazsasy + aizazias:
| ‘313322331“ d12a214a33 —-ajjazzaa:
Ud fra definitionerne kan man se, at hvert led i udtrykket inde-
holder et og kun et element fré hver rakke og fra hver sgjle.
Gennem direkte udregning ses, at
(1) detA® = detA

sd derfor kan alle resultater i det fglgende, som vises for sgjler
i A, vises analogt for rakke i A. Vi skriver for kortheds skyld

aii1 Ay2 A3
'_I.\_= a1 Az2 Aass = (é_l, az, 23)

&3] a3z Aass3



hvor a; star for fgrste sgjle i A osv.

Man kan nu vise, at

(2) det(g; + a , _5_1_2:_3_3') = det(g;,gz,g_a) + det(a: ,az,as)
(3) det(Aai,az,as:) = Adet(a,,az2,as)

(4) det(az,a1,as) = -det(a,,a2,as)

(5) det(az,a:,as) = det(0,az,as) =0

(6) det(ai+las,as,as) = det(a;,a,,as)

Videre kan man vise regnereglen (pre¢v selv ved udregning)

az2 azs A1z ai
deté = a;det -as1det
az2 ass Az2 a3y

ai2 313\
+ ajidet

az2 aza}

dvs. at en determinant kan "udvikles efter" en sgjle (eller

rekke). Indfgrer vi underdeterminanten Djk ~ som den deter-

minant, der fremkommer af detA ved at slette j'te razkke og k'te

spjle - kan man udtrykke regnereglen kort som

3 .
(7) deth = 1 (-1)7*k a,, Dy k =1,2,3
j=1
eller
t 3 j+k .
(7') detA = Zl (-1) a; Dy 7 i=1,2,3
k=

EksemEel: Ved brug af regnereglerne kan vi udregne deter-

minanten af

l x x

l z 2z




Af (6) anvendt pd 2. og 3. razkke med A =-1 f£f&s
1l x x?
deta =11y vy°
0 z-y zz-y2
og anvendes (6). igen p& 1. og 2. rakke med A= -1
fas
1l x x?2
detA = {0 y-x yz—x2
z-y z2-y2

Ifplge (3) kan vi trazkke en falles faktor y-x
i 2.rakke og den falles faktor - z-y i 3. razkke ud,

dvs. 2

1l x x ‘
detd = (y-x)(z-y) « |0 1 y+x
0 1 z+y

Til slut kan vi udvikle efter 1. s¢jle, hvor kun

a;j; ¥ 0, dvs.

detA = (y-x)(z-y) [z+y)-(y+x)]
= (y-x) (z-y) (z-x)
Alle regnereglerne (1) - (7) kan generaliseres til determinan-

ter af n x n - matricer. Derimod er selve definition af n x n
determinanter mere kompliceret, men dette vil ligge uden for
rammerne af dette kursus.

'Man kan imidlertid vise, at en linear afbildning F : L ~ L,
som i en given basis modsvarer matricen A, vil have skala&n-
dringen detA, dvs. "rumfanget" af enhver "kasse" i L vil &n-
dres med faktoren detA ved afbildningen F. I bilag ! - kan man
se et bevis for dette for n = 3. Har man derfor den sammen-
satte afbildning G o F : L ~ L med den tilhgrende matrix

BA, sd vil G o F have skalazndringen det(BA). Da denne &n-
dring imidlertid kan opnds i to tempi gennem afbildningerne

F : L ~L - med skalaendring detA - og G : L ~ L - med skala-
endring detB -, mé det gelde, at




) det(BA) = detB-detA

er specielt B = A_1 fas, da A—lA = E, at

1 = detE = detA” '.deta

eller

-1 _ 1
detd = = Feta

(NB: detA # 0 netop, nidr A er invertibel, dvs. ndr A

eksisterer).

Endelig fér vi ogsd brug for at udregne determinanten for

matricen

(jfxr. side 22)

Da er

detA = detS 'det (AS)

dets 'deta dets

detA
da jo detg-l-detg =1

Dette viser - hvad man vel kunne forvente - at den lineare
afbildning F : L ~ L vil have samme skalazndring uanset

valg af basisvektorer i L.




SPEKTRALANALYSE

Egenvektor cg egenvardi.

Sigtet med dette kapitel er at fastlagge de vektorretninger i
et vektorrum, som forbliver uandrede ved en linear afbildning
af rhmmet ind i sig selv. Vaelger man dernast disse vektorer
som basisvektorer, vil man se, at den tilhgrende matrix bliver
meget simpel; hvilket det fgrste eksempel nedenfor netop vil

vise. Men fe¢rst et par definitioner.

Er F:L~L en linezr afbildning, er u # o en vektor i L ,
og er F(u) parallel med u - dvs. at der findes et A€R
sdledes at

F(u) = Au
da kaldes u en egenvektor for F og X kaldes den tilhg-
rende egenvardi.

@velée: Vis, at ogsd afbildningen F? = FoF vil have u

som egenvektor med egenvardi A?. Vis tillige, hvis F er

1 vil have u som egenvektor og nu med

injektiv, at F~
egenvardi A_l. Fremsat en tilsvarende hypotese for afbild-

ningen F"(n€z), og bevis den.,

Rummet af egenvektorer med egenvardi A benavnes LA og
kaldes egenrummet svarende til A . Vi skal straks vise, at

L, er et underrum. Er u,v € L, og CER , bliver

A
F(u+v) = F(u) + F(v) = Au + Av = A(u+v)

F(cu) = cF(u) = c(Au) = A(cu)

dvs. u+v € L, o9 cu €L, , hvilket viser, at L, er et

underrum.
EksemBel: I R betragter vi en plan T , som indeholder
(0,0,0), samt den afbildning F:R3~rR?® , som

forer enhver vektor over i den, som ligger spejlet
i forhold til 7

Enhver vektor i T wvil da afbildes i sig selv,

og enhver vektor vinkelret pa T wvil ga over i

en vektor af samme lzngde, men modsat rettet.



Dette viser, at alle vektorer i T er egenvek-
torer med egenvardi 1 . Da 7 har dimension 2
kan vi valge to lineazrt uafhengige vektorer

ui,uz sa F(u;) = uy og F(uz) = u»

Tilsvarende er alle vektorer vinkelret pa
egenvektorer med egenverdi -1 , dvs. med uzlmw

exr
F(usz) = -us .

3

Valger vi {ul,QZ,U3} som basis 1 R bliver ma-

tricen svarende til F

1 0 0
A = 0 1 0
0 0 -1 .

Som bekendt vil enhver endelig dimensionel, linear afbildning
F : L ~L kunne fremstilles af en kvadratisk matrix A i en
given basis {g;,gz,...,gn}, hvor sgjlerne i A netop er bil-

lederne af basisvektorerne dvs.
n
F(gk) = .Zaik e; k=1,...,n.
i=1

Er nu basisvektorerne egenvektorer for F med egenvardi

A er

k’
Fle) = A g

dvs. matricen for F bliver da den simple diagonalmatrix

e o o @ 0

1 0
).\2 *es e 0
0

O e O >

‘...A
n

Vi har siledes, at en linear afbildning F fremstilles i given
basis ved en diagonalmatrix, hvis og kun hvis basiselementerne
er egenvektorer for F, og matricens diagonalelementer er netop

de tilhgrende egenvardier.

Vi skal nu se pad en metode til at finde eventuelle egenvardier

og - vektorer for en linear afbildning. Kender vi den til F



svarende matrix A i en given basis, kan det at sg¢ge et
A og u # 0 saledes at
| F(u) = Ay

oversattes til at finde vektor x sdledes at

Ax = Ax i o x+0
eller
| Ax-Ax = 0 pox+0
eller
(*) (A-AE)x = 0 o x* 0.

Da dette skal vare opfyldt af en vektor, som ikke er nulvektoren,

kan matricen A-AE ikke vare invertibel - da vil kun 0 afbildes

i 0 - derfor ma
det(A-AE) = 0 .

Er A en 2 x 2- eller 3 x 3-matrix, vil man fd en 2.-grads-
ligning i A:

A% = (ayi1+azz)A+detA = 0
eller en 3.- gradsligning i A:

-2+ (aj+azz2+ass) A2~o-A+detA = 0
hvor

0 = —aj1z2az:1~aizaszi1—azszasz

+aj1azz+tai1aszstazzass

Dj1+D22+D33

(prov selv). A
N&r )X er fundet, kan man finde en tilhgrende egenvektor ved
at indsaette A-verdien i (*).

Eksempel: Er matricen for F : R? ~ R

3 2 3-2 2
Ii = , erx det(b_-xg) =
-2 -2 -2 -2-2
dvs. at A2-)-2 = 0. Saledes er A = =1 v A = 2.

Indsattes disse vaerdier i (¥*) fé&s for



A= -1, at: A = 2, at
4x1+2x2 = 0 x1+2x2 = 0
-2%x1- %2 = 0 -2%1~-4%x2 = 0

dvs. svarende til
(1,-2), og til
(_211)'

A = -1 fas fx vektoren

le
|

A = 2 fas fx vektoren u

"Disse to vektorer kan saledes valges som basis i det

linezre rum R?, s3ledes at den linezre afbildning F

i denne basis har

e

Vis ogsi, at

-1 0 1 1 2 3 2 1l -2
- T3
0 2 2 1 -2 -2 -2 1
hvor
1l -2 1 2
-S_= og _S_l= —-;'—
-2 1 2 1
-1
dvs. at § = § AS .

I dette eksempel har vi altsd vist, at man ved at valge de to

egenvektorer som sgjler i S kan transformere den til F sva-

rende matrix til en diagonalmatrix. Vores videre arbejde vil be-

strabe sig p& at undersg¢ge, hvornar dette er muligt.

Indledningsvis vil vi se, at egenvaerdierne er knyttet til den

line®re afbildning, og ikke til den aktuelle reprasentation

pa matrixform. Dette vil vi vise ved at vise, at

det(A-AE) = det(A-)E),

hvor A = §—l§§ og S er en invertibel matrix. Vi har nemlig,

at

A-)E = s 'As-AE = s 'as-As”'s

i
fn
[}
'—l
b
1
>
o]
1]



og da det§_l»det§ =1 fa&s, at

det (A-AE) = detS 'det(A-AE) detS

det (A-AE).

dvs. de A'er, som er egenvardier for A, ogsd er egenvardier

for A, og kun de A'er.

Vi kan videre vise fglgende om den linezre afbildning
F:L~L, som i en basis har matricen A: Findes der en
basis af egenvektorer til F, og er S den matrix, hvis

sgjler er koordinaterne til disse egenvektorer, da er matricen

D = s 'as

en diagonalmatrix. Er nu - S en invertibel matrix,. sdledes at

S—lAS er en diagonalmatrix, s er s¢jlerne i S netop egenvek-

torer til F.

"s" Antager vi nu, at {gl,gz,,__,gn} er den basis, hvori F

fremstilles ved matricen A, og at {§1,§z,...,§n}.‘er en basis

af egenvektorer til F, dvs. at

F(&) =18 5 t=1,2,...n

Er sammenhe&ngen mellem de to baser fastlagt ved

n
&, = & .. .3 1i=1,2,...,n
= 1 SJJ_ Z57 r<y '

har vi fra side 18, at sammenh®ngen mellem koordinaterne er

"

lsij Ej; i=l,2,...,n

eller pd matrixform

x=5

4

Her er som vi s& S invertibel, og sg¢jlerne i S er koordina-
terne for §1,§2,...,§n i den "gamle" basis {ei,e2,...,e }.
Er som f¢r A matricen for F i {él,éz,...,én} er igen

A = s !as

og fra side 28 ved vi, at



A
s7las =[0  Aaee-
0

> e O

"" Er omvendt §-1§§ en diagonalmatrix, og er G den afbild-

. -1
ning, som svarer til basisskiftet S, eksisterer G, da S er
invertibel. Da kan §-1§§ fremstilles af afbildningen ¢ toFoG ,

og da §—l§§ er en diagonalmatrix, vil

(G_lOFoG)(gk) = A& ; k=1,2,...,n
eller
F(G(e,)) = G(A ) = A, Gle)
dvs. at
ék = G(gk) 7 ; k=1,2,...,n

vil vare egenvektor for F. Heraf ses tillige, at sgjlerne i
S sdledes vil vare billederne af ei,€2,.../& + ©O9 disse bil-

leder er netop egenvektorer for F.

Endelig vil vi vise, at for en linear afbildning F : L ~ L med
p forskellige egenverdier A;,...,AP vil de tilhgrende egenvek-

torer vaere lineazrt uafhangige.

Vi vil vise s@tningen ved induktion. Er v, en egenvektor svarende

til A

k

K’ dvs.
F(xk) = Aky"k k= l'2'.o.'p

er satningen opfyldt for p =1, da vy, # 0. Vi antager nu, at
satningen gelder for p = j-1, dvs. at linearkombinationen

0!.111+0.2Y_2+....+Otj_lzj_1 = (_)_
giver, at

O] = 02 Teeee= aj—l = 0,
og vi skal vise, at s@tningen galder for p = j.
Vi ser altsad pa linearkombinationen
(*) 3121+3222+---+8j2j =0
Lader vi F virke pd (*) far vi, at
(V) 81A1X1+82X212+---+8jkaj =0

og ganger vi (*) med Xj far vi

(o) Bid v +Bad v +.. 4B AV,
il - J

=3 9

j=-2



Subtraheres (V) fra (o) far vi nu

)v =0

(\ vy, =0

570

men da {31,22,...,gj_ } var lineert uafhangige, kan vi slutte,

B1 (A =1)¥1+B2 (A =Az) Vak. . +8,

1l
at alle koefficienterne

=1,2,.e..,73"1

-
[
!

B, (Ay=A;) =0
men da
‘ i=l,2,.'.-,j-l

>
+
>
-e

men da v, + 0 kan vi af (*) slutte, at ogsd Bj =0, dvs.
{11,z2,...,g._l,zj} er lineart uafhangige, sdledes som det

J
skulle vises.

Heraf kan vi direkte slutte, at hvis dim L = n og hvis den
line®re afbildning F : L ~L har netop n forskellige egen-

vardiér, findes en basis for L af eggnvektdrer for F,.

Er nemlig {vi/veseesy b et sat af egenvektorer til de n for-
skellige egenVardier A, Az,...,_An har vi,netdp vist, at
‘s@ttet er lineart uafhangigt; men da sattet indeholder n ele-

menter, kan sattet valges som basis for L.

Diagonalisering af symmetriske matricer.

Ovenstaende setning siger (desvarre) intet om, hvad der sker,
hvis vi har farre éndu n egenvaerdi, fordi ligningen ’ |

det (A-AE) = 0 enten har "komplekse" rgdder ‘eller nogle rg¢dder er
rod "flere gange"” i ligningen. Det kan imidlertid vises, at

hvis A er symmetrisk (dvs. at ét = A), sa vil alle egen-
verdier for F vare reelle, og der kan findes en basis af egen-

vektorer for F, dvs. matricen S kan altid valges saledes, at

s™'as

er en diagonalmatrix.

Vi kan tilmed vise, at matricen S kan valges sdledes, at
S_l =,§t, hvilket medfgrer, at

dets = % 1



Er nemlig

8" =8, er §

1 t ts = E, og da det§_t = deﬁg;fbiiver

|n

(dets)? =1

(Dette vil vi dog ikke forfglge yderligere).

Eksempel:

Er matricen for F : R? ~ R?®
0] 1 1
A = 1 0 1
1 1 0

ser vi, at A er symmetrisk, og ifglge satningen

skal A kunne diagonaliseres. Af det(A - AE) = 0
fas, at ’
-x 1 1 -
0 = 1 -x 1 = =A%430+2 = (A+1) 2 (A-2)
1l 1 -
dvs. at A = -1 er dobbeltrod og A = 2 er enkelt-

rod. Skal vi nu finde egenvektorerne svarende til

egenvardierne, skal vi indsatte den aktuelle A-vardi

(A-AE)x = O

der for A= -1 netop giver, at
X1+x2+x3 = 0
Denne ligning beskriver en plan gennem (0,0,0) med

normalvektoren (l,1,1). Da en sadan plan udspandes
af to lineart uafhangige vektorer i planen, kan vi
selv valge de to vektorer, der skal optrade som s@¢j-

ler i §.

+
]
IN)

[

il bestemmelse af egenvektoren svarende til A

far vi de to ligninger
-2x1+x2+x3 = 0O
X1-2x2+x3 = 0
der giver en egenvektor parallel med x = (1,1,1).

Nu vil matricen S fx. vare



1 1 1
-1 0 1
og da bliver
1 1 -2
L _ Lty -2
§. -3
1 1 1

-1 0 0
s7lag =1 0 -1 0
0 0 2

(prov selv at regne efter).

Kan ikke-symmetriske matricer diagonaliseres?

Hvis A ikke langere er symmetrisk, men alligevel har n for-
skellige egenvardier, kan vi, ifglge s®tningen i afsnit 2.1,

fortsat fremstille en basis af egenvektorer til A.

Er en égenvardi imidlertid multipel rod i polynomiet

det(é-'kg) = 0 kan vi ikke langere vare sikker p&, at der

til denne egenverdi findes egenvektorer "nok". Dette pro-

blem behandles om 1lidt. Er A ikke symmetrisk, kan der imid-
lertid ogsd let opstd det problem, at der kommer komplekse rgd-

der i polynomiet. Er f£fx.

far vi af det(A-AE) = 0, at

- 1
det = A%+41 =0

dvs. at egenvardierne er i ,09 -i.

e (N0 e o))

o]




far vi, at + og -t
SRR & ] 1

bliver de tilhgrende egenvektorer.

Da matricen A kun indeholder reelle tal, kan man vise, at
hvis det(A-AE) = 0 indeholder komplekse r¢dder, da vil disse
r¢dder vare parvis konjugerede; hvilket ogsd regneeksemplet

viste.

Tilmed vil ogsé& tilhgrende egenvektorer vare konjugerede. Dvs.
er o + iB egenverdi, vil ogsd o - if vere egenvardi, og

er v = v, + ivy, egenvektor svarende til o + iB, vil

v = v1 - ivs, vare egenvektor svarende til a - iB.

(vi vil i kap.5 se, at vi pa denne baggrund alligevel kan op-
skrive den fuldstandige lgsning til differentiallignings-

systemet

udelukkende af reelle funktioner, selv om A har komplekse egen=

verdier og egenvektorer).

Vi vil nu illustrere, hvad der kan ske, nar A har ferre end

n forskellige egenverdier. Som eksempel ser vi pad matricen

1 0 -1
A = 1 2 0
1 1 0
Her er det(A-)E) = -(A-1)® = 0 (prgv selv!)

Dvs. A=l er den eneste egenvardi for A .

Af (A-E)x = 0 far vi ligningerne

-x3 =0
X1+x2 = 0
Xi1+X,-%x3 = 0
der giver den eneste egenvektor zt = (1,-1,0). Dvs. vi kan

ikke fremstille en basis af egenvektorer for A. Den metode vi
da kan benytte til at fremstille en ny basis for R® er fglgende.

Er v en egenvektor for A svarende til egenvardien A, da

vil vi finde en vektor v, sdledes, at




(*1) (A-AE)V1 = ¥

Har man behov for flere basisvektorer (som her fx. tre ialt),

kan man dernast‘finde en vektor v saledes, at
(*2) - (A-AE)V2 = V)
osv. indtil vi har lige sd mange lineart uafhangige vektorer,

som det antaligange A er rod i polynomiet det (A-AE) = 0 .

Sp¢rgsmélet'er sd, hvordan vil

s™'as

komme til at se ud, ndr vi har valgt sgjlerne i S efter denne
metode? For at besvére spgrgsmalet vil vi betragte den lineare
afbildning F : R® ~ R?®, der er fastlagt ved matricen A 1i en
éiven basis. Vi fandt, at v var egenvektor svarende til egen-
verdien A= 1 dvs., at

(4) F(v) = AV.

Videre valgte vi v) , sdledes at (*1) gjaldt, dvs. at

F(vi)=Ava =V
eller

(al) F(vi)=Avi + V

Tilsvarende valgte vi v sdledes, at (*2) var opfyldt, dvs. at

F(v2)-Av2 = V)

eller
(42) F(v2)=Av: + vi

Hvis vi valger {v,vi,v2} som basis i R?, kan vi af (4),
(A1) og (A2) fastlagge matricen for F i denne basis,

nemlig

1>
|
o
>
=

Vi vil nu i det aktuelle eksempel godtggre, at man vil finde

den rigtige matrix.



Benytter vi den skitserede metode til at frembringe to ekstra

vektorer, fir vi nu svarende til (*1) ligningssystemet

'}'{73 = 1
VX1+:;{T'2 = =1
X1+X3-%x3 = 0
hvor x;3 = -1, mens 7x1+x2 = -1 giver en frihed i bestemmelsen
af x; og x; fx. er i? = (-1,0,-1).

Af (*2) kan vi herefter opstille ligningssystemet

-x3 = -1
xi+#z = 0
x;+xz—x§ = =1
hvor nu x3 =1 og xi#x; = 0 dvs. vi fx har, at vi = (0,0,1).

Vi kan altsa velge vores matrix S for basisskiftet som

1 -1 0
S ={ =1 0 O
0o -1 1
hvor detS = -1. Videre bliver
0 -1 O
sTt={-1 1
-1 -1
Vi kan nu udregne (pre¢v selv!), at
1 1 0
s'as=fo 1 1
0 0 1

hvilket altsd stemmer med, hvad vi kunne forvente. Der star et
1-tal over egenvardien i diagonalen netop i de s¢jler, hvor S

ikke har en egenvektor.

Det generelle resultat er, at §~l§§ i diagonalen vil indeholde
hver egenvardi netop si mange gange, som den er rod i

det(A-AE) = 0, og placeres de tilhgrende egenvektorer pa de til-
svarende pladser i S forf;a, vil der std et 1l-tal pa pladser

over diagonalen i §_l§§ pracis i de sgjler, hvor der i S ikke



stdr egenvektorer. Disse sgjler skal vare udregnet som antydet

i (*1) og (*2) osv. p& side 37.

Eksempel: Vi har en matrix givet ved

0 -2 1
é = 1 -3 1
1 -2 0
Af det(A-AE) = -(1+A)® = 0 ses, at A = -1 er

rod tre gange. Derimod giver (A-(-1)E)x = 0 1lig-

ningen (gentaget tre gange)
X1-2x2+4x3 = 0

der geometrisk er en plan gennem (0,0,0), og den

kan da udspazndes af netop to egenvektorer

1\ 1

fx u = 0 og v =}1

-1 1

Af (A-(-1)E)va = v far vi ligningen
X1-2X2+x3 = 1

(gentaget tre gange), der fx er opfyldt af

(PS.: Havde vi benyttet u i stedet for v,
kunne vi ikke finde et wv31). Valger vi da ma-

tricen for basisskiftet som

1 0 1

S =f 0 1 0

-1 1 0

bliver
-1 0 0
-1

s "as =0 -1 1
0 0 -1

(prov selv, fx ved at vise, at §-(§- AS) = AS).




KOMPLEKSE TAL OG FUNKTIONER

(M2 (R) ,+,+) er et legeme.

Da vi i det foregdende har indf¢grt matricer samt addition og
multiplikation af matricer, vil vi arbejde lidt videre med
dem. Vi skal specielt se pd de 2 x 2-matricer, som har den
enkle form a b

P = hvor a,b € R .

-b aj

Denne me&ngde af matricer over de reelle tal vil vi betegne
M2 (R) e
Satter vi nu, at

a b\’ c d
P = o9 Q =\
-b a - -d c¢
og er X € R, fAr vi, af regnereglerne for matricer, at
a+c  b+d
B+ =
- -(b+d) a+c
ac-bd ad+bc
E-Q:
- (ad+bc) ac-bd
- Aa Ab
AP :
-(Ab) Aa

Dette viser, at vi ved sadvanlig matrixaddition og -multipli-

kation samt ved multiplikation med tal forbliver inden for
M, (R) .

Endvidere kan vi bem®rke, at
det P = a? + b?

hvilket giver, at detP = 0 hvis og kun hvis P = 9

(O-matricen).

For almindelige 2 x 2-matricer sa vi endvidere, at multipli-
kationen ikke var kommutativ (A<B # BeA), men ved udregning
- se fx pd side 17 - ser vi, at i M;(R) gelder, at




P-Q = Q-kP

dvs., inden for M:(R) er matrixmultiplikation kommutativ.

I det fplgende vil vi vise, at M:(R) med sdvel addition
som multiplikation er kommutative grupper, samt at addition
og multiplikation opfylder de distributive love - altsd at
(M2 (R) ,+,+) er et legeme. Endelig skal vi se, at (Mz(R),+,R)

er et vektorrum.

Addition
Benyttes P og Q som fg¢r, og er
e f
B;:
-f e
ses. af atcte b+d+f
o (P+Q) +R = = P+ (Q + R)
- (b+d+f) a+c+e

at addition er associativ.

Videre giver P+ 0O0=0P

og

o |

+(-B) =p-R=0

at 0 er neutralt element, og at ethvert element, P

netop har &t inverst element, -P. Da tillige
P+Q=0Q+FP

har vi, at
(M2 (R) ,+) er en kommutativ gruppe.

Multiplikation

Af identiterne (ac-bd) e- (ad+bc) £ (ac-bd)f+(ad+bc)e)
(P-Q) R =

- (ad+bc)e-(ac~-bd)f - (ad+bc) f+(ac-bd)e

( a(ce-df) -b (de+cf) a(de+cf)+b(ce-df)

-b(ce-df)-a(de+cf) -b(de+cf)+a(ce-df)
= P-(Q-R)
afleses at multiplikationen er associativ. Videre giver

PE =P



at enhedsmatricen er neutralt element, og nar vi skal fast-

lagge g-l, dvs. det inverse element til P, fds af

P-Q=E,
at

ac-bd = 1

ad+bc = 0

Nar a # 0 vb £ 0 dvs. ndr P # O f&s at

c = —2 og qa=—b
aZ+b? aZ+b?
dvs.
pml - 1 a -b) _ 1 e
detP \b a detP ~

hvor jo gt betyder den af P transponerede matrix. S&ledes
har altsd ethvert element P # O i M2(R) netop ét inverst
element. Da vi allerede i indledningen s, at P - Q=90 - P
er alt i alt

(M2 (R) /{0},+) en kommutativ gruppe.

De distributive love.

ba mu - (atc)e-(b+d)f  (at+c) £+ (b+d)e
<£+9>-3=(

-(b+d)e-(a+c)f -(b+d)f+(a+c)e

ae-bd af+be) ( ce-3df cf+de)
= o + -

- (be+af) -bd+ae - (de+cf) -df+ce

= PR+ QR,

og da sidvel + som + er kommutative, fds tillige, at
R-(B+Q) =R-P+R-Q

dvs. de distributive love galder og dermed er

(M2 (R) ,+,+) et legeme.




3.2 (M2(R),+,R) er et vektorrum af dimension 2.

Som vi s8 i indledningen, var addition og multiplikation
med tal operationer inden for M;(R), og tillige s& vi, at
(Mg(R),+)"var en kommutativ gruppe. Da der endelig for

X\, € R og P,Q € M2(R) galder, at

A(P + Q)

AP+ AQ ; 1P =P

it

(A + WP = AP +uP ; (A-WP = Ar-(u P)
bliver ' '

(M, (R), + , R) et vektorrum

En vilkdrlig matrix P " kan skrives

E = 1 O og J _ 0 1N
0 1 -1 0 !
dvs. sattet {E,J} vil udspande hele M (R) dvs.

dim M, (R) = 2 .

Om matricen J galder specielt, at

s - (] o\ () ()

Da R? har dimensionen findes som bekendt en bijektiv
line®r afbildning (en isomorfi) fra M,(R) p& R?* (og
derfor ogsa omvendt). Vi valger at fastlagge afbildningen
ved ' A

F(E) = (L,o) og F(J) = (o,1) .

Da {E,J} er en basis i M;(R), og da {(1,0),00,1)}
kan valges som basis i R?, bliver F klart injektiv,
og derfor ogsad bijektiv. Da F er forudsat linear, bliver

F(P) = F(aE + bJ) = aF(E) + bF(J)
a(l,o) + k(o,1) = (a,b)




""" T p2

Ved F overfgres matrixaddition og -multiplikation til

en addition og en multiplikation i R* ved
F(P) + F(Q) = F(P + Q)
F(P) -+ F(Q) = F( - Q)

og derfor bliver

(a,b) + (c,d)

I
|

((: :\\ ' F((d d\y
(G (20

// a+c b+d)
= F
& \ - (b+a) a+c

(a+c, b+d)

Q
[ —

(alb) ° (Cld)

I
j
O
A
|
o v
sl o
—
-——'/
=
-
i
ol Q
Q ol
~_—/

(( ac-bd ad+bc)

= F

- (ad+bc) ac-bd
= (ac-bd, ad+bc)

N&r R? er forsynet med denne multiplikation, betegnes
den med C - den komplekse plan. Sattes for kortheds
skyld



1= (l,0) og i = (o,1)

bliver ,
(a,b) = a(l,0) + b(o,1) = a+ib

og
(a+ib) (c+id) = ac-bd+i (ad+bc).

De ting, vi udledte for M;(R), kan vi nu ved F over-

fgre til C, fx er

L~ @a,pm = (re))t = —2—Fpf) = 2T
a+ib - det P a?+b?
dvs. at '
(atib) (a=ib) =_a’+b?
videre bliver
i = F(3)-F(J) = F(3%) = F(-E) =_-1 _

Eksempel: Dette sidste betyder, at man nu har féet svar
'-‘ : pa, om ligningen x2 = -1 har en lgsning. Svaret
er altsd, at inden for manéden af komplekse tal
vil x2 = -1 have to lgsninger
X = 1ivVvx = -1i

(idet (-i)?% = (-i)(-1) = (-1)%.i? = -1).

Skal hele denne udledelse af de komplekse tal vare korrekt,
skal vi sikre os, at den addition og multiplikation, som vi
indfgrer p& R? (dvs. p& C) rent faktisk stemmer overens
med den addition og multiplikation, som vi benytter i de re-
elle tal. Dette ggres ved, at vi indlejrer R i R? ved at
definere en afbildning f : R ~ R? ved

f(a) = (a,o0)

hvor s8 R og £ (R) er isomorfe, og hvor addition og mul-
tiplikationen pa f(R) stemmer overens med addition og mul-

tiplikationen pa R.



3.3 Kompleks konjugering og numerisk vardi.

Afbildningen k : C ~ C defineret ved
k(a + ib) = a - ib

kaldes kompleks konjugering og betegnes med overstregning,
sddan at man med 2z € C skriver z i stedet for k(z).

Bemark, at hvis a € R er a = a.
Geometrisk er konjugering en spejling i den reelle akse.

Setter vi 2z = a + ib € C, far vi, at

z+2z=a+ ib + a - ib = 2a
og z -2z =a+ ib - a + ib = i2b.
Herved kan vi omvendt se, at

a= %(z + z) og b = %(Z - z).

Bemark, at Z = a + ib = a - ib = a + ib = z.

C ~ R defineres ved

Afbildningen n

n(a + ib) = \/az + b2 .

Denne afbildning har fglgende egenskaber 1) = 4):
1) VzZEC:n(z) =0ez=20
2) V2 €C : n(z) 20
3) V 21,22 € C : n(z122) = n(z;)n(z;)
4) V 21,22 € C : n(2z1 + 22) £ n(z1) + n(z2).

Her fds 1) og 2) af definitionen pd n , 3) indses af

n{((a + ib) (¢ + id)) = n(ac - bd + i(ad + bc)) =

. 1
((ac)? + (bd)? - 2abcd + (ad)? + (bc)? + 2abed)? =
1
(a2(c? + d?) + b2(c? + d2))? =

1
((a® + b2)(c? + a?))? =
1 1
(a2 + b%)2 . (c? + d%)? =n(a + ib) - n(c + id).



mens 4) indses ved at opfatte a + ib geometrisk og
n(a + ib) som "l@ngden" af a + ib, herved vil de tre udtryk

i uligheden vare langden af siderne i en trekant.

Da n s8ledes opfylder de samme egenskaber som |l for
de reelle tal, kaldes funktionen n den numeriske vardi
(se igvrigt ogséa afsnit 4.1).

Er nu z = a + ib € Cc, vil

z z = {(a + ib) (a - ib) = a? + b?,

n(z) = Vz z .

Da der specielt for x € R f&s x = x, vil

og dermed er

n(x) = vVx - x = Ixl, og n vil derfor stemme overens med

Il p& de reelle tal.

n(x) erstattes derfor af Ix!l, altsd er

a+ ib € C : lzl = Vz z = Va? + b? .

YV 2

Pvelse: Vis, at derfor z € C~ {0} gelder, at

27t = 2 og |zl = lzl.
1z1?2

Produktet af to komplekse tal.

For z € C ~ {0} satter vi

hvor altsé

lwl=

Izl

Ethvert komplekst tal kan siledes skrives som produkt af
et reelt, ikke-negativt tal og et komplekst tal med numerisk

vaerdi 1.
Er nu z, = lz;Ilw: og 2, = lzalw, , f£fas

T2y c Zy = lzy12Zo) o WiW2 .



Vi vil her se lidt ngjere pd wiwa.

Nir w = x + iy har Iwl =1, er x? + y? =1, og vi kan

da finde et tal ¢ € R , sa

X cosy

y = sine ,

hvor ¢ er entydigt bestemt af (x,y) pd nar multiplum af
2m . Vi kan derfor til w; Og W, bestemme ¢, og ¢,

sidledes, at

Wi = Ccos®; + ising;
W, = COs@: + 1isingz .
Derfor bliver
' wiw: = (cosy;cosy:; = sing@;sing;)

+ i(cosy;sing:+ cosmzcoswl)
= cos (@ + @2) + isin(¢r + @z).
Derfor kan produktet af to vilkarlige komplekse tal

z, = tz;)(cosp; + ising,) og

1z2) (cosw, + ising,)

I

Z2
udregnes til

z122 = lz1221(cos(@y + @) + isin(@: + ¢2)).

iR

Fig. 1.

y4 ..
—'Z—|-COS¢)HS|n(p




Geometrisk kan denne beskrivelse af komplekse tal opfattes
sddan, at cosy + ising er en retningsvektor i z's ret-
ning, mens |zl angiver lengden af vektoren 1z , dette

fremgdr af fig. 1.

Her betegnes Iz!| modulus af 2z , mehs hvert ¢ , der
er lgsning til ligningerne x = cos¢ , Yy = sing , betegnes
et arqument af 2z . '

IR

Fig. 2. 2y i

P2 '\\\(/)‘

I\L

vender vi tilbage til formlen for et produkt af to komplekse
tal 2z, og 2z, nemlig '
z1z2 = 1z12z21(cos(@1 + ©2) + isin(er + ®2)) .

kan vi se, at produktets modulus er lig produktet af de to tals

modulus - dvs. lzi2z2l = Iz, lz21 - og at produktets argument

¢ er sum af de to tals argument - dvs. © = ¢1 + 92 . Den

geometriske tolkning af dette fremgdr af fig. 2.

Denne forstielse af produktet af to komplekse tal blev fgr-
ste gang  fremsat af Caspar Wessel 1 bogen: Om Directionens

Analytiske Betegning, Kjgbenhavn, 1797.




S8fremt z = lzl(cosw + ising) vil man se, at

z = |zl (cosy - ising) = lzl(cos(~9) + isin(-v)) .

dvs. hvis 2z har argumentet ¢ , vil z have argumentet

-9 , mens 2z og 2z har samme modulus, som @gvelsen pa
side 47 viste.

Sédfremt w1 = cosy; + ising,

‘og W, = cosw: + ising: .

vil
Wi _ Cosy@; + ising; _ (coswy + ising;) (cosyz = isingz)
W2 cos®ws + isings cos?y, + sin?y,

cos@;coswz + siny;sing:

4+ i(sinw,;cosy; - cosw;sing;)

cos(p: - w2) + isin(y; = ©¥2)

Dvs. man bestemmer kvotienten mellem to komplekse tal med
modulus 1 ved at subtrahere deres argumenter.
Dette viser tillige, at nar |Iwl =1 er
_l —
w =W .

som ogsa feglger af gvelsen péd side 47.

Pvelse: Vis, at ‘de Moivres formel
(cosyp + isimp)n = cos(ny) + isin(ny)

gaelder for alle n € N .

Komplekse funktioner (af en reel variabel).

I det fg¢lgende skal vi benytte begrebet gransevaerdi (limes)
for en fglge af komplekse tal. Vi vil derfor vise den tilsyne-

ladende meget rimelige sztning.

Fplgen (zn), zn = xn + iyn er konvergent med gransevardi
z = x + iy, hvis og kun hvis (xn) og (yn) er konvergente

med graensevardier x henholdsvis vy .




Beviset for sztningen er ganske simpelt og bygger i det
vasentlige pé& ulighederne
Ix - x!?
n 2 2 2
) < Izn zl° < lxn - Xl + Iyn yi© .
Iyn - vyl
"»" Na&r z_ - z vil der til >0 , findes et

n
N € N sdledes, at lz_ - zl <¢ for n 2 N, men da

A

Ix - xl tz - 2zl <e
n n

ly. = x) £tz -zl <e .
n n

Vil det samme N kunne benyttes for (x ) o9 (y.)

og derfor vil

X =X o9 y Yy .

"e" Nar X 2 X 09 Yy VY., vil der til € > 0 findes
et N € N falles for (xn) og (yn) sdledes, at
Ix = xl <e og ly =yl <e for n 2 N .

Da nu

- 1< w12 3
lz z|2 \/lxn 1+ ly -yl < e V2,

kan vi slutte, at

'Det har sdledes mening at tale om gransevardien for en
fglge af komplekse tal, hvorfor det vil kunne lade sig
ggre at give en definition p& kontinuitet og differentia-
bilitet for funktioner f : I ~C , I € R , som kaldes
komplekse funktioner af en reel variabel. For hvert
t € 1 kan f(t) € C skrives som

£(t) = £,(t) + if, (£) ,

hvor f,(t) € R er realdelen og f£f,(t) € R er imaginar-
delen af f(t). Herved er sdledes defineret to funktioner

fl,fz H I"‘R .



Vi kan herefter give fglgende definitioner:

f : I ~C siges at vaere kontinuert i tO € I, hvis og
kun hvis
limf (t) = f(to)
t-t
o
og
f : I ~C siges at vere differentiabel i to € I , hvis og
kun hvis
1im £(8) - £(t))
t-t t -t
0 o

eksisterer. Hvis f er differentiabel, betegner vi denne

gransevardi f'(to) .

Af den netop beviste satning kan vi umiddelbart slutte, at

sdfremt £ = £, + if, wvil f v&re kontinuert i to_i

hvis og kun hvis £, og f, er kontinuerte i tC ,  ©Og

f vere differentiabel i tO , hvis og kun hvis £, og

f, er differentiable i to—i

Vi kan sdledes udvide differentialoperatoren D til ogsé

at galde for komplekse funktioner ved at satte
Df = Df;, + iDf, .

Tilsvarende kan vi sige, at en kompleks funktion g er
stamfunktion til f£ , hvis Dg = £ , og man indser tillige,
at g = g + ig, er stamfunktion til f = £, + if, , hvis
og kun hvis g; er stamfunktion til £, og g, er stamfunk-

tion til £, .
Vi betragter nu differentialligningen
(*) f' - if = 0 .
Setter vi f = f, + if, , har vi altsa
f' = if eller fy + if, = -f2 + if; .

Betragter vi real- og imaginzrdel for sig, fa&r vi to koblede

ligninger

£, ~-f,
£, = £




Det er klart, at f, = cos og f, = sin i hvert fald

vil vare lgsninger. Dvs. funktionen f med
f(t) = cost + isint
vil vere en lgsning til (*).

P4 den anden side ville det vare nerliggende at antage,
at noget, man kunne kalde en kompleks eksponentialfunk-
tion, var lgsning til (*); i det reelle tilfzlde ved

vi jo, at e?t er lgsning til ligningen f' - af =0 .

Lad os derfor definere en funktion exp : R~ C ved at
exp(ibt) = cosbt + isinbt.

Vi vil nu eftervise, at funktionen exp har de samme egen-
skaber som den kendte (reelle) eksponentialfunktion, dvs.
1) (e?t)' = ae

s+t s t s-t s t
2) e =e s+ e , e =e : e .

For overskuelighedens skyld setter vi b = 1

ad 1) Da exp(it) = cost + isint er en lgsning til ligningen

f' = if , ma ' '
(exp(it)) ' = iexp(it).

ad 2) I afsnit 3.4 s& vi, at man ganger to komplekse tal

med modulus 1 ved at addere argumenterne, men dette giver

netop, at

exp(is) - exp(it) (coss + isins) (cost + isint)

cos(s + t) + isin(s + t)

]

exp(i(s + t)).

og analogt fas for en kvotient

_ 4 isi _
exp(is) _ coss * isins _ . o(g - t) + isin(s - t)

exp(it) cost + isint

exp(i(s - t)).

Vi kalder derfor exp den komplekse eksponentialfunktion og

betegner den som den reelle med e .




Betragter vi nu to funktioner f, g , hvor f er lgsning
til differentialligningen f' - pf =0, og g er lgs-
ning til differentialligningen g' - gg = 0 , med

C.

, g € c® defineret pé‘samme5intérval I R . Da gal-
p -

der, at
(fg)' = gf' + £9' = g(pf) + f(qg) = (p + q) (fqg),

dvs. fg vil da vare lgsning til ligningen

o' -~ (p+qlo =20 .

Skal vi derfor 1lgse differentialligningen
¢' - (a + ib)p = 0 ,
sker det ved at lgse ligningerne
@ -ap=0 og ¢ - ibp =0 ,
da vil lgsningen til den oprindelige ligning blive produktet af

lgsningerne til de to sidste ligninger.

Vi far derfor, at den fuldstandige lgsning til ligningen

(D - (a + ib)D%)p = 0

ce(aﬂub)t ; Cc €C

bliver o(t)

eller w(t) ceat(cosbt + isinbt); ¢ € C .




REELLE FUNKTIONER

Afstandsméal.

Som man vil vide fra differential og integralregningen for
funktioner af &n variabel, er den ngje forbundet til granse-
vardibegrebet inden for de reelle tal sdvel med hensyn til
begrebernes formelle definition som med hensyn til de bagved
liggende ideer. Skal man ogsd for funktioner af flere reelle
vériable have et gransevardibegreb, md man have et afstands-

mal, som modsvarer numerisk vardi pd "den reelle akse".

Vi ser nu pa talrummene Rk, k€eEN, bestd8ende af alle talsat
X = (xl,xz, .o ,xk) af k reelle tal. Fra kapitlet om line&re
rum (vektorrum) har man bl.a. at Rk med "addition" og "multi-

plikation med tal" givet ved

Xty (Xl+ylrx2+y21 .o ,Xk+yk)

AX

(Axl,kxz, . ,Axk)

bliver et (reelt) vektorrum. P& et sddant rum kan vi definere

en norm.

Ved en norm i et reelt vektorrum V skal forstds en afbildning

-
i

| :V~R fastlagt ved:
(nl) |ix]| 2 0 for alle X€V, og
x|l =0 hvis og kun hvis x = 0

(n2) [iaxf = [M[|x]| for alle A€R,x€V

(n3) |ix+yll < lIxll + llyll for alle x,y€v.

Nir V er forsynet med en norm kaldes V et normeret vektorrum.

I vektorrummet R kan man umiddelbart se, at ||xl = [x|, og
omvendt kan man opfatte normen som en generalisation af be-
grebet numerisk verdi, Som eksempler p& normer i Rk kan nav-

nes, idet x = (X7, .. /%)



”5”1 = lxll + lle + .. + |xk!

”xllz V/x + x2 cee  + xi

1r
P19

= max{ixll,lle, .. ,kal}

oo

Her kaldes | |, for sumnormen, | H2 den euklidiske norm

og || {|. for maksimumsnormen.
o0

Man kan vise, at for alle p 2 1 er der defineret en norm i

Rk ved : 1

hxlly = (1xg 1P+ 1xy P v oo+ |xg 1P )P

kaldet p-normen. For p=1 stemmer den overens med sumnormen

p

og for p=2 med den euklidiske norm, og for hvert fast §€Rk
kan man se, at

lim {{x]_ = max{|x X ceee olx 1}

— IL‘“P {] llll 2.r r k!

hvilket begrunder | || for maksimumsnormen.

For k = 1 vil alle disse normer vare ens. For k = 2 oq

k = 3 er den euklidske norm den sadvanlige afstand fra
begyndelsespunktet i planen eller rummet, ndr man indfgrer
s@&dvanlige retvinklede koordinater oa dermed afbilder planen

eller rummet bijektivt pa R2 eller R3.

Eksempel : N3r man skal eftervise normbetingelserne (nl)-(n3),
er de to fgrste som regel simple at vise. Derimoed volder (n3)
- kaldet "trekantsuligheden"” - som regel noget besvar. Vi

vil nu vise (n3) for de tre normer | “l'” H2 og | |l_. pet
centrale punkt i beviserne er, at den numeriske vaerdi opfyl-
der trekantsuligheden, dvs at for alle i=1,2,...,k gelder, at

=, + vl s Ix; | + |yl

1

Nu fgrst for sumnormen fas, at

”§+XH1 = lxl+yl] + lx2+y2| + e +|xk+yk!

I o B Y R P 2% BT L S B b

Ixll, + Dzl




For maximumsnormen antager vi, at

mak{}xl+yl|, ,ka+yk|} = |xj+yjl
men da '
< 1
< max{lxll, .. ,|xk|} + max{lyll, . rlykl}
ses, at

Ix+yll, < W=l + Hxle-

Til slut vil vi for den euklidiske norm vise, at

‘ 2 2
(lxlty, + el p® 2 Ix+ryl
men da normen er positiv, fg¢lger trekantsuligheden umiddel-

bart. Da nu

2
2 2 2 2 2 2
<V[x + Xy + ..+ Xy + v/yl + Yo + ..+ Yy )

N T + y2
X . k Yl y2 ce yk

+ 2|xl||yl| + 2+x2|ly2l + ..+ 2]xk|!yk| + Rest (> 0)

‘ 2 2 2
= Uy dr Iy D7+ g l+ly, DT+ oo x4y DT + Rest (2 0)

2
[ 2 2 2
2 \v/(xl+yl) + (x2+y2) + .. + (xk+yk) .

Med noget mere regnearbejde kan man ogsa vise at enhver
p-norm, p>l, vil opfylde trekantsuligheden, men vi vil

forbigd det her.

Eksempel: Valger vi, at lx.l = max{lxll, . ,[xkl} kan vi

ved sammenligning af “i”l og [Ix[l, se, at

Il = Dxglolgle sl g Doy lela e oo +lxy]

it
~
*

i

Kzl -

videre er

2
bxlly, = byl = Vixg1? < s,
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Af x] + X, + .. +x < (le|+|x2{+ .. +[xk[)
ses endelig at ,
Ixl, < lxl,

Tilsammen viser det, at

I=lle < M=l < Ixlly 2 xlixl,

Lige som vi ud fra den numeriske vardi indfgrer intervaller
som omegne pa den reelle akse, kan vi benytte en norm til at
indfgre omegne i Rk. For ethvert geRk og ethvert r>0 define-

res kuglen K(g,r) med centrum a og radius r ved

K(a,r) = {x€R"| [x-all<r}

De f¢1geﬁde figurer viser i tilfeldet k=2 - altsid planen
forsynet med retvinklede koordinater - kuglen K(0,r) for
hver af de tre normer | lye My 09 0 1,

Vi f&r videre behov for at indfgre ngglebegreber, som i

tilknytning til den givne norm kan benyttes ved beskrivelse
. ok

af delmangder i R .

Er | || den valgte norm i RX, da skal en delmaengde A af RS

kaldes begranset, hvis der findes en kugle K(0,r), som inde-
holder A, dvs

Ir>0 : AcK(0,r)
hvilket i @¢vrigt er identisk med

3c>0Vx€ER : | x|l <c.

Er A en delmengde af Rk, da kaldes et punkt x€A et indre
punkt i A, hvis

Jr>0 : K(x,r)cA




Tilsvarende er'x_GRk et ydre punkt for A, hvis

3r>0 : K(x,r)ng\A (=Ca)

altsd at y er et indre punkt i komplementarmengden (A.

R

/

Et punkt EERk siges at vare et randpunkt for A, hvis det
hverken er et indre eller et ydre punkt for A, dvs, hvis

Vr>0 : ANK(z,r)#@ A CANK(z,r)+@. .

Enhver m@&ngde A giver sdledes anledning til en opsplitning

af Rk i tre disjunkte dele
o)

A : det indre af A

(cA)®: det ydre af A

3A : randen af A
hvor fx A° er defineret som mengden af indre punkter i A.
Mazngden }

A = AUJA

kaldes afslutningen af A

Et punkt 5€Rk kaldes et fortatningspunkt for A, hvis

Vr>0 : Ah(K(E,r)\{g})¢¢

dvs x behgver ikke at tilhgre A, men af definitionerne ses,
at ethvert fortatningspunkt vil tilhgre A, og at ethvert
indre punkt i A er et fortatningspunkt.

En mangde Gng kaldes &ben, hvis
G=G° eller GNIG=0.
En mangde Fng kaldes afsluttet, hvis

F=F eller OJFcF.




Med den terminologi indser man at en mangde AERk er aben

(afsluttet) hvis og kun hvis komplement®rmaengden CA er
afsluttet (&ben).

Eksempel: Vi betragter i R2 mangden

A = {(x,y)lx(x2+2x+y2) > 0}

Da der for (x,y)€A ma galde x*¥0 og da

x(x2+2x+y2) > 0 <=> (x+1)2+y2 > 1 for x>0

x(x2+2x+y2) > 0 <=> (x+l)2+y2 <1 for x<0

vil A altsa bestd af halvplanen x>0 og det indre af cirkel-

skiven med randen (x+l)2+y =1

8 Y

A

Man ser nu at A er &ben, og at JA netop er randen af cirklen

samt y-aksen.

Funktioner og gransepunkt.

Vi er nu i stand til at indf¢gre et granseverdibegreb (og et

kontinuitetsbegreb) for funktioner af flere variable.

. oK * . . .
Il | er en norm i R" og || || en norm i R'. En afbildning
= (£,,£,, .. ,fm):A’-Rm,AgRk kaldes en vektorfunktion, og
fl' .o 'fm kaldes dens koordinatfunktioner.

Hvis m=1 er f en reel funktion (af k variable), og under-

stregningen undlades. Videre vil vi for m=1 have, at

I=l* =[x

Vi definerer nu, hvad vi vil forstd ved en granse"verdi"
for £. Lad §O€Rk
lad £:A~Rm. Vi siger da, at f gidr mod a (eller har granse-

vere et fortaztningspunkt for Ang, oq

punktet a) for x gdende mod X, eller




f(x)»a for x-x_ = eller lim f(x)=a

XX
(@]

hvis det galder at:

Ve>036>0V§€A:0<H§F§OH<6 = || £(x)-all*<¢

Er m=k=1 og || x|l = ||x[|* = {x! for alle x€R, ser vi, at denne

definition er identisk med den vi kender.

Vi vil nu fgrst se, at dette gransepunkt er entydict bestemt.

En nemlig a og b to forskellige gransepunkter for £, nar
XX kan vi ifglge definitionen for ethvert ¢>0 finde et

6,>0 og 6§,>0 saledes at

2
1£(x)-all* < % for 0<| x-

1

| .
§0L<61

£

I£(x)-bl[* <5 for O<|x-x ll<6,

-

velges & = min{é,,6,}, har vi for 0<”§‘§0”\6' at

la-bil* IIE—_f_<3<_)+;(§)-9!!-*

< f(x)-al* + {£(x)-bli*<e

Da sdledes [[a-b|/*<c for alle €¢>0, m& det czlde, at

la-bli* = 0 eller a = b.

Af denne sa@&tning kan vi omvemdt konkludere, at hvis der
‘langs to forskellige kurver ind til X5 i A findes to
forskellige gransepunkter for £o’ sa har f intet granse-

Eunkt.

Vi far ogsad behov for ikké—begransede mencder, hvilket skal

betyde, at

vr>0 3x€A: (x| >r.

Herved far det mening at tale om X gdende mod uendelig. Vi

har nu fglgende tre definitioner:

En funktion f:AgRk siges at g& mod .a (eller at have granse-

punkt a) for x gdende mod uendelig, og skriver

f(x)-»a for x » « eller lim f(x) = a
=2 = i




hvis det gzlder, at

ve>0 3Jr€RVXEA: || x| >r = |[f(x)-a!l*<e

Lad 5C€Rk vere et fortaetningspunkt for Ang og lad f:2~R

vere en reel funktion. Vi siger, at f gdr mod plus uendelig

for x - Xs 29 skriver

£(x) » +o for x-x  eller lim f(x) = 4+
X=X,
hvis der galder, at

VbERIS>OVXEA: O0<|lx-x_[[<6 = £{x)>b.

En reel funktion f:A~R siges at ga mod plus uendelig, for

X gdende mod uendelig og skriver

f(x) » +o for X - o eller 1lim f(x) = +wx
xoe

hvis det gelder, at

VYbERIr€RVXEA: [|x[>r = f(x)>b.

Med disse fire definitioner pd granseovergange kan der
vises en rakke regneregler, der formuleres i to satninger.
Vi vil dog kun fg¢re et enkelt af beviserne (det svareste),

da resten kan vises endnu lettere.

Lad g,QERm og £,g:A~Rm. Hvis

f(x)»a og g(x)-b for x-x,

vil f£(x)+ g(x) - a * b.

Lad a,b€R og f,g:A~R. For enhver af granseovergangene

XX, 09 X > vil det galde at:

(1) Hvis f(x) ».a, g(x) » b da f(x)g(x) -~ ab

(2) Hvis f(x) = a, g(x) » b¥0 da f(x)/g9(x) » a/b

(3) Hvis £(x) » =, g(x) » £ o da f(x)g(x) -t

(4) Hvis f(x)-a#0, g(x) » + » da f(x)g(x)-+= for a>0

og f(x)g(x)--= for a<0.

Her ngjes vi med at bevise (l1). Da vi har k=1, arbejder vi

med numerisk verdi. Vi ser fg¢rst, at




|£(x)g(x)-abl = | (£(x)-a)g(x)+a(g(x)-b) |

A

lg(x)l1f(x)-al+lallg(x)-Dbl

Da g(x)-b. for x»x_, findes §,>0 og K>0 siledes, at lqg(x)I<K

for O<lx-x_l<é,.

Har vi nu £€>0, da f%ndes 62,63>0 saledes at

£

IE(x)-al< 5%

for O<lix-x_ li< &,

lg(x)-bl< Xl ae+1) for 0<H§f§ou< 63

Er nu § = min{61,62,63} vil det gzlde, at
€ €
If(_}g)g(§)—abl < K'ﬁ + lal- m—m < £

for O<lix-x_Il<6. Altsd galder, at

x |
Zo

f(x)g(x) - ab for x - X-

Kontinuerte funktioner.

Vi kan nu definere, hvad vi vil forst& ved kontinuerte

funktioner.

Lad ﬁ:AmRk,Ang og X €A. f siges at vare kontinuert i '

X
<o

hvis det galder, at

’ . - - *
ve>036>0VxEA: lIx-x Il <6 = WE(x)-£(x )H* < ¢.
Er dette ikke opfyldt, siges f at vare diskontinuert i Xg*

f siges at vere kontinuert i BcA hvis f er kontinuert i

ethvert punkt x €B.

Af de to s@tninger om gr@nseovergange kan vi umiddelbart

vise fglgende s@tninger om kontinuerte funktioner.

Hvis £:A~Rm,g:B~Rm, hvor Ang ogﬁBng, er kontinuerte i

,EOEAOB er funktionerne f+g og f-g ogsd kontinuerte i Xq5-

Hvis f:A~R,g:B~R, hvor Ang 0og Bng er kontinuerte i

§O€AﬂB, er funktionerne f+q, f-g, fqg og f/qg (hvis g(§o)¢0)

ogsd kontinuerte i Xoe
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Endelig vil vi vise fglgende satning om sammensatning af

kontinuerte funktioner.

Exr ACkaéquCRm samt _er f:A~B kontinuert i ECEA oq g:Ban

kontinuert i £(§O)EB,,da er den sammensatte funktion goﬁ:A~Rp

kontinuert i x .

Lader vi || lI' ve@re en norm i Rp, kan vi da g er kontinuert
se, at der til ¢>0 findes et 6,>0 sdledes, at vi for y€rR"™
far o

Hz-ﬁ(ﬁo)ﬂ*< 61 = Hg(x)-g(ﬁ(ﬁo))ﬂ‘< €

Da videre f er kontinuert i X findes der svarende til 61

k

et 6>0 sdledes at vi for x€R" far

Ix-x_ <6 = NE(x)-£(x))lI*<6;

Sammenholdes nu de to betingelser f&s, at med §€Rk er

Ix-x_ <6 = Ng(£(x))-g(£(x,))II"'<e,

dvs gof er kontinuerte i x_.

I alle de satninger og definitioner, vi har formuleret, har
k

vi arbejdet med "normen" I I i RY, I II* i R" osv. Vi har

altsa formuleret os uafhzngigt af hvilken p-norm vi velger
i Rk
lente, hvilket betyder, at for to forskellige normer I I, I II'

i R¥ findes «,B8>0 s&

osv. Dette beror pa, at alle p-normer i Rk er zkviva-

allxll < Ixl' < Blixl
for alle §€Rk.
Vi viste i et eksempel, at for | “l’ Il H2 og I Il gelder
k

for alle x€R

hxil, < Uxll, < Nxl; < kilxll < klixl,.

Dette viser, at disse tre normer er parvis &kvivalente.

Det betyder, at de satninger, vi kan vise med den ene norm,
vil ogsd& vere gyldige med en af de andre normer, oag man kan
derfor i en given sammenh#ng valge den norm, det er nemmest

at arbejde med.




k
Eksempel: Betragter vi "projektionsafbildningen” pj:R ~R
givet ved
p.(x) = x for x = (xl,x2, ce X))

j = j = k

ser vi, at pj er kontinuert, idet
. -p. = =X ) < -
ij(i) PJ({O)I li xojl hx-x_H,
dvs til hvert £<0 valger vi 6=¢, og da f&r vi, at
“i‘io”m < £ = lpj(i)'Pj(io)l < €.
. . . m k m
Betragter vi nu de to afbildninger f:A~R,ACR og pj:R ~R

da vil koordinatfunktionen fj blive

f. = p.of
3 J -
og af det forrige ser vi, at hvis f er kontinuert, er ogsa
fj kontinuert for j=1,2, ... ,m. Vi kan ogsd let vise det
modsatte. .Dvs vi antager, at_fl,fz, ,fm er kontinuerte.
Der findes sdledes til hvert £>0 et 6>0 s& der for j=1,2,..m
gelder
Ix-x <6 = |£f (x)-f, (x )l<e.
- =0 i— j —o
Har vi 1 Rm valgt maksimumsnormen, ser vi, at
NE(xy-£(x )M, = m;_ax{ lfj (x)-£,(x,) l}<e
dvs f er kontinuert.
, , 2 2
Eksempel: Skal vi nu afgegre om funktionen f:R ~R givet ved
. 2, 2
fi(x,y) = (sin(xy),ln(x"+y"))

er kontinuert, kan vi fx se, at sin{xy) er sammensat af

lutter kontinuerte funktioner og derfor selv kontinuert,

. . 2
ifplge de foregaende satninger. Ligeledes er ln(x2+y ) kon-

tinuert, ndr (x,y) *% (o,0)s og derfor ogsd f nar (x,y) #*

Man kan imidlertid ikke altid ved hjalp af disse satninger
afg¢ré'om en given funktion er kontinuert eller har en
grensevardi. Er f =R2\{(O,O)}~R givet ved

2 2
X

ooy = 5
x“+y
kan vi for (x,y)#(0,0) let se, at f er kontinuert, men for

(0,0) er spgrgsmilet uafklaret, da navneren bliver 0. Da

(o0,0).



imidlertid ogsé& talleren er 0, m& vi foretage en ng¢jere
undersggelse. I en sadan situation md@ man normalt gd helt
tilbage til definitionen pa& granseverdi og kontinuitet.
Da f er 0 pad sédvel x- som y-aksen, er det na®rliggende at
gette pa, at

lim £(x,y) = O
(x,y)-(0,0)

Derfor ser vi pa

2 2 2,.2,,.2, 2
lf(x,y)-0) = =¥ _ < (x7+y7) (xT+y")  _ x2+y2
' w24yl 2, 2
x +y X +y

dvs for | (x,y)-(0,0)ll2= V x2+y2 -+ 0 wvil ogsé x2+y2 - 0,
dvs f er kontinuert i (0,0) med verdien O.

Eksempel: Funktionen g:Rz\{(0,0)}ﬂR givet ved

Xy
X +ty

g(x,y) =

er 0 pa begge koordinatakser, men ved at udregne f£fx

glx,x) = XX X
2 2
X +x 2x

D[

"(dvs g langs linien y=x) kan vi se, at

lim g(x,x) = %
x-0

Da imidlertid
lim g{(x,0) =0

x-0

kan g ixke tillzgges en graenseverdi i (0,0).

Eksemplet illustrerer, at man kan benytte grensevardien

langs udvalgte kurver til at modbevise kontinuitet eller
grensevardi i et punkt. Disse overvejelser er derimod ikke
tilstrzkkelige til at bevise kontinuitet. Her skal benyttes
resonnementer analoge til de, der blev benyttet pa funktionen

2.2
X

f(x,y) = _7—15 .
X +y




Da omegne i R2 - forsynet med den euklidiske norm - er
cirkler, vil en gr@nseovergang i R2 betyde, at radius
(i en cirkel med centrum i gransepunktet) vil ga& mod O.
Indfgrer vi derfor de pola@re koordinater

X = X + rcosv, y =y, + rsinv
(hvor gransepunktet (xo,yo)=(0,0) i det aktuelle eksempel),
skal vi blot finde

lim f£(x,y)

r-0 2 2
ndr v varierer tilfeldig. Anvendt pad f(x,y) = —%—Xi far

. x“+y
vi at
2 2 2...2
r°cos“v rsin‘v
f(x,y) =

r2(coszv+sin2v)
= rz-(cosv sinv)2.

Da lcosv-sinvi< 1l for alle v og r2»0 for r-0 f&r vi (natur-
ligvis) at

lim f(x,y) = 0
-0

Eksempel: Er funktion g:Rz\{(0,0)}ﬂR givet ved
. 2y?
g()SIY) = > 2
x“+y

vil vi undersgge, om g har en gransevaerdi for (x,y)—(0,0).
Ved brug af polzre koordinater er
2 2 2 .2
r cos v - r sin v
r

It

cos2v
men da cos2v€[-1,1], nar v€[0,£] vil g ikke have en granse-

verdi i (OIO)'

Denne overgang til polare koordinater kan naturligvis kun
benyttes i R2 - med den euklidiske norm. Har man en funk-
tion f:R3~R, kan man tilsvarende benytte overgang til kugle-

koordinater eller rumpolare koordinater

rsinu cosv

X

Yy
z

rsinu sinv

rcosu

hvor r>0, u€[0,n] og ve€[0,2n]




4.4 Differentiable funktioner.

I dette afsnit vil vi indfgre differentialregning for
funktioner af flere variable. Vi ser pa funktioner f:2~R, ASRk
eller . )

f(x) = f(xl,xz, .o ’Xk) »  XEA.
N&r intet ander er navnt benytter vi den euklidiske norm
i Rk. Vi vil i fl®ng kalde elementerne i Rk for punkter

eller vektorer.

Er nu X5 et indre punkt i A og v en enhedsvektor (dvs
vli=1) vil vi beskrive hvordan f @®ndres, ndr x flyttes fra
X, i vektor y's (eller -v's) retning. N&r x er et indre

punkt

I<

findes der et r>0 slledes, at
k
{yer"|lly-x _ll<r} ca,
og derfor vil "liniestykket" §o+hX€A blot |hl<r. Da er
funktionen

g(h) = f(x_+hy)

af en variable defineret i en omegn af punktet h=0. Herved
kan vi pd baggrund af vores kendskab til funktioner af en
variable indfgre fglgende definition:

Hvis g(h)=f(§o+hg) er differentiabel i punktet h=0, siges

f at vere differentiabel i v's retning i Xor_0g differen-

tialkvotienten g!(0) kaldes den afledede og f i v's retning

i X4r_09 betegnes f'(x;v).

Hvis f er differentiabel i v's retning i x_ , er f ogsd dif-

o}
ferentiabel i -v's retning i X, °9



£l (x i-v) = ~£'(x_;v)

Disse afledede af f kaldes kort de retningsafledede.

Hvis f er differentiabel i x's retning i Xor har vi at

g(h) - g(0)
g'(0)h + 0(h)

f(gofhg) - £(x,)

= £'(x_3v)h + 0(h)’

dvs for sm& h kan vi ved praktiske formdl erstatte f(x +hv)

med f(§o) + f'(ﬁo;z)h. Dette vil vi vende tilbage til.

Er e;=(1,0, .. ,0), €,=(0,1, .. ,0), ... g= (0,0, .. ,1)

basisvektorer i Rk, og er f:A~Rk differentiabel i gi's ret-

ning i a=(ay,a,, .. 18, ) siges f at vare differentiabel med

hensyn til xi'eller i xi's retning i a og den retningsafle-
dede f'(aje;) kaldes den partielle afledede af x. eller den

partielle afledede i xifaksens retning. Den partielle afle-

dede betegnes p& en af maderne
' of
fx‘ (E) r 8X. (E) 7 Dif (E) .
i i
‘a'et kan udelades, hvis det af sammenhangen fremgdr, hvilket

punkt det drejer sig om.

Af definitionen ser vi, at
g(h) = f(§+hgi) = f(al, "’ai—l’ai+h’ai+l' ..,ak)

dvs at f er differentiabel i a med hensyn til x,, hvis og
kun hvis g er differentiabel i h=0, og er

gi(x) = f(al, ce By _1rXs@5 g0 . ,ak)
er g; differentiabel i x = a;. Og sdledes bliver

of _
-a—x—i(g) = g;(aj).

populart sagt gdr partiel differentiation ud pa at differen-

tiere med hensyn til &n variabel og at opfatte de g¢gvrige

som konstante.



Eksempel: Vi ser pa funktionen givet ved, at
f(x,y) = sin(xy) + 1ln(y-x)

(x,y)€EA, hver A er den ved y>x bestemte &bne halvplan. Er.
(a,b)€A, fa&r vi, at
gl(x) = sin(xb) + ln(b-x); x<b

ngy}'= sin{ay) + 1ln(y-a); y>a
For 9, og 9y kan vi nu udregne

gi(a) = bcos(ab) - —

gé(bi = acos (ab) +

Da er £ differentiabel i hele A og for ethvert (x,y)€A er

_a_-f_—:——’— fele)=] (x ) - L
ax Y Y y-X
Af 1

§§ = XC?S(XY) + v-%

Hvis f:A~ﬁ har partielle afledede med hensyn til X ia
for alle i=1,2,..,k, og hvis dette gelder i alle punkter
a€A, siger vi kort, at f har partielle afledede af fgrste

orden i A.

Har f nu partielle afledede af fgrste orden i m@ngden UcA,
og er a€U, vil vi hvis funktionerne

%ﬁT:U~R i=1,2, .. ,k
1

har partielle afledede af fgrste orden i a, sige, at f har

partielle afledede af anden orden i a. Den anden afledede

betegnes pd en af fglgende méder

£ (&) , <2f _(a) , D.D.£(a)
x.x, — " 93x,0x ="' joiT =t
i i3
Disse tre symboler skal lases sdledes, at man fgrst differen-

tierer med hensyn til X, ©0g dernast med hensyn til xj .

Hvis specielt j=i , kan man ogsa benytte betegnelserne

02f 2
£2 (@ (a) . D f(a) .
i? Bxiz

Vi kan undlade a , hvis det af sammenahngen fremgar, hvilket

punkt det drejer sig om.



Eksempel: Fortsaztter vi med funktionen fra f¢r givet

Veé g({x,y) = sin(xy) + 1ln(y-x) 7 ¥Y>X
bliver
2
o7 f -y%sin(xy) - 1
ax? . (y-x)2
2
0" f = -xzsin(xy) N S
dy? | (y-x)2
N2
9" f = cos(xy) - xysin(xy) +
Ixdy (y-x)?
2
o f = cos(xy) - xysin(xy) + .
dydx R (y-x)?

Her ser vi, at de to sidste linier er identiske,
dvs at resultatet er uafhangigt af, hvilken rakke-

folge der differéntieres i.

Vi vil straks fortsatte med at vise, nhvorndr differentiations-

rekkefgplgen er underordnet:

Hvis f:A~R har kontinuerte partielle afledede af anden orden
i den abne m@&ngde A , da vil for alle x €A o9 alle
i, je{1,2,...,k} gelde, at
R ) =)
Vi gennemfgrer beviset for ASR? , og er 1i=j , er der intet

at vise. -

Vi vil fgrst vise, at der i det indre af enhver mengde

[axrbllx[az(bzlgaA findes punkter
(EIIEZ) og T_] = (nlan);

Y
[

sdledes at
. fn (E) = fnn (T]).

X1X2 =2 X2X1



Med S betegnes stgrrelsen

S = f(b1,b2) - £(bi,az2) - £(ai,bz) + £(ai,az) .

Vi betragter fgrst funktionen g, : [ai,b1] - R givet ved

g1 (x1) = £(x1,b2) - £(x1,a2) ,

der udtrykker forskellen mellem vardierne af f i punkter
pd ¢vre og nedre vandrette side af I med samme abscisse x; .
Det fg¢lger umiddelbart, at der galder

S =gi1(b1) - gi(a1) .

Funktionen ¢g; er differentiabel med den afledede

g1 '(xy) = fx;(xl,bz) - fx;(xl,az). Ifplge middelvaerdisat-
ningen findes et £; € Ja:,bi1l , séledes at

S =4g:1'(€1) (b1 - a1), altsa

S = [fx;(ﬁlpbz) - fx;(gllaZ)](bl'al)o

Vi betragter dernast funktionen fx;(Ex,Xz) , X2 € [az,b2] ,
altsd restriktionen af fx; til det lodrette liniestykke fra

(ElraZ) til (ElrbZ) -

Denne funktion er differentiabel med den afledede f;lxz(ézrxz) .

Ifglge middelvaerdis®tningen findes et &2 € las,b2[ , séledes
at

£ '(€1,b2) - £ '(€1,a22) = £ (£1,82) (ba-az) .

X1 X1 2

X1X
Vi har dermed
(*1) s = f" (£1,8£2) (b1-a1) (b2=-az) .

X1X2



P4 samme méde viser man, at der findes et

(n1,n2) € la,,b1l x laz,bal séledes at

(*2) s = £2 _ (n1,n2) (br1-a1) (bz-az) .
X
bl 2 (a,,b,) (b, by)
2
....... (gong) !
a -
2 .
'(a,,az) »(bl‘,a2) |
G’ . ) b/ x]

Af  (x1)  og (*2) f¢lger dernast, at

fix, &) = fzle(ﬂ)"hvor §;= (EIIEZ) og n = (ni,n2) begge til-

hgrer I . ' ,

Lad nu 50 vere et vilkarligt punkt i A, og lad ¢ vare et

vilkarligt positivt tal. Da f£" og f" er kontinuerte
X1X2 X2X1

i punktet Xy findes der et § € R, . sdledes at

n - " -
| £ 1x2(5) £ ixa (x,)| < e for lIx = x Il <$

Oog . n - n V -
lfx X (x) fxleﬁ(io)l <e for |lx - x |l <d.

Da A er aben, finder der endvidere en mangde
I =[a,,b;] x [az2,b2z] €« A, hvis diameter er mindre end §
og for hvilken X, € I . Ifglge det foregdende findes der to

: o " = "
punkter £ og n i I, sa;edes at fx1x2(§) fxle(n) .

Vi har derfor

[£" (x,)-£" (x,) I<I£" (x )-£" (g) I1+1£7 X1 (n)-£" (x,)1<2e .

X1X2 X2X]1 =0 - X1X2 —0 X1X2 = 2 X2X)

Da € er vilkadrlig, fe¢lger det, at

"’ - "
fxlxz(io) fx xl(-)-(-o) ‘



Fgpr vi skal definere en differentiabel funktion af flere
variable, skal vi lige repetere fra gymnasiet, at £ er
differentiabel i xO€R, hvis
Af f(x + Ax) - f(x )
0 0

—_= - a for Ax-0 .
Ax Ax

eller at
Af = f(xo+Ax)—f(xO) = aAx + Axe (Ax)

hvor e(Ax)-»0 for Ax - 0 .

Det fgrste led aAx er lineart i Ax . Dvs at £ er diffe-
rentiabel i X, er ensbetydende med, at der findes en line&r

afbildning T:R~R saledes, at

Af = f(xO+Ax)-f(xo) = T(Ax) + Axe (Ax) .

Fra afsnittet om lineare afbildninger ved vi, at enhver line&r

afbildning T:R*~R vil vare pa formen
T(x) = ay1 + ay2 + ... + akyk
for alle XGRk , dvs at der til en given linear afbildning T

netop findes de k reelle variable 1,820+, . Vi har nu

fgplgende udvidelse af begrebet differentiabilitet til funk-

tioner af k wvariable.

Lad X, Vvere et indre punkt i A€Rk .

En funktion f:A~R siges at vere differentiabel i X, hvis
der findes en linear afbildning T:kaR sdledes, at der for
X,tAx€A galder

Af = £(x +8x)-f(x ) = T(8x)+c(ax)lox|l

hvor €(ax)20 for Ax-0 .

Vi indser fe¢rst, at hvis f er differentiabel i 50 , er f£

kontinuert i ﬁo .

Da T er kontinuert, vil T(Ax)-»0 for Ax-»0 , og sdledes vil
f(x +ax)-f(x ) = T(Ax)+e(ax)lax|| » 0+0-0 = 0
for Ax-0 , dvs

f£(x +ax) » f£(x ) for Ax-0 .



Dernast vil vi kade T sammen med de partielle afledede

gennem s@tningen:

Lad f:A~R vare differentiabel i §OEAO og lad

£(x +ax)-£(x)) = aibxat ... +a, Ax, +e (8x) |laxi] ..

For enhver enhedsvektor v=(vi,..., v,) er £ differentiabel
i 'v's retning og '

Specielt har f partielle afledede af fg¢rste orden i .
o9

9f | -

5;1 (50) =a, . i=1,2,...,k .

Da erAo, findes 6>0 , sé& xo+hv€A for I|hl<§ . Da bliver
£ s Y

for |hil<é

f(x +hv)-f(x ) ay (hvy)+...+a, (hv )+e(hy) I1hy ]

h(a1V1+. . o+a

Il

ka)+€1 (h)l hi

Derfor er

= .o + —_
ayv,+ +akvk €1 (h) h

h
- a1v1+...+akvk for h-0 .
Af setningen har vi altsd, at hvis f er differentiabel i

XOEAO, har £ partielle afledede af fgrste orden i X, og

_ 9f of
f(§O+A§) £(x,) = §§T(50)AX1+"'+ 5;;(50)Axk+e(A§)llA§II

Det ville vare narliggende at formode, at hvis omvendt f har
partielle afledede af fgrste orden i X, v da er f differen-
tiabel i x . Dette galder imidlertid ikke, som fglgende ek-
sempel viser:

Eksempel: f£:R2~R er givet ved, at

for y=#0

0 for y=0




£(h,0)-£(0, -
ag )hf(O 0 _ 5 og f(O,h)hf(0,0) -0

slutter vi, at f har partielle afledede af fogrste orden 1

(0,0) og

of af

'3—;(010)" 0 ’ W(OIO) = 0 ]
2 2 4 1
Langs parablen y=x", x%0 far vi, at f(x,x") = —iz =35
9 1 2%
lim f(x,x" ) = 5 mens f£(0,0) = 0.
x-0

f er sdledes ikke kontinuert i (0,0), og derfor heller ikke

differentiabel.

Eksemplet viser sdledes, at blot eksistensen af samtlige
partielle afledede i x  ikke er nok til at sikre differen-
tiabilitet i Xoe Der skal endnu en forudsatning til, hvilket

fgplgende sa@tning viser.

Hvis §O€Ao,Ang, hvis f:A~R har partielle afledede af fgrste

orden i en omegn UcA af X, 09 hvis de alle er kontinuerte i

X , da er f differentiabel i x .
~0 =0

Vi gennemfgrer beviset for A§R3, da princippet i bevisgangen

trader klarere frem her. Vi skal altsid vise, at

_ of of

Faorax) -£(x,) = 53 (%) ax) + 53 (%) 8%
+ 25 (x )ax, + &(ax) Ax!

9x4 =0 3 =/ aesd

Da_EOEU, findes 6>0, s& §O+A§€U for llAaxll<é. Vi indfgrer

X ved

nu punkterne Xx X3

1 X2

X) = (X51¥8%1,X 50X, 3)

Xy T (R ¥8%) i Xy thxy X y3)
X3 = (xol+Axl,x02+Ax2,xo3+Ax3)
dvs X3 = §O+A§. Nu er vektorerne §3—§2, XX X17X%,

akseparallelle, jfr. figuren




Vi kan omskrive f(x +Ax)-f(x ) sdledes, at

E(x FAX)-E(x) = (£(g)=£(x,) )+ (£(xy) £ (x1))+(E(x))~£(x))

Af middelvardisetningen for funktioner af &n variabel f&r
vi, ‘at der pé llnlestykket mellem X571 ©9 X, i=1,2,3 findes

et EI saledes, at

£(x,) £ (x, of

= * i =
l_l) Bx (x )Ax , 1 1,2,3

og for Ax-»0 vil 5;*50’ ‘Da vi har antaget, at de partielle
- afledede er kontinuerte i x_ féar vi videre, at

35 (x}) = afl(x ) + &, (Ax)

hvor 51(45)*0 for 4x-0.

Alt i alt giver dette, at

3 3
_ 5 of
f(§°+A§)_f(§°)-_l£ 3——(X0)Axi+izlei(A§)Axi
Settes endelig
Ax Ax Ax
e(AX) = &, (Ax) ——T—+ £, (AX%) —-——|—+ €4 (Ax) W
vil €(ax)-0 for Ax-»0, og da er
> af
f(x tax)-£(x) =l£ Bxl(x )ax, + e (ax) axll ,

hvilket netop viser, at f er differentiabel i X5



Betragter vi igen punktet §O€Ao og er EERk valgt saledes,
at x +h€A, vil vi, ndr f er differentiabel i x, kunne
skrive

f(§o+h)—f(§o) = T(h)+¢ (h) llhll

hvor

of of

of
-_— + =—(x )h, + .. +
axl ax2 =o0’'""2 axk
Den line®re afbildning kaldes differentialet af f i X
og det betegnes ofte df(iouﬁ)' N3dr det af sammenhangen

fremgar, hvilket X0 der er pé& tale, udelades dette, og

T(h) = 4=—(x_)h

o' 1 (Eo)hk

man skriver blot

of aof of
df = =— h, + =— h, + .. + s— h, .
8x1 1 sz 2 6xk k
Betragter vi projektionsafbildningen pj(g) = xj , er den
differentiabel for alle x , da

pj(§o+g)-pj(§o) = hj
dvs. dpj=hj ; men hvis vi identificerer Py med sin
funktionsvardi xj , far vi dxj=hj . Derfor kan differen-

tialet ogsd skrives

_ of of Jof
daf = 3}; dxl + 3;; dx2 + ..+ 5;; dxk

der blot er en symbolsk skrivemdde for det oprindelige
udtryk. (Af df kan man ogsa se, at vi ikke l&ngere kan
"dividere over med dx" for at fa differentialkvotienten)

Har f ogsé@ kontinuerte partielle afledede af anden orden,

kan man pd tilsvarende mdde indfgre det andet differential

af £ i 50 ved

d2f
L ox ox, Xo) by
1 4=1"71i"77

[ e -

2
d“f (x:h) =

i

og som for det fgrste differential kan dette skrives kort

som
k k 2
a%f = 1 1 2% gx.ax,
9X,0X. 1 3

i=1 j=1 %4
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Efter tilsvarende retningslinier kan man ogsa& indfgre det
n-te differential, men da vi i det fglgende ikke vil fa

brug for det, skal der ikke ofres mere tid og plads her.

4.5 Kadereglen.

Derimod vil vi fortsatte med reglerne for, hvordan man
differentierer funktioner af flere variable. For funktio-
ner af é&n variabel kan man differentiere den sammensatte

funktion
(fog) (t) = f(g(£f))

hvis begge funktioner er differentiable, og

-4

d — d
Fe(f09) (£) = 55 £(w) - 3% g(t)

hvor wu=g(t) . Denne "regneregel" kan udvides til funktioner

af flere variable og hedder kadereglen.

Hvis nu vi har den reelle funktion f(§)=f(xl,x2, - ,xk);ﬁEA,
og hvis hver af de variable igen er en funktion af &n vari-
abel dvs ,

xl=¢l(t), x2=¢2(t), e xk=¢k(t), |

For alle i antages ¢i at vare defineret pa samme interval

ICR, og vi mé& forudsatte, at
g(t)=(¢l(t),¢2(t), . ,¢k(t))€A
for alle t€I. Vi kan nu for F=fo¢:I~R vise, at

Hvis ¢l’¢2’ -e 4, er differentiable i tOEI og f:A~R er

differentiabel i §o=g(to)€A, da er F=fo¢ differentiabel

i tO med differentialkvotienten

ey = iy BF y yo
F (to) = 3;1(50) ¢l(to) + ... + axk(§O)¢k(to).

Vi gennemfgrer beviset for k=3. Da f er differentiabel i Xyt

er

- = 3£ L 3f
Bz rax)-£{x,) = Bxl(ﬁo)Axl * axz(ﬁo)sz + 8x3(§o)Ax3

+e (Ax) Naxl .

O



Svarende til At#0 indfgrer vi

A¢i = ¢i(to+At) - ¢i(to) i=1,2,3
og tilsvarende
Ag = Q_(to +At) - i(to) = (A¢11A¢21A¢3)-
Med denne nomenklatur har vi
F(to+At) - F(to) = f(g(to+At)) - f(g(to))
= f(g(to)+AQ) - f(g(to))
=3 (x )a 3~—<x ) A0
ax 1 9X 2
+e (A9) llagll
og for At+0 bliver
At Bxl =0’ At ax2 =0’ A
A
* ey gE + e lae) 1GE

3

Da ¢l,¢2,¢3 er differentiabel i to’ vil

med i = 1,2,3 , og videre vil

A¢l.

= ¢i(to) for At - O

At

| HAgHI < 3,max{

At

(@a lxll, < klixl_).

2|, [z20)
At

R 3.max{|¢i(to)|,|¢§(to>|,|¢§(to)|}

€ (Ad)~0 for At-0. Dette giver alt i alt, at

a(AQ)”AQJI -+ 0 for At-0, og da er

F(t_+At)-F(t)) af

At

for At - 0

X
~o

Yo (€ )+

HAQL

of

8x3

(§O)A<b3

Da endvidere A¢-0 for At-0, vil ogsa

of .
+§§§(§O)¢3(to)
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Skriver vi y for bdde f og F=fo¢ og Xy for ¢i’ kan reglen

ogséd skrives

;)y Xm ﬁy ka
= — =+ ... —
ox: | dt * x, " dt

20

og man siger, at man fir differentialkvotienten af
y = F(t) = f(¢l(t), ee 10 (1))

ved at differentiere gennem Xyr o0 1 Xy hvor xi=¢i, i=1,2,..,k.

For k=1 genfinder vi reglen for differentiation af sammensat

funktion.

Eksempel: Vi vil nu udregne den afledede for t=1 af

2 4
f(x(t),y(t)) med f(x,y)=xy , xX(t)=t"+1 , y(t)=t -t.
Svarende til to=l fads (xo,yo)=(2,0), og forudsatningerne

i~satningen er klart opfyldt. Nu er

o -1
f;(xfy) = yxy ; f;(x,y) = x¥1nx
x'(t) = 2t ; y'(t) = 4t3—l

og derfor bliver
f;(Z,O) = 0 ; f;(Z,O) = 1ln2 ; x'"(l) = 2 ; y'(1l) = 3

Ogl
F'(l) = 0-2+31n2 = 31n2.

Resultatet kunne ogsa vare fremkommet ved logaritmisk

differentiation af
. 4
F(t) = (£2+1)% ~F.

Kadereglen kan naturligvis ogsa udvides, sdledes at

¢l, .. ’¢k kan vere funktioner af flere variable, idet de
partielle afledede jo udregnes ved at "holde" de gvrige
variable fast. Er nu f:R3~R differentiabel, og er de tre
variable x,y,z:RzaR ogsa differentiable, vil den sammen-

satte funktion
f(s,c) = £(x(s,t),y(s,t),z(s,t))

ogsd vare differéntiabel, og



of _ 3f 3x  3f 3y , 3f 3z
3s _ 9x 9s | 3y 9s T 3z Ts
of _ of 39x , df 3y , 9f 9z
ot ax ot dy dt dz ot

Bemerk, at vi her benytter det samme symbol "f" for de to

funktioner.

Som ekseméel pa brugen af kadereglen vil vi gennemregne

nogle eksempler, hvor man benytter overgang til polare

koordinater.’
Eksempel: Polare koordinater.

Som udgangspunkt har vi, at vi ¢nsker at lgse den partielle
differentialligning

xz' + yz' = 2 x>0.
X ¥ y !

Denne kan- lgses, hvis man i stedet for (x,y) benytter de
polare koordinater (r,v) givet ved

X = YCOSV ’ y = rsinv
Det betyder, at hvis z=f(x,y) er en formodet lg¢gsning, bliver
den med de polare koordinater til

z = £(x,y) = £(r(x,y),v(x,y))
og man skal derfor tilsvarende andre differentialligningen
til en ligning i (r,v). Da nu

2; = z;-r; + z&-v;

(*)

z' = z2'exr' 4+ z'.v'
y r y v Yy

fdr vi brug for r og v som funktioner af x og y, dvs fx

r2 = X2+y2 ; tgv = ¥
X
. nu ] 1 ¥ ’ .
og vi kan udregne rx,ry, v, °9 vy Som eksempel ex
2rr' = 2x dvs r' = = og
X X r
1 ' Y r? y
5 V. T T eller 3 v; = - 5 eller
cos v x X X
r2v' = -y dvs v!' = - Y



Tilsvarende bliver
A 4 v -
r - og v

y ' Y r?

Vi kan nu opskrive (*),

2t = X o0 X Lo
X r r 2 v
r
X
z' = L 50 4 X z'
y r 'r 2 v

r

Indsatter vi det i differentialligningen, far vi, at

.)_(. ' _.Y_ 1 Y ' X ' =
x(r zr > zv) + y(r z + > zv) z
r X
Xty ' XY Xy " -
Y + o« 2 2) z2y ¢ %
r r
eller rz' = 2z
. r

Vi har nu en differentialligning, som kun indeholder diffe-
rentiation m.h.t. én variabel, -dvs vi skal l¢gse en differen-

tialligning af formen
t-g'(t) = g(t)
der jo har l¢gsningerne

g(t) = ct , CER.

Da imidlertid z(r,v) er en funktion af to variable, kan
Yonstanten ¢ betyde.en funktion c¢(v), der er konstant i for-
hold til differentiationen m.h.t. r, dvs den fuldstandige

lasning til ligningen rz; = z bliver

z(f,v) = c(v)r

eller hvis vi genindferer x og y

z(x,y) = Vx2+y2-c(tg%9 = le+(%)2-c(tg§)

eller hvis funktionen F er

F(u) = l+u2 * c(tg(u))

z{x,y) = xF(%) , x>0




som lgsning p& den partielle differentialligning

xz; + yz; =z , x>0.

Man kan ogsa vare interesseret i at udtrykke Laplace opera-
toren

2 2
Az d°z 9z

3x2 3y2

i polere koordinater. Her far vi altsd behov for at udregne

de anden afledede af funktionen z = f(x,y) = flri(x,y),v(x,y))
ved brug af kadereglen.

Har vi nu de oprindelige udtryk for z; og z§ fra (*) kan vi

udregne f£fx

2" = é—(z') = 2—(z'~r' + z'-v!')
X dy ' r “x v X

Xy dy

3 ' ' 1 n 3 ' ' Yo"
- W(zr)rx *oz rrxy + -Fy(zv)vx * zvvxy

" r 1] "
rr'y rv

= (2 v')r' + z'r"
Y X

r xy

+ (z" xr' + 2" -v')v' + z'v"
vr 'y Vv ¥y X vV Xy

dvs

z" = z'r" + z'v"™ + z" r'r' + 2z (r'v'+r'v') viv'.
Xy r xy v Xy rr x'y rv xy 'y X vV X Y

@nsker man at udregne z;X eller z;y kan x og y blot erstatte

hinanden i ovenstdende udtryk . Vi skal nu udregne r;X, r;y,
V;x og v" . Fx bliver 2
Yy r -yr' r - - 2 2 2

rro= ey = ) - Y - — ==X - X

vy oy Ty 9y 'r r2 r2 r3 r3
og t

V" = a_(V') = a__(__}_(_) _2xr _ 2Xy

vy Yy ' ¥ Ay r2 r3 r4

Tilsvarende bliver

y2 2xy
" = L_. " =
rxx 3 °9 Vxx 4
x r
og dermed far vi, at
y2 2xy x2 -2xy y2
" = V' 2 ] " - " " L
Zxx r 73 + 2y 4 Zyr T2 + Zrv 3 * Zvv 4
r r r r r
2 2 2
nooogr XL I2XY L w Y, e 2XY L w0 X
Yy r 3 v 4 rr 2 rv 3 vv _4
x r r r r



Ved addition bliver

l + zll

v = + =—_ z"
r r rr .

' 1
Az = 2z 5 2oyt
r .

Som vi s& paé side 76 , er

f(zc_o;i-h)‘- f(x,) = df(x_,h) + &(h) lhl

hvor € (h)-»0 for h-0. Dette viser, at differentialet df for
smd h vil vere en god tilnermelse til funktionsdifferensen

Af = f(§O+h) - f(io)' '
Dette forhold kan ofte med fordel benyttes ved usikkerheds-
beregninger, hvilket vi skal se i et eksempel 1idt senere,

men fgrst skal vi fors¢gevat give en geometrisk tolkning

af differentialet
of | of of

df (x ,h) = 5§l(§o)hl + oAz (x)hy + o0+ 52 (x)hy .
' A 2 k
For overskuelighedens skyld_vélger vi f:R2~R og s&tter
§O=(a,b) og h=(x-a,y-b). Vi ser, at den lineare afbild-
ning

g(x,y) = f(a,b) + df((a,b), (x~-a,y-b))

£(a,b) + §3:(a,b) (x-a) + §(a,b) (y-b)

beskriver en plan gennem punktet (a,b,f(a,b)), og den kaldes

tangentplanen til f i punktet (a,b,f(a,b)).

(a,b,f(a,b)) h=x-a

Generelt beskriver differentialet df tangenthyperplanen til

funktionen f i punktet (x_,f(x))).



Eksempel: Vi skal bestemme tangentplanen til fladen
2 2
z=2x2—y2 i punktet(2,3,-1). Med f(x,y)=2x -y er
_ t = £ , = =2
fx(xpy) 4x ’ y(x Y) y

£'(2,3)=8 , £'(2,3)= -6
X Y

Da bliver tangentplanen i (2,3,-1)
£(2,3) + £!1(2,3)(x-2) +ff;(2,3)<y—3)

2

eller = -1 + 8(x-2) - 6(x-3)
eller = 8x - 6y + 1.
Eksempel: Til illustration af hvordan differentialet bruges

ved usikkerhedsberegning eller fejlberegning, vil vi se pa
et forsgg til bestemmelse af tyngdeaccellerationen g ved det
fri fald. Man maler faldtiden t i sekunder og faldlzngden s
i meter. Da kan g i m/sec2 bestemmes af

s = lzgt2 eller g = 2s/t2 .
Benazvner vi maleusikkerhederne pé& s ogrt med ds oqg dt, kan
vi fastlagge fejlen pd g af

Ag = g(s+ds,t+dt) - g(s,t) s~ dg

ég ds + ég at = 2 ds - ii dt
ds ot t2 t3

Da lds| og ldt|l er smd, vil séledes

4s

t3

fdat |

ldgl < Ig Ildsl +

= 2

t

vere et godt madl for fejlen pd bestemmelsen af g.
Ofte vil det ikke vare tilstrakkeligt at approksimere en

flade med dens tangentplan i et punkt. Af hensyn til en sene-

re anvendelse skal vi vise, at hvis f:AﬂR,Ang er dben (og

konveks) og hvis f har kontinuerte partielle afledede af an-

den orden, da vil for X §o+h€Aﬂg§lde, at
- 2 2
f(x +h) = £(x)) + df(x_,h) +%d%f(x ,h) + ¢(h) Ihl

hvor ¢(h) - 0 for h - 0.

For en funktiong:R~R findes der, hvis g er to gange diffe-

rentiabel et oskulerende andengradspolynomium i et hvert




punkt, dvs at parablen

y = g(a) + g'(a)(t-a) + %g"(a)(t-a)2
vil vaere en god tilnarmelse til y = g(t) i en omegn af a.
Dette kan fx formuleres sdledes, at der findes et t€la,tl

S& g(t) = g(a) + g'(a)(t-a) + %c;"(r)(t-a)2
Er nu ﬁo,gofgeA, antager vi tillige at
§o+tg€A for alle t€[0,1]

(hvilket netop betyder, at A er konveks) . Nu er funktionen

g:[o,1]~R givet ved
g(t) = fix_+th)
differentiabel) da f er differentiabel, og videre er

K oof
1) —_
g'(t) -.Z 3;.(§o+tﬁ)hi
i=1 1
Her er ifglge forudsetningerne alle funktionerne

L (x +th) i =1,2,..,k
i
differentiable og vi har derfor
k k 32f -
9 (8 = I T woax, (Xotthihshy
i=19=1"1"7]
Anvendes det oksulerende andengradspolynomium far vi med
a=0 og tél, at
g(l) = g(0) + g'(0)-1 + %g' ()12 eller

F(xo+h) = £(x) + df(x_,h) + %d°f(x_+Th,h) .

Da vi imidlertid antog, at f havde kontinuerte partielle

afledede af anden orden, vil vi have

2 2 k k
AExtthn) = AT ) + T T ey by

Setter vi

k k h.h,
eth) =2 £ e, (h)—= vil e(h)» 0 for h -0
i=13=1 37 Jnl

og vi har derfor
£(x +h) = £(x_) + Af(x_,n) + %d2E(x_,h) + ¢(h) BN’

hvor e¢(h) - 0 for h -0 .
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4.6 Minimum og maksimum.

Er f:R~R en differentiabel funktion, ved vi, at vi ud fra
f'(to) = 0 samt fortegnet for f£f' i en omegn af tO kan af-
ggre, om f vil have lokalt maksimum, lokalt minimum eller
ikke i to. Vi skal nu forsgge at eftergd tilsvarende egen-
skaber for funktioner af flere variable, og det er nerlig-
gende at lede efter punkter §O€A for en differentiabel funk-

tion f:A~R, Ang, hvor

of of Jf
* rv—— = ——— - 3
og undersgge om sadanne X5 kan vere fx lokale maxima. Den
formelle definition pad et lokalt maksimum kommer 1lidt senere,
men er formentlig intuitivt klar. Vi vil belyse forholdene
med et eksempel. Lad f:R2~R vare givet ved

. w2_,2
f(xl,xz) = X,7X.

of

Da 5;1= -2Xl
o EE = 2X
g sz 2

vil (xl,x2)=(0,0)

opfylde egenskaben (*).
Da imidlertid £(0,0)=0,
mens f(xl,0)<0 for xl¢0

wq

og f(O,x2)>0 for x2¢0,
vil (0,0) aldrig blive
et lokalt ekstremum for f£f.

Vi kan altsada ud fra eksemplet se, at (*) ikke er en tilstrak-
kelig betingelse til at afggre lokalt ekstremum. Men lad os

nu fgrst formelt definere de begreber, vi skal arbejde med.

Er Ang, da siges f:A~R at have et maksimum i X €A, hvis
der findes 6>0 sdledes, at

£(x)<f(x,) for alle x€A med lix-x li< 6 .

Galder der specielt

f(x)<f(x,) for alle X€A med O<lix-x_ll< 6

siges £ at have strengt maksimum.




Tilsvarende siges f at have et minimum i Xor hvis der findes
et 6>0 sdledes, at

f(x)2f(x,) for alle x€A med lix-x_Il <6

og ligeledes er X, Strengt minimum hvis der galder at

f(§)>f(§o) for alle x€A med 0<H§—§OH< 6.
Med et faelles udtryk siger vi, at f har ekstremum i Xor

hvis der enten er maksimum eller minimum i 50.

Et punkt X, som er et indre punkt i A, hvor f:A~R har parti-
elle afledede af fgrste orden, og hvor

of of : of
* P = — = —— -
(*) Dxl(io) 0, 3x2(§o) 0, .. ’Bxk(zo) 0

kaldes et stationarf.gunkt for £.

Vi kan nu vise, at egenskaben (*) er en ngdvendig betingelse
for ekstremum, idet ‘
hvis f:A~R er differentiabel og hvis ger er et punkt, hvor

f har ekstremum, da erbg et stationart punkt for f.

For hvert i=1,2,..,k ser vi pad funktionen af én'variabel
gi(x) = f(al, cr 1@y _1Xs85 90 . ,ak)

hvor g; er defineget for de x, hvor (al, L R YL PR ERY

.._,ak)EA. Da a€A™, er g5 defineret i en omegn af aj;r og

da f er differentiabel er 95 det ligesd. Da nu f har ekstre-

mum i a, vil 95 have ekstremum i a;r og derfor vil
of _ _
(@) = 9jlay) =0

hvilket beviser setningen.

For en funktion af en variabel f: I~R, der er differentiabel
ilrI, gelder som man maske erindrer, at hvis to€I er et sta-
tionart punkt (dvs f'(to)=0), og £ to gange differentiabel,
da har f strengt maksimum i to,hv1s f (tu)<0, og strengt
minimum i t , hvis f"(t )>0. Dette resultat skal vi forsgge

at udvide til funktioner af flere variable. Vi vil vise fgl-

gende satning:
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Lad AgRK vare en aben mengde, og lad EOEA vere et stationart
punkt for funktionen f med kontinuerte partielle afledede af
anden orden. Vi betragter matricen

2 2

9°f . . o f
2
8xl Bxlaxk
g =
3%f . . . . 3%
2
axkaxl axk
hvor de afledede beregnes i X5° Der gzlder da
(i) Hvis M har lutter positive egenvardier
har f strengt minimum i x_,
(ii) Hvis M har lutter negative egenverdier
har f strengt maximum i X5.
(iii) Hvis M har sdvel positive som negative egenvardier
vil £ ikke have ekstremum i Xqe

Da de partielle afledede af anden orden af f er kontinuerte,

har vi
2 2
£ _ o f ..
¥x, 0X. ‘=0’  9X_.0X, (x,) i, = 1,2, .. 4k
] Jj 1
og derfor er M symmetrisk. Dette betyder, at alle egenverdi-
er er reelle, og at M ved et basisskift kan diagonaliseres
netop med egenvardierne i diagonalen. Betragter vi tilvaekst-

en h ser vi ved udregning, at
2
h'mh = a®f(x ,h)

og da samtidig df(x_,h) = 0 (fordi x er et stationart punkt)
har vi fra side 86, at
£(x) = £(x_) + ¥h"™Mh + @ IhI® 5 h = xx

hvor ¢(h)-0 for h-0.
Da nu M kan diagonaliseres, vil thzgi den nye basis blive

pd formen

2 2 2
Alhl + kzhz + . . .+ Akhk
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dg derfor bliver

_ 2 2 2 2
£(x) = £(x) + %(A(h] + A,h5 + ..o+ Ahy) + e(h) IhI”.

(i) Vi antager, at egenverdierne er opskrevet sdledes, at

0 <A] 22, 2 o0 2 A

ba vil vi fa, at

2 2 ' 2 2
f(x) Ed f(zo) + %(Alhl + Alhz + ... + Alhk) + E(E)HQH
2 2 2 _ 2
ellgr da hl + h2 + ... + hk = lhil® , at

£(x) 2 £(x) + (3] + e(h) Ihl?.
Da ¢(h)-0 for h-0, og da Al>0, findes et >0 sdledes, at
le(h) i< %\, for O<lix-x Il = llhli< &

og dvs saledes, at

f(x) > f(x ) for O<lix h< &

—x
~o
X
=o

dvs f har strengt minimum i

(ii) Antager vi nu, at M har lutter negative egenvardier,
vil funktionen -f have matricen -M i X5 med lutter po-
sitive egenvardier. Derfor vil -f have strengt minimum i 50,

dvsv—f(§)>—f(50) for alle x€A, hvor 0<H§-§OH< 6, eller
f(x) < f(x,) for alle x€A med O<llx-x_ll< &

dvs f har stréngt maksimum.

(iii) Vi antager igen, at egenvardierne er opskrevet efter
stigende vardi, og at Al < 0 < Ak. Vi valger nu specielt

. h = (hl,O, .. ,0) dvs parallel med xl—aksen, da vil
_ 2
f(x) = f(§o) + (%Al + e(h))hl

Da ¢(h)-»0 for h-0, og da -A1>0 findes et 61>0 sdledes, at

le(h) | < =%X ﬁor O<lix-x_ i< 6,
eller, at f(x) < f(go), dvs X5 kan ikke vare minimum for f.

Velger vi dernast h = (0,0, .. ,hk) fdr vi tilsvarende

2
f (x) f(ﬁo) + (%Ak + E(E))hk
Igen valges et 62>0 sdledes, at

le(h) | < %X, for O<lix-x Il< 6,



eller at f(x) > f(§o), dvs x kan ikke vere maksimum for

f. Hermed er beviset for satningen fuldendt.

Setningen udtaler sig ikke om den situation, hvor 0 er egen-
verdi for M, og som det fremgar af de fplgende eksempler,
kan man ikke af M afggre, om der i det stationare punkt er

ekstremum eller ej.

Eksempel: Er f(x,y) = x4 + y4, ser vi, at
3 3
' = ' =
fx(x,y) 4x og fy(x,y) 4y~ .
Da er (0,0) eneste stationare punkt for f , men af
n — 2 n J— " —_ 2
fxx(x.y) = 12x , fxy(x,y) =0 , fyy(x,y) = 12y

ses, at M=0 (O-matricen). Ser vi imidlertid pd £(0,0)=0,
vil £(x,y)>0 for alle punkter (x,y)#(0,0) dvs(0,0) er

strengt minimum for f£.

Eksempel: Med f(x,y) = (y—-x2)2 - x5 far vi, at

£10x,y) = 4x(y-x")-5x" , £20x,y) = 2(y-x2)

dvs (0,0) bliver eneste stationzre punkt for f. Af

3

" - 2 - " = - " -
fxx(xly) = -4y-12x"-20x", fxy(x'y) = -4x, fyy(x,y) = 2

ses, at matricen bliver

(o 0
M = )
0 2

dvs satningen giver ingen oplysning om ekstremum i (0,0).

Af £f(0,y) = y2 og f(x,xz) = -x5

ses, at £(0,y)>0 for alle y#0, men at f(x,x2)<0 for alle
x>0. Dvs 1 enhver omegn af (0,0) vil f antage bade positive
og negative vardier, og derfor kan vardien f(0,0)=0 ikke

vere ekstremum.

For k=2 kan s&tningen formuleres lidt kortere, og man kan
direkte af matricen M afggre om funktionen har ekstremum.

Vi har i denne situation
f;x v

u = Xy

f" f"

Xy Yy



og vi benavner determinanten for M med
2

%* D___fnfn - f"

(*) oy = (Fiy)

Med forudsatningerne fra forrige satning kan vi nu vise, at
er (xo,yo) et stationart punkt for £, vil

(1) f(xo,yo) vere strengt minimum hvis D>0 og f;x>0,

(ii) f(xo,yo) vere strengt maksimum hvis D>0 og f;x<0’ og

(1ii) f(xo,yo) ikke vere ekstremumvardi, hvis D<O0.

De to egenvardier Al og Az for M kan findes som rgdder i

ligningen
| £ -1 £ ,
i = A% - (fLHE2 )X + D =0
fll f" - YY
Xy YY
Da Al,xz altsd er rgdder gelder, at
(A) Al + A2 = fXX + fyy og AlAZ =D

Hvis D<0 ville Al og A2 have forskellige fortegn, bg (iii)
fplger af (iii) i forrige s@tning. Er D>0, ser vi af (%),
at ' |

£ fr, =D+ (707> 0
og sammenholdt med (A) ses, at alle fire tal Al,xz,f;X,
f;y vil have samme fortegn, dvs er fx Al,A2>0 fglger (i) af
(i) i forrige sa@tning og tilsvarende for (ii). Dermed er

setningen bevist.

Eksempel: Vi vil nu undersgge ekstremumsvardier for funk-

tionen

f(x,y) = (x—y)2 - x4 - y4-

De stationere punkter findes af ligningerne

2({x-y) - 4x3 = 0

-2(zx-y) - 4y3 = 0.

f;(x,y)

f{/(x,y)' ‘
ved addition af ligningerne fas at

0 = x3+y3 = (x+y)(x2-xy+y2).
Den sidste parantes har kun (x,y)=(0,0) som l¢gsning. Den fgr-
ste parantes giver, at y=-x. Defte indsattes fx i den forste

ligning, som da giver x-x3=0 dvs x=0, x=1 eller x=-1. Da
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bliver de stationare punkter

(0,0) ’ (ll—l) ’ ("lll)
De partielle afledede af anden orden er nu
2 2
" = 2 - , " , = _2 , " = - - .
fxx(x,y) 12x fxy(x y) fyy(x,y) 2-12y
Determinanten 1 de tre punkter bliver da
p(0,0) = 0 , D(l,-1) = 96 , D(-1,1) = 96
Da endvidere f" (1,-1) = f" (-1,1) = =10 ses det, at sdvel
XX XX
(1,-1) som (-1,1) er strengt maksimum for f. Derimod kan vi

intet sige om (0,0) ud fra tilsvarende overvejelser. Ser vi

imidlertid pa
4
x2—x = x2(l-x2) ’ ©g

f(XrO)
4

f(x,x) = -2x

vil f(x,0)>0 for x€]-1,1[,x#%0 mens f(x,x)<0 for alle x%0,
dvs overalt langs linien y=x. Sdledes vil f(0,0)=0 ikke veare

ekstremum for f.

Stgrste- og mindstevardi.

En funktion f:A~R med Ang siges at have stgrsteverdi i A,

hvis der findes EOGA' sdledes at
f(x) < f(§o) for alle x€A.
Tilsvarende skal det betyde, at f har mindsteverdi i 2,

hvis der findes §o€A, sdledes at

£(x) 2 £(x,) for alle x€A.
Er f:A~R differentiabel kan vi af indledningen til afsnit
4.6 slutte, at hvis f har en stgrsteverdi (mindsteverdi),

som antages i QEAO, da vil a vare et stationart punkt, idet

jo en stgrste- eller mindsteverdi s& ogsd er et ekstremum
(men ikke ngdvendigvis omvendt). Vi har derfor, at:
Hvis f:A~R har en stgrstevaerdi (mindsteverdi), vil denne

enten antages i et station®rt punkt eller i et punkt pa

randen af A.

Det fremgaér heraf, at hvis man ved, at f har en stgrste-
verdi, da skal man blot sammenligne f's vardier i de sta-
tion®ere punkter i A med f's vardier pd randen af A. Det af-
ggrende er saledes, at afggre, om der i det hele taget eksi-

sterer en stgrstevaerdi eller mindsteverdi for f. Til at af-
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ggre dette kan man benytte fglgende sztning, som gives uden

bevis:
Enhver funktion f: A~R, der er kontinuert i en afsluttet og

begranset m&ngde Ang, har sdvel en stgrste~ som en mindste-

verdi i A.

Satningen er en udvidelse af den fra gymnasiet velkendte

s@tning, at billedet af et afsluttet interval ved en kontinu-

ert afbildning igen er et afsluttet interval. Antager vi nem-

lig ogséa i s@tningen ovenfor, at A er sammenh@&ngende (to vil-
kdrlige punkter kan forbindes med en kontinuert kurve), da
vil f(A)=[M,S] hvor M er mindstevardien og S er stgrstevaerdi-

en for f.-

Hvis A ikke er afsluttet og begrahset, m& man ved en granse-
QardioverVejelse spge at danne sig et'sk¢n over f's verdier
uden for en vis'afsluttetbog begrenset delme®ngde B af A. Da

f har savel st¢rste- som mindstevardi pd B, kan man tit -

ved at valge B passende - pd denne midde afggre, om f vil have
St¢rSte-:éller mindsteverdi i A. Vi vil med fire eksempler

illustrere; hvordan man benytter dette.

Eksempel: Funktionen £:R2%~R givet ved
~
f(x,y) = xy 3—x2—y°
o . . 2 2
er defineret og kontinuert pa cirkelskiven A={(x,y) Ix"+y éB}

og differentiabel i det indre af A. Da f(x,y)=0 for élle

(x,y)€EJA vil stgrste~ og mindsteverdi - som jo findes da A
er afsluttet og begraznset - vere i de stationare punkter.
Af

2 2
fL(xiy) = yV3-x"-y" - XY;7==%==?
3-x" =~y

]
o

_ y 0u2_,2
= 5% (3-2x"-y7)

og
X

(3-2y°-x2)
7 2 2

3-x -y
vil man se, at de stationare punkter i Ao er

(0,0), (1,1), (-1,-1), (-1,1), (1,-1)

0

1
]

£ ,
y(x y)



Ved indsattelse ses, at stgrstevaerdien er
£(1,1) = £(-1,-1) =1 ,
og at mindstevardien er

£(-1,1) = £(1,-1) = -1

Eksempel: Funktionen- f: R2~R givet ved

+
£(x,y) = "2y >
24x +y

er differentiabel overalt i R2. Da imidlertid R2 ikke er
begranset, ma vi finde en afsluttet, begrznset delmangde.
Indfgrer vi polare koordinater, ser vi, at

| x+y | le+ly|_< _2r

2

5 - 0 for r » o,
2+r 2+r 2+x

If(XIY)l =

f

dvs blot vi valger r tilstrazkkelig stor, kan vi sikre, at
funktionsvardierne uden for en afsluttet og begraznset cirkel-
skive bliver numerisk set mindre end vardierne i nogle sta-
tionare punkter. Valges fx

B = {(x,y) Ix2+y2§ 102}
vil |f(x,y)|<%— for alle (x,y)€3BU(B.

Til beregning af de stationare punkter finder vi, at

2 2
f;(x,y) _ 2+x +y2—(;+§)2x
(2+x +y )

I
i
o

°g

2,2
f;(x,y) _ 2+x +y -(x+y)2y _ 0

(24x°+y2) 2

Da kun telleren kan blive 0 ser vi, at

(x+y)2x = 2+x2+y2 = (x+y)2y ,

eller at x=y, som indsat i fx den fgrste ligning giver
x2=l, dvs de stationare punkter er

(1,1) ' (-1,-1) .
Da nu £(1,1)=% og £(-1,~-1)=-% har vi savel stgrste- som

mindstevardi for f, da alle kandidater pa randen af og uden
1 g L
5 °9 3

for B vil have vardier mellem -
Eksempel: Funktionen £:R2~R givet ved
2 4 2
2x7-x -2
£(x,y) = e Y

skal undersgges for stgrste- og mindstevardi pa mangden A,
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som er begranset af linierne y=x, y=-x og x=V2 , jvf

figuren. Vi finder :j
fprst de stationere 4\
punkter af ' /4
f;(x,y)=(4x-4x3)e¢=0 e ,1h l
. vt 4
£y (x,y)=dye”=0 / |
D. ¢ e I
fas, da e #0, at de y ;>
. +=1,0) ISK X
stationzre punkter N l
bliver ‘ \\\\ I
(0,0), (1,0), (-1,0). | \\J

Dernest skal vi under-
spge f p& 3A, som bestdr af tre liniestykker. Af

e2x2—x4-2x2 —x4

f(x,x) = = e

ses, at f er monotont aftagende i det aktuelle interval
xC[O,V?], dvs pa denﬂe del af randen vil alle funktions-
vardier ligge mellem funktionsverdierne i (0,0) og (Vf,Vf).
Derfor skal vi kun udregne vardien i disse to punkter. Til-
~svarende argument fas for .

‘ 2x2-x4—2x2 —x4
e = e

fix,-x) =
hvor punkterne (0,0) og (VZ2,-VZ) skal undersgges. Endelig
vil vi langs x=V2 fé,.at ‘

f(V7,y)= e4—4—2y2 _ e—2y2
der vil have et maksimum i (V2,0) og vil vare aftagende pa
begge sider, hvoffor igen (VZ,V2) og (VZ2,-V2) ogsa skal un-
dersg¢ges. Af

£(0,0)=1 , f£(1,0)=e , £(VZ,0)=1

EWVZ, VD) = £(VZ,-VD) = e °

. . -2 . .
ses, at e er stgrstevaerdi og e er mindstevardi. (Bemark,

at (-1,0)€a).

Eksempel: Funktionen f:Ri~R givet ved
1 1
= + =+ =
f(x,y) Xy < v

er differentiabel i fgrste kvadrant, men RE er hverken af-
sluttet eller begranset. Vi finder forst de stationare

puhkter. Af




Il
(@]
¢
x
<
1]
ot

f;(x,y) =y -

|
b
1

£1 (x,
y XY

dvs (l,1l) bliver eneste stationare punkt med f£(1,1)=3. Vi

vealger nu mangden

1 1l .
B = [;,n]x[H,n] , hvor

2 © 2
{(1,1)} = B)CB,S ... GB CB, . C <R, og UB = R..

Vi skal nu undersgge f pa aBn, som bestdr af de fire linie-

stykker
21: X = % , yE[%,n]
22: x =n , yE[%,n]
Li: ¥ = % , x€[%,n]
24: vy =n , XE[%,n]

Da x og y indgdr symmetrisk i f kan vi n¢jes med at under-

sgge 21 og 22. af
1 A 1 N R
f(n,y) =5 + n + v og f' = n 5 = 0
b4
ser vi, at der langs Ql skal unders¢ges punkterne (%,%),

(%,VH) og (%,n). Ligesa giver

f(n,y) = ny + 1 + 1 og f' = n - L 0
n y 2
y
at der langs 12 skal undersg¢ges punkterne (n,%), (n, %)
og (n,n). Da
11 1 1 2
£(S,5) = 2n + ;2 , f(;,VH) = n 4/

1 1l 1
f(;,n)- f(n,;) =n + 1 + =

f(n,v %T) = 2\/5 + % ’ f(nln) n2 +

vil £f(x,y)> o for alle (x,y)EBBn, ndr n = . Dette viser,

SN

at f vil have mindstevardien 3 pd Ri men ingen stgrsteverdi.



DIFFERENTIALLIGNINGER

Ideen med dette kapitel er ikke at give en systematisk
indfgring i lgsning af differentialligninger, hverken
analytisk eller numerisk. Derimod vil der blive intro-
duceret og begrundet en mere kvalitativ metode til
"lgsning" af differentialligninger og systemer af kob-

lede differentialligninger - linear stabilitets analyse.

Denne metode gir ud pd at beskrive, hvordan lgsningerne
til differentialligningerne i "store trak" vil forlgbe
ved at lgse simplere eller systemer af simplere diffe-
rentialligninger. Metoden vil fg¢grst blive introduceret
gennem et eksempel, som man ogsa kan lgse analytisk.
Eksemplet bestar for overskuelighedens skyld kun af en
ligning. Derefter vil metoden blive indfgrt generelt,

og der vil gennem eksempler isa@r blive fokuseret pa sy-
stemer af to eller tre koblede differentialligninger.
Men inden vi starter, skal vi kort repetere lidt om lgs-

ning af f¢rste ordens differentialligninger.

Line®re l.ordens differentialligninger.

Vi skal kort genkélde, hvordan man lgser differential-
ligningen

(*) y' + ay = b

hvor a,b er kontinuerte funktioner pa et interval

J -dvs. at a,b € c® (J) . Denne type ligning kaldes

en inhomogen, line®r differentialligning af l.orden.

Som man maske kan huske, l@¢ses den homogene ligning
y' +ay =0
fx. ved fg¢lgende overvejelser. Er y(t) # 0 f&s, at

g—'- = ca(t) = (ln y(t))' = -a(t)

= 1ln y(t) = -A(t) = y(t) = e-A(t)
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hvor A'(t) = a(t). Man skal tillige erindre, at

e 2, g , ndr t € J , dvs. ndir a er kontinuert.

N&r vi skal lgse den inhomogene ligning (%), ganger vi

ligningen pa begge sider med funktionen eA<t), som jo
er positiv for alle t € J
Da kan (*) erstattes af
y' () e v a) y) ' = b Y
eller (pre¢v selv!)
(y(e) ey = p(e) &Y
eller
y(t) eA(t) = Ib(t) eA(t) dt + ¢
eller
(Aa) vi{t) = e—A(t) Jb(t) eA(t) at + ce_A(t)

hvor ¢ € R .

Heraf ser vi tillige, at lgsningen til den homogene lig-

ning bliver

y(t) = ce 2(®)

idet b(t) = 0 for alle t € J .

Eksempel: En model for det p& figuren skitserede system

kan ud fra Newton's 2.lov (F = M-+a) omskrives

til

-kv + mg = Ma ,

men da a = v' KV

fids differential- T/l /70"

ligningen

Mv' + kv = mg

eller



Decnne ligning kan nu lgses ved brug af

(A)I idet
: k m k
a(t) = =, b(t) = g og A(t) = gt

L¢sningen bliver da

_-gl—.t ‘Ht —}ﬁ-t
v(it) = e Jgg e dt + ce
eller
k
-t
m m
vit) = Ig + ce

Har kassen en starthastighed Vo dvs.

at v(0) = vd ’ fas ved indsattelse, at
- m
¢ =v, - %

og da bliver lgsninger til differentialligningen

med denne startbetingelse

k k
X ke

m m
vie) = voe " 4 Zg (1-e ™)

Dette viser, at hastigheden vil blive konstant,
ndr tiden gdr, dvs. systemet vil sgge mod lige-

vegten, v' = 0 . Vender vi tilbage til den op-

rindelige ligning
Mv' + kv = mg
ser vi, at v' = 0 netop giver

v=D
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5.2 Ikke-lineare differentialligninger af l.orden.

En almindelig model for, hvordan en population med begran-

sede fgderessourcer vil udvikles, er den logiske ligning

y' = ay(l-by)

hvor a og b er reelle konstanter, og hvor y beskriver
antallet af individer i populationen. En made at lgse lig-

ningen pa er fglgende omskrivning

y (1-by) eller

Yl by' _
(o) y + 1-by a
(prgv selv; det er nemmest at s@tte den nederste ligning
pd falles brgkstreg). For at omskrivningen er tilladt,
ma vi fx. forudsette

1
0 < y(t) < 5
. R |

Da (1n(l-by(t)))' = =¥ (&)

1-by(t)

far vi ved integration af (o), at

ln y(t) - 1In(l-by(t)) = at + k
eller
ln——XlEL— = at + k
1-by(t)
eller yit) _ eat-cl c, = ek
1-by (t)

Ved at isolere y(t) i ligningen bliver

at
cie

y(t) = =
l+bc,e

og ved at forkorte med c;eat er

t



_ 1 -1
y(t) = ——— c =3

b + ce 2t

Uanset vardien af ¢ , vil vy(t) » 1/b , ndr t - o« ,

Igen ser vi, at systemet sgger mod en ligevaegt, dvs.

svarende til y' = 0 . Vender vi tilbage til ligningen
(%) y' = ay(l-by)
ser vi, at y' = 0 netop giver
| 1
y =0 eller y = 5

Vi vil nu ngjere ud fra den oprindelige ligning analeere,

hvad der sker i narheden af disse ligevagtspunkter.

Lad os skitsere (x) grafisk i et y-Y' koordinatsystem -
ikke sandt en parabel med toppunkt i y = %E og nul-
punktet i . y = 0 og y = % .

Fra gymnasiet ved vi,

at tangenten til gra-
: |
fen ‘ Li 4\'
f(y) = ay(l-by)

i en omegn af re¢rings-

punktet er en god ap-

— o — — — —t——
—

proksimation til gra-
fen. '

l >
I punktet y =y = bliver o 4/2b /l/—b“ 9

tangenten som bekendt

y' -yl = £y )y - y,)

Vi er kun interesseret i punkter, hvor ygq = 0 . Da bliver

ligningen for tangenten i ligevagtspunkterne

y' = £'(y,) (y-y,)



Denne ligning er imidlertid en linear ligning af l.orden

med konstante'kééffiéi;nter, dvs. en ligning af formen

y'=0LY-‘61_ ;G,BER

der har l¢gsningerne
at-

y(t) = ce®® - & ; c €R

her vil, nar o > 0 y(t) = o for t -» o
o 3]

og ndr o < 0: y(t) » - = for t - «

[0

dvs. ndr o < 0 vil systemet sg¢ge mod ligevagt -
vere stabilt, og ndr a > 0 vil systemet sgge vak fra

ligevegt - vare ustabilt.

I vores eksempel har vi
f(y) = ay(l-by),
og da er
f'(y) = a-2aby

dvs. £'(0) =a>0 og £'(f) =-a <0 .

Med den indfg¢grte terminologi vil ligevagtspunktet y = 0
vare ustabilt, mens ligevagtspunktet y = 1/b vil vere
stabilt.

Eksempel: Har vi nu differentialligningen

y' = y(p-y) (g-y) i 0 <p<g

er vi ude af stand til at l¢se ligningen ana-
lytisk. Vi er sdledes henvist til at lave en
kvalitativ vurdering af systemets lg¢gsninger
(eller lgse det numerisk). Finder vi feprst
de punkter, hvor systemet er i ligevagt,

dvs. hvor y' = 0, finder vi, at
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Vi skal dernaest finde den afledede af
fly) = y(p-y)(q-y5

som bliver b(pr¢v'selv!)
£' (y) = (p-y) (q-y)-y(p-y)-v(g-y)

Ved indséttelse af ligevagtspunkterne far vi,

at
£'(0)

£'(q)

pq > 0, f£'(p) = -p(g-p) < 0 og
-q(p-q) > 0, da 0 < p < gq

1]

]

dvs. y =0 o0og y =g er ustabile, mens y = p
ér stabilt. Dette betyder, at alle l¢snings-
kurver, som starter i et punkt y € ]0,ql

vil s¢ge.mod verdien y = p , ndr systemet

udvikler sig.

5.3 Line®r stabilitetsanalyse.

I det fglgende vil vi sevpé systemer af fgrste ordens
differentialligninger. Er §(t) = (x;(t), xz(t)...xk(t))
en vektorfunktion og f = (fl,fz,...,fk): Rk ~ Rk ’

kan et sadant differentialligningssystem skrives

X; = fl(xl,...,xk)

x; = fz(xl,...,xk)
' -_

X, fk(xl,...,xk)

eller pd kort form

(*)  x' = £(x) .

Fra kapitlet om reelle funktioner ved vi, at hvis
fi' i=1,2,..,k har kontinuerte partielle afledede,
kan fi i en omegn af et punkt X, approksimeres med

tangentplanen til fi i X, -
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Dette fg¢lger jo af, at

£, (x,+h)-f (x ) = Af (x_,h)+e, (h) |Ihll

hvor e;(g)*o for h-0 . Da denne Sémmenhang gelder for
alle i =1,2,...,k, er det narliggende (og korrekt) at

formode; at dette ogsa galder for £, dvs. at

£lx, +h)-£(x)) = df(x ,h) + €(h) llhl]

hvor €(h)»0 for h-0 . Her vil den lineare afbildning,

som differentialet beskriver, have fglgende udseende
df (x,,h) = DE(x )-h

hvor Df(x ) stdr for funktionalmatricen af f i x .,

matricen af alle de fgrste afledede af f dvs.

(afl SE,
3—}?71(’0) ...... *TX (50)
pex,) = z
of of
k k
\_8—)2_1-(-)-(-0) ceee s o.v.aTk_()_(o)

Ex X, hu et ligevagtspunkt for systemet (*) dvs.
et punkt, hvor x' = 0, kan (*) i en omegn erstattes
af det linezre system, hvor f(x) approksimeres med tan-

gentplanen til £ i X, dvs. af systemet.

(a) x' = DE(x,) (x-x)

idet jo f(x,) =0, da x'=04ix .

Eksempel: Vi skal nu se, hvordan det foran beskrevne

vil udmgnte sig for differentialligningsy-

stemet 1
1 —_ 2
X b l——'x—y

xy-3y

y 1)
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Vi fastlagger fgrst ligevegtspunkterne, dvs.

alle (x

O,yo), hvor x' = 0 og y' = 0

eller

It
’_l

1 .
xy = 3y og :l-x+yZ

eller

1
(x = 3 v y=0) og Zx+y2=1 .

Det giver ligevagtspunkterne

1 1
(31"2")1 (31-_2—) og (4IO)

Nar vi skal udregne det linezre system i omegnen

af et ligevagtspunkt, skal vi altsd udregne de

partielle afledede af de - i dette tilfazlde -

to funktioner

£1(x,y) = 1-3x-y?
fo(x,y) = xy-3y
dvs. '

3f, 1 3f,

: = e — , , = w2
T (x,y) 2 3y (x,y) A Yy
afz _ afZ - —
= (x,y) =y ' 5y (x,y) = x-3

I

en omegn af fx. punktet (3,%), vil vi fa det

til (A) svarende lineare differentiallignings-
system
x! Lo x-3
v | 4
1 1
] — 0 -
Y \2 Yy 2/ .

Nar vi sdledes vil forsgge at sige noget kvalitativt om

et ofte kompliceret system ved hjalp af lineare systemer

i omegnen af

tydning dels

dels pracist
er "tilladt"

ligevegtspunkterne, bliver det af central be-
at kunne lgse lineare systemer af typen

x' = Ax

at fastsld, hvorndr den beskrevne linearisering

Netop disse to emner vil dazkke resten af dette kapitel.
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5.4 Lgsning af lineare differehﬁialligningssystemer.

Fra forrige afsnit havde vi, at en linearisering af dif-
ferentialligningssystemet

x' = £(x)
omkring et kigevagtspunkt Xy, blev til det lLinexre
differentialligningssystem

x' = Df(x,) (x-x)

dvs. til et inhomogent ligningssystem af formen
(*) x' = Ax + b

idet A = Df(x ) og b = -Df(x )x,
Hvis A er invertibel, dvs. hvis detA # 0, vil én lgs-
ning til (¥*) veare

x=-a""b

og dertil skal s& adderes samtlige lgsninger til det homogene
system
(4A) x' = Ax .

Det, der altsd star tilbage, er at fastlegge lgsningerne

til dette ligningssystem.

Fra kapitlet om egenvektorer og egenvardier ved vi, at
man gennem et basisskift kan bringe matricen A pé& dia-
gonalform, eller naesten-diagonalform.

Dette vil vi udnytte i det fglgende.

Vi vil indfg¢re et basisskift, der pa koordinatform er

fastlagt ved

X = 3Y
og da S er en konstant, invertibel matrix, er
x! ____xv

Derfor vil systemet (A) a&ndres til

Sy' = Asy

eller
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y' =8 'asy .

og vores problem er nu blot at fastlegge egenverdier og

egenvektorer for A , sdledes at

s 'as

bringes pd diagonalform eller nasten-diagonalform.

Det transformerede system

y' = s 'asy

vil blive opdelt i delsystemer, som kun er knyttet til
en og samme egenvardi. De f@¢lgende eksempler skal illu-
strere, hvordan man lgser systemer af lineare differential-

ligninger ved at transformere systemet.

Eksempel: Vi skal lgse differentialligningssystemet

—

S
N -
1]
N
)]
!
N
x
N

»
w
-~
o
]
Y%
~
b
w
\__

Af det(A-AE) = 0 ser vi, at egenvardierne bliver

3,6,9 og de tilhgrende egenvektorer er fx.

-2 2 1
2 1 2
1 ’ 2 ' -2 .
Derfor vil koordinattransformationen X = Sy ,

hvor disse tre vektorer er sgjlerne i S . give

differentialligningssystemet

N

Lo
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Dette system opdeles i de tre simple diffe

rentialligninger
y! = 3y1, y' = 6y: og 'y' = 9ys
1 2 3
der har l¢sningerne (ci €E R, i=1,2,3)

3t 6t
yi1(t) = cye , y2(t) = cqpe og ys3{t) = csze

Da kan vi ved at indsatte i x = Sy f4 l¢sninger-

ne til det oprindelige ligningssystem til

X1 -2 2 1

5] 9t
X2 = C) 2 e3t + cgof 1 ¢ t + c3 2 e
X3 1 2 : =2

Eksempel: Skal vi nu lgse differentialligningssystemet

x' 0 -2 1 X1
1
x'! = 1 -3 1 X9
2
x' 1 -2 0 X3
3
har vi af eksemplet pd side 39, at A = -1

er egenvardi (tre gange). Hertil far vi vek-

torerne
2 1 1
1 1l 0
0 ’ ]- r’ O 14

hvor kun de to fgrste er egenvektorer. Med disse

tre vektorer, som ny basis, vil det oprindelige

ligningssystem, jfr. eksemplet, overfgres i
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Dette system bestar altsa af de tre simple diffe-

rentialligninger

‘= - ''= —ya+ o ''= -y3
Y1 Y1 o Yz Y2+ys g Y3 Y
der har lgsningerne (e €R; i=1,2,3)
- -t -t
yi(t) = cle_t, y3(t) = cze ~ og y2(t) = (cz2tcszt)e

Indszttes dette i x =Sy bliver lgsningen til

det oprindelige system

X 2 1 1+t

- -t -t
X2 = ¢c11/1 e t + co2f 1 e + C3 t le
X3 0 1 t

EksemEel: Har vi differentialligningssystemet

x; 1 0 -1 X1

x' = 1 2 0 Xy
2

X 1 1 0 X3

ved vi fra det gennemgaende regneeksempel fra
side 36 til 38, at "A = 1 ér egenvardi for ma-
tricen (tre gange). Videre sa vi, at der kun var

én egenvektor, men hvis vi brugte koordinattrans-

formationen x = Sy givet ved
1 -1 0
s ={-1 0 -0
0 -1 1

blev differentialligningssystemet transformeret til

=

[

o
<
[

y

—

Y = 0 1 1 Y2

=
W - N
-~
o

|,._J

b+

w
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Dette system bestdr altsi af de tre simple

differengialligningef

Y; = Yity2 . y; = ya+y3 Og y; = y3 .

Loses disse ligninger (bagfra) f£fas (hvor
t

c, € R; i =1,2,3) y3(t) = cae ,

i 7 c.

t :52

ya({t)=(ca2+cat)e , yi1(t)=(ci+ca2t + E“t )e
Indsattes nu disse lgsninger i x = Sy, far vi

altsa l¢gsningerne til det oprindelige system til

1.
X 1 sti-ty

1 t
X2 = C1 -1 e +cCj —Etf e
X3 0 ~-t+1

Disse tre eksempler illustrerer, hvordan man kan lgse et
lineart differentialligningssystem, hvis den tilhgrende
matrix har reelle egenvardier. Da man gnsker samtlige
reelle lgsningsfunktioner til et sadant ligningssystem,
synes det ikke umiddelbart muligt at lgse systemet, hvis

matricen har komplekst konjugerede egenvardier.

Komplekse lgsninger.

I kapitel 2 blev det navnt, hvis a+if er egenvardi for
en reel matrix A , er ogsa o-iB egenverdi, og hvis
v = va+iv: var egenvektor svarende til o+iB , var

i = vi1-iv> egenvektor svarende til a-if . Dette vil
vi vise her. Er F den lineare afbildning, der har ma-

tricen A , gzlder, at
(*1) F(vi+iva) = (a+iB) (vi+iva) .
og vi gkal tilsvarende vise, at

(*2) F(vi-iva) = (a-iB) (v,-iv,) .
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Af (*1) far vi

F(vi1)+iF(vy) = av=fv.+i(ave+fv,)
eller at

F(vi) = av,-Bvz og F(va2) = avz+Bvy ,

N&r vi skal vise (*2), giver hgjre side, at
(a=1iB) (vi=ivz) = avi-Bv.-i(avz+Bv.)

= F(v,)-iF(v2)

F(vi-iy2)

hvorved péstanden er vist. Dette skal vi nu benytte til

at lgse differentialligningssystemet

hvor A har de to komplekse egenvardier o + iB og
0. - i . Vi valger v og i som sgjler i matricen § ,

og da far vi det transformerede differentialligningssystem

LI +
yl o B 0 yl

] - .
y2 0 o iB y2

der bestar af de to ligninger

y; = (o + iB)y: og y; = (o - iB)yz .

Disse to ligninger har lgsningerne (j.fr. side 54)

le(a+iB)t

(*) yi(t) = ¢ = cleat(coth+isinBt)

e(a—iB)t

y2(t) = c2 = Czeat(coth—isinBt)
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Skal vi nu have l¢gsningerne til det oprindelige system,

far vi af x = Sy, at

x(£) = cive @+iB E o To(aibe

Vi vil nu godtggre, at disse lgsninger ogséd kan skrives
som reelle funktioner. Lad os nu benytte v = v, + iv:

og lgsningerne (*), da er

(a+iB) t - (!l_,_i!z)eat(coth+iSinBt)

at . : . .
e [vicosBt-vzsinft+i(visinft+vecosiit)]

og

ie(a_iﬁ)t = (g;-igz)eat(coth—isinBt)

eat[zlcoth-gzsinBt-i(glsin8+zzcoset)]

Vi setter nu

u; (t) = eat(zlcoth—zzsinBt)

uz(t) eat(glsin6t+zgcosﬁt)

og lgsningerne bliver

x(t) = ci1(u; (£)+iuz (t))+c2 (u; (t) -iuz (L))
Da nu c¢; og c2 er komplekse tal, valger vi dem fx. som

2c) = ki+ik, og 2c, = ki-=iky

da bliver
x(t) = Z(ki+iks) (w1 (£)+ius (t))

+ %(kl—ikz)(uz(t)-iuz(t))

' = kiui () + koua(t)

eller med ui(t) og uzx(t) skrevet ud
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x(t) = kleut(glcoth-yzsinB(t))

+ kzeut(glsinﬁt+gzcosﬁ(t))

Eksempel: Vi ser nu pd differentialligningssystemet

x' 0 1 X1

p—

x' -1 0 X2 .

Fra eksemplet pa side 35 ved vi, at i og -i

er egenverdi med egenvektorerne
i _ -1\
v °g v N
1:
A Y D)

dvs. at

0 1}
vi = ] og vz =
1 o) .

Da bliver lgsningerne til ligningssystemet, idet

1l
It

=0 og B =1,

x3(t) = kycost - k)sint

x

N

o
i

kicost + kzsint .

Skriver vi det oprindelige ligningssystem i eksemplet ud,
far vi, at
x' =x, og x' = -x; .
Differentieres den f¢rstebligning, bliver
x" = ' - o
1 x2 X1

dvs. 1lg¢sningerne til den anden ordens differentialligning

er x;(t) = k,cost - k;sint .

Dette bekrafter som antydet p3 side 7, at

dim {f € C%2|f" + £ =0} = 2 .



Eksempel:

116

vi skal finde alle reelle lgsninger til diffe-

rentialligningssystemet

x' = - 2x + y
y' = - 2y + z
'o= - 2z + w
w' = x - 2w .

Nidr vi skal udregne det (A - AE) 0 gpres

1

dette ved at udvikle efter en razkke eller

spjle. Herved finder man (2 + A)* - 1 =0,
dvs. egenvardierne er
A= -1, A = -3, A = -2+4i, A = -2-i
t
svarende til A = -1 findes x = (L,1,1,1),
. . t
svarende til X = -3 findes x = (1,-1,1,-1),
' -2
. . . t . .
svarende til A = -2+i findes v = (l,i,-1,-1)
Opsplittes v i real- og imaginazrdel som
v = vi+iva , er
t = t _
vt = (1,0,-1,0) og v, = (0,1,0,-1)
Valges nu et basisskrift med matrix S , saledes
at vektorerne x),X2.V Og i bliver sg¢jler i S ,
transformeres ligningssystemet til
u;\ -1 0 0 0 ul
u; 0 -3 0 0 u2
u; 0 0 -2+1 0 us3
u'} o 0 0 -2-1i uy
N
Disse fire ligninger far lgsningerne
- -3 -2t it
ui(t) = ec1e , uz2(t) = cze t , uz(t) = cae e’
UQ(t) = Cue_2te-lt ’

og



og nar vi transformerer tilbage med S bliver

en fuldstaendig le¢sning

' -t -3 it - -it, -2t
x(t) = crz1e t+cozxze t+(03le tcyve )e
Her kan parantesen imidlertid omskrives som vist
pad side 114, sdledes at

-it

it - ,
c3ve +tcuyve k3(l1cost—1251nt)
+ ku(l1sint+12cost) .

Hermed bliver en fuldstendig, reel l¢sning

1 1 cost sint
1 -1 -sint cost
- -2t -2t
i(t) = C} et+cz e 3t+k3 e +ky e
1 1 -cost -sint
1 -1 sint cost

Bemark, at alle egenva@rdier har negativ realdel eller er
-t -3t -2t

negative, dvs. at e -0, e - 0 o0g e -+ o for
t » » . Da de trigonometriske funktioner er begransede, vil
Xx(t) » o for t -» «,

og vi ser, at systemet sg¢gger mod et ligevegtspunkt, dvs.

systémets lgsninger vil alle vare stabile.

Lineariseringss@tningen.

Vi vender nu tilbage til den oprindelige situation med et

ikke lineart differentialligningssystem
x' = £(x)

som vi forsggte at linearisere omkring ligevagtspunktet
’ (dvs. hvor x' = 0 eller 2(50) = 0) . Da ville det

-

lineare system have formen
' - -
x' = DE(x)) (x-x) .

Spgrgsmélet er nu, hvorndr dette lineariserede system kan
sige noget "meningsfyldt" om det oprindelige system. Svaret

ligger i fplgende satning:
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Hvis 92(50) er invertibel (dvs. 0 ikke er egenvardi),

og hvis der ikke er rent imagin®re egenverdier, da vil

lgsningskurverne for det ikke-lineare system og for det

lineariserede system i en omegn af X, vere kvalitativt

ens.

Ved "kvalitativt ens" forstds, at lgsningskurverne til
savel det lineariserede som det oprindelige system i en
omegn af x, vil forlgbe p& omtrent samme made, fx. hvis
lgsningskurverne til det oprindelige system vil sgge mod

X, » da vil lg¢sningskurverne for det lineariserede system
ggre det samme og visa versa. Hvis lgsningskurverne spi-
ralerer ind mod X, i det ene system, vil de ogsa ggre det

i det andet system.

Det virker rimeligt at forlange, at 22(50) skal vere in-
vertibel, da der ellers vil gelde, at f ikke vil vare
injektiv i en omegn af Xy Derimod synes den anden be-
tingelse, om at der ikke ma optrade egenvardipar af formen
iB og -iB , vanskeligere gennemskuelig. Imidlertid skal

fglgende eksempel understrege, at betingelsen er ngdvendig.

Eksempel: Vi betragter systemet

X' = -xo, + Exl(x2+x2)

1 1 2
x' = x; + €xa(x%+x?)

2 12

(hvor € = +1 eller € = -1), i en omegn af
(0,0). Lineariserer vi systemet omkring (0,0) ,
far vi
x' = -x2 og x' = x3

1 _ 2

der j.fr. eksemplet pd side 115 vil have egen-

vardier +i og -i , og vi har fx.

X)] = acos(t—to) og X2 = asin(t—to), a,t(€ R
J

hvilket jo beskriver koncentriske cirkler med

radius a (se omstaende figur (c)).
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Skal vi analysere de ikke-lineare systemer

(.. = +1 og & = =1) er det lettest at be- g
!
nytte polare koordinater ;
2 2 2 X2 |
r = + X t v = — '
* 2 ! IV I |
|
Af kadereglen - j.fr. side 79 - fads, at i
|
|
2rr' = 2x x'+2x x' :
1 1 2 2 '
2 2 |
= 2x] (-xX2+€x1r°)+2x2 (x1+E€x21") !
: l
2 2 2 4 |
= 28(x14x2)r = 2¢€r
og at
X Xx'-x x !
1 ' 1 2 “271
v =
cos?’v X1

. 2
x1(x1+&xgr2)—xz(—xz+€x1r )

|
!
|
i
i
|
rcos?v i
i
i
2 2
X1+X2 1 [
= = '
{
rzcoszv coszv ;
sdledes er f
]
r' = gr’ og v' = +1 . '

Den sidste ligning viser, at l¢sningskurverne :
beveger sig med konstant hastighed i den positive%
(mod uret) omlgbsretning, mens den fgrste ligning:
udtaler sig om, hvorvidt radius r bliver kortere

I
eller langere. NAar € = +1 wvil - se figur (a) -

[
1
1
1

(@) (®) (©) |
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lgsningskurverne bevage sig vak fra (0,0), da

r' >0, og ndar € = -1 wvil - se figur (b) - lgs-

ningskurverne bevage sig ind mod (0,0), da r' < O
Vi ser s8ledes, at de to ikke-lineare systemer (for & = +1
og € = -1) wvil have kvalitativt forskellige lgsningskurver,

samt at de vil have den samme lineariserede system, hvor lgs-
ningskurverne er koncentriske cirkler, svarende til at

Df(0,0) har egenverdierne i og =-i.

Den navnte sa&tning - lineariseringssatningen - skal vi ikke
vise, men man skal vere opmerksom p&, at satningen har et
nert slagtskab med s@tningen frz afsnit 4.6 om maksimum og

minimum. Vi betragter jo differentialligningssystemer

x' = f£(x)

i en omegn af et punkt, hvor x' =0 eller f(x ) =0 .

Derved bliver det egenvardierne for
DE (x,)

der afggrer, om en lgsningskurve x(t) vil sgge mod %
eller ikke. Vi kan hurtigt af de foregdende eksempler
se, at sdfremt alle egenverdier er negative (eller har

negativ realdel), vil lgsningskurverne til
1] - -
x' = DE(x)) (x-x,)

sgge mod ligevagtspunktet X, -

Til slut vil vi give et fuldstendigt billede af, hvordan

stabilitetsforholdene vil vaere for det lineare system
x; (/a b X1
x' c da X2
For dette system bestemmes egenvardierne af anden grads-

ligningen
A?-(a+d)A + ad - bc =0 .
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Indfgres betegnelserne s = a +d og D = ad - bc kan man
for forSkelliQé kombinationer sktsere lgsningskurverne
til systemet i omegnen af (0,0), j.fr. figurerne p& mod-

stédende side. Her vil man se, at lg¢sningskurverne i alle
tilfelde, hvor s > 0 og D >0 , vil sgge vak fra

ligevegtspunktet, dvs. punktet er ustabilt. Tilsva-
rende vil ligevagtspunktet veare stabilt; hér

s <0 og D>0, idet lgsningskurverne vil sg¢gge ind
mod punktet. Situationen s =0 og D > 0 svarer til
figur (c) pa side 119, i dette tilfalde kaldes ligevagts-
punktet neutralt stabilt eller et center. Endelig kaldes
et ligevegtspunkt, hvor D < 0 for et sadelpunkt.




Bilag 1

Determinanten som rumfangsmal.

Betragter vi et ordnet par (ui,u2) af vektorer i planen,

er parret positivt orienteret, hvis den korteste drejning,

der giver u; , samme retning som u: , er en positiv

drejning, dvs. mod uret.

Vi skal ogsd definere orientering af lineart uafhangige
taltripler (u:i,u2,us). Vi vil sige, at sattet

(uy,uz,us) er positivt orienteret, hvis den korteste

drejning, som giver u,; samme retning som u:> - set fra
spidsen af u3 =- er positiv (se figur 1). I modsat fald

kaldes sattet negativt orienteret.

Us

U, U,
.. Yy ;
positivt negatiot
Fig. 1
Eksempel: Med tommel-, pege- og langfinger pa hejre

hdnd far man et positivt orienteret tripel,
mens de samme fingre pd venstre hand giver
et negativt orienteret tripel. Af denne

grund benyttes tit navnet hgjreorienteret

- hhv. venstreorienteret i stedet for

positivt hhv. negativt orienteret.

De tre vektorer (u,,u,,u;) kxan permuteres pd seks
madder, hvor (ui,uz2,us) ; (uz,us,u1) og (us,u1,uz)

er orienteret ens, mens
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(22121 19_3) ’ (2119_3122) og (23122121)

har den modsatte orientering.

Tre lineart uafhangige vektorer (u;,uz2,u;) bestemmer et
parallelepipedum (se figur 2), som har de tre vektorer som
kanter.

Fig. 2

Vi benavner rumfanget af dette legeme med
W(ui,uz,us) .
Videre definerer vi et rumfang med fortegn ved
W(ui,uz2,u3) "hvis (u;,u2,u3) er pos.orienteret.

V(ui,uz,u3) =40 hvis (u;,uz,u;) ligger i en plan.

-W(ui,uz2,us) hvis (u;,u.,us) er neg.orienteret.
Dette rumfangs vardi er altsa afha&ngigt af den rakkefglge,
hvori vektorerne navnes. Vender vi tilbage til de seks mader,

hvorpd de tre vektorer kunne permuteres, kan vi se, at

(*1) V(ui,uz,u3) = V(uz,u3,u1) = V(usz,u;,uz)

= -V(uz,u;,us3) = =V(u;,us,uz2) = =-V(usz,uz,u:1) .

Videre kan vi indse fglgende regneregler for rumfang med

fortegn

(*2) Vv(Aui,uz,us) = AV{(u,,uz,us)

(*3) Vv(u'+u",u ;u) =V(@u',u ,u) + V(u",u ,u )
1 =1 —2 —3 -1 T2 T3 -1 —2 T3

(se figur 3).
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Tilsvarende regler galder for de ¢vrige vektorpladser,

hvilket ses ved permutation.

Vi kan nu vise fglgende s@tning:

Er (ui,uz,u;) en basis i R’ og er sattet

(vi,v2,vs) fastlagt ved

Vi = apiuy + azi1uz + aszius

V2 = ajzu1 + azzuz + aszals

i<
]

ais3u; + azzuz + aszals
bliver
ayy ay: a3

V(vi,vz ,V3) = V(U ,u2,u3) ¢ laz1 azz az;

a3l Az2 4ass .

Beviset for s®tningen bygger stort set pd regnereglerne
(*1) - (*3). Af (*2) og (*3) fa&s, at

V(!l122'23)=V(al1gx+a21gz+aalgarzer3)

=a11V(u1,v2,vs)+az21V(uz2,v2,vi)+asz1V(us,va,vs)

3 .
(A1) =I a,,V(u, ,v2,vs3) .
y=p 31 T3S

For hvert u far vi dernast igen af (*2) og (*3), at
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V(gj)221X3)=V(gj:al221+32222+33233;23)

=312V(Ej,£1,23)+322V(2j122123)+332V(5j,93123)

(A2) =

N V(Ejrp_krz3) .

a
lk2

I Mw

Endelig far vi for hver Ej og u, af (*2) og (*3), at

V(gj,gk.zs)=v(gj.gk,az3gx+azsgz+aaags)

=a13V(Ej.gk'31)+a23V(gjrgkrgz)+a33V(gjrgk:Ea)

3
(83) =5 20V (@0
Sammenstykkes nu (Al) - (A3), ser vi, at
. : 3 3 3 7
(64) V(vi,v2,v3) = ¥ L I ajlakzal3V(gj,gk,gR) .

j=1 k=1 %=1

Ifglge definitionen pd rumfanget vil imidlertid alle led
V(gj,gk,ggr, hvor blot to af indices j,k,% er ens,

f4 rumfang 0 . Saledes vil der kun blive ialt seks led
af tripelsummen i (A4) , som ikke er 0 .

Vi har da, at

V(Vi,V2,V3)=aiiazzassV(ur,us,us)
+azi1azzai13V(uz,us,u1)+asiaizaz3V(us,u,,u2)
+azi1a3zas3V(uz,ui,us)+ajiaszaz3v(u,,us,uz)
+asjazz2ai13V(us,uz,u)

Af (*1) ser vi, at de tre fgrste vil have samme fortegn som

V(ui,uz,us) , mens de tre sidste vil have modsat fortegn.

Da bliver

V(vi,v2,v3)=(ari1az2a33+azi1asza13+asz1a12az3
-azi1ai1zaj33-aiiaszzazsa~asziazzaiz)V(ui,uz,us)

eller




aji1a)zai1s

V(vi,vy,v3) = asiazzazs | V(ui,uz,us)

a3 azzaszs

Er (ui,uz,u3) igen &n basis i R® , og er den lineare
afbildning - F:R’~R’ givet ved
F(Bk) = a,, W + a, Uz + aj s i k=1,2,3

bliver den til F svarende matrix

ajialzais
A =4 azjazzazs

d3zi1djzzass

Vi kan nu vise, at

F er injektiv, hvis og kun hvis detA * 0 .

Af forfige setning har vi, at

V(F(u1) ,F(uz),F(us)) = detA-V(ui,uz,us) .

Da (ui,uz,u3) er en basis, er V(ui,uz,us) # 0 .

Er nu F injektiv, ved vi, at (F(ui1),F(u2),F(us)) er
lineart uafhangige (og derfor en basis i R?) jfr. side 12
og derfor bliver V(F(u,),F(u:),F(ui3))#0 . Da ma ogsa
detA # 0 . Antages omvendt detA # 0 , er

- V(F(ui1),F(u2),F(us3))#0, der viser, at ((F(ui),F(uz),F(us))

er linezrt uvafhangige,og dermed er F injektiv.

Vi s& pd side 21, at F var injektiv, hvis og kun hvis
A var invertibel. Af dette og den netop Viste s&tning har

vi endelig, at

A invertibel « detA # 0 .
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Af: Tben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.

130/86

131/86

132/86

133/86

~ Vejleder:

Af: Jeppe C. Dyre.

"GYMNASIEFYSIKKEN OG CEN STORE VERTEN".
Fysiklzrerforeningen, IMFUFA, K.
"OPGAVESAMLING I MATEMATTK". :
Samtlige opgaver stillet i tiden 1974-jan. 1986.

"UVBYig - systemet — en effektiv fotametrisk spektral-
klassifikation af B-,A- og F-stjerner".
Projektrapport af: Birger Lundgren.

"OM UDVIKLINGEN AF DEN SPECIELLE RELATIVITETSTEORI".
Projektrapport af: Lise Odgaard & Linda Szkotak Jensen
Vejledere: Karin.Beyer- & Stig Andur Pedersen.

"GALOIS' BIDRAG TTL UDVIKLINGEN AF DFN ABSTRAKTE
ALGEERA" .

Pro;ektranoort af: Pernille Sand, Heine Larsen &
Lars Frandsen.

Mogens tiss.

"SMAKRYB" - om ikke-standard analyse.
Projektrapport af: Niels Jergensen & Mikael Klintorp.
Vejleder: Jeppe Dyre.

Lecture Notes 1983 (1986)
Af: Bent Sgrensen

“Studies in Wind Power"
Af: Bent Serensen

"FYSIK OG SAMFUND" - Et integreret fysik/historie-
projekt om naturanskuelsens historiske udvikling
og dens samfundsmessige betingethed.
Projektrapport af: Jakob Heckscher, Seren Brend,
Andy Wiered.

Vejledere: Jens Heyrup,
Jens Hejgaard Jensen.

Jorgen Vogelius,

"FYSIK OG DANNELSE"
Projektrapport af: Seren Brend, Andy Wiered.
Vejledere: Karin Beyer, Jergen Vogelius.

"CHERNOBYL ACCIDENT: ASSESSING THE DATA.
ENERGY SERIES NO. 15.
AF: Bent Serensen.

134/87

135/87

136/87

137/87

"THE D.C. AND THE A.C. ELECTRICAL TRANSPORT IN AsSeTe SYSTEM"
Authors: M.B.El-Den, N.B.Olsen, Ib Hegst Pedersen,
Petr VisCOr

"INTUITIONISTISK MATEMATIKS METODER OG ERKENDELSES-
TEORETISKE FORUDSZTNINGER"

MASTEMATIKSPECIALE: Claus Larsen
Vejledere: Anton Jensen og Stig Andur Pedersen

“"Mystisk og naturlig filosofi: En skitse af kristendommens
forste og andet made med gresk filosofi"

Projektrapport af Frank Colding Ludvigsen

Vejledere: Historie: Ib Thiersen
Fysik: Jens Hpjgaard Jensen

"HOPMODELLER FOR ELEKTRISK LEDNING I UORDNEDE
FASTE STOFFER" - Resume af licentiatafhandling

Af: Jeppe Dyre

Vejledere: Niels Boye Olsen og
Peder Voetmann Christiansen.




138/87 “"JOSEPHSON EFFECT AND CIRCLE MAP."

Paper presented at The International

Workshop on Teaching Nonlinear Phenomena

.at Universities and Schools, "Chaos in
Education". Balaton, Hungary, 26 April-2 May 1987.

By: Peder Voetmann Christiansen

13 987 "Machbarkeit nichtbeherrschbarer Technik
durch Fortschritte in der Erkennbarkeit

der Natur"

Af: Bernhelm Booss-Bavnbek
Martin Bohle-Carbonell

140/87 "ON THE TOPOLOGY OF SPACES OF HOLOMORPHIC MAPS"

By: Jens Gravesen
141/87 "RADIGMETERS UDVIKLING AF BLODGASAPPARATUR -
ET TEKNOLOGIHISTORISK PROJEKT"
Projektrapport af Finn C. Physant

Vejleder: Ib Thiersen

142/87 "The Calderdn Projektor for Operators With
Splitting Elliptic Symbols”

by: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Krzysztof P. Wojciechowski

SN




