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Abstract

Teksten indeholder samtlige opgaver, som er stillet til skriftlig ek-
samen pa matematikoverbygningen pa RUC i tiden 1974 - jan. 1986.
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1 ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

Reelle funktioner af en og flere variable.

Der stilles ialt seks opgaver, hvor korrekt besvarelse
af fem opgaver anses for fuldstandig besvarelse af sattet.

mandag, den 10. januar 1977 k1. 0932 - 1332

Alle hjzlpemidler er tilladt.

1° Kan konstanterne a,b og ¢ samt funktionenAf:R2~R

fastlagges sdledes, at differentialformen

w = bx(yz)®dx+bx?f(y,z)dy+(x2) 2y dz
er exakt?

Angiv i bekraftende fald potentialet til w.

2° Funktionerne f,g:R~R forudsattes to gange differen-
tiable, og funktionen z:R2~R er defineret ved

z:(x,y)~ xfly) + izg(x) ; y>o

Bestem en partiel differentialligning uafhengig af

£ og g, der har z som lgsning.

Fastle®g funktionerne f og g sdledes, at z tillige er
lgsning til differentialligningen

v - 22

=0, x>
Xy Xy !

3° Inertimomentet for et legeme D i forhold til z-aksen
defineres ved

I = J[m(x,y)(x*+y?)dxdy
D
hvor m er massefordelingen over D. Beregn da inertimo-
mentet for legemet D beskrevet ved:
D er en kvadratisk plade med kantlengde 1
placeret vinkelret pd z-aksen, der tillige _1

rgrer i pladens ene hjgrne. mi(x,y)={(x2+y?) 2

R

40

En funktion f£:M~R, hvor M = {(x,y)Ixy>-1}, er defi-
neret ved

lln (1+xy) y#o
£:(x,y)~ { Y

X y=0

Udregn for y+o de partielle afledede af fgrste orden
til £, og vis, at f er differentiabel i hele M. ¥y
For néN er Dn=((x,y)|l<y<nAo<xy<lL
Udregn da integralet

[J€(x,y)axdy N
Dn
Idet D = {(x,y)lx>0Ay>laxy<l}, skal det undersgges,

om integralet

[ff(x,y)dxdy er konvergent.
D

Vis, at differentialligningen

(*)  (x-y)+(x+y)y' =0
ikke vil have en integrerende faktor, som kun afhanger
af den ene variabel. Opstil den betingelse som u:R2~R
mia opfylde, hvis den skal vare integrerende faktor til (*).
Vis, at funktionen ©(x,y) = (x?+y?)”! tilfredsstiller denne
betingelse.
Lgs ved brug heraf (*), siledes at punktet (1,0) tilhgrer
lgsningskurven,

En funktion f:(-w,m]l~R er en ulige funktion. *

Angiv fourierrzkken for f Og redege¢r for udseendet af

denne rakke samt for centrale dele af teorien for fou-~

rierrakker. Redeggrelsen gnskes belyst med eksempler. “
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen: -

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der-stilles ialt .seks opgaver, hvor Korrekt beéesvarelse
af fem opgaver anses for fuldstandig besvarelse af
sattet.

mandag, den 27. juni 1977 k1. 0922 = 1329
Alle hjzlpemidler er tilladt.

Vis, at integralet

._l__ dxdy i
D 1+ (x+y)"

hvor D er fgrste kvadrant, er konvergent, og udregn

" integralets vardi.

Inden for gkonomi arbejdes med ‘forskellige makropro-

duktionsfunktioner af formen z=f(x,y), hvor

f:Ri~R+. Disse beskriver den samlede produktion z

som funktion-af landets samlede kapitalapparat x og

arbejdsstyrken y. '

To af disse typer er
P,1-P -

zZ = ax'y (Cobb-Douglas typen)

_ -1
(ax"P+y”P) /® (CES-typen)

2z

hvor a og p er positive konstanter. Vis, at begge

typer er lgsning til samme partielle differential-"
ligning af f¢rste orden. (Det anbefales at betragte
1nz). ‘ '

Massetatheden for et omridde D i xy-planen betegnes
p (x,¥). Tyngdepunktet (a,b) for D beregnes, da af

_ 1
a = =5y gfxg(x,y)dxdy

1

b = 35 gfyp(x,y)dxdy'

hvor massen af D bestemmes af m(D)=[[p(x,y)dxdy.
D

Beregn da tyngdepunktet af det homogene omrade D,

der begranses af akserne og en kurve med parameter-
fremstillingen

(x,y) = (cos’t,sin’t) oft«

N



Funktionen f:R%*~R er defineret ved

Loexve
xY(e 1) x+oAy#0

f(x,y)=
X=0vVy=0

Vis, at f er differentiabel i hele R?

vis, at differentialligningen
*)  (x-yVxTHyDy' = y+xVxTHy?
ikke vil vare exakt.
Vis derpd, at funktionen @:R¥~R
1

@: (x,y)~ 2407 (x,y)#*(0,0)
x4y .

vil vare integrerende faktor til (*).

L¢s differentialligningen, og opskriv (f.ex. ved
polare koordinater) den lgsningskurve, som gar
gennem (1,0).

Bestem fourierrakken til funktionen sin% i
intervallet {-7,7],0q benyt denne rakke til

at beregne

E -n° 4n+2
n=o {(4n+1) (4n+3)

Roskilde Universitetscenter

Skriftlig eksamen i matematik i -emnekredsen:

Reelle funktioner af en eller flere variable

Der stilles ialt 6 opgaver.

Eksamen afholdes d. 5.1. kl. 9.30-13.30.
Alle hjzlpemidler er tilladt.

Opgavesattet kan beholdes.



OPGAVE 1.

Vis, at funktionen f:R%-+R, defineret ved
f(x,y,z) = leyzl

er differentiabel i (0,0,0).

Angiv ogs& et punkt, hvori f ikke er differentiabel.

OPGAVE 2.

Vis, at funktionen f:R3-R defineret ved

£(x,y,2) = %ax2+byz+bzz+byz+(a+b)x

ikke kan have strengt lokalt extremum i (0,0,0) ligegyldigt

hvordan a og b er valgt.

OPGAVE 3.

Vis, at funktionen f:Ri4R, defineret ved

fix,y) =

2 2
§x - f x* y1 tdt, X>0, Y>0
°

3

har et stationart punkt i (1,1).

OPGAVE 4.

Om en C'-afbildning £ = (f,,f;) :R?-R?

antages det, at

u+v? =

ux+vy =

hvis (u,v) = £(x,y).

Bestem Jacobimatricen, £’(1,0), i begge fglgende tilfelde:

a) £(1,0)

b)-£(1,0)

x2+y?

O,

(o,1)
(0,-1)



OPGAVE 5. =

For et givet s®t af konstanter a, b, ¢ og r defineres
kurven K som lgsningsmangden til ligningssystemet, be-
stdende af de to ligninger:

|
[V
H

[

9 (x~a) 2+y2+922

x2+5ky—b)2+4z2 = S22

med de tre ubekendte x, y og z.

Vi interesserer os nu for de sat (a,b,c,r), for hvilke
felgende betingelse er opfyldt:

*) Kurven K har punktet P = (1,0,1) f=lles

med den kugleoverflade F, som har centrum
i (a,b,c) og har radius r.

1. vis, at (*) er opfyldt, hvis (a,b,c,r) = (2,-2,-1,3).
Vis, at der i dette tilfzlde endvidere gazlder, at kurve-
tangenten i P ligger i tangentplanen i P for F.

2. Vis, at der til hvert r svarer pracis et sat (a,b,c)
sdledes, at (*) galder, hvis (a,b,c,r) ligger i en
omegn af (2,-2,-1,3). Pracisér selv dette udsagn yder-
ligere.

3. Fortolk resultatet i 2 som et udsagn om beliggenheden
af de centre for F, for hvilke (*) er opfyldt.

OPEAVE &

Vis &t fplgende {ie inteopaler hav yommie
ﬂ e s’ ®drdd
>
jgj lm—;,_—%z dxdy

j [ rsn*8 dc dgde
s e

1’-{(*‘.931 o<r <smb, 0g6<2n}
E= i(K,\j)l Xz‘t (9‘L\1§£}\i(“l°]}

F=§( 7,97\o<.-< u.e ceg<in, 050 <

s
-

G={[N%1ﬂ¥+% z;[#*fs\{ﬁﬁ°&-

Dt ma uden bevs Lenuttes, at
E!z c . .

ayr o Wegubed i E,

oy ot

o o inkgrabel i G

xﬂ-+ ‘11+2=-

T}
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Skriftlig eksamen i reelle funktioner.

Opgave 1.
Funktionen f: R?’>-»R er defineret ved

1

Xy sin;;

for x $ 0 Ay # 0
fix,y) = s

_ . 0 for x = 0vy-=0"
TORSDAG DEN 8. JQNIA1978

KL. 9.00 - 13.00

‘Afger- hvilke af de fplgende udsagn a) - e) der er sande.

2
Alle hjzlpemidler er tilladt. ' : a: 'f er differentiabel i (0.0)
o Co : - ' : £ er.kontinuert i (0,0)
c: f har partielle afledede i (0,0)
Der er ialt 5 bpgaver; : f har partielle afledede i en omegn-af (0,0)
C ' . e: f har kontinuerte part. afl. i en omegn af (0,0)
Der tillagges hver 25 points, altsi ialt 125 points. ' :
Sazttet anses for .tilfredsstillende besvaret,
e . hvis der opnds 100 points.
£
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Opgave 2.
a: Vis at (a,b,q) = (0,27,1) er lgsning til ligningssystemet

b
1

: t
T sin(2nmq )dt

u
[==]

a

1]
i

b
1 t
_ZWJ cos (2nq )dt
a

b: Vis at lgsningerne i en omegn .af (0,2n,1) kan fremstilles

ved en parameterfremstilling af formen
(a,b,q) = (a,v(a) , ¥(a))

hvbr ¢ og P er C!'-funktioner defineret i en omegn af 0.

c: Bestem ¢'(0) og y'(0)

14

Opgave 3.

Funktionen £: R2—-» R er givet ved
f(x,y) = %azb2x2+ 2c?xy + (b+c)y? + (4a?-b2-3c?)x.

Det antages at ' £ har (0,0) som stationart punkt.

Betragt herefter fglgende muligheder:

har strengt minimum i {(0,0)

har minimum i (0,0), men ikke strengt minimum
har strengt maximum i (0,0)

har maximum i (0,0), men ikke strengt maximum
opfylder hverken A,B,C eller D

Lo T Y TR o T

1) For hver af de to muligheder A og E gnskes angivet et

set (a,b,c) for hvilket den pdgaldende mulighed reali-
seres.,

2) Vis at B indtreffer for (a,b,c) = (1,1,1)

3) Med M betegnes m®@ngden af sat (a,b,c) for hvilke B
indtraffer.
Vis at der findes en omegn w af (1,1,1) og en kurve K
gennem (1,1,1) sdledes at den del af M, som ligger i w,
ogsa ligger pad K, dvs. Mnw c K. Der skal ikke tages
stilling til om hele kurven kan bruges til at realisere
B.
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Opgave 4.

For hvert par (p}q) € R? er der givet tovellipsoideoverfla-

er E [o] F . Disse har ligningerne
der E;,q 9 Fpq gn
. 2 2 2’
(?P:q ) X+ %7 +2z =3
(F ) x?2 2 2 21
P.q i + i;—[ + 2 =T

(Bemerk rzkkefplgen af p? og g? i'navnerne)

De to elli iders skari ‘..NF- bet
e ipso %s skaring, Ep,q; 'p.q etegnes Cp,q

1) Bestem et sat (p,q) . séledes at (1 2, 1) 1lgger pé

skaringskurven C:
ng n 5.q"

2) Bestem for dette valg af (p,q) en parameterfremstilling

for kurvetangenten i.(l,Z,l)

3) Vis at der findes en kurve K med fglgende egenskab:
NAR (p,q) LIGGER PA K VIL PUVKTET P = (r?,2r,r)

LIGGE PA C .
P/q

4) Bestem tangenten til K i et punkt efter eget valg

16

Opgave 5.

I et x,z~koordinatsystem er der anbragt to ellipser E,
og E,, som i polare koordinater har ligningerne:

jfr. fig. 1, 2 og 3.-

Med D betegnes den skraverede mangde pi fig. 4.
Den udgpres ‘af det omrdde, som ligger mellem de to ellipser
og mellem linjerne OA og OB, der danner vinklerne henholdsvis

'a og B med x-axen, idet der skal gzlde 05a<gS %]

Med H betegnes den mangde, som fremgdr ved en rotation af
D om z-axen.

Bestem u/ ;7;;7:;7 dx dy dz.
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Skriftlig preve i MATEMATIK,

emnekredsen "reelle funktioner

af en eller flere variable”,

onsdag den 6. juni 1979, k1. 10 - 14,

Opgaveszttet bestdr af fem opgaver. Opgavesattet

regnes for fuldstandigt besvaret, dersom fire af de

fem opgaver er korrekt besvaret.

Ved proven er alle hjzlpemidler tilladt.
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OPGAVE NR. 1.
- )
Lad f£(x,y) = S (1 - e t/X'y o~t/y 4at, x>0, y>o..
[+]

a) Ger rede for; at f har partielle afledede med hensyn
til x og y og at

d . -y .
g TGxy) = m v

a% £(x,3)

Indfer nye variable u = E:-Ez,og v o= X.

“b) Bestem den mangde ébﬁ (u,ﬁ)'gennemlabér,‘nér (k,y)

gennemleber |0, %0 [2 .

" Udtryk x og y ved u og v-.

¢) Vis at de partielle afledede af funktionen (u,v) > f£(x,y)

er henholdsvis %‘og 0.
d) Slut af c) at f md vaere af formen
f(x,¥) = In u + . konstant .= 1n Zil + konstant.

Vis endelig (f.eks..ved at behytte uligheden 1-e"2< a
som gelder for alle a) at f(x,y) —> O for x—> e , y fast,
og vis derved at f(x,y) = 1n Eiz . '

R 20..

OPGAVE NR, 2.

Betragt funktionen f(x,y) = Xy - sin %%1 , defineret for x #-0.

Indfeor videre en mangde

M = { (k’y)e ]RZ lx}'lg 1, x > 2-% } .

va) Gor rede for, at nadr x # O s er f(x,%) 20 og

f(x,-—%) go. Benyt dette til at vise, at til ethvert

<
x > 277 findes mindst et y sdledes at (x,y)e M og f(x,y)=0. .

b) .'Vis at funKtionen y & £(x,¥), |y|s % , er strengt voksende,..

.
for ethvert x > 272,
¢) Ger rede for, at betingelserne

£f(x,y) = 0, (x,7) € M

entydigt fastlegger -y som en differentiabel funktion af x,
og udtryk den afledede af denne funktion ved almindeligt
kendte funktioner af x og y (det bliver ikke noget "pant").

OPGAVE NR. 3.

Bestem den sterste og den mindste verdi af x2+y2, nar x

og Yy er reelle tal som opfylder

2x2 + 23Xy + 2y2 =4
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OPGAVE NR. 4.

Lad A(u) betegne arealet af figuren {(x;’y) € R® l glx,y)su }
u>0, hvor g(x,y) = |x| + 4{y| , (x,y)e]R2.

a) Beregn A(u), og vis at A“(u)

= U .
b) Udregn hvert af integralerne
“ £(g(x,y)) axdy og
R* S
L~
g £(u) A% (w) au ¢ - Xr(u) 2 du )
° [}

for nedenstdende to valg af funktionen f: [0,#®[ — V0, o[

n

1°, flu) = eV,

2. £a W for OSug1l
. u

0 for udl.

?

22

OPGAVE NR. 5.

I det f;igende betegner ¢ en positiv xonstant. Iad
D = {(x,y)e ]R2. 0<y<x } .

St
1 - e-c(x-¥)

o
i

1 - e—c(x*ty)

<
i

a) Gor rede for at-der sdledes defineres en bijektiv afbild-
ning (x,y) = (u,v), (x,y)eD.
Hvad er billedmengden ?
Bestem den totale afledede af afbildningen.

Vis at funktionaldeterminanten er 202 e—2cx .

b) Udregn dobbeltintegralet

‘H\ (1 - o~ (x+y) Yo 1- o—c(x=3) )2 Rl dxdy .
J
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en.og flere variable -

Der stilles jialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-
dig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

onsdag, den 6. juni 1979 k1. 1022 - 1422,

24.

Bestem konstanterne a,b€&R sdledes, at
w = (—2ax3+axy+yb)dx+(axy+xb)dy

er exakt.

Beregn derpd potentialet f i punktet (x,y), nadr £(1,1)=o.

Bestem talvardien af integralet
1 ' )

j xP-x?

o lnx

dx - o<a<b.

ved at udregne integralet
Y
x* dxd
. JID >4

hvor D = {(x,y)€R?lo<x<laa<y<b}

Fastlag funktionen f:R+~R sdledes, at funktionen u
givet ved

2
ulx,t) = f(t)e X /4t

opfylder varmeligningen

Vis, at afbildningen f:R2~R defineret ved

-__—)_(y—' (Xzy)*(OaO)
,(x2+y2) 2
f(x,y)
o (x,y)={(0,0)

ikke er kontinuert i (o,0).

(opgave 4 fortsattes)
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af if . 2
Vis, at 3% %9 ., eksisterer for alle i(x,y)€R®, samt
I’ .

at £ for alle (Xk,y)€R? opfylder Laplace's ligning

Angiv den fuldstandige lgsning til differentiallig-

ningen

xcosy dx + (l+x2?)siny dy = o

Bestem rumfanget af den punktmengde i R? som bestemmes ved

1

(x,vy)€ED , 0328 —mF——
x2 (x2_y2)

og D = {(x,y)€R?Ix>0ax?-y?21}.

26

OPGRVER TIL SkRIFTUG
PRoE  MARTEMATIK
(Relle foblinac op o s fle warble)

3. JAwAR {489 , wt. {O-1Y
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Ll :bﬁm' 4

5&4 f R — R* Vare givel weol
J-(*,g) = (ex'cong exwm#),

’ '.:l'i-_f? R M w WW fr £ er e,

3r f-’ %um
‘&-d T MW *tf-f.gf@‘v&«. (’\/lﬁ)-f’&‘"“""

Mw(%ww -2,-1) , (2, —1) o (2,1).

mwbun?//nw g(r) o T

_%ggm_i-
Ut et

o0 to

o “_33/ﬁ

ff y (> B ) dedy .

28

WAL Yt ollon o] o wg 22
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T Opane
T o ' g: R ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
o _?32,,“”4_,_..“ kil o qbaly  ebehen LR
pe obitacion. oy @ [ Kot <]
- %\" dane:', . Skriftlig eksamen i.matematik i emnekredsen

Lo . . 3 4 Reelle funktioner af en eller flere variable.
..... . — W FA X, 2 .
L fay) = M?(—(w-f!+g) > .

e . . fuldstandig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for

R o0

df ;M 5 C onsdag, den 4. juni 1980 k1. 10 - 1492,
é&d . P . g :% : Alle hjzlpemidler er tilladt.

- {cx,g,z) € R3 I ¥20, 420, 220, X+3+2=1j,

Bl rabinin 0y imimsmn ot < P
d%(:‘duam.:. 03; . |

A 4*30(»\’,9',2) = 9(3 t yz + 2x .
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1. En funktion f:R2~R er givet ved
f(x,y)=2(l-xy) 2+x2+y?
Undersgg, om f£f har lokale ekstrema.
Bestem derpd stgrste- og mindste vardi for f
p& mengden
= {(x,y)} 1x122 A 0%yS$2 A Ixyl£2}
2. Bestem den mengde DSR?, hvor dobbeltintegralet
” 1_n<x_+1_ dxdy asl
(x +y )
vil antage sin stérste vardi. Udregn integralet
over denne mengde D og fastlazg o siledes, at
I = 4I
3. vis, at funktionen @:R*\{(0,0) }~R defineret ved

) 2 2
olx,y) = In(1+x°+y*)
x2+y?

vil have en grznsevardi a for (x,y)-(0,0).
Suppleres funktionen med -@(o,0)=a, vis da,

at ¢ er kontinuert pi hele R?.

Afger tillige, om ¢ er differentiabel pd hele R%.
[Det forudsattes bekendt, at .

In(l+z) = z - %22+§z’-.... for lzl<l].

(opgaven fortsattes)

32

(opgave 3 fortsat)

Gor endelig rade for, at relationen

w(x,y) = %1n3

i en omegn af (x,y)=(l,1) entydigt fastlagger y som
funktion af %, og bestem y'(x) (udtrykt ved x og Y).

4. Beregn rumfanget af legemet

3
{(x,y,z)ll<xy<3 A l<x<2 A O<zg —2 Y

5. Idet funktionen g:R¥~R er defineret ved
S g(x,y.2) = —xysin(gz)+zsin(§(x+y))+x’+§y2+l
skal det vises, at der ved g(x,y,z)=o i en omegn af .

(1,2,1) er defineret en funktion z:(x,y)~z(x,Y).
Undersgg, om z har lokalt ekstremum i punktet (1,2).
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses
for fuldstandig, hvis fire opgaver er korrekt be-
svaret.

torsdag, den 8. januar 1981 kl. 0999 - 1322,

Alle hj=zlpemidler er tilladt.

e e it i

[———

——

a)
b)

a)

b)

34

En funktion f:R?’~R er givet ved

2_,2 B
f(x'y) = 4 X -y
o (L+x2+y?) S

Redeggr for, at £ vil have siavel en stgrste -
som en mindste vardi, og beregn disse vardier.

(I bilaget er skitseret den del af funktionens
graf, som-afbildes af [-1,1]Ix[-1,11)

En mezngde M i R? er beskrevet ved, at

<

%]
KA
"

xZ-y?
(a-1) —X X, sl
(1+x2+y2) ¢

[o]
A
N
A

Med V(o) betegnes volumenet af M.
Redeggr for, at V(a) eksisterer for a>2.
Vis, at man for a»2 fi3r, at

-1
Via) = 3 (a=2)

En funktion ¢:RZ~R er defineret ved

©(x,y) = (1+x?)sinhy - x2tghy - sinhx
Redeggr for, at

w({x,x)> og ¢(x,-x)<o, nér XER,
samt, at

wi{x,x)<0 og o(x,~x)>0, ndr x€R_

vis, at afbildningen y~p(x,y) for hvert x vil

vere strengt voksende.

(opgaven fortszttes...)
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¢) Redegpr pi baggrund af a) og b) for, at der
. ved relationen
olx,y) = o0 :
for ethvert x entydigt fastlagges en,differen—
tiabel funktion y(x)

d) Udregn til slut y(o), y'(0) og.y"(o).
(I bilaget findes definitioner p& de hyperbolske
funktioner)

4° ' Et parameterskift (u,v) = ¥Y(x,y) er givet ved

u = e*cosh \
x Y (X,Y)€R2,
V. = e"sinhy
a) Ggr rede for, at Y er injektiv og bestem billed-
mengden ved V. -

b) Udregn derpd funktionaldeterminanten for ¥ samt
dobbeltintegralet

J[(1+excoshy)"'e2xdxdy

RZ
(I bilaget findes definitioner pad de hyperbolske
funktioner). '

5°° En funktion f:R?~R er defineret ved

-lsinh(xy) X % 0
fix,y) =<4 *

y X =o0
a) Vis, at f er Kontinuert pi hele RZ.
b) Redeggr for, at

£.0¥) =0 og £1 (0,y) = J¥°

og for, at f er differentiabel p& hele R?.

(I bilaget findes definitioner pad de hyperbolske
funktioner). ’

36 -
BILAG

2_,2

fix,y) = 4 —X ¥
C (L+x2+y2) 5

Om de hyperbolske funktioner kan oplyses fglgende:

- 3 H 7
sinhz = %(ez-e 2y = z + %T + %T +-%T Feeson
- 2 [ 6
coshz = %(ez+e 2y = 1.4 %7 + %T_+ %T Feivans
. 2z
sinhz e " “-1
tghz = =——= =
coshz e?z+1
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik 1 emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for

fuldstandig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

onsdag, den 3. juni 1981 kl. 0922 - 1322,

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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En funktion @:R*~R er defineret ved
@(x,y) = (x+b) (x+ay) *+3a? (y-1) ?~27cxy

hvor (a,b,c)€R?.

a) Fastlag talsattet (a,b,c), s@ledes at punktet

)
(0,1) er stationa=rt punkt for ¢.

b) Béstem samtlige talsat (a,b,c) sdledes, at
punktet (0,1) tillige er strengt lokalt minimum
for o.

Bestem rumfanget af den mangde i R:, som er fastlagt
ved

A

x*-y*

N
nA

(x,y)ED A o©
hvor

D= {(x,y)eRil1<xz—y2<4AVI7<xz+y2<5}

En afbildning £:R’~R er givet ved
£ix,y,2z) = z?-x*+3xy*-3yz?-6.
a) Fastlag samtlige punkter (a,b,c), hvor der ved
relationen
f(lelz) =0
i en omegn af (a,b,c) entydigt er fastlagt en
funktion
z = P(x,y).
b) Bestem derpd de punkter (a,b,c), som tillige
opfylder
z;(a,b) =1 og z;(a,b) =1
¢) Udregn med de fundne vardier af a,b og ¢
1t b .
zyy(a, )
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' ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER .
4

Idet K = 10,1[x]0,1{ -skal- fplgende integraler
_beregnes ' :

3, :
I, = ][ X (L+x2+y?) . /Taxdy Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

" Funktioner af en eller flere reelle variable.

. o IV
I, = j (1+x2+y?) " faxdy

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen4anseswfgr .
fuldstandig, -hvis 4 opgaver er korrekt besvaret. .

5°  En funktion g:R%*~R er'definerétfved‘

b  fredag, den'5. marts 1982 -
o xl. 1022 - 14 22, :

Tyt (¥ ¥ (0,00

gi(x,y) = Alle hjalpemidler er tilladt.

o - A(XIY):_".(OIO) '

.a) Vis, at g er kontinuert og differentiabel
overalt i RZ.

b) .- vis' videre, at.

Nl

g, lo,y) = 2y o9 g.(x,0)
samt ’

X

g;;( (olbo) * X gx'y' A(Oro.) b -




En funktion f£:R2~R er defineret ved

f(x,y) = (4-x2-y?)e~¥"Y

a)} Bestem de stationare punkﬁer for f£.

b) Afgear derpa om f vil have lokale ekstrema.

En afbildning g:R%~R er defineret ved

g{x,y) 3y-2x=-1+sin (x+y)

a) vis, at

g(x,y] £0 ndr y-= %x
og, at
gftx,y) 20 nir y = %x+§.

b) Vis derpa, at der ved relationen

gi{x,y) = o

entydigt fastlagges en differentiabel funktion y = ¢(x).

c¢) Udregn ¢'(x) (udtrykt ved x og y)} samt bestem vardi-
mengden for ¢°'.

d) vis endeligt, at ¢ vil vare en bijektiv afbildning

af R pd R.

En mazngde KER? er defineret ved

K = {{x,y) Ix>0A=x<y<x }

o¢ en funktion k:K~R er defineret ved, at

(opgaven fortsattes)

k(x,y)= r(e'("'y’t-e'("*y’ t)2intae

(-]
a) Visj at
k(x,0) = o samt at
' \ 1 ' 1
kx (%,¥) (x+y)7 +1 (x=-y)I+1
' 1 1
ky (x,¥) xryZ+l .Y oyie+l

Der indfgres nu de nye variable
u=x+y 09 V = X~y

som overforer K i Ri

b) Vis, at funktionen, hvorved
(u,v)~k(x,y)

har de partielle afledede

1 - -1
w+1 %9 v

c) Benyt dette til at vise, at

k(x,y) = Arctgu-Arctgv+c

= Arct

u-v
+
I1+av c

Arctgi—g¥——r + c

+X -y

samt, at ¢ = o.

I opgaverne 4 og 5 benyttes punktmazngden

H = {(x,y) €ER?{x+y20}

samt funktionen @:H~R defineret ved

_ Xy (x+y)
¢lx,y) = —Y-—Y—§L

16

(x+y)% +




Et omrdde D,cH afgranses af linierne
xy =n ,x=0 ,y=

samt x+y = 2n
Udrégn da integralet

= [f @(x,y)dxdy
Dp

og vis, at

lim I, =

_ n+e 6

1n2

"Unders¢g .om funktionen @ vil have storste- og mindste-

o vaerdi pé H, og bestem ‘i givet fald: vardlerne.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Funktioner af en eller flere reelle variable.

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 10. januar 1983 kl. 1022 - 1492 .

Alle hjalpemidler er tilladt.



En funktion £:R?*~R er defineret ved
£(x,y) = x+y+(y=-x*)7.

a) Undersgg fortegnsvariationen for f langs
kurverne y=x? og y=-x

b) Vis, at funktionen y~f(x,y) (dvs for fast x)
er monotont voksende. ’

c) Vis pé denne baggrund, at der ved relationen
C f(x,y) = o B o
entydigt fastlagges en differentiabel funktion.
y=y (x).

d) Udregn - ¢(1), $'(1) og y''(1).

En funktion g:R2?~R, som er to gange kontinuert,
differentiabel, kaldes harmonisk, sifremt

te [ -
gxx + gyy o
Bestem de funktioner ¢:R~R som sikrer, at
g(x,y) = ¢(y/x), x>0

er en harmonisk funktion.

En funktion @:R%?~R er givet ved
@(x,y) = (17-x*-y?) (xy-4)

a) Bestem samtlige stationare punkter for o
b) Fastlag derpd de lokale ekstrema for ¢ .

Idet mangden
Cyq7 = [(x,y)ERilxz+yzfl7}
skal man fastlagge den mangde C<C, o,

hvor integralet (¢ er defineret i opgave 3)

jfw(x,y)dxdy

vil antage sin stgrste vardi.
Udregn derpd denne vardi.

46

5. Bestem det talsat (a,b); hvor integralet

1
[ (at3+bt - 3(1-%c2)'*)2dt
[e]

antager sin mindste vardi.
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1. En funktion £:R?~R er defineret .ved

f(x,y) = x+y+(y-xz)3.
Skriftlig eksamen 1 matematik i emnekredsen a) Undersgg fortegnsvariationen for f langs

AN Funktioner af en eller flere reelle variable. 2

kurverne y=x° 0og y=-x

Der étilles ialt 5 opgaver. BesQarelsen anses - for : b) vis, at funktionen y~f(x,y) (dvs for fast x)
fuldstendig, hvis 4 opgaver.er korrekt besvéret. er monotent voksende.
- o : c) Vis pa denne baggrund, at der ved relationen
- f(xy) = o
entydigt fastlaéges en differentiabel funktion
y=9(x) .

d) Udregn. $(1), ¢'(1l) og ¢"'(1).

2. En funktion g{Rznk, som er to gange kontinuert,
differentiabel, kaldes‘harmohisk, safremt

Il+ ll=
00 _ ,,00 . Iux T Iyy T O

mandag, den ld. januar 1983 kl. 10

I

Bestem de funktioner ¢:R~R som sikrer, at

g(x,y) = ¢(y/x), x>0

‘Alle hjzlpemidler er tilladt. . er en harmonisk funktion

3. En funktion ¢:R?~R er givet ved
o(x,y) = (17-x1-y?) (xy-4)

a) Bestem samtlige stationare punkter for o
b) Fastlag derpd de lokale eckstrema for ¢ .

4. Idet mengden
Ciz = ((%,y)€R} 1 +y?517)
skal man fastl®gge den mangde CcC, ., .
‘hvor integralet (¢ er defineret i opgave 3)

J}w(x,y)dxdy
Cc
vil antage sin stogrste vardi.
. . : Udregn derpa denne vardi.




‘En differentialform w er defineret ved

3

- x i

w = h{x,y)dx +
(x2+a2y2) 2

hvor a€R og hvor h er en vilkarlig kontinuert differen-

tiabel funktion for (x,y)*(0,0).
Fastleg en funktion h, sdledes at differentialformen
w bliver exakt, og udreqgn derpd integralet
fo
c
hvor ¢ er en vilkarlig lukket kurve omkring (o,o0).

5C

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

. Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Funktioner af en eller flere reelle variable

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

tirsdag, den 7. juni 1983 k1. 1022 - 1422,

Alle hjalpemidler er tilladt.



2

En funktion £ : R® ~ R er defineret:ved

g 2,2 o
T E(xay) = __X:&‘_w_)l_. .
: (x2+y?)? + “/2.

.Vis, at £ vil have sivel en stdrste - som en mindste-

verdi pa R? og beregn disse vardier.

~Beregn rumfanget af mengden

. o . 2_lz-
{(x,¥,2)1%x50 A x2=y2 > 1A 0 ¢ z.< XX}
» . . , . (xz}yz)s

To funktioner G,g : Ri ~ R er. defineret  ved

G(X.Y) = I gt . .
o x’cosh?t + y?sinh’t’
og
' -
g(x,y) = I - dtv
o (x?cosh’t + y?sinh?t)?
vis, at G(1,1) = T og g(1,1) = -;- samt, at rela-
tionen

XG! (x,y) - yc;(x[y) = 2xygix,y) .
er opfyldt i hele Ri',

Udregn pd denne baggrund integralet (dvs g(x,y)) -

J dt
o

(x2cosh?t + y?sinh?t)?

52

3

En funktion ® : R™ ~ R er defineret ved

a)

b}

c)

o(x,y,2) = z

} + 6x%z - Byd + 24xy + 6z .
Vis, at der for alle x€R gelder, at
o(x,y,2y) 2 0 og O(x,y,-2y) <0 for
y>0 og-at

®(x,y,2y) S0 og ®(x,y,~2y) > 0 for
y<0.

Benyt dette samﬁ funktionen O;(x,y,z)

til at vise, at der ved .
@(x,y,2) = 0.

overalt i-‘-_R2 er définéret en funktion 'z = z(x,y).

- Undersdg, om z vil have lokale ekstrema..

En differentialform w er defineret ved

a)

b)

c).

= 2. =2xydx_+(x2-y2-1)dy
(xz_+y2-l)2’+'4y2

w

Fastlag den m®angde P c Rz, hvor w ikke er
defineret. )

Vis dernast, at w er exakt pa LN

Vis endelig, at funktion h :. C ~ R, hvor
C c R2, givet ved

hix,y) = arctg——ZX———
x2+y2-1

for passende valg af C, vil vare en potential-
funktion til w .
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt be-
svaret, hvis besvarelse skal anses for fuldstandig.

fredag den 6. januar 1984, kl. 10.00 - 14.00.

Alle hjazlpemidler er tilladt.

En

a)

b)

En

a)

b)

c)

54

funktion g:R2~R er: for alle a,b€R defineret ved,-at -
gix,y) = (y3-ax)2¥b(y-x)3.

Fastlag de talsatrka,b), hvor (x,y)=(2,1) bliver et stati-
onart punkt for g.

Unders¢g for hvert af de fundne talsat (a,b), om punktet
(x,y) = (2,1) er (svagt eller starkt) lokalt ekstremum for
g.

funktion f:R2~R er defineret ved, at
= 3 3 _
fix,y) = (y +x) " +2(y-x).

Unders¢g fortegnsvariationen for f langs kurverne

x =y og x=-y3.

Benyt dette samt funktionen f§ til at godtggre, at der ved
relationen

f{x,y) = o
overalt i R er defineret en differentiabel funktion y=9(x).

Vis, at punktet (x,y) = (-3,1) tilhgrer grafen for ¢, og ud-
regn tillige ' (-3) og @"(-3).

Funktionen £:R®~R er som defineret i opgave 2. Fastlazg da rum-

fanget af det omrdde, der afgranses af

x>0 , xM<cy<(2-x)3

o<z<f(x,y).



Idet D = {(x,y)ix2+y? = a?}, a€R

betegner C komplementarmangden til D i.RZ.

*Fra ethvert punkt (x,y)€C trzkkes de to tangenter
til randen af D. Disse to.tangenter danner vinklen

2¢ med hinanden:,[hvor ¢ jo afhanger af punktet
(x,¥) 1. ‘ ’ '
Vis da, rumfanget af mengden

(x.y{z)!ﬁx,y)EéfA oiikt&w:é v}

eksisterer, og angiv rumfangets vardi.

Bilag til opgave 2

Dette viser den del af funktionen f's graf, der har definitions-
mengde [-3,3]x(-1,1].
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt be-
svaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

fredag den 17. februar 1984, kl. 10.00 - 14.00.

Alle hjalpemidler er tilladt.

Funktionen @:R*~R er defineret ved

©(x,y,2)=3xy*2%+ 4—zx' —3yz242x3y0+2.

Vvis, at der ved relationen ¢(x,y,z)=0 i en omegn af punk-
tet (-1,~1,1) er defineret en differentiabel funktion
z=y (X,Yy).

Udregn dernast yyx(-1,-1) og w;y(-1,-ﬂ

Funktionen f:RZ~R er for alle a,b€R fastlagt ved

f(x,y)=arctg(ax+2y)-—%—x’+bxy—-§-y2.

Fastlzg de talsat (a,b), hvor punktet (x,y)=(1,1) bliver
et stationart punkt.

Undersgg dernast for hvert af de fundne talsazt (a,b), om
punktet (x,y)=(1,1) vil vare lokalt ekstremum for £.

Et omrdde G i R? er givet ved
G = {(x.y)lx2+xy+y2§4} '

og en funktion g:R?~R er fastlagt ved
gix,y) = x?-y3-3x+3y.

Beregn stgrste - og mindstevardi af g pa omradet G.

Et omrdde D i R} er fastlagt ved, at »
D = {(X,Y)'XY(ZAXZ-YZ>1}.
Bestem rumfanget af den figur, som er beskrevet ved

2_ 2
(x,Y)ED og o<z<xy—£———z—-
(x2+y2) 2,
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER .
1. Et omrdde CcR? er fastlagt ved, at

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen ' l CC= {xeyz) 1o z>VaxtHyT)
Reelle funktioner af en eller flere variable. ’ ' og ‘en funktion f:C~R ved, at

£(x,y,z) = In(z?-y?-2x?) - %z’ - 2x%y .

Der stilles fem opgaver. . Besvarelsen anses for fuldstandig,

hvis fire opgéver er korrekt"bésvaret.. Vis, at der ved relationen

f(x,y,z) = =2

i en omegn af punktet:(1,-1,2) er defineret en
kontinuert og to gange differentiabel funktion
z: (x,y)~z(x,y)." Vis, at punktet (1,-1) ‘er et
‘lokalt maksimum for z .

mandaqg, den 4. jun1A1984 k1. 1692 =.1422.,

Alle hjzlpemidler er tilladt. .

2. Idet D'= {(x,¥) | x>0ay>1}, vis da, at-integralet

e ST e . : . x
s - : : L o ' ' p Ylet+y -

er konvergent med vardien - 21n2-1.

3. Bestem stprste- 09 mindstevardi af funktionen,
hvorved '

-

(x,¥) =~ x*+y"=(x-y) 2,
pd mangden

{(x,y) 1} 3x2¥4xy+3y2§10).




4.
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Idet
{(x,y)|o<y<x<1}

skal rumfanget beregnes af mangden

{(x,vy,2):1{x,y) ETro<z< __Y__(_’.‘_’_Y)___}
(1+x?y+2xy?)?

[Det anbefales at benytte transformationen
u=x?y, v=xy? og at vise, at T herved

afbildes i T ={(u,v)lo<v<u<l}] .

Vis, at talsattet (t,x,y) = (-1,1,-1)
er en lgsning til ligningssystemet

tx - (t2+l)y - )(3 = O
(£2-1)x + ty - y? = 2

Vis derp&, at lgsningerne til ligningssystemet
for alle t < - V3/2 kan skrives p3 formen

(t,0(t), p(t))

hvor ¢,y:]-=,-V372]~R er differentiable funk-
tioner,

Bestem til slut en ligning for tangenten til
lgsningskurven i punktet (-1,1,-1).
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SKRIFTLIG EKSAMEN 1 FUNKTIONER AF FLERE VARIABLE 4.6.84 ¢

ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT. .

"OPGAVE 1

~ Et omrade CCR‘er fastlagt ved, at

C -_:{(x,y}z): z 2> ﬁx—l'—@?}

og en funktion f:C—» R ved, at
i, 2 t 3 2 2

flxyz) = dn(25=y*=2x7) =52 —2xy
Vvis, at der ved ligningen

J(("IY|1) =-Z
i Venromeqn af (1,-1,2) er defineret en to gange differen-
tiabel funktion 2:(x,y)-» Z( x,y) . Vis, at punktet (1,-1)

er et stationart punkt for denne funktion, og underseg om
-den har lokalt extremum i (1,-1).

OPGAVE 2
Lad f vare den funktion pa Ra, som er defineret ved

foy,2) = x| Iy‘-z‘[

Bestem de mzngder, hvonf henholdsvis

a: er kontinuert
bt er differentiabel
c: har kontinuerte partielle afledede

OPGAVE 2
Bevis, at ligningen
8 — sin(mx) = 0
[} 1
har lesningsm@ngden {'I »0, T }
Bevis dernast, at ligningen
83 — sn(rx) =
for ethverta e R har hejst tre losninger.
vis, at der findes en konstant b>0 sdledes at ligningen

() 8- en(mx) - 8y~ sn(ny) = 0

for ethvert y, som opfylder betingelsen |y[< b, har netop
tre losninger (med ¥ som den ubekendte).

Angiv det approximerende andenqradspolynomium) med O som

-udgangspunkt, for en funktion \l;, om hvilken det galder,
at (¢iy),y) er lesning til () for ethvert y € J-b,bL.
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OPGAVE 4
‘ 2
For ethvert parametersat (d,b)}e R er der givet et dyna-

. s p? . . ;

misk system pd R° med frembringerfunktionen fo,lv , .S0m er
: a . A

givet ved, at for (x,y)C‘R er

Fptay) = (a-Xxy, bx).

I skal forst undersege tilfaldet (ﬂ,b)=(3,i). Lad f vare
betegnelse for f T
i

Find fixpunkterne for f , 09 bevis, .at de. (begge) udger
ustabile ligevagtstilstande.

Find sd fixpunkterne for fef , altsd de tilstaride, som
er periodiske med perioden 2, Det kan betale sig at be-
merke, at fixpunkterne for f ogsd er fixpunkter for _fo)".

- - - - -

Det er ikke en forudsaztning for, at sattet anses for. fuld-
stendigt besvaret, at felgende del af opgave 4 regnes korrekt.

Underseg om de fundne fixpunkter.for fof' er stabile
ligevagtstilstande for det af fof frembragte dynamiske
system. : : :
Vis, at Qer findés en omegn U‘ af. (i.%), sdledes, at fer

s . det tal fi Kter.
alle (alb)e har fn,baf-,b: et samme anta ixpun

G4
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t
Skriftlig eksamen i matematik i ermnekredsen

Reglle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fem opgaver.. Besvarelsen anses for fuldstandig,-

hvis fire opgaver erxr korrekt besvaret.

den /5 august kl. .1022 - 1422

Alle hjzlpemidler er tilladt.



65

Idet me@ngden D er fgrste kvadrant, skal det
vises, at integralet

) - 2
I I ) ey
1+ (x+y) ®

er konvergent. Udregn tillige intecralets vardi.

Fastleg sivel stgrste - som mindstevaerdi for
funktionen g:R?~R givet ved

g(x,v) = (3-xy)2+x%+y?

pad cirkelskiven

{(x,y) Ix%+y? < 10}

For alle vardier af a€R er fastlagt ligningen
ax222—4ayzz—%-a2xy = 1.

Vis, at der ved denne ligning i en omegn af
punktet (0,0,-1) er definsret en kontinuert,
differentiabel funktion z:{x,yv)~2z(x,v).

Fastlag dernast de verdier af a, for hvilke

z vil have strengt lokalt maksimum i (0,0).

66

Beregn rumfanget af den del af omradet
z > x%+y?, som ligger inden for ellipsoiden
x2+y2+2z2 = 1.

En funktion f:R?~R er defineret ved

f(x,y) = y’+arctg(x+y) - %x.
Undersgg fortegnsvariationen for f langs kurverne
1

n., /3
y =-xo0g9 y = (7%X) .

Vis udfra dette og funktionen f;, at dar ved re-
lationen f(x,y) = o entydigt fastlagges en
differentiabel funktion y = @(x).

Vis, at punktet (1,0) tilhe¢rer grafen fcr vy,

og udregn tillige ©'(1l) og ¢''(1l).
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fem opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-
dig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

torsdag, den 3. januar 1985 kl. 1022 - 1422

Alle hijzlpemidler er tilladt.
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Fastlag den kontinuert, differentiablé-funktion
f:R?~R samt de reelle konstanter a,b og ¢, sa-
ledes at differentialformen

w = (xz)?y®dx + bf(x,y)z?dy + b(xy) zdz

bliver exakt. )
Udregn derp& potentialet til w gennem (1,1,1).

Beregn rumfanget af den del af omridet z>x*+y?,
som ligger inden for ellipsoiden '

x2+y2+222 = 1.

Godtggr, at der ved rélationen:

' 2_2
(By - x - %Bz)e?—ﬁx RA %

i en omegn af punktet (x,y,B) = (-1,1,1) er de-.
fineret en kontinuert, differentiabel- funktion
Bt (X,y) ~ B(X,¥).. '

Vis, at funktionen B har lokalt maksimum i
(-1,1).

Idet mangden D er givet ved
D = {(x,y)ERilxy < 2 A x*-y? > 1}

skal det vises, ‘at integralet

_ g
” 2YOEE) g
b (1+x2‘Y2)2

er konvergent.. Udregn tillige integralets vardi.
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5. Bestem den ellipsoide af formen

2 2
X z - R
- + y I = a,b,c’> o

z - -
a? b2 ¢t - ) :

som indeholder punktet (1,-3,2), og som har stgrst

muligt rumfang. Udregn dette rumfang. Skriftlig eksamen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt

besvaret, hvis besvarelsen. skal anses for fuldstandig.

fredag, den 7. juni 1985 kl. 1022 - 1422

Alle hj=lpemidler er tilladt.
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1. Idet S 4. Idet D = {(x,y)Ix?*+y? 5 a?}, a€Rr
D = {(x,y)!x>0ay>1}
: i betegner C komplementzrmangden til D i R?.
Fra ethvert punkt (x,yY€C trazkkes de to tangenter
o til randen af D. Disse to tangenter danner vinklen
J[ coshx,:_dxdy_ - 29 med hinanden ,[hvor ¢ Jjo afhanger af punktet
p Y +ysinhix (x, 1.

Vis da, rumfanget af mangden

skal det vises, -at integralet -

er konvergent med vardien

B
o

{%,¥,2) 1(X,y)EC A o<z<tgy - @}

eksisterer, og angiv rumfangets vardi.
2. En funktion f:R?-R er defineret.ved

£(x,y) ="[“(¥t37+‘yt,fﬁ

.
XY 1-%tz)

2
dt

.0

Udregn f{o,o0),

Fastlag dernast det talsat.(x,y), hvor £ antager sin

mindstevardi, og udregn til slut denne mindstevardi. for -f.

3. Der er givet fladerne

x? + y? +.%"z2 =3

Xy + 2(x-y)z - %z? =3

Godtgegr, at skaringskurven mellem .fladerne i en omegn af

punktet (%, - %,-l)" kan skrives som en parameterfrem-
stilling af formen - .

(xr0(x) , ¥ (x)
hvor ¢ og y er differentiable funktioner i en omegn af

%. Udregn dernast @', P, @' og P'' i x = %,
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable. B

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
‘besvaret, hvis besv;relsep skal anses for fuldstandig.

fredag, den 7. juni 1985 k1. 1022 - 1429,

Alle hj=zlpemidler er tilladt.
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Idet _

D = {(x,y)lx;OAy>l}

skal det vises, at integralet

[[ coshx Ixdy

“Jy34ysinh®x
D

er konvergent med vardien %.

Fastlag stgrste- og mindstevaerdi, som z kan antage
pd en skaringskurve mellem fladerne

2 2 1.2 _5
Xt + y? + 3z >

1.2

- - k2 - 11
Xy + 2(x-yl)z 72 ry

Lgs differentialligningen

AR + Z' _2Z|1+2(zu_z|)+2=°
%2 vy xy x Ty

fx ved overgang til koordinaterne u = x+y, v = X-y.

Fastlazg dernast den lgsning til differentialligningen,
som opfylder randbetingelserne

Z(x,0) = x ; Z;(x,o) =1 .
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" 4. En funktion F:R+?~R er definerét-véd, at

F(x,y)= I: —:__—- arctg (—t—(x—-gl) dat.

xy+t
a) ‘Vis, at F(1,1)=0, samt at Fyx.og F§‘ék51sterer i hele R4?.
bi Vis hermed, at

. - . Fx,y) = % ln(%)*’c

samt at ¢ = o.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare

korrekt besvaret, hvis besvarelsen skal anses

for fuldstandig.

tirsdag, den 7. januar 1986 k1. 1022 - 1422 .

Alle hjzlpemidler er tilladt.



2.

3.

En funktion f£:R?~R er givet ved
£(x,y) = x2(k-y)?® + 4xy?.
Bestem stgrste- og mindste-vardi af £ pé

mengden

{(tx,y)1 o £x 210 4Aa0 h y £ 4},

Bestem dernast vardimengden for f over R: .

Idet

D = {{x,y)! x > 0 A x%-y2% > 1}.

skal det vises, at integralet

][ xZ+y?  dxdy
x2-y? <
D

er konvergent med verdien % .

Fastleg det fuldstandige lgsningssat til de

sammenh¢grende differentialligninger

LI =
zy 2z w

-2x
[

w., +tw=e
b4

Bestem derpd det l¢sningssat, som opfylder
randbetingelserne

z(x,-x) = e 2* ; wix;-x) = 20 ¥,

vis, at (x,y,z) = (0,1,1) er en lgsning

til ligningssystemet

n
FNE]

y t
I arctg(z )dt

x

2t

Yy
} Ln(l+2z” ")dt = &n2.

x

Vis dernast, at lgsningerne i en omegn af
(0,1,1) kan fremstilles som en parameter-

fremstilling af formen

(x,y,2) = (x,a(x),8(x))

hvor a og B er differentiable funktioner

i en omegn af 0.

Bestem til slut a'(o) og B8'(o).
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ROSKILDE. UNIVERSITETSCENTER

Skriﬁtlig eksamen i matematik i emnekredsen
LINEER ALGEBRA, '

Tirsdag den 2o0. januar 1976 kl. 9.00-13.00"

 Alle hjzlpemidler tilladt.

OPGAVE 1
Den linezre afbildning G,: 33 ~‘R37er givet ved matricen
1 -l a
B. = 3 a -3 , a € R.
a. ) N B
at2 -1 -1

(1) Bestem de a € R, for hvilke G$ er ‘bijektiv.

(2) Undersg¢gg for hvilke a, Ba kan diagonaliseres,
seres, og angiv en basis for R3'bestéende af egenvektorer
til G_,-

(3) Underseg, om der findes en ortonormeret ba- -

sis for R3 bestdende af egenvektorer for G_2.

"(4) Betragt for ethvert a € R ligningssystemerne

Xy "%, +_ax3 =0
3xl faxz - 3x3 =0
(a+2)x1 - x2 - x3 =0

og
X " Xy + axy =1
3xl +ax2 -»3x3~= [
(a+2)x1 - X, - X3 =0

6g angiv for begge systemerne dimensionen af lg¢sningsmangfol-
digheden, hvor den er ikke-tom.

(Opgavesatéet fortsatter)

30

OPGAVE 2

Lad V vare vektorrummet af alle polynomier p af hgjst fgrste
grad over R.

(1) Godtg¢r, at afbildningen‘w:VXV ~ R, defineret ved
. :
e(p,a) = [p(x)g(x)ax, ° p.gq eV

er et skalarprodukt og angiv en i forhold hertil orto-
normeret basis for V.

(2) vis, at afbildningen F,: V ~ V, defineret ved (for c € R)
(F_(p)) (x) = (-2c+L)xp' (x) + c?p(x), x € R

er en linear afbildning. Bestem mangden af egenvardier
0og egenvektorer til Fc for ethvert ¢ € R, og angiv for et-
hvert c € R dimensionen af billedrummet for Fc.

(3) Vis, at der ikke findes noget c € R, for hvilket F, er iso- -
metrisk. Findes der noget c¢ € R, for hvilket restriktionen
FCIW: w ~'w af pnderrummeg W af V bestiende af alle poly- -
nomier uden konstantled ind i W er isometrisk?

(4) Bestem de polynomier p € V, for hvilke p 1 Fl(p)'

OPGAVE 3

Giv en oversigt over de forskellige metoder til beregning af -
determinanter. Konstruer en 4x4-matrix, der egner sig til at

belyse disse metoder, og illustrer disse ved hjalp af denne ma-
trix.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
LINEER ALGEBRA

tirfdag den  § juni 1976 ki.
Alle hjalpemidler tilladt.

OPGAVE 1

Idet P2 er det lineare rum af alle polynomier af grad mindre
end eller lig 2, defineret pa intervallet [-1,1 ] , defineres
ved

Q, ={p € P,l p(l) = o}
et underrum af P2' Vis, at {tzuf; t-l} udger en basis for 02
I Q2 defineres et skalarprodukt ved
1
(qlr) = fa(t)r(t)at
-1

Bestem det ortogonale komplement i 02 til underrummet frembragt
af p, hvor p(t) = t - 1, t€l-1,1].

OPGAVE 2
Lgs for enhver verdi af a¢R ligningssystemet

y+ z+ w=2

X -y-22+ w=o0

“x' -y +4z - w=2

b4 - 2+ aw = a
OPGAVE 3

Lad for ethvert (s,t)€ R? A(s,t) betegne matricen

1 o t
A(s,t) = o s+2t -1
-2 o s

(1) Vis, at U = {(s,t)l A(s,t) ikke regulat} er et underrum af
32 og angiv en basis for dette underrum.

(2) For hvilke (s,t)€ R2 er 1 en egenvardi til A(s,t)?

82

N

(opgave 3 rforcsat)

(3)

(4)

(5)

Bestem for ethvert par (s,t), for hvilke 1 er egenvardi til
A{s,t) (jvi. (2)) egenvektorerne til 1.
Bestem de t € R, for hvilke A(l1-2t,t) har lutter reelle

egenvardier

Bestem dimensionen af egenrummene svarende til matricen
A(-3,2).

Lad den line=zre afbildning F(a,b), (a,b) ERi, af
det euklidiske rum g* ind i sig selv vare givet ved

matricen

b -~a -a a

M(a,b) -a b -a a

#

-a ~a ba
a a ab

(1) Bestem de (a,b), hvor F{a,b) ikke er bijektiv.
(2) Angiv spektret for M(a,b).

(3) Udregn projektionen af vektoren X = (2,-1,2,-1) pa

egenrummene for M(a,b).

{4) Udregn tillige projektionen af F(a,b)(i) pd egenrummene.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

LINEER ALGEBRA, der stilles ialt fire opgaver.

mandag, den. lO..Januar 1977 kl. 093 1322.

Alle hjelpemldler tilladt.

1% " fad en linear afbildning F af‘det euklidiske rum E?

ind i sig selv vare givet ved matricen

s 2.0
A=(2 6 -2
Q0 -2 7

a) VlS, at F-er bx]ektlv.

b) Angiv spektret for A samt en basxs for egen-
rummene ved A,

c) Udregn (4 IFT' W), nar 3 = (-3,6,-9) i den
oprindelige basis i E®.

2° Angiv den fuldstandige lgsning til ligningssystemet:

X - y+z+ w= 0
2Xx - 5y = 2 + 4w = -1
x 42y -2w= )

y+tz- ws=

3° En linear afbildning FS:R3~R3 er for alle a€R
givet ved matricen

2a -1\
B ={11 o
a
-aYO 1

(opgaven fortsattes
naste side) ’

a) Bestem de a€R, hvor'ra ikke er bijektiv.

b) Bestem de a€R, hvor Ba har mindst to reelle
egenvardier.
c) Bestem derpd de_aER, for hvilke Ba kan diago- -
naliseres med lutter reelle egenvardier.
d) Find a.siledes, at
PN (-2,1,73) = (2,-1,3)

og -angiv' spektret for Ba'

En lineer afbildﬁing L inden for det lineare rum
c” af alle reelle Vlearllgt ofte dlfferentlable
funktioner er for.alle a,b € R givet ved

L = D2 + aD + bp°

d.v.s. VteER:(Lf)(t) =-f"(t) + af'(t) + bf(t) , fec”

a) Egenrummét’svarende til L og egenvaxdieh -2 vides
at have funktionerne.fl':tf-e3t og f,;:t~e*% som
basis, fastlag pd denne baggrund a og b.

(De fundne vardier af a og b forudsazttes benyttet i

det fglgende).

b} Angiv en basis for egenrummet svarende til L og
egenvardien - %

¢). En linear afbildning G:C°~C~ ér givet ved
G =D ~ 20°

d.v.s. VtER:(GE)(t) = £'(t) - 2£(t) , fec”

Angiv en basis for egenrummet svarende til GolL
og egenvardien -4.



SKRIFTLIG EKSAMEN I LINEZR ALGEBRA

mandag, den 27. juni 1977. ~
Alle hjzlpemidler tilladt.

OPGAVE 1

Lad for ethvert a€R. Ba‘beteqne matricen

B = i a 2 o
a 1-a -1 1

(1) Angiv for ethvert a€R en basis for nulrummet Na,
ved Ba, samt dimensionen af billedrummet.

(2) Undersg¢g, om der findes noget a€R, for hvilﬁet (o,l,o)ENla )

(3) Bevis, at for ethvert a€R er enhver egentlig vektor i Na
egenvektor for matricen B;Ba (B; er den transponerede til
Ba).

(4) Undersg¢g, om B;Ba er reguler for noget a.

(5) Bestem egenvardierne til B{B;.

OPGAVE 2

(1) Bestem for ethvert a€R dimensionen af lgsningsrummet for
ligningssystemet

{2a? - 2a + 1)x; + (3a-1)x; + {l-a)xs = o
(*) (3a-1) x; + 5 x, - X3 =0

(1-a) x - X2 + X3 =0

og bestem samtlige systemets lgsninger.

(2) Lgs derefter systemet

{2a? - 2a + 1)x; + (3a-1)x; + (l-a)x; = 2a% + 1
(a) (3a-1) = + 5 X2 - X3 = 3a + 3

{(l-a) x; - X2 + X3 =1-a

86

(opgaver fortsat...

OPGAVE 3

Lad V va@re vektorruminet af alle polynomier af hgjst l.grad,
altsd :

v = {Pl 3(a,b)ER?VxXER: P({x) = ax + b}.

(1) Vis, at der ved
<P P> = aja; + 2b;b, + a b2 + azb;
(hvor P, og P, er bestemt ved (a,b:) og (az,bz2) hhv.)
defineres et skalarprodukt i V. Opskriv for et polynomium
P bestemt ved (a,b) normen af P, ||| Pill i forhold til
dette produkt.

Lad L betegne afbildningen fra V ind i Rz bestemt ved
L(p) = (P(o),P(1)).

(2) Vis, at L er linear og opskriv i en passende basis for V
matricen for L.

(3) Vis, at L er en isometri, opfattet som afbildning fra Vv
forsynet med < | > ind i R? forsynet med det "sadvanlige"”
skalarprodukt.

(4) Vis, at samtlige grafer for elementerne i {Po}l har &t
punkt falles og bestem dette, idet P_ er defineret ved

Po(x) = X, for alle x€R.
OPGAVE 4

Giv en oversigt over, hvad der galder vedrgrende diagonalisering
af matricer.
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Skriftlig eksamen i matematik i. emnekredsen:

Linear Algebra. .

Der stilles ialt firevquaver.

onsdag, ‘den 4.fjanuar.1§78'k1:“b§29 - 1339,

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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P4 mengden C[0,1] af reelle, kontinuerte funktioner
pPa intervallet [0,1] defineres et skalarprodukt ved

.
[ £fe)g(r)at
[+]

“(flq9)

Bestem to funktioner f og g i C[0,1] af formen'a+bet
a,b€R, sdledes at f og g er ortonormale.

Angiv for ethvert talsat (a,b)ER? lgsningen til lignings-
systemet :

1 -
0
x+2y+ z+aw = a+b

X =22= W

y+.2z+ w.

1
[

X Y -2w

Idet C betegner m@ngden af vilkarligt ofte differentiable
funktioner pd R, defineres afbildningen L:C ~C ved

VEECT:LE(t) = (£3D?+6t2D2+4tD-4D°) £(t), tER

Vis, at L er linear.

Det antages nu, at t€R_, vis da at funktionen w: t~t%,

a€R er egenfunktion for L, ¢¢ angiv den til ¢ hgrende egen-
vardi.

Betegner KA egenrummet svarende til egenvardien XA, ¢nskes

en basis for hvert af egenrummene K_

27 K_4 og Ko.




For hvert talsat (a,b)€R? defineres :en linear afbild-

ning F_ af R? ind i sig selv ved matricen

o a b
A =tb a-b b
a o

Bestem de (a,b) for hvilke Fa b er bijektiv.

[

Angiv for hvert talsat (a,b) dimensionen af de til A
svarende egenrum.

I de tilfzlde hvor A kan diagonaliseres, gnskes en basis
for R® bestdende af egenvektorer til A.

Fastleg (a,b) séledes, at de til A svarende egenrum er
ortogonale, samt at detA = ab.
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Skriftlig eksamen i matematik i gmnekredsen

Linear Algebra.

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstendig,

hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

torsdag, den 8. juni 1978 kl. 0922 - 1322,

Alle hjelpemidler er tilladte.
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Angiv for hver vaerdi af a€R lgsningsmangden til lignings-.'

systemet
X +z4+aw = 1
T oxty+z =1
ytz- w.= 1
Xty - w =1

Begrund, hvorfor lgsningsmengden for Visse‘valg af a er tom.

“Idet ¢ betegner mangden af vilkarligt ofte differentiable

funktioner pd R, defineres afbildningen L:CT~C"  ved
VEEC iLf = (D’+aD+bD°)£, (a,b)€R?.’

. Vis, at L er linear.v R
‘Bestem (a,b), nir. funktionen o:t~te " er egenfunktion for L

svarende til egenvardien 3.

Angiv en basis for K, (egenrdmmet‘svarende~ti1 egenvardien 3).°

. Ved "
e v W
Wio,p,0) =o' ¥ w .;_‘w(w,w, - e wl
o' Pl ow" o'W

defineres Wronskideterminanter, hvor ¢,¢,w€C? (henholds-
vis o,peC?). bet forudsattes bekendt, at ¢,¥,w (henholds-
vis ¢,y) er lineart uvafhanaige hvis og kun hvis W(o,¢¥,w)+o
(henholdsvis W(y,Y)*0), hvor o betyder o-funktionen.

Antages nu-@,$€C? lineart nafhangige. Vis da, at
W(o®,0¥)+0, Wley,h?)+0 0g W(w?,p?)+o.

vis tillige, at w?, oy og +? er lineart uafhangige.
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En line®r afbildning Ft:R’~R3’er givet ved matricen

t 2.2
Af{t) =f 2 -t 2
2 -2 t

a) Bestem de t€R, hvor Ft er-bijektiv.

b) Bestem de til A(t) svarende egenvardier, ‘og

c) 1 de tilfelde, hvor A(t) kan diagonaliseres gnskes

en basis for R? af egenvektorer for A(t).
d) - Fastlag t sdledes, at .

Frl(-1,2,-3) = (1,-2,3):

. Idet P, er det linea®re rum.af alle polynomier af hpjst

anden grad, defineres pd intervallet [0,1] et skalar-

produkt ved
1
(pla) = { p(o)g(riae
(o]

Et underrum Q er frembragt af polynomiet g(t) = 2t-1.

. . 1
Beskriv samtlige polynomier i Q7. '
Angiv en ortonormeret basis for P,, siledes at
hvert basiselement er i enten Q eller Ql.
Fastlaq polynomiet p{t) = t?®+t+l i den fundne basis.
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1. 1Idet c°(I) er det lineare rum af alle reelle,
Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen kontinuerte funktioner pd intervallet I = [e7},el,
' ‘defineres et indre produkt i dette rum ved

e ]
Line®r algebra (flg) = I f(t)g(t)at.

1
e )
Vvis, at funkticnerne ¢:t~1l og w;t~t'llnt er ortogonale
Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-

: pa4 C®(I). Bestem derpd tre funktioner af formen
dig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

1

wit~atbt '+ ct”lint

o
torsdag, den 4. januar 1979 kl. 1022 - 1422 ) a,b,c€R, som er parvis ortogonale pad C (J).

Alle hjzlpemidler er tilladt.

2. Beskriv for hvert talsat (a,b)ER2 lgsningsmengden til
ligningssystemet
X -y +z+w=1
y+z+w=20
X - Yy +4z -5w =b-a
2x -2y +5z +aw = 1

3. Idet C: betegner mengden af vilkarligt ofte differen-
tiable funktioner pd R,/ defineres afbildningen
L:C,~C" ved

vEeC, : Lf = (£’D’+at?D’+(a+b)tD + bD°) £
(a;b)€R2.
Vis, at L er linear.

Bestem derpéd (a,b), nir funktionen g:t~tlnt er egen-
funktion for L svarende til egenvardien -1.
Angiv endelig en basis for K_
til egenvardien -1).

1 (egenrummet svarende
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Idet P, er det line®re rum af .alle polynomier p
med grad p§2, defineres en~lin¢ar afbildning E:P2~P
ved- ‘ V

2

VPEP:F (p(t)) = t2p't(t) - (2tHL)p' (t) + p(t) + 8¢t
tER. -

Bestem egenvardier og,égenpolynomier for F.

o L2,y

Redegg¢r for, at F ' eksisterer, og bestem F~

En linear afbildninq:G!R?éRéxer givet- ved matricen

2 2
A= -1 2
-2 1

Vis, at G er bijektiv.

Vis, at A har to egenvardier, samt.at A .ikke kan dia-
gonaliseres. Betegner \.den egenvardi, som har alge-~
braisk multiplicitet 2, og V er den tilhgrende egenvek-
tor, bestem.da en vektor w -siledes at ‘

-

- -
s Gw Aw+v.

Er 4 egenvektoren svarénde'til den anden egenvardi, og
betegner S den matrix, hvis sg¢jler netop er (3,v,w)
udregn da
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Idet C°(I) er det linezre rum af alle reelle,
kontinuerte funktioner pd intervallet I = [efl,e]}
defineres et indre produkt i dette rum ved

(flg) = rf(t)g(t)dt.
e-l
Vis, at funktionerne ¢:t~l og w:tnt-llnt er ortogonale
pa C°(I). Bestem derpa tre funktioner af formen

1

wit~a+tbt '+ ct™lint

a,b,c€R, som er parvis ortogonale pa CO(I).

Beskriv for hvert talsat (a,b)ER2 lgsningsmengden til
ligningssystemet

X~y +2z +w

1
-

Yy +z +w
X - y +4z -5w =b-a
2x =2y +5z taw =1

Idet C: betegner mengden af vilkarligt ofte differen-
tiable funktioner pa R+, defineres afbildningen
L:C ~C ved

+ T+

vfecf : LE = (t¥D +at?D¥+(a+b)tD + bD®) £
(a,b)er?.
Vis, at L er linear.

Bestem derp& (a,b), ndr funktionen @:t~tlnt er egen-
funktion for L svarende til egenvardien -1.

Angiv endelig en basis for K_1 (egenrummet svarende
til egenverdien -1).
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Idet P, er dét line@re rum af alle polynomier p~
med grad p§2, defineres en lineer afbildning F:Pznbé
ved

VPEPZ:F(p(t)) = p"(t)-(t-1)p"' (t)+3p(t)

tER.

Bestem egenvaerdier og egenpolynomier for F.

1

Redeger for, at ! eksisterer, og bestem F = (t2+1).

En linear afbildning G:R3~R3 er givet ved matricen

1 2 2
A=f2 -1 2
2 -2 1

Vis, at G er bijektiv.

Vis, at A har to egenvardier, samt at A ikke kan dia-
gonaliseres. >Betegner A den egenvardi, som har alge-
braisk multiplicitet 2, og V er en tilhprende egenvek-
tor, bestem da en vektor W siledes at

-

GWw = AW+V.

Er u egenvektor svarende til den anden egenvardi, og
betegner § den matrix, hvis sgjler netop er (4,v,w)
udregn da
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1.
Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
Linear Algebra
Der stilles ialt 4 opgaver. Besvarelsen anses for
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i
Alle hjazlpemidler er tilladt.
2..

1¢0 -

En linear afbildning F:R"~R* er givet ved matricen

21 o -1
11-1 1
A= ‘ol 1 o
11-2 2

Bestem N(F) - nulrummet -~ og:-V(F) - pilledrummet
ved afbildningen F,

Angiv for hver vardi af a€R lgsningsmangden til
ligningen -

F(X,y,z,w) = {2,5,2,a),

Idet c: betegner mangden af alle vilkarligt ofte -
differentiable funktioner pa R,, er en linear dif-
ferentialoperator L:Cj~ci.defineret ved

L=t?D’+at?D?-2atD+bD®

a,bGR,

Bestem tallene a og b sdledes, at funktionen
w:R+~R givet ved

o(t) = t2lnt

er egenfunktion for L svarende til egenvardien -a,

. Angiv - med de fundne vardier for a og b - en basis

for K;a (egenrummet for L svarende til egenvardien
-a), )
Redegpr for, at

U = {feX__I1£(1) = o}

er et underrum og angiv en basis for U.
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Idet a,b,c,d€R defineres fglgende 2x2-matricer:

A=<ab A 10\1 r=f 01
b a -d ¢ 01 -10

Betegner a% den transponerede matrix af A, defineres
en 4x4-matrix ved

_{ ast
M= t
-B A

Vvis, at detm»o for (a,b,c,d)#(0,0,0,0) 0g, at
detM=c for a=b=c=d=o. (VINK: Udregn f.ex. MMt)

”
ﬂibetegner mezngden af alle 4x4-matricer af samme form
som M.

vis, atTf med szdvanlig matrix-addition og skalarmulti-
plikation er et underrum i rummet af alle 4x4-matricer.
Vis tillige, at matricerne

3 = EO\' Jzz(or:\, 7, [T o)' J“=(o->
OE -E O 0o -I -I O,

er en basis forﬂ?ﬁ samt at

1) Jp2 -J, for p = 2,3,4

2) J2Jd3 = =J3Jd2
Bestem M-! for alle matricer M+O, og vis, at

7\©0},.) er en ikke abelsk gruppe. (- betyder sadvan-
lig matrix-multiplikation).
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Lad for ethvert talsat (s,t)€ER?, A(s,t) betegne

matricen
s 2t -s .
A(s,t) =/ s 2t-s o
-5 s 2t
a) Beskriv mangden

b)

c)

a)

e)

N = {(s,t)€R?|A(s,t) ikke reqular}

Vis, at 2t altid vil vare egenvardi for
A(s,t), og bestem det tilhgrende egenrum.

Vis, at A{s,t) altid kan diagonaliseres.

Bestem spektret for A(2t,t) samt de tilhgrende
egenvektorer, nir tso-

Udregn projektionen af egenvektoren svarende
til 2t pd den plan, som er udspandt af de to
gvrige egenvektorer, som er fundet under d).
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Skm#ég cksamew 4+ Linecesr odgsbree.

Tevsclog dew 8Ja/w;m 1981 g2 | _9,06*/5.00

RS

. . / .
: L s . </
e HWeipawdles e Tladt

104 -
OP&AVE L

Vis om de e lﬁmW

@) x-5y-22 3w =0
T 8X =2 -5y w4 =g

(2) Xx+t4y-llz +bw0 =0
(ox ~léy+2z +41 =0

3) 2X-5y +t43-4¢ =0
-6xﬂ§y “Rz2+3w=0

ot bswdwmu () & dew pgavawme sone

e S“"“ﬁ‘““"“fldz“' W (2); mew ew
af swgawﬁm-w (3)-

OPSAVE 2

Vio o losningsmoeng des bt Aig ming scipticimsds

4x-5y-2z+3w =5
' 3)(-3:5—51*41‘7 = 'bJ.
2“"53-&4}— » -:_bs

4 -5 b(
3 -2 b | =0.

2 -3 b,

Los digningesuslemer itiLfatdet (g,b,b) =

(34,1,
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2 o o -3
A 2 o -
A(loz 8
9 o

Find. dew Jlgsmg L, &MMWWM
x' = Ax,

Som opfuldon X(0) = (41,4,4).

Det Lo gleifte, 5
CPlgis, ok der ban. forctages o bosieskifts, -

@ at dew linesre %M, dy‘,fﬂw\,AswmﬂM,

4 dew Wbm han mabicen

2 0 oo

[ 2, 6o

© o 3 o

o 0o 0 3/,
(Owwmubm).
OPeAVE 4

Fiud, projeedionen af MDF;@,W’SM

9o gonem A B i C, hai
A=(lo, o), B=(l0,0), C=(o,2, ~1), D=(o, 1,1)

OP&AVE 5 :
Foretng . dlagoneticniy of dow lumdmdisie foru

k[x,y): 4*‘3*0131
for a=3 n a=0.

SLUT
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Varighed: 4 timer.

3. juni 1981
kl. 0928 -. 132
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OPGAVE 1 .
’ OPGAVE 3

- Lad - T vEre en 1inear operator, som i.en vis basis har
matricen -

Angiv en betingelse i form af et sat af ligninger og ulig-

heder i a,b,c og d, . som er tilstrzkkelig til, at der
o 10 blandt de fire vektorer
‘B = - . '
. -2 21 ;
-3 =2 - .!'.

c
1. Vis, .at nulrummet og billedrummep er identiske. L a
- . .
E ?.~ Bes;emrﬁB“ P2 ], , 0
et "‘ . . . ” ’
3. Vis,.at ingen 5-dimensional operator kan have identisk 1 1

nulrum og billedrum.

4. Angiv for en vilkarlig opéraﬁor S -en relation mellem.

S i nulrum og bllledrum, .som er tllstrakkelig til at sikre, - er mindst 3 af dem, som er 1ineart uafhangige, ‘mens hele

. 2 _
at s® = SeS er. nulafblldningen- sattet skal vare lineart afhangigt.

OPGAVE 2
“"’f ) Find den l¢sning til differentialligningssystemet
£'(t) - = Af(t),
S for hvilken £ (0) = (l,0,1), idet
1 -2 -2
. A= 14 1
1 1 4/,

{(fortsattes)
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OPGAVE 4 .

Lad mangden M; vare givet ved ligningssystemet

-3x +y = -3
z = 1
- X 4w = -1,

og me&ngden M; vare givet ved ligningssystemet

- - =8x + 4y + 10z = 0
2x + 4y -5w = 0 .
vis, at (1,0,1,0)¢M, og find det punkt i M, ,

som ligger narmest ved (1,0,1,0).
Find dernast det punkt i M,,
til M.

(For et punkt P forstds der ved afstanden til M2,

afstanden til det punkt i M;, der er narmest ved P,

nemlig projektionen af P pid M,).
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1. Angiv en basis for lg¢sningsrummet til ligningssystemet

X + 2y - 3z = 0
-x - 2y + 3z = 0
4x + 8y =12z = 0
x - y + b5z = 0
vBeSﬁem de (bl'.bz’ by, b,) € R4 for hvilke ligningssystemet
x + 2y - 3z = bl
-x = 2y + 3z = b2f
4x + 8y - 12z = b,
X - y + 5z = b4

har en lgsning.

2. Bestem determinanten for den reelle nxn-matrix

Vink: Ferst gattes L¢snihgen (ved at beregne_determinanten for de
forste par n) og. sd feres induktionsbevis.

3.  Bvilke "elementazre omformninger" (ombytning af to rakker, multi--

plikation af en razkke med en skalar A # 0 .eller addition af et
vilk&rligt multiplum af en razkke til ern anden - og tilsvarende for
spjlerne) fgrer fra matricen

0 1 1
A = 0 -2 2
0 3 3
til matricen
' 1 0 o
A' = 0 0
0 0 0 2

- Lad nu L og M vare lineare rum med (ul, u,, u3) basis 1 L

og (vl, Vayr v3) basis i M og lad F : L - M vare givet

'véd matricen A 1 de to baser. Angiv nye baser i L og i M

s3dan at F er givet ved A' i de to nye baser.
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4. En linear afbildning. F : Rz - Rz er givet ved matricen

4 -1
7).
Diagonaliser F (ved at bestemme egenvardier og egenrum). Lad U
vere egenrummet svarende til den st¢rste‘egenverdi af F .

Vis at "kvotientrummet" RZ/U (dvs., {(x,y) + U | (x,y) R?} med

passende addition og skalar-multiplikation) er isomorft med mzngden
M = {(x,y) | x, vy ¢eR og xty = 2}

forsynet med additionen
(xl,yl) + (x21y2) .

(x1‘+ X, = 1,_y1 + Yy - 1)
og med multiplikationen.

Aix,y) (Ax + 1 =2, Ay + 1 = )




SKRIFTLIG EKSAMEN i LINEER ALGEBRA, marts 1982.

Udleveres éen 5. marts 1982 kl. 1022

. [o]
afleveres den 5. marts 1982 k1. 1422

Alle hjalpemidler md benyttes.

’

OPGAVE 1 .

Lad f:R® - R* og g:R* +» R* vare de lineare
afbildninger, som i forhold til standardbaserne har

matricerne
oz i)
3 1 =2 5 2 -5 -1
A= og B =
2 2 0 3 2 -5 1] .
1 2 1
vis, at

(1) Billedrummet for £ er nulrummet for g.

Bestem de talsat (a,b,c,d)€ER* for hvilke (1) galder,
nar

OPGAVE 2

Angiv de verdier af a for hvilke matricen

1 a(a+l)

a{a-1) 1

kan diagonaliseres til en diagonalmatrix med reelle
vardier.

.~

(fortsattes)
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OPGAVE 3

Der er givet fire punkter _
A = (~5,-10,-1), B = (4,b,2}, C = (-2,-3,-1), D= (2,4,2).

i rummet udstyret med et retvinklet koordinatsystem.

Bestem projektionen E af A ~pd - BCD.
Bestem hgjden fra A i ABCD.'

Bestem volumen af ABCD .ved to forskellige udregninger.

OPGAVE 4 .

Bestem lgsningen til differentialligningen

1
X' (t) = AX(t), X(o) =| 2
5
hvor . 2 -1
A=
’ 0 .
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1. Find en line®r afbildning af RS ind i, 93 for hvilken - - : i
(Fl, f2) er en basis for billedrummet og (el) er en basis

for nulrummet, hvor

fl = £0,1,3/2) » iz = (11213)7709 ey = (213’4) .

2. Les ligningssystemet

X ¥y + W+ Z = a3 =
2x = 85y «+ 4w - "z = b
=X + 2y - 2u ) = c
Yy = Ww+ z = d
A) for (a,b,c,d) = (8,-1,1,1)

B) for- (a,b,c,d) (5,-1,0,2) .

Opgaver til

3. Jen 1lineazre afbildning Ea : R3 = 123 er givet ved matricen
a+l -1 a Line®r Algebra
g, = 0 a- 2 y 2R
3| -1 -1
A) Bestem de a for hvilke G_ er bijektiv, 7. marts 1983.
8) Underssg for hgilke a , ga kan diagonaliseres, 2g angiv

2n basis for R bestaende af esgenvektorer til 2, -

C) ©Sestem derpd a saledes, at vektoren ¢ = {1,1,~1) bliver
egenvektor til 8, og udregn derpd Ga-l(Z,l,-S) .

b4, I det 1line=re rum :2 af alle reelle to gang kontinuert
differentiable funktionmer p&d 7 defineres en linezr afbild-
mihg L ved Alle hj=zlpemidler tilladt.
(LeY(e) = fF(e) - (t+1) F¥(e) = 3 fF(t), teR

Lad P2 vere det lins=re rum af alle polynomier p med
grad p €« 2 .

A) Vis at P, er "invariant" overfor L hvormed menes at Der er ialt 4 opgaver, som alle skal regnes.
L(fleP, for alle feF, .

B) Bestem egenvardier og egenpolynomier for M = restriktionen
af L til &5 &

c) tedegar for, at H-l eksisterer, og bestem 2'1(9) hvis
g(t) =t~ + 1 for teR .

S, 3estem determinanten for den rcelle n¥n-matrix




e
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OPGAVE 1

. Afbildningen- £ fra R'  ind.i R*:.er'givet ved

TE(x14%2,%X3,%X4) = (0,01,0%3+BXy , ~BX3taxN,) "

Bestem billedrum og nulrum-for £ ogvbevis, at disse -

rum er ortogonale pd hinanden,.

OPGAVE 2

Lad M betegne vektorrummet éf"2x2 matricer:med
reelle elementer. ) ‘ B

For en matrix A€M lader. vi- ComkA)~beteqne mangdeh
'af matricer, der kommuterer med A, altsi

Com(A) =j{X€MIXA = xa}

o

~Vis, at Com(A) er et underrhm i M

1 3}

E: Lad A = . Bestem en basis for -Com(Aa)
2 4
. a ¢ .
c: Lad B = « - Angiv et ligningssystem
b it ; .
i x,y,z,w, som er en n¢dvendig og tilstrakkelig
betingelse for at X € Com(B), hvor
. Xz
X.=11- .
- Yy wj .
For hvilke B er. Com(B) = M.

(fortsattes)
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OPGAVE 3

Bevis, at-det karakteristiske-polynomium' R for ma-

tricen
0 0 0 b
0 0 1 0
A=
0 1 0 0
a 0 0 0

er éivet ved
R(A) = (A2-1) (A%=ab).

Anéiv for hvilke reelle vardier af. a og b
det er muligt at diagonalisere A.

Angiv i tilfeldet a=0, b=l l¢sningen til differen-
tialligningssystemet

x! = ax, x(o) = (1,1,1,1).
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NOGLE BETEGNELSER - . B

F betegner vektorrummet af kontinuerte funktioner
pa {-1,1]. 7

. betegner det skalarprodukt pd F, som er givet ved
1

f.qg = j £(t)g(t)e 4tat
, ) )

P, betegner det underrum, som er udspandt af
fo,f,,fz givet ved

2t

£.(8) = e, £,(0) = te®*

2_ 2t

, £2(t) = t%e”7; te[-1,1]

OPGAVE

Find en ortogonal (ikke ngdvendigvis ortonormal) basis
for P,.

Lad 2 betegne det underrum, som udspandes af de to
forste funktioner af den fundne basis.
Bestem projektionen af h pd P, hvor

h(t) = et (1-2t+t?), te [-1,1].
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W, 7

er

AP = A.a-.....-A (p gange).

~Idet A er en nxn-matrix og p er et positivt helt tal,

Endvidere betyder E nxn-enhedsmatricen og 0 nxn-

nulmatricen.
Vis da, at nir af = 0, er
(E-8) 7 = Eeasale. ., 4aP7Y

Benyt dette til at' udregne

N
o
[}
-

[
[
(=
.

En linear afbildning fra E4 til g* er givet ved

matricen

Godtger, at der findes en basis for E4 af egenvek-

torer til B.

Fastleg derpd et sidant (gerne ortonormalt) sat af

egenvektorer til B.

Q= xX+y+2z4+w

under bibetingelserne

-Bestem (fx ved simplexmetoden) maksimum for

(opgaven fortsattes)

x + z+w 10

y +2z+w X 7
X+ 2y + z 1
X+ y+ w 511

samt
(x,¥,2,w) : (0,0,0,0).

4. Nir (u, v, W) er en ortonormal basis for RJ og kE€R,

er en linear afbildning fk :.R3 —-_R3 defineret ved

u + 2v + (k-2)w

I

fk(u)

+ w’

<)

fk(v) 4u -

fk<a)v= (k=1)U + v+ w .

Fastl®ag de k, hvor fk ikke er injektiv, og bestem med
disse valg af k nulrum (Nk) 0g billedrum (Vk) for fk .

5. Et omride M = R’ er fastlagt ved, at

(1) 3x+. y+ 2z % 80
(2) 2x +2y+ z £ 175
(3)  x + 3y + 4z 130
(4) (x,y,2z) 2 (0,0,0) .

Bestem det hj¢rne'1 M, hvor (x,y,z) > (0,0,0).

Bestem dernast en parameterfremstilling for det linie-
stykke £ i M, som ligger pAd randen af sivel (1) som (2).

(opgaven fortsattes)
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Fastlag tallene a og-b, s8ledes at niveaufladen
T Q = ax + by + 3z °
vil antage vardien 155 pd hele 2.

Undersg¢g til slut, om tallet 155 vil vare maksimum for
Q p& M.
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LINE/ER ALGEBRA 7
Smd.gikg ekoammdn, Mandas den 6 jumi R oo — 4
Opgasecatict. bestir of fire opgaver 03 amsio Joun for fuldt
beawmnet fum alle opgaver a1 logt lesnnelet,

Alle biatpomidles ot {illodt.

1. Tat A 2c en nen malix o3 p cb‘oaﬁh'ot‘fﬂ!', er pr-

definblion
A= AA A (pamge)
1 odut -ff.'t(ynde & E nm--onhadonmedncen, o5 O n¥n-
dmadtricen,
Wis da, ot o =0, dz er E-A invertivel med
(E~AY " = E+A+AT+. .+ A

Bergt ditte bl ot udregne

HE)

1o -21%2
o | 2 -1
B= -l 2 1 o
2-1 o |

Konstruee e basis for K, Som bestar of egenveictoer fo .
Konstiwer, hus, det an muligt, en tswaneade ovtonormal
basis fov K.
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. 3T wmnek o dar ek o sedanligh rekidelel heominotsystemn.
; et v ideilificorer punieter med, dets kevdinedseb, er des
guet bt punlder AR o B ved, ,
A=(l' l’ l)) Ala ((,o)-l) 3 B= (—‘)0,"0,

v Bovio ot den  punitmangle, som beatemmes o Lﬁm,\,gaug(i"am&t

o ER

u A'uj'mjevmm Ara /\‘,sm v lategner a.

(&)-6)6

o dd(uudd, som suasen Uk panemeterendion i bdzgnes B;.
Bestem t sdledes at B =B;. '

Med Ay betegnor vi smningepunkter - mmellem 2 gy dow
plan Gileelrst pe b, som gde gennem. B, .

Argir uvlumen af tetmederet AALBB, o3 owger den shwsle
o MMUUM{O{WWMM,Mr B, shal lgge p

L‘"‘ﬁw'«b"w BnB1 .

) ‘ 4. Idet (%,9,W) o en basis for R oy keR oplyses dat
om. den Linewre aflitdning fy :R— K, ok
fo (@) = T+ 20+ (k-2)W
fp@) =4z -v +w
fL (W) =(e)R+V+W.
Bestem de vzdier of b, foc huilke fy, ibke o injekliv.
Angpy for bwon of dise undier of & 2n panametesfremaliilig

d{'rw.bzwmmetg ok L«g;wj% for billedouummak, SLuT
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EKSAMEN |~ LINEER ALGEBRA,

FREDAG DEN 6. JANUAR 1934 KL 10 ~— 14

Awgwaw

3
(0 For () R tadn vi MEPY) betegne matncen

‘““n.
i%).
by y*

For hwitke (a,B,y) 2n MR, y) snventibel 2
Beatem. M(4,2,5)7%,

@ lad A B o C vane de b punkton, som 4 for-
hotd Wl 2t dedimuligt rutviniclet kovrdinatoy-
(4)o,o)) (0,-2,9) a (90,1)

Fo:( X _glvet puniet P/'fo Ay“tﬁw A8,
Saledes at P+ B, findes s da nelop of
puskt @ pd Linjew genncne B oy C o5 &
puskt R pd Lisjun gennew A o5 C, sdledes ab

PQ MM’W}»«’AB@ QR 21 winkebet pq

8c. :

Beatem votumesn c}/ tetruedened OFQK/ war P

0 midtpusktet af A8.

3% At P, for hurtket tetaedenet OPQR ha
WMaxmalt Votumen. Funkl 0 ¢ kowrdin: . Yotemels ar‘n'jo.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

@ Lad,fgj vwxede/obma/hlcbugu SO

lm, mamcenne /4’173 hyvov

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

2 3 4 - 49 5\ ‘ !
- 1 ’ Z fo 1
A= é g s' 6 | =1 Z 8 "‘ Line=®r Algebra
-2 6 4 2 07)

Vio at f 53 g har Samme hulnum (W(])=‘/Vg)),
Mew at billednummene Blf) oy BG) o fookellipe.
Argiv &t Aiguinganystens for BGf) 3 for BG)

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandigqg.

@ tas diforactioligningon 4
X)) = Axa;); X (o] ’-’(o)
Q.

heer
0 =1 ¢
A=s1[029 -
t o o0
S al afr'x
oM en ’.7“/‘ plyaco e, A e m mandag, den 4. juni 1984 k1. 1022 - 1492 |
fn" en o daﬁm'y) aclrome opgavens ‘ﬂdluoy

ikke foudomnior dewne oplysning. Oplyoningen
mym he Uer som o b 'Eﬂt 5,"{7: Av Alle hjzlpemidler er tilladt.
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Bestem determinanten for den reelle nxn-matrix

3.
0 ceeven
1 ceeven
0 1 0 ceeees 0
0 Ceeeees 0
0 0 0 ...
For hvert talpar (a,b)€R? er givet lignings-
systemet
X+ y +22 4+ 5w= 2
X -2y - z + 5w =-1
Yy -2z + aw = 1
-y + z 4 6w =
Y , 4.

Angiy for hvert talpar (a,b) l¢sningsmengden til
ligningssystemet.

Opskriv specielt lgsningsmengden svarende til
(a,b) = (-6,1).

132

En linear afbildning F:R3>~R® er fastlagt ved
matricen

1>
1]
[
1
w
[

Bestem spektret for A og vis, at A ikke kan
diagonaliseres.

Betegner a den egenvardi, som har algebraisk
multiplicitet st@drre end 1, og er ¥ en tilhg-
rende egenvektor, fastlag da en vektor'3,7§é—
ledes at »

- - -
F(w) - aw = v

Er U endnu en egenvektor for F, vis da, at
{4, ¥, W} udgsr en basis for R?, og fastlag
den til F svarende matrix i denne basis.

Idet C° betegner mangden af alle vilkarligt
ofte differentiable funktoner pid R, er en linier
differentialoperator L:C ~C” defineret ved

L = D“+aD’+bD%-aD+cD®
hvor a,b,c€ER.

Fastl®qg samtlige talset (a,b,c), siledes at funk-
tion w:R~R givet ved

ol{t) = tet

tilhgrer N(L) - nulrummet for L.

Bestem det af talsattene (a,b,c), hvor tillige
funktionen Y:R~R givet ved

v(e) = et
er egenfunktion svarende til egenvardien 9.

Angiv med den fundne vardi af a,b og c en basis
for N(L).
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ROSKILDE.UNIVERSITETSCENfER L. P, stér for det lineare rum af alle polynomier
. i ' af grad-hgjst 2 defineret pd [-1,1]. Endvidere
. ) 7 7 er '
Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen ’ ' . : “Q; = {p€P,lp(-1) = 0}

T e

Fastlag en basis for Q..

Linear Algebra

I P, defineres et skalarprodukt ved

1
, _(pta) = I p(t)g(t)dt.

{ -1

Bestem en basis for Ql - det ortogonale komplement

til Q2 i P,. : ’

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt

besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

Udregn endelig den ortogonale projektion af

glt) = (¢-1)?
P& Q:.
mandag, den 4. juni 1984 k1l 1022 1422 2. For hvert talpar (a,b)€R? er givet lignings-
4 bl . - = .
systemet
Alle hjzlpemidler er tilladt. X+ y+ 22+ 5w= 2
X -2y - 2 + 5w = -1
y -2z +aw= 1
-y + 2z + 6w =

Angiv for hvert talpar (a,b) lgsningsmengden til
ligningssystemet.

Opskriv specielt lgsningsmangden svarende til
(a,b) = (~6,1).
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A

En linesr afbildning "F:R¥~R? er fastlagt ved
matricen ' :

0 =2 71
A = 1 -3 1
1 -2 0/ .

Bestem spektret for A og vis, at A ikke kan
diagonaliseres. o '

Betegner a den egenvardi, som har algebraisk
multiplicitet stgrre end 1, og er vV en tilhg-
rende egénvektor; fast;ag da en vektor 3,.55-
ledes .at '

F(w) - aw = v

Er U.endnu en egenvektor for F, vis da, at

{d, ¥, W} udgsér en basis for R?, og fastlag
den til F svarende matrix i denne basis.

Idet C betegner mangden af alle vilkarligt
ofte differentiable funktoner p& R, er en liniar
differentialoperator L:C”~C” defineret ved

L = D"+aD’+bDZ-ap+cD? -
hvor a,b,ce€R.
Fastlag samtlige talsat (a,b,c); sdledes at funk-
tion @w:R~R givet ved

o(t) = te®

tilhgrer N(L) - nulrummet for L.

- Bestem det af talsattene (a,b,c), hvor tillige

funktionen YP:R~R givet ved
vit) = &%t
er egenfunktion svarende til egenvardien 9.

Angiv-med det fundne talsat (a,b,c¢) en basis
for N(L).

136

SKRIFTLIG EKSAMEN
I

LINEER ALGEBRA

Den 6. juni 1985, kl. lo.ococ-1l4.00

Alle hjzlpemidler er tilladt.
En fuldstazndig besvarelse kraver,
at alle opgaver er korrekt besvarede. .
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OPGAVE 1 . Vi betragter de to reelle ligningssystemer

-(a+l)x, + (a+1)x3 - latl)x, = a+l
ax; + (a—b)x2 + fbx3 + (2a-b)x4 = a+b
(l-b)xl - (a+b+1)x2,+ (a+2)x3 - (a+2h)x4 = a-b+3
og -
—(a+1)x2 + (a+l)x3 - (a+l)x4 = ~2(a+l)
ax; + (a-b)x2 + bx3 + (2a—b)x4 = 3a-2b
(l—b)xl - (a+b+l)x2 + (a+2)x3 - (a+2b)x4 = =-2a-3b-1
hvor a € R~ {=1}, b € R

(1) vis, at begge ligningssystemer har lgsninger.

s
(2) Vvis, at for sgjlen|{ t| har ligningssystemet

u
-(a+l)x2 + (a+l)x3 - (a+1~)'x4 = s
ax, + (a—b)x2 + bx3 + (2a-b)x4 =

(1-b)xl - (a+b+1)x2 + (a+2)x3 - (a+2b)x4
lgsninger netop hvis der findes X,u € R, for hvilke

s a+l -2{a+l)
t = Al a+b + n 3a~-2b
u a~b+3 ~2a-3b-1

(3) Hvad er dimensionen af nulrummet for matricen

o -(a+l) a+l -(a+l)
a a=-b b 2a-b ?
i-b -{a+b+l) a+2 -(a+2b)

(Begrund svaret.)

OPGAVE 2 Lad A vare en reel 4x4-matrix. Det forudsattes at
A som matrix for em afbildning af R4 ind 1 R4 (udstyret med
standardbasen) har egenvardierne

a): -1 med (1,0,0,0) og (0,1,0,0) som hertil hgrende
egenvektorer

b): -2 med (o0,-2,1,0) som tilhgrende egenvektor

¢): -% med (0,0,-2,-3) som tilhgrende egenvektor.

138

(1) Bestem A.

(2) Vvis, at A kan diagonaliséres, og angiv-en basisskifte-

matrix der fgrer A over i en diagonalmatrix.

OPGAVE 3 Lad Pn[o,l] vaere vektorrummet (over R) af alle
reelle polynomier af hgjst n'te grad pd intervallet [o,l].
Vi definerer en afbildning F: P_lo,1] ~ R**' ved for

p € Pn[o,l] at s=tte

rip) = ™ @), p™ P (0),....p" (@ ,pl0)),

hvor p(k)(o) angiver den k'te aflgdede af polynomiet p i
punktet o.

(1) Vis, at F er en isomorfi mellem (Pn[o,ll,+,-,R) oé

(Rn+lr+l "r R)

(2) Idet vi minder om, at de n+l polynomier l,x,xz,...xn
udggr en basis for Pn[o,l] , ¢#nskes angivet den til F he¢ren-
de matrix, nar Pn[o,l] er udstyret med denne basis og Rn+1

med standardbasen.

Vi forestiller os dernast Pn[o,ll forsynet med "det sadvanli-

ge skalarprodukt” i funktionsrum:

1
(pla) = [ p(t)a(trat
[o]

(3) Vis, at der galder

nn aib.
(pla) =} Zi—ﬂq:}—"

i=oj=o

hvis p(x) = anxn+an_lxn—l+...+alx +ag.
qix) = bnx“+bn_lxn-l+...+b1x + b,
og at der for vilkirlige sat (an,an_l,...al,ao) i Rn+l gal-
der uligheden

nn a.a,

1) w3 2o

i=oj=d 3

4) Godtggr endelig, at F ikke er en isometri, idet ogsi

(
Rn+l forsynes med det deri sadvanlige skalarprodukt

—
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n
(xly) = Ix,v.,
i‘=oi i

h =
vor x (xo,x n

OPGAVE 4 (1) vis, at matricen

. 2 1l o L
© Afa) = 2a a a-l1} ,-a'€R
' atl o a /.

har 1 som egenvardi.

(2) Bestem dern®st de a € R, for hvilke A(a) har tre for-

skelle reelle egenvardier.-

l""xn)' Yy = '(Youyl,--.y ).
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Side.1
Skm‘.{,wa, eesamen. { LINEER. ALGEBRA JAN €6

Do @ 3 opqawe
A—Uﬂl'jﬂlfwﬂv o Wadti
0PGAVE 4

I rummet -mczivetpuuu.w\e, AB oL, sem i
Jodotd dil o sedwnlah retrnelet erondinadagplon,
how oordinadsettene

(~,0-2), (2,258,~{2), (2,-253,-V%)
Bewy b frokamt ABC s Migeoidst.

Ved. midtrormolplanen for kme?gQ(meA?*Q)
meﬂo Aews plawy ser caou 3mmmdlf.amktd
of liwjesiyleket PQ °K s vinkebul pa dilte.

Viy ot mdhmwwm fw’r(qb Aharan
mummdmm{«A@c, 4_g-alest, alat
Mwmzmm»m an,
ek d& fumuhmeL A B 9 C.

Lad D boteqne dot puskel wed, posilis 2-homrdinad;
foc oilleat ABCD o, 24 A%wd-“t gM

Ewmmof rq&de;wBCD
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Beatow. koovdinadeane -ﬁu( D oy E.

lod w,¥ o W Vee do vechoer, Sow udgores of

broclinabyatiene for A, B @ C.

Vs at (W, ¥, W) tn en Soais dor R

lod, F viene an aflildiming of nummet m.o(l..u%
gels, foe fwilksw

F(A)=A) 'F(b)=C) F(C) = D.

Lad. § beteque don aftildning, som. udingllac’ F
4 koordinaten A fobotd A basens (u,v W), Det

avhnogo, At § e liness.

Bestewn, matricew foe £, Boskows opew ew makri
foc £ i fodotd W stawdanllmsen i R

lod, £ vere MWWAQE,
Vin ok Cum%q #prkluvfw F

Vio at F o bijoediv, @ at F~' = FoF

VP fopuukk for F op F(P) =P (dofinidion)
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Side:3
OPGRVE &
lod nfeN
Lad A vere s kempllcs Mxw makix g sot B= = Af

L BM&M%M&WMX%M;&!:
5*? or ﬂngAAruzzli {Fal B, fwi \ e 4u21¢4Arub11§ for A,

fad ). & vene enba»’u-{bvcn,aglad-fvwm.dav
lineare aftsildnang of C nd < C",scm.v; beodend ved,
ok
.FU}_()=57', .f(g‘):gg,..., fud =l fuh = o
2 drgiv i Jodtd 2 bacew ..., 4 on makix fa€
fwer of do Lnewe affrldmugar {',-{L,f))...).c)....
(Fetof, £ =1opot, o)

3 Beri (ved at benuylly © @ 2°) ot dut for alte kam-
Moo ot % galdu, ot W ={ bt A o eppermali

gk

4°8uﬁeakqo:ddawﬁﬁdwjnm&{9(dwwdhm\,,m
lognivg A Bl ligningen M=t o e csuwedi for F,
7 _bowstruer e egenveldor, din o dleoplicil sdhuld ved A,

SOAN?V%WM;MG&W%H% A

n=%,




Side:4

OPGAVE 3

Llad A viene '!rna.i'n'('.ew
{ 4 2 3
2 3 3 2.
(3 2 4 1)
0 lad for et t R By vane mabricen

(z-t 44 2-2t\.

1 2 1 )

t 1 %

Do Liezre aftilininger 4, §, ¢, 3, ar definerede
ved, ot de & '{vrfu{,i‘m Stamdardlmivine hon ma—
bricerne A, A*) B, oy ,B:, Respreledive .

(Sﬁ%hew bw-onu»w}nxhamwuuﬁ) ‘

for on Lnear aflsldmng T Mdr\u MN(T) o B(T)

Bevs» inkluaignarne  (for ali t&R)

@) 3@,)23(;)' |
(@) w@r2wif)
[;LM Ao updies of & foc il illucionsane

Vs ot begge inkluaiones u@wlﬁ*ﬁ,w&.q
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTEY

Skriftlig eksamen i métematik i emnekredsen:

.Differentialliqniﬁger.

‘Dér stilles ialt seks opgaver,:hvor man kan valge mellem

opgaverne 5A og 5B, 0og en fuldstahdig besvarelse omfatter:

sdledes opgaverne l-4 samt en af opgaverne 5i og SB.

3

do 330

onsdag, den 4. januar 1978 kl. o9

Alle hjelpemidler erx tillade.

146

Der er givet en differentiabel funktion a:R~R samt
differentialligningssystemet

- Dx = -ty+%a(t)z
Dy = x-(l+a(t))z
Dz = tx+a(t)y

Funktionen g':R+~R3 givet ved
1 T -~ fate)
. oy (L) =f-t
1
vides at vare lgsning til systemet. Angiv samtlige funk-

tioner 9!,.somvopfylder denne betingelse.

Q ] 4 P s s :
2 Lps for t&€R, differentialligningen

(£*D"-3t2D%+9tD-9D°%) £(t) . = o.

Bestem derpd atR sidledes, -at funxtionen w:it~at? er lgsning

til differentialligningen

(t*D"-3t2D%+9¢tD-90°) £(t) = t?

Lgs endelig differentialligningerne

(t*D*-3t2D%+9¢eD-9D°) £(t) = ¢t
(t"D"-~3t2D2+9tD-9D%) £(t) = t3 -
3° Lgs differcentialligningen
(cos?tD?-costsintD-p°) £ (t) = 320E
cos t

o4 vis, at.den l¢sning, som gir gennem (0,1,1) er af

formen -
sin(t+3)
gitr \/2————-——4—

cos?t
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5B
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Angiv den_ fuldstaendige l¢sning til differentiallignings-

- systemet

Dx
Dy

Ktx-Ly+t
(5t2-1) x-gty+t?

Givet differentialligningssvstemct med a,b€R\{o}

Dx
Dy

ay +bz

bx+ (a=b)y+bz

Dz = bx+ ay

Angiv for hvert valg af (a,b) den lgsning til systemet,

som til t=o gdr gennem (x,v,z) = (3,1,-1).

Idet a,b er differentiable funktioner, skal man eftervise

felgende satning:

Hvis ¢, er lgsninger til differentiallig¢ningen

(D?+ap+bd®)f = o, da vil ©?,ey, 2 vare l#sninger til

differentialligningen
(D*+3aD?+(2a%+a'+4b) D+ (4ab+2b*) D) f=o

Benyt denne satning til at lgse differentialligningen

(D*+ (6tgt-3cott) D*+(18tg2t-5+3cot?t) D+24tg D) £=o
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-

‘stendig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

tirsdag, den 6. juni 1978 k1. 0922 - 1399,

Alle hjalpemidler er tilladte.
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1.

2 1\,
hvor M.= { _; ,

Lgs hver af differentialligningerne

(D-2D°) *£(t) = e 2%
(D-20°) *£(t) =.e2F
(D-20°) *£(t) = te’f

Bestem den fuldstendige lgsning til differentialligningen

p2 ¥y = M2 (¥
() =MD

For t>o er funktionen ¢:t~t } lnt lgsning til differential-
ligningen
(t*D+at2D?+ (a+b) tD+bD°) f - = o.

Benyt dette til at fastlagge (a,b)€R?.
Bestem derpd den lgsning til differentialligningen, som gar
gennem (t,y,y',y") = (1,1,0,0).

Lg¢s differentialligningen

_t
. Y
D(;) =
% + 2ty
t?2-4

©g angiv den maksimale l#sning, som gir gennem
(t,x,y) = (0,1,2).

En integrallinging har formen

i
2
u{t) = sin2t - % ‘sinlt=xiu(x)dx.

(e]

Idet u:R~R forudszttes to gange differentiabel,. skal }ig- 1
ningen omskrives til en differentialligning med passende
randbetingelser. '
Lgs differentialligningen.

Bestem den fuldstandigé i¢sning til ligningssystemet

Dx = x+ y-z
Dy = -x+2y +t
Dz = =x+ y+z
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik 1 emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-

stendig, hvis 5 opgaver er Korrekt besvaret.

torsdag, den 4. januar 1979 kl. 1092 - 1499,

Alle hjalpemidler er tilladt.

3.
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Bestem den 1¢sni%§ til differentialligningen

(t3D%+6t2D2+4tD-4D°) £ = o

som opfylder betingelserne

f(1) = o, £'(1) = 0 og £"(1) = -9

Fastlag derpad for t>o den fuldstandige lgsning til
hver af differentialligningerne

(t°D3+6t2D2+4tD-4D°) £ (t) = t
(t?D*+6t2D?+4tD-4D°) £(£) = t
(£°D?+6t2D2+4tD-4D°) £(t) = -2

Idet man har a€R og matricen

2 1
Lﬂ:
-1 2

skal man, idet gt betegner den transponerede matrix til
M, bestemme a, sdledes at differentialligningen

Do = (M + aM")p

har l¢sningsmengden
o | _[ cos2t sin2t C . Cy 2
{.‘EEC \ p(t) _(-sin2t cos2t§(€z> ' (Cz\ ER}

2
¢ for passende valg af a€R

vil vere le¢sning til differentialligningen

Vis, at funktionen @:t~e?

(D2+2tD+ (t241)D°)£(t) = o

og bestem endnu en lgsning til ligningen.

OPGAVEN FORTSATTES
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Lgs derpi differentialligningen

(D?+2tD+(£2+1)D°) £(t) = t*-3.

Angiv for t>o den fuldstzndige l@sning til diffe-

rentialligningen

(tD?-2D2+4tD-8D7)£(t) = 4t

Lgs differentialligninéssysﬁemet

2 = -
y'by = 3¥° -3¢

Dx = 1 + 2yle™*

og angiv den maksimale-1lgsning til systemet gennem
(t,x,y) = (0,31n2,2)

Bestem den fuldstandige lgsning til differentiallig-
ningssystemet

Dx = =2x+2y+ z-
Dy = -=6x+ y+6z
Dz = -3x+2y+2z
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses

dig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

fredag, den 8. juni 1979 k1. 102° -

1422

for fuldstan-
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Bestem den eller de reelle funktioner, som pa et
delinterval af R, tilfredsstiller ligningen

t
LE(E) = 1+ I‘(f(u))zupdu,

nar PER, og p=l.

Fastleg for t>o den fuldstandige le¢sning til differen-
tialligningen

(£*D3*+t?D?) £(t) = o.

Bestem endvidere en partikular lg¢sning til hver af

ligningerne
(£’D3+t?p?) £(t) = 1
(t?D+t2D?%) £(t) = ¢t
(t*D*+t2D2) £(t) = 1nt

Inden for kraftforskning har man ud fra omfattende
observationer godtgjort, at volumenet V af en kraft-
svulst - som funktion af tiden t - i det vasentlige

vokser i overensstemmelse med differentialligningen

Vi) = ae v

Her er T° = l%l fordoblingstiden ved uhammet cellevakst

og o en individ- og krafttypeafhangig dazmpningsparameter.

L¢s differentialligningen, néir V(o)=vo. Bestem derpa
den til V svarende {(tidsafhangige) fordoblingstid TQ
samt det interval IcR+, hvor Tn<+m.

Vis endeliqg, at limT =T .
a%0 a "o

15¢

4%- For en to gange differentiabel funktion w:R~R+galder,

at fiinktionerne ¢? og ¢ ! vil vare lgsninger til diffe-

Vrentialligningen

2
o - —L —p - —25 _p%f(r) = o

t(1+t?) (1+t2) 2

Bestem p& denne baggrund den fuldstandige lgsning til

_1ligningen. . Lgs derpd ligningen

2
(D? - 1 p. 2t  pO%f(t) = t2

£(1+12) (1+£2) 2

Bestem samtlige reelle lgsninger til differentiallignings-

systemet
Dx = 3y
Dy = -3x +4z
Dz = -4y

Der er givet en differentialligning
(L (g2D?+g,D+goD”) £ = h
hvor h,go,91,92€C° (1), IER.

Endvidere forudsattes, at g,€C'(I} og g;€C?(I), samt at *

Vt€I: D3g; (t)-Dg, (t)+go (t) = o.
Vis da, at der findes funktioner a,b sdledes, at (1) er ens-
betydende med
(2) D (aD+bD®) £=h
p& hele I. Angiv explicit a og b udtrykt ved 94,91 09 g2-

Fastlag p& denne baggrund den fuldstandige lgsning til dif-
ferentialligningen

((t2+2)D2+4tD+2D°) £(t) = sint.
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ROSKILDE. UNIVERSITETSCENTER.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Diffeientialligninger

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 7. januar 1980-kl. 1022 - 1429.j

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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Bestem det reelle tal a sdledes, at funktionen
w:R+~R er defineret ved -

@(t) = t2lnt

er lgsning til differentialligningen

(t?p*+at?p?-2atp+2ab’®) f = o

4*>0. og fastlag - med den fundne vardi af a -
den fuldstandige lgsning til denne differential-
ligning.

Idet L = t’D’+at?’D?-2atD+2aD’ bestem da den
fuldstzndige lgsning til hver af differential-
ligningerne

Lf = t3
LE = t
Lf = t2,

Vis, at funktionen w:R+~R defineret ved

=1-21
v(t) =1 - =

opfylder Riccatiligningen

24 253-1=0

Dg + q* + £

Benyt dette til at bestemme den fuldstendige ld¢sning

til differentialligningen

(D? +%D— DY) f =

]
=
[}
[

for t>o.
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Funktionen f:R~R forudsattes to gange differen-
tiabel samt at vare lgsning til integrallignin-
gen

t t
t? Ilf(s)ds -t Ilsf(s)ds = tf(t) -~ t2

Omskriv integralligningen til en differentiallig-
ning med startbetingelser.

Bestem derpd den funktion, som tilfredsstiller
integralligningen.

Bestem den fuldstandige lgsning til differential-

ligningssystemet
Dx = x—- y+2z+t
Dy = 2x-2y+2z+t
Dz = x+2y- z+t

Bestem den fuldstandige lg¢sning til differential-
ligningssystemet

‘Dx = 2x+ Yy + w
Dy
Dz = 2y+ 2
Dw = XxX- ¥y +2w

X+ y+2z+ w
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for

fuldstandig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

onsdag, den 4. juni 1980 k1. 1022 - 1422,

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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Bestem det reelle ‘tal aﬂséledes. at funktionen

©0:R ~R er defineret ved

o(t) = t2lnt

er lgsning til diffgrentialligningen

 (t'p*+at?D?-2atD+2aD%) £ = o

t>o, og fastlag - med.aen'fﬁndne verdi af a -.
den fuldst®ndige lgsning til denne differential-
ligning. )

Idet L = t’D*+at?D?~2atD+2aD’ bestem da den
fuldstendige lgsning til hver af differential-
ligningerne '

Lf = t?
Lf = t .
Lf = £2_

Vis, at funktionen w:R;~R.defineret ved

=11
vie) =13

opfylder Riccatiligningen

Dg + g% + %q - l=o0

Benyt dette til at bestemme den fuldstandige lgsning

til differentialligninqen

(D2 + %D'- D°)f =

|

=

]
e I

for tso.

5.
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Funktionen f:R~R forudsazttes to gange differen-
tiabel samt at vere lgsning til integrallignin-
gen-

: t - t
t? Jlf(s)ds -t I;sf(s)ds = tf(t) - ¢?

Omskriv integralligningen til en differentiallig-
ning med startbetingelser.

Bestem derpa denAfunktion, som tilfredsstiller
integralligningen.

Bestem den fuldst®ndige lgsning til differential-
ligningssystemet

Dx = x- y+2z+t
Dy = 2x-2y+2z+t
Dz = x+2y- z+t

Bestem den fuldstandige lgsning til differential-

ligningssystemet
Dx = 2x+ y + w
Dy = x+ y+22+ w
Dz = 2y+ 2z

Dw = x-y - +2w
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Skriftlig eksamzn i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-
stzndig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 18. januar 1982 kl. 10.o0 - l4.o00.

Alle hjzlpemidler er tilladt.

s o

Funktionerne 0,¥:Re~Ry givet ved, at

ot) = % 99 U(t) =t

antages at vare lgsninger til differentaialligningen

(t®D2+at2D?+btD+ (a+b) D°) £(t) = o

hvor a,b€R og t>o.
Fastlag pd denne baggrund a og b samt den fuldstandige

lgsning til differentialligningen.

Bestem derpd (med de fundne vardier af a og b) en parti-
kular lgsning til differentialligningen

(£°D?+at?D?+btD+ (a+b) D) £ () = ¢t

Lgs ved en passende transformation hver af ligningerne

y! 2% + 1 for t>o

it

y! (%)z - 2 for t>o.

Funktionen ¢:R4~R antages at vare to gange differentiabel.
Videre er funktionen y:R,~R defineret ved

(L) = t2p(t).
Nar funktionerne ¢ og ¢ vides at vere l¢sninger til dif-
ferentialligningen (t>o)

(D2- (2t+ £ ) D+£2D°) y (£) = o

skal man fastlagge ¢ samt den fuldstazndige lg¢sning til
differentialligningen.

Bestem derpd den lgsning til differentialligningen
(- (2t+ L ) Dae2p)y (1) = &

som indeholder linieelementet (VZ,G,VI).
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4. Fastlag den fuldstandige 1¢sn1ng'til differentiallignings-

systemet
x' = 3x +22
y' = 2x+y
z' = % (y-x)+32

'5.' Der gnskes en beskrivelse af forlgbet af lgsningskurverne

til .differentialligningssystemet

x'= f(x,y)
(1)
y'= gx,y)
hvor
=X - -
£(x,y) = 5(lo-x) - -
g(x,y) = y(1- 2.

efter nedenstldende retningslinier.

a) Bestem de punkter (a,b), hvor l¢§ningerne til systemet er
i ligevagt, dvs. hvor x' =0 og y' = o.

b} Med henblik p& at lave en linear tilnarmelse til funk-
tionsparret (f,g) skal man udregne funktionalmatricen

fx (x,y) fy(x,y)

gx (x,7) gy ix,y)
¢) Er (a,b) et ligevagtspunkt fastlaggeé
(f:'c(a,b) f}'((é,b)>.v
A = \gx(a,b) gy(a,b)
og derpd l¢ses ligningssystemet

OPGAVEN FORTSETTES

1€6

(PS: Lgsningerne bliver ikke "pazne", men beskriv det karak-
teristiske forlgb).

d) Ligningssystemet (2) kaldes en linearisering af (1) om-
kring ligevagtspunktet (a,b). Hvad kan man ud fra lgsnings-
kurverne tii (2) slutte om forlgbet af lgsningskurverne til
(1) 1 nazrheden af (a,b)?
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Sk,u‘,[t@ shoamen o Lmmeknedoon
DIFFEREN TTALLIGANMWEER

MANDAG DEN /8 JANUAR
1982

kz /000__ 1400
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SKRIFTLIG- ERSAMEN | DIFFERENTIALLISN W 6ER

OPEAVE 4

A.

Bestom den fuldotendige Aosning ¥l

Z_z = i, (49) e R

OPGAVE 2

Funktionerne cosh o3 sk er aefineret ved
cosh(¢) = Z{{e*-g— et j Shht) =_-2L(e*- ).
Bevir at
Tt [coshid) a;nm))
¢ = (s;n.k(t) conhit)/,

8. Bevis ‘addiliousformleme”

C.

cosh (t+u) = coshit) coshiu) + Sinh(u)sink(t)
Sinh (t+1) = cosh(€) sinhfa) + sinh () coshfu)

Om fo deffercntiabile funtelbigner ‘//j ‘R—=R
Plyres ax
B f(ten) = ferfm) + gergom)

3(:+u) = f€)q) +5(¢){{u)

L fl)=1, {"{o)=oj- glo)=0, g'lo) =1
Vir at /‘:co:sﬁ. 73 g = sink.

FORTSETTES
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OPGAVE 3

los difrsinlirisgosgotones
X't)=AXH)+ Bt),

/ o
A?b):: 9 ’
. . (o]
Z o0 o o\ {
1 2 2 -1 tly
/4 = : . = ¥ t
© o 2 - )B‘J‘). © | et
oo -2_ : SOt

Zake 30;‘34000
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Skriftlig eksamen

1 emnekredsen

DIFFERENTIALLIGNINGER

Varighed 4 . timer

Alle hjazlpemidler er tilladt.
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OPGAVE 1.

En 2.ordens linear, inhomogen differentialligning
af formen

£ (E) + plE) £7 () + q(t) £(t) =

s}

{+£)
A=

-

hvor p, g og r er reelle -funktioner pd 10,=[,
vides at have fglgende lgsninger pd 10,«[:

2 2

fl(t) = -cos“t - t
fz(t) = —c052€

2
f3(t) = -cos"t - t

(1) Find samtlige maksimale lg¢sninger til differentiallic-

ningen.

(2) Bestem koefficientfunktionerne p, 9 og r pa 10,=(

(3) Find samtlige maksimale lgsninger til differential-

ligningen
£0(8) + p(t) £'(8) + q(t) £(t) = t
péd intervallet ]0,«]
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OPGAVE 2.

Lad A angive matricen

/ ¢ -1
A = N
z 1
Angiv eA.
OPGAVE 3.

Om funktionerne g:10,1[ ~ R, h:10,1{ ~ R vides,
at
gh er lgsning til differentialligningen

£100= -2x (1 + g £(x),  x € 10,11
med (gh) (-;-) = -]%e
og at

g +h er lgsning til differentialligningen
f'(x) = - xf(x), x € 10,1{
med (g+h) (%) = e8

Bestem g og h.
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OPGAVE 4.

Lad. £ : # ~ R vare defineret:ved:
x for Tt $x.
f(t,x) =
t for - t > x

(1)

(2).

Lgs differentiélligni.ngen’ '
x'(t) = f£(t, x(t)) Ppa& R

Vis, at der gennem ethvert.punkt (to,x(__;) € R?

gir netop én lgsning til differentialligningen.
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EKSAMEN | EMNEKREDSEN
DIFFERENTIALLIGRINBER.

ONSDAG DEN 16 Jun| 82 KL {o-
NuupqmgaWAawuu.

OPGAVE 1

A: Om  fumiebionane ¢033 aNd
] MxnsdﬂmadwuszddwmwquR
) {(0) 1, §0)=0
f(o)=a, 9't0)=b
J) ¥trer:
{@rs)= {10060 - grtrgrs)
g(tts)= f(4) §9 + grexf1s)
Vis hudpa at
ft) = e“tcnbt
908) = sinbt
3 Los diffnadialigmig un

. & -b
x'(t) = (b w)x(t) +te

med beg yndeloes halingelsen

X{0) = (1‘43 .

a ~-b
b a

t

VEND




OPGAVE &

A: Las de fo diferentialligninger

M) Z=u; (tuer”

(2) dv _ __¢ . V) B et
@ =Ty (e ek temg

B: Det opiyrer af
has thy) s en lpsning B Gystemet ;
(y- 0% xzf + 47‘(7‘73}7

JE = [+4¢
dy__ 2 2, 4y{x+y)
Gz = R4+ 0w

Uy e {ttgy) | x> }
A A (u)e (xg,xty) on loswng T
systemet bestlende of (1) ? (2).
Beriyt denne Plyowing AL at wnansege,
hawe losningar Coy) #d (3), den phydn
betiugelscie
| (xte), yte) = (4,-1)

C: Bem opéymagm < 8B

OPGAVE 3

Angiv den fuldatendie fpaning 2L d%&u«iaﬂgno%

{x nbe X284

dy . _
2;:’”““"“““["17)‘- ) Y xss

-
SETTET BESTAR AF TRE OPGAVER 06 FYLOER TO SIDER

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninaer.-

Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for fuld-
stendig, hvis fire opgaver er korrekt beésvaret.

fredag den 6. januar 1984, k1. 10.00 - 14.00.

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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Differentialligningen

y'' = ay- (1-1n(by))
er for a>0 og o<b<<1 en model for en populations udvikling.
Godtgegr ud fra modellen, at populationen vil have en bareka-
pacitet - dvs. en ¢gvre granse for, hvor mange individer, der

forbliver i populationen.

Fastlag til slut den lgsning til differentialligningen, som
indeholder y(o)=1.

For hver vardi af A€R er givet et differentialligningssystem

3

X AX+y=x

3

y' = Ay-x-y
Det oplyses, at systemet for X<2V2Z kun har et ligevagtspunkt.
For A=2V7 opstdr fire stabile ligevagtspunkter, og for A>2VZ.
oplgses hvert af disse i to ligevagtspunkter - et stabilt og
et ustabilt (Dette ¢nskes ikke bevist).

Vis, at punktet (o0,0) for alle A vil vare et ligevagtspunkt, .
som for A<o er stabilt og for A>0 er er ustabilt.

Vis dernast, at systemet for A=o undergdr en Hopf bifurkation

- dvs. at der for o<A(<2V2) er en stabil gransecykel omkring
det ustabile ligevagtspunkt.

Vis til slut, at sivel graznsecykel (0<i<2V2) som de resteren-
de ligevagtspunkter (A22vZ) vil ligge i cirkelringen

A8x24+y2822,

178

3. Der findes for hvert reelt a fastlagt det lineare differenti—

alligningssystem
x' = -X +(a-1)z
y' = -y -z
2' =

-{a+1) x+y -2

Bestem for hvert a r¢dderne i det karakteristiske polynomi-
um, som svarer til systemet.

Opstil derpd et sat af lineart uafhangige reelle (vektor-)
funktioner, som udspander den fuldstandige lgsning til syste-
met. (PS: Husk ogsd at behandle tilfzldet a=o). :

4. En meget simpel model for en pladespiller er beskrevet ved dif-
ferentialligningerne

x" -UX+XY

1-dy-x2

D 4

(A,u>0), idet x stdr for effekten af dynamoen, og y star for
vinkelhastigheden af den roterende skive.

Undersg¢gg denne models stabilitetsforhold - udtrykt ved X og u.

Der ¢nskes en seperat redeggrelse for det tilfzlde, hvor
Au = 1.

5. Fastlazg den fuldstandige l@sning til hver af ligningerne

e~ t

ylll + yu+ yl+ ¥y

ylll + yIl + yI + y COSt




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER =

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

mandag, den 4. juni 1984 k1. 1022 - 1422

Alle hjalpemidler er tilladt.
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Der er givet den linemzre differentialoperator

L = D® + ap? + bD + cD°

hvor a, b og ¢ ‘er reelle konstanter. Fastlag
disse konstanter, saledes at differentiallignin-
gen

Lf = o

e som lgsninger.

Udregn dernast - med de fundne vardier for a, b og ¢
= den fuldstesndige l¢sning til differentiallignin-
gen

har funktionerne t~te® og t~e”

Lf = t(et+e-t).

For alle reelle vardier af 120 er givet differential-
ligningssystemet

x' = Ay: - xyz

y' = -ix  + x%y

Godtggr, at systemet altid har tre ligevagtspunkter,
og redeg¢r for systemets stabilitetsforhold i nar-
heden af disse ligevagtspunkter.

Bestem samtlige reelle lgsninger til differential-
ligningssystemet

-2x + y

-2y + z
1] -

= -22 + w

= X - 2w

£ NN %




g i

En differentialligningsmodel for et "rovdyr-bytte—
dyr"-system er ved passendevscélering transforme-
ret til differentialligningssystemet

[ - X_ - - —_x
¥'o= 3779 - ey
- )4
y y(1l x) .

Giv en analyse af systemets stabilitetsforhold ved
bl.a. at vise, at systemet har to (relevante) lige-
vagtspunkter, hvoraf et er stabilt,og et er et
sadelpunkt.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger.

Der stilles tre opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

mandag, den 7. januar 1985 kl. 1022 - 1429 |

Alle hj=zlpemidler er tilladt.
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Los for t>o differentialligningssystemet

Dx = x + ty + 2
thy = 2x - y - 2z
Dz = xXx -ty + 2z

siledes at punktet (0,2,0) for t=1 tilharer
lg¢sningen.

Idet der er givet den line@re differentialoperator

L = p*-p°

skal den fuldstandige lgsning til differentiallig-
ningen
Lf = o

opskrives.
Find dernast en partikular lgsning til hver af lignin-
gerne

!
o

L, = et Lf, =

Lf; = te-t

Lfv. e cost

)

Lfs sint.
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For alle r>o er givet et differentiallignings-

system
X' = 9y - 9x
y' = rx -y - xz
z2' = xy - 42
a. Godtgegr, at systemet er u®ndret under transfor-

mationen (x,y,z) ~ (-x,~y,2)
Fastlag systemets ligevagtspunkter.

Godtger ved en linearisering af systemet omkring
hvert af ligevagtspunkter, at (o,0,0) for r>1
ikke er stabilt, men at de to gvrige ligevagts-
punkter for 1l<r<36 vil vafe stabile.

Vis, at (o,0,0) for rgl vil vere globalt stabilt.
(Vink: Vis, at V = rx?49y2+9z? wvil vare en Lia-
ponov-funktion).




Skriftlig eksamen i matematik,
vinteren 1977/78.

Emnekreds: statistik og éandsynlig-
hedsregning.

Opgave 1.

P4 en fabrik arbejder man i tre skift: morgenskift,
eftermiddagsskift og aftenskift. En stikpreve fra
produktionen i hver af de tre skift viser, at af

200 undersagte enheder var antallet af defekte en-
heder henholdsvis 12, 10 og 23. Kan man konkludere
noget om, hvorvidt arbejdstidens beliggenhed pavirker
kvaliteten af de fremstillede produkbter ?

Opgave 2.
Lad f vere en funktion af IR ind i IR af formen
0 for x €0
fi(x) = c(8) x29-1 ~ for 0<x<1
o . for 1< x

hvor 6€R, 6>0.

A. Vis at man kan valge c(©) , siledes at f er
tzthed for en sandsynlighedsfordeling pd R. - I det
folgende tenkes c(©) valgt pi denne made.

(fortsattes)
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Lad Xl’ X5y eney Xn vere stokastisk uafhengige,
identisk fordelte stokastiske variable, der folger
en fordeling givet ved tztheden f , og lad end-

-videre Xy1 Xpy weey X VETE observationer af

X1y Xoy eees Xy

B. Opskriv likelihoodfunktionen.

C. Estimer o .

D. Opstil kvotientteststorrelsen for hypotesen
Ho: e =1,

ave .

Ved en undersmgelse af forureningen i en fjord har -
man pd tre vanddybder foretaget to vandprever,

hvori man bestemte koncentrationen af coli-bakterier
(der kan anvendes som et m&l for vandets forurening).
Resultaterne, fremgir af nedenstdende tabel.

Koncentration af coli-bakterier
i tre vanddybder. .

dybdé ” Om 4 m i 8 m

i
konc. || 2.15 | 2.15 ! 2.00
2.56 } 1.95; 1.65

A. Opstil en model for disse data.

B. Underseg hvordan vandforureningen afhenger
af dybden.

(opgaveszttet fortsztter)
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gpgavé 4,

P4 et bestemt locus hos billen Tetraopes tetra-
ophthalmus findes tre allelle gener A, B og C.
Der er derfor seks forskellige genotyper:

AA, AB, AC, BB, BC, CC.
Alle disse seks genotyper kan skelnes ved elektro-

forese, s& der er ogsd seks fznotyper.

A. Vis at hvis der i en population er tilfzldig
parring og ingen selektion med hensyn til dette
system, si m& man forvente, at genotyperne fordeler
sig i forholdet

p2:2pq=2pr=q

hvor p+g+r = 1 , og hvor p, q og r betegner gen-
frekvensen af henholdsvis A, B og C -genet.

2

2 1 2qr T,

En population, hvor forholdet mellem de seks geno-
typer er pi& denne form, siges at vzre i Hardy-
Weinberg-ligevegt.

Fra en population af biller pa Long Island blev der
indsamlet 287 biller, og disse blev klassificeret
efter genotype séledes:

AA  AB AC BB BC CC
9 8 16 99 66 12 .

B. Underseg om denne population er i Hardy-

Weinberg-ligevegt.
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Opgaver til skriftlig eksamen i
Talsystemets opbygning, 3. juni 1981

Opgaverne tankes lgst inden for den opbygningsramme, som er
afstukket -af teksten til kurset i talsystemets .opbygning, for-
&ret 1981. Hvis en anden ramme va&lges, praciseres denne.

Varighed: 4 timer
Alle hijzlpemidler tilladt

Opgave 1 I mengden D = QxQ defineres kompositioner - ® og @
ved

(aj,ay) @ (by,b,) = (a;+b,a
og .
(allaz) o] (bl'bz) = (albl, a

2+b2)

1°2%2,Py)

(1) vis, at (D,®,0) er en kommutativ ring med &telement, hvori
nulreglen ikke g=lder.

(2) Bestem et dellegeme (M,®,0) af (D,®,0), som er isomorft
med (QI+I .) .

(3) Godtger, at hvis (Q,+,-) identificeres med (M,®,0) ved
hjzlp af isomorfien, kan ethvert element i D skrives som
(al,az) = a; + pa,,

hvor p= (0,1) og pz= (0,0)

Opgave 2 Lad A vare en delmengde af de naturlige tal, N, og
lad A have egenskaben

(a) Vm € R: S(m) € A = m € A

(S betegner efterfglgerfunktionen i R)

(1) vis, .f.eks. ved induktion, at hvis A opfylder (a), da og-
sa

(b) Vm € R vn € R: M€ A An<m = n €A

For n € R forstds ved begyndelsesafsnittet hgrende til n mang-
den

1. = m€B m<n}.
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(2) vis, at (a) og dermed (b) er opfyldt for ethvert begyn- vn € R: lbn+l - an+l' =% Ibn - anl).
delsesafsnit A. :
(3) vis, at en vilkadrlig delmengde A af N er et begyndelses-
afsnit, hvis og kun hvis A opfylder fglgende to betingel- : Opgave 4 Skitser kortlhovedlinjerne i opbygningen af tal-
ser: systemet, fra N, over 2 og § til R.
(a) (som ovenfor)
og
(c) der findes et nj € 3, sa.at-s(no) ¢ A.- SLUT

Opgave 3 En fg¢lge (an)n af reelle tal kaldes som bekendt
voksende, hvis

vn € R: a, < a1

og aftagende, hvis

vn € R: a_ > a
= “n

n +1°

En reel talfglge kaldes monoton, hvis den er voksende eller
aftagende.

(1) Vis, at enhver monoton og begrznset talfglge i R er kon-
vergent i R. )

Vi betragter nu afsluttede intervaller i m@ngden af reelle
tal} dvs. mengder af formen

fa,p] = {x €ER | a <x <b} , a,b€R, ac<hb.

Ved en intervalindsnavring forstis en fglge af afsluttede in-

tervaller ([an,bn])n, hvorom det gazlder, at [al'b1] 2 [az,bZ] 2..
dvs.

< b b .

vn € R: <
n a,za n+l ; n

n n+l

,(2) Vis, at i enhver intervalindsnavring har alle intervaller-
ne mindst ét fazlles punkt. .

En intervalindsnavring kaldes en ruse, hvis ethvert af ind-

snavringens intervaller er venstre~ eller hgjrehalvdel af det
foregdende interval.

(3) vis, at 1 en ruse har alle intervaller netop &t felles
punkt. (Benyt f.eks., at '

- 1 (fortsattes)
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Skriftlig eksamen i emnekredsen

GEOMETRI (Differentialgeometri)

Varighed: 4 timer.

Alle hj=alpemidler tilladt.

192 °~

OPGAVE 1.

Betragt for a > o kurven med parameterfremstillingen

t~x(t), = (% %

). t € Jo,~[
(1) Skitsér kurven, og vis at den er en overalt vil-

kdrligt ofte differentiabel kurve, der tillige
er monoton.

(2) Begrund at kurven har en evolut hvis og kun hvis
o > 1, og find en parameterfremstilling for evo-

lutten.

OPGAVE 2.

Lad r(u,v) = (ucosv, usinv, uzsinZV),
u € [o,»[, v € [o,27]
vare en parameterfremstilling for en flade.

(1) Godtgg¢r at fladen er en differentiabel c®-flade
.overalt, bortset fra i punktet :
(0,0,0).

(2) Vis, at parameterskiftet (u,v)~(x,y), hvor
X = ucosv, Yy = usinv,

for u € Jo,»[, v € [o,27] er et tilladt pérame-
terskift, og bestem en parameterfremstilling for
fladen med x og y som parametre.

(3) Godtge¢r, at fladen, bortset fra i punktet (o0,0,0),
er overalt hyperbolsk krummet.

(4) Find hovedkrumningerne og hovedretningerne i punktet

2,

»



:opGAVE'3.

For

a€ ]0 1[ er der. givet en vilkérligt ofte

diiferentiabel rumkurve ved parameterfremstillingen

S (1)

L (t, \/; cosht, . \/S-a cosht) ’

t € R

= (x(t), y(t) ."'z.,(t'>1)"~‘=

Angiv en naturlig{pafémetefffemstiiling for

denne kurve, regnet ud fra t = .

__Vis, at for ethvert t € R ligger positionsvek— me,'

toren r(t) i kurvens oskulationsplan i t, og at
oskulationsplanen er vinkelret pa yz-planen.

Bestem kurvens ledsagende koordinatsystem.

J‘Vis, at kurven ligger i en plan, og angiv en ligning:
;‘for denne.' R '

 August 1982

SKRIFTLIG EKSAMEN i Yo L L SR

A'GEOMETRI (DIPFERENTIALGEOMETRI)

Varighed 4 timer

Alle sadvanlige;hjalpemiQIef tilladt

.
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. OPGAVE 1 ' . ' . 5 ) OPGAVE 3
’ Indvendig péren cirkel med ;Adius r ruller*énicirkel med i En rumkurve har i et sedQEﬁligt retvinklet koordinatsystem
radius r/3. i.planens positive omlgbsretning.Vi betragter .. o parameterfremstillingen .

den kurve der beskrives af .et bestemt punkt pa den lille o -
, cirkel. Denne kurve kaldes

en hypocykloide. Nu rul-
ningen begynder har punk-

cos t sin t-

£(t) = (x(t),y(t),z(t)) = (S5 st

tgh t), t € RN'VV

(1) Vvis, at kurven ligger pd enhedskugleoverfladen, og find

i = kt. '
tet koordinaterne (r,o). buel®ngden ud fra det til t o svarende pun )
(1) Begrund, f.eks. ned OPGAVE 4 : . -
; . . - ,
stotte 1 vedstiende fi- ; En flade har parameterfremstillingen

gur, at hypocykloiden har

2, 2
parameterfremstillingen r(t,u) = (t-2tu,t’ru,t+?), te R, u € R

Y 7

. .pal 1 k [
X = %r cos t + % cos 2t \ f’ 7 (1) Vis, at en af fladens parameterkurver er en plan urve,r
N, . og angiv en ligning for den plan, hvori dem ligger. Vis, a;
. 5 1
y = %r sin t - § sin 2t \\\ Ve fladen er en differentiabel C®“-flade overalt, pa ner i (0,5,—).
—/4
2 _/“" . °
(te [o,§“£). Det oplyses, e (2) Vis, at fladen i ethvert punkt p& parameterkurven svarende
at denne parameterfremstilling kan udstrzkkes til hele in- til u = o er elliptisk krummet. Bestem hovedkrumninger og ho-
tervallet te [o,ZH[. vedretninger i punktet (0,0,0).

(2) Vis, at kurven, bortset fra i punkteffsvarende til t = o,
t = %ﬂ og t = %n » er en vilkadrligt ofte differentiabel kur-
ve, og at den for t = o, t =-§R , t = %TZ har en spids.

_{3) Vvis, at buen for t € Jo, 3fn[er monoton og hat en evolut

for teg¢ [o, —-] Vis, at den indeholder punktet ( g GJ? r).

OPGAVE 2
En tre gange differentiabel rumkurve er i et retvinklet koor- .
dinatsystem i rummet givet ved parameterfremstillingen

r(t) = (x(t),y(t),z(t)), t€e 1.

Rumkurven underkastes en h

;e;i ud fra ke

én op
en nye kurve. K
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SKRIFTLIG EKSAMEN

y "  IENNEKREDSEN

GEOMETRI

Januar 1985

Varighed: 4 timer

Alle hj=lpemidler tilladt.

For at besvarelsen anses for fuldstandig
m& alle fire opgaver vare tilfrédsstillen-
de besvaret.

OPGAVE 1 . . _
En plan kurve har 1 polareAkoordinater ligningen

r=1-( -2 8¢€ [o,3].
(1) Bestem langden af kurven.
(2) Vis, at kurven er monoton, og at krumningen er maksimal

for 6 = %. Bestem det til denne parametervardi svarende
krumningscentrum. '

OPGAVE 2
Lad F betegne fladen med parameterfr?mStillingen

r(u,v) = (v cos w, v sin u,

In v)
-u

N

(u,v) € Jo, 3l x lo,=l.

Vis, at i ethvert punkt p3d parameterkurven svarende til v=1
er fladen hyperbolsk krummet.

OPGAVE .3

Lad enhedskuglen vare énbragt i et koordinatsystem med begyn-
delsespunkt i Egglens centrum. Tenk p& kuglen som en globus

og pa punkterne med ikke-negativ
treﬁje—koordinat som den nordlige
halvkugle. Ved langdebuen svaren-
de til vinklen 6 forstads storcir-
kélbuen fra Ekvator til Nordpolen
liggende i den halvplan der frem-
gar af x,z-halvplanen med x>0 ved
en drejning pd vinklen 8 (malt i

radian). Denne langdebue, der be-
navnes le, har fglgende parameterfremstilling:

19: le(u) = (cos 6 cos u, sin 8 cos u, sin u)
uelo, 7l (e€lo,nl).

Vi betragter nu en rumkurve k med parameterfremstillingen

k: r(t) = (cos ¢(t) cos t, sin ¢(t) cos t, sin t)
hvor t€[o,§[, og hvor 0:[0,%[~[o,n[ er en Cl-
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funktion med ¢'(t)>o for te[o,;[.

(1) vis, at kurven k er en differentiabel kurvé beliggende pi
enhedskuglens nordlige halvkugle.

(2) Bestem den vinkel hvorunder k skarer langdebuen 1, (9€¢([9:%[))
pd den nordlige halvkugle.

(3) Vis, at for ¢(t) = c-ln tg (L + 5, te[o,§ - €], hvor
0 <e < ;, og hvor ¢ er en positiv konstant opfyldende at

. ¢ 1n tg (% -~ ¢} < n, bliver den i (2) omtalte vinkel konstant

for alle eé¢([p,%D(En konsekvens heraf er, at skib der sejler
langs den til det her betragtede ¢ svarende kurve k holder en
konstant kompaskurs.) '

OPGAVE 4

(1) I den projektive plan er givet to forskellige linjer p og
q, hvis skaringspunkt betegnes med S. Lad A, B og C vare tre
forskellige punkter p& p og D, E og F tre forskellige punkter
pd g, s8 intet af disse seks punkter er sammenfaldende med S.
Lad P betegne skaringspunktet mellem linjerne AF og CE og Q
skaringspunktet mellem BF og CD.

Ved p % q %
$(A) og ¢(S).

p fastlagges en projektivitet ¢: p 7 P- Bestem

Vis, at ¢ er hyperbolsk, hvis P, Q og S ikke ligger pd samme
linje.

(2) Lad der i den euklidiske plan ganske analogt vare givet to
forskellige linjer p og g med skaringspunkt S. Lad atter A, B
og C vare forskellige punkter pd p og D, E og F forskellige
punkter p& q, alle forskellige fra S. Som f¢r betegner P ska-
ringspunktet mellem AF og CE og Q skaringépunktet mellem BF og
CDh.

Vis, at hvis linjerne AD og BE er parallklle, er ogsi linjerne
PQ og AD parallelle.

Opgaves&t slut.
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Skriftlig eksamen
i

GEOMETRI

(differentialgeometri og projektiv geometri)

Den 7.juni 85

Alle hjalpemidler er tilladt. Ek-
samen varer fra kl. lo.oo-14.00

En fuldstandig besvarelse forudsatter at alle
opgaverne er fuldstandigt besvaret.



201 .

OPGAVE 1 En plan kurve har barametgrfremstillingen
E(f) = (cos t + % cos 4t, sin t + % sin 4t), t € {o,2nl[.
1

(1) vis, at kurvestykket svarende til parameterintervallet
[o, %[ er en differentiabel.. kurve, og bestem buel®ngden af
dette stykke. ) )

(2) vis, at det under (1) omtalte kurvestykke har en evolut,
og angiv en parameterfremstilling for denne.

OPGAVE 2 I et (x,y,z)-koordinatsystem er givet to cylinder-
flader med parameterfremstillingerne henholdsvis

(x, cos u,. sin u), x € R, u € [o,2n],

(x,y,2)
og

(x,vy,2) (acos t, y, asint), y € R U {0}, t € [o,2n[,

hvor o < a < 1.

a2
~

i
i
I

A
S o
Ll | .
[ L o
4 t 4§
\ . . 1
’

- (Opgave 2 fortsat)
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(1) - Angiy én parameterfremstilling for skaringskurven mellem
de to cylinderflader, idet t benyttes som parameter. Godtger
at denne kurve er differentiabel netop nadr (o <) a < 1.

(2) vis, at for a = 1 ligger den del af skeringskurven, der

svarer til ikke-negative fgrstekoordinater, i en'plan, og
at denne kurvedel er en ellipsebue.

OPGAVE 3 Lad en flade have parameterfremstillingen

ru,v) = (u,v,ue’v ), (u,v) € R%..

(1) Bestem for ethvert af de punkter p&d fladen, hvor v = o,
hovedkrumningerne og hovedretningerne for punktet.

2) Vis, at fladen er overalt hyperbolsk krummet for v + o.

OPGAVE 4 I den projektive plan er der givef tre forskelli-
ge linjer p, g og r gennem samme punkt S. Lad A og B vare
to forskelligé punkter p&d p, begge forskellige fra S. Lad
endvidere P og Q vare to forskellige punkter, der ikke lig-
ger pa nogen af linjerne p,q og r. '

vVed p % q % r fastlagges en projektivitet eo: p - r. Med
R betegnes sk@ringspunktet mellem linjerne Ag(A) og By(B).
Endelig fastlagges ved p % q g r % P en projektivitet ¢: p ~ P-

(a) Ggr rede for, at ¢(A) = A.

(b) vis, at y er den identiske afbildning af p.

(¢) Vis, at P, Q og R ligger pd samme linje.
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Lad f:Jasbl ~ R vare injektiv og kontinuert (i den

sedvanlige topologi) . o

(a) Lad a<cg<d<b, vis at Vf(]c,d[) = JC,p[ hvor
{c,p} = {f(c),£(Q)}.

. . :
vis, at f{la,bl) er et &bent interval

T

(
kan.et eller begge endepunkter vare = ).

-t :
(c) Vis, at den omvendte funktion £ :f(Ja,bl) ~ Ja,bl
ex kontinuert.

OPGAVE 2

Lad V vare et reelt vektorrum med en norm Il |} og

lad f:V ~ R vare en line®r funktion.

Vis, at hvis f er kontinuert i nul, s& er £ kontinuert
overalt (kontinuitet er med hensyn til normen Il !l pa
V og den sadvanlige topologi pd R).

OPGAVE 3

Lad (S,d) vare et metrisk rum og lad x € S .

Szt B(x) = {y € § 1 d(x,y) < 1}

og
d : S ~Rr, d (y) =dx,y).
(a) Vis, at d, er kontinuert (med hensyn til 4 pd S

og den sadvanlige topologi pd R).

(b} Vis, at B(x) € {y€s ! d(x,y) 2 1) (B(xX) betegner af-~
slutningen af B(x)).

{c) Galder der altid B(x)= {y€S I d(x,y) 5 1} 2

Begrund svaret.

(opgavesattet fortsatter)
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(opgavesattet fortsat)

OPGAVE 4

Lad for et a € g G, = ) -~ ,al

“(a)

(b)

(c) -

(d)

Vis, at systemet T ='(Gal a.€R }. U {g,R} er en
topologi pad R. :

Vis, at (R,T) opfylder andet numerabilitets aksiom.
Beskriv de afsluttede mangder i (g,T).
Lad T° vare den sadvanlige topologi p& R , og

betragt afbildningerne.

f,,f, : (R,To) - (R,T) givet ved

1t for.. x % o
£i(x) -

0 for X <0

1. for X > 0
£a(x) ‘

for x S o

o. ..

Underseg, om £, og  f,. er kontinuerte.

(opgavesattet slut).
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Skriftlig prgve i MATEMATIK,
emnekredsen Sandsynlighedsregning

og statistik,

tirsdag d. 7.1.1986 k1. 10.00 - 14.00,

Opgavesetteﬁ bestir af fire opgaver og fem sider.

Ved prgven er alle hjalpemidler tilladt.



Opgave 1. _

I en boligforening bor der 10 bilejere, men foreningen
bygger kun 9 carporte. Man indfgrer derfor felgende
regel til fordeling af carport-plads: Hvert &r trakkes
der lod mellem bilejerne om, hvem der kan f& en car-
port-plads det kommende &r; men ndr man &t &r ikke har
haft nogen carport, er man automatisk sikret en carport
i de to naste 8r. Ved bégyhdelsen af det fgrste Ar,
trazkker alle lod pd lige fod.

1) Hvad er sandsynligheden for, at bilejer Olsen har
carport i de to fgrste &r, men ikke i det tredje ?

2) Hvad er sandsynligheden for, at bilejer Alibert har
carport i de tre forste &r, men ikke i det fjerde ?

3) Hvad er sandsynligheden Py for, at bilejer Schmidt
har carport i netop de fgrste k &r, hvor k = 0,1,2,...
(po skal forstds som sandsynligheden for ikke at have
carport i det fgrste &r.)

4) Bilejer Blihk md i det fjerde &r undv=re carport.
Hvor lang en uafbrudt periode kan han derefter forvente
at have en carport ?

5) Hvor mange &r (regnet fra ordningens start) kan
bilejer Schlange forvente uvafbrudt at have carport til
sin bil ?
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Opgave 2.

Det er velkendt, at blodtrykket hos mennesker alminde-
ligvis stiger med alderen. For narmere at undersgge,
denstiende talmateriale, der bestdr af sammenhgrendce
vardier af blodtryk og alder for 38 kvinder.

Tabel 1. Sammenhgrende vardier af blodtryk (mm Hg)
og alder (ar) for 38 kvinder. o

82.17 28 88.19 46 89.66 63 81.45 36 85.16 42
89.77 59 89.11 54 107.96 77 74.82 21 83.98 57
92.95 47 79.51 34 87.86 51 76.85 27 76.93 24
87.09 41 97.55 66 92.04 69 100.85 72 96.30 60
86.42 50 94.16 57 78.12 32 89.06 59 94 .58 74
103.48 77 81.30 41 83.71 36 68.38 20 86.64 47
87.91 51 86.42 57 103.87 69 83.76 36 84,35 54
68.64 24 100.50 61 100.42 80

Talmaterialet blev analyseret af et computer-program.
En del af udskrifterne fra computer-programmet er gen-
givet p& naste side.

Kommenter computer-resultaterne. Hvad er det for en
statistisk mocel der er underforstdet ? Hvad er skgn-
nene over modellens parametre ? Hvad kan man sige om,
hvor godt modellen passer ?
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*¥*%k*%k REGRESSION ANALYSIS . *¥**x
Y-VARIATE: BLODTRYK

**%* REGRESSION COEFFICIENTS ***

SSTIMATE ’ S.E.
CONSTANT 63.04315 2.01596 -
ALDER 0.49830 0.03825

*** ANALYSIS OF VARIANCE ***

DF  ss MS

REGRESSN 1 2647.7 2647.69
RESIDUAL 36 561.6 .  15.60
TOTAL 37 3209.3 86.74

PERCENTAGE VARIANCE ACCOUNTED FOR 82.0 -
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Opgave 3.

Ved et amerikansk universitet foretog en kunststuderende
en undersggelse, der skulle klarlagge, om kunstnere i
hgjere grad end andre mennesker tror pa ESP (ESP = Ex-
tra Sensory Perception, dvs. sansning ad "overnaturlig"”
vej). Han spurgte 114 kunstnere og 344 ikke-kunstnere
om, hvor meget de troede pd ESP, idet de fik fglgende

svarmuligheder: "tror p& ESP", "tror til en vis grad pa

ESP", og "tror ikke pd ESP".

Blandt kunstnerne var der 67 der troede pd ESP, 41 der
til en vis grad troede pd ESP, og 6 der ikke troede pa
ESP. Blandt ikke-kunstnerne var de tilsvarende tal
129, 183 og 32. ’

Hvad kan man pd denne baggrund sige til spgrgsmilet om,
hvorvidt kunstnere i hgjere grad end andre mennesker
tror pd ESP ? Begrund svaret.



Opgave 47"

I slutningén af skoledret 1982-~83 foretog man en sper-
geskemauhders¢gelse blandt l.g~matematikere i fire gym-
nasier i Arhusomraddet. Blandt andet blev eleverne
bedt om at .angive deres seneste karakter i hvert af fa-
gene Matematik, Fysik og Kemi; resultaterne heraf ses

i Tabel 1.

Tabel 1. Karakterfordeling i hvert af fagene
Matematik, Fysik og Kemi for 384 1.g-
matematikere.

Matematik Fysik Xemi

13 0

11 3 2 4

10 67 31 32

9 119 92 98

§ 8 111 128 130

§ 7 59 97 82

S 6 22 25 32
8 5 8
03 0 1

Xan man p& denne baggrund sige noget om, hvorvidt der
er forskel pd de karakterer der gives i de tre fag ?

(Ved besvarelsen kan man eventuelt benytte disse hjalpe-
stgrrelser:
Mat. Fysik Kemi
sum af karakterer: 3230 3056 3082

sum af kvadrater
pd karakterer: 27708 24848 25262 .)
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OPGAVE 1

Lad f:Ja,bl ~ R vare injektiv og‘kontinuert (i den

sadvanlige topologi)

(a) Lad a<e<d<b, vis at £(le,d[) = 1c,p[ hvor
{c,p} = {f(c),f(d)}.

(b) Vvis, at f(la,bl) er et abent interval (eventuelt
kan et eller begge endepunkter vare o ).

(c) Vis, at den omvendte funktion ff‘:f(]a,b[) ~ Ja,b{
er kontinuert.

OPGAVE 2

Lad V vare et reelt vektorrum med en norm Il Il og
lad f:V ~ R vare en linear funktion.

vis, at hvis f er kontinuert i nul, sd er f kontinuert
overalt (kontinuitet er med hensyn til normen I Il pa
V og den sadvanlige topologi pa R).

OPGAVE 3

Lad (S,d) va&re et metrisk rum og lad x € S .

Sat B(x) = {y € § | . d(x,y) < 1}

og
d : S~R, d (y) = d(x,y).

(a) Vis, at dx er kontinuert (med hensyn til d pd s
og den sadvanlige topologi p& R).

i ) 214

| " (opgaveszttet fortsat)

OPGAVE 4
Lad for et a €R G, = ] -= ,al .

(a) Vis, at systemet T = {Gal a€R}UI{g,R} er en
topologi pd R.

(b) vis, at (R,T) opfylder andet numerabilitets aksiom.

: (c) Beskriv de afsluttede mangder i (R,T).
(d) Lad T° vare den sadvanlige topologi p& R , og

betragt afbildningerne

£1,€2 = (R.%o) >+ (R/T) givet ved

1 for x 2 o
fi1(x) =

0 - for X < O

1 for X >0
£.(x) =

0 for X -0

Undersgg, om f, og £, er kontinuerte.

(b) Vis, at B(x) € {y€s | d(x,y) D! (B(x) betegner af-

slutningen af B(x)).

(¢) Gelder der altid B(x) = {yes ! d(x,y) 5 1} 2

Begrund svaret.

(opgavesattet fortsatter)

(opgavesattet slut).
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"OPCAVESAMLING", breddekursus i fysik.
Af: Lasse Rasmussen, Aage Bonde Krammer
og Jens Hgjgaard Jensen.

YTRE ESSAYS" - om matematikundervisning,
matematiklereruddannelsen og videnskabs-
rindalismen.

Af: Mogens Niss

Nr. 4 er p.t. udgdet.

"BIBLIOGRAFISK VEJLEDNING til studiet af
DEN MODERNE FYSIKS HISTORIE"

Af: Helge Kragh.

Nr. 5 er p.t. udgdet.

"NOGLE ARTIKLER OG DEBATINDLEG OM - lerer-
uddannelse og undervisning i fysik, og -~ de
naturvidenskabelige fags situation efter
studenteroprgret”.

Af: Karin Beyer, Jens Hgjgaard Jensen 0g
Bent C. Jgrgensen.

"MATEMATIKKENS FORHOLD TIL SAMFUNDS@KONOMIEN".
Af: B.V. Gnedenko.
Nr. 7 er udgaet.

"DYNAMIK OG DIAGRAMMER". Introduktion til
energy-bond-graph feormalismen.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

"OM PRAKSIS' INDFLYDELSE PA MATEMATIKKENS UD -
VIKLING". - Motiver til Kepler's: "Nova Stere-
ometria Doliorum Vinariom".

Projektrapport af: Lasse Rasmussen .

Vejleder: Anders Madsen,

10/79

11/79

"TERMODYNAMIK I GYMNASIET".

Projektrapport af: Jan Christensen og Jeanne
Mortensen,

Vejledere: Karin Beyer og Peder Voetmann
Christiansen.

"STATISTISKE MATERIALER".

. Af: Jgrgen Larsen.

12/79

13/79

14/79

15/79

16/79

17/79

"LINEZRE DIFFERENTIALLIGNINGER OG DIFFEREN-
TIALLIGNINGSSYSTEMER".

Af: Mogens Brun Heefelt,

Nr. 12 er udgdet.

"CAVENDISH'S FORS@®G I GYMNASIET".
Projektrapport af: Gert Kreinge.
Vejleder: Albert Chr. Paulsen.

"BOOKS ABOUT MATHEMATICS: History, philosophy,
Education, Models, System Theory, and Works of",
Af: Else Hgyrup.

Nr. 14 er p.t. udgiet.

"STRUKTUREL STABILITET OG KATASTROFER i systemer
i og udenfor termodynamisk ligevagt”.
Speclaleopgave af: Leif S. Striegler.
Vejleder: Peder Voetmann Ckristiansen.

"STATISTIK I XKREFTPORSKNINGEN".
Projektrapport af: Michael Olsen oo Jgrn Jensen.,
Vejleder: Jgrgen Larsen,

"AT SP@RGE OG AT SVARE i fysikundervisningen".
Af: Albert Christian Paulsen,

18/79

19/79

20/79

21/79

22/79

23/79

"MATHEMATICS AND THE REALdeRLD“, Procee~
dings af an International' Workshop, Ros-
kilde University Centre, Denmark, 1978.
Preprint.

Af: Bernhelm Booss og Mogens Niss (eds.)

"GEOMETRI, SKOLE OG VIRKELIGHED".
Projektrapport df: Tom J. Andersen,Tommy
R. Andexsen og Per H.H. Larsen.

Vejleder: Mogens Niss.

"STATISTISKE MOLELIER TIL BESTEMMELSE AF SIKRE ;
DOSER FOR CARCINOGENE STOFFER". '

Projektrapport af: Michael Olsen og Jg¢m Jénsen
Vejleder: Jgrgen larsen

"KONTROL I GYMNASIET-FORMAL OG KONSEKVENSER"..
Projektrapport af: Crilles Bacher, Per S.Jensen,
Preben Jensen og Torben Nysteen.

"SEMIOTIK OG SYSTEMEGENSKABER (1)".
l-port lineert response og stgj i fysikken.
Af: Peder Voetmann Christiansent

"ON THE HISTORY AF EARLY WAVE' i&admnxes - with

. special emphasis on the role'af realitivi

Af: Helge Kragh.

24/80
a+b

25/80
26/80

27/80

28/80

29/80

30/80

31/80

32/80

33/80

34/80

"MATEMATIKOPFATTELSER HOS 2.G'ERE".

1. En analyse. 2. Interviewmateriale.
Projektrapport af: Jan Christensen og Knud
Lindhardt Rasmussen.

Vejleder: Mogens Niss.

Dybdemodulet/fysik 1974-79.

"ol MATEMATISKE MODELLER".
En projektrapport og to artlkler
Af: Jens Hpjgaard Jensen m.fl.

"EKSAMENSOPGAVER" ,

“METHODOLOGY AND PHILOSOPHY AF SCIENCE IN PAUL
DIRAC's PHYSK
Af: Helge Kragh.

"DIETERTRISK FPEIAXATION - et forslag til en ny
model bygget pd vaskemes viscoelastiske egen-
skaber",

Projektrapport af: Gert Kreinge.

Vejleder: Niels Boye Olsen:

"ODIN - undervisningsmateriale til et kursus i
differentialligningsmodeller".

Projektrapport af: Tommy R. Andersen, Per H.H.
Larsen og Peter H. Lassen.

Vejleder: Mogens Brun Heefelt.

"FUSIONSENERGIEN - - -~ ATOMSAMFUNDETS ENDESTATI=
ON".

Af: Oluf Danielsen.

Nr. 30 er udgdet.

"VIDENSKABSTEORETISKE PROBLBW@R&&D UNDERVISNINGS ~

SYSTEMER BASERET PA MENGDELEFRE".!
Projektrapport af: Troels Lange og J@rgen Kar-
rebak.

Vejleder: Stig Andur Pedersen.
Nr. 31 er p.t. udgdet.

"POLYMERE STOFFERS VISCOEIASTISKE EGENSKABER -
BELYST VED HJELP AF MEKANISKE IMPEDANSMALIN -
GER MUSSEAUEREFFEKIMALINGER".

Projektrapport af: Crilles Bacher og Preben
Jensen.

Vejledere: Niels Boye Olsen og Peder Voet-
mann Christiansen. ; ‘ .

"KONSTITUERING AF FAG INDEN FOR TEKNISK - NNﬂﬂb
VIDENSKABELIGE UDDANNELSER. I-11".
Af: Armne Jakobsen.

"ENVIRONMENTAL IMPACT AF WIND ENERGY UTILIZA-
TIN".

ENERGY SERIES NO. I.

Af: Bent Sgrensen

Nr. 34 er udgdet.




35/80

36/80

37/80

"HISTORISKE SIUDIE!RIDB\INYEREA’IM‘YSIKSUDVM]NG
Af: Helge Kragh

"HVAD ER MENINGEN MED MMTmMERVISNnm‘?
Fire artikler.
Af: Mogens Niss.

38/81

39/81

40/81

41/81

42/81

43/81

44/81

"TIL EN HISTORIETEORI OM NATURERKENDELSE, TEKNOLOGI
OG SAMFUND".

Projektrapport af: Erik Gade, Hans Hedal, Henrik lLau
og Finn Physant.

Vejledere: Stig Andur Pedersen, Helge Kragh og Ib
Thiersen.

Nr. 38 er p.t. udgiet.

"TTL KRITIKKEN AF VEAKSTZKONOMIEN".
Af: Jens H¢jgaard Jensen. . .

"TELEKOMMINTKATION I DANMARK oplaag til en tekno-
logivurdering”.

Projektrapport af: Arne Jgrgensen, Bruno Petersen og
Jan Vedde.

Vejleder: Per Ngrgaard.

"PLANNING AND POLICY CONSIDERATIONS RELATED TO THE
INTRODUCTION OF RENEWABLE ENERCY SOURCES INTO ENER-
GY SUPPLY SYSTEMS".

ENERGY SERIES NO. 3.

Af: Bent S¢rensen.

"VIDENSKAB TEORI SAMFUND - En introduktion til materialis-

tiske videnskabsopfattelser".
Af: Helge Kragh og Stig Andur Pedersen.

1."COMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL ENERGY SYSTEMS".
2. "ADVANTACES AND DISADVAN’I?\GES OF DECENTRALIZATION".
ENERGY SERIES NO. 4.

Af: Bent Sgrensen.

"HISTORISKE UNDERSPGELSER AF DE EKSPERIMENTELLE FOR-
UDSEININGER FOR RUTHERFORDS ATOMMODEL".
Projektrapport af: Niels Thor Nielsen.

Vejleder: Bent C. Jdrgensen,

45/82

46/82
1+11

47/82

48/82

49/82

50/82

51/82

Er aldrig udkommet.

"EKSEMPLARISK UNDERVISNING OG FYSISK EN(B\IDESE-
TLLUSTRERET VED TO EKSEMPLER".
Projektrapport af: Torben 0.0Olsen, lasse Rasmussen og
Niels Dreyer Sgrensen.
Vejleder: Bent C. Jgrgensen.

"BARSEBACK OG DET VARST OFFICIELT-TENKELIGE UHEID".
ENERGY SERIES NO. 5.
Af: Bent S¢rensen.

"EN UNDERSZGELSE AF MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA ADGANCS-
KURSUS TIL K@BENHAVNS TEKNIKUM".

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Jg¢rgen Karrebak, Troels
Lange, Preben Nerregaard, Lissi Pedesen, Laust Rishgij,
Lill Rgn og Isac Showiki.

Vejleder: Mogens Niss.

"ANALYSE AF MJI"I'ISPEZKTRAIE SATELLITBILIEDER".
Projektrapport af: Preben Ngrregaard.
Vejledere: Jgrgen larsen og Rasmus Ole Rasmussen.

"HERSLEV - MILIGHEDER FOR VEDVARENDE ENERGI I EN
LANDSBY".

ENERGY SERIES NO. 6.

Rapport af: Bent Christensen, Bent Howve Jensen, Dennis
B. Mgller, Bjarme Laursen, Bjarme Lillethorup og Jacob -
Mprch Pedersen.

Vejleder: Bent Sgrensen.

"HVAD KAN [ER GJRES FOR AT AFHJELPE PICERS BIEKBRING
OVERFOR MATEMATIK 2"

Projektrapport af: Lis Eilertzen, Lissi Pedersen, Lill
Rzn og Susanne Stender.

52/82 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS".

Af: Bernhelm Booss og Krzysztof Wojciechowski

. 53/82 "THE CONSTITUTION CF SUBJECTS IN ENG]NEER]NG

EDUCATTION" .
Af: Arne Jacobsen og Stig Andur Pedersen.

54/82 "FUTURES RESEARCH" - A Philosophical Analysis
of Its Subject-Matter and Methods.
Af: Stig Andur Pedersen og Johannes Witt-Hansen.
55/82 "MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek. '
En biografi.
Af: Else Hgyrup.

Vedr. tekst nr. 55/82 se ogsd tekst nr. 62/83.

"+ 56/82-"EN = .TO - MANGE" -

En undersggelse af matematisk ‘gkologi.
Projektrapport af: Troels Lange. -
Vejleder:- Anders Madsen. .

: 57/83 ®ASPECT EKSPERIMENTET"-~

‘Skjulte variable i kvantemekanikken?

- Projektrapport af: Tom Juul'Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.
Nr. 57 er udgaet.

58/83 "MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtnin—.
ger over spredning af dyr mellem snébiotope.r
i agerlandet.
Projektrapport af: Per Hammershgj Jensen og
Lene Vagn Rasmissen.
Vejleder: Jgrgen Larsen.

59/83"THE METHCDOLOGY OF ENERGY PLANNING".
ENERGY SERIES NO. 7.
Af: Bent Spgrensen.

60/83 "MATEMATTSK MODEKSPERTISE"~- et eksempel.
Projektrapport af: Erik O. Gade, Jgrgen Kar—
rebak og Preben Ngrregaard.

Vejleder: Anders Madsen.

© 61/83 "FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION, SCM ET EKSEMPEL

PA EN NATURVIDENSKAB - HISTORISK SET".
Projektrapport af: Annette Post Nielsen.
Vejledere: Jens Hgyrup, Jens H¢Jgaaxd Jensen
og Jgrgen Vogelius.

62/83 "MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pd Roskilde

Universitetsbibliotek.
En biografi 2. rev. udgave.
‘Af: Else Hgyrup.

63/83 "CREAT]NGENERGYFUNRESAS}DRI‘GJIDE'IUENER—
GY PLANNING".
ENERGY SERIES No. 8.
Af: David Crossley og Bent Sgrensen.

64/83 "VON MATEMATIK UND KRIEG".
Af: Berhelm Booss og Jens Hgyrup.

65/83 "ANVENDT MATEMATIK - TEORI ELLER PRAKSIS".
Projektrapport af: Per Hedegdrd Andersen, Kir-
sten Habekogt, Carsten Holst-Jensen, Annelise
von Moos, Else Marie Pedersen og Erling Mgller
Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss og Klaus Griinbaum.

'66/83 "MATEMATISKE MODELLER FOR PERIODISK SEIEXTICN
I ESCHERICHIA COLI".
Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.
Vejledere: Jgrgen Larsen og Anders Hede Madsen

67/83 "ELEPSOIDE METODEN - EN NY METODE TIL IJNBER
PROGRAMMERING?"
Projektrapport af: Lone Biilmann og lars Boye
Vejleder: Mogens Brun Heefelt. ) ‘.
68/83 "STOKASTISKE MODELIER I POPUIATI(NS@NETD(" "
- til kritikken af teoriladede modeller. :
Projektrapport af: Lise Odgird Gade, Susanne
Hansen, Michael Hviid og Frank Mglgdrd Olsen.
Vejleder: Jg¢rgen Larsen.



69/83

Y

70/83

71/83

72/83

73/83

"ELEVFORUDSETNINGER I FYSIK"
- en test 1 l.g med kommentarer.

Af: Albert C. Paulsen.

TINDLERINGS - OG FORMIDLINGSPRORLEMER I MATEMATTIK
PA VOKSENUNDERVISNINCSNIVEAU",

Projektrapport af: Hanne Lisbet Andersen, Tor—
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, Helle Gle—
rup Jensen, Keld Fl. Nielsen, Lene Yagn Ras—
mssen.

Mejléder: Klaus Grinbaum og Anders Hede Madsen.

"PIGER OG FYSIK"

- et problem og en udfordring for skolen?

Af: Karin Beyer, Sussanng Blegaa, Birthe Olsen,
Jette Reich og Mette Vedelsby.

"VERDEN IFALGE PEIRCE" -
om og af C.S Pelrce.
Af: Peder Voetmann Christiansen.

to metafysiske essays,

"NEN ENERGIAMALYSE AF IANDBRUG"

- gkologisk contra traditionelt.

ENERGY SERIES MO, 9

Specialeopgave i fysik af: Bent Hove Jensen,
Vejleder: Bent Sgrensen.

74/84

75/84

76/84

77/84

78/84

79784

80/84

81/84

82/84

"MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK" - om vi-
denskabeliggjort teknologi og nytten af at lere
fysik.

Projektrapport af: Bodil Harder og Linda Szko-
tak Jensen.

Vejledere: Jens H@jgaard Jensen og Bent C. Jgrgensen,

"MATEMATTKUNDERVISNINGEN I FREMITDENS GYMNASIUM"
- Case: Linesr programmering.

Projektrapport af: Morten Blomhgj, Klavs Frisdahl
og Frank Mglgaard Olsen,

Vejledere: Mogens Brun Heefelt og Jens Bjgrneboe.

"KERNEKRAFT I DANMARK?" - Et hgringssvar indkaldt
af miljegministeriet, med kritik af miljgstyrelsens
rapporter af 15. marts 1984,

ENERGY SERIES No. lo

Af: Niels Boye Olsen og Bent Sgrensen.

“"PCOLITISKE INLEKS -~ FUP ELLER FAKTA?"
Opinionsundersggelser belyst ved statistiske
modeller.

Projektrapport af: Svend Age Houmann, Keld Nielsen
og Susanne Stender.

Vejledere: Jgrgen Larsen og Jens Bjgrneboe.

"JEVNSTRAVSLEININGSEVNE OG GITTERSTRUKTUT I
AMDRFT GERMANIUM".

Specialrapport af: Hans Hedal, Frank C. Ludvigsen
og Finn C. Physant.

Vejleder: Niels Boye Olsen.

“MATEMATIK OC ALMENDANNELSE'.
Projektrapport af: Henrik Coster, Mikael Wenner-
berg Johansen, Povl Kattler, Birgitte Lydholm
og Morten Overgaard Nielsen.

Vejleder: Bernhelm Booss.

"KURSUSMATERTALE TIL MATEMATIK B".
Af: Mogens Brun Heefelt.

“FREKVENSAFHANGIG LEININGSEWE I AMORFT GERMANIUM".

Specialerapport af: Jgrgen Wind Petersen og Jan
Christensen.
Vejleder: Niels Boye Olsen.,

"MATEMATIK - OCG FYSIKUNDERVISNINGEN I DET AUTO =
MATISEREDE SAMFUND".

Rapport fra et seminar afholdt i Hvidovre

25-27 april 1983.

Red.: Jens Hgjgaard Jensen, Bent C. J@rgensen
og Mogens Niss.

83/84 “ON THE QUANTIFICATICN OF SECURITY":
PEACE RESEARCH SERIES NO, I
Af: Bent Sgrensen
nr. 83 er p.t. udgdet

84/84 "NOGLE ARTIKLER OM MATEMATIK, FYSIK OG AIMENDANNEISE".
Af: Jens Hg¢jgaard Jensen, Mogens Niss m. fl.

85/84 "CENTRIFUGALRECULATORER OG MATEMATIK".
Specialerapport af: Per Hedegird Andersen; | Carsten. I-blst— ‘
Jensen, Else Marie Pedersen og Frling Mwller \Pedersen. ‘
Vejleder: Stig Andur Pedersen. Y

“SECURITY IMPLICATICNS CF ALTERNATIVE DEFENSE OP'I'IONS
FOR WESTERN EUROPE".
PEACE RESEARCH SERIES NO. 2

86/84

"A SIMPLE MODEL OF AC HOPPING CONDUCTIVITY IN DISORDERED
SCOLIDS".
Af: Jeppe C. Dyre.

"RISE, FALL AND RESURRECTION OF INFINITESIMALS".
Af: Detlef Laugwitz.

87/84

88/84

89/84 "FIERNVARMEOPTIMERING".
Af: Bjarme Lillethorup og Jacob Mgrch Pedersen.
"ENERGI I 1.G - EN TEORI FOR TILRETTELAGGELSE".
Af: Albert Chr. Paulsen.

90/84

"KVANTETEORI FOR GYMNASIET".

1. Larervejledning

Projektrapport af: Biger Lundgren, Henning Sten Hansen
og John Johansson. ‘
Vejleder: Torsten Meyer.

91/85

"KVANTETEORL FOR GYMNASIET".

2. Materiale

Projektrapport af: Biger Iundgren, Henninc: Sten Hansen
og John Johansson.

Vejleder- Torsten Meyer.

92/85

"THE SEMIOTICS OF QUANTUM - NN - LOCALITY".
Af: Peder Voetmann Christiansen.

93/85

"TREENIGHEDEN BOURBAKI ~ generalen, matematikeren
og &nden”.

Projektrapport af: Morten Blamhgj, Klavs Frisdahl
og Frank M. Olsen.

Vejleder: Mogens Niss.

94/85

"AN ALTERNATIV DEFENSE PIAN FOR WESTERN EURCPE".
PEACE RESEARCH SERTES NO. 3
Af: Bent Sgrensen

95/85

96/85"ASPEKTER VED KRAFTVARMEFORSYNING".
Af: Bjarne Lilletorup.
Vejleder: Bent S¢rensen.

97/85 "ON THE PHYSICS OF A.C. HOFPING QONDUCTIVITY".
Af: Jeppe C. Dyre.

98/85 "VALGMULIGHEDER I INFORMATIONSALDEREN".
Af: Bent Sgrensen.

99/85 "Der er langt fra ¢ til R".
Projektrapport af: Niels Jgrgensen og Mikael, Klinto:p.
Vejleder: Stig Endur Pedersen.

100/85 "TALSYSTEMETS OPBYGNING".

: Mogens Niss.

101/85 "EXTENCED MOMENTUM THEORY FOR WINDMILIS IN

PERTURBATIVE FORM".
Af: Ganesh Sengupta.

102/85 OPSTILLING OG ANALYSE AF MATEMATISKE MODELIER, BELYST

VED MODELLER OVER K@ERS FODERCPTACELSE OG - OMSEINING".

Projektrapport af: Lis Eileitzen, Kirsten Habekost, Lill Rgn

og Susanne Stender.
Vejleder: Klaus Griinbaum.




120/86 “ET ANTAL. SMIS'I'ISKE SH\NU\R]JDDEHER"

-103/85 "@DSLE KOLDKRIGERE OG VIDENSKABENS LYSE IDEER".

Projektrapport af: Niels Ole Dam og Kurt Jensen : - Af: Jgrgen- Larsen
leder: Ben rensen. .
ves ¢ Se e : 121/86"smmm I KmrmUERr TID".
104/85 "ANALOGREQNEMASKINEN OG LORENZLIGNINGER" . . . Af: Peder Voetmann. Glristiansen
Af: J er. B .
ens Jeg 122/86 "ON THE MECHANISM or GLASS IONIC wchrIvmz
. 105/85“mmmcympmcsopmwmcmmmmz i . Af: JePPeC- Dyre

(FASS REANSITIGH". o

Af: Tage Christensen. : : 123/86 "Gymasmsnm 0G TEN STORE VERLEN".

: . Eysﬁdmrfomingen, mFUm, ROC..
. "AS]MFIEI\DIILAFACI-DPPINGCQMJCI'IVITY" -
Af: Jeppe C. Dyre.
Contributions to the Third International Conference
on the Structure of Non -~ Czystalline Materials held
in Grencble July 1985. )
106/85 "QUANTUM THEORY OF EXTENDED PAM'ICLES
Af: Bent Sg¢rensen. O
107/85 "EN MYG GZR INGEN EPIDFMI",
- flodblindhed som eksempel pd matematisk nodelle—
ring af et epidemiologisk problem. . -.
Projektrapport af: Per Hedegird Andersen, lLars Boye
CarstenHolst ‘Jensen, Else Marie Pedersen og Erli.ng

Mpller Pedersen. ] . ) e L
Vejleder: Jesper Larsen. - e

108785 APPLIG\TI(NS AND NDEEILING IN THE MATEMATICS CUR -
RICULIM" - state and trends -

Af: Mogens Niss.

109/85 "COX I STUDIETIDEN" - Cox's regressionsmodel anvendt pid -
studenteroplysninger fra RIC. )
Projektrapport af: Mikael Wennerberg Johansen, Poul  Kat-
ler og Torben J. Andreasen. '

Vejleder: Jg¢rgen Larsen.

110/85"PLANNING- FOR SECURITY".
Af: Bent Sgrensen

111/85 JORTEN RINDT PA FLADE KORT".
Projektrapport af: Birgit Andresen, Beatriz Quinones
og Jimmy Staal. )
Vejleder: Mogens Niss.

112/85 “VITENSKABELIGGPARELSE AF DANSK TEKNOLOGISK INNOVA’I'ICN
’ FREM TIL 1950 - BELYST VED EKSEMPLER". |
Projektrapoort af: Erik Odgaard Gade, Hans Hedal
Frank C. Ludvigsen, Annette Post Nielsen og Fimn
t.
Vejleder: Claus Bryld og Bent C. J@rgensen.

113/85 "DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS 11".
Af: Bermhelm Booss og Krzysztof Vbjcieclmski-

114/85 “ANVENII!ISE AF GRAFISKE METODER TIL ANALYSE
AF KONTIGENSTABELLER".
Projektrapport af: Lone Biilmann, Ole R. Jensen
og Anne-Lise von Moos. o
Vejleder: Jargen Larsen.

115/85 "MATEMATIKKENS UDVIKLING COP TIIL RENESSANCEN".
Af: Mogens Niss.

116/85 "A Pmmmosxmmom,mammm-'
NELDEL RULE".
Af: Jeppe C. Dyre.

117/85 “KRAFT & FIERNVARMEOPTIMERING" . : T . e . ‘
Af: Jacch Mgrch Pedersen. ‘ e ’ . ' .
Vejleder: Bent Sgrensen N s . : : . }

”

118/85 TILFELDIGHEDEN OG NPDVENDIGHEDEN IFPLGE
PEIRCE OG FYSIKKEN".
Af: Peder Voetmann Christiansen

119/86 “DEPERG\NSKEVIST--EUKIIIEM‘!IEP(S‘IUIAT
KUNNE NOK SKABE RZRE I ANDEDAMMEN".
Af: Iben Maj Christiansen
Vejleder: Mogens Niss.



