TEKST NR 94 1985

TREENIGHEDEN
BOURBAKI

-generalen,
matematikeren
‘& anden

af:
morten blomhgj
klavs frisdahl
frank melgaard olsen

vejleder
mogens niss

TEKSTER fra =

 IVIEUIBA, RosKLne paveseTsceTen

FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER



IMFUFA, Roskilde Universitetscenter, Postbox 260, 4000 Roskilde

TREENIGHEDEN BOURBAKI

- generalen, matematikeren & &nden

Projektrapport af Morten Blomhej, Klavs Frisdahl og Frank M. Olsen
“Vejleder: Mogens Niss

IMFUFA tekst nr. 94/85, RUC. 113 sider. ISSN 0106-6242

ABSTRACT - — — — — — _

Denne tekst er en 3. moduls projektrapport fra matematikover~
bygningen. Projektet er en historisk presentation af matematiker-
gruppen Bourbaki, verket Eléments de Math&matique og af den

strukturalistiske matematikopfattelse, som Bourbaki er en frem-
tradende reprasentant for.

Vi belyser grundlagsholdningen, strukturalismen, aksiomatise-
ring og formidling, som det kommer til udtryk i Bourbakis egne
udgivelser og ved hj®lp af en rakke om~artikler.

Det nye i projektet er ikke at se Bourbakis produktion isole-
ret, men at vurdere den historisk og i forhold til bourba-~
kisternes ¢gvrige aktiviteter. Til sidst opstiller vi herudfra

"det bourbakistiske paradigme", og vurderer den forskningsprak-
sis, som det giver anledning til.
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" ‘FORORD

Denne rapport er udarbejdet under det 3. modul: "Det erkendel- _
éesteoretiske/videnskab$teoretiske modul" p& den matematiske
overbygning. Modulet stiller bl.a.'kra§ om at "belyse matema-
‘tikkens erkendelsesteoretiske status ... I denne forbindelse

belysés den rolle, fagets aksiomatisk-deduktive karakter'spil-

ler for dets erkendelsesteoretiske status". (Studieordningen,
1983) . Desuden navnes der kravet om at se fagets formidling.

S Vi mener ikke, at erkende1sesteori/videnskabsteori kan ses iso?

leret fra den historie - specielt videnskabshistorie - som de
forskellige teorier er en konsekvens af. Vi har derfor valgt

- at lade projektet vare et historisk. casestudy af Bourbaki - og'"

af. hans verk Eléments de Mathématique. Det erkendelsesteoretis—
ke og v1denskabsteoretlske er séledes integreret i - -
handling af Bourbaki.

Endelig vil, vi gerne sige tak il Hans- Tornehave (Matematisk
Institut KU), Anders H. Madsen (RUC) , Else H¢yrup (RUB) og '

) vo:es vejleder Mogens Niss for ideer,rrettelser og veJ;edning
.1 projektforlgbet. '

Morten Blomhgj Klavs Frisdahl Frank Mglgaard Olsen

Efterdrssemesteret 1984




INDLEDNING .

Vort madl med det foreliggende projékt er at prasentere og pro-
blematisere et konkret eksempel p4, hvordan udviklingen i dette
arhundredes rene matematik - kan fortolkes. Udgangspunktet er Ni- .
colas Bourbakis arbejde, der nok md siges at vare dette arhund-

redes mest omfattende forseg pa’ at prasentere moderniseringen

"af den rene matematik. Nicolas Bourbaki er et pseudonym for en

gruppe gf matematikere, der i faellesskab bl.a. har produceret
varket Eléments de Mathématique.

For Bourbaki er "ren" matematik den matematik, der dyrkes uaf-
.hengigt af eksterne behov og ikke umiddelbart finder anvendelse

uden for matematikken selv. I modsztning hertil star den "an-
vendte" matematik, hvor matematik,K benyttes/udvikles for at lese

'problemer inden for andre fagomréider. Her er de matematiske be-. . ~

greber udstukket af de eksterne relationer ‘og teorierne -anvendes
til opstilling og analysering af "modeller" for eksterne proble-

_mer.

Motivationen til:pfojektet har bl.a. veret at lukke .et "hul" i

-de kuhdskabe;, vi hidtil har opnidet i vore studieforleb. Vi har

beskéftiget os med anvendt matematik i tidligere projekter f.eks.

‘differentialligningsmodelléf, stokastiske modeller og lineare -

programmeringsmodeller. Og p& kurserne har vi fortr1nsv1s be-
skaftiget os med ren matematik, der tidsmessigt er fra begyndel-

‘sen af dette arhundrede eller @ldre. Alt i alt har vi fal;'be-

hov for at vide noget mere om, hvad der er sket i den rene mate-.
matik i dette A&rhundrede. For at tilfredsstille dette behov

har vi valgt at lade projektet tage udgangspunkt i Nicolas
Bourbakis arbejde.

For at f4 mere at vide om den generelle forskningsmessige udvik-
ling har vi desuden set‘narﬁere pa, hvad.nogle af stifterne af
Bourbaki mener om denne udvikling. Disse har ofte varet kendte
matematikere, der har leveret mange forskningsresultater, og der=



for har fulgt udviklingen p& nzrmeste hold.

Nicolas Bburbdki og dennes stiftere reprasenterer siledes en
omfattende produktion, hvori der mere eller mindre eksplicit
foreligger bestemte holdninger til og fortolkninger. af den rene.
matematiks nyere udvikling. Det er disse vi vil forsege at be-
skrive og forholde os til 1 dette projekt.

Der er flere grunde til, at specielt Bourbaki er aktuel for stu-
diet af tendenser i den moderne matematik. For det feorste er
verket éléments de Mathématigue den storste samlede fremstil-
ling af moderne grundlaggende matematiske discipliner. Fremstil-
lingen er konsekvent og mélrette;. Den er et resultat af en be-

- —stemt'matematrkopfattélse*og“ﬁet‘er'et oplag til at—fore matema- -

tikken videre i det spor, som varket udstikker. Det er derfor
aktuelt at beskrive dette spor. De niveauer som éléments de
Mathématique og Bourbaki-gruppens indflydelse i gvrigt ékal
mdles p&, er i forhold til undervisning og i forhold til for-
skning.

Med hensyn til undervisning, s8 er det i flere sammenhange
beskrevet, hvordan der er en parallel mellem matematisk be-~
grebsdannelse og de strukturer, som Bourbaki finder vesent-
lige og fundamentale for matematikken.

Bourbaki som inspiration til "the new math" eller "60'er mate-
matikken" er ikke et nyt problem (se f.eks. Skovsmose, 1980,
1981 a og 1981 b). Dette har vi ikke fulgt vasentligt op.

Det interessante i en mere videnskqbsteoretisk sammenhang bliver
derfor at vurdere pd hvilken made Eléments de Mathématigue og
Bourbakis gvrige arbejde har varet med til at skabe et matema-
tisk paradigme for den moderne matematikforskning. Dette giver
anledning til felgende problemformulering:

1) Hvilke principper og omrdder finder Nicolas Bourbaki
og dennes stiftere er vasentlige i udviklingen i dette
arhundredes rene matematik? Kan man videre ud fra den-




..

ne matematikopfattelse beskrive den forskning, der
"bestemmes af disse rammer.

2) Hvordan harmonerer dette med vo}es eget syn pa mate-
matik og hvilke konsekvenser ser vi af denne matema-
tikopfattelse? '

Punkt 2 er udelukkende henlagt til'kanlusionen pa projektet dQ
kan opfattes som opsummeringen og vurderingen- af undersegelser—
ne under punkt 1.

Nar vi i punkt 1 taler om principper og omféder, mener vi prin-‘
cippérbfor matematikkens opbygning.og forskning - herunder grund-"-
1aggté_stillin§ - samt hvilke omr&der, der er .vasentlige i forsk-
ningen og. formidlingen af denne. '

Som der er lagt op til i den foregdende motivation handlef det

om at uddestillere de bourbakistiske ide€r, som dé,primakt-kom— .

mer til udtryk i Elements de Mathématiqué.‘Dette har affedt fol-

gende strukturering af projektet, der skal afstikke Bourbakis
" matematikopfattelse.

‘ Kapitel 1. Dette kapitel er ikke direkte relaté:et til problem-
formuleringen, men derimod en beskrivelse af den'hi¥
storiske baggrund for Bourbakis arbejde samt en pra-
sentation-af "personen” Bourbaki og dennés produk-

,

“tion.
Kapitel 2. Er en karakteristik af Bourbakis forhold til matema-
tikkens grundlag - herunder grundlagskrisen i starten

af dette &rhundrede. Vi giver desuden en beskrivelse
af de vasentligste inspirationskilder for Bourbaki.

Kapitel 3. Her gives en redegerelse for de principper, som Bour -
baki benytter i sin opbygning ‘af matematikken i Elé-
ments de Mathématique. Dette er samtidig en defini-
tion af hvilke elementer i matematikkgn, Ger er va<




sentlige at belyse og herunder den matematiske me-
tode i dette arbejde.

Kapitel 4. Her praseénterer vi det indhiold, der formidles-og nog-
le konsekvenser af denne formidling. Desuden gennem-
gdr vi et konkret eksempel pd Bourbakis matematik-
formidling. Og endelig resumerer vi kort den kri-
tik, der har varet rejst mod déenne fremstilling.

Kapitel 5. Her vil vi karakterisere det genstandsomrdde, som af-

stikkes i bourbakisternes arbejde, ved at se hvordan
de generelt vurderer den forskningsmessige udvikling
0g hvordan de selv har deltaget aktivt i denne.

Kapitel 6. Vi forseger at skitsere den normalvidenskabelige fase,
der md felge efter det paradigme, som defineres af
Bourbaki. Det er en beskrivelse af moderne matematik,
hvis Bourbaki skulle bestemme, og vi kommer med vo-
res eget bud p&, hvordan dette mi pavirke den mate-
matiske forskning. '

Litteratur

Kildematerialet er fortrinsvis tilvejebragt ved en manuel syste-
matisk litteratursegning i Mathematical Reviews fra 1940-1983 pa
Jean Dieudonné, Claude Chevalley, André Weil, Henri Cartan, Sa-
muel Eilenberg, Jean Delsarte og si naturligvis Nicolas Bourbaki.
Resultatet blev-379 artikler og 57 beger af de 6 bourbakister.
Bourbakis produgtion belober sig til knap 40 bind (ferstegangs-
udgivelser) af Eléments de Mathématique og to artikler.'

Herudover har vi koncentreret os om artikler og beger af meta-
faglig karakter. Den faglige substans i projektet stammer for-
trinsvis fra enkelte bind af Eléments de Mathématique. P& grund
af denne opdeling er det nedvendigt at skelne mellem Bourbaki
og bourbakisterne, der er de forfattere, som har medvirket ved
udarbejdelsen af dette vark. Som enkeltpersoner optrader de som
bourbakister og samlet som Bourbaki.



Materialet kan da groft deles ind i flg. 4 kategorier: 1) Ma-
teriale udgivet under pseudonymet Bourbakl, 2) Artikler om Bour-
baki af dennes stiftere, 3) Materiale om den generelle forsk-
nlngsme551ge udvikling af Bourbakis stiftere og 4) Andet mate-
riale om Bourbakl.

Lesevejledning

Ppojgktet er skrevet til i&sere med forudsatninger, der svarer
til vores egne.'Hvor vi har anvendt begreber (o.lign.), som vi
1kke har forklaret, har vi bestrabt os pa at referere t11 en
',behandllng af dlsse andetsteds.

Af praktiske grunde har vi primert valgt at henvise til Davis
(m.f1., 1981) fremfor -at referere til ethundredesytten forskel-
lige, muligvis bedre gennemgange af det aktuelle . emne.

I projektet har vi anvendt almindélige matematiske symboler sbm
€, Q, @, © osv. for som sazdvanlig (mindre end eller lig, de ra-
tionale tal, den tomme mengde, funktionssammensatning osv.).
Enkelte steder navner vi eksempler i form af matematiske disci-
pliner f.eks. ergodisk teori. Det betyder ikke nadvend19v1s, at’
vi-eller leseren behever at kende til ergodeteori, men eksem-
plet er medtaget af hensyn til lzsere, der (tilfeldigvis) kender
'disciplinen. -

Referencer er omhyggeligt foretaget enten i teksten eller ved
citater.' Vi henviser til litteraturoversigten bag i projektet.

Da projektet er historisk hér vi.valgt at lade det fremgad af
referencerne, hvorndr teksten udkom ferste gang f.eks. (Bourba-
ki 1948/50, p. 227). Artiklen udkom forste gang i 1948 p& fransk,
men vi citerer fra side 227 i den ‘engelske overszttelse fra‘1950.
Undtagelserne i referencerne er til varket Eléments de Mathéma-
tique, som vi refererer Ved (EM, II, 3, p. x). Dette er en hen-
visning til bog II, kapitel 3, side x. I appendix findes en over-—

sigt over samtlige fersteudgaver i serien, og af litteraturlis-

ten fremgdr, hvilke udgaver, vi refererer til.




Endelig skal det navnes, at vi har samlet de matematlkere [o - T
sSom v1 navner i en liste bag i pro:ektet. Af denne fremgar dis=-
ses 1eveér samt natlonalltet. (Det ma dog bemezrkes, at disse

flyttéer en del rfundt, s& den ma siges at vare Gejlédende!)
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1. EN PERSONSKILDRING AF NICOLAS ‘BOURBAKI

Inden vi starter beskrivelsen af ?ourbakis "person" i dette ka~’'
pitel, md vi hellere sli fast, hvilkenl”videnskabshistorisk"
status dettejkapitel‘hér. Skiidringen af Bourbaki, den‘histb—
riskefsituatiqn i begyndelseﬂ;af“hahs arbejdsperiode samt in-’
tentionerne bag hans vark, bygger ferst og fremmest pd anden-
og trediehands kilder, idet Bourbaki selv kun har udgivet et
par programattlkler om dette arbe]de. Til gengald har en del af
de folk, ‘der stod/stér "ham meget -ner, b1draget med flere artlk—'

ler bl a. om Bourbakis arbejde.

Vi.kqﬁ sla fast, at der sandsynligvis aldrig har eksisteret -en
matematiker. ved navn Nicolas Bourbaki. I hvert fald er der -in- )
gen matematlkere af dette navn, der haft s& stor indflydelse pé‘

" det 20. érhundredes matematlk, at det v11 vare pé sin plads at’

lave et prOJekt om ‘ham.

" Baggrunden for denne - umiddelbart paradoksale - bemzrkning er,
at forfatteren til serien Eléments de Mathématique ikke er én, .-

men mange. Nlcolas Bourbaki er et pseudonym for en gruppe -af

) hovedsagellgt franske, men ogsd amerikanske o.a. matematlkere,_,ﬁ;_ RET
der 'siden 1930'erne har arbejdet med at udgive ovennazvnte vark;‘,ﬁfff‘“
" foruden at de alle er eller har varet betydn1ngsfulde, aktlve

matematlkere inden for en eller flere dlsc1p11ner._

Grunden, til at varket er uagivet under pseudonym, er ikke &ben- .-
lys, men som det vil fremgé'af de senere kapi;ler, vil varket .~

‘aldrig blive fardigt, hvis det skal opfylde de intentioner, som

initiativtagerne havde. med det. (Se afsnit 1.2.)

Af denne grund er det praktisk at udgive under et udedeligt
navn, sa-kun forfatterne, men ikke pseudonymet udskiftes.

Endnu mere morkelagt er gruppens valg af netop navnet Boﬁrbaki.
Der er flere forskellige forseg pa at.forkla;e, hvorfor valget
er faldet pa Nicolag Bourbaki, og hvorfra détte navn stammer.
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Medlemmerne af Bou;béki-gruppeh er gennemgiende Kendetegnet af
en barok bumor, der mest har bidraget til forvirring omkring
gruppen frem for afkiariné af spergsmalet (sé f.eks. Fang, 1970,
p- 25 og Haiﬁos,21957, p.QT)y Hepni Cartan, der sélv var en af
mendene bag pseudonymet, gav i et foredrag i 1958 sit -bud pa,
hvor familienavnet p3 den matematiker, som "kun f& havde medt",
stammede fra (Cartan, 1958/1979, p. 175):

Cértan hevder at have sine oplysninger om familienavnet Bourba-
ki fra en grask ven af ham. Han fortaller historien saledes: I
det 17. &rhundrede kampede grazkerne - under ledelse af 2 bredre,
Emanuel og Nicolaus- Skordylis - mod tyrkerne. Deres heroiske
indsats rygtedes til den tyrkiske lejr, hvor de fik tilnavréet
“Vourbachi®. Emanuel og Nicolaus overtog tilfavhet og-videre- —
forte det som slagtsnavn, idet de dog helleniserede navnet, si

V blev til B og ch til K. Mere end et arhundrede senere var det
Soter Bourbaki - et tipoldebarn til Emanuel - der var et stort
navn pd den milit®re arena. Mens General Bonaparte var i Egyp-
ten, sendte Jérdme (Napoleons bror} Soter Bourbaki til Egypten
med besked om, at han skulle vende hjem til Frankrig, for tiden
var inden til et .statskup. Efter magtovertagelsen i Frankrig pa-
tog Napoleon sig{i_taknemmelighed til Soter at opdrage hans tre
bern. Den ene af disse blev senere far til en beremt general i
den franske her ved navn Charles Soter Bourbaki. Dennes sester
giftede sig med en efterkommer af Nicolas Vourbachi, og fra den-
ne forening af de to grene af familien stammer ifolge Cartans
bekendte den beremte franske matematiker, Nicolas Bourbaki.

Denne forkortede udgave findes i andre versioner; bl.a. havdes
det, at generalen Bourbaki pa et tidspunkt fik tilbudt det
greske kongerige, og pd et andet forsegte at bega selvmord.

09 legenden om Bourbaki lever videre i den franske historie.

Det er i hvert fald ikke medlemmerne af gruppen, der har gjort
noget szrligt for at aflive nogle af myterne om matematikeren
Bourbaki.
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Ferste gang det skriftligt er erkendt, at Bourbaki er et pseu-
donyﬁ, er,, 'sividt vi kan se, i Mathematical Review, 1942, side
55 1 en anmeldelse af Samuel Eilenberg af det fgrste bind af
El&ments de Mathé&matique. Dette er dog ikke almindeligt
anerkendt, og joken fortsettes langtipp i 40'erne og midske ind
i 50'erne. ’

‘Det er umuliét - for os - at fa et overblik over hvem og hvor
'mange forfattere, der har medvirket- t11 udarbejdelsen af de man-
ge bind i Elements de Mathemathue. I de fleste artikler navnes.
ofte nogle tilfeldige fremtradende navne, men en samlet over51gt
eller gatypA det samlede antal findes vist ikke. Vi har dog sam-
let de navne, som vi er. stedt p4,i nedenstdende liste:

'M.E. Brelot, H. Cartan. C. Chevallier, C. c':heva'ney, C.G. Cha-
_bauty, Rb de Possel, G.W. de _Rham, J. Delsatte, J. D1eudonne,,
- J. D1x1mier, C. Ehresmann, Ss. Ellenberg, R. Godement, "A., Gro-
_thendleck J.L. Koszul, 'S. Lang, S. Mac Lane, P. Samuel, L.
Schwartz, J.P. Serre, J.T. Tate, R. Thom,. A. We11

Navnene er samlet.fra fglgende: pieudonné, 1970,.p. 134;

Fang, 1970, pPpP. 29, 32, 42; Halmos, 1957, p. 93; Kramer, 1970, " . -
p. 701; Lam, 1978, p.. 18; Vidal Abascal, 1964, p. 58. ' o
1.1. Den historiske baggrund for Nicolas -Bourbakis arbejde'

Den historiske ramme for opstarten af Bourbaki projektet har
mange angrebsv1nkler eller niveauer. Vi har valgt at skltsere
. den ved specielt at se historien fra 3 sider. For det forste
den internationale samfundéhistorie, specielt forholdet mellem *
Frankrig og Tyskland, som udover det rent okonomiske har haft
en indflydelse p4 det matematiske milje i 30'erne. For det an-
" det de institutionelle rammer i hvilke den matematiske under-
visning og forskning foregdr. Her vil vi ogsd navne situationen),
som den sa ud i Frahkrig og i Tyskland,’'da de to nationer greb
siﬁuationen‘vasentligt‘forskelligt an. Og endelig for det -tre-
die vil vi kort skitsere den heftige internationale matematiske

grundlagsdiskussion.
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1.1.1. Samfundshistoriske konsekvenser for den franske matematik.

Projektet blev startet i vintersemesteret 1934-35 af en gruppe
franske matematikere'fra‘Péris::Bagqrundeh fof det arbejde, som
de patenkte; skal seges i den bredere historiske ramme omkring
1. Verdenskrig.

De franske og tyske matematiske miljeer herte til de betydelig-
ste p4d den tid. P& det politiske plan var klimaet mellem Frank-
rig og Tyskland meget keligt, hvilket muligvis kan have haft
betydelig indflydelse p&4 de videnskabelige udveksling. dg
Frankrig blev som et af de fgrste lande inddraget i det
pludselige krigsudbrug fra Tysklands side - krigserklaringen kom
d. 3.8.1914, Frankrig blev angrebet bl.a. gennem Belgien p& den
front, der senere-skulle blive til Vestfronten.. — — — —— —
-
Rent strategisk greb den franske og den tyske regering krigen
an pa 2 vaesentligt forskellige ma&der. I Frankrig satsede man
p& at holde Vestfronten ved den nasten traditionelle skytte~
gravskrig, mens man i Tyskland gjorde de forste skridt i ret-
ning af "den totale krig". Dette medferte, at videnskabsfolk
ikke som i Frankrig blev sendt til fronten, men blev inddraget
i krigen gennem det videnskabelige arbejde. Dette resulterede
bl.a. i, at tyskerne som de ferste i april 1915 kunne anvende
krigsgas, og bdde fly og ubdde fandt for forste gang anvendel-
se 1 krigssammenhzng.

Den begyndende videnskabeliggerelse af krigen, som fandt sted i
Tyskland, styrkede de videnskabelige miljoer frem for at stille
dem pad "stand by", som det skete i krigens begyndelse i Frankrig.
De store tab, som Frankrig havde, ramte naturligvis ogsa den ge-
neration af franske matematikere, der skulle fore arbejdet vide-
re efter Picard, Montel, Borel, Hadamard, Denjoy, Lebesque osv.
(Dieudonné, 1968/70, p. 135) - Der kom siledes et brud i den
vidensakbelige udvikling, da den nye generation under krigen
blev reduceret til ca. en trediedel.
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Situationen for det matematiske milje i Frankrig var, atAder

ikke var folk, der var up-to-date med de nye ideer rundt om-
kring bl.a. i TYskland.\Miljeerne,blev ledet og praget af den
aldre‘generation,Ader = i Kuhn'sk forstand - ikke var fulgt med
de nye stremninger og derfor var 20-30 “4r bagud. (Om Kuhﬁ kan
man lese f.eké; Kragh m.fl., 1981, p.. 165 eller Christensen m.fl.
1983, p. 20 -.) ‘

Dieqaonné;(1968/70, pP. 135) skildrer situationen siledes:

"So we had excellent professors to teach us the ma-
thematics of let us say up to 1900, but we did not
know very much about the mathematics of. 1920. As I
said before, the Germans went about things in a .
different way, so that the German mathematics school
in the years following the war had a brilliance: whigh.
was altogether .exceptional..... Not only this, but
we also knew nothing of the rapidly developing Rus-
sian school, the brilliant Polish school, which had
just been born, and many others. .... We had been
closed in on ourselves and, in our world, the theory
of functions reigned supreme."
Der var to mader at komme ud af denne 1solat1on pé Den farste_
var gennem de &rlige seminarer afholdt under ledelse af Hada-
‘mard. Formdlet med disse seminarer var at give et indblik i det
lebende métematiske arbejde. Seminarerne fortsatte i flere &r
og udviklede sig efterhinden til en international begivenhed,
der tiltrak matematikere fra mange steder. Efter Hadamard trak
sig tilbage i 1934, fortsatte seminarerne under ledelse. af G.
Julla, men det var ikke tilstrzkkeligt til at tllfredsstllle de
unge matematlkeres nysgerrighed, s3 derfor benyttede flere af dem
bl.a. A. Weil, C. Chevalley og J. Dieudonné sig af muligheden
for at komme til udlandet for ogsd der at fa& indblik i de nye

ideer, der voksede frem i mellemkrlgsérene.

Den franske matematik i samme periode var, pad trods af semina=

rerne, ikke s®rlig &ben for nye impulser. Den eneste disciplin,
hvor franskmandene var med blandt de forende, var ifelge Dieu-
donné (1968/70, p. 136) funktionsteori.
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Han siger videre:

... 1f we continued in this direction, France
was sure to arrive at a dead end ... This would
break a two-hundred-year-old tradition in France,
because from Fermat to Poincaré the greatest of the
French mathematicians had always had the reputa-
‘tion of being universal mathematicians, as capable
in arithemetic as in algebra, or in analysis, or
in geometry."

Saddan si3 situationen ud for denne gruppe af unge mateﬁatikere,
der s& det som deres "opgave" at samle matematikken i Frankiig,
og at fere traditionen om universalitet videre i den franske ma-
tematik. o

Situationen i perioden efter 1. Verdenskrig var imidlertid pra—
get af spredt fegtning og udvikling i utallige omrader af mate-
matikken.

.

"around 1930, it had become cbvious to most research
mathematicians that it was imperative to take stock
and put some order in the giant strides which had
occurred since 1890 in almost all parts of mathema-
tics." (Dieudonné, 1982 a, p. 618)

Man kan vere "universalist" pd to mader. Enten ved at vare po-
lyhistor, som naturvidenskabsmazndene i Antikken eller i Re-
naissancen, eller ved - som det var tvingende nedvendigt i Bour-—
baki projektet - at.dyrké de»tvargéende fundamentale trak i ma-
tematikken.

"Bourbaki's refusal to consider mathematics as a
series of isolated compartments was from the be-
ginning one of his fundamental tendencies."
(Dieudonné, 1982 a, p. 618)

Ideen med at samle den forgrenede videnskab omkring fundamen-
tale trak er ikke ny. Forsegene i attenhundredetallet med funk-
tioner som samlende struktur eller Bertrand Russell og Alfred
Whiteheads forseg i verket Principia Mathematica (1910-1913) pa
at reducere matematik til logik er eksempler pa dette. i
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Hvordan dette i Bourbakis version mere pracist kom til udtryka-
vil vi vende tilbage til i kapitel 3.

.1.1.2.'Inséitutionshistorienfi Frankrig og Tyskland

Op gennem det 18. og 19. 4rhundrede var der badde i Frankrig dg
i Tyskland sket en betydelig institutionalisering af den mate-
matiske aktivitet - bade i undervisning og i forskning. For- i
skellige ideologier har dog prazget udviklingen i de to lande,
hvilket har betydet, at de videnskabelige miljeer er opbygget
omkring forskellige traditioner. '

Industrialiseringen affedte et behov for uddannede folk med
bestemte kundskabeer til industrien, til militzret og isar til
offentlig administration, og dermed ogsd et behov for larere,

‘der kunne uddanne disse folk. Dermed blev kravene til de hejere
lazreanstalter mere precise, end de havde varet tidligeie, og - “ .
resultatet blev, at undervisning og forskning blev lagt i faStelr’
rammer. - ‘

I Tyskland prazgede ny-humanismen udviklingen og resultatet blev,
at den rene abstrakte matematik fik grobund i en voksende forsk- - -
ning pad de tyske universiteter. Matematikpensum blev udvidet og
der blev lagt vagt pd selvstazndigt arbejde af de studerende. ‘
(Christensen m:fl.,. 1983, p. 98) P4 de tyske tekniske skoler

var slagsmdlet mellem fortalere for den rene matematik og for-
talere for anvendt matematik sterre, og resultatet blev en un-
dertoning af den rene matematik pd disse skoler, men dette pé-
virkede ikke de store fremskridt pd universiteterne.

I Frankrig derimod havde de.tekniske skoler med Ecolé Polytech-
nigque i spidsen en langt sterre andel i den matematiske ud-
vikling i forhold til universiteterne. Det franske universitet
© i Paris havde de sidste godt 500 &r dannet forbillede for uni-
veristeter i Europa, man p& det naturvidenskabelige omrade var
de tekniske skoler og militazrakademierne ogsi indflydelsesrige.

"Der foregik sdledes ogs8 forskning i “"ren" matematik p& de .tek-
niske skoler og p3d akademierne.
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Det var siledes et led i aktiviteterne pPad Ecole Polytechnique,
at der blev skrevet l&rebgger i f.eks. analyse, hvori der prae-
senteredes nye forskningsresultater. Men samtidig var disse be-
ger jo I=rebeger, og derfor forsegte de at bygge analysen op p&
et stadig mere solidt grundlag. (Christensen m.f1l., 1983, p..158-)
Aktiviteterne i Frankrig rekker sdledes langt ud over det tek-
niske, men tilknytningerne til anvendelserne 1& i institutionen
og i traditionen. Denne forskel i priorite;ing beted ifelge
Christensen m.fl,, 1983, p. 99, at de tyske universiteter om-
kring 1870 havde overhalet de franske matematiske institutioner,
b&de hvad forskningsresultater og anseelse angik.

TT1.3.'De’intefﬁatioa&le’gruﬁalagsdfskussiOEer T — T
I perioden op til 1934, hvor Bourbaki gruppen startede, havde
den matematiske verden varet udsat for et par alvorlige oplevel-

ser. I kraft af udviklingen, som vi netop har beskrevet i det
foregdende afsnit, var der for alvor kommet gang i den ren
matematik, og dette medferte samtidig en fokusering p& matema-
tikkens grundlag. Arbejdet med denne fundering af matematikken
pad f.eks. G. Cantors naive mezngdelare eller G. Freges logicis-
tiske program med at reducere aritmetik (og dermed matematik)
til logik afklarede ikke grundlagsproblemerne. Derimod afslere-
des en rzkke paradokser ("anomalier" eller "“kontradiktioner")
inden for disse fundamentale systemers rammer.

Tidligere havde arbejdet med at belyse parallelaksiomets
rolle i Euklids geometri fort til, at forskellige udgaver af
ikke-Euklidsk geometri var udviklet. Disse viste sig at vare
lige s& konsistente systemer som Euklids. Herefter er det si
til diskussion hvilket af disse konsistente systemer, der er
det "rigtige" beskrivelse af virkeligheden.

Disse to udviklinger medferte to diskussioner, der var kendeteg-
nende for perioden indtil 2. Verdenskrig. For det forste: pa
hvilket konsistent grundlag skal matematik opbygges - og er det
overhovedet muligt? og for det andet: hvilken status har den ma-
tematiske erkendelse som erkendelse om verden?




Diskussionerne har det fzlles udgangspunkt i aksiomerne. Aksiom-
erne kan ehten vere "selvindlysende sandheder". (i- forhold til
virkeligheden) eller de kan bldtyvare* vilkarlige udgangspunkter,
hvis indbyrdes konsistens s& mitte underszges.vsituatioﬁen med-
forte, at der udkrystaliseredes forskellige "skoler" . for bud .
P& problemernes lésning, og-ofte blev de to spergsmil forsegt
besvaret under. et. Vi vil ikke her g4 i dybden, men henviser
igen til Davis m.fl., 1981, p. 317-344. : ’

David Hilbert var en fortaler for dette sidste synspunkt, og
" det er denne "formalistiske" synsvinkel, der delvist er over-
taget af Bourbaki. Dette vil vi vende tilbage til i kapitel 2.

Nu har vi beskrevet forskellige niveauer i. den His;oriske situ-'
ation op til perioden efter 1. Verdenskrig, hvor Bourbak i grup-
pén fik deres grundlazggende pavirkninger og dannelse. Hvordan
dette kom til udtryk,vil vi se p&d i naste afsnit.

1.2. Intentionerne bag;éléments de Mathématique v
Udgangspunktet for Bourbaki gruppen var siledes klart: den uni-. .
. Versalitet, der tidligere havde eksisteret i fransk-matematik,
skulle genrejses. Det var dette, der samlede gruppen, og det

var milet med deres fazlles arbejde. Det stod klart, at det ikke .
alene var nok at viderefore Hadamard-seminarerne (afsnit 1.1.1.),
da disse i sig selv kun var en rodet gennemgang af nye tendenser

i matematikken. Seminarformen syntes for ustruktureret og for.
usammenhangende. Alternativet:var derfor at skrive en bog.

"This consisted of studying in a more systematic
manner the great new ideas which were comming in
from all directions. This is when the idea of
drawing up an overall work which, no longer in
the shape of a seminar, but in book form, would .
encompass the principal ideas of modern mathema-
tics. From this was born the Bourbaki treatise."”
(Dieudonné, 1968/1970, p. 136) )

Det konkrete initiativ udspringer ifelge Halmos (1957, p. 93)
af en diskussion mellem André Weil og Jean Delsarte om, hvo-dan




man ber undervise i matematisk analyse. Det forte til, at en

gruppe pd ca. 10 unge franske matematikere - nasten alle tid-

ligere studerende pa Ecole Normalé Supérieure i Paris - i vin-

teren 1934-35 samledes for sammén at skrive en lerebog i analyse
(cartan, 1958/1979, p. 176). )

Dette projekt ligger klart i forlangelse af den tradition fra
Ecole Polytechnique, hvor der blev udfert et stort arbejde
netop med at give en grundlzggende fremstilling i larebegerne
af den matematiske analyse (jfr. afsnit 1.1.2.)..

Dette udgangspunkt har p& et par punkter preget varket Elements
de Mathématique. For det forste er gennemgangen suppleret med

o pvelser af varierénde svarhedsgrad; og begerne—har—da-ogsd ve-— -
ret anvendt til undervisning forskellige steder. Desuden har
den forste del af serien overskriften "Les structures fondamen-
tales de l'analyse", men det er analyse i meget bred forstand.

Det blev imidlertid hurtigt klart, at projektet rakte videre end
til analysen og det voksede i retning af at samle al matematik i
et velordnet hierarki:

"My efforts during the last fifteen years .... have
been directed wholly towards a unified exposition
of all the basic branches of mathematics, resting
on as solid foundation as I could hope to provide."
(Bourbaki, 1949, p. 1) :

Dette er smukt foreneligt med ideen om universalisme i den fran-
ske matematiktradition. Den eksplosive vekst i den moderne ab-
strakte matematik (som beskrevet i afsnit 1.1.1.) mitte syste-
matiseres og bringes ind som en integreret del i den franske mate-
matikverden. Dette kunne ske enten p4 lerebogsplan - dvs. ved

at @ndre forskeruddannelsen eller ved at @ndre forskningsprak-

sis hen imod de generelle fundamentale grene af matematikken.



N\

Konkret betyder det, at ideen om at ud-.
forme éléments.de-Matﬁématiqué som et“gennemarbejdet didaktisk
vaerk forskydes i retning af at se varket som en handbog eller
en verktejskasse for aktive matematikere.

Herefter blev det et spergsmil om selektion af discipliner og
teoremer, men efter hvilke kriterier?

Med udgangspunkt i den historiske situation i mellemkrigsarene,

"som vi har beskrevet i de 3 afsnit under. t.1., var der forskel-

ligé valg, der mitte trazffes ved udarbejdelsen af dette vark.
Det var ferst og fremmest spergsmdlet om at lade sig inspirere

_af, hvordan udviklingen var gdet i andre lande, og at bringe de

nye generelle og abstrakte begreber ind i den franske matematik;

Dette uddyber vi i kapitel 3. Herunder er der forholdet mellem'";{‘
den rene og den.anvendte matematik. Dernzst er. der spergsmalet -
om en konstruktiv stillingtagen i debatten om grundlagsproblem-
erne og til 'hvordan forholdet matematik/virkelighed skal opfat-~
tes. Bourbakis bud pad dette ser vi pad i kapitel 2.

Resultatet bliver en fortlebende statusopgerelse over vasentlige.
dele af matematikken. I en bibem®rkning skal navnes, at en af .‘
projektets funktioner dermed bliver, at opdage (og eventuelt at
lukke) eventuelle oversete "huller" i de de discipliner, som
Bourbaki valger at tage op. (Tornehave samtale 1984).

Begrundelsen for, hvorfor gruppen entydigt valgte at beskaftige
sig med ren matematik, er ikke klar . Dieudonné havder (1982.a,
p. 618), at det alene skyldtes:manglende interesse og kompetence
fra deltagefne, at de'ikke beskazftigede sig med anvendelsesaspek-
terne. ' )

Vi ser dog ogsd den mulighed, at de har set resultaterne épecielt
i Tyskland af de forskningsmiljeer, der var opbygget pd universi-
teterne. Det var saledes klart, at det var de "isolerede" miljeer
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p& universiteterne, der skulle styrkes frem for miljeerne pa de
polyteknlske skoler; hvis Frankrig skulle genskabe sin p051t10n
som 1nternat10nal matematlknatlon. i

1.3. Bourbaki‘grhppens‘arbejdsform og disciplin

Gruppen startede som navnt i vinteren 1934-35 pa initiativ af
André Weil, Jean Dieudonné, Claude Chevallier og Henri Cartan
(Halmos, 1957, p. 94), men voksede hurtigt til ca. 10 "medlem—
mer" (Cartan, 1958/1979, p. 176). Udvidelsen sker alene ved at
unge "lovende" matematikere inviteres med til mederne, mén hvis
de ikke gor sig bem=zrket ved konstruktive forslag, si der det
ud af klappen. Antallet af medlemmer synes at variere mellem 10
og 20 - overvejende franskmeznd og amerikanere ~ men det er ikke

til—at—fi-overblik—over. -(Halmos, 1957, p. 94). - -

For at sikre nyskabelser og kontakt til de nyeste udviklinger
har man i gruppen en regel om, at man ved sit 50. &r “"pensio-
neres" fra gruppen. P& denne madde sikres dels progression, dels
undgds en hemmende respekt for senile og distingvere -~

de matematikere.

Hvis vi regner med et gennemsnit p3 15 mand i gruppen og med en
gennemsnitstid i gruppen p& 25 &r (fra det 25. til det 50. &r -
det er meget hojt sat), svarer det til, at mindst 30 matematikere
har varet fast knyttet til Bourbaki.

I den nyeste artikel, vi har (Dieudonné, 1982 a, p. 623), frem—
gar det, at der stadig er liv i Bourbaki - selv om de nuvaerende
&ldste medlemmer ma vare fodt efter det ar, hvor de forste med-
lemmer af gruppen startede det endelese arbejde.

Arbejdet i forfatterkollektivet er rigtigt gruppearbejde. Styr-
ken ligger i, at de forskellige synsvinkler pd et emne kan syn-
tetiseres til et gennemarbejdet veark, men uden kanter og pre-
stigeprag.



- 25 -

Felgende beskrivelse af gruppens arbejdsform bygger primert
pa (Cartan, 1958/1979, p. 176; Dieudonné,. 1968/1970, pp.. 141-
.142) .

For at udnytte gruppearbejdets fordele m& alle deltagerne vare

- med ved behandlingen af alle afsnit.” Gruppen medes -3-4 gange

om 3ret (i starten op til hvér maned) for at diskutere kommende -
aktiviteter. P4 disse kongresser planlagges de naste udgivelser
og revisioner af tidligere varker. Enkelte pitager sig at skrive
forste udkast til et nyt kapitel og dette -opl®g distribueres,
nar det er fardigt'til de svrigt. P4 den felgende kongres lasés
udkastet hojt og samtlige beviser gennemgds. Det fremgér af be-
skrivelserne, at dette ikke gar stille af, men foreglr hzjlydt
og heftigt. . A

Herefter er der en ny, der pdtager sig at omredigere oplagget
efter de nye retningslinier og s&dan fortsatter processeh,_til
man efterhdnden er tratte af at'se pa den del af -bogen, og ver-
ket }yger til trykning. Det tager i gennemsnit 8-12 A&r for et
'kapitel at n4 igennem denne proces. ' R
Det er et .princip for dette aibejde, at alle, der deltager i
redigeringén af de nye kapitler, har absolut vetoret, og intet
bliver derfor godkendt, for alle pd kongressen har accepteret
netop den fremstilling af kapitlet. -

Det bliver derfor et krav til alle i gruppen, at de fbr en tid
setter sig ud over det omrdde, hvor de er eksperter for at kunne '’
deltage i bearbejdningen. De mid starte fra bunden pi den aktuel-
le disciplin for at f3 :et fundamentalt kendskab til de nye be- -
greber og metoder iﬁden for dette omrade.

P4 denne langsommelige og trzttende mide er adskillige hylde-
centimeter efterhé&nden blevet fyldt med varket éléments de Ma-
thématique.



1.4. Bourbakis'arbejdet

Som tidligere skitseret, kan Bourbakis arbejde deles i 3 kate-
gorier: ;7 | f, : ’
7 i) . élémentéide Mathématique
ii)" (Om-) artikler

iii) Bourbaki-seminarerne

ad i) Det vasentligste af Bourbakis arbejde er selvfelgelig
selve éléments de Mathématique. Verket er opdelt i 2 dele, der
hver er opdelt i beger. Ferste del bmrer overskriften: "Les
structures fondamentales de l'analyse", mens der ikke er en
felles overskrift for begerne i anden del.

Forste del er opdelt i 6 "bager® med almindelig kapitelopdeling.
Hvert kapitel er s3 igen opdelt i sektioner. En bog kan ofte ud-
komme i flere bind - vel mest afhangig af ydre omstendigheder.

Oversigten bag i projektet er primert lavet ud fra opslag i Mathema-
tical Review (1940-1984). Af oversigten fremgdr det, hvornir de
forskellige udgaver er udkommet. Det fremgdr tydeligt, at beger- |
ne ikke er udkommet i den "deduktive" razkkefelge, som nummerer-
ingen antyder. Det. forste bind, der udkom, var sdledes éléments
de Mathematique III, 1,2.

Nogle af begerne falder 1lidt udenfor. .Det er de sdkaldte "Fa-
scicule de ré&sultats™, der snarere er en slags encyklopzdi. Des-
uden udkom i 1960 Eléments d'historique des mathématigues.

ad ii) Bourbaki har kun undtagelsesvis deltaget i debatten om
matematik, hvilket er noget i modsatning til, hvad man kan sige
om enkelte medlemmer af gruppen.

"Bourbaki has never engaged under his name, in pole-
mics with the "outside world" ... I think this re-
fusal of all discussion or contrqversy stems from
the belief that a mathematical text has to stand
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or fall on its own merits, and should not need any
advertising; - an attitude which can be summarised
as "take it . jor leaveé-it." (Dieudonné, 1982 a, p. 620)

Bourbaki. har udgivet 2 vasentiige "programartikler™ (1949) og

(1948/'50). I den forste presenterer Bourbaki sit pragmatiske

forhold til matematikkens. grundlag (jfr. kapitel 2) og i den

anden ger. Bourbaki rede for sin strukturelle opfattelse af ma-
tematikkens arkitektur (jfr. kapitel 3).

ad iii) Endelig har Bourbaki-gruppen stdet som arranger af en’
r®zkke seminarer under navnet "Seminaire Bourbaki", der har kert
tre gange om aret siden. 1948. Bourbaki-seminarerne er - i mod-
setning til kongressen - &bne for alle. Seminarerne er en videre-
forsel af den tradition Hadamard startede for at prasentere den’
(mest) moderne matematik for franske matematikefe. Ved hvert
~seminar er der normalt 6 forela®sninger, med detaljerede.gennemfi
éange af de nyeste arbejder - udvélgt af Bourbaki-gruppen.

Papirer fra seminarerne bliver en gang om aret udgivet som note- -
samlinger, men da seminarrzkken md have rundet de 600 oplag, er -
dette blot en uoverskuelig samling af papirer. Indholdet i se-
minarerne reprasenterer i udstrakt grad - "The Bourbaki Choice",
som vi skal gennemgd det i kapitel 5 (Dieudonné, 1979, p. 28).
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2." GRUNDLAGSHOLDNINGEN

For at kunne gennemfgre Bourbakis program-og.rekonstruere det
matematiske bygningsvark blev det n¢dvehd1gt for Bourbaki at

.eksplicitere, hvad grundlaget skulle vere. Bourbaki har omhyg-

geligt beskrevet det grundlag, som Eléments de Mathématique
hviler éé. En fremstilling af dette grundlag findes natﬁrligt .
nok 1 de to fgrste kapitler af Eléments de Mathé&matique (EM I,
1 og 2).

Derudover har Bourbaki som et indlag i debattén om matemaflk—
kens grundlag skrevet en artikel i "Foundation of Mathematics
for the Working Mathematician" (Bourbaki, 1949). Af disse to
kilder fremgdr det,-hvad Bourbaki anser for dét ngdvendige og .
tilstrakkelige grundlag for opbvgning af de vasentligste dele’.
af den eksisterende matematik.

Inden vi til sidst i dette kapitél narmere beékriver, hvad . grund- 
laget bestéar af og p& hvilken mide, det kan danne basis for op—

bygnlngen af Eléments de Math&matique, vil vi indledningsvis be-f*’v

handle den historiske baggrund .for Bourbakis grundlagsholdning

2.1. Den formalistiske reaktion pd& grundlagskrisen

I slutningen af det 19. Arhundrede s& det ud til; at den ele- “ ‘_ -
mentzre mengdeteori eller Cantorianske mangdeteori efter G.'Can*igxfiT

tor kunne udggre grundlaget for hele matematikken (dvs. hoved- -
sagelig det vi nu kalder aritmetik og analyse (Davis 1981, p. '
224)). Men det viste sig bl.a. da Frege forsggte at opbyége
aritmetikken pd grundlag af mengdelazre og logik, at Cantors
nengdebegreb ("An ability collection of distinct objects") gav
anledning til selvmodsigelser (kontradiktioner). Det bedst kend- -
te eksempel, der plviser, at den Cantorianske mangdeteori er in-
konsistent (dvs. ikke modsigelsesfri), er Russells paradoks efter . -
Bertrand Russell (Davis m.fl., 1981, p. 332).

Men der dukkede 1 det hele taget en lang rakke péradokser op

omkring &rhundredeskiftet. Nogle af‘de vigtigste var Cantors
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kardinéiitetsparadéks og Skolem's paradoks (Fraenkelvm.fl., 1973,
p. 303). Det var disse kontradiktioner, der i Kuhn'sk forstand
kan betragtes som anomalier i grundlagsforskningen, som gav an-
1edning til matematlkkens grundlagskrise i den f¢rste ‘trediedel -
af dette Arhundrede.

Tidligt i denne grundlagskrise opstod den formalistiske skole -
en skole af unge matematikere ledet af David Hilbert. Denné sko-
le havde-bl.a. konsistensproblemet p& programmet. Deni formalis-
tiske skole var kun &t blandt mange forsgg pd at angribe grund-
1agsproblemet. Vi beskriver netop denne skole, fordi den har le-
veret et vasentligt udgangspunkt for Bourbaki.

Grundlagskrisen vedrgrte naturligvis fgrst og fremmest "the con-
text-of~justification" (bevisfprelse). Uden et falles accepteret
fundament, hvorpd al matematisk bevisfgrelse skal bygge, er det

nemlig til stadighed til diskussion, om et givent teorem er be-
vist eller ej. For at lgse dette problem og sikre matematikkens
videnskabsstatus var det ngdvendigt at etablere et konsistent
fundament for matematikken, der hviler p& ikke-kontroversielle
forudsatninger; sdledes at en matematisk tekst har samme mening,
uanset hvem der l=:ser den, og siledes at det er muligt med ob-
jektive metoder at afggre, om teksten er korrekt.

Fremkomsten af de ikke-Euklidiske geometrier (for en kort prasenta-
tion af disse se Davis m,.f1.,1981, pp. 217-223) i sidste halvdel
af det 19. &rhundrede med f@grte to problemer. For det fgrste

var der problemet med at acceptere relevansen af at studere sy-
stemer, dexr ikke umiddelbart havde en parallel i en fysisk for-
tolkning. Og for det andet problemet omkring disse systemers kon-
sistens - ndr aksiomerne ikke var verificerbare ved en konfronta-
tion med den fysiske verden.

"Avec l'apparition au Xx1x® siecle de théories mathema-
tiques sans relation avec 1'expérience sensible ....
s'était posé le probléme de savoir si les axiomes
d'une telle théorie ne risqualent. pas conduire a une
contradiction." (Dieudonné&, 1977, p. 226)




Formalisternes fundamentale ideitil:1¢sning afigrundlagsproﬁléQ
© met var starkt-inspireret af det réIative konsistensbevis for'
ikke~Euklidisk-geometri af Beltrami i 1868 (Fraenkel m.fl., 1973, -
pP- 276),»hVof aksibmerné frig¢resﬁfra enhver intuipiv'interpre—A o
-tation. For Hilbert'yar aksiomerne ikke. idealiserede besk:ivel-
ser af virkeligheden, men udelﬁkkendé-ubeviste antagelser;jdéri ]
skulle tjene somvbyggesten i beviserne for matematiske teoremer,:'

‘Formalismen indebarer dermed, at. de symboler og begreber; der‘A_ o
indgdr i matematiske argumenter, -er. fri for enhver ontologisk’:{ v
mening (men selvf¢lgelig ikke uden matematisk indhold) . :
Diedonné beskriver (1971, p. 261) matematikken efter den kon-u
sgkven;g gennemf¢relse af denne opfattelse af aksiomerne:

,...,mathematics becomes a game, whose pieces are
graphic symbols distinguished from each other by .
" their forms; with these symbols we make groupings_ u;v',j
which will be called relationships.or terms accor~-' -
ding to their form. By. virtue of certain rules, '
certaln relationships are discribed as true; other. .
rules permit the construction of true relationships ~
either from any relationships whatsoever or from B
other true relationships. The essential point is e
that these rules are of such a nature that in orderA'.
" to verify that they are being observed, it is suf-l
ficient to examine the form of the groupings which
come into play "

- Med dette bestyrkes. behovet for at vise disse formelle sygtemerg??_ff
konsistens. Dette bliver derfor Hilberts program. Milet for Hil< - ..~

bert var - som han ‘formulerede det i 1917:

-

".... 1t must be shown that the standard mathematical
: proof procedures are strong enough to derive all of
; J classical mathematics - including all of Cantor's
set theory - from suitable axioms but not so strong
as to ?erive a contradiction." (Fraenkel m.fl. 1973,
p. 276

Hilberts program bestdr faktisk af tre dele,'nemlig

‘1. En formel definition af et "matematisk beV1s
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.

2. En fastlaggelse af et passende grundlaggende aksiomsystem,
"suitable axioms"

3. Et konsistens~bevis for aksiomsystemet, dvs. et bevis for,
at der ved korrekt bevisfgrelse (i henhold til pkt. 1) med
anvendelse af aksiomerne fra pkf. 2 ikke opstdr selvmod-
sigelser.

Det vaesentlige for Hilbert var at undersgge matematikkens kon-
sistens. Det aksiomatisk deduktive program i punkt 1 og 2 er
kun en forudsatning for konsistensundersggelsen.

Ad 1. Hvad skal man forstd ved et matematisk bevis? For at kun-
ne pracisere dette er det ngdvendigt at beskrive en rakke for-
hold og begreber, f.eks. hvad er en matematisk pdstand? Hvad ud-
thler matematiske pdstande sig om? Hvordan slutter man fra en
pastand til en anden? Hvad vil det sige, at en padstand erxr sand?
osv.

For at kunne svare pi alle disse spgrgsmdl mener Hilbert, at det
er ngdvendigt at definere et formelt sprog, der kan udtale ma-
tematiske pdstande, hvilket igen kraver, at man har logisk hold
p4, hvad et formelt sprog egentlig er. Som vi skal referere se-
nere i dette kapitel, kan et sddant formelt sprog konstruerés.

I beskrivelsen af denne formelle definition af et matematisk be-
vis - her givet af Herbrand, en erklaret fransk hilbertianer -
fremgdr det,at formalisterne kun tillader endelige argumenter:

"We understand by an intuitionistic (i.e. finitary)
argument an argument that fulfills the following
conditions: one always deals with a finite and de-
termined number of objects and functions only;
these are well defined, their definition allowing
the univocal calculation of their values; one never
affirms the existence of an object without indica-
ting how to construct it; one never deals with the
set of all the objects x of an infinite totality;
and when one says that an argument (or a theorem)
holds for all these x, this means that for every
particular x it is possible to repeat the general
argument in question which should then be treated
as only a prototype of these particular arguments.”
(Fraenkel m.fl., 1973, p. 278)




‘ Ad 2. Her er der nzrmest tale om at skabe en falles konsensusA'*ﬁ
) blandt matematikere om, hvilket grundlaqgende aksiomsystem, der . 0
giver det mest hensigtsmassige redskab for. udviklingen- af. mate-*v5~' )
matiske teorier..Det er siden Zermelo-Fraenkels (ZF) aksiomsy- »
stem for mangdeteorien i forskellige varianter, der er blevet
alment accepteret som mengdeteoriens aksiomatiske grundlag.

'Ad'3.,Det 1ykkedes aldrig for Hilbert at etéblere et konsistsns?

bevis for matematikken. Vi ved nu som en konsekvens af Kurt Go- :

', del's bergmte ufuldstandighedsteorem fra 1931, at det er: umuligt
"at. bevise konsistensen af matematikken (Fraenkel m.fl. p. 310)

Enhver formel teori. T, der er righoldig nok til at indeholde pﬁj . L
stande om sig selv (f.eks. mengdelaren) vil rumme uaf§¢reli§e._j';i [

s@tninger f.éks. satningen "T er. konsistent" ‘(inden for maﬁgdé

‘laren er konsinuumshypotesen et andet eksempel pPd en uafg¢relig ;o
satning) . Det er derfor muligt inden- for £, eks. mangdelaren at R
formulere satnlnger, der hverken kan- bevises eller modbevises.A' ]
Godels teorem siger videre, at hvis man fors¢ger at fuldstandigﬁ“
ggre - systemet, vil det blive 1nkonsistent Hilberts - ide med at.:

" bevise det formelle systems konsistens er- dermed dgmt til at mis
lykkes._ ' =

Dette kan illustreres s&ledes:

Klassen af'Satninger.i T

Mzngden af ’ : Mzngden af

beviselige "T er konsistent" modbeviselige N
setninger .. satninger.

Figur 2A.




© 2.2, Formalismen som ‘inspiration til Bourbaki
I det, foregdende afsnit har vi kun lagt vagt pd at prasentere

formalismens modtrak over-for grundlagsproblemerrnes: Der er imid-
lertid mange andre "skoler", der bidrager med fortolkninger af,
hvilke konsekvenser man bgr drage af grundlagsproblemerne. Men
deltagerne i Bourbaki-projektet nzvner ofte selv Hilbert som en
foregangsmand for deres matematikopfattelse. Og formalismen rum-
mer da'ogsé visse falles elementer med det, som vi- senere skal
se som den bourbakistiske sfrgkturalisme. .

Vi kan skarpt skelne mellem omrider, hvor Hilbert har varet en
inspiration for Bourbaki, og andre omrdder hvor der kommer af-
ggprende forskellige opfattelser til udtryk.

Det fgrste punkt, hvor Hilbert har bidraget til grundlaggelsen
af en tradition, som fglges op af Bourbaki, er den aksiomatiske
deduktive forms betydning i matematiske tekster. Bourbaki over-

tager og viderefgrer denne praksis fra Hilbert.

"This conception, called formalist, is essentially
due to Hilbert ... Hilberts essential thesis, which,
as we have said above, is ours, too, states that
clear thinking can exist only with reference to de-
terminate objects of finite and experimental number."
(Dieudonné&, 1971, p. 259)

Ovenstdende citat er imidlertid en fordrejning af Hilberts pro-
gram. For Hilbert var den aksiomatisk deduktive form en ngdven-
dig forudsatning for det vasentlige; nemlig at unders¢ge konsi=~
stensen af det matematiske system.

Det er pid dettfe punkt, at der er et afggrende brug mellem Hil-
bert og Bourbaki. Hilbert mente, at etableringen af matematik-
kens konsistens var en forudsaztning for, at matematikken fort-
sat kunne bevare sin status som eksakt videnskab. Bourbaki har
pd dette punkt en helt igennem pragmatisk holdning, der tydeligt
kommer til udtryk i naste afsnit. -




- 35 -

. For Bourbaki betyder risikoen for at kontradiktioner kan opstd
intet. Hvis de skulle fremkomme, kan aksiomerne blot reformule-
. res, s& kontradiktionen undgds. Problemerne med grundlaget for
matematikken er derfor ikke interessante for bourbakisterne,.men
blot en forudsatning for arbejdet i de komplekse abstrakte mate-
matiske discipliner. Dette kommer -tydeligt til udtryk i:

", .. Bourbaki's attitude towards the problem of "foun-
dations": it can best be described as total indiffe- . -
. rence." (Dieudonné&, 1982 a, P. 618)

Tilbage er blot at vise, hvordan Bdurbaki faktisk viderefgrer den
aksiomatiske del af formalismen og forener denne med den- pragma—-
tiske grundholdnlng.

2.3 Pragmatik'bi‘formalisme .
‘For Hilbert var det aksiomatisk—deduktive program en forudsat- °
ning for konsistensunders¢gelsen. For Bourbaki er det aksioma-
tisk~deduktive program en forudsatning for den pragmatlske.grund—.
lagsholdning, som Bourbaki har. For at kunne gennemfgre Bourbaki-
programmet er det altsd ngdvendigt fmrst at konstruere et for- .
melt sprog, hvor1 matematikken kan formuleres. Et sddant formelt il
sprog kan- konkretiseres ved at. pracisere, hvilke -objekter (tegn
og symboler), ééroget indeholder, hvilke-sammensatningerfaf>dis—
se objekter, der er lovlige (sprogsyntéks) og endelig hvilken be-
tydning man vil till=zgge forskeliige loviige kombinationer af
sprogets objekter (sprogsemantik).

Vi vil ikke gennemgd dette formelle sﬁrbgs opbygning i detaljer,.
men skitsere den form, som denne opbygning har dels 1 éléments
de Mathématigue (I, 1 og 2) dels i prqgtamartiklen "Foundétioné
of Mathematics for the Working Mathematician" (Bourbaki, 1949).

i) For det fo¢rste fastlagges betydningen af en rakke symboler
og objekter, der skal vare sprogets "ord". Dette omfatter
variable, symboler for de matematiske grundrelationer.-

€; logiske konnektiver: negation, ionjunktion 6153unktion
i implikation og. biimplikation,.: (hhv. ‘1. AV e®, n); paranteser o

nfunktinnseymboler for«forakellig opetationer. L .¢;

#




i1)

iii)

iv)
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Dernast skal det beskrives, hvorledes disse ord kan sam-
mens&ttes til at danne lovlige sa@tninger/udsagn. Man kan
herefter afggre, om &n tékst er syntaktisk kofrékt. Man kan
danne udsagn ved f.eks.. dt satte variable pa .hver side af
tegnene = eller €; eller ved at kvantificere frie variable.
Desuden kan udsagn dannes ved sammensatning af andre ud-
sagn. Eksempler p& udsagn er f.eks. (x = b), (Ve (x = D)),
(x =b=x>7) osv,

Herefter defineres en relation x syn y mellem to udsagn x
og y fra mengden af lovlige udsagn U i sproget. Denne skal
vere en akvivalensrelation, hvorved udsagnene i U klasse-
deles. Alle udsagn i en klasse har samme sandhedsverdi.

— = Y b e e

¥x(p(x))
~"x{(4p{x))

Figur 2B.

Relationen syn fastlagges gennem en razkke “regneregler", som

bestemmer, hvilke sammens@tninger af udsagn der er synony-
me. Et par eksempler:
Mx AyY) SYyn I XvTy
(X A ¥) A Zsyn x a (y A 2)

Endelig opskrives en razkke regler, der angiver hvordan man
ud fra sande satnniger kan deducere nye sztninger.
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Eksempler pd sddanne regler er:

(x v™ x) er sand (tertium non datur)

(x er sand og x syn y) = Yy er .sand ’
(syn overfgrer sandhed)

(x er sand) = (x v y) er sand

Bourbaki har hermed fastlagt et formelt matematisk sprog, i hvil-
ket han kan udtrykke pdstande om de matematiske strukturer. For
at kunne anvende dette sprog fastlzgger Bourbaki, hvad han vil
forstd ved begrebérne aksiomer, bevis og teori.

"By a proof, I understand a section of a mathematical
text, beginning with some relations and schemes of
relations, which are called the hypotheses of the
proof." (Bourbaki, 1949, p. 6) T

Et matematisk bevis er derfor aldrig absolut. At en satning er
bevist, betyder i realiteten, at alie sandhedstilskrivninger,

der g¢r forudsatningerne i beviset sande, ogsd gg¢r satningen
sand. Hvis P er et bevis for en relation R i denne forstand, si-
ges R at vare P-sand. En matematisk teori defineres herefter ved:

"A theory is a section of a mathematical text, con-

sisting of a number of proofs which are grouped
together for convenience, e.g. because they all
have some hypotheses in common; the latter are
called the axioms of the theory." (Bourbaki, 1949,
p. 7)

En teori T med satninger Si og aksiomer Aj kan illustreres sé-
ledes:

T: [791 A, /$3 A Aksiomer i T
vk

v . Ve~
S r§2 §3 Beviste satninger
v i T er T-sande
(sande givet aksio-
merne i T er sande)

1.
L
vt \
AY
A}

=~
-
~NE- N

%)

t

)

o

0 ---

\m‘-
oy
)
<+
~J




. - 38 - o

Hvis T er en teori, -er ‘T=sandhed relativt til sandhed af aksi-
omerne i teorien T pd helt samme m&de som P-sandhed er relativt
til sandheden af forudsatningér i beviset P.

En teori T' siges at vare en ekstention af T, hvis 7" indeholder
alle T's aksiomer plus nogle flere. Heraf fglger, at T+ sandhed
er relativ til T sandhed og til sandhed af de til T tilfgjede
aksiomer. ’

For Bourbaki er def,giﬁndleggende aksiomsystem det mengdeteore-
tiske. Systemet er grundleggende, fordi de begreber og objekter,
der defineres i m&ngdeteorien, skal vare gennemgiende i enhver
overbygning i den matematiske teori (jfr. figur 3N). Som det

-fremgar—af-figur—2C5-m&-der—for-enhver matematisk teori forud- - -~ =

settes en razkke aksiomer, som det formelle sprog kan udtale sig

om.

Bourbaki har baseret mangdeteorien pd en lettere modificeret
udgave af Zermelo-Fraenkels (ZF) system. Den er beskrevet ud
fra fem specielle aksiomer og et aksiomsskema, der indeholder
béde et foreningsmzngde~ og et udskiftningsaksiom.

De fem aksiomer er et ekstentionalitetsaksiom,

(Vx)(Vy)((x cyogycx)= (x=y)

et aksiom for ordnede par
(Vx)(Vx')(Vy)(Vy‘)(((x, y} = (x', y') =

(x = x' ogy=1y"))

og et aksiom for mzngder af uordnede par, et aksiom for potens-
mengdedannelse og et for erklaringen af eksistensen af en uende-
lig mengde,

Dette er det aksiomatisk-deduktive grundlag, som det er prasen-
teret af Bourbaki. Tilbage er sd at vise, at matematikken kan
realiseres ud fra disse givne formelle rammer, hvilket kun la-
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der sig ggre ved rent faktisk at gennemfgre en formel opbygning’
af matematikken.

"On these foundations, I state that I can build up

the whole of the mathematics of the present day;

and, if there is anything original in my procedure,

it lies solely in the fact that, instead of being
content with such a statement, I proceed to prove

it in the same way as Diogenes proved the existence

of motion; and my proof will become more and more
complete as my treatise grows." (Bourbaki, 1979, p. 8) -

Det skitserede grundlag i Bourbakis formulering er et kraftigt
varkt¢j. Givet dette grundlag, og hvis det aksiomatisk deduktive
program fglges, er problemet omkring kontradiktioner uinteres-
sant for Bourbaki. Hvis problemet skulle opstd, at det vil va-

re muligt at vise en inkonsistens i teorien, vil det umiddelbaft "
vere muligt at omformulere det aksiomatiske grundlag, sd denne
inkonsistens fjernes. 5om Dieudonn& og Weil siger det:

"One may add that if some day it is shown that
mathematics is contradictory, it is probable that
we shall know which .rule to attribute the result
to, -and that the contradiction will be avoided by
leaving this rule out or modifying it suitably."
(Dieudonné&, 1971, p. 264)

"We have learned to trace our entire science back

'to a single source, constituted by a few signs and
by a few rules for their use; this is unquestionably
an unassailable stronghold, inside which we could’
gcarcely confine ourselves without risk of famine,
but to which we are always free to retire in case

of uncertainty or of external danger." (Weil, 1948/
50, p. 297) .

P4 denne m&de g&r Bourbaki udenom det faktum, at unafggrlige
s&tninger eksisterer i s&danne formelle systemer - og negter i
hvert fald selv at medvirke til at efterspore dem. Dette résdlr~
teret i fg¢lgende udsagn om matematiske logikere: :

"what are they doing? On the one hand, they are ex-
ploring other logical systems ... The trouble is that
it may be very interesting for them but no mathernati-



cian as far as I know has ever found any use for
these systems at all." (Dieudonné&, 1979, p. 32)

(Dette betyder ikke ifplge Dieudonné, at der ikke er lgst va-
sentlige problemer inden for disse nye systemer. Uafhangigheden
mellem udvalgsaksiomet og kontinuumshypotesen -~ der er uafggre-
lig i ZF-systemet - er f.eks. vist ved hjzlp af disse starkere
logiske systemer).

For Bourbaki som for Hilbert er det aksiomatisk-deduktive pro-
gram blot en ngdvendighed for at udfgre det egentlige arbejde.
Men dette bestdr for Bourbaki i at arbejde med de fundamentale
strukturer, der fremtrader pd basis af dette aksiomatiske grund-
lag.

Bourbakl valger derfor sit udgangspunkt Xgrundlaget) med dette
for ¢je, hvilket resulterer i, at det kan f3 et tilfaldigheds-
prag over sig, som det ses i denne kommentar af Halmos i anmel-
delsen af éléments de Mathématigue (EM, I, 1-2) i Mathematical
Rewiew 1955:

"An important virtue of the work is that it exists.

It is the first book, in any language, whose aim is
to give a systematic development of axiomatic set
theory, and, as such, it takes an appreciable step
toward filling a deplorable gap in the literature ...
the treatment exhibits an unusual compromise between
frugality and extravagance with respect to symbols
and axioms. For these reasons, the reviewer's (ad-
mittedly subjective) impression is that the work has
a somewhat "ad hoc" character."

I begge de ovenstiende to citater af Dieudonné og af Halmos frem-
gér det, at Bourbakis opfattelse af grundlaget blot er, at det
er en ngdvendighed for at kunne beskaftige sig med det interes-
sante i matematikken. Dette kommer til udtryk i endnu en kends-
gerning. Bourhaki anvender i udstrakt grad det naturlige sprog
i den matematiske fremstilling. P& den ene side er det aksioma~-
tiske-~deduktive program accepteret, men i praksis giver dette en
ubrugelig og ula®selig fremstilling og derfor anvender Bourbaki



f.eks. et aksiom som

« "I1 existe un ensemble infini"

" (Eléments de Mathématique, I, '3, p. 45)
Dette bliver endnu tydeligere i de naste bgger af f£léments de
Mathématique. (Se naste kapitel.) Det formelle sprog er imid-
lertid udviklet som en reaktion mod de tvetydigheder, der kan
vare i det naturlige sprog. Det er derfor tvivlsomt, om Bour-
baki fglger sit erklarede program og om det sdledes vil vare
muligt s& enkelt at korrigefe for inkonsistenser, som Dieudonf
né (1971, p. 264) og Weil (1948/50, p. 297) siger i de ovenstd-

ende g‘pitater.
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" 3. STRUKTURALISME OG AKSTIOMATISERING

Bourbaki anses for at vare en af de mest indflydelsesrige re-
prasentanter for den strukturalistiske matematikopfattelse.

Det viser sig, at visse relationer mellem matematiske objekter‘
gdr igen, selv om disse objekter udskiftes med andre objekter.
Herved mister objekterne se;v deres betydning, hvorimod det bli-
ver det indbyrdes forhold melLeﬁ dem - relationerne - der bliver
det essentielle, og det er netop det strukturalistiske synspunkt}
-For at opnd en overskuelig og sammenhzngende fremstilling'fo}mu-
lerer Bourbaki de fundamentale strukturer, som skal vare de .
grundlzggende begreber i enhver matematisk disciplin.

) Bourbaki‘giver‘selv en formel definitiqn af begrebet "struktur”

eller "arter af strukturer” (Elé&ments ae'Mathématique,'I,v4),

" men vi vil her prasehtere en enklere formulering af Bell wm.fl.;
1977, p. 12). -

Definition: En matematisk struktur .
En struktur skal have fglgende egenskaber: )
o (S1): Der skal vere en ikke tom klasse, der udget

strukturens domazne. Medlemmerne i denne k155§ '
se er strukturens individer.

'_(Sz). Der kan vare forskéliige operationer p& do-
manet.

(S3). Der skal praciseres grundlaggende relationer
for denne struktur. ' ’

Eksempel: .
1) Domznet kan vare de naturlige tal, og nogle operaﬁioner'
(kompositioner) ‘er f.eks. addition og multiplikation.

En grundlzggende relation p3 dette omrdde er f.eks.
identiteten. ’

En struktur danner grundlaget for en disciplin. Hvis strukturen
opfylder flere aksiomer, siges strukturen at were rigere. '
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En grundlzggende struktur (stamstruktur), der opfylder f& ak-
siomer, giver anledning til en generel teori, mens en struktur,
der er rigere, giver anledning tii en mere specialiseret teori.
Dette hierarki vil vi illustrere i det f¢1génde ved fglgende
figur:

rigere
struktur

rig struktu

,f stam struktur \\

S Figur-3a, -——  —— = ——

For Bourbaki er det centrale i den matematiske udvikling at syn-
tetisere de mest grundlaggende generelle strukturer. Dette er

et spprgsmdl om valg mellem forskellige alternativer. P& et an-
det niveau vedrgrer det valg mellem forskellige metoder til at
bevise teoremer og opbygge eller definere objekter.

Opbygningen af matematikken pd disse gennemgdende strukturer
medfgrer en opbygning fra det generelle til det specielle. Som
Bourbaki selv skriver:

"2. Le mode d'exposition -suivi est axiomatique et
procede le plus souvent du général au particulier.
Les nécessités de la démonstration exigent que les
chapitres se suilvent, en principe, dans un ordre
logique rigoureusement fix&." (EM, I, Mode d'emploi
de ce traité)

De grundlaggende strukturer - der ifglge Bourbaki kan danne ba-
sis for de ¢gvrige matematiske discipliner - kaldes for moder-
strukturer, og opdeles i tre typer:

1) Ordningsstrukturer
2) Algebraiske strukturer
3) Topologiske strukturer,
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Vi vil nu give en kort beskrivelse af disse tre strukturer ef-
ter fglgende retningslinier.

Selve opbygningen er gennemgiet med 'det formal at belyse struk-

ture;nes:mestgrundlaggende trzk, samt at illustrere hvordan de

kan ggres rigere ved at udbygge'stémstrukturerne med yderligere

aksiomer. Gennemganéen er derfor ikke et referat af de bind eller

Akapitler af Eléments de Méthématiqué, hvor disse strukturer pra

senteres. Aksiomer og definitioner er heller ikke direkte over-

sattelser fra Fléments de Math&matique. Uhdértiden har vi ogsé‘z“

indskudt forklaringen i definitionerne, men vi henviser til,

hvor i Eléments de Mathématique Bourbaki giver tilsvarende for=
©.~. - . muleringer.

3.1, Ordningsstrukturer -

En type af grundlzggende strukturer ef.ordqingsstruktukerne. Her i
er der tale om en relation mellem to elementer x og y i en mengde
X, som skal beskrive udsagn som "x er mindre end eller lig y" el-
ler "x er storre end eller lig y". Formelt bliver der tale om, at .

en relation er en delmengde af X x X. Det bemerkes, at ordningsrela-
tioner o(x, y) ikke fastlagger det andet element entydigt - gi-‘v'

vet det fgrste. Den enkleste ordning, der ‘kaldes for pra—ordning,
er en relation o(x, y) mellem de to elementer x ogy i en mangde
E, der opfylder 'aksiomerne (TRANS) og (REF) : ’

" Definition: Transitiv relat1on.

En relation o(x,y) kaldes™ trans1t1v, hv1s den op-
fylder: o(x, y) A oly, z) = o(x, z) (TRANS)
(EM, I, ER 25) ' :

Definition: Refleksiv ‘relation

relationen o(x, y) siges at vare reflek51v, hv1s
o({x, x) er det Bourbaki kalder en identitet, dvsf
at o(x, x) er sand uafhzngig af x (REF). T
(EM, I, ER 22 og 2)
Eksempler: _
. 2) I de rationale tal er identiteten = en.refleksiv
og transitiv relation. )




3)

(N, 4}, hvor + betegner relationen "x gir op i y",
er ogsd bide transitiv og refleksiv.

Yderligere dgfinefes en ny struktur ved fg¢lgende aksiomer.

" Definition: Partiel ordning

Vi kalder en relation o(x, y) mellem to elementer i

en mengde E for en paréiel ordningsrelation, hvis den

opfylder fglgende to aksiomer:

OR,: relationen er transitiv )

OR,: relationen o(x, y) ©g o(y, x) er ®kvivalent med
X = y. Dette kaldes antisymmetri (ASYM). (EM, I,
ER 25)

i B 3 . .

Hvis vi betragter en bestemt partiel ordningsrelation pd en

mengde E,

siger vi, at E er ordnet ved denne relation og at

relationen definerer en ordningsrelation pd E.

Af ORb fglger at o(x, y) er refleksiv, og partiel ordning er

derfor en

rigere struktur end praz-ordning, da den partielle ord-

ning indeholder kravet om antisymmetri foruden prz-ordningen.

Eksempler:
4)

5)

6)

7)

(Q, 2) og (z, 2) kan vises at vare partielle ordnings-
strukturer.

Er x og y elementer i potensmezngden P af en mangde,
er c en partiel ordning af P.

Fksempel 3 (N, %) er ogsd en partiel ordningsrela-
tion.

Mzngden af kontinuerte funktioner F p4& et interval I
af R kan ordnes ved relationen <. For to funktioner
f og g 1 F skal £ 29 betyde, at det for alle
x i I galder, at f£(x) < g{x). (Bourbaki, 1948/50, pp.
226-227). Se figur 3B.
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Parallelt med at definere partiel ordning ved i realiteten .at
tilf¢je antisymmetri til pra-ordning definerer Bourbaki ogsé .
"en relation ved at tilfgje et andet (komplementart -~ dvs. mod- v
Psat) aksiom til praz-ordning. - '

Definition: Ekvivalens relation }
En relation o(x, y) siges at . vare en akvivalens re-
lation, hvis o(x, y) er refleksiv, transitiv ‘og .op-
fylder:
SYM: o(x, y) og o(y, x) er ®kvivalente (symmetri)
(ASYM er komplement®rt til SYM) (EM, I, II, 39- 40)
Eksemplér:
8) (Q, =) fra gﬁsempel 1 opfylder helt klart ogsd sym-
metriaksiomet og er siledes eh &kvivalensrelation.

. 9) (U, syn), hvor U er m@ngden af udsagn i et formelt
sprog og syn betyder "har samme sandhedsvardi som" ,
er som navnt i kapitel 2 en zkvivalensrelation. . RN

Ekvivalensrelationen og den partielle ordning er dermed begge
rigere strukturer end pra-ordningen. Men da zkvivalensrela-

tionen og den partielle ordning indeholder komplementare aksinm-
er, er de sideordnede i hierarkiet.
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I definitionen af ordning er det ikke forudsat, at de to ele-
menter x og y er sammenlignelige. Dette virker umiddelbart o-
verraskende, ‘men f.ekS. er elementerne i eksemplerne 5, 6 oy 7
ikke altid sammenlignelige. Dette betyder, at det ikke altid
gzlder at enten o(x,y) eller o(y,x)..

Hvis vi forudsatter dette, md vi tilfgje det som endnu et ak-
siom til vores stamstruktur.

Definition: Total ordning
En partielt ordnet mezngde X med o(x,y) siges at vare
totalt ordnet,hvis det for vilk. X € X og y € X gal-
der, at enten o(x,y) eller o(y,x) (denne egenskab
— ‘kaldes ofte—-sammenhangende -—-SaM). (EM;—1. ER. 26=27) ~—— —

Det bem:rkes, at totalordning kun er en udvidelse af partiel-
ordning, men ikke af ®kvivalensrelationen. Af eksemplerne 4-7
pd partiel ordning er det kun eksemplerne i 4, der kan vises at
vare totalt ordnede strukturer. Man kan tilfgje flere aksiomer
og f& endnu mere komplekse ordningsstrukturer. F.eks. tat total
ordning. Vi vil samle gennemgangen op i fglgende figurer:

Tzt total ordning

Total ordning ,/ SAM
Partiel ordning // ASYM /@YM Zkvivalensrelation

Pra-ordning // TRANS, REF \\> Prz-ordning
Stamstruktur // (E,o0(x.,Y)) \\ Stamstruktur
Figur 3C.

I figuren er navnt de aksiomer en struktur skal
opfylde p3d et givent niveau; udover dem der stir
nedenunder i hierakiet.
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Tzt total ordning // (Q,2) \\

Total ordning Z(f}ng),(Z,;) . .

Partiel ordning Q,g),(Z,;),(PrfT:QQ,=) Ekvivalensrelation
///TN,f),(F,g) (U,syn)

Pre-ordning Q9 (2,2), (B, 2) (N, 9), (F O\ Pra-ordning
(Q,=),(U,syn) )

Stamstruktur (Qrg),(Z,g);(P,g),(N,f),(F,g),(Q,=" . Stamstruktur
(U,syn) :

Figur 3D, -

Eksemplerne 2-9 er her opfert i hierakiet 3C som -
eksempler pa& de pagzldende niveauer. Bemerk hvor-
dan de mere grdve strukturer sies fra p§ vej mod .
toppen

3.2. Algebraiske strukturer

En algebraisk struktur pd en méngde af matematiske objekter E
tager udgangspunkt i en relation mellem tre elementei, hvor det
_tredie glement bestemmes entydigt af de to fgrste. Man udfgrer:
en algebraisk operation pd to elementer i E ved at forbinde det~
te elementpar med et element i E. Der er altsd tale om en funk-
tion, der til et element i E x E knytter netop et element i E.

Formelt bliver en funktion altsi en delmazngde af (E x E) x E.

‘Definition: Regel for komposition »
Givet en mangde E. Vi kalder en afbildning f af E x E

1 E for en kompositionsregel. f(x,y) er vardien af
denne komposition for (x,y) € E x E. (EM. II. 1.1)
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Denne komposition kan ogsd skrives som f£(x,y) = x€y. Vi kalder
parret (E,£) for en organiseret m=ngde og siger, at komposi-
tionen £ er stabil inden-for E. For sadanne~kompositioner kan
der gzlde forskellige af.de fglgende love. Jo flere love eller
aksiomer en komposition opfylder desto rigere en struktur bestem-
mer den.

Eksempler:
’ '10) Er E et talrum er multiplikation og addition komposi-
tionsregler, der til to tal (x,y) € E x E tildeler
hhv. tallene x * y og x + y i E.

11) Afbildningerne (x,y) - xUy og (x,y) -+ xNy er to kom-
positionsregler pd potensmangden af E, der kaldes hhv.

foreningsmengde og fzllesmangde.
12) + er en kompositionsregel pd et vektorrum (V,+)

13) o er en kompositionsregel pad et funktionsrum F, der
f.eks. bestdr af mazngden af bijektive funktioner, de-
fineret pd et givent interval (F,9)

Det afggrende her er ikke, om elementerne er tal, vektorer eller
funktioner, heller ikke om der er tale om multiplikation, addi-
tion eller funktionssammensatning; det afggrende er, at kompo-
nering af to elementer i E altid giver &t element i E. Heraf ud-
springer det, at E fAr en bestemt struktur, for at dette kan
lade sig ggre.

Den grundl®ggende algebraiske struktur er altsd blot en mangde

E, hvorpd der er fastlagt en komposition £. Dette er stamstruk-
turen (E,£), der normalt betegnes organiseret mangde; Bourbaki

kalder dog denne stamstruktur for en magma. Denne simple struk-
tur er ikke interessant i sig selv, men den udvides hurtigt til
en magma unifere, der er en komposition med neutralt element i

E.
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Definition: Neutralt element.
Et‘element e i en méngde.E,Ahvonpé der er givet en ‘
kompositionen £, siges at vare neutralt, hvis alle x i E op-':
fylder aksiomet: efx = xfe = x(NEU). (EM. II. 1.12)

En magﬁa kan vare associativ og/eller kommutativ ved at opfylde
fglgende to aksiomer:

Defiﬁitibn: Den associafive lov.
En kompositionslov xf£y af elementer fra en mzngde
E -siges at vare associativ, hvis den - givet x,y og .
z 1 E - opfylder: , ’ '
(xEy)Ez = x£(yEz) (ASS). (EM.II. 1.4)

‘Definition: Den kommutative lov. i . o
. Givet en mangde E med en komposition £ er £ kommuta= "
tiv pa E, hvis alle elementer i E opfyldéi:

XLy = yEx (KOM) . (EM. II. 1;7) '

ASS, KOM og NEU er sideordnede aksiomer i hierarkiet, mens en
monoide, der er en associativ magma unifere bestemmer en rigere
struktﬁr, da det er en sammensatning af 2 sideordnede strukturer,l  -
" nemlig en associativ magma og en magma unifere. o

Den vasentligste udvidelse sker dog med f¢1génde

" Definition: Inverst element.

Givet en mangde E med neutralt element e, en komposi- Ce
tion £ og to elementer x og x' i E. Vi siger, at x'

er det inverse element til x, hvis '

x'€x = xEx' = e (EM, II, 1.15)

De navnte love giver anledning til forskellige algebraiske struk-
turer. Den vigtigste af disse er en algebraisk qruppe, der finder
anvendelse i utallige sammenhange.




Definition: Gruppe..
En monoide, hvor alle elementer er invertible, kaldes
en gruppe. (EM, II, 1.15) ’ -

Vi betegner med INV(£), at alle elementer i en given mazngde er

invertible mht. kompositionen £. Gruppestrukturen kan ligeledes
ggres rigere ved at tilfgje flere aksiomer som forudsatninger.

En gruppe, hvor kompositionen er kommutativ, kaldes f.eks. for

en kommutativ gruppe eller en Abelsk gruppe.

Eksempler:
i4) Mzngden af rationale tal Q med. addition og neutralt
element O er en kommutativ gruppe.

15)‘Ez'funktiohsrum F af bijektive funktioner af et inter-
val - pd det samme interval, med den identiske afbild-
ning som neutralt element og funktionssammensztning
som komposition er en gruppe.

Vi kan yderligere forfine disse algebraiske strukturer ved at
definere endnu en komposition pd en organiseret mengde.

pDefinition: Ring. )
En dobbelt organiseret mengde (E,£,$) kaldes en ring,
$ er ASS og (E,£,$) tillige opfylder distributiviteten:
givet x,y,2 i E, xS$(ye£z) (xSy)£(x$z) og
(vez) $x (y$x)£(2$x) (DIS)
En ringstruktur er stadig generel nok til at have mange forskel-

n

lige interpretationer.

Eksempler:
16) (2,+,+) De hele tal med kompositionerne addition og
multiplikation er en ring.

17) (F,+,°) Mengden af kontinuerte funktioner med nulfunk-
tionen som neutralt element mht. + er ogsd en ring.

18) (Q,+,-) er en ring med O som neutralt element mht. +.




Man kan nu ggre strukturen endnu rigere ved at stille flere be-

tingelser til den anden komposition i en ringstruktur. Kraver

man f.eks. at $ skal vare kommutativ, far man naturligt nok en
kommdtativ ring. Eksemplerne 16-18 er siledes alle kommutative
ringe.

Nu kan vi definere den rigeste algebraiske struktur og dermed

ogsd den mest specialiserede struktur, der kan fortolkes i arit-

metikken, nemlig et legeme.

'DefinitiSn: Legeme. .
Et legeme er en kommutativ ring. (E,£,$), hvor $ til-
lige opfylder aksiomerne NEU, INV' (det neutrale ele-
ment mht. £ skal ikke vare invertibelt mht. $) og KOM.

Eksempler:

. 19) (Q,+,*) er et legeme med O som +neutralt element og 1. .7

som -neutralt element.
20) (R,+,+) er et legeme.

21) (RZ,Q,Q), mangden R x R af talpar med kompositionerne
4 defineret ved: (a;, aj) + (bl, b,) = (a;+b;, a,+b,).
og ® defineret ved: -

(all az) (blr bz) = ((albl—aZbZ)’(a1b2+a2b1))

kan vises at vare et legeme. Man kalder mangde R2 or-
ganiseret pd denne mdde for de komplekse tal C. Dvs.
(c,%,") er et legeme.

'Legeméstrukturen er sdledes ogsd generel nok til at have flere
forskellige fortolkninger. F.eks. kan man sige, at legemestruk-
turen i en talmangde sikrer,.at de aritmetiske operationer er
rimeligt mulige. '

De algebraiske strukturers hierarki kan opsummeres i fglgende

figurer.




Legeme

Kommutativ ring /F47 KOM ($) )& dobbelt

Ring // ASS($) ,DIS(£) organiseret mengde

Abelsk gruppe / KOM (£)

Gruppe / INV (£) \

Monoide / NEU (£) ,ASS (£) \

Magma / (E,£) \Qrganiseret mengde
Figur 3E.

- —Figuren--viser hvordan—de—algebraiske--strukturer-
bliver rigere og rigere, ved at kompositionerne
opfylder flere og flere af de gennemgdede aksio-
mer. Bemark at man naturligvis kan studere struk-
turer, der opfylder andre kombinationer af aksio-
merne end de her navngivne.

Legeme
(Roy+,) ,{(Cst+,°)
Kommutativ ring (Fatred o (Q,%,%) 1 (Z44,°)
,///(R,+,-)
Ring /(F,+,-),(Q,+,-),(z,+,-),(R,+,-\
Abelsk gruppe // (Q,+) ( (Fut),(2,4),(R,+) N\
Gruppe / (F,0) / (F,4) (Qr+) 4 (244) 4 (R, +) \\\\

Organiseret mehgde (P(E),N), (F,0), (F/+), (Q,%), (Z,+), (RiH)\

Figur 3F.
Dette eksempelhieraki illustrerer hvordan de alge-

braiske strukturer bliver mere og mere specielle;
hvorfor eksemplerne bliver fzrre og fzrre op i
gennem pyramiden.
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3.3. Topologiske strukturer

Af de grundlzggende moderstrukturer var den topologiske étruk—

tur den fprste, som Bourbaki beskrev i fgrste udgave af Topolo-
gie G&nérale (1940). Udgaven er senere andret, men de fundamen-
tale trazk ved de topologiske strukturer er naturligvis uforan-

drede.

Denne moderstruktur giver en matematisk formalisering af- begreb-
erne omegn, naboskab, graznse og kontinuitet, som danner grund-
laget for vores intuitive opfattelse af indbyrdes beliggenhed -
omegn i en meget abstrakt/generel form,

Bourbaki definerer (som det igvrigt er almindeligt.udbredt) en .
topoloQisk struktur ved fglgende to aksiomer.

'Defiﬁifibn: En topologisk struktur,

En topologisk struktur er en mang@e X, hvori der er

fastlagt en mengde O af delmengder af ‘X(0 € PP(X)),

der opfylder: s ‘ -

(OI)_Alle foreninggr af mengder frglo'giver-en-a S
mazngde i O. , C : W

(OII) Alle endelige fellesmangdedannelse;faf m;ngder. : ‘
fra O giver. en mengde i O. B

Vi kalder mzngde O for en topologi pd X. Mengderne i O kaldes.
de &bne mengder i den topologiske struktur defineret af O pd X.
(EM,- III, 1, p. 1)

0; betyder, at enhver familie {Ojlj € J} hvor 0j € 0 opfylder

U O, €.0 Forening over en tom indeksmzngde vedtages at give 0.

jes 7,
OII betyder, at for Oj; j'= 1, 2, «.... , n, hvor 0j € O gelder
n .
n 0j € O :Fellesmzngdedannelse ndr J=0 vedtages at give X.
=1 : .

Af Oy og 0II har vi at hhv. @ og X tilherer O.




Jo flere dbne mangder en topologi omfatter, jo starkere siges

topologien at vare. Men analogien til ordningsstrukturers og

algebraiske strukturérs rigdom er topologiené organisatién. Dvs.

en topologisk struktur siges at vare rigere, jo finere struk-

turen i topologien er. Igen vil vi beskrive figere og rigere

strukturer ved at krave, at topologien skal opfylde flere og

flere aksiomer.

Fgrst giver vi et par eksempler pi3 simple topélogiske strukturer:

Eksempler:

22)

23)

24)

Den trivielle topologi.
Givet en vilkarlig mengde X er O = {@,X} en topologi

Pé X, da"o;0pfy1der"0f*og'011.’Denné‘topologl er den
svageste, da alle topologier pd X kan vises at inde-~
holde bade X og @.

De Abne symmetriske intervaller om nul pd Q
forenet med @ og Q er en topologi pa Q.

Diskret rum.

Lad X vare en ikke tom mangde og lad O vere mangden af
alle delmengder af X; dermed er O = P(X), hvor P(X) er
potensmengden af X. P(X) opfylder klart (OI) og (OII),
og er derfor en topologi pd X. P(X) kaldes den diskrete

topologi pd X og strukturen (X,P(X)) et diskret rum.

Inden vi indfg¢rer flere aksiomer for at adskille og karakterisere
forskellige topologier, er det praktisk at nzvne nogle andre fun-

damentale begreber i topologien.

Definition: Omegn.

I et topologisk rum X kalder vi en m&ngde, dexr inde-
holder en &ben mangde {det vare sig et interval, en
cirkelskive, en kugle, eller en klat) om et punkt A
i X for en omegn til A, Ma&ngden af omegne til X be-
tegnes V(X). (EM, III, 1, p. 2)
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Omegnstrukturen er fundamental i anvendelsen af topologien. F.eks.
kan man formulere kontinuitetsbetingelsen for en afbildning p&
fplgende made:

Definition: Kontinuitet.
" En afbildning £ : XFY, hvor X og Y er topologiske
rum siges at vare kontinuert i xoe X, hvis det inverse.
billede ved £ af enhver omegn i Y om f(x,) er en om-

egn om X i X.

Cf: XY

En -afbildning er alts& kontinuert hvis original-
mengden -ved £ til enhver. omegn Uf(xo) af f(xo) er

om a -
en egn Uxo f Xq

Definition: Omegnsbasis.

I et topologisk rum X kalder vi en mengde G af
omegne til et punkt x for en omegnsbasis, hvis der
for alle omegne U(x) eksisterer en omegn W € G si
W <o U. (EM, III, 1, p. 4)

Eller sagt i ord: en mangde af omegne. til et punkt kaldes en
omegnsbasis, hvis den er struktureret sdledes, at enhver omegn

om punktet indeholder en omegn fra- omegnsbasen.




- 58 -

" Eksempel 25): P& den rationale tallinie Q er mangden af &bne
o . intervaller, der indeholder et punkt x, en omegns-
basis for mengden af omegne-til x. F.eks. er de=sym-
metriske intervaller l-a,al  om nul, hvor a € Qy en
omegnsbasis til nul.

Topologiske strukturer er som tidligere antydet ogsd hierarkisk
ordnet. En topologi p& en mengde kan nemlig karakteriseres ved,

hvor godt de &bne mengder fra topologien adskiller punkterne i
mzngden. Jo bedre topologien adskiller punkterne, jo finere
' siges topologien at vare. ' ’

Dette hierarki formaliseres ved adskillelsesaksiomer. Vi vil

_her (ligesom Bourbaki) kun beskrive det_vigtigste af _disse-—— .

aksiomer, nemlig Hausdorff aksiomet.

DefihitiOn: Hausdorff rum.
Et topologisk rum X er et Hausdorff rum, hvis topo-
logien O pd X g¢r det muligt at lazgge disjunkte om-
egne om ethvert par af punkter (x,y) i X.
(EM, III, 1, p. 52)

) :
D, ®®

(a) (b) (c)
Figur 3H.

3H ¢) illustrerer en mengde, hvor Hausdorff aksiomet

er opfyldt. I 3H b) galder et andet adskillelsesaksiom,
hvor omegnen om y ikke m& indeholde punktet x og vice
versa, men det kraves ikke at omegnene er disjunkte.




Og i 3H a) skal det ‘til to vilkarlige punkter x og y i
X gzlde, at der kan: legges en omegn om det ene punkt,
der 1kke indeholder’ det andet punkt.

Hausdorff aksiomet formuleres i fem andre akvivalente udgaver i
Eléments de Mathematique; med fzllesmangder af lukkede omegne,
diagonaler af produktm&ngder af topologiske rum.og med filtre. -
Dette kan tages som et udtryk for anvendeligheden af Hausdorff .
rum i mange andre sammenhange end inden for topologien selv.

Ekéémgel‘éG): Den rationale tallinie Q er et Hausdorff topolo-
gisk rum; giQet to punkter i Q sd8 x < y, s& findes

der et tal z.€ Q f.eks. (x+y)/2, sd x < z <y, hvil-
ket medfprer, at intervallerne ]-«,z[ og Jz,»[ er
disjunkte omegne om henholdsvis x og y. Dette resul-
tat skal bruges ved opbygningen af-de reelle tal (se
afsnit 4.2)

Den abstrakte generelle topolog1 kan som de ¢vr1ge moderstruk-
turer konkretiseres yderligere ved:her at tllfaje ‘aksiomer.om re-
gularitet (EM, IIT, 1, p. 56), kompakthed ‘lokal-kompakthed -
(p. 59), sammenhzngende rum (p. 80) o9 metrisebbare’ topalogiske .
rum.

Af hehsyn~til gennemgangen af Bourbakis opbygning af de reelle
tal 1 afsnit 4.2 vil vi fglge -et parallelspor til den her skit-
serede specialisering af den topologiske moderstruktur. Udgangs-
punktet herfor er en generaliéering af den fgromtalte omegns-=
struktur. )

Definition: Filter. _
Ved et filter p3d en mzngde X forstds en mangde
F(F € PP{X)) af delmzngder af X med fplgende egen-~
skaber:




Enhver delmzngde af X som omfatter en mengde’ fra
F tilhgrer filtret.

(F,) Enhver endelig f%ilesmangdedannelse af filter~
mengder giver en-filtermezngde.

(F3) ® € F, den tomme mangde .er ikke en filterma@ngde.

Eksempel 27): Mangden V(x) af omegne til et punkt er et filter
nemlig det sdkaldte omegnsfilter.

Heit analogt til omegnsbasis defineres filterbasis som en del-
mengde B af filtret, der har den egenskab at enhver filtermangde
indeholder en mengde fra filterbasen B. En filterbasis giver sa-
ledes umiddelbart anledning til et filter, nemlig det filter,

T hvis mangdér indeholder eén filterbasismangde. T

Eksempel 28): Mangden af de symmetriske &bne intervaller l-a,al
om nul pd den rationale linie er klart en filterbasis,
nemlig den filterbasis, der giver anledning til om-
egnsfiltret pd Q om nul.

Et filter er en struktur i ethvert topologisk rum. Hvis

man har givet et filter pd en mangde X, definerer dette nemlig
umiddelbart en topologi. Lad nemlig topologien bestd af filter-
m@ngderne tilfgjet X og @, da vil denne mangde opfylde OI og OII:
0II fglger direkte af Fz; QI' enhver foreningsmengde af filter-

mzngder vil selv vere en filtermzngde og sdledes ogs& tilhere
den konstruerede topologi.

Vi indfgrer nu uniforme strukturer for at kunne strukturere vores
topologi endnu mere.

Definition: Uniforme strukturer.
Ved en uniform struktur (en uniformitet) p& en ikke tom
mengde X forstds et filter U pd X x X med flg. egenskaber

UI Enhver mangde, som tilhgrer uniformiteten U,

indeholder diagonalen A. (Diagonalen er den
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delmangde af XZ, hvor x=y dvs.
= {(x,y) € x2 |x=y} " (EM, I, 2,.p. 80)

Uy Hvis v tilhgrer U, ger v get ogsa.
(v er en graf, dvs. en mengde af ordnede par
(x,¥); hvis (Ly) € v s& (y,x) € vl v'1 kal--

des den inverse til v. (EM, I, 2, p. 78)

Urrr For ethvert v € U eksisterer w € Usd wo we v
(w o wer bestemt ved
{(x,2)€ x2 |3y€x' (x,y) € W A (y,2z) € W}
(EM, I, 2, p. 78)
Mengderne i U kaldes entourager eller nabolag af uni-
formiteten defineret pd X af U. En mezngde udstyret med
en uniformitet kaldes et uniformt rum. (EM, IIT, 2,
. § 1.1)

" Enhver uniform struktur har en basis bestdende af de symmetriske

nabolag af uniformiteten (et nabolag v er symmetrisk hvis v=v-13'°
En filterbasis B pd X x X er nu basis for en uniform struktur,
hvis B opfylder U; o9 UII og flg. omformulering af UII:

. :
UII: Hvis v tilhgrer filterbasen, si findes der en
1

filterbasism&ngde, som er en delmangde af v

‘Man kan vise, at en metrik (et afstandsmil, der opfylder visse
aksiomer) giver anledning til en uniform struktur. Dette kan
eksemplificeres med fglgende:

Eksempel 29): Lad der i de rationale tal Q vare givet en metrik,
nemlig numerisk vardi, og en topologi defineret ved
en omegnsbasis til nul bestiende af de symmetriske
&bne intervaller J]-a,al fra eksempel 25 tilfejet

i @ og Q. Jvf. eksempel 28 udge; omegnsbasen en filterbasis.




Penne delm@ngde af 4bne delmengder af Q er klart nok
en topologi pad Q.

Til hver af disse symmetriske intervaller ladér vi
svare meéngden af de punkter i Q0 x 'Q, hvis afstand mel-
lem koordinaterne er mindre end a.

Dvs. U, = {(x,y) € Q?Itx-yl < a}

Afbildningen fra P(Q) ind i PZ(Q) af de symmetriske
intervaller om nul ind i Ua kan illustreres p& flg.
made:

Yo

—a1 0 a1 a2 Q L
, ]
\/ a

Figur 3I.
Hver af omegnene fra filterbasen pi Q afbildes
over i et nabolag Ua symmetrisk om diagonalen A:

x=y. Mengden af U_ nabolag udger en filterbasis B
a o? :
p .

Da B klart opfylder Uge UiI og Urrr (se figur 3J)
er B tillige basis for en uniform struktur.



Det ses umiddelbart at diagonalen 4 er indeholdt i
alle Ua.nabolag for a>0. Basisnabolagene er per
definition symmetriske hvilket betyder at v=v ',
) og dermed er UII opfyldt. Enthr sammensatning af
: punkter i U a nabolaget vil varé indeholdt i Ua
nabolaget, hvormed UIII er opfyldt.

Vi har nu, at mangden afHUa-nabolag er basis for en
uniform struktur, hvilket giver anledning til en uni-
form struktur pd Q.Dvs. vi har vist, at den rationale
linie udstyret med en numerisk vardi som metrik er et
uniformt rum. (Dette resultat skal vi bruge i opbyg-
ningen af de reelle tal i afsnit 4.2)
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Afslutningsvis kan vi konstatere, at b&de en uniformitet og en

metrik giver anledning til en topologi med en fin struktur. Det
kan naturligvis vises, at dersom uniformiteten er afledt af me-—
trikken, giver den anledning til den samme topologi.

Uniforme rum I UfII
Hausdorff rum H F_F F Topologiske rum
: Z{ I 1_11 II}\ med filter
Topologiske rum. // (X,0) OI [ \ .
Figur 3K.

Denne figur viser et blandt mange mulige hierakier
af topologiske strukturer. I figuren er kun med-
taget strukturer, der er gennemgdet i det foregd-
ende.,

3.4. Sammensatte strukturer
Som vi har set, betegner en moderstruktur ikke &n bestemt struk-

tur, men en hel rakke strukturer af samme type. Jo flere ak-
siomer, stamstrukturen opfylder, jo rigere siges moderstruk-
turen at vare.

Som tidligere beskrevet kan de 3 moderstrukturer fgres tilbage
til m@ngdelaren. Ordningsstrukturen er, beskrevet i et afsnit af
Théorie des Ensembles (EM, I), mens den algebraiske struktur og
den topologiske struktur har givet anledning til egne behandling-
er i hhv. Algébre (EM, II) og Topologie Gén&rale (EM, III).
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Bourbakis hierarki begynder siledes:

Mzngde~teori
ordningsstrukturer
Algebraiske g Topologiske
strukturer strukturer
Figur 3L.

Ud fra disse 3 strukturer opbygger Bourbaki sin matematik. Ved

. at tilfg¢re nfe aksiomer til en af moderstrukturerne fdr man me-

re specielle mengder med flere egenskaber, men mindre generelle )
resultater. Ved at blande strukturer fra de 3 kasser f&r man sam- 5.,:
mensatte strukturer, der kan danne udgangspunkt for nye matema- -
tiske discipliner. ' ‘

Blandingen af to eller flere strukturer kaldes multiple struk-
turer.

FDen element®re aritmetik bestdr af en sammensztning af en alge-
Jbraisk struktur udstyret med kompositionslovene addition og
multiplikation ‘og en ordningsstruktur, der definerer begrebet

"a gidr op 1 b" samt "5 stgrre end eller 1lig b". Den topologiske
gruppeteori bestdr af en (algebraisk) gruppestruktur, som sam-
mens@ttes med en topologisk struktur, der harmonerer med gruppéf
kompositionen.

Definition: En topologisk gruppe er en mazngde, der har en grup-
pestruktur og en topologi, som tilfredsstiller fgl-
gende to aksiomer. (EM, III, 2, § 1l.1)

(6GT;) Gruppe-komposition (x,y) -+ x€y af E x E ind i
E er kontinuert.

(GT;;) Afbildningen x- x! af E ind 1 E (symmetrien

af gruppen) er kontinuert.




Eksempel 30): Den rationale linie er en topolbgisk gruppé bestiende
af m@ngde Q med:.en additiv. gruppetopologi, for hvilken
de symmetriske dbne intervaller (fra eksempel 25) er
en omegnsbasis om nul. Denne topologiske gruppe Q kal-

des den additive gruppe pd den rationale linie. (EM,
III, 4, § 1.2)

gruppe
struktur

topologisk
struktur

- === - -topologisk — —— - - s
gruppestruktur .

Figur 3M.

De reelle tal er en multipel struktur, hvor alle moderstrukturer-,
ne forekommer. Det vil vi illustrere i afsnit 4.2. Andre multiple
strukturer er algebraisk topologi, topologisk algebra, differen-
tialgeometri og differentialalgebra (jfr. kap. 5). (Choquet,
1962) -

I toppen af dette strukturhierarki findes blandingsstrukturerne,

der fremkommer ved at sammensatte talrige strukturer; hertil
hgrer f.eks. potentialteorien.

Dette strukturbegreb er udviklet i éléments de Mathématique og
afspejles 1 et hierarki mellem de forskellige bgger. Moder-
*strukturerne danner som skitseret i figur 3L udgangspunkt for
de 3 fprste bgger i varket.

P4 samme mdde som de enkelte teoremer kan szttes i et hierarki
(se figur 2C), kan de forskellige discipliner - her reprasente-
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ret ved bgger - i princippet sattes i et tilsvarende hierarki.
De vasentlige metoder og resultater kan skematiseres f.eks.
som af B. Booss (1982, p. 103) i fglgende figur: '

|algebra '4 igenerel topo}ogi]
reelle topologiske
funktioner vektorrum
' P 4
! kintegrations
teori
«’mangfoldighedeﬂ
[Eie siseorn .l
‘|kommutativ . !
algebra .
. ‘spektral
: : teori
Figur 3N,

.Den»béurﬁakistiske ide gdr netop ud pa, at man ved at viderefﬂie'enf
struktur - eller at sammensatte flere strukturer - kan videre-
fgre metode/teori-apparatet fra tidligere behandlede strukturer:
Dermed sikres matematikkens integritet. De blandede/sammensatte
strukturer kan dermed umiddelbart anvende generelle resultater
for de enkelte strukturer, der indgdr i den specielle teori:’

3.5. Aksiomatisering

Bourbakis aksiomatisering adskiller sig fra den.traditionelle
pd 2 mdder. Det er ikke alene Bourbaki, der kan tillagges disse-
2 synsvinkler, men de kommer markant til udtryk i hans formu- .
lering. Den fgrste er fortolkningen af begrebet "aksiom". Den
formalistiske synsvinkel er bl.a. et opg¢gr med den klassiske
opfattelse af aksiomer som selvindlysende sandheder. Som en re-
aktion pd3 fremkomsten af de ikke-Fuklidiske geometrier bruger :




B

formalisterne - og Bourbaki implicit - den radikale (anderledes)

fortolkning, at et ak51om er et udsagn, der danner grundlag for
en efterfglgende lOngk argumentation. ' B

Det andet standpunkt,'som Bourbaki ikke delér med formalister
generelt, er det, at ak51omsystemer primert bgr vare ilkke-kate-

stemte matematiske objekters egenskaber, men drejer sig om det
indbyrdes forhold mellem matematiske objekter. Denne aksioma- 7
tiseringsform arves naturligvis fra strukturtanken, hvor det er
relationerne mellem objekterne, der taller, og ikke objekterne
selv. Modsatningsvis udggr Hilberts aksiomatisering af den Eu-
klidiske geometri et kategorisk aksiomsystem, hvor aksiomerne
fremstir som udsagh om nogle bestemte matematiske objekters
egenskaber, f.eks. linier og punkter.

De ikke-kategoriske aksiomsystemer stiller vasentligt hgjere
krav til abstraktionsevnen, men det vasentlige for Bourbaki er,
at de - sammen med den ggede pracision, der generelt opnds ved
aksiomatisering - danner grundlaget for en gkonomisering i ma-
tematikken, hvilket vi nu vil illustrere med et eksempel fra
Bourbaki (1948/50).

Eksempel 31): Ikke-kategorisk aksiomsystem.
Ifplge definitionen i afsnit 3.2 pd en algebraisk
gruppe er det givet, at i en gruppestruktur pd
mengden E vil kompositionen £ opfylde den associa-
tive lov, loven om neutralt element, og at ethvert ele-
ment i E er invertibelt.

Med disse forudsatninger vil vi nu vise noget gene-
relt/ikke-kategorisk, der galder for enhver gruppe.
Vi forudsatter at
xEy = xEz
da x er invertibel, er det ensbetydende med
x'€(xEy) = x'E(xEz)



‘

af associativiteten f&r vi at
(x'Ex)Ey = (x'€x)E€z
og dermed at

efy = efz )
der ifplge definitionen pd det neutrale element e
giver at

Yy=2

- . Eksemplerne 14 og 15, der er eksempler pd grupper, har derfor

denne egenskab, og det galder for alle andre eksempler p& mang-—
der med en komposition, der kan vises at vare en gruppe. Det er
deri det ikke-kategoriske bestédr.

Ud over at vare en gkonomisering af matematikken giver aksiom-

-systemerne mulighed for manipulation med enkelte af aksiomerne

i systemet. Dette kan vare en hjalp (en metode) i forsknings-
processens bevisfase.

Det er netop den formalistiske fortolkning af begrebet
aksiom, der retferdigggr denne manipulation med aksiomerne.
Choquet, (1961/1962, p. 10-12) navner forskellige former for

-manipulation med aksiomer, der anvendes i forskningspraksis.

Svakkeisé. Givet en kompliceret struktur S med talrige aksiomer
involveret og et udsagn U, der er formuleret inden for rammerne
af S. Antag, at vi ikke kan bevise U. Vi kan da danne ST, der
bestar af fzrre aksiomer end S, og dermed er én svagere struk-
tur. Hvis vi kan bevise U inden for S, er U ogs& S-sand, da

'S blot er en ekstension af s~ 1.

En udvidelse af denne metode er den Choquet kalder "Studium
von benachbarten Strukturen", som man kan f£&, hvis man tilfgjer
nog]e andre aksiomer til S , s& man fir en narliggende struk-
tur s, der ggr det lettere at bevise U. Her er det blot vig-‘
tigt at bemerke, at S ikke er en ekstention af den udvidede s®
og U er derfor ikke umiddelbart beviselig i S.




Skarpelse. Ved at tilfgje flere aksiomer til strukturen S far

man en rigere struktur;S+. Dette er et kraftigere verktgj, der
kan give uventede resultater. Disse resultater kan s& forsgges
vist i S.

Det er ikke umiddelbart, hvor meget man skal lagge i denne over-
ordnede skitsering af formalistisk forskningspraksis. Flere ste-
der g¢r Bourbaki (1948/50, p. 227) eller enkeltpersonerne opmark-
som p& intuitionens betydning for forskningspraksis. Det er ikke -
alene nok blot rent maskinelt at manipulere sig gennem forskel-
lige kombinationer af tilfazldige aksiomer.

Aksjomatiseringen er i lige s& hg¢j grad en proces efter forsk-
ningen. Efter analysen (forskningen) fglger syntesen (formid-
lingen). Aksiomatiseringen i denne mere brede forstand udggr en
afpudsning af det matematiske vaerkt¢j, der skal give de bedste
betingelser for at nd fremitil nye forskningsresultater.




4. MATEMATIKFORMIDLING T BOURBAKIPERSPEKTIV.

I dette kapitel vil vi se narmere p& den formidlipg af matema-
tikken , Bourbaki prazsenterer i éléments de Mathématique. I
fgrste afsnit beskriver vi varkets indhold og stil, i det naste
afsnit eksemplificerer vi med Bourbakis konstruktion af de re-
elle tal og sammenligner denne med gangse fremstillingsformer.
' Herefter éer vi pd varkets indflydelse pd matematikverdenen,  og
til sidst beskriver vi noget af den kritik, der har veret rejst
mod Bourbaki.

4.1, Valg'af'indhdla,”symbolik“og terminologi.

éléments de Mathématique har aldrig veret ment som et encyklo-
padi, hvor man skulle kunne finde et vilkdrligt teorem og dets.
bevis. Det ville i1 det hele taget vzre umuligt at lave et si-
dant, f.eks. ud fra den betragtning at der jvf. (Davis m.fl,
1981) produceres ca. 200000 nye teoremer om aret.

Det primazre formdl med Eléments de Mathématique har derimod va-
ret at opstille de vigtigste resultater for den matematiske
forsker. '

"The idea which soon became aominant is that the work
had to be primarily a tool."
(Dieudonné, 1968/1970, p. “p. 138)

"...Bourbakis treatise was planned as. a bag of tools,
a tool kit for the working mathematlcian,...“.
(pIeudonné, 1982 a, p. 620)

.Cartan (1958/1979, p. 180) udtrykker samme synspunkt:

"If Bourbaki members considered it théir duty to work
out everything from the ground up, they did so with
the hope of placing in the hands of future mathema-
ticians an instrument that would make their work
easier and enable them to advance further".

Det betyder, at Eléments de Mathématique kan ses som en rationali-
seret rekonstruktion af matematikken, der skal danne grundlag
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for en forskningspraksis (dénne'forskningspraksis beskriver vi
nermere i kapitel 5). Selve rekonstruktionstanken har parallel-
ler til Euklids forseg pid at bestemme de vasentligste elementer
i geometrien og sattg disse ind i en,aks{omatisk-deduktiv ramme,
hvilket ogsd titlen"Eléments de Mathématique" delvist antyder.

Bourbaki forseger at uddestillere de vasentligste elementer i

den eksisterende matematik - disse bliver kaldt matematikkens
moderstrukturer - herfra skal resten af matematikken udvikles.

Og i realisationen af dette program koncentrerer Bourbaki sig
desuden om de mestrcentrale og tidsuafh®zngige definitioner,
‘teoremer og matematiske ideer. Desuden medtages ikke resultater
fra omrader af matematikken, hvor de underliggende strukturer
_gndnu_ikke_er_klanlagt,;og.héller.ikke.fta_omzéderq—hvor-der— _
foregar s& hurtig udvikling, at en eventuel fremstilling hurtigt
ville blive forzldet (Dieudonné, 1968/1970), (Dieudonné, 1982 a).

Selve behandlingen af matematikken rationaliseres ogsd ved at
aksiomatisere og fremstille resultaterne i en sd generel ramme
som muligt. Denne generalisationstendens skal dog ikke ses som
et mdl i sig selv, men snarere som et middel til at opn& en
okonomisering af matematikken, der skal give studie- og
forskningsmessige gevinster. Cartan (1958/1970, p. 180) skriver:

"For Bourbaki, a general concept is useful only if
it is applicable to a number of more special pro-
blems and really saves time and effort. Such sa-
vings have become a necessity today".

Eksemp&lvis kan de reelle tal indferes p& en Teget enkel made,
fordi de tre moderstrukturer indferes,behandles og blandes
forst (se naste afsnit).

Stilen i éléments de Mathématique m& siges at vare przget af,
at verket er kommet til verden ved en meget omhyggelig og
langsommelig arbejdsproces, Dette har bl.a. betydet, at de en-
kelte bind og sammenhzngen mellem disse er gennémarbejaet til
mindste detalje. Alle teoremer er beviste, symbolik og ordvalg
er udvalgt meget omhyggeligt, vanskelige passager er markeret




med et 2. Intet bliver gentaget - der refereres hele tiden bag-
ud.Desuden findes der efter hvert.kapitel et veld af evelser, og

i hver bog er der en historisk oversigt over emnets udvikling
samt en oversigt. over de vigtigste definitioner, resultater og
terminologier. '

4.2 Gennemgang af Bourbakif§ opbygning af de reelle tal.

For -at give indtryk af, hvordan Bourbaki§ matematiksyn konkret
far indflydelse pd opbygningen af et matematisk objekt og af
Bourbaki§ stil, vil vi gennemgd® et afsnit af El&ments de Ma-
thématique. Til denne lejlighed har vi valgt konstruktionen

af de reelle tal. Der er flere gode grunde til dette valg.
Fgrst og fremmest er de reelle tal centralt placeret i den
matematiske teori, dernast er de reelle tal en multipel struk-
tur, hvor der bdde indgdr ordnings -, algebraiske - og topo-
logiske strukturer. Dvs. Bourbaki har her mulighed for at de- '
monstrere effekten af sin generelle strukturide. Endelig.
kender de fleste lasere til en anden opbygning af de reelie tal,
. 88 der er pd dette omride et sammenligningsgrundlag.

"Traditionelt har man.to muligheder at valge mellem, nar man

skal opbygge de reelle tail:

1) Man kan valge at "snitte" i den rationale linie. Ethvert
snit, der kan formuleres matematisk f.eks. { x € QI x? <:.a},-
hvor a er rational, deler Q i intervaller og halvlinier. Hvis
man tilfgjer alle endepunkter af sddanne intervaller og halv-
linier til Q f&r man en udgave af de reelle tal.

2)Man kan valge at bringe alle fundamentalfglger i Q til at-
konvergere. Den mangde, der gg¢r alle fundametalfplger i Q kon-
vergente, er en udgave af de reelle tal. Denne metode, der nok
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er den mest almindelige, skyldes i det vasentlige Cantors ar-
bejde med fundamentalfglger.

I det efterfglgende vil vi sammenligne denne sidste metode med
Bourbakif generaliserede konstruktion, hvor der benyttes Cauchy-
filtre og uniforme rum.

I Eléments de Mathématique indfgres de reelle tal fgrst efter
ca 500 sider algebra og 300 sider generel topologi. Dette i
sig 'selv viger, at Bourbaki inden konstruktionen af de reelle
tal har udviklet et meget kraftigt varktgj. Selve opbygning-
en af de reelle tal fylder da ogsd kun 2% side i Eléments de
Mathématique. Disse 2% side beskaftiger sig i hovedsagen med
at vise, at (Q,+) med en omegnsbasis om nul er en Hausdorff
topologisk gruppe jf. eksempel 25 i afsnit 3.3 og eksempel 30
i afsnit 3.4. Derudover indfgres numerisk verdi pd Q. Dette
er alt sammen forberedelser for at kunne anvende et generelt
teorem om fuldstandigggrelse af Hausdorff topologiske grupper. -

Bourbaki kan herefter indfgre de reelle tal ved:

Definition. De Reelle tal
R er den topologiske gruppe som er fuldstazndiggg-
relsen af den additive gruppe pd den rationale 1i-
nie. Elementerne i R kaldes de reelle tal, som to-
pologisk rum kdaldes R den reelle linie, som topo-
logisk gruppe kaldes R den additive gruppe pd den
reelle linie. (EM,III,4,§1.3)

Det pistds i denne definition af de reelle tal, at den additive
gruppe pd& den rationale linie kan fuldstendigggres; her udnyt-
ter Bourbaki et generelt resultat om, at bestemte topologiske
grupper kan fuldstandiggores. Dette resultat er formuleret som
et teorem i (EM,III,3,§3.4).
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Teorem 1 En Hausdorff topologisk gruppe G er 1somorf med en '
tazt undergruppe af en. fuldstendig gruppe G , hvis
og kun hvis billedet (under symmetrien x -+ x~!) af -
et Cauchy filter mht. h@jereuniformitet af G er et
Cauchy filtef mht. samme uniformitet. Den fuldstan-
dige gruppe G (fuldstandigggrelsen af G) er da
entydig optil isomorfi.

(Hejreuniformiteten af G betegnes med G )}

I stedet for at gennemfgre den traditionelle udvidelse af de
rationale tal, vha. zkvivalengklasser af fundamentalfglger,
har Bourbaki altsd generelt bevist, at hvis en Hausdorff to- '
pologisk gruppe opfylder betingelserne efter"hvis og kun hvis"
i teorem 1 kan den fuldstandigggres.

Vi vil nu gennemgd beviset for dette teorem, for at vise i
hvor h¢j grad gangen i dette bevis svarer til gangen i den
traditionelle opbygning af R ved fuldstandigggrelgen af Q.
Beviset for den generelle satning er en parallel til denne
konstruktion blot med mere generelle begrebér.

Lad G vere den Hausdorff topologiske gruppe, der skal fuld- )
stendigggres. (I det konkréte tilfzlde er G den additive grup-
_pe pd den rationale linie (eks. 30 afsnit 3.4)). Det uniforme
rum Gy ( i vores tilfaelde,det uniforme rum pi den rationale
linie (eks.29 afsnit 3.3)) kan betragtes som et tat underrum
af Gg's fuldstaendigggrelse éd. Vi skal nu undersege om vi ogsd .’
kan betragte G som en tet undergruppe af en fuldstendig Haus-
dorff topologisk gruppe G'. Hvis det er muligt m3 det betyde, .
at dgn uniformitet Gé som giver topologien p& G' er isomorf
med Gd'
Dvs. Bourbaki udnytter, at de tidligere har vist at et uniformt
~ rum kan fuldstendigg¢res (EM,III,2,§3,7), til at krave at den
uniformitet Gé som giver den fuldstandiggjorte topologiske
grupge G' stemmer overens med det fuldstendiggjorte uniforme
rum Gy. Heraf fglger at en Hausdorff topologiskgruppe kan fuld-
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stazndigggres, hvis det er muligt at definere en topologisk
- gruppe struktur pd det: fuldstazndiggjorte Hausdorff uniforme

;um Gd'

Fuldstendiggerelse af
uniforme rum
G > G isomorfe

R\y uniforme rum
a .

G > > G
Fuldstendiggerelse af

o)

topologisk gruppe

Figur 4 A

G er den Hausdorff topologiske gruppe, der skal
fuldstandigggres. Gd er det uniforme fum, der
giver anleédning til topologien p& G. G4-er det
fuldstandige Hausdorff uniforme rum, som er fuld-
stazndigggrelsen af Gy, jfr. (EM, III, 2 § 3.7).
G' er fuldstendigggrelsen af G. G'd Er det uni-
forme underrum ., der er isomorf med Gy og som
giver anledning til G. Heraf fglger, at G kan
fuldstandigggres hvis og kun hvis der kan de-
fineres en topologisk gruppestruktur pd det fuld-
stendige Hausdorff uniforme rum &d‘
For at bevise teorem 1 skal vi altsd eftervise, at vi faktisk
kan konstruere en gruppestruktur pa &d,_jfr. definitionen af
en topologisk gruppe afsnit 3.4, skal vi vise:
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1) At gruppefompoiitionen‘fra Gg.X Gy = G4 kan udvides til
at virke pd Gd X Gd' Konkret skulle man have vist, at

(X,y) > % + y pd Q2 kan udvides til R%. I den traditionelle
opbygning af.R ggres dette ved at definere + operation pi
zkvivalens-klasser af fundamentalfglger. Bourbaki anvender

en generalisation af fundamentalfglger, nemlig Cauchyfiltre.

Definition: Cauchyfilter.
Et filter T p& et uniformt rum X er et cauchy-
filter, hvis der for hver entourage v af X fin-
des en delmezngde af X, som er v-lille dg tilhe-
rer T.

\X

v
x

Figur 4 B

En mengde a pd x er v-lille, hvis a x a er inde-
holdt i v.

N\
Bourbaki har tidligere bevist en satning (EM, III, 2, § 3.6),
der giver os, at en funktion kan udvides ved: kontinuitet fra

A
et t@t underrum Gd til et fuldstendigt uniformt rum Gd' hvis

funktionen afbilder T x F, hvor T og F er cauchyfiltre pé& det

uniforme rum Gd’




over i en cauchyfilter-base pa Gd' Det kan nu vises generelt,
at: gruppekomposition p& Hausdorff topologisk gruppe kan ud-
vides ved kontinuitet til en- fuldstandig topologisk gruppe-
(EM, III, 3, § 3.4)

l.a) At symmetrien x - x-l fra Gd - Gd kan udvides ved konti-
nuitet til Gd' Jfr. ovenstdende kan dette lade sig ggre, hvis
billedet af et cauchyfilter pd Gy igen er et cauchyfilter pa .
Gd' Dette galder ikke i almindelighed for Hausforff topologi-
ske grupper, derfor indgdr denne betingelse i teorem 1 efter

"hvis og kun hvis". ’

- e—2)- At den udvidede gruppekomposition pd &d opfylder gruppe-
aksiomerne ASS, NEU og !INV(£) . Se afsnit 3.2,

ASS: Vi har (xfy)Ez = xE(yEz) pid Gd3’ da vi ved, at Gd3 er et
taet underrum af 663’ m& funktionerne (xgy)ez og xg (ygz) ogsd
vere identiske p& ad3.

Af samme grund er funktionerne x, xfe, efx identiske pa &d'
hvilket giver eksistens af neutralelement i éd.

Tilsvarende for funktionerne e, xEx~L, x lex pé @d, hvilket
sikrer, at alle elementer er invertible 1 éd.

I den traditionelle konstruktion af R viser man at + og - Ope-
rationerne defineret pd zkvivalensklasser af fundamentalfglger
udggr et legeme. Men eftersom teorem 1 "kun" fuldstandigggr
topologiske grupper, er det kun ngdvendigt at eftervise gruppe-
strukturen pa &d. Multiplikation mid s8 senere overfgres til R.
ved hjelp af fuldstazndigggrelsen af et topologisk legeme.

3} At den topologiske gruppe @d faktisk er fuldstandig; Man

skal godtggre, at alle cauchyfiltre er konvergente pd Ggqe En-
hver cauchyfilter-base p& den topologiske gruppe G er en cau-
chyfilter-base bide med hensyn til uniformiteten U givet af G



og med hensyn til den fuldstandige uniformitet U da unifor-

’
miteterne U og Ud giver anledning til samme topo?ogi p% G. Her-
af fplger, at eftersom enhver cauchyfilter-base p& G konverge-
rer med hensyn til Ud (da alle cauchyfiltre er konvergente pé
et fuldstendigt uniformt rum) vil ethvert cauchyfilter pa Gd
ogsd konvergere i Gd' Dette er helt analogt til den sadvanlige
kontruktion af R, her skal man ogsd vise, at legemet (Q . Fy o)
er fuldstendigt, hvor Q er a@kvivalensklasser af fundamental-
fglger.

4) At fuldstendiggprelsen G' er entydig op til isomorfi.. Her
udnytter Bourbaki igen en tidligere bevist sztning (EM, III,

§ 3.3), der siger, at def for to fuldstendig Hausdorff to-
pologiske grupper Gl og G2, hvor der er givet en isomorfi mel- -
lem to tztte undergrupper Hl og HZ af henholdsvis G1 og G2,
ogsé findes en isomorfi fra Gy ind 1 GZ‘

Eftersom G altid vil vere en tat undergruppe af en fuldstan-
diggjort gruppe G', vil G' vare entydig op til isomorfi.

Entydighed af de reelle tal etableres efter zkvivalensklasse-
konstruktion ved at vise, at de reelle talé legeme er ordehs-‘
tro isomorf med ethvert fuldstendigt arkimedisk ordnet legeme.
Ligesom ved den traditionelle udvidelse af Q til R.md Bour-
baki efter konstruktion af R vise, at ordningen pé Q kan
overfgres til R.

Som det fremgdr af denne skitsering af beviset for teorem 1,
hviler dette teorem tungt pd et endnu mere generelt resultat
om entydig fuldstendigg¢relse af uniforme rum.

I dette resultat (EM, III, 2 § 3,7) ligger der en generalisation
af zkvivalensklassekonstruktionen af fundamentalfglger. Dette
generelle resultat sikrer, at man ogsd kan fuldstandigggre uni-
forme rum som ikke er separable, dvs. har en..ikke-tazllelig ba-
sis.
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Hvad angir selve beviset er der som pdpeget under gennemgangen
en lang rzkke paralleller=til konstruktionen af R ved hjzlp af
zkvivalensklasser af fundamentalfglger.

Fordelen ved Bourbakis generelle resultat om fuldstandigggrel-
sen af Hausdorff topologiske gruppe ligger séledes ikke i en
lettere konstruktion af de reelle tal, men derimod i erkendel-
sen af under hvilke betingelser en vilkdrlig Hausdorff topo-
logisk gruppe kan fuldstendiggg¢res. F.eks. kan man ved hjalp
af teorem 1 indfgre de komplekse tal C uden fgrst at have de
reelle tal ved at fuldstandigggre den topologiske gruppe
(Qz,;) pd det rationale plan..(se eks. 21 afsnit 3.2.)

Opbygningen af de reelle tal i El&ments de Mathématique er et
eksempel pd, hvordan Bourbaki til enhver lejlighed valger den
bredest mulige ramme til at bevise resultaterne i. Som tid-
ligere navnt havder Bourbaki, at han pA denne made opnir den
mest gkonomiske fremstilling af teorien,

I tilfeldet med teorem 1 er det svart umiddelbart at vurdere,
om det kan betale sig rent bevismessigt - det afhanger jo af,
hvor mange gange dette teorem senere finder anvendelse; men

i forhold til opbygningen af de reelle tal er det i hvert til-
falde ikke sarlig gkonomisk. Til gengald er den generelle ram-
me i hg¢j grad medvirkende til en ¢get strukturering af den ma-~
tematiske erkendelse, der under alle omstazndigheder er i spil
ved konstruktionen af de reelle tal.

4.3. Indflydelse pd matematikverdenen

Med hensyn til indholdet er spgrgsmilet, om Elé&ments de Mathéma-
tique slog igennem som en brugbar varktgjskasse for den ar-
bejdende matematiker?

Dieudonné (1982, p. 622-623) navner, at Topologie Generale

var den fgrste bog, der behandlede filtre, uniforme rum, topo-
logiske grupper og funktionsrum. Han fremhaver ogs& andre bind,
der enten var de fgrste bgger om et bestemt emne, eller var de




fprste, der gav en generel og anvendelig fremstilling af vis-
se emner. Det skal hertil bemarkes, at han ikke dermed pistir,
at disse emner blev behandlet her for fgrste gang i det hele
taget. '

"Bourbaki does not attempt to innovate mathéma-
tics, and if a theorem is in Bourbaki, it was
proved 2, 20 or 200 years ago. What Bourbaki
has done is to define and generalize an idea
which already was widespread for a long time."
(Dieudonné&, 1970, p. 138)

Han mener altsd, at Bourbaki var den fe¢rste med en sintese -
en begrebsafklaring og begrebspracision - af visse "rodede"
forskningsresultater. Det er klart, at netop dette forhold
kan have haft en vis indflydelse, fordi det gjorde Elsmetts
de Math8&matiquerattraktiv i1 universitetsundervisningen, f.eks.
som inspiration til noter og bgger.

Enkelte bind af iiémentékae1Mathématique kan ogsi have haft
indflydelse ved at vare debatskabende. Bourbakis mide at for- _
midle matematik p& har ofte varet kontroversiel p.g.a. at frem-
stillingerne har varet anderledes end de gangse fremstillings-
former. Tornehave (samtale 1984) navner Bourbakis fremétilling
af mdl- og integralteorien som eksempel.

Det omhyggelige valg af symboler og terminologi hos Eourbaki
har ogsS opndet en vis udbredelse. Nogle af de velkendte sym- )
boler fra mangdelazren (N, u, @, C) stammer fra Bourbaki, hvil--
ket ogsd galder om ordene surjektivitet, bijektivitet mm. I ..~
denne forbindelse kan det vare intéressant at navne Chogquet
(1962, p. 17-18), der ud fra en stikprgve i Mathematical Re-
views ndr frem til en liste pd 12 discipliner fra analysen og
dens granseomrader ;hvorom han'skriver:

"Diese in voller Aktivitdt befindlichen Disziplinen
entwickeln sich nach den selben Prinzipien wie
bei Bourbaki; die Sprache ist dieselbe."




Til sidst skal det navnes, at Bourbaki har varet fremhavet som

~ inspirationskilde til "60'er matematikken'" eller "den ny ma-

tematik", hvor f.eKs. mazngdelare finder. Vej helt ned til de
laveste klassetrin.-

Dieudonné (1982, p. 623) papeger dog, at Bourbaki ikke selv
har varet fortaler for denne udvikling:

"There is not the slightest trace of opinions
expressed by Bourbaki as to the feasibility
or advisability of introducing the concepts
described in his treatise at a lower level,
and certainly not in primary or secondary
schools;" '

Vi er enige i, at der ikke under pseudonymet Bourbaki fore-
ligger betragtninger om undervisning p& lavere klassetrin,
men mi samtidig fremhave, at Dieudonné selv har varet dybt
engageret i debatten om den ny matematik og har pladeret for
indfgrsel af strukturalistiske navne i undervisningen. P&
Royaumont-seminaret i 1959, der var en forlgber til matema-
tikreformerne, sagde han f.eks. om laseplanen for op til 1l4-
&rige:

"Finally, in all these "experimental" mathematics,
the language and notations now universally in use
should be introduced as soon as possible: there
is nothing mysterious or forbidding in abbrevia-
ting "belong to" by €, or "implies" by =, or
in speaking of "subset" instead of "geometrical

- locus". And calling some object by its proper
name - like "group" or "equivalence relation"
whenever such an object is naturally observed
in some algebraic or geometric setting - does
not at all imply that one has necessarily to de-
velop in advance the abstract theory of groups
or of equivalence relations." (OECD, 1961, p. 41)

Han mener desuden, at bade deduktion og induktion pd basis af
enkle aksiomer bgr prasenteres meget tidligt. Da Dieudonné
selv er "en del"™ af Bourbaki, kan man sige, at Bourbakis tan-
ker og begreber indirekte har fundet vej til laseplansdiskus-
sionerne. '



Efter Royaument-seminaret blev der udarbejdet konkrete pensum-
forslag. Om disse skriver Skovsmose (1981 a, p. 36):

"Begreber, der er ngdvendige for at beskrive og
analysere: matematiske strukturer, placeres cen:z
~tralt. I den forstand kan man tale om, at re-
formen bliver praget af et strukturalistisk syn
p& matematikken."

Matematikreformen i Danmark bliver ogsd kraftigt inspireret af
denne udvikling og det nye begrebsapparatur finder vej helt
ned til de fgrste klassetrin (En detaljeret beskrivelse kan
f.eks. ses i (Skovsmose, 1981).

4.4, Kritikken af Bourbaki -

Rene Thom, der i (Fang, 1970) hazvdes at have varet med i Bour-
bakigruppen, har p& visse punkter taget afstand fra indholdet

i den ny matematik.

For det fgrste mener han ikke, at det ngdvendigvis er hensigts-
messigt at introducere matematikkens nyere begreber i under-
visningen, blot fordi disse har vist sig at vare hensigtsméSr
sige 1 forskningspraksis. I (Thom, 1971, p. 695) skriver han:

"Contemporary mathematicians, steeped in the ideas
of Bourbaki, have had the natural tendency to in-
troduce into secondary and university courses the
algebraic theories and structures that have been.
so useful in their own work and that are upper-
most in the mathematical thought of today. Yet
one can ask with reason if the needs of specia-
lists and their lated findings should be intro-
duced into the school curriculum."

Eksempelvis finder han, at tendensen til at erstatte geometri
.med algebra er forkert, fordi geometrien har de klareste re- ‘
ferencer til virkeligheden, og problemerne i geometrien kan
gradueres i vanskelighed, hvorimod algebra-problemer har en
tendens til at ende i symbolmanipulation og have meget trivi-
elle lgsninger, eller ogsd er de s& teoretiske, at de bliver
for vanskelige.




I samme artikel tager han ogs8 afstand fra det formalistiske
synspunkt, hvor matematikken ikkg tillagges nogen.ontologisk
mening og snarere er en slags spil efter pd forhind fastlagte
regler. Et af hans argumenter er, at formalisterne f&r store
vanskeligheder med at forklare, hvorfor matematikken har s
stor succes som beskrivelsesmiddel af virkeligheden. Om Bour-
bakis formalisme skriver han:

"The old hope of Bourbaki, to see mathematical
structures arise naturally from a hierarchy of
sets, from their subsets, and from their com-
bination, is, doubtless; only an illusion. No
one can reasonably escape the impression that
the most important mathematical structures
(algebraic structures, topological structures)
appear as fundamental data improved by the Tt
exterior world, and that their irrational di-
versity finds its only justification in reali-
ty."

Thom gdr altsi pd visse punkter direkte i opposition til Bour-
baki. En lidt anderledes indgangsvinkel til kritikken af Bour-
baki finder man i (Brieskorn, 1974) Her forsgger E. Brieskorn
at vise, hvordan Bourbaki giver et forvranget og ensidigt bil-
lede af matematikken og dens udvikling og slet ikke beskriver
dialektikken i matematikken:

"Das Bild, das der Mathematiker Bourbaki entwirft,
enthdlt sozusage eine angendhert richtige Vorstel-
lung von ihrer Kinematik, aber nicht von ihrer Dy-
namik. Austatt in der Entwicklung der Mathematik
das Wechselspiel von Analyse und Syntese, von De-
duktion und Induktion, von axiomatische Methode
und Konstruktion zu sehen, betont Bourbaki ein-
seitig jeweils nur die eine der beiden Tendenzen."
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5. DEN NYERE UDVIKLING I MATEMATIKKEN

Det er normalt at anse H. Poincaré og D. Hilbert for at vare
de sidste matematikere, der havde et rimeligt" overblik over
samtlige dele af matematikken. Allerede i 1940'erne anslog
J. von Neumann at en professionel matematiker havde kendskab
til langt under halvdelen af al matematik (von Neumann,
1947/74, p. 44).

Udviklingen er foregdet sdvel bredde- som dybdemassigt.
‘Matematikken indeholder i dag langt flere hoved- og under-
kategorier end for 100 ar siden. Samtidig er kompleksiteten
af forskningen i de enkelte omrdder blevet sterre. Dette har
medfort, at den typiske matematiker af i ‘dag i hej grad spe-
cialiserer sig.:

I dette kapitel sérvipé, hvad bourbakisterne finder er de vas-
entlige drivkrafter bag denne udvikling, samt hvad de mener

er vaesentligst at satse p& i udviklingen.

5.1 Drivkrefter i den dybdema®ssige udvikling

. Ser vi ferst pa drivkrazfterne bag den dybdemassige udvikling,
md bourbakisternes holdning siges at vare ret personcentreret. '

De ser forskningsmassige fremskridt som produkter af enkelt-
personers intellekt. I (Bourbaki,1948/50, p. 227) stadr der
f.eks. om matematikeren :

"We cannot overemphasize the fundamental role
played in his research by a special intuition .."

Eller i (Weil,1974/50, p. 304)

"Perhaps it is more true in mathematics than in any
other branch of knowledge that the idea comes forth
in full armor from the brain of the creator."

Dieudonn& (1964,p. 239) mener at kunne skelne mellem taktik-
ere og strateger blandt forskerne. Taktikerne leser problem-

" er v.h.a. gamle og velafprovede redskaber ofte dog anvendt pa




en utraditionel méde;VHvorimod strategerne analyserer de i et
problem involverede begreber og deres indbyrdes sammenhaznge
indtil lesningen pa problemet narmest fremkommer triviel.

Hertil kraves ofte lange udledninger af meget generelle teo-

rier, der kan forekomme uden sammenhzng med det oprindelige
problem. Han finder begge fremgangsmader vigtige og siger
desuden :

"In the better man the two tendencies fortunately
~blend into a fruitful combination, of which Hilbert
is perhaps-the perfect example." (Diedonné&, 1964,

p. 240) :

. 5.2 Vejen gennem den breddemzssige udvikling.

P& det breddem®ssige omrdde anser bourbakisterne hovedsage-
ligt udviklingen for at vere et videnskabsinternt anliggende.
I (Weil 1948/50, p. 296) skrives der :

"...few men of our times are as completely free as
the mathematician in the exercise of their intel-
lectual activity.”

Eller som Dieudonné& (1982b, p. 330) skriver :

"Le progres des mathématique est donc essentielle-
ment d'origine interne."

Weil (1967/79, p. 468-9) finder dog - inspireret af “des
conditions anarchiques" i Bourbaki-gruppens arbejdsform - at :

"...ce sont des circonstances favorables a la
naissance d'un organisme sain, mais toute tentative
d'organisation, autant que je puisse voir, en
mathématique, non seulement n'est pas de nature &
favoriser la naissance de tels organismes, mais
serait plut8t de nature & empfcher cette naissance.
C'est pourquoi, en mathématique, je suis complétement
en faveur de la désorganisation.”

Dette skal opfattes som et indleg mod forseg pd styring og
'
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bureaukratisering af universitetsmiljeerne, hvilket viser,

at han tillzgger politiske/sociologiske forhold en vis betyd-
ning for udviklingen. Der er for Weil kun tale om, at de .
ydre rammer bestemmer den hastighed, hvormed matematikken
udvikles. Der er ikke tale om, at matematikkens indhold sty-
res ekéternt.

For den individuelle matematiker er det dog stadig de store
matematiske problemer - og ikke eksempelvis sociologiske for-
hold og problemer indenfor andre fagomridder - der anses for
at vare den altafgegrende faktor for matematikkens evolution.
Weil (1947/50, p. 297) skriver om matematikeren :

..; the great problems furnish the daily bread on
which he thrives." ’

Eller (Dieudonné,b 1979, p. 29) :

"Because what happens in mathematics is, as Hilbert
emphasized strongly, the life of mathematics are
problems. You must have problems to solve."

. Nu findes der jo et enormt antal uleste problemer i matema-
tikken, og det naste spergsmal bliver sa, hvilke problemef
bourbakisterne finder er de vigtigste. Dette spwrgsmal har
Dieudonné beskazftiget sig en hel del med. I bogen "Panorama
des mathématiques pures"(1977) med undertitlen "Le choix
bourbachique" forklarer han. sin personlige opfattelseiaf,
hvilke problemer bourbakisterne har anset for at vare de vas-
‘entligste.

5.2.1 Trzk af "Panorama des mathématiques pures”

Bogen er et forseg pd at afdekke nogle karakteristika for
indholdet af de sdkaldte Bourbakiseminarer. $iden 1948 har
Bourbakigruppen organiseret disse seminarer. Der har varet
ca. 18 forelasninger fordelt p3 3 seminarer &rligt, dvs. over
500 forel®sninger i perioden 1948-1977. I indledningen pra-
senterer Dieudonné, hvad han forstdr ved "Bourbakisk" mate-
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matik : . .

"Par 'mathématiques bourbachiques' j'etends, a

trés peu de choses prés, l'ensemble des guestions
gui ont été exposées dans les séances du Séminaire
Bourbaki. Les collaborateurs de N. Bourbaki ont eu,
dés le début de leur travail collectif, une cer-
taine conception des mathématiques, se rattachant

& la tradition de H. Poincaré et E. Cartan en Fran-
ce, de Dedekind et Hilbert et Allemagne. Les 'Elé-
ments de Mathématique' ont &té écrits pour donner

4 ce type de recherches des fondements solides et
d'accés commode, sous une forme assez générale pour
étre utilisables dans le plus grand nombre possible
de contextes.”

Bem®zrk, at Dieudonné her beskriver "Eléments de Mathémati-
ques" som et vigtigt led i den til seminarerne relaterede
forskningspraksis.

Han opridser sa 6 forskellige problemkategorier i matematik-
ken. De fire af dem, som man stort set ikke har beskazftiget
sig med p& seminarerne, er :

1. Problemer der sandsynligvis ikke kan lgses ("Les problémes
mort-~nés*).

2. Problemer hvis le¢sning ikke giver inspiration til lesning
af andre problemer ("Les problemes sans postérité").

3. Specielle og isolerede problemer i teorier ("Les théories
en voie d'etoilement"), hvor de sterste og vigtigste pro-
blemer er blevet lost.

4. Problemer i teorier ("Les théories en voie de délayage"),
der er udsat for ufrugtbar aksiommanipulation.

Dieudonné markerer endog med sit ordvalg, at disse problemer
ikke anses for at vare sarligt interessante. Det ger derimod

de to sidste problemtyper, der har varet behandlet hyppigt
pd Bourbakiseminarerne :

5. Problemer, der giver anledning til en rig og levende gene-
rel teori.
Studiet af disse problemer kan afdakke ukendte, underlig-
gende strukturer, der ikke blot belyser de stillede pro-
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blemer, men ogsd danner grundlaget for et generelt og
kraftigt verktej, som kan belyse problemer indenfor éndre

_ omréder. ’ ) .
Produkter af sadanne problemer er f.eks. teorien for Lie—.
grupper og algebraisk topologi.

6. Problemer, der giver anledning til en metode.

. Disse problemer leses v.h.a. en teknik, som viser sig at
kunne anvendes pa& lignende eller vanskeligere problemer;
Eksempler findes indenfor f.eks. analytisk talteori og
teorien for endelige grupper. -

Ifolge Dieudonné koncentrerer Boﬁrbakiseminﬁrerne sié mest

om problemkategori 5.

Han arrangerer emnerne pa Bourbakiseminarerne i en tavile med
i fire niveauer A,B,C og D. Emnerne i niveau A har varet de o

" mest .almindelige p&d seminarerne - herefter aftager hypplg—“
heden. Emnerne i niveau D har slet ikke varet oppe pd semi-
naferne,'fordi de udger ferdige, konstituerede‘teorief. Men
de danner dog grundlaget for de andre teorier og optrader i
Eléments de Mathématique, hvor man jo kun beskaftiger sig med
teorier af denne karakter. ' _
Defefter beskrives emnerne i niveauerne A,B og C med angiv-
else af nogle af de vigtigste resultater, om teorierne finder
- anvendelse i naturvidenskaben og ﬁvilke matematikere, der har
givet de betydeligste bidrag til teorien.

Pa naste side har vi opfert den niveaudelte tavle og tilfojet
en ultrakort beskrivelse af nogle af emnérne.

I to opfglgende artikler (Dieudonné 1978,1979) til "Panorama
des mathématiques pures" kalder Dieudonné Bourbakis udvalg
af omradde for matematikkens "hovedstrem" ("mainstream"). En
teo;i i hovedstre¢mmen er siledes karakteriseret ved :

1) Den indeholder tilstrakkeligt mange og store ulgste pro-
blemer.

2) Der benyttes ikke udelukkende ad hoc metoder til lesning
af et enkelt problem ad gangen. Der udklakkes metoder og
teorier, som dekker mange af problemerne pd en gang og



L veaul

Algebraisk topologi En del af topologien, der kendeteg—,':
nes ved brugen af algebraiske be-
_greber. Et af problemerne bestdr i -
at klassificere topologiske rum
: ved hj=zlp af algebraiske
; karakteristika.

Differentialtop&logi Stﬁéieﬁ';f'de eéenskaber ved dif-
ferentiable mangfoldigheder, der
er invariante under diffeomorfier.

A Ergodeteori. Studiet af mdlbare transformationer,
specielt transformationer med inva=-
riant mdl.
Analytisk! geometri I dag studiet af analytiske funk-
- tioner af flere komplekse variable | -
T Rlgebraisk geometri Behandler algebraiske mangfaldigheder
dvs. punktmengder defineret at
flere algebraiske ligninger i et
rum af vilk&rliq dimension. :

@vrige emner: Differentiable mangfoldigheder, differen-

tialgeometri, ordinere differentialligninger, ikke-kom-

mutativ analyse, partielle differentialligninger, auto-

morfe former, talteori. .

Homologisk algebra -Behandler matematiske objekters
funktionale struktur (vha. kate-
gorier og funktorer) i modsatning
til deres indre struktur og benyt-
ter dette til at behandle problem-

B klasser i algebraen i modsatning
til at behandle dem hver for sig.

Pvrige emner er: Liegrupper, abstrakte grupper,

kommutativ harmonisk analyse, von Neumann algebraer,

matematisk logik,sandsynlighedsregning.

Kat&gorter og Kategorier benyttes til at klassi-

c funktorer ficere matematiske objekter med
- samme struktur, Funktorerne klassi-
ficerer kategorierne.

Pvrige emner er: Kommutativ algebra og spektralteori

P& dette! niveau optrader: Mazngdelzre, generel algebra

generel topologi, klassisk analyse, topologiske vek-

D torrum, integration.

Bemark at disse svarer fuldstendlgt til overskrifterne

pa de 6 bgger i f¢rste del af Elémements de Mathéma-i.
tique.

.- Tabel 5A.
820 2.
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méske kan benyttes pd helt andre problemer end de oprin-
delige. ’ )

-'3) Teorier i hovedstremmen inspirerer og pavirker hele tiden
hinanden p& forskellige mader.

Dieudonné formulerer eksplicit hovedstrpmstanken, men Weil
udtrykte ca. 30 dr tidligere (Weil 1947/50,p. 304) et lign¥
ende synspunkt

"We believe to have shown, not only that there are
large ‘numbers of problems, but also that there are
very few really important problems which are not
intimately related to others which, at first sight,
seem to be far removed from them. When a branch of
mathematics ceases to interest any but the specia-
list, it is very near to its death, or at any rate
dangerously close to a paralysis, from which it
can be rescued only by being plunged back into the
vivifying sources of the science."

I dette citat finder man desuden - implicit .- en konsekvens
af hovedstremstanken, nemlig at matematikerne i hovedstrgmme
ikke ber specialisei*e sig for kraftigt, da dette vil modvirke
evnen til at overskue. sammenh@nge mellem forskelligartede
"matematiske problemer og teorier. Dette udtrykkes mere .pra-
. cist i (Weil,1961/79, p. 465) :

"Les mathématiciens qui- se spécialisent etroite-
ment se. condamnent & une vue. incompléte de la ma-
thématique- contemporaine; 1'essentiel est que cha-
. cun, méme dans sa spécialit&, ait une connalissance
suffisante de 1l'ensemble des math&matiques."
tigues.”

Hovedstreomstanken kan ogsid benyttes som en teori til at for-
klare forskellige teoriers karakterskifte. Hos Dieudonné
(1977,1978,1979) benyttes den, s& vidt vi kan se, til at for-
klare 3 former for "teoribevagelse"

1. En teori kan forlade hovedstremmen, fordi den lgber tor
for store problemer. Her er der f.eks. tale om omrdderne
i niveau D i skemaet s. 90. Teorien kan have uleste pro-




blemer stadig, men de er for specielle til at kunne knytte

rteorien til hovedstregmmen. -

2.1En teori kan forlade hovedstremmen et stykke tid og s&
vende tilbage igen.iEt eksempel er invarians-teori, som
er vendt tilbage i en moderne udgave i teorien for kate-
gorier og funktorer.

3. En teori kan aspirere til at komme ind i hovedstrommen,
men mangler endnu nogle metoder, som kan finde anvendelse
1 en bredere sammenhng. Talteorien navnes som et eksem-
pel, fordi der her stadig kun findes ad hoc metoder. Man
kan undre sig over, hvorfor talteorien herer til blandt

de hyppigst forekommende emner pd Bourbakiseminarerne,

“hir den ikke tilhorer hovedstremmen.

Af den systematiske litteratursegning (jvf. indledningen)
kan vi se noget om, hvilke omrader nogle af Bourbakis stif-
tere har beskaftiget sig med op gennem dette &rhundrede. Vi
har set pd om deres arbejde harmonerer med nogle af forhold-
ene i hovedstreomsteorien.

5.2.2 Bourbakisternes produktion.

Vi har opgjort den samlede produktion fra litteratursegningen
i tabel 5B.

Disciplinoverskrifterne er hentet fra rubrikkerne i Mathema-
tical Review. Disse &ndres naturligvis i takt med den udvik-
ling, der er i matematikken, og tabellen er derfor en meget
enkelt beskrivelse af inddelingen i Review.

Herefter har vi set pd artikelproduktionen i hver af disci-
plinerne for at se den tidslige udvikling, som er i katego-
rierne, og sammenlignet disse med udgivelserne af bogerne i
Eléments de Mathématique.
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77Algebra. i alt 84,artikler :

30+

204

10

I O A S

40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75'76—83
Figur 5C Algebra.

Den betydeligste broduktion i algebra ligger i den fprste

trediedel af perioden. I begyndelsen er det kun rubriceret
7777 som generel algebra, men fra '51 er der desuden ringe og
legemer, topologisk algebra, Lie-algebra og linexr algebra.
Fra '56 kommer der desuden artikler om homologisk algebra.
Sammenligner vi dette med udgivelserne om algebra af Bourbaki
{bog II) ser vi at hovedparten af bindene udkommer omkring
'50. Der er sdledes et sammenfald mellem de mange artikler i
begyndelsen 6g udgivelse af bog II. Undtagelsen er bind 6 om
homologisk algebra, der forst udkommer i '80 efter en periode,
hvor Bourbakisterne ievrigt ogsd har publiceret under denne
disciplin. Bog 7 om Lie-algebra udkommer fra '60, men der er
kun f4 artikler om denne disciplin.

Togologi, i alt 76 artikler :

s0-

204

104

Y T — .
40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75 76-83
Figur 5D, Topologi.
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Produktionen er javnt faldende - fra over 20 artikler til
ingen i '76. Generel topologi og algebraisk topologi er klart
dominerende - og kun '56-'60 er der andre overskrifter nemlig
differentialgeometri. Bog III om generel topologi udkom i
'40erne og altsd samtidig med den vesentligste produktion i
denne kategori.

Analyse, i alt 62 artikler.

30

20

104

40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75‘76—83
Figur SE, Analyse.

Antallet af artikler er ogsd her storst i begyndelsen med
over 15 artikler og falder javnt til under.S5 artikler i peri-
oderne efter }61. Allerede i forste periode er der fem op-
delinger af artiklerne i analyse. Disciplinérne analyse,
funktional analyse, potentialteocri og funktioner af komplek-
se variable er at finde gennem hele forlebet, mens ergode-
teori kun er med i de 3 forste perioder, mdlteori kun '61-'65
samt differentialligninger og specielle funktioner kun sidst
i forlebet.

Sammenligningen med begerne i Eléments de Mathématique er pa
grund af de mange opdelinger ikke s@rlig sigende, og omfatter
alle begerne IV, V og VI.
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Gruggeteori, ialt 59 artikler :

20

104

ey N

40~45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75-76-83
Figur 5F, Gruppeteori. o

Modsat de tre foreg8ende kategorier topper gruppeteorien
forst i den tredie periode med sytten artikler. Produktionen
er ellers javnt fordelt for og efter.

Gruppeteori generelt dazkker hele perioden, mens ringe og
legemer kun er med i '51-'55 og homologisk gruppeteori kun i
'61-'65. Lie-grupper er reprasenteret omkring hvor gruppe-
teorien igvrigt topper. En sammenligning med bog 7 viser, at
artiklerne i det vasentlige kommer for bogen om Lie-grupper.

Geometri, i alt 32 artikler :

304
20

104

1 [ =
40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75 76-83
Figur 5G, Geometri.

Kategorien topper i '51-'60, men er ikke nogen stor gruppe,

og der er derfor ikke nogen klar tendens. Kategorien indehol-




der generel, algebraisk - og diffrentialgeometri javnt for-

delt over hele perioden. Der er ikke nogen direkte parallel
 til bgger af Bourbéki.

Talteori, ialt 23 artikler, Grundlag, ialt 9 artikler :

304
204

10+

40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75 76-83

Figur 5H, Talteori.

304
20+

10

| S — S I : r__“_~T—__"‘T_"___1' e
40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75 76 83
Flgur 51, Grundlag.

Talteori og grundlag er begge meget smd discipliner. De er
kendetegnet ved ikke at vare opdelt i underkategorier, og

desuden ved at produktionen er javnt fordelt over hele for-
labet.



Diverse, ialt 34 artikler :

| a— C 1 l

40-45 46-50 51-55 56-60 61-65 66-70 71-75 76-83

Figur 5J, Diverse.

‘Produktionen i denne kategori siger mere om videnskabsfolk
generelt end den siger noget om bourbakisterne. Antallet &f
artikler af mere metafaglig og generel karakter stiger op
gennem forlebet og topper i perioderne hvor forfatterne er
over 60 ar.

Umiddelbart kan vi konstatere to ting af det ovenstdende

For det forste falder produktionen sammenlagt meget i per:-
oden fra 1960. Dette hanger naturligvis sammen med bemark-
ningen under diverse. For det andet ses der i de ferste per-
ioder en tydelig sammenhang mellem aktiviteten i de generelle
dele af algebra og topologi og udgivelserne af Bourbaki.
Dette &ndres i takt med at algebra og topologi specialiseres,
forskellige blandingsformer af disse udforskes og andre é&:is-
cipliner vinder indpas.

Det andet punkt afspejler en bevaegelse i hovedstremmen i for-
hold til starten af arhundredet, hvor de generelle dele af
algebra og topologi stadig var i hovedstrommen. I perioder.
efter 1950 bliver det discipliner som algebraisk geometri,
differentialgeometri, Lie-algebra, homologisk algebra, alge-
braisk topologi, differentialtopologi og andre, der netop =r
at finde i hovedstrommen ( i kategori B og A i tabel 5B).

Det er tydeligt at algebra og topologi - og forskellige ur.-
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derdiscipliner i hgj grad dominerer de seks bourbakisters
forskning. Af den samlede produktion udger algebra, to-
pologi og gruppeteori ca. 60% af artiklerne, og herud-
over kommer at begreberne ogsd anvendes f.eks. i dele

af geometri osv. Dette svarer tydeligt til struktur-
ideen hvor netop de algebraiske og topologiske strukturer

er de bzrende, og dermed de universelle redskaber i matema-- -
tikken.







6. DET BOURBAKISTISKE PARADIGME - INDHOLD OG KONSEKVENSER.

De rammer, der er udgangspunktet for en bestemt gruppe forske-
res arbejde i en periode, kalder vi denne forsknings paradigme.
Bourbakisterne har skabt deres eget paradigme og det har regd-- ..
der i nogle bestemte historiske udviklinger i starten af dette -
&rhundrede.

En del af det bourbakististiske paradigme er et forse¢g pd at
realisere matematikken udenom de andmalier (paradokser),

der optrddte i matematikken omkring &rhundredeskiftet. Det er -
kendetegnet af- et aksiomatisk-deduktive program, som eér in-
spireret af det tilsvarende i Hilberts formalisme. Med hensyn
‘til konsistensproblemerne udvikler bourbakisternes deres prag-
matiske holdning for uforstyrret at kunne dyrke den rene mate-
matik. I perioden var der desuden en vasentlig aktivitet med
det m8l at skabe ‘&t fzlles grundlag for matematikken - en fal~
les begrebsramme. Som den anden del af paradigmet bliver dette
vaesentligt for Bourbaki blandt anden pd grund af den franske
tradition for universalitet. Og Zermelo-Fraenkel systemet accep-~
teres som et tilstrzkkeligt kraftigt udgangspunkt. Samtidig

ser vi af bourbakisternes praoduktion (afsnit 5.2.2), at det er
generel topologi og algebra, der 1 starten udggr sterste-
delen af bourbakisternes arbejde. Hermed har vi skitseret de
rammer, der betstemmer det bourbakistiske paradigme.

Den aktivitet, der foregdr under et bestemt paradigme, kalder vi .
normalvidenskab, og bestdr dels af den forskning, der foreglr
indenfor paradigmet og dels af en form for reng¢gring af de ofte
meget rodede forskningsresultater.

Den forskning, der foregdr i det bourbakistiske paradigme, ka-
‘rakteriseres af Dieudonnés hovedstrgmsteori (afsnit 5.2.1). Ho-
vedstrgmsteorien beskriver jo fgrst og fremmest bourbakisternes
eget arbejde. Det er tvivisomt, om den beskriver udviklingen i
matematikken generelt. Vi mener snarere, den viser, hvordan
bourbakisterne udforsker deres eget paradigme ud fra en meget
. kritisk holdning til, hvad der er vard at beskaftige sig med.




I den anden del af den normalvidenskabelige fase, der som na&nt be -
stdr af at systematisere forskningsresultate;qe, bliver Bour-

baki til. Bourbaki represenférer jo forskniﬁééns syntesefase,
hvor de opnééde forskningsreéultater behandiés og demonstrereg-
for dem der skal viderefgre paradigmet. Moderstrukturene og
mengdeteorien er byggestene, der kan sammensattes pd utallige
midder og fremstille de vasentligste forskningsresultater op-
ndet indenfor paradigmet. Fremstillingen rationaliseres ved

at generalisere og aksiomatisere.

Det naste,vi vil forsgge at wvurdere, er, hvilken betydning det
bourbakiske paradigme har haft for den generelle forsknings-
messige udvikling i dette &rhundrede.

Der er flere ting,der peger pd, at éléments de Mathé&matique
har veret attraktiv for en'del etablerede og kommende forske-~
re, fordi det pd en razkke omr8der har skabt orden i nogle ro-
dede forskningsresultater. Pracisionen i det sprog og de meto-
der Bourbaki benytter har varet med til at afklare indholdet
og rakkevidden af disse resultater. Med strukturerne kan man
desuden opdele et problem i nogle elementer, der kan analyse-
res hver for sig (se f.eks. opbygningen.af de reelle tal),
hvilket giver en vis begrebsafklaring.

Det er derimod vanskeligere at vurdere, om Bourbakis arbejde
helt konkret har varet en hjalp i forskningen,’'dvs. varet af-
ggrende for om nogle givne problemer har kunnet lgses. Vi har
ikke undersg¢gt dette, men vi kan sige noget om, hvilket forsk-
ningspraksis Bourbaki inviterer til.

Der md blive tale om en praksis, hvor paradigmet udforskes ved
at studere forskellige kombinationer af moderstrukturer (mul-
tiple strukturer og blandingsstrukturer). I dette studium bli-
ver der vide rammer for, hvordan aksiomerne kan benyttes

(svekkelse og skarpelse af aksiomssystemerg.

Et problem i denne forbindelse er, at Bourbaki ikke selv af-
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stikker grznser for, hvilke omrader indenfor paradigmet, der.

er de vasentligste. Bourbakisterne har selv en klar mening; om,

hvad der er vigtigst, men dette finder vi ikke. trader klart

.frém hos Bourbaki:, der nasten pr. definition’er‘ligeglad med,
hvordan hans arbejde inve; brugt.

Et andet probBlem er, at vilkarlig st:uktursammensatnihg og.
aksiommanipulation de facto ikke forhindrer forskerne i hur-
tigt at specialisere sié-og inviterer til at "mekgnisere" forsk-
ningsprocessen. Her bliver der igen en modsztning til Bourbaki-
sternes ¢gnske om universalitet hos forskerne og- betoning af in-
tuitionens vasentlige rolle. :

Til sidst vil vi fremhave, at vi finder, at det bourbakistiske
paradigme har et alvorligt begrundelsesproblem. Boufbakisternes
videnskabsopfattelse er udpraget internalistisk, det vil sige
de mener, at matematik er en autonom enhed, der bliver étyret/
bgr styres af forhold indenfor matematikken. Derfor f4r de van-
skeligheder med at'begrunde, hvorfor det er s& ngdvendigt at
udforske netop deres paradigme. Intérnalismen.sammen med forma-
lismen er med til at isolere matématikken fra omverdenen. Be-
grundelsen for at dyrke den rene matematik m& derfor sgges. i
matematikken»selv, men dette afstdr bourbakisterne fra at gg-
re - ikke mindst i éléments de Mathématique.~Lad os derfor
slutte med et citat af John von Neumann (1947/1974, p. 30),

der illustrerer en mere virkelighedsnazr matematikopfattelse:

"Das wesentlichste Merkmal der Mathematik ist
meiner Ansicht nach ihre ganz besondere Be-
ziehung zu den Naturwissenschaften oder,
allgemeiner ausgedriickt, zu jeder Wissen-
schaft, die die Erfahrung auf einer hdheren
Ebene als der rein beschreibenden interpre-
tiert".
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OVERSIGT OVER MATEMATIKERE M.F

A A

_ DER_ER_NEVNT I PROJEKTET.

" Navn

Eugenio
Emile- ‘
Marcel Emile
Egbert
Georg ~

Elie

Henri

C.G.

Claude
Claude

René&
George-William
Richard

Jean

Jean

.Jaques
Charles
Samuel

Pierre De
Adolf Abraham
Friedrich Gottlob
* Roger

- Alexandre

. Jacques

Paul Richard . -
Felix

Jaques

David

G.

Jean Louis
Thomas
' Serge

Henri Lé&on
Marius Sophus
Saunders

Charles Emile
Jules Henri
Lord A.B.
Pierre
Laurent
Jean-Pierre
Albert Thoralf
John Torrence
René

. Johann

. André

Alfred North
E.F.F.

Beltrami
Borel
Brelot
Brieskorn
Cantor
Cartan

- Cartan

Chabauty
Chevalley
Chevallier

" de Possel

de Rham

Dedekind

Delsarte
Denjoy
Dieudonné.
Diogenes
Diximier
Ehresmann
Eilenberg

- Euklid

Fermat
Fraenkel
Frege

. Godement

Grothendieck
Hadamard
Halmos'
Hausdorff
Herbrand

"Hilbert

Julia
Koszul
Kuhn
Lang

" Lebesque

Lie

Mac Lane
Montel
Picard
Poincaré
Russell
Samuel
Schwartz
Serre
Skolem
Tate
Thom

‘von Neumann

Weil
Whitehead
Zermelo

i

1924 -

" Periode

1835 - 1899
1871 - 1856
1903 -
Nutidig
1845 - 1918
1869 - 1961
1906 . -

Nutidig

1909 - 1984

Nutidig

1905 -

1903 -

1831 -~ 1916

Nutidig

1884 -

1906 -
-+323

Nutidig
1913 -
ca.+295
1601 - 1665
1891 ~ 1965
1848 - 1925
1921 -
Nutidig
1865 - 1963
1916 -
1868 -
1908 -
1862 -
Nutidig
1921. -
1922 -
1927 -
1875 ~-
1842 -
Nutidig
1876 -
1856 -
1854 -
1872 -
1921 -
1915 -
1926 -
1887 -
1925 -
1923 -
1903 -
1906 -
1861 -
1871 -

1942
1931
1943

1899

1941
1912
1970

1963

1957

1947
1953

1941

Nation .
Italien
Frankrig
Frankrig
Tyskland
Rusland/Tyskland
Frankrig
Frankrig
Frankrig
Frankrig
Frankrig
Frankrig

(?)

Tyskland
Frankrig

Frankrig
Grazkenland
Frankrig

Polen/USA ~
Alexandria
Frankrig
Tyskland
Tyskland

Holland
Frankrig

. Ungarn/USA
Tyskland
Frankrig
Tyskland
Frankrig

USA

USA

Frankrig
Norge/Tyskland

"USA

Frankrig
Frankrig
England -
- Frankrig
Frankrig
Frankrig
Norge
USA
Frankrig
Ungarn/USA
Frankrig
England
Tyskland
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ELEMENTS DE. MATHEMATIQUE, 1. del..

Les Structures. Fondamentales de. 1l'Analyse.

FORSTE TITEL

BOG BIND KAPITEL UDKOM
' ~ UDGAVE SOM NR. = -
I o= THEQRIE DES ENSEMBLES
1 1954 Descrﬁption de la mathématique 17
formelle
2 Théorie des ensembles
3 1956 Ensembles ordonnés, catainaux, - 20
o nombres entiers '
4 1957 Structures 22
- II ALGEBRE
- 1L 1942 ”Sﬁzuc;ures<algébriques i A
2 1948  Algdbre lindaire 6
3 1948 Algebrestensorielles, extérieures 7
et symétriques
4 1950 . Polyndmes et fractions rationelles 11
5 Corps commutatifs
6 1952 Groupes et corps ordonnés 14
7 Modules sur les anneaux principaux
8 1958 Modules et anneaux semi-simples 23
9 1959 Formes sesquilinéaires et formes 24
quadratues o
10 1980 Algébre homologique 19
III TOPOLOGIE GENERALE
1 1940 Structures topologiques 2
2 Structures uniformes
3 1942 Groupes topologiques 3
4 Nombres réels
5 1947 Groupes 3 un paramétre 5
6 Espaces numériques et espaces
projectifs
7 Les groupes additifs R"
8 Nombres complexes
9 1948 Utilisation des nombres réels en 8
topologie générale
10 1949 Espaces fonctionels 10
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1. del fortsat.

BOG BIND-- KAPITEL FQRSTE TITEL ' ' , " . UDKOM:
UDGAVE: SOM. NR..

I\} . FONCTIONS. D'UNE: VARIABLET REELLE.

1949. Dérivées- ‘ 9
Primitives et intégrales
Fohction5~élémentaires

1951 Equations.différentielles. - 12
Etude locale dgs'fonctioné »

N}
oM e W =

Développements: tayloriens généra-
lises. Formule sommatoire- d'Euler-
Maclaurin

7 La fonction gamma-

v ‘ ESPACES: ‘4VECTORIELS~-' TOPOLOGIQUE,SE
T 1 1953 - Espaces. vectoriels. topologiques . 15
' sur un corps valué
2 Ensembles . convexes.et espaces
_ localement: convexes '
2 . 3 1955  Espaces d'applications linéaires. 18
‘ continues. ) V
4 : La-dualité dans les: espaces vec-
toriels. topologiques
5 ' Espaces hilbertiens-

VI S INTEGRATION-
P 16 1952~ Inégalités. de .convexité. C13
Espaces de Riesz '
Mesures. sur les espaces locale-
‘ment compacts ‘

4: C ' Prolongement d'une mesure espaces
Lp 4
5 1956 Intégration des. mesures. 21.
6 1959  Intégration vectorielle- 25
i 1963 Mesure de Haar " 29
8 Convolution et représentations
5 9 1969 Intégration sur les. espaces topo-35

logiques séparés o

LN
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é. del.

BOG BIND KAPITEL FQRSTE TITEL

Ly

1960~

1972

1968

UDGAVE

GROUPES ET ALGEBRES DE LIE
Algébres de Lie

Algébres de Lie libres

Groupes de Lie

Groupes de Coxeter et systémes

de Tits -

Groupes engendfés par des réflex-
ions

Systémes de racines.

Sous~ algébres de Cartan, elements

regullers
‘Algebreside Lie semi-simples
déployées

8 ALGEBRES COMMUTATIVE
1 1 1961 Modules plats ’ 27
2 Localisation
2 3 1961 Graduations, filtrations, et 28
topologies
4 Idéaux premiers associds et
décomposition primaire
3 1964 Entiers ' 30
’ Valuations
4 1965 Diviseurs 31
9 THEORIES SPECTRALES
1 1 1967 Algébres normées 32
2 éroupes localement compacts
commutatifs
ELEMENTS DE MATHEMATIQUE, Fascicule de résultats
1 +:. § 1-8 1939 THEORIE_DES ENSEMBLES 1
2 1 §1-13 1953 TOPOLOGIE GENERALE 16
3 1 § 1-7 1955 ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES 19
4 “t: 0§ 1-7 1967 VARIETES 33
2 § 8-15 1971 VARIETES 36
1 1 1960 ELEMENTS D'HISTORIQUE DES MATHE-

MATIQUES
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1/78

-2/78

3/78

4/18

T TTUs)8

6/78

7/78

8/78

8/78

“TANKER OM EN PRAKSIS" - et matematikprojekt.

Projektrapport af AnneJensen, Lena Lindenskov, Ma-
rianne Kesselhahn og Nicolai anholt

Vejleder: Anders Madsen.

"OPTIMERING® - Menneskets forogede beherskelsesmu~ .
tigheder af natur og samfund.

Projektrapport af Tom J. Andersen, Tommy R. Ander-
sen, Gert Kreinoe og Peter H. Lassen.

Vejleder: Bernhelm Booss.

"OPGAVESAMLING", breddekursus i fysik.

Lasse Rasmussen, Aage Bonde Krzmmer, Jens Hojgaard
Jensen.

"TRE ESSAYS" - om matematikundervisning, matematik-
lzreruddanneisen og videnskabsrindalismen.

Mogens Niss.

““BIBLIOGRAFISK VEJLEDNING i1 studiet af DEN MO- )

DERNE FYSIKS HISTORIE".
Helge Kragh.

"NOGLE ARTIKLER OG DEBATINDLEG OM - lzreruddannel-
se og undervisning i fysik, og - de naturvidenskabe-
1ige fags situation efter studenteroproret”.

Karin Beyer, Jens Hoigaard Jensen og Bent C. Jor-
gensen.

"MATEMATIKKENS FORHOLD TIL SAMFUNDSOKONOMIEN®.
B.V. Gnedenko.

“DYNAMIK G DIAGRAMMER®, Introduktion til
energy-bond-graph formalismen.
Peder Voetmann Christiansen.

“OM PRAKSIS' INDFLYDELSE PA MATEMATIKKENS UDVIK-
LING". - Motiver til Kepler's:"Nova Stereometria
Doliorum Vinarioum*,

Projektrapport af Lasse Rasmussen.
Vejleder: Anders Madsen.

Nr.

Nr.

Nr.

Nr.

3 er a jour fort i marts 1984

4 er p.t. udglet.

5 erp. t. du—agaiet.

7 er udgdet.

10/79

1w

12/79

147

“TERMODYNAMIK I GYMNASIET".

Projektrapport af Jan Christensen og Jeanne Mor-
tensen.

Vejledere: Karin Beyer og Peder Voetmann Christi-
ansen,

“STATISTISKE MATERIALER®
red. Jorgen Larsen

"LINEARE DIFFERENTIALLIGNINGER 0G DIFFERENTIALLIG-
NINGSSYSTEMER" .

Mogens Brun Heefelt

“CAVENDISH'S FORSOG I GYMNASIET™.
Projektrapport af Gert Kreinoe.
Vejleder: Albert Chr. Paulsen

Nr.

12 er udgdet




14/79

15/79 .

16/79

17779

18/79

“19/79

20/79

21/79

2279

23/79
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"BOOKS ABOUT MATHEMATICS: History, Philosophy, Edu-- Nr. 14 er p.t. udglet.
cation, Models, System Theory, and Works of ~
Reference etc. A Bibliography".

Else Hayrup.

'STRUKTUREL STABILITET 0G KATASTROFER i systemer i
og udenfor termodynamisk 1ligevegt”.

Specialeopgave af Leif S. Striegler.
Vejleder: Peder Vongann Christiansen.

“STATISTIK I KRAFTFORSKNINGEN".
Projektrapport af Michael Olsen og Jern Jensen.
VeJ]eder Jorgen Larsen.

'

"AT SPORGE 0G AT SVARE i fysikundervisningen".

-Albert Christian Paulsen.

"MATHEMATICS AND THE REAL WORLD“, Proceedings of an
International Workshop, Roskilde University Centre,
Denmark, 1978. Preprint.

Bernhelm Booss & Mogens Niss {eds.).

*GEOMETRI, SKOLE-0G VIRKELIGHED®. -

Projektrapport af Tom J. Andersen *Tommy . R Andersen
og Per H.H. Larsen.

Vejleder: Mogens Niss.

"STATISTISKE MODELLER TIL BESTEMMELSE AF SIKRE DOSER
FOR CARCINOGENE STQFFER".

Projektrapport af Michael Olsen og Jern ‘Jensen.
Vejleder: Jorgen Larsen.

SKONTROL I GYMNASIET - FORMAL OG KONSEKVENSER“

\Projektrapport af Crilles Bacher, ‘Per S. Jensen, Pre-
.ben" Jensen og Torben Nysteen.

“SEMIQTIK 0G SVSTEMEGENSKABER (|)"
1-port line@rt response 09 stej 3 fys1kken

Peder Voetmann Christiansen.

SON THE HISTORY OF EARLY WAVE MECHANICS - with special
emphasis on the role of realitivity".

24/80
atb

25/80

26/.80
27/80

28./ 80

“MATEMATIKOPFATTELSER HOS -2.G'ERE".
1. En analyse. 2. Interviewmateriale.

Projektrapport af Jan Chrlstensen og Knud Lind-
hardt Rasmussen.

Wejleder: Mogens Niss.

_“EKSAMENSOPGAVER", Oybdemodulet/fysik 1974-79.

“OM MATEMATISKE MODELLER".
‘En projektrapport .og to artikler.

WJens Hojgaard Jen'sen m.f1.

"METHODOLOGY AND PHILOSOPHY OF SCIENCE IN PAUL
{DIRAC's PHYSICS™.

Helge Kragh.

< "DIELEKTRISK RELAXATION - et forslag til en ny model

bygget pd vaskernes viscoelastiske egenskaber”.
Projektrapport, speciale i fysik, af Gert krainoc.
Vejleder: Niels Boye Olsen. i

:Nr. 24 a+b er.p.t. udgdet.




29/80

*ODIN - undervisningsmateriale til et kursus i
differential itigningsmodeller®.

Projektrapport af Tommy R. Andersen, Per H.H. larsen
og Peter .H. Lassen,

Vejleder: Mogens Brun Heefelt

30/80 "FUSIONSENERGIEN - -.- ATOMSAMFUNDETS ENDESTATION®.
Qluf Danielsen.

31/80 “YIDENSKABSTEORETISKE PROBLEMER VED UNDERVISNINGSSY-
STEMER BASERET PA MENGDELARE".

Projektrapport af Troels Lange og Jorgen Karrebzk.
Vejleder: Stig Andur Pedersen.

32/80 "POLYMERE STOFFERS VISCOELASTISKE EGENSKABER - BELYST
VED HJELP AF MEKANISKE IMPEDANSMALINGER 0G MDSSBAUER-
EFFEKTMALINGER".

Projektrapport, speciale i fysik, af Crilles Bacher og.
Preben Jensen.

Vejledere: Niels Boye Olsen og Peder Voetmann Chri-
stiansen. - .

"KONSTITUERING AF FAG INDEN FOR TEKNISK-NATURVIDENSKA-
BELIGE UDDANNELSER. I-II",

"t T~ ~Arne Jakobsen.

33/80

34/80 “ENVIRONMENTAL IMPACT OF WIND ENERGY UTILIZATION".
ENERGY SERTES NO.1.

Bent Sorensen.

35/80 "HISTORISKE STUDIER I DEN NYERE ATOMFYSIKS UDVIKLING".
Helge Kragh.

36/80 "HVAD ER MENINGEN MED MATEMATIKUNDERVISNINGEN ?*.
Fire artikier.
Mogens Niss.
37/80 °“RENEWABLE ENERGY AND ENERGY STORAGE®.
ENERGY SERIES NO.2.
Bent Sorensen.

Nr.: 30 -er udgdet.

Udkommer medic 1982 p& Fysik-, Matematik- og Kemilerer-
nes fortag.

Nr. 31 er p.t. ud§3et

Nr. 34 er udglet.

Publ. i "Renewable Sources of Energy and the Environment®,
Tycooli International Press, Dublin, 1981.

38/81 “TIL EN HISTORIETEORI OM NATURERKENDELSE, TEKNOLOGI
0G SAMFUND®.
Projektrapport af Erik Gade, Hans Hedal, Henrik Lau
09 Finn Physant.

Vejledere: Stig Andur Pedersen, Helge Kragh og
Ib Thiersen.

39/81 *TIL KRITIKKEN AF VEKSTOKONOMIEN".

Jens Hojgaard Jensen.

40/81 “TELEKOMMUNIKATION T DANMARK - oplag til en teknolo-
givurdering",
Projektrapport af Arne Jorgensen, Bruno Petersen og
Jan Vedde.
Vejleder: Per Nergaard.

41/81 "PLANNING AND POLICY CONSIDERATIONS RELATED TO THE

INTRODUCTION OF RENEWABLE ENERGY SOURCES INTO ENERGY
SUPPLY SYSTEMS®.

ENERGY SERIES NO.3.
Bent Serensen.

Nr. 38 er p.t. udgdet

Nr. 40 er p.t. udglet




42/81

43/81

44/81.
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"VIDENSKAB TEORI SAMFUND - En introduktion til
materialistiske videnskabsopfattelser".

Helge Kragh og Stig Andur Pedersen: ~

1. "COMPARATIVE RISK ASSESSMENT OF TOTAL.ENERGY
SYSTEMS",

2. "ADVANTAGES AND DISADVANTAGES OF DECENTRALIZATION“.
ENERGY SERIES NO.4.
Bent Sorensen.

"HISTORISK UNDERSOGELSE AF.DE. EKSPERIMENTELLE FORUDSAT-
NINGER FOR RUTHERFORDS ATOMMODEL".

Projektrapport af Niels Thor N1elsen
Vejleder: Bent C. Jorgensen.

45/82

46/82
©OI+I1

47/82

48/82

49/82

-. 50/82

51/82

52/82

53/82

54/82

“EKSEMPLARISK UNDERVISNING 0G FYSISK ERKENDELSE -
ILLUSTRERET VED TO EKSEMPLER".

Projektrapport af Torben 0. Olsen, Lasse Rasmussen og
Niels Dreyer Serensen.

vejleder: Bent C. Jargensen.

"BARSEBACK 0G DET VARST OFFICIELT-TANKELIGE UHELD“
ENERGY SERIES NO.5.
Bent Serénsen.

“EN UNDERSOGELSE AF MATEMATIKUNDERVISNINGEN PA AD- - . -———

GANGSKURSUS TIL KOBENHAVNS TEKNTKUM".

Projéktrapport af Lis Eilertzen, Jorgen Karrébak,
Troels Lange, Preben Norregaard, Lissi Pedersen, Laust °
Rishaj, Lil1 Ren, Isac Showiki.

vejleder: .Mogens Niss.

“ANALYSE AF MULTISPEKTRALE SATELLITBILLEDER".
Projektrapport af Preben Nerregaard.
Vejledere: Jorgen Larsén & Rasmus Ole Rasmussen.

"HERSLEV - MULIGHEDER FOR VEDVARENDE ENERGI I EN
LANDSBY". ENERGY SERIES NO.6.

Rapport .af Bent Christensen, Bent Hove Jensen, ‘Dennis
8. Moller, Bjarne Laursen Bjarne L11'Iethorup og Ja-
cob Merch Pedersen.

Vejléder: Bent Sorensen.

“HVAD KAN DER GORES FOR AT AFHJKLPE PIGERS BLOKERING
OVERFOR MATEMATIK?"

Projektrapport af Lis Ei'lertzen, Lissi Pedersen. iy
Ron 0g Susanne Stender.

“DESUSPENSION OF SPLITTING ELLIPTIC SYMBOLS"
gernhelm Booss & Krzysztof Wojciechowski.

“THE CONSTITUTION OF SUBJECTS IN ENGINEERING
EDUCATION" .

‘Arne Jakobsen & Stig Andur Pedersen,

“FUTURES RESEARCH" - A Ph\losophwal Analysis of Its
Subiect-Matter and Methods.

Stig Andur Pedersen & Johannes Witt-Hansen.
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‘Litteratur pd Roskilde - Vedr. tekst ar. 55/82: - -
==~ - Se 0gsd tekst 62/83. - - o

55/82 “"MATEMATISKE MODELLER™
Universitetsbibliotek.

En bibliografi.
Else Heyrup.

56/82 "EN - TO - MANGE" - .
En undersogelse af matematisk gkologi.

Projektrapport af Troels Lange.
Vejleder: Anders Madsen,

57/83 “ASPECT EKSPERIMENTET" - - Nr. 57 er udgdet.
- Skjulte variable i kvantemekanikken?

Projektrapport af Tom Juul Andersen.
Vejleder: Peder Voetmann Christiansen.

©8/83 "MATEMATISKE VANDRINGER" - Modelbetragtninger
over spredning af dyr mellem smdbiotoper i
agerlandet. -

Projektrappurt-af Per Hammershgj Jensen &
Lene Vagn Rasmussen.

Vejleder: Jorgen Larsen.

$9/83 “THE METHODOLOGY OF ENERGY PLANNING".
ENERGY SERIES NO. 7. = B : i e ——
Bent Serensen.

60/83 “MATEMATISK MODEKSPERTISE" - et eksempel.

Projektrapport af Erik 0. Gade, Jorgen Karrebxk og
Preben Norregaard.

Vejleder: Anders Madsen:

61/83 “FYSIKS IDEOLOGISKE FUNKTION®, som et eksempel pi
en naturvidenskab - historisk set. -

Projektrapport af Annette Post Nielsen,

Vejledere: Jens Hoyrup, Jens Hojgaard Jensen og
Jorgen Vogelius.

62/83 “MATEMATISKE MODELLER" - Litteratur pd Roskilde
Universitetsbibliotek.

En bibliografi. 2, rev. udgave
Else Hoyrup

63/83 "CREATING ENERGY FUTURES: A SHORT GUIDE 10
ENERGY PLANNING",

ENERGY SERIES No. 8
David Crossley & Bent Sorensen

64/_83 “VON MATHEMATIK UND KRIEG.
Bernhelm Booss o9 Jens -Hayrup

65/83 “ANVENDT MATEMATIK - TEORI ELLER PRAKSIS®.

Projektrapport af Per Hedegdrd Andersen, Kirsten
Habekost, Carsten Holst-Jensen, Annelise von Moos,
Else Marie Pedersen, £rling Moller Pedersen.

Vejledere: Bernhelm Booss & Klaus Griinbaum

66/83 “MATEMATISKE MODELLER FOR PERIODISK SELEKTION §
ESCHERICHIA COLI™.

Projektrapport af Hanne Lisbet Andersen, Ole
Richard Jensen og Klavs Frisdahl.

Vejledere: Jorgen Larsen og Anders Hede Madsen




67/83

68/83

69/83

70/83

71/83

72/83

73/83

"ELIPSO]DE METODEN - EN'NY METODE TIL LXNEER

.. PROGRAMMERING?"

?roJektrapport af Lone Biilmann og Lars Boye
Vejleder: Mogens Brun Heefelt .
"STOKASTISKE MODELLER I POPULATIONSGENETIK"

= i1 kritikken af teoriladéde-modeller.

Projektrapport af Lise Odgérd Gade, Susanne Han-
sen, Michael Hviid, Frank Malgard Olsen.

Vejleder: Jorgen Larsen.

"ELEVFORUDS&.TNiNGER 1 FYSIK”
- en test i 1.9 med kommentarer

Albert Chr. Paulsen

S INDLARINGS- 0G FORMIDLINGSPROBLEMER 1 MATEMA-
TIK PA VOKSENUNDERVISNINGSNIVEAU"

Projektrapport af Hanne Lisbet Andersen, Tor-
ben J. Andreasen, Svend Age Houmann, HeHe
Glerup Jensen, Keld F1. Nielsen, Lene Vagn
Rasmussen.

Vejleder: Klaus Grinbaum & Anders H. Madsen

"PIGER OG FYSIK"
- et problem og en udfordring for skolen?

Karin Beyer, Sussanne Blegaa, Birthe 0lsen,

. Jette Reich & Mette Vedelsby

“VERDEN [FOLGE PEIRCE" - to metafysiske
essays, om og af C.S. Peirce, -

Peder Voetmann Christiansen

“EN ENERGIANALYSE AF LANDBRUG"
- okologisk contra traditionelt
ENERGY SERIES No. 9

Specialeopgave i fysik af
Bent Hove Jensen

Vejleder: -Bent Serensen
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74/84

75/84

76/84

77/84

"MINIATURISERING AF MIKROELEKTRONIK" - om vi-
denskabeliggjort teknologi og nytten af at
lare fysik

Projektrapport af Bodil Harder og Linda Szko-
tak Jensen.

'VeJledere Jens Hojgaard Jensen og Bent C.

Jargensen

“MATEMATIKUNDERVISNINGEN I FREMTIDENS GYMNASIUNY -
- Case: Line®r programmering

Projektrapport af Morten Blomhoj, Klavs Fris-
dahl, Frank Malgaard Olsen

Vej]ede're: Mogens Brun Heefélt & Jens ijrneboe
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