"TEKST NR 430 2004

OPGAVESAMLING

i matematik

1990-2004

140. 75
AVESAMLING [

TEKSTER fra “““""“““‘“!‘ﬂﬂ“!‘L

STUDIERABAT-10%

H M F U F ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
' INSTITUT FOR STUDIET AF MATEMATIK OG FYSIK SAMT DERES

FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER



IMFUFA, RUC, Postbox 260, 4000 Roskilde, Danmark
TIf. 46742263, Fax 46743020, e-mail: imfufa @ruc.dk
“Opgavesamling i matematik”

Eksamensopgaver fra perioden 1990 - januar 2004

IMFUFA-tekst nr. 430/2004, 210 sider, ISSN 0106-6242

Nzrverende opgavesamling indeholder de opgaver, der har veeret stillet ved skriftlige
eksaminer pa RUCs overbygningsuddannelse i matematik i perioden 1990-2004.
Perioden har vaeret preget af en del ®ndringer i studicordningen, saledes har kurset i
linezr algebra skiftet navn fra E2 til E1, og pensum er blevet @ndret sa det nu ogsa
omfatter anden algebra.

Kurset 1 matematisk analyse, som tidligere var et to-semesterskursus (E3), er blevet
delt, saledes at fgrste semester nu hedder E2, mens andet semester hedder E3.
Endelig er alle skriftlige prgver i dag tre-dage + en weekends prgver, som efterflges
af en mundtlig prgve.




Linezr algebra




SKRIFTLIG 4-timers opgave i matematik modul 2 EMNEKREDSEN linear algebra. (gl. ordn.

Udleveres den 17. januar 1990 kl. 10.00.

Afleveres den 17. januar 1990 kl. 14.00.

ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT.




] rummet, forsynet med et sadvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet tire punkter:

A=(1,8,-1)
B =(1,5,~2)
C =(3,-5,1)
"D =(2,2,0)

Bestemn en parameterfremstilling for den linje m, som gar genném D, er parallel med planen bestemt
af A,.B og C og er vinkelret pa linjen gennem A og D.

Bestem det punkt E p3 m som har mindst afstand til B.

Bestem volumen af det af A,B,D og F bestemte tetraeder.

OPGAVE 2
Den lineare afbildning f af R2 ind i sig selv er givet ved formlen f(z) = Az, hveor

2 1
4= (1 2)
Bestem en ny basis. (uy, uy) siledes at f i forhold til denne er bestemt ved en diagonalmatrix, og angiv
den matrix F , for hvilken det gaelder, at Fz er koordinatszettet for z mht den nye basis. )

Visat f* (= fofo---of)iforhold til den oprindelige basis er givet ved matricen

1/3"+1 3"-1

2\3*~1 3"+1

Hertil kan med fordel benyttes den nye basis og dennes sammenhang med den gamle, men et (korrekt)
induktionsbevis vil ogsa blive accepteret. -

OPGAVE 3

Bestern de vardier af s for hvilke matricen

1 s. 4
A= s 1 s
0 0 s-3;

har en egenvaerdi med den algebraiske multiplicitet 2 og angiv for hver af disse vaerdier den geometriske
multiplicitet.
Angiv en vardi af s for hvilken det ikke er muligt at dlagolnallsere A

OPGAVE 4
Lad U og V vaere henholdsvis nulrum og billedrum for den linezere afbildning

) + Zo — T3
2z9 — x4 R
521 + Jzg — bxg + 24
2z, + 429 — 223 — x4

R4 3 (zl:z2: z3, 34) -

Angiv parameterfremstillinger for U,V og U N V.
Bestem et linezrt uafthaengigt sat af vektorer i R*, der som delsat har baser for U,V og U N V.




SYGEEKSAMEN.

SKRIFTLIG 4-timers opgave i matematik modul 1 EMNEKREDSEN E2. (ny ordn.)

Udleveres den 26. februar 1990 kl. 10.00

Afleveres den 26. februar 19920 k%. 14.00.

ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT.




OPGAVE 1

| rummet, forsynet med et sadvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet fire punkter

A=(5,-1,-1)
B =(3,0,0)
C=(3,4,2)
D =(3,6,0)

Bestern parameterfremstillinger for den linje m1, som gar gennem A og B, og for den linje ms , som
gar gennem C og D. .

Bestem ligningen for den plan 7, som er parallel med bide m; og m3 og desuden ligger lige langt fra
dem begge. Angiv en parameterfremstilling for den linje m3, som er vinkelret pa de to linjer og skaerer

dem begge.
OPGAVE 2
Bestem maengden af relle tal a for hvilke matricen
01 1 0
{1 0 0 a
4=11 o 0 —a
01 -1 0

er regulzer og find for disse vaerdier dens inverse matrix.




LINEAR Al GFBRA 26 FEBRUAR 1990

OPGAVE 3 '
Vis at det for alle veerdier af a gzlder at matricen

a?—1 2(1-a) 2(1+a)
A= (2(a+1) a2-1" 2(1—a))_
21-a) 2l+a) a2-1

har egenvaerdien a 4 3 og bestem det hertil hgrende egenrum .
Lad f veere den til A hgrende line=re afbildning.
Vis at f i forhold til fglgende basis:

((1’ 1’ 1)7 (1’ —1; O)x (1» 1) "2))

har fglgende matrix

a?+3 0 0
B= 0 a?2-3 —6a

0 %¢ a?-3

Vis at A har de to egenvaerdier (a® — 3) & (2v/3a);.
Kan A diagonaliseres for alle reelle vardier af a?

(Ogsa i det tilfelde, hvor du har valgt kun at besvare ovenstiende spgrgsmal for udvalgte vaerdier af
a, kan der gives nogle point for opgaven).

OPGAVE 4
Lad U og V vaere henholdsvis nulrum og billedrum for den linezere afbildning

z1 — 2z3+ z3 — 224
—5232 - 524
31—222+z3—224 ER4
5272 + 5:c4

R*3 (21,22, 23,24)

Angiv ortogonale baser bade for U og V og vis at disse underrum er indbyrdes ortogonale.




Skriftlig 4~timers -opgave i matematik modul 1

EMNEKREDSEN E:2 Linezre strukturer fra algebra og analyse

Udleveres den 8. juni 1990 k1. 10.00

-

Afleveres den 8. juni 1990 kl. 14.00

ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT.

(ny ordning)




OPGAVE 1

| rummet, forsynet med et szdvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet tre punkter

A=(~1,5,—4)
B =(~1,-4,5)
C =(~4,5,1)

samt vektoren
v=1(-3,3,0)

Lad m; vaere linjen gennem A og B.
Lad mg vaere linjen gennem C med retningsvektoren v.

Lad mg vaere linjen givet ved ligningerne

z+3y+z=-2
z+by+z=—-4

Vis at de tre linjer ligger i samme plan og angiv en ligning for denne.
Vis at linjernes indbyrdes skeringspunkter danner hjgrnerne i en ligesidet trekant og bestem dennes
areal.

OPGAVE 2
Lad M vzere Igsningsmaengden til ligningsystemet

221 + Zo 4+ 43 +3z4=0
i+ +2e3424=0
21 — 229+ 423+ 624 =0

og lad N, vaere Igsningsmangden til ligningsysfemet

-2z, + 1129 — 1023 + 1124 =0
(2—2¢)z1 + (3 +4a)zz + (-4 — 3a)z3+ (3 +4a)zs =0

Vis at M D N2 for alle a og bestem en vaerdi af g, for hvilken M # N,.




LINFAFR Al GEBRA 8 NI 1990

OPGAVE 3

Der er givet matricen
0 0 0 4

0 01 0

A4=lo 10 0
1 000

Vis at A har det karékferistiske polynomium
(2 —4y?

Lad f vaere den til A hgrende lineaere afbildning.

Bestem en ny basis siledes at f i forhold til denne er bestemt ved en diagonalmatirix.

Angiv koordinatskiftematricer for overgang fra nye til gamle og fra gamle til nye koordinater.
Vis at f er invertibel og angiv en matrix for f~! i forhold til bide gammel og ny basis.

OPGAVE 4
Lad den lineare afbildning f vaere givet ved matricen
0 2 ¢ 4
3 3 1 1
3 1 1 -3
3 -1 1 -7

Angiv et ligningssystem for billedrummet for f.
Angiv en linezr afbildning g, hvis nulrum er billedrummet for f.




Skriftlig 4-timers opgave i matematik modul 1

EMNEKREDSEN E:2 Line®re strukturer fra algebra og analyse <(ny ordning)

Udleveres den l4. september 1990, kl. 10.00

Afleveres den 14. september 1990, kl. 14.00

ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT




- 1INFAR ALGFBRA 14 SEPTFMBER 1990

OPGAVE 1

| rummet, forsynet med et éaedvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet fire punkter
A=(2,1,-1)

B =(3,-1,1)

C =(3,1,-3)

D =(4,2,2)

E betegner projektionen af D pa den plan 7y, som gar gennem A,B og C, mens F' er midtpunktet af
DE.

Bestem en ligning for den plan w5, som er parallel med 7, og gar gennem F'.

Bestem volumen af den del af tetraederet bestemt af 4,B,C og D, som ligger pd samme side af
som D). ‘

OPGAVE 2 :
Vis at sattet af vektorer (by, b2, b3) udger en basis for RS, idet

b1 = (1,0,1)
bg = (0,1,0)
bs = (2,0,3)

Den linezere afbildning f af R ind i sig selv er bestemt ved at der gaelder

Fby) = by + by
f(b2) = bs+ by
F(b3) = by + by

Beste'm matricen for f i forhold til standardbasen.

10 -




AUNEER Al GFBRA 14 SEPTEMBER 1990

OPGAVE 3
Vis at matricen
-4 0 3 0
1 18 5 ~6 -6
A= -18 0 11 ©

9 3 -3 —4
har det karakteristiske polynomium
(A+1)(2 - 2)*(A - 5)

og benyt dette til at bevise, at den ikke kan diagonaliseres.

OPGAVE 4
Vis, at der i nulrummet for den linezere afbildning afbildning

Z14+T9— 23 2
R%*> (21,22,23,x4) — (23:2 —z3 +2z4> €R

. ikke findes nogen Igsning til ligningssystemet

i T2y + 925 + 10z3 = 66
4z + 4r9 + bzg — T4 = 32

Foretag en zendring af en af hgjresiderne i ligningssystmet, s3 den fremsatte pastand ikke laengere er
sand. :

11




Skriftlig 4-timers eksamensopgave i1 matematik modul 1+2 (ny ordning)

EMNEKREDSEN E2: Lineare strukturer fra algebra og analyse.

Udleveres den 16. januar 1991 kl. 10.00
Afleveres den 16. januar 1991 kl. 14.00

ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT.




£2 16 JANUAR 1991

OPGAVE 1
| rummet, forsynet med et sadvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet fem punkter
A =(0,2,0)
B =(1,4,3)
c=(1,1,1)
D =(3,0,1)
E =(6,0,0)

Vis at linjen I gennem A og B stér vinkelret pa planen 7 gennem C,D og E, og at de to punkter ligger
pa hver sin side af planen.

Bestem volumen af den figur, som er foreningsmaengde af de to tetraedre med CDE som grundflade
og henholdsvis A og B som toppunkt.

OPGAVE 2
Vis at matricen
0 2 10
-1 3 10
A= 60 0 2 1
0 0 0 2

har en egenvaerdi Ay med den algebraiske multiplicitet 3.
Lad B betegne matricen A — Ao E, hvor E betegner enhedsnmatricen.

Bestem nulrummene U og Us for henhodsvis B? og B? og bestem en basis (by, b2, b3) for Us, siledes
at (b1, ba) er en basis for Us. .

Angiv Jordans normalform for A.

OPGAVE 3
Bestem for enhver reel vaerdi af k en ortonormal basis bestaende af egenvektorer for matricen

00 0 k
{00 ko0
A=10 & 0 0

k0 00

Kan dette ogsa lade sig ggre for k =1 ?

OPGAVE 4
For ethvert z = (2, Z2,23,Z4,%s,Zs) € RS lader vi A, betegne matricen

0 =z z3 z3
21 0 z4 z3
25 x4 0 =2¢
I3z Ty Tg 0

For ethvert k € R betegner vi med M} maengden af de szt z for hvilke Az har (1,1, 1,1) som egenvektor
med egenveerdien k. '

Bestem et system af ligninger og en parameterfremstilling for M.

Vis ved hjeelp heraf, at en symmetrisk matrix med nuller i diagonalen har (1,1,1,1) som egenvektor,
hvis og kun hvis matricen ogsa er symmetrisk om den modsatte diagonal.

13



Skriftlig 4-timers opgave i matematik modul 1

Udleveres den 17. juni 1991 kl. 10.00
Afleveres den 17. juni 1991 kl. 14.00

Alle hjzlpemidler m& benyttes.

De studerende md ved prevens afslutning kl.

14

14.00 beholde

opgaveformuleringen.



E2 17 IUNI 1991

OPGAVE 1
| rummet, forsynet med et saedvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet tre punkter

A=(4,2,0) .
B =(0,2,1)
C =(0,-1,2)

Lad linjen I g& gennem (0,0,0) og (1,1,1), og lad punktet D vaere det punkt pa I,som har afstanden
Ylg fra planen m gennem A,B og C og ligger p3 samme side af 7 som (0,0, 0).
Bestem projektionen E af D pd 7 og volumen af tetraederet ABCD.

Lad M vzere matricen

3 -4 0
A=1|4 3 0
0 0 5

og lad f vaere den tilhgrende linezere afbildning opfattet som en transformation af rummet. For ethvert
punkt P lader vi Py betegne det punkt, som fremkommer ved transformation af P.

Beregn volumen af Ay B;Cy Dy, og vis at E; er projektionen af Dy pa m; (billedet af w ved f)

OPGAVE 2
Lad A betegne matricen

a1l 0
A=1]1 b 1
01 ¢

hvor (a, b,c) er et sat af komplekse tal, hvorom det gaelder at (1,1,1) er en egenvektor for A.

Find samtlige egenvaerdier for A.
Afggr hvornar A er reguleer, og vis at nulrummet i modsat fald har dimensionen 1.

Begrund at enhver basis bestiende af egenvektorer er ortogonal, hvis a.b og c er reelle.

15



E2 17 JUNI 1991

OPGAVE 3
De to matricer V og U er givet ved
/0 1 0 0
0 01 0
V= 0 0 0 1
\O 0 0 0
01 11
0 011
U= 6 00 1
0 000
Bevis at

U=V+Vit+v?
Ut=vt=0
vv=vUu=U-V
Vi sastter

Vis at
ATt=B_,

Vis at det for alle reelle ¢ # 0 gelder, at A; er Jordans normalform for B; og bestem en matrix S, s3
at

By = S;AS;!

OPGAVE 4

Lad A vzre matricen
1 2 3 4 5
5 4 3 2 1
og lad f og g veere de linezre afbildninger svarende til henholdsvis A og AT.

Bestem ortogonale baser for nulrummet for f og for billedrummet for g.

Vis at disse to baser tilsammen udggr en ortogonal basis for R®

16




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Matematik modul 1,2 og 3 ny ordning
Skriftlig eksamen i emnekredsen E2:

Lineare strukturer fra algebra og analyse

afholdes

torsdag, den 16. januar 1992, kl. 10.00 - 14.00.

Der stilles fire opgaver, som alle skal besvares.

Alle hj=zlpemidler er tilladte.

17



Opgave 1. De linezre afbildninger f,g: R? -> R% er i en passende
valgt basis givet ved matricerne

2 -1 =2 '3 2

4 7 5 -10 0 1
-3 -5 -6 8 4 5 3
3 -6 3 6 1 0

-1 -1
Vis, at B(f) = N(g) og at B(g) n N(f) = {0}, og bestem

B(gf) og B(fg).

Opgave 2. Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
" differentiable funktioner, defineres for alle reelle
talpar (a,b) en linezre operator L: C® -> c® ved
Lf = (D3 + ab + bDO)E.
Fastlag talparret (a,b), saledes at funktionen
B: t —> e tecos2t
tilhe¢rer nulrummet for L.

Bestem derpa en basis for nulrummet, samt en basis for

egenrummet svarende til egenverdien -10.

Opgave 3. Vis, at matricen

-4 -1 2
1 -2 -1
A=}l o0 -2 1

vil have det karakteristiske polynomium
P(k) = (b + 4) (s + 2)3,

og vis tillige, at egenrummet svarende til egenvardien




Opgave 4

-2 vil have dimension 2.

Foretag derpa et basisskifte, sdledes at matricen A vil

transformere til en jordanmatrix, og benyt fx dette til

at bestemme lgsningen til differentialligningssystemet
£'(t) = Af(t), hvor £(0) = (0,1,2,0)%.

P5[-1,1] er vektorrummet bestdende af alle reelle poly-

nomier af hejst 3. grad givet pa intervallet [-1,1].
Pa dette rum defineres det indre produkt

<p,q> = jllp(t)q<t)dt.

Fastlag en ortogonal basis for underrummet
Q = { peP3 | P(1) = 0 A pP(-1) =0 ).

Beskriv dernazst de polynomier, der tilherer QL (det
ortogonale komplement til Q) og vis, at polynomierne

a(t) = 5t2 - 1 , B(t) = 7t3 - 3t
er en ortogonal basis for Ql.

De ortogonale baser i Q og Q! valges nu som basis for
P;. Bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet

p(t) = t2 + 3.

19



ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i emnekredsen

Lineare strukturer fra algebra og analyse E2

afholdes

fredag, den 12. juni 1992, kl. 09.30 - 13.30.

Der stilles fire opgaver, som alle skal besvares.

Alle hjzlpemidler er tilladte.

20




Opgave 1

Opgave 2

Lad U og V vere nulrum og billedrum for den linezre af-
bildning f: RY -> R4, der er fastlagt ved matricen

Angiv en parameterfremstilling for hvert af rummene
U, VogUnYV, og fastlag endelig billedrummet for af-

bildningen f2

-

P;[-1,1] er vektorrummet bestdende af alle reelle poly-
nomier af hejst 2. grad givet pa intervallet [-1,1].
P4 dette rum defineres det indre produkt

<p,g> = Jllp(t)q(t)dt-

Med Q betegnes det underrum, der udspzndes af polynomi-

erne
a(t) =t + 1 , B(t) = t2 - t.

Vis, at {( a , B )} er en ortogonal basis for Q.

Bestem derpa en basis for det ortogonale komplement til
1
Q - kaldet Q .

Man valger nu disse baser for Q og Q'L som basis for hele
P,, og bestem i denne basis koefficienterne for polyno-

niet
p(t) = t2 - 3.

(opgavesattet fortsattes)

21



Opgave 3

Opgave 4

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres en linezr operator

L: C®° -> C® ved
Lg = (D3 - 3D + 2D0)g.
Fastlzg en basis for nulrummet for L.

Funktionen a: t -> te”t tilherer et egenrum for L.

Bestem den tilherende egenvardi samt en basis for egen-

rumnmet.

Den linezre afbildning F: R? -> R% er i den sadvanlige

basis givet ved matricen

w
o
(o]
=

Vis, at afbildningen F vil have det karakteristiske

polynomium
P(u) = (B - 4)2(u +2)2

og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.

Fastlag endelig en basis i R4, sdledes at den til F sva-
rende matrix i denne basis vil vare pa Jordans normal-

form.

22



ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER ERSTATNINGSEKSAMEN

Skriftlig eksamen i emnekredsen

LINEARE STRUKTURER FRA ALGEBRA OG ANALYSE - E2

afholdes
mandag den 7. september 1992 kl. 9.30 til 13.30

Der stilles fire opgaver, som alle skal besvares.

Alle hjzlpemidler er tilladt.

23



F2 7 SFPTEMBER 1992

OPGAVE 1

| rummet, forsynet med et szdvanligt retvinklet kéordinatsystem, er der givet fire punkter

A =(2v2,—V2,-V2)

B =(0,v2,-V?) '
C =(v2,-v2,0)

D =(2v2,2 - V2, -2V2)

Angiv en parameterfremstilling for den linje I, som er bestemt ved at den
o ligger i planen gennem A, B og C
e er parallel med linjen gennem B og C
e deler trekant ABC i to omrader med samme areal.

Angiv en ligning for den plan 7, som gir gennem [ og D.

Bestemn voluminet for det tetraeder, som er det ene af de to legemer, som tetraederet ABCD deles i
ved . :

OPGAVE 2

Den lineare afbildning F' : R3 — R3 er i den sadvanlige basis givet ved matricen

1 1 —4 8
-4 7 4

Vis at A er ortogonal. .
Vis at A3 = E, hvor E er enhedsmatricen.
Bestem egenvaerdierne for F. Det er tilladt at benytte svarene p3 de foregdende spgrgsmal.

Netop en af egenvaerdierne Ay er reel.

Bestem en ortogonal basis for R3, som indeholder en egenvektor for A;, og angiv en matrix for F i
forhold til denne basis




E2 7 SEPTEMBER 1992

OPGAVE 3
Lad U),U; og Us vasre nulrummeme for de linezere afbildninger f1, f2, fs : R* — R3, der er fastlagt
ved matricerne

-3 1 1 1 1 -2 1 0 0 -7 12 -5
. 1 -3 1 1}),{2 -3 0 1 },15 ~8 3 0O }.
1 1 =31 1 -3 3 -1 4 -5 0 1

Vis, at det ene af disse underrum er fasllesmaengde af de to andre, og angiv en basis e;,e3,€3, €4 for
R, siledes at hvert af underrummene har en basis best3ende af visse af disse fire basisvektorer.

OPGAVE 4
For ethvert z = (2), Z5,23,74) € R* [ader vi A, betegne matricen

ry, 3
T3 T4
Lad M vaere matricen
21
0 2
og definer masngden L ved

L={zeR': A;M = MA;}

Vis at L er et underrum, og bestem en basis herfor. Vis at {A, : € L} er en delmangde af meengden
af gvre 2 x 2 trekantmaticer og giv en karakterisering denne delmangde. Foresld en generalisering af
dette resultat og bevis den.

25




SKRIFTLIG EKSAMEN
| EMNEKREDSEN |
LINEAERE STRUKTURER (E2)

TORSDAG DEN 17. SEPTEMBER
KL 9.30-13.30 |

ALLE HJALPEMIDLER
MA BENYTTES

OPGAVESATTET BESTAR

AF 4 OPGAVER, SOM IKKE
 N@DVENDIGVIS VEGTES ENS |

TIL EN FULDSTANDIG BESVARELSE

HORER ALLE OPGAVER.




E2 17 SEPTEMBER 1992

OPGAVE 1
Lad M betegne matricen

01 a
0 01
b 0 0

hvor a og b er reelle tal.

Angiv det karakteristiske polynomium for M.

Angiv for a = —T7/6 og b = —6 egenvardierne for M, vis at M i dette tilfalde kan diagonaliseres.
Angiv desuden en basis som giver anledning til en diagonalisering.

Bestem a og b siledes, at 1 og —2 er egnevaerdier, og vis at M i dette tilfzlde ikke kan diagonaliseres.
Bestem Jordans normalform for M og en hertil hgrende basis.

OPGAVE 2
Lad b;,b,,b3 veere en basis for R® og lad F vaere den lineare afbildning af R3 ind i sig selv, som er
bestemt ved at

f(by) =by + b2 + b3
f(b2) =2by + b3
f(b3) =3by — ba + b3

Angiv en matrix for F' i forhold til basen &y, b2, 83.
Antag nu, at by, by, b3 er bestemt ved, at det skal gaide at

(1,0,0) =25y + b2
(0,1,0) =by + b2
(0) 0) 1) =b3

Bestem matricen, som giver overgangen fra koordinater i forhold til standardbasen til koordinater i
forhold til basen b;, b2, ba.

Angiv en matrix for F i forhold til standardbasen.

27



E2 17 SEPTEMBER 1992

OPGAVE 3
Lad U; og Uz veere nulrummeme for de linezre afbildninger fi, fa : R* — RZ, der er fastlagt ved

matricerne

1 -2 10 1 8 15 22

2 -3 0 1/)'\-3 -2 -1 0/
Bestem en basis for hvert af de to nuirum og vis at de to rum er indbyrdes ortogonale. Bestem en
ortogonal basis ey, e, €3, e4 for R, siledes at hvert af underrummene har en basis bestiende af visse

af disse fire basisvektorer.

OPGAVE 4
Vis at matricen

1 -t 0
Ag = 0 1 ~t
0 0 1

er invertibel for ethvert reelt £, og angiv en formel for Ag-l.

Gaet herudfra en formel for

1 =t 0 o0y\!
0 1. —~t 0
0 0 1 -t
0 0 0 1

og bevis formlen.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i emnekredsen

Linezre strukturer fra algebra og analyse (E2)

afholdes

torsdag den 14. januar 1993, kl. 09.30 - 13.30.

Der stilles fire opgaver, som alle skal besvares.

Alle hjzlpemidler er tilladte.

29



Opgave 1. En linezr afbildning f: R* -> R* er fastlagt ved ma-

tricen A
2 -7

-4

-1 o -1

Bestem en ortogonal basis for bade billedrummet -
B(f) - og nulrummet - N(f) - for denne afbildning.

Vis, at disse baser tilsammen vil udgere en ortogonal

¢ , basis for R*, og fastlzg endelig en basis for billed-
rummet svarende til afbildningen f£2.

Opgavé 2. Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkériigt
ofte differentiable funktioner, defineres for alle
a,b € R en operator L: ¢® -> ¢® ved
Lf = (D® + aD + bD")f.
Bestem tallene a og b, saledes at funktionen
B: t -> tet

>

er egenfunktion for operatoren L svarende til egen-
"verdien -4.

Fastlag derpa en basis for nulrummet for L - N(L).
En anden operator M: C® -> Cc® er defineret ved

Mf = (D + 3D%f

Bestem endelig en basis for nulrummet svarende til
den sammensatte operator MecL. |

(opgavesattet fortsattes)




Opgave 3. Vis, at matricen

vil have det karakteristiske polynomium
p(A) = (A + 3)(A + 1)3

og vis endvidere, at matricen A ikke kan diagonalise-

res.

Foretag derpa et basisskifte, saledes at matricen A
transformeres til en jordan-matrix, og benyt fx dette
til at vise, at samtlige losninger til differential-

ligningssystemet

£7(t) = Af(t)

vil konvergere mod 0 for t -> .

Opgave 4. En linezr afbildning g: R* -> R® er i standardbasen
givet ved matricen

i -2 =2
B = 1 4
1 1 4

1 2
u, = -1 u, = -1 u; =
0 -1 -1

kan vazlges som basis i R3.
(opgave 4 fortsattes)
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Et element x € R® har i standardbasen et koordinatszt
X bg i u-basen - {u,,u,,u;} et koordinatsat x,. Fast-
lag koordinatskiftematricen P, sdledes at

x = Px

U] S

Fastlag endelig den til g svarende matrix i u-basen.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen 1 emnekredsen

Linezere strukturer fra algebra og analyse (E1)

afholdes
torsdag den 13. januar 1994, k1. 09.30 - 13.30.

Der stilles fire opgaver, som alle skal besvares.

Alle hjzlpemidler er tilladte.
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En linexzr afbildning f: R* -> R* er i en passende valgt
basis givet ved matricen '

R er i det feolgende forsynet med det sadvanlige indre pro-
dukt. Vis da, at N(f) L B(f) - dvs at nulrum og billedrum
for £ vil vare ortogonale.

Fastlag derpa en ortogonal basis for savel N(f) som B(f),
og vis at disse baser tilsammen vil vare en ortogonal basis
for R°.

Fastla®g tilslut en ortogonal basis for B(f?) - billedrummet
for afbildningen fof. :

c® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner. En line®r differentialoperator L pd dette rum
er givet ved ‘ '

L = D? - 2D + D°.

Bestem en basis for nulrummet - N(L), samt en basis for
egenrummet for L svarende til egenvardien -4.

'‘Bestem endelig en basis for egenrummet for operatoren LoL

svarende til egenvardien 16.

Vis, at vektorerne
b, =(1,1,1)" , b, = (-1,0,1)T , by = (2,1,-1)]
vil vere en basis for R3.

En linear afbildning g: R’ -> R’ er i standardbasen
{e;,e,,e;) givet ved

(opgaven fortsazttes pa neste side)
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g(ey) = 2e, + e,
g(ez) = e, + 3e;
g(es)

e, + e,.
Opskriv den til g svarende matrix i standardbasen, og fast-

leg tillige den til g svarende basis i forhold til b-basen
- {b1lb21b3}'

Bestem' samtlige egenvardier for matricen

I
N
B o O N

og vis, at matricen A ikke kan diagonaliseres.

Fastleg derpd en basis i R* siledes, at den til A svarende
matrix i denne basis vil vere pa jordans normalform.

Benyt fx dette til at bestemme den lesning til det linezre
differentialligningssystem

£7(t) = Af(t)

som opfylder £(0) = (1,2,0,-1)".
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i emnekredsen

Linezre strukturer fra algebra og analyse (E1)

afholdes

fredag den 10. juni 1994, kl. 09.00 - 13.00.

Der stilles fire opgaver, som alle skal besvares.

Alle hjelpemidler er tilladte.
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Opgave 1

Opgave 2

Rummet R* tznkes forsynet med standardbasen. I R* er

givet underrummene

U = sp{(1,2,-1,1)";(3,1,0,2)7}

vV = Sp{(1,1,1,-2)";(3,0,2,-1)"}
Vis, at dim(U n V) = 1, og fastlzg en basis for
UnyV.

Fastl®eg dernast en ortogonal basis B = {b,,b,,bs,b,}
i B*, sdledes at b, b, € U og b, by € V.

Om en linezr afbildning f: R* - R* vides, at
N(f) = U og B(f) =V
Fastlag pa denne baggrund en mulig matrixreprazsenta-

tion for £ i B-basen, og bestem endelig med den valg-
te matrix en basis for B(f?).

c® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte diffe-
rentiable funktioner. Pa dette rum er givet en fjerde
ordens linezr differentialoperator L, ved

L = D* + a;p* + a,D° + a,D + a,0°% a; ¢ R.

Om denne operator L oplyses, at

a) funktionen a: t -+ t tilhorer egenrummet for L
svarende til egenverdien 4/3, og

b) funktionen B: t - te' tilhgrer nulrummet for L.

Fastlag pa denne baggrund den linezre differential-

operator L.

(opgavesattet fortsettes)
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Opgave 3

Opgave 4

Vis, at matricen

0 2 4
0 -2 o0
A=10 -2 0o o
1 -1 0 o0

- vil have det karakteristiske polynomium

p(X) = (A% - 4)?,
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.
Foretag et basisskifte, sa matricen vil transformere

til en jordan-matrix.

P; er rummet af alle reelle polynomier af hejst tre-
die grad. Pa dette rum defineres for alle heltallige

verdier af n en linear operator L 6 ved

Lp(t) = (1 - t¥)p"(t) - 2tp’(t) + np(t).
Bestem de til Ig svarende egenvardier og egenpdly-
nonmier, og fastlag de verdier af n, for hvilke L, vil

vare invertibel.

Bestem endelig for n = 6 og for n = 8 — om muligt -
et polynomium p, der opfylder ligningen

Lp(t) = 583 + 3t2,

[Vink: Man kan med fordel benytte en til L, svarende

matrixreprasentation].




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i emnekredsen

Linezre strukturer fra algebra og analyse (E1)

afholdes
onsdag den 18. januar 1995, kl. 10.00 - 14.00.

Der stilles fire opgaver, som alle skal besvares.

- Alle hjelpemidler er tilladte.
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En lineazr afbildning f: RB* -> R* er i standardbasen givet
ved matricen

Bestem en basis fqr nulrummet N(f) og billedrummet B(f), og
vis at dAim(N(f)nB(f)) = 1.

Fastlag dernast ortogonale baser for savel N(f) som B(f).
Benyt fx at dim(N(f)nB(f)) = 1.

Fremstil endelig en ortogonal basis for hele R*, som inde-
holder ortogonale baser for N(f) og B(f). '

Bestem samtlige egenvardier for matricen

-2 o -1
A= 1 -3 1
1 0o -4

og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.

Fastleg derpad en basis for R’ siledes, at den til A svaren-
de matrix i denne basis vil vare en jordanmatrix.

Benyt fx det ovenfor viste til at bestemme den lesning til

det linezre differentialligningssystem
£/(t) = Af(t)

som indeholder £(0) = (0,1,2)T.

(opgavesazttet fortsazttes)



Idet C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differen-
tiable funktioner, defineres for alle reelle tal a og b den
linezre operator L: ¢® -> c® ved

L = (D? + aD + bD%oeD.

Funktionerne f: t -> te’* og g: t -> e?* er egenfunktio-
ner for L. Bestem den tilhgrende egenvardi samt konstanter-

ne a og b.

Fastle®g endelig en basis (af reelle funktioner) svarende
til nulrummet for L - N(L).

I R* er der udtrykt i standardbasis givet fire vektorer.

v, = (0,2,2,0)7 v, = (1,0,0,-1)7
vy = (0,2,-2,0)7 v, = (1,0,0,1)7
Vis, at v = (v,,v,,v5,Vv,} kan valges som basis for RS,

En linezr afbildning G: R* -> R* er i denne v-basis fastlagt

ved
G(vy) = -2v, G(v3) = 4v;

G(Vv,) -2V, + Vv, G(v,) = 4v, + Vv,

Opskriv den til G svarende matrix i v-basen, og find der-
nest den til G svarende matrix i standardbasen.
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Alle hjzlpemidler er tilladte.
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1. Den linezre afbildning f : R* - R* har med hensyn til
standardbasen matricen

9 -10 -5 -6
A = 6 -7 -5 -6
-11 10 8 11

11 =10 -5 -8

a) Vis, at A har det karakteristiske polynomium
P(A) = (A-3)% (A+2)2

b) Vis, at A ikke kan diagonaliseres.

c) Bestem en basis for R‘, si matricen for f med hensyn til
denne basis er pa Jordans normalform.

2. Den linezre afbildning f : € - € har med hensyn til
standardbasen matricen

c 4 2-21 ,
A= i 0 2
3i 21 6+i

a) Vis, at A er invertibel for c =+ 1.

hvor ceC.

b) Bestem for ethvert ¢ nulrummet N(f) og billedrummet B(f)
for afbildningen f.

c) Vis, at N(£)nB(f) = (0), og bestem billedrummet B(f£?)
for afbildningen f2.
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3.

Med P,[-1:;1] betegnes vektorrummet af alle reelle polynomier
af hejst 2. grad, defineret pa intervallet [-1;1]. Rummet
P,[-1;1] forsynes med det sadvanlige indre produkt givet ved

1
<p,g> = [ p(t)q(t) dt
Polynomierne p,, p, og p; defineres ved

p;(t) = 2t-1, p,(t) = t¥3, p;(t) = 5t2-8t-7
a) Vis, at (p;,pP,,P;} er en basis for P,[-1;1].

b) Bestem koordinaterne for polynomiet p(t) = 3t2-2t-3
med hensyn til basen (p,,p,,P3)-

Lad U vere underrummet U = Sp{(p;} af P,[-1;1].
¢c) Bestem en basis for underrunmet
V = { geP,[-1;1] | qg(%) =0 },

og vis, at V = U*, altsd at V er ortogonalkomplementet
til U.

d) Bestem'ortogonalprojektionen af p, pa U'.

Med C” betegnes vektbrrummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineret pd R. For alle reelle
tal a og b defineres en operator L : C° -+ C° ved

L =D+ aD? + 5D + bD’

Det oplyses, at funktionen ¢ givet ved ¢(t) = te™! tilherer
nulrummet N(L).

a) Vis, at a =4 og b = 2.

b) Bestem for a = 4 og b = 2 en basis for egenrummet for L
hgrende til egenverdien 2.




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i emnekredsen

Linezre strukturer fra algebra og analyse (E1)

afholdcs

fredag den 12. januar 1996, kl. 10.00 - 14.00.

Der stilles fire opgaver, som alle skal besvares.

Alle hjelpemidler er tilladte.
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Opgave 1.

Opgave 2.

En linezr afbildning g: R* -> R* er i standardbasen
fastlagt ved matricen

3 1 2 1
0 2 0 0
1 1 3 1
1 1 0 3

Vis, at den linezre afbildning kun vil have egenvar-
dierne 2 og 5, og vis, at matricen ikke kan diagona-

liseres.

Fastlag derpa for R* en til matricen svarende jordan-
basis, og angiv den til g svarende matrix i forhold

til denne basis.

c® er rummet af alle reelle; vilkarligt ofte diffe-
rentiable funktioner. For alle reelle tal a og b de-
fineres en linezr operator L: C® -> c® ved

L = D° + aD? + 2bD + bD°.

Det oplyses, at funktionen a: t -> te™® vil tilhere
nulrummet for operatoren L.

Vis, at a = 5 og b = 4, og bestem derefter en basis
for nulrummet. Disse verdier af a og b anvendes i det
folgende.

Vis dernast, at funktionen f: t -> e3' tilherer egen-
rummet for L svarende til egenvardien -2, og fastlazg
endelig en basis for dette egenrum.

(opgavesattet fortszttes pd naste side)
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Opgave 3.

Opgave 4.

P,[-1,1) betegner vektorrummet bestaende af alle re-
elle polynomier af hejst 2. grad defineret pa inter-
vallet [~1,1]. Pa dette rum defineres det sazdvanlige

indre produkt .
<p,q> = j1p(t)q<t>dt-

Der betragtes underrummet
U={(pe€eP|ps =0).

Bestem en basis for dette rum, og fastleg derpd basis
for U* - det ortogonale komplement til U.

Bestem endelig projektionen af polynomiet
p(t) = 9t2 + 5t + 10

p& underrummet U.

I rummet R* er givet en basis B = {b,,b,,b;,b,}.
En lineer afbildning f: R* -> R* opfylder, at

N(f) = Sp{b,,b,} og B(f) = Sp(b,,b;}

Opstil en matrix (udtrykt i B-basen), som kan repraz-
sentere denne afbildning.

Om den linezre afbildning f oplyses endvidere, at
f(b,) = - b; og £2(b;) = b; - 2b,.

Fastdag da en af de netop to matricer (udtrykt i B-
basen), som kan reprzsentere f.

Bestem endelig samtlige egenvardier for f samt en til
f svarende jordanbasis (udtrykt i B-basen).
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Det reelle talrum R* forsynes med det sadvanlige indre
produkt

<X,¥Y> = X1¥; + X¥, + XY + XY,

(hvor x=(X,,X,,X3,Xs) 09 y=(Y1,¥Y2:Y3,Ys)). Lad U betegne
underrummet
U = span{(1,1,1,1), (1,1,1,0)}

a) Bestem en ortonormal basis for U.

b) Vis, at ortogonalkomplementet til U er

U = { (X,%X;,%;,0)€R* | x,+%X,+%x; = O }

c) Bestem en ortogonal basis for U*.

Betragt matricen

oo RO
oocooo
OO mrOOo
OKF P OO

R e e

0 1

a) Vis, at A ikke er diagonaliserbar.

b) Bestem en Jordan normalform J af A.

c) Bestem en invertibel matrix Q, sa at Q'aQ = J.

d) Bestem, eventuelt ved brug af ovenstaende, den funktion
fec*(R,R%), der er fastlagt ved

£ (t) = A £(t) og £(0) = (2,2,2,2,2)"

Opgavesattet fortsattes
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3.

NB: Opgave 3 betragtes som fuldt besvaret, hvis blot to af
folgende tre spergsmdl er korrekt besvaret.

a)

b)

c)

Lad A vare en kvadratisk matrix. Vis, at hvis A? = A, og
A er en egenvardi for A, sd er A = 0 eller A = 1.

Lad B vere en diagonaliserbar, kvadratisk matrix. Vis,
at hvis enhver egenvardi for B er enten 0 eller 1, sa er
B? = B.

Lad C vere en reel, kvadratisk og symmetrisk matrix.
Vis, at hvis C* = I, s er C = I.

Betragt rummet P,(R) bestdende af alle reelle polynomier af
hejst anden grad. Lad T vere den lineazre operator pa P,(R),
der er fastlagt ved at

a)

b)

c)

T(1) = 1-x%, T(x) = 3+x-5%x% , T(x?) = -x+2%x?

Bestem matricen for T med hensyn til standardbasen
{1,x,x?}.

Vis, at nulrummet for T er en delmzngde af billedrummet
for T.

Bestem dimensionen af billedrummet for operatoren T=*.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Opgavesaet til den skriftlige del af eksamen i emnekredsen E1:
_ Linesere strukturer fra algebra og analyse.
5.-8. januar 1999.

Opgavesattet bestar af 4 opgaver, der alle skal besvares.

Den enkelte eksaminand skal selv besvare opgaverne. Det er
ikke tilladt at modtage hjalp fra andre.
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Opgave 1

Betragt matricen

13 -18 -20 8

0 -1 0 0

A= 5 -9 -7 4
-4 1 8 -1

. Vis, at det karakteristiske polynomium p(}) for A er givet ved

p(A) = 1+ 2?3 - \)2

. Vis, at A ikke er diagonaliserbar.
. Bestem en Jordan normalform J af A.
. Bestem en invertibel matrix Q, saledes at Q" 1AQ = J.

. Bestem den differentiable funktion f : R — R*, der opfylder

flt)=Af(t) foralleteR og £(0) =

VO = e
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Opgai'e 2

. Givet en matrix A betegner N(A) og R(A) som szdvanlig henholdsvis
nulrummet og billedrummet for (venstre-multiplikation med) A.

1. Lad A betegne en reel m x 1 matrix og B en reel m x p matrix. Vis,
at fglgende udsagn er skvivalente: '

(i) Der findes en reel p X n matrix X, si at A = BX,
(i) R(A) C R(B).

2. Lad A betegne en reel m x n matrix og lad A* betegne dens trans-
ponerede. Lad endvidere R" veere udstyret med det szdvanlige indre

produkt. Vis, at
(a) R(A") C N(A),
(b) dim R(A?) = dim N(A4)*,
(c) R(A?Y) = N(A)* .

3. Lad A betegne en reel m x n matrix og B en reel p x n matrix. Vis, at
fglgende udsagn er skvivalente:

(i) Der findes en reel m x p matrix Y, sd at A=Y B,
(i) N(B) S N(A).
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Opgave 3

Lad A og B betegne to n X n matricer over F, hvor F = R eller C.

1.

o

Vis ved induktion efter n, at determinanten det(A + ¢B) som funktion
af t € F er et polynomium af grad hgjst n.

Vis, idet I betegner n x n identitetsmatricen, at der for allet, A € F
gaelder

(B+tI)(AB — M +tA) = (BA — Al + tA)(B + ).

Vis, at de to produktmatricer AB og BA har det samme karakteri-
stiske polynomium og dermed de samme egenvaerdier. (Vink: Benyt
ovenstiende for fastholdt A og variabelt t).

Lad X € F\ {0}. Vis, at (venstre-multiplikation med) B afbilder nul-
rummet N(AB — AI) injektivt i nulrummet N(BA — AI).

Lad ) € F vere en egenveerdi for AB og BA. Vis, at hvis A # 0, si har
egenrummet for AB hgrende til A samme dimension som egenrummet
for BA hgrende til A.

Giv et eksempel pa, at de to egenrum for henholdsvis AB og BA hg-
rende til 0 som fzlles egenvaerdi godt kan have forskellig dimension.
(Find to 2 x 2 matricer A og B, der opfylder AB = 0 og BA # 0).

54



Opgave 4

Lad V, = P,(C) betegne det komplekse vektorrum bestéende af alle
polynomier af grad hgjst n med komplekse koefficienter i en variabel z.

1. Gogr rede for, at der er defineret en linezr operator S, pa V,, ved

(Suf)(2) = (z* = 1) f"(z) + 22f'(z) for f € Va.

2. Beskriv matricen for S, mht. standardbasen 3 = {1,z,...,z"} for V,.
3. Bestem egenvaerdierne for S, og ger rede for, at S, er diagonaliserbar.

4. Bestem i tilfzzldet n = 3 en basis for V;, bestiende af egenvektorer for
Sh-

5. Vis, at S, er selvadjungeret mht. det indre produkt pd V,, givet ved
1 PR
(f.0) = [ f(@)(a) de.

(Vink: Vis, at (S, f)(z) = ((z? — 1) f'(z))’, og benyt derpa delvis inte-
gration).

6. Bestem i tilfeeldet n = 3 en ortonormal basis for V,, mht. ovenstiende
indre produkt og angiv matricen for S, mht. denne.

7. Gogr rede for, at differentiationsoperatoren 7, pd V, givet ved
(Taf)(z) = f(z) for feV,

ikke er normal mht. noget indre produkt pd V,, ndr n > 1.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER.

Opgaveseet til den skriftlige del af eksamen i emnekredsen
Linezere strukturer fra algebra og analyse.
4. - 7. januar 2000.

Opgaveseettet bestér af fire opgaver, som alle skal besvares.

Den enkel(te‘eksaminand skal besvare opgaverne uden hjeelp fra
andre personer. Derudover er alle seedvanlige hjeelpemidler tilladte.
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Opgave 1.

Der er givet matricen

- O o
O -~ MN O
oON O o
- OMN

hvor a er et reelt tal.

a) Vis, at det karakteristiske polynomium p(A) svarende til A for alle veerdier af
a er givet ved .

P(2) = (2- 1)’ - 4).
b) Vis, at A ikke er diagonaliserbar.
C) Béstem for hver veerdi af a en til A svarende jordanmatrix J.
| det folgende antages, at a = -2.
d) Bestem en invertibel matrix Q, sdledes at J = Q"'AQ.

e) Fastlzeg den differentiable funktion f: R » R*, der opfylder

f(t) = Aft) forallete R og f(0) =
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Opgave 2.
P& C®(R) - rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable funktioner - er den line-
are afbildning D defineret ved
Df = f’
Den identiske afbi.ldning benzevnes D°.
| C®(R) betragtes underrummet
V = N((D - D)

dvs nulrummet for den linezere afbildning (D - D%".
a) Bestem en basis R for V.
Pa V defineres de linesere afbildninger U, T: V - V givet ved

U=D*-D° og T =D*+D"
b) Vis, at U ikke vil veere injektiv, men at T er injektiv.
. C) Bestem den til T svarende matrix i forhold til den fundne basis &.

d) Fastlaeg en basis y for V, séledes at den til T svarende matrix i forhold til
denne basis y vil veere en jordanmatrix.
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Opgave 3.

Man betragter M, ,(C) - rummet af alle nxn matricer over C.

En reel matrix M kaldes en stokastisk matrix hvis

M, = O for alle i,j = 1,2,...,n (dvs alle elementer i M er ikke negétive), og

M, + M, + ...+ M,;=1forallej = 1,2,..,n (dvs summen af elementerne
i hver sgjle bliver lig 1).

Lad u veere sgjlevektoren, hvor alle n elementer er 1, og vis da felgende tre udsagn:

a)

b)

C)

Né&r M er en reel matrix med ikke negative elementer, da er M en stokastisk
matrix hvis og kun hvis M'u = u.

Hvis M og N er stokastiske matricer, da vil ogsa MN og M® (p er et naturligt
tal) veere stokastiske matricer.

A = 1 vil altid veere egenveerdi for en stokastisk matrix.

For en matrix A € M, ,(C) defineres en norm af A ved

IAL = max{|A]: ij = 12,...n}

Vis, at normen opfylder falgende fire betingelser

d1)
d2)
d3)

d4)

€)

IAl = 0 og |A] = 0 hvis og kun hvis A = O
IcA] = |c|-JA] hvorce C

IA + B s |JA| + B

IAB| = nJA[IBI

Er M igen en stokastisk matrix, skal man vise, at [M| =1 og at |M"| < 1
for alle naturlige tal p.

Da en reel matrix M kan opfattes som defineret over C, vil det karakteristiske
polynomium for M faktorisere helt, og M vil derfor altid veere similar med en
jordanmatrix J, dvs der findes en invertibel matrix Q s&

J = Q'™MQ.

(opgave 3 fortsastter)
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9)
h)

Opgave 3 (fortsat)

Vis da, at J> = Q'MPQ, samt at der vil findes et positivt tal c, sdledes at

[P <c for alle naturlige tal p.

Vis da, at enhver jordanblok i J svarende til egenveerdien 1 vil veere 1x1, og

at alle egenveerdier A for M (og J) vil opfylde [A| = 1.



Opgave 4. -

Vi betragter C*([-,7]) - rummet af alle reelle, vilkérligt ofte differentiable funktioner
pa intervallet [-m,n].

a) Er h € C®([-m,7]) vis da, at

hvis h er en ulige funktion, er J"h(t)dt =0,

P& C®([-w,n]) defineres det seedvanlige indre produkt
<f,g> = J "f(Hg(t)dt
Endvidere betragter vi underrummet
M = span{ cos(t), sin(t), tcos(t), tsin(t) }
b) Underseg om disse fire funktioner er parvis ortogonale.

c) Bestem en ortogonal basis for det underrum, der er udspaendt af de tre
forste funktioner.

d) Udvid derpd denne ortogonale basis til en ortogonal basis for M.
Vi definerer den linesere afbildning T: C®([-7, 7)) - C®([-m,7]) ved
T=D*+D°
(den samme afbildning som i opgave 2).
e) Vis, at M vil veere et T-invariant underrum i C®([-m,n]).
f) Vis, at M indeholder to T-cykliske underrum af dimension 2.
Q) Kaldes disse to T-cykliske underrum M, og M,, vis da at
M,. M, og M=M, e M,

h) Bestem endelig den ortogonale projektion af funktionen h(t) = t pa hvert af
underrummene M, og M,.
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Opgave 1?

Der er givet matricen

18- 4
4 7 9 -5 i
A = A
0010
-8 20 18-13/
a) Vis, at det karakteristiske polynomium p(i) svarende til A er givet ved

p(r) = (1- 133 + 1>
b) Vis, at A ikke er diagonaliserbar.
C) Bestem en til A svarende jordanmatrix J.
d)  Bestem en invertibel matrix Q, séledes at J = Q'AQ.

e) Fastlaeg den differentiable funktion f: R - R*, der opfylder

) = Af(t) forallete R . og f(0) = -
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Obgave 2,

| det folgende betragtes et endelig-dimensionalt vektorrum V. To linezere afbild-
ninger T og U pa V kaldes samtidigt diagonaliserbare, hvis der findes en ordnet
basis « for V, séledes at

[T, og [uUl
er diagonalmatricer.

a) Antag nu, at afbildningerne T og U er samtidigt diagonaliserbare, og vis da
at UT = TU. :

| det folgende antages det, at afbildningerne T og U er diagonaliserbare og endvide-
re at UT = TU. (Og vi skal vise, at T og U er samtidigt diagonaliserbare).

b) Betragt nu et vitkérligt egenrum E, for T, og vis, at dette egenrum vil veere
U-invariant.
c) Lad W veere et U-invariant underrum i V, og lad v,, v,, ..., v, véere egenvek-

torer for U svarende til forskellige egenveerdier. Er nu
Vi + Vo, + .. + Vv, eW

visda, atv,e Wforallei = 1, 2, ..., k. (Det kan med fordel vises ved induk-
tion efter k). ’

d) U er som bekendt diagonaliserbar, vis da, at U,, - dvs U’s restriktion til det
U-invariante underrum W - ogsa vil veere diagonaliserbar. (Benyt fx de ka-
rakteristiske polynomier for U og U,, samt resultatet fra punkt c).

. e) Vis nu, at man kan bestemme en basis for E, af egenvektorer for U, samt
at T og U hermed er samtidigt diagonaliserbare.

f) Der er givet folgende to matricer

2 -4 -4 -1 -3 -3

-1 5 1 12 0 2

-3 -3 1 -1 -1 -3
Undersag om de vil vaere samtidigt diagonaliserbare. (H\/orfor kan resultatet
fra punkt e benyttes i denne sammenhang?).




Opgave 3.

Rummet R* er forsynet med standardbasen For ethvert reelt tal p defineres falgen-
de to underrum i R*

a)

U = span{(i ,2,-1,p);(3,1,o,2)'}'
V = span{(1,1,p,-2);(3,0,2,-1)}

Bestem de tal p for hvilkke dim(UnV) = 1, og fastleeg i hvert enkelt tilfeeide
en basis for UnV.

Rummet R* er endvidere forsynet med det seedvanlige indre produkt. | det falgende
benyttes kun én af de fundne veerdier for p - veelg selv.

b)

d)

Fastlaeg nu en ortogonal basis b = { b,, b,, b;, b, } for R*, s8ledes at ele-
menterne i basis opfylder

b,b,eU og b, b;eV.
Om en linezer afbildning S: R* - R* oplyses det, at
B(S) =V og N(S) =

hvor B(S) er billedrummet og N(S) er nulrummet for S. Endvidere oplyses
det om afbildningen S, at

S(by) =-2b; og S(b,) = b,-b, -
Fastleeg pa denne baggrund en matrixrepraesentation for S i b-basen.

Redeger for at S ikke kan diagonaliseres, og bestem den til S svarende
jordanmatrix samt en jordanbasis udtrykt i b-basen.

Fastleeg endvidere en matrixrepreesentation for S i standardbasen. (Benyt fx
en ortonormal basis, der svarer til b-basis).

Bestem endelig en basis for billedrummet af S
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Opgave 4.

Betragt vektorrummet M, ,(R) - dvs rummet af alle reelle 3x3 matricer.

a)

b)

c)

d)

e)

Vis, at der ved <A,B> = tr(B'A)

er defineret et indre produkt pa M, ,(R). (B" betegner den transponerede
matrix til B).

Betragt derpa delmaengderne
| S = {A € Mys(R)| A” = A}
og
T = {A e M,(R)| AT = -A}

Vis at S og T er underrum i M, ;(R) og at M, ,(R) = S @ T. Hvad er dimen-
sionen af S? :

| rummet S er nu givet de to matricer

/010'\\ /001

A=l101) B=1010
\0101

Fastleg da <A,B>, [A| og [B].

| rummet S betragter vi U = span{A,B} og U-. Fastlzeg de krav som ele-
menterne i U+ nadvendigvis skal opfylde. Hvad er dimensionen af U+?

Fastlaeg p& denne baggrund en ortogonal basis for U-.
Vis endvidere, at T = S+

Fastlzeg endelig fourierkoefficienterne for matricen

i IOy )
W=
R
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Opgave 1.

Der er givet matricen

35 -12 4 30
Ao |22 8319
10 3 0 -9
27 9 -3 -23

a) Vis at det karakteristiske polynomium p(A) svarende til A er givet ved

- p(A) = (1-a)*
b) Vis at A ikke er diagonaliserbar, og bestem en basis for egenrummet sva-
rende til A = 1. , :
c) Bestem en til A svarende jordanmatrix J.

d) Bestem en invertibel matrix Q, séledes at J = Q'AQ.

e) Fastlaeg den differentiable funktion f: R - R*, der opfylder

f(t) = Af(t) forallet ¢ R og f(0) =
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Opgave 2.

Der er givet en lineger afbildning T pa vektorrummet V. Endvidere er maengden
B = {v,,V,VsV,} en cykel af generaliserede egenvektorer for T svarende til

egenvaerdien A. v, er en egenvektor for T.

a)
b)

c)

d)

f)

Q)

Visat (T-al)yv=v, for j=234.
Vis tillige at A? vil veere egenveerdi for T2 med v, som egenvektor.

Bestem derpa (T?- A"’lv)v, for j= 1,2,3,4 udtrykt ved elementernei 8.
[Vink: Benyt fx omskrivningen T2- A%y = (T + AWT - AL)].

Opskriv nu den til T? svarende matrix i forhold til &.

Denne matrix er tydeligvis ikke en jordanmatrix. Fastleeg en ny basis y af
generaliserede egenvektorer for T? sa matricen for T2 i forhold til denne

basis er en jordanmatrix.

Vis endvidere at
A% 32231 1
0 A% 3A%31
[Tl = 0 0 A% 3
0 0 0 A°

[Vink: Man kan fx benytte omskrivningen _
T2- 2%, = ((T-Al)*+ 3A(T - Al) + 322,)(T - AlY]

Bestem endelig matricen for T i forhold til den nye basis y.
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Opgave 3.

Lad V = P ([-1,1]), dvs rummet af alle reelle polynomier af hgjst n-te grad pa inter-
vallet [-1,1]. .

En afbildning L: V - V er defineret ved

Lp(t) = (1 - £)p"(t) - 2tp'(H)
for allet e {-1,1].
a) Vis at afbildningen L vil veere linezer. "

b) Pa V vaelges standardbasen & = {1,t5,...1"}, og fastieeg billedrummet for L.
Vil L veere invertibel? '

c) Fastlaeg samtlige egenveerdier for L, og godtger at L vil vaere diagonaliser-
bar. [Vink: Det kan anbefales at benytte den til L svarende matrix ift 8].

d) | det tilfeelde hvor n = 4 skal man bestemme de til L svarende egenpolyno-
mier.

Pa V indferes det sadvanlige indre ‘produkt

1
<pg> = | p(tadt
» -1
e) Vis at det for enhver ulige funktion s(t) gaelder at
fs(t)dt = 0.
-1
f) Vis derpé at de under punkt d) fundne egenpolynomier vil veere ortogonale.

g) Vis endelig at L vil veere selvadjungeret. [Vink: Vis at Lp(t) = ((1 - £)p’(t))’,
og benyt derpa partiel integration). :
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For ethvert a € C er som bekendt

e®= 1+ a+ —1]a2+ ......... + Lar+ ..

hvor | er enhedsmatricen i M,_,(C) - samt matricen e*= lim C,,.

poo

(Det kan forudsaettes bevist at matricen e* eksisterer for enhver matrix A.)

a)

b)

d)

Udregn €° og €', hvor O er nulmatricen i M, .(C).

I M, ,(C) betragtes matricerne

SCIRSE
00 10
og udregn e*, e® samt e™® Vil e™® = e"e®?

Antag igen at A, B € M, (C) samt at A og B kommuterer (dvs AB = BA).
Vis da at e*® = e”e®, og benyt dette til at vise at e” vil vaere en invertibel

matrix for alle A ¢ M,_,(C).

En reel nxn-matrix A kan som bekendt diagonaliseres hvis der findes en in-
vertibel matrix P saledes at

P'AP= D

hvor D er en diagonalmatrix. Antag at A kan diagonaliseres, og bestem da
e* udtrykt ved eP.

Vi har nu det linezere differentialligningssystem
X(t) = Ax(t)
hvor x: R - R", og A er som beskrevet under punkt d.
Vis da at den fuldsteendige losning til differentialligningssystemeter

x(t) = e®c hvor ce C"
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f)

9)

h)

Kan matricen under punkt d ikke diagohaliseres, kan man som bekendt altid
finde en invertibel matrix P séledes at

P'AP= J
hvor J er en jordanmatrix og hvor sgjlerne i P netop udger jordanbasen.

Er D den diagonalmatrix som netop bestar af hoveddiagonalen i J og er
M = J - D, skal det vises at

M er nilpotent samt at M og D kommuterer.

Vi betragter igen det lineeere differentialligningssystem under punkt e, dog
med den begraensning at A ikke kan diagonaliseres.

Foretages transformationen x(t) = Py(t), hvor P er den under punkt f nasvn-
te matrix, onskes det lineaere dlfferentlalhgnmgssystem opskrevet, der har

funktionen y som Igsning.
Den fuldsteendige l@sning til dette nye dlfferentlalllgnlngssystem vil veere pa
formen
y{t)= e¥ ¢ hvor ¢ e C"
Redeggr for at matricen e" for alle t vil vaere en gvre trekantsmatrix.

I fortsaettelse af opgave 1, punkt e) enskes de tilherende matricer P, J og
e* opskrevet.
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Opgave 1.

En matrix A er givet ved

- N W
= N wWwWmwN

2
1
2
3

N W =

-6
Vis, at det karakteristiske polynomium p(4) svarende til A er fastlagt ved
P(A) = (2- A)%4- A%
Vis, at A ikke er diagonaliserbar.
Bestem enA til A svarende jordanmatrix J.
Bestem en invertibel matrix Q, séledes at J = Q'AQ.

Fastleeg den differentiable funktion f: R - R*, der opfylder
. ; -1

fi) = Af(t) forallete R og f(0)= b




Opgave 2.

Pa C®(R) - rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable funktioner - er den
lineeere afbildning D defineret ved

Df=f
Den identiske afbildning benaevnes D°.
Pa C®(R) betragtes underrummet
V = N(D*+2D%+D°)

dvs nulrummet for den linesere afbildning D* + 2D?+ D°
a) Bestem en basis - af reelle funktioner - for V.
Pa V defineres endvidere de lineaere afbildninger U,T: V » V givet ved

U= D?-D° og T= D*+ D"
b) Bestem billedrummene - B(U) og B(T) - for de to linezere afbildninger

c) Godtger dernaest at begge afbildninger vil have netop én egenveerdi, og be-
stem en basis for de respektive egenrum.

d) Vis at der findes to U-invariante underrum i V af dimension 2, og at disse to
underrum tillige vil vaere T-cykliske.
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Opgave 3.

Der er givet en matrix A og med L, betegnes venstre-multiplikations afbildningen
svarende til A, endvidere betegner N(A) og B(A) nulrum og billedrum for denne af-

bildning.

a)

b)

Lad P betegne en reel mxn métrix og Q en reel mxp matrix, og vis da at
folgende udsagn er akvivalente:

- der findes en reel pxn matrix X, sa P = QX
- B(P) c B(Q)

Lad P igen betegne en reel mxn og lad P! betegne dens transponerede; R"
teenkes endvidere forsynet med det szedvanlige indre produkt. Vis da at

- B(PY) ¢ N(P)*
- dimB(PY) = dimN(P)*
- B(PY) = N(P)*

Lad igen P betegne en reel mxn matrix og Q nu en reel pxn matrix, og vis
da at folgende udsagn er aekvivalente:

- der findes en reel mxp matrix Y sa P = YQ

- N(Q) = N(P).
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Opgave 4.

For ethvert a € C er som bekendt

ea=1+a+—1-'a+ ......... + dar 4+ .

hvor | er enhedsmatricen i M,_,(C) - samt matricen e* = lim C..

p-oo

(Det kan forudsaettes bevist at matricen e* eksisterer for enhver matrix A.)

a)

b)

d)

Udregn e° og €', hvor O er nulmatricen i M, .(C).
| M, .(C) betragtes matricerne
A=[01 B=(00
00 \10
og udregn e*, e® samt e™® Vil e*® = e%®?
Antag igen at A, B € M, _(C) samt at A og B kommuterer (dvs AB = BA).
Vis da at e**® = e”e®, og benyt dette til at vise at e vil veere en invertibel

matrix for alle A € M, _.(C).

En reel nxn-matrix A kan som bekendt diagonalfseres hvis der findes en in-
vertibel matrix P saledes at

P'AP= D

hvor D er en diagonalmatrix. Antag at A kan diagonaliseres, og bestem da
e udtrykt ved e®.

Vi har nu det lineeere differentialligningssystem

X(t) = Ax(t)

hvor x: R -» R", og A er som beskrevet under punkt d.

Vis da at den fuldstaendige lgsning til differentialligningssystemeter

x(t) = e ¢ hvor ce C"

*
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9)

Kan matricen under punkt d ikke diagonaliseres, kan man som bekendt altid
finde en invertibel matrix P saledes at

P'AP=J
hvor J er en jordanmatrix og hvor sgjlerne i P netop udger jordanbasen.

Er D den diagonalmatrix som netop bestar af hoveddiagonalen i J og er
M = J - D, skal det vises at

M er nilpotent samt at M og D kommuterer.

Vi betragter igen det linezere differentialligningssystem under punkt e, dog
med den begreensning at A ikke kan diagonaliseres.

Foretages transformationen x(t) = Py(t), hvor P er den under punkt f nsevn-
te matrix, gnskes det linezere differentialligningssystem opskrevet, der har
funktionen y som l@sning.

Den fuldstaendige I@sning til dette nye differentialligningssystem vil vaere pa
formen

yih = e¥c hvor c e C"
Redeger for at matricen e for alle t vil vaere en gvre trekantsmatrix.

I fortsaattelse af opgave 1, punkt e) onskes de tllhmende matncer P,J og
e" opskrevet.
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Examen i videregiende lineser algebra (E1).
Opgave til besvarelse i 72 timer.
Januar 2003

Opgave nr 1

Lad S og T vere underrum i R*. Vi satter

s=dim S
t=dimT
p=dim(SNT)
g=dim(S+T)

Bestem alle de kombinationer af s,t,p,q som kan realiseres, nar S og T varieres.

Opgave nr 2

Lad R veere enring og lad U = R* betegne mangden af enheder i R. (En enhed er per definition et invertibelt
element i forhold til ringmultiplikationen. Man benytter ogsa betegnelsen reguleert element.)
Til hver kombination af et element a € U og et element b € R lader vi svare den afbildning f.5 af R ind i sig
selv som er givet ved

fan(z) = az +b.
Vi kalder fg; for den af (a,b) bestemte affine atbildning, og vi betegner maengden af affine afbildninger A(R).
Vis at fup for ethvert par (a,b) er en bijektion, der hvis R er endelig, kan opfattes som en permutation.

Antag at R = Z5 og angiv alle elementer i A(R) som en permutation i cyklisk notation.
For ehvert szt (a, b) for hvilket den tilsvarende affine afbildning er defineret definerer vi ogsa matricen Mgy

ved ,
a
Map = (0 1) .

Gor rede for at afbildningen Myy — fobp kan opfattes som en gruppehomomorfi

Vis at der kan opstilles et set ligninger, som er lineere i a og b, og som for givne x og y i U bestemmer
de affine afbildninger for hvilke (z y) indgdir som en 2-cykel. Kontroller at resultatet stemmer med de
informationer du allerede har fundet vedrorende R = Z5

Vis at { fop : @ =1} udgor en undergruppe of A(R). Vis at denne undergruppe er normal og at kvotientgruppen
er isomorf med U, idet afbildningen a — {fu : b € R} er en isomorfi. En eftervisning af resultatet for
tilfeldet R = Z5 vil blive anset for at veere tilfredsstillende ligesom naturliguis et generelt bevis vil vere.
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Opgave nr 3
n [X™]
' 1 (X]
Eftervis at polynomiet z3 412+ 1 er irreducibelt over 9 [X?]
2. 3 [x3]
Lad L vare betegnelse for restklasselegemet 4 (X1
5 1+ X7
Zo[X)/(X® + X% +1). 6 [X + X3
7 (X2 + X4
For et polynomium a(X) benytter vi [a(X)] som be- 8 1+ X%+ X3
tegnelse for den restklasse som indeholder a(X) 9 [X + X3+ X4
Resumer kort de grundleggende forhold for dette leg- 10 1+ X4
eme, herunder hvor mange elementer der er i L og 11 [1+X + X%
hvordan man kan velge en serlig simpel representant 12 (X + X2+ X3
for hver restklasse, som vi kunne kalde den pmnczpale 13 [X? + X3 + X4

14 [1+X%2+ X3+ X9

representant. A A "
Vedstiende tabel over potenser af [X] kan tages som 15 [+X4+X +3X +4X ]
en oplysning, der kan bruges uden yderligere bevis 16 [+ X+ X7 + X9
A ’ " 17 1+X+ X4]
Argumenter vha vedstdende tabel for at {X] er et pri- 18 [1+X)
mitivt element og for at [X?] ogsd er det. 19 (X + X7
Gpr ogsa rede for hvordan denne tabel kan udnyttes 20 (X2 + X3
til at udfgre multiplikationer og divisioner i legemet. T 21 X3+ x4
Vi saetter a = [X] 22 1+ X2+ X4
Lad A betegne matricen 23 1+ X+ X2+ X3
¥ _ 24 [X+X*+X3+XY
o al? of 25 1+ X3+ X9
a” o? o 26 4+ X+ X2+ X4
a'? ol? o2 27 1+X+ X3
28 (X + X2+ X1
Vis at denne matriz har egenverdierne o?,a*, o og | 29 [1+X°]
bestem det tilhgrende egenrum for en of egenverdierne. g? X '[:]X 4

AfgoT om A kan diagonaliseres.

Opgave nr 4

I rummet er der givet fire planer med ligningerne:

r+yt+z=-1

z~y—z=1
-z+y—z2=1
—r~-y+z=1

Bestem for ethvert par af disse planer en parameterfremstilling deres skeering. Ger tllsva.rende for hver
samling af tre af disse planer.

Betragt derefter de fire ligninger som ligninger i Z3 og lever passende beskrivelser af de tilsvarende faelles—
mangder, herunder angivelse af hvor mange elementer de indeholder.
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Eksamen i emnekredserili El
januar 2004

Besvarelsen skal danne grundlag for at vurdere eksaminandens feerdigheder med hensyn til
fplgende aspekter:

o Klarhed og overskuelighed i fremstillingen.

e Konsistens i argumentationen.

e Precision i terminologi og notation.

o Klarhed ved referencer til anvendte resultater.

o Omseatning af et forelagt problem til et klart formuleret spgrgsmdl inden for‘pensum.

e Anvendelse af de i pensum forekommende resultater.
Seettet vil blive vurderet med henblik pa i hvilket omfang tilstedevaerelsen af disse
feerdigheder er sandsynliggjort. Ssettet vil altsi blive vurderet som veerende fuldt tilfredsstil-

lende besvaret hvis samtlige feerdigheder skgnnes fuldt tilfredsstillende dokumenteret, ogsa
selv om visse spgrgsmal ikke er besvaret fuldsteendigt.

Ved bedgmmelsen vil der ogsa blive taget hensyn til dele af besvarelsen, som giver anledning
til tvivl om, at eksaminanden besidder visse af de nzvnte faerdigheder.

Undgé derfor at medtage svar, som kan sa tvivl. Iseer vil fejlslutninger og fejlformuleringer
trekke ned. Hvis du har mistanke om, at nogle svar indeholder simple regnefejl, skal du dog
ikke udelade dem af den grund, men ggre opmaerksom p4, hvorfor du tror der er regnefejl.

Det er tilladt at benytte edb-understgttede hjselpemidler (for eksempel Matlab ) som kontrol.
Udskrifter kan om det gnskes vedlzegges. Men kun udregninger foretaget ”i hdnden” og
dokumenteret ved udfgrlige mellemregninger indgar positivt i bedgmmelsen.

Hvis der er uoverensstemmelse mellem dine egne beregninger og kontrolberegningerne, vil
det vaere i orden at regne videre pé grundlag af kontrolberegningerne, hvis du har mest tillid
til dem.

Bemerk at opgaveformuleringerne kan indeholde mellemresultater som kan ggre det muligt
at komme videre fra et punkt i opgaven selvom man ikke har kunnet na frem til dette punkt.
Der er altsa ingen grund til at ga i sta i en opgave ved et p
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For enhver afbildning f : X — X lader vi Fix(f) betegne mangden af fixpunkter for f.

Vis at mangden af fixpunkter for en lineser afbildning altid er et underrum og karakteriser
maengden af fixpunkter for en affin afbildning, alts& en afbildning af formen F'(z) = Az + b
hvor A er en matrix og b er en vektor.

Lad A vere betegnelse for matricen

) |

Vis at A er matrix for en drejning og bestem dennes drejningsakse.

(S

N
_

[T

[l L Ll

Owl-

Lad b € R®. Lad F, betegne den afbildning af R® ind i RS, som er givet ved formlen
Fy(z) = Az +b.

Bestem mengden af fixpunkter for Fj, og vis at denne udggr en linje i rummet, nar

b = (2,1,-1). Vis at fixpunktmzengden for F, er en linje, netop nir b er vinkelret pi
drejningsaksen for drejningen hgrende til A.

2:

Lad P betegne den reguleere femkant i planen, hvis hjgrner er lgsningerne til ligningen 2° = 1,
idet vi ogsa teenker pa planen som en kompleks talplan. Vi lader F betegne isometrigruppen
for P, altsa gruppen af drejninger og spejlinger af planen som fgrer P over i sig selv.

Opstil en operationstabel (gruppetabel) for gruppeoperationen i F.

Lad G betegne den undergruppe af S5 som er frembragt af de to permutationer p = (25)(34)
og (13)(45). ‘

Angiv en operationstabel for gruppeoperationen i G.

Lad os for a,b € Zs lade f,» veere betegnelse for den afbildning af Zg pa sig selv, som er
givet ved formlen f,4(z) = ax +b.

Lad H betegne meengden {fo 5 : a € {1,—1},b € Zs}. Vis at H med sammensetning som
gruppeoperation er en gruppe og opstil en operationstabel.

Vis at disse tre grupper er indbyrdes isomorfe.

Angiv for hver af grupperne to elementer som frembringer hele gruppen.

Lad nu [ vare den linje, som er vinkelret pa den plan hvori P befinder sig og gir gennem
centrum for P, og lad E og F vere to punkter pa [, som ligger symmetrisk mht planen .Lad




Q veere det polyeder, der som hjgrner har hjgrnerne af P samt £ og F.(Et polyeder er en
mangesidet figur som for eksempel en terning og et tetraeder.)

Angiv drejninger og spejlinger for @ og overvej hvilke relationer der er til de tre grupper
ovenfor.

Bemsrk figurerne p4 de efterfalgende sider, som dels illustrer opgaven, dels kan efter behov
kan anvendes til at fremstille modeller.

3:

Lad @ betegne den kvadratiske form pa R", givet ved formlen

Qz) = ZZxﬂj - sz,

=1 j=1 =1
hvor z = (z3,...,2,). Lad A betegne matricen
0111
1 011
1101
1110

Gor rede for at nar n = 4 s3 er @ den af 4 bestemte kvadratiske form.

Bestem et koordinatsystem i forhold til hvilket @ er givet ved formlen
Q(u) = —u — uf ~uf + 3u,

hvor u = (uy,...,uq).

Der pnskes en udregning af det karakteristiske polynomium for A med anvendelse af raekke-
og sgjleoperationer og med alle mellemregninger anfgrt.

Der gnskes ogsa en redeggrelse for at det karakteristiske polynomium kan bestemmes pa
en nemmere méde, nir man udnytter at man pé forhdnd kender formlen for Q i det nye
koordinatsystem, altsé i bagklogskabens klare lys.

Opstil en hypotese om tilsvarende resultater for andre veerdier af n.
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Denne figur kan klippes ud og foldes og kiistres til polyederet Q.




Matematisk analyse
1. semester




Intern prgve i emnekredsen

E2 Ikke-linezre strukturer fra analyse.
For studerende, der gar op efter 1993-pensum

72 timer efter eget valg 20-27 november 1994

Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladt.
Det forventes at man arbejder alene

Opgaveszttet bestdr af seks opgaver.




Opgave 1
a) Vis, at lim,_o s—“é?—tz =1

b) Vis, at f(z) = y/sin(z?) er differentiabel i z =0, og find f'(0).

Opgave 2

Find stamfunktionen

T
J——a—
14+ vz

Opgave 3

Vis, at hvis fglgen {a,} er konvergent med graznsevardi L, og
funktionen g : R — R er kontinuert i L, da er fglgen {g(a.)}
konvergent med grznsevardi g(L).

Vink: Man kan evt. benytte beviset for, at sammensatning af
kontinuerte funktioner giver en kontinuert funktion (Apostol satn.
3.5), som inspirationskilde. '

Opgave 4
Bestem de vardier af n € Z,;, for hvilke funktionen

z"coszx
daireD)

har grznsevardi for z — (. Bestem i disse tilfzlde graznsevardien.

Opgaveszettet fortseettes pa naeste side




Opgave 5

For hver af fglgende rzkker skal man afggre om razkken er konvergent
eller divergent.

o
a) B ) V1+nt—ni
:L_—_‘: \/n(n——l ;::1

Opgave 6

a) Vis, at
n! S (n+1)!

for alle n€ Z,.

b) Find
n!
sup{ o neEz; }

c) Bevis, at fglgen a, = n!/n™ er konvergent. Grznsevardien skal
ikke bestemmes.

Opgavesattet er slut




Intern evalueringsset i emnekredsen
E2 Ikke-linesre strukturer fra analysen.

Opgaveszttet bestar af 7 opgaver, der gnskes besvaret
i perioden 18 januar - 23 januar 1995.

Opgave 1

Lad funktionerne f og g, defineret pa R\ {0} med verdier i R, vere givet
ved

f(z) = sin(z) - sin(%)
og
g(z) = cos(z) - sin(-qlz)

a) Vis, at greensevaerdierne lim;_.o f(z) og limgz— f(z) eksisterer og bestem
disse. ’ '

b) Vis, at g(z) er differentiabel og beregn den afledte g’(:z:), for z € R\ {0}.

c) Vis, at ¢’(z) har en greensevardi lim,_ ¢’(z) og bestem denne.

Opgave 2

/“( z o d
. \2z2+20 z+1) %

Betragt integralet

for C € R.

Bestem de vardier af C for hvilke integralet konvergerer og evaluer integralet
for de veerdier af C hvor det konvergerer.




Opgave 3

Lad f: R — R vare en reel funktion og betragt talfglgen
1
0n=n (1)~ 1))
for n € N.

a) Vis, at talfglgen (Q,) har en graensevzrdi, for n — oo, hvis f(z) er diffe-
rentiabel i punktet z = 0, og bestem graenseveerdien @ = lim, .. @n.

b) Vis, at der ikke gelder, at hvis fglgen (Q,) har en greensevardi for n —
00, sa er f(z) differentiabel i punktet z.
(Vink: Konstruer evt. et modeksempel, husk at begrunde svaret.)

Opgave 4

Lad (a,), n € N, vare en reel talfglge, hvor a; = v/2 0g Gn = \/an—1 + 2, for
n > 2.

a) Vis, ved induktion, at a, < 2 for alle n € N.
b) Vis, at (a,) er en voksende fglge.
c) Vis, at (a,) er konvergent.

d) Find greenseveerdien a = lim, o (a.).
(Vink: Vis at a er fixpunkt for f(z) = vz +2, dvs. at a opfylder
ligningen a = va + 2.) A

Opgave 5

For hver af nedenstaende rzkker skal man afggre, om rakken er absolut
konvergent, betinget konvergent eller divergent.

a) E:ll(——l)"%‘;
b) > (1) m iy

) Taei(=1)"y/log(l + 77)
(Vink: Vis, at lim,_o !35%—*'—”)- =1.)




Opgave 6

Betragt funktionsfglgen , i
falz) = 2" cos(gm)

for0<z<1l,neN.

a) Vis, at funktionsfglgen (f.(z)) konvergerer punktvis og bestem greense-
funktionen f(z) = limp—e fn(z).

b) Vis, at funktionsfglgen (f.(z)) konvergerer uniformt mod f(z) pa inter-
vallet {0, 1]. .
(Vink: Opdel intervallet i to delintervaller, [0, o] og [e, 1] for passende
valgt o og benyt bl.a. at cos(5z) er kontinuert.)

Opgave 7

Betragt den reelle potensraekke

2n+41

S mrE
“ (2n+1)(2n —1)
a) Bestem rakkens konvergensradius p.
- b) Vis, at reekken kbnvergerer forz = —pogz=np.

c) Vis, at reekken er uniformt konvergent i intervallet [—p, p].

Opgaveszttet er slut




Intern prgve i emnekredsen
E2 Ikke-lineare strukturer fra analyse.
4 dage efter eget valg 11-22 oktober 1995

Alle szdvanlige hjazlpemidler er tilladt.
Det forventes at man arbejder alene

Opgavesattet bestar af fire opgaver.




Opgave 1

Lad A vare en ikke-tom, opadbegraznset delmazngde af de positive
reelle tal R,.

Vis, at (sup A)? =sup Az, hvor As = {z%|z € A}.

Opgave 2

Betragt funktionen
1
flz) = -
T

Vis med udgangspunkt i definitionen af gransevardi, at f(z) ikke
har en grznsevardi for z — 0. -

Opgave 3
Betragt funktionen

_ Jzg?cosl for z#0
f(m)_{o for z =0.

a) Vis, at f(z) er differentiabel i z =0 og at f’(O) =0.

b) Find f'(z) for alle z € R og undersgg om f'(z) er kontinuert i 0.
Opgave 4

Den svere

Betragt funktionen

__. cosi for z €]0;1];
/(=) {0 for z=0.

Vis, at f(z) er integrabel (over [0;1]), selv om f(z) ikke er
kontinuert i 0.

NB Integralets vardi skal ikke bestemmes.

Vink: Vis, at for alle n € P galder, at f(z) er integrabel pa [X;1]
og at forskellen mellem over- og undersum pd intervallet [0; %] kan
g#res mindre end 1/n.

Opgavesa=ttet er slut



IKKE-LINEARE STRUKTURER (E2)

PROVE 29-31. JANUAR 1996

Settet bestdr af fire opgaver.
Alle sedvanlige hjelpemidler er tilladt.

0 9 OPGAVE 1 -
Bevis at det for alle z € C geelder at

e'? = cosz +isinz.
Lad for z € R funktionen ¢; : R — C veere givet ved forskriften
cz(y) = cos(z + iy)
Vis at ¢ er differentiabel med
¢z (y) = —isin(z + iy)
Lad ligeledes for £ € R funktionen s, veere defineret ved i definitionen for ¢, at udskifte cos med sin.
Vis at bade ¢, og s, er Igsninger til differentialligningen
(D*~D)f =0

og at parret (¢, 55) for fast z udggr en basis for den fuldstaendige Igsning hertil og angiv den partikulaere
Igsning, for hvilken f(0) = 32Q og f'(0) = —i%—i Angiv ogsé koordinatsaettet for Igsningen e i et af
koordinatsystemerne (cz,5z) . 5

1 0 OPGAVE 2

Lad (a,) veere en talfgige med positive elementer. Vis at fglgende tre pastande er ensbetydende:

oo
Z a, er absolut konvergent

n=1

[=+]
Z log(1+ a,) er absolut konvergent

n=1

o
H (1 +apn) er absolut konvergent
n=1
Et udtryk som det sidste kaldes et uendeligt produkt, og konvergens af uendlige produkter defineres
analogt til konvergens af uendelige raskker.
Foretag selv de ngdvendige praciseringer.
Benyt ovenstiende til at give et simpelt bevis for at den harmoniske raekke er divergent.



3.2

1 1 OPGAVE 3

Lad f : R = R vare en kontinuert funktion, og lad (z,) vaere en talfgige, som konvergerer mod z.
Bevis at talfglgen (f(zn)) konvergerer mod f(z). Antag nu yderligere, at det for alle n geelder at

Intl = f(zn)

Vis at f(z) ==z
Lad a > 0 vaere givet, og antag at en fgige (z,) er defineret ved at

ry =

Tny1 =

[T TR

a
(zn + Z)
Vis, at hvis (z,) konvergerer mod z, da vil z = /a.

Kom med et forslag til, hvad dette resultat kan bruges til. (Det kan oplyses at fglgen (z,) altid vil
konvegere.)

1 2 OPGAVE 4

Lad P vere et polynomium af grad n. Vis at det ubestemte integral

/P(z)Arctg(z) dz

kan udtrykkes ved hjzlp af de szdvanlige funktioner; du behgver ikke at give en eksplicit formel, blot
vise at det kan lade sig ggre. :

Vis, at integralet vil have formen
Q(z)Arctg(z) + R(z) + alog(1 + 27),

hvor @ og R er polynomier og a er en konstant. Angiv ogsd nogle ligninger, som kan bruge til at
beregne ), R og a, nar P er kendt.
Beregn endelig

/(322 + 2z + 1)Arctg(z) dz
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IKKE-LINEZERE STRUKTURER (E2)

PROVE 17-19. JANUAR 1996

Settet bestdr af fire opgaver.
Alle sedvanlige hjelpemidler er tilladt.

05 OPGAVE 1
Vis at det for ethvert naturligt tal n geelder at

1
V1+z= 1+;2-:c+o(z),

idet vi benytter "lille 0" terminologien.
Vis at det for ethvert naturligt tal n galder at

log(1 + 227) = 22 + oz?).

Vis endelig at razkken

3 ¢/log(1 + ,,1—6)

n=1

er konvergent.

86 opGave 2
Lad f: R— C vaere givet ved forskriften

J(t) = Log(1 + it)

hvor Log : C\ {0} = C er givet ved forskriften Log(z) = log|z| + iArgz, idet Argz betegner det
principale argument for z, alts3 det argument, som ligger i intervallet ] — 7, 7], siledes at vi fx for z > 0
har at Arg(z + iy) = Arctg(L).

Vis at f er differentiabel (preeciser hvor) med

(1) = _.'_.

£ 1+t
Bestemn en (komplex) potensrakke 3 a,t™, som i det indre af sit konvergensinterval (konvergenscirklens
skaering med den reelle akse) har f/ som sumfunktion. Bestem en (komplex) potensraskke, som i det
indre af sit konvergensinterval har f som sumfunktion. Hvad kan du sige om denne ratkkes sum for
t=—i.
Opstil endelig en raekke Y byz", om hvilken du tror, at dens sum for ethvert z i det indre af konver-
genscirklen er Log(1 + z).
Du skal alts3 blot fremsaette en hypotese, ikke bevise den i sin helhed, men dog vise at den er konsistent
med, hvad du formodes at vide i forvejen— herunder hvad der er fremkommet i denne opgave.
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2.2

0 7 OPGAVE 3

Lad f vaere en kontinuert og voksende (i blid forstand) funktion. Vis at det for enhver delmaengde A
af de reelle tal gaelder at

sup f(A) = f(sup(4))

nar begge sider i ligningen har mening.
Diskuter ved hjzlp af eksempler ngdvendigheden af de to betingelser p3 f.
Kom med forslag (uden beviser) til lignénde formier, som fremkommer ved at =ndre pa forudsaetning-

erne.

0 8 OPGAVE 4

Lad @ < b og lad (zo, 1, -..) vaere en voksende talfgige for. hvilken 2o = a og z, — b for n = oo.

Lad ¢, veere en begranset talfgige og lad funktionen f vzere defineret pa [a, b] siledes at f(z) = ¢,
for z,.1 < x < z,, og siledes at f er begraenset.

Vis at f er integrabel og at rakken

i cn('xn - zn-l)

n=1

er konvergent med summen fab f(t) dt.
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Intern prgve i emnekredsen
E2 Ikke-linezre strukturer fra analyse.
72 timer efter eget valg 1997

Alle sazdvanlige hjalpemidler er tilladt.
Det er ikke tilladt at arbejde sammen

Opgavesattet bestdir af fire opgaver.

13




i 3 Opgave 1

Lad A og B vare to ikke-tomme opadbegraznsede mazngder, som opfylder

fglgende betingelser:
VacA:3be B:a<b

VbeB:dacA:b<a
a) Ggr rede for at mzngderne A og B begge har et supremum.

b) Vis at supA =supB.
c) Giv et eksempel hvor A og B er disjunkte mangder.

14 Opgave 2

Bestem stamfunktionen

3(z2+1)dz
(z+1)(z~-1)(z2+z+1)

75
Opgave 3

Undersgg for hver af fglgende to razkker om rakken er konvergent eller
divergent

- 1
a) : : ;log(l + 'n—z')
[ ]
(3n)!3"
b) ‘ ; n3ng2n ’ ‘
16 Opgave 4

Lad a < b og lad (zg,Z1,...) Vare en voksende talfglge for hvilken
Zo = a og Tn — b for a — oo. Lad ¢, vare en begranset talfglge og lad
funktionen f vare defineret ved pa [a,b] siledes at

flz) =cn for ZTp—1 T < Zn.
a) Ggr rede for at f(z) er begraznset. o
b) Vis at f(z) er integrabel, og at rzkkem > .- cn(ZTn — Tnp-1) €T
konvergent med summen fab f(t)de. ' '

1 ]
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IKKE-LINEARE STRUKTURER (E2)
INTERN PROVE — JANUAR 1999

Settet bestdr af tre opgaver.
Mazimalt tidsforbrug 72 timer.

Besvarelsen skal danne grundlag for at vurdere eksaminandens faerdigheder med hensyn til fglgende
aspekter:

e Klarhed og overskuelighed i fremstillingen.

e Konsistens ¢ argumentationen.

e Precision i terminologi og notation.

o Klarhed ved referencer til anvendte resultater.

e Omsetning af et forelagt problem til et klart formuleret spprgsmal inden for pensum.
Anvendelse af de i pensum forekommende resultater.

Sikkerhed i de komplekse tals aritmetik og regneregler for elementere funktioner.
Sikkerhed 1 differentiation og integration af funktioner af en reel variabel.

Sattet vil blive vurderet med henblik pa i hvilket omfang tilstedeveerelsen af disse faerdigheder er
sandsynliggjort. Seettet vil altsd blive vurderet som vaerende fuldt tilfredsstillende besvaret hvis
samtlige feerdigheder skgnnes fuldt tilfredsstillende dokumenteret, ogsd selv om visse spgrgsmal
ikke er besvaret fuldstaendigt.

Ved bedgmmelsen vil der ogsd blive taget hensyn til dele af besvarelsen, som giver anledning til
tvivl om, at eksaminanden besidder visse af de naevnte fzerdigheder.

Undga derfor at medtage svar, som kan sa tvivl. Iser vil fejlslutninger og fejlformuleringer traekke
ned. Hvis du har mistanke om, at nogle svar indeholder simple regnefejl, skal du dog ikke udelade
dem af den grund, men ggre opmerksom pa, hvorfor du tror der er regnefejl.

Det er tilladt at benytte edb-understpttede hj=lpemidler (Mathematica, Derive,Matlab og lig-
nende) som kontrol. Udskrifter kan om det gnskes vedlaegges. Men kun udregninger foretaget "1
handen” og dokumenteret ved udfgrlige mellemregninger indgér positivt i bedgmmelsen.

Hvis der er uoverensstemmelse mellem dine egne beregninger og kontrolberegningerne, vil det vare
i orden at regne videre pa grundlag af kontrolberegningerne, hvis du har mest tillid til dem.

Det er tilladt at henvise til stninger fundet i andre leerebgger, nar disse satninger citeres fuldt.
For sztninger fra det anvendte materiale (Lindstrgm mm) er det nok at henvise til s®tningens
nr. Dog skal det helt klart fremg3, hvordan sztningen bliver brugt i sammenhzngen, ligesom det
naturligvis skal godtggres at betingelserne for at bruge den er opfyldt.
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_2 Ikke-linezere strukturer—intern januar 1999

Lad f, g, h veere tre reelle afbildninger defineret pd delmasngder af de reelle tal, siledes at h=g o f

Hvis vi antager, at to af disse tre afbildninger er kontinuerte kan man spgrge om den tredje ogsa er
kontinuert.

(1) Angiv for hvert valg af de to om svaret er ja eller nej, hvis der ikke gores yderligere antagelser.
Ggr nu den ekstra antagelse at f er defineret pa et interval og strengt monoton.

(2) Hvordan bliver svaret i denne situation

Ggr i stedet den ekstra antagelse at g er defineret pa et interval og strengt monoton.

(3) Hvordan bliver svaret i denne situation

(4) Formuler og besvar analoge spgrgsmal, nar vi i stedet for kontinuitet ser pé differentiabilitet.

Lad g vaere en funktion defineret pa et dbent interval. Antag at det for ethvert z i definitionsmasngden
glder at y = f(z) er en Igsning til ligningen

Y+y=2i-z

(5) Vis at g er en differentiabel funktion.
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Ikke-linezre strukturer—intern prgve jénuar 1999 - _3

350pgave 2

Ved undersggelse af om gransevaerdien

tim (%)

T—+a g(:z:) !

eksisterer i situationer, hvor bade tzller og navner har gransevardien 0, kan man betjene sig af
gentagen brug af I'H8pitals regel eller benytte Taylors formel pa tzeller og nazvner. '

Situationen foreligger i fglgende eksempler

f(z) =sinz — tgz, g(z)=2z3~2% a=0
f(z)=1-cosz — izsinz, g(z) = =%, a=0
f(z) =z —sinz + }sin(2®), g(z) =sin(z®), a=0

(6) Foretag en grasnsevaerdiundersggelse i disse eksempler. | hvert eksempel skal begge naevnte metoder
illustreres.

Idet vi for enhver C™ funktion f lader T, f betegner Taylorpolynomiet af orden n udviklet ud fra a kan
man altsé betragte den metode, der bestar i at erstatte spgrgsmailet om eksistensen af og den eventuelle

vardi af

im &)
B g(z)

med spgrgsmalet om eksistensen af og den eventuelle vardi af

. Tnf(z)
il‘l}}' Thy(z)

for passende vardier af n.
(7) Formuler en seetning, der sammenfatter denne metode.
(8) Foretag en sammenligning af denne metode med gentagen brug af I'Hpitals regel.
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_4 Ikke-linezre strukturer——intern januar 1999

360pgave 3

Ved brug af de gangse metoder til at finde partialbrgksopspaltning kan man for ethvert normeret
andengradspolynomium P med de to forskellige r@dder a; og as finde konstanter ¢; og co séledes at

1 _ a + c2
P(z) " z-a; z-a;

(9) Angiv formler for c; og c2
Betragt specielt polynomiet

Piz)=1=-z~2’

Lad os minde om ét

1
lfz

-

er sumfunktion for en vis kvotientrakke, og at vi har omskrivningen

1 1 1

X
a—=z ala

(10) Benyt partialbroksopspaltningen til at bestemme en potensraekke

i bz™

n=0
med
1
l—2-—22

som sumfunktion
Antag i det videre at

by = — ((1+~/5‘)"+1 (1—\/5)"“) |
n—‘ﬁ _2_ - ) s

(11) Bestem potensraekkens konvergensomréde.
(12) Vis at bn+2 = bn+1 -+ b

(13) Vis at b, er heltallig for alle n og angiv de fgrste 5 af disse hele tal, og check at dette stemmer
overens med formlen for n = 0, 1,2 ved udregning af udtrykket i formlen.

Man kan foretage en lignende undersggelse for ethvert andengradspolynomium af formen

P(z)=1-az - fz°
hvor relationen mellem koefficienterne i potensrakken bliver

abp + fbny1 = bny2

(14) Veelg dit eget polynomium af denne form og foretag en undersggelse der indeholder en tilsvarende
behandling af det valgte polynomium. Valget er frit, bortset fra, at det skal galde at |af3| > 6




Tkke-lineeere strukturer—intern prgve januar 1999 _5

37 Opgave 4

For to meengder X og Y vil vi lade F(X,Y) betegne maengden af afbildninger defineret pd X med
-vaerdier i Y. S o

For to komplekse afbildninger f og g defineret pd X altsd to medlemmer af F(X, ©) definerer vi
afstanden

dx(f,9) = sup{|f(z) — 9(z)|: € X}

og vi siger om en funktionsfglge (f.) og en funktion fo at (fn) konvergerer uniformt pd X mod fo,
hvis vi har at

distx (fn, fo) = 0 for n— co.

(15) Gpr rede for at dette er en generalisering af noget lignende i Lindstrgm.
Antag nu at ¢ € F(X,Y). Lad f,g € F(Y, C).

(16) Angiv en relation mellem dy (f,g) og dx(f o ¢,90 ¢)

Lad f, vaere en fglge af funktioner fra F (Y, C).

(17) Angiv en relation mellem de to udsagn

fn konverger uniformt pd Y mod fy

fn © ¢ konverger uniformt pd X mod foo ¢

Begrebet uniformt konvergent funktionsfglge lader sig umiddelbart overfgre til et begreb om uniformt
konvergente funktionsraekker.

Lad for hvert helt tal n > 0, f, betegne den komplekse funktion defineret ved
fa(2) = (z+25)™,z€ C.
Lad X betegne konvergensomradet for den komplekse funktionsrakke
[= <]
Z fa(2)
n=0
(18) Angiv betingelser i form af uligheder til bestemmelse af X og find betingelser i form af ligninger,

som beskriver randen af konvergensomridet (19) Bestem et antal punkter p3 randen af konvergen-
somradet, sé du kan give en r3 skitse af X

(20) Vis at raskken konverger uniformt ps enhver maengde af formen
{z: |2+ 2% <k}

hvor k < 1.
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Skriftlig eksamen i emnekredsen
E2 Ikke-linezre strukturer fra analyse.

Prgvesat, december 2001
" Revideret 20-11-03

Opgaveszttet bestar af seks opgaver.
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Opgave 1

a) Vis at den udprikkede kugle
Bi@={z|0<|lz—all<r}

er en aben mangde.

b) Lad .
B@)={s|lz-al<r}

betegne den afsluttede kugle. Vis at hvis F' er en afsluttet
mzngde og F D B,(a), da gelder F 2 B,(a)

g Opgave 2

Lad {a,} vare en talfglge med den egenskab at

Ve >0 3N :m,n> N = |a, — am| <€

a) Vis at talfglgen {a,} er begramset.
b) Vis at talfglgen er konvergent.

c) Formuler og vis et lignende resultat for om punktfglger i R™.

Opgave 3

a) Giv et eksempel pa en aben delmzngde af de reelle tal, BC R
med den egenskab at Q C B og B # R. '

b) Vis at hvis B er en lukket delmzngde af R med den egenskab at
@ C B da er B=R.

Opgave 4

Betragt funktionen

_ [#=  for (z,9) # (0,0)
fla,y) = {0 * for (z,y) = (0,0)

For hvilke vardier af n € N er funktionen kontinuert i (0,0) 7

21



Opgave 5

a) Vis, at limg,o \/lo—g(gz—‘i) =1.

b) Vis, at f(z) = /log(1 +z%) er differentiabel i z = 0, og find
f'(0).

c) Find de vardier af n € Z, for hvilke funktionen f,(z) =
V/1og(l + z") er differentiabel i z =0.

Vink til spm. ¢): Hvad er definitionsmzngden for f,(z)?

Opgave 6

Lad A vzre en ikke-tom, opadbegraznset delmzngde af de positive
reelle tal R,.

Vis, at (supA)? =sup A2, hvor A, = {z?|z € A}.
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Skriftlig eksamen i emnekredsen
E2 Ikke-linezre strukturer fra analyse.

12-16 januar 2002

72 timers Taghjemprgve.

Opgavesattet bestar af fire opgaver.
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Opgave 1

a) Vis at den udprikkede kugle
Bi(a)={z |0<|lz—all<r}

er en aben mzngde.

b) Lad _
Bi(a)={z | lz—al<r }

betegne den afsluttede kugle. Vis at hvis F er en afsluttet
mzngde og F D B,(a), da galder F D B(a) '

Opgave 2

a) Lad f betegne en funktion f: R™ — R™ og lad a vare et punkt i
a € R™. Lav selv en definition af begrebet f er kontinuertia.

b) Vi at hvis f er kontinuert i hele R,,, og U C R", da gelder at
mzngden

fFHU)={zeR™ | f(z)eU }

er aben.

Opgave 3

Lad {a,} vare en talfglge med den egenskab at

Ve >0 AN :m,n> N = |a, — am| < e

a) Vis at talfglgen {a,} er begrznset.
b) Vis at talfglgen er konvergent.

c) Formuler og vis et lignende resultat for om punktfglger i R"™.

Opgave 4

Lad A C R vare en ikke-tom opad begrznset delmzngde af R. Vis
at der findes en talfglge {a,} af tal fra A, som konvergerer mod

sup A.

24



Opgave 5

a) Lad B C R betegne en adben delmzngde med den egenskab at Q C B.
Vis at B=R.

b) Samme spgrgsmal hvis B er lukket, men ikke ngdvendigvis aben.

Opgave 6
Betragt funktionen

ooy = d Pz for (z,y) #(0,0)
f ’y)_{O i for (z,y) = (0,0)

For hvilke vardier af n € N er funktionen kontinuert i (0,0) ?

Opgave 7
Betragt funktionen

_Jlsind| for z#0
f() {0 for x=0.

a) Vis at f er integrabel pa ethvert interval af formen [g; 1],
hvor 0 < a < 1. samt at f er integrabel pa intervaller af formen
[-1;—a].

b) Vis at for alle ¢ > 0 findes en interval inddeling af [a; 1] sadan
at O(D)-U(D) <.

Vink: Intervalinddelingen D skal ikke angives. Man skal blot ggre
rede for at den findes!

¢) Vis at 2a er oversum for f pa intervallet [—a;a] og at 0 er
undersum pa samme interval.

d) Vis at f er integrabel pa [—1;1].

Opgave 8

a) Lad {z*} betegne en punktfglge i R" og lad fi, fa,...fn vare en
ortogonal basis for R" vis at z* er konvergent hvis og kun hvis
talfglgen < z*, f; > er er konvergent for alle i.

b) Samme spgrgsmal hvis basen ikke er ortogonal.
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Skriftlig eksamen i emnekredsen
E2 Ikke-linezre strukturer fra analyse.

12-16 januar 2002

72 timers Taghjemprgve.

Opgavesattet bestar af seks opgaver.




Opgave 1

a) Lad f betegne en funktion f: R™ — R" og lad a vare et punkt i
a € R™. Lav selv en definition af begrebet f er kontinuertia.

b) Vis at hvis f er kontinuert i hele R™, og U C R"™ er en &ben
delmazngde, da gazlder at mzngden

fiU)={zeR™| f(z) el }

er aben.

Opgave 2

Lad A C R vasre en ikke-tom opad begrznset delmzngde af R. Vis
at der findes en talfglge {a,} af tal fra A, som konvergerer mod
sup A.

Opgave 3
Betragt funktionen

_J|sini| for z#0
f(2) A{O for z=0.

a) Vis at f er integrabel pa ethvert interval af formen [e;1], hvor
0<a<1, samt at f er integrabel pa intervaller af formen [-1;—a].

b) Vis at for alle € > 0 findes en intervalinddeling D af [a;1]
sadan at den tilhgrende oversum O(D) og undersum U(D) opfylder
O(D) -U(D) < e.

Vink: Intervalinddelingen D skal tkke angives. Man skal blot ggre
rede for at den findes!

c) Vis at 2a er oversum for f pa intervallet [—a;a] og at 0 er
undersum pad samme interval.

d) Vis at f er integrabel pa [—1;1].
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Opgave 4

a) Lad {z*} betegne en punktfglge i R" og lad fi, fa,...,fn vare
en ortogonal basis for R". Vis at z¥ er konvergent hvis og kun
hvis talfglgen < zk, f; > er er konvergent for alle 2, hvor < -.,->
betegner det indre produkt.

b) Samme spgrgsmal hvis basen ikke er ortogonal.

Opgave 5

Find stamfunktionen

/ﬁ—éﬁdx.

Opgave 6

a) Vis, at
n! (n+1)!

—_ > >0
R I\
for alle n€ Z,.
b) Find
n!
sup{ — ! neEzZ; }
c) Bevis, at fglgen a, = n!/n™ er konvergent. Gransevardien skal

ikke bestemmes.

Opgavesaettet er slut
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IMFUFA Carsten Lunde Petersen

E2 Tag-hjemeksamen Vinteren 02-03

Introduktion

Ved bedpmmelsen af opgaverne vil der blive lagt stor vaegt pa at svar ikke
blot er rigtige, men ogsa velbegrundede. Endvidere vil szettet blive bedgmt i
sin helhed. De angivne pointtal for hver opgave er derfor vejledende, men ikke
absolutte stgrrelser. God forngjelse.

Opgave 1 (10 point) I hvert af folgende tilfzlde afggr om granseveerdien
eksisterer og find den hvis den eksisterer:
a)
e* 1
lim —————.
. z—0 cosz — 1
b) For hvert fast n € N:
sin z™
m ——.
z=0s8in" ¢

Opgave 2 (15 point)

1
a) For hvilke p € R er funktionen = 1

zlogzlogilogz  z(logz)(loglogz)? =
gentlig Riemann integrabel p4 intervallet [3,00[?

1
z log z log? | log z|

b) For hvilke p € R er funktionen
grabel p4 intervallet 10,1/3]?

uegentlig Riemann inte-

oo
: 1
i R kk S _ & ?
c) For hvilke p € R er reekken 2 nlognlog logn onvergent

Opgave 3 (20 point) Lad f : [a,b] — R veere en kontinuert voksende funk-
tion og lad {Zn},cn C [a,b] vaere en vilkirlig falge.
a) Vis, at

limsup f(zn) = f(limsupz,)
n—oo n-—00

Du kan have glede af fgrst at lave en skitse. F.eks. bestiende af to parallele
akser en akse med intervallet [a,b] og en folge, og en akse med billedfglgen.

b) Vis ved eksempler at ingen af de to betingelser, kontinuert og voksende kan
undveeres.
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. ) |
Opgave 4 (25 point) Lad f(z) = ﬁe—"zp og lad

1 T
F(z)= 3 +/ f(t)dt.
0
a) Find McLaurin raekkerne for f og F.
b) For hvilke z € R konvergerer reekken for F'?

c) Vurder hvor mange led af raekken for F der skal medtages ved en num-
merisk beregning af F(z) for z € [—1,1] for at opn4 en praecission p4 3 x 1073.

d) Vurder hvor mange led af rakken for F der skal medtages ved en
nummerisk beregning af F(z) for z € [-3,3] for at opni en preecission pd
1x 106,

Funktionerne f og F er kendt fra sandsynlighedsregningen og statistikken
som henholdsvis tzethedsfunktionen og fordelingsfunktionen for standard nor-
malfordelingen. I statistik er man ofte interesseret i F'’s veerdier i intervallet
[-3,3] (som svarer til middelvaerdien plus/minus 3 gange spredningen).

Opgave 5 (30 point) Lad L vere positiv. En funktion f:E — R, hvor
E C R kaldes L-Lipschitz, hviss :

Vz,y € E: |f(z) - f(¥)| < Lz -y
Funktionen § kaldes Lipschitz, hviss der findes et L > 0 si f er L-Lipschitz.”

a) Gor rede for at en Lipschitz funktion f: E — R er uniformt kontinuert.
b) Bevis felgende satning:

Satning 1

Lad f,: E— R, n € N vzre en fglge af L-Lipschitz funktioner. Hvis folgen
{fn}nen konvergerer punktvis mod en funktion f: E — R, da er f ogsd L-
Lipschitz.

c) Vis, at for hvert n € N er funktionen z™ : [0,1] — [0,1] n-Lipschitz. Hvor-
for er den punktvise graensefunktion f(z) = nll’m z™ : [0,1] — [0,1] ikke Lips-
(>

chitz?
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Skriftlig eksamen i emnekredsen
E2 Ikke-lineare strukturer fra analyse.

14-19 januar, 2004

Opgavesattet bestar af fire opgaver. De studerende m& ikke
diskutere opgaverne med andre 1 prgveperioden (14-19 januar) .

Som altid med fler-dags prgver vil flere af spgrgsmalene krave, at
man arbejder med dem over lzngere tid og gennemser (de relevante)
dele af bogen for at se, hvilke resultater man evt kan benytte.
Der er altsi ingen grund til panik, selv om man ikke kan se,
hvordan opgaven besvares ved fgrste gennemlasning. Hvis der
refereres til bestemte resultater (sztninger el) tzller det
positivt at give en pracis henvisning til, hvor (i E T Poulsens
bog) sztningen findes, lige som alle svar skal begrundes.
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Opgave 1

Betragt funktionen f:[0;1] — R givet ved

f(m)z{% for %(IES%, ne€N
0 0

a) Skitser grafen for f.
b) Vis, at f er integrabel over [0;1].
c) Bestem fol f(z)dz.

d) Vis, at f er kontinuert i O.

Opgave 2

Lad K C R™ vare en begranset og afsluttet delmzngde af R", og lad
f:K — R vare en kontinuert funktion.

a) Vis, at hvis A C K er en afsluttet mazngde, si er f(A)
afsluttet.

b) Giv (mod-)eksempler, som viser, at ingen af de fglgende to
betingelser kan undv#res hvis, at man skal kunne slutte, at f(A) er

afsluttet:
i) f skal vazre kontinuert.
ii) K skal vare begrznset.

¢) Hvad kan man sige om f(U), hvis U C K er aben i R™?

d) Giv eksempler, som illustrere dit svar pa spgrgsmial c).

Opgaves=ttet fortsaettes pa neste side
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Opgave 3

Betragt funktionen f: R — R bestemt ved

_[z?2-2 hvis z€Q
f(”“')"{o hvis z ¢ Q.

a) Vis, at f er kontinuert i a = +v/2 og diskontinuert i alle andre
punkter. Forklar med ord, hvad pointen er.

b) Angiv en funktion, som er kontinuert i ngjagtigt m punkter,
m € N, og diskontinuert alle andre steder.

¢) Betragt mengden A= {f(z)]| -v2<z<Vv2}.
i) Bestem sup A og inf A.
~ii) Er tallene sup A hhv infA elementer i mzngden A ?

iii)) Er mengden A= f([-vZv2]) et interval?

d) Betragt nu funktionen g: R%? 3 R, som er bestemt ved

24,2 :
g(m,y):{x +y°~2 hviszeQ og ye @
0 ellers.

Hvor er g kontinuert?

Opgave 4

Betragt funktionen h:]0; 00o[— R bestemt ved

h(z):{:lc_n:zf for t#1
1 for z =1

a) Vis, at h er diffferentiabel i 1, og bestem h'(1).

b) Hvor er h/(z) kontinuert ?

Opgaveseettet er slut
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Skriftlig eksamen i emnekredsene

E3 Ikke-lineare strukturer fra analyse. (ny ordn.)

Reelle funktioner (gl. ordn.)

fredag, den 19. januar 1990

kl. 10.00 - 1l4.00

Alle sadvanlige hj@zlpemidler er tilladt.

Opgavesattet bestidr af fire opgaver.




OPGAVE 1

I mengden A = {(x,y) € R? | x+y > o} er der givet

en differentialform

1.

2.

Vis, at w er eksakt.

Find samtlige stamfunktioner til w .

OPGAVE 2

Lad f:R? ~ R betegne funktionen givet ved

f(x,y) = x° + 9x? + 6y? + 1l2xy , (x,y) € R® .

Find de stationazre punkter for £, og afggr for hvert

af dem, om f har lokalt ekstremum dér.

Gpr rede for, at restriktionen af f +til mzngden

{(x,y) € R* I (x| 4, lylf4‘}'

har en mindsteverdi og en stgrstevaerdi. Find disse

samt de punkter, hvori de antages.

2
(opgavesattet fortsatter)



(opgavesattet fortsat)

OPGAVE 3

"Betragt den uendelige funktionsrakke

Vis, at razkken er konvergent for ethvert =x€[o,=[

og divergent for ethvert x€]-=,ol.

vis, idet e ™ = (¢7*)", at razkkens sumfunktion

f: [o,o] ~ R er givet ved

X
1-e"¥ for x € Jo, «I
f(x) =
- o} for x =0

Vis, at rzkken ikke er uniformt konvergent pa
[o,=][ .  (Vink: Hvad er lim £(x) ?)

X=0

Vis, at rzkken er uniformt konvergent pd ethvert inter-

val af formen [a,»][ , hvor a > o .

-nx |

(Vink: Find sup {x e x € [a, »[} for n > 32).

(opgavesettet fortsatter)



(opgavesattet fortsat)

OPGAVE 4

A. Betragt den lineare differentialligning

3
(*) dx 4 & - ¢, t €R .
at? at

a) Find de reelle lgsninger til den tilsvarende

homogene ligning.

b) Gzt en lgsning til den inhomogene ligning (*)

0og angiv samtlige reelle lgsninger til den.

B. Betragt differéntialligningen
. 2
(*¥*) & - - X; ' (t,y) € R, X R -

dt t

(a) Gg¢r rede for, at funktionen y(t) givet ved y(t) = o
for alle t € Jlo, »[ er den eneste maksimale lgsning

til (**) som antager vardien o .

(b) ‘Find samtlige maksimale lgsninger til (**).
Angiv de maksimale lgsninger gennem (1,1) og (1,-1).

(opgavesattet SLUT)




Skriftlig eksamen i emnekredsene

E3 Ikke-Linezre strukturer fra analyse (ny ordn.)
Reelle funktioner (gl.ordn.)
fredag, den 8. juni 1990

kl. 10.00 - 1l4.00

Alle sadvanlige hj=alpemidler er tilladt.

Opgavesattet bestdr af fire opgaver.



(*)

X 328X 4

Opgave 1.

Betragt for ethvert a € R differentialligningen

d®x d’x dax -t
dt? at? dt

1. Bestem a, sdledes at cost er en lgsning til den

homogene ligning svarende til (*).

2. Bestem for denne vaerdi af a samtlige reelle

lgsninger til den homogene ligning.

3. Bestem for den fundne vardi af a samtlige

reelle lgsninger til (*).



Opgave 2.

I mengden A = {(x,y)€ R? | x’y > -1} betragtes

for ethvert par (m,n)€ N; differentialformen

2x x>
w = XX gx + dy .
1 + x%y 1 + x?%y

1. Skitsér A og vis, at der findes netop ét par
(m,n) € NOZ, for hvilket formen w er eksakt.
2. Bestem for de fundne verdier af m og n

samtlige stamfunktioner til w og angiv den,

der har vardien 0 i punktet (o0,0).




Opgave 3.
En funktion £: R+2 - R. er givet wved

4 4
f(x,y) = x*y + =t 3 for (x,y)€ R,® -

1. Bestem samtlige stationzre punkter for £f.
2. Vis, at £ ikke har nogen stgrste vardi.

3. Vis, at £ har en mindste vardi og find den.




SRR e e e R e e o et (AN A VIR £ s e a6 e 494t A 108 Srmane et A 4 Smnass Smime & it st Abebe cepaemeos £k Sabuns s BT

Opgave 4,

Betragt potensrakken

X € R .

N ~8
»

l. Bestem konvergensradins p for rakken.

2. Vis, at rzkken er uniformt konvergent i inter-

vallet [-p,p] .

3. Bestem razkkens sumfunktion f(x) for x € J-p,ol .

4. Bestem razkkens sum for x = -p og for x = p .



Matematik modul 1+2 (ny ordning)
4-timers opgave

Skriftlig eksamen i emnekredsene

E3 Ikke-Lineare strukturer fra analyse (ny ordn.)

torsdag, den 17. januar 1991

kl. 1022 - 1482 |

Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladt.

Opgavesattet bestdr af fire opgaver.

Opgaven udleveres til:

Ragna Clauson-KaasS.......ee. modul 1
Johannes K. Nielsen.......... modul 2
Anne Christine Green......... modul 2
Mette Bendix Petersen........ modul 2
Ole Christiansen............. modul 2
Anja BOlSEN...eiovereeeeeoannnn modul 2
Thomas Christensen........... modul 2
Lis Vestergaard..........c.... modul 2
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Oggave 1.

Betragt den lineare differentialligning

-3 - 4tix=1t?, teR, .

(1) Vis, at et er en lgsning til den til (*)

svarende homogene ligning.

(2) Find den fuldstendige lgsning til den homogene

ligning.

(3) Find den fuldstandige lgsning til (*).

11




Betragt funktionen

(w212
(x“+y )' (x,y) € R2.

f(x,y) = (x?-y)e

(1) Bestem de stationare punkter for £f.

(2) Vis, at £ har en stgrstevardi og en mindstevaerdi.

Bestem disse verdier og de punkter, hvori £ antagér dem.

12




Opgave 3.

Lad der vare givet differentialformen

3 2
w = f—x—— ax - =X dy , (x,y)€ rR*\{(0,0)}.
x2+y8 x2+y6 .

-

(1) vVvig, at w er lukket i sz{(o,o)}.

(2) G¢r rede for, at w er eksakt i halvplanen
{(x,y)€ R?*| v » o} , og bestem en stamfunktion

til w heri.

(3) Vis, at w ikke er eksakt i R2\{(0,0)}.

13




Opgave 4.

Betragt potensrzkken

(1) Bestem potensrzkkens konvergensinterval I.
(2) G¢r rede for, at rzkkens sumfunktion f(x) -
er uendeligt ofte differentiabel i I og her opfylder

£'''"(x) = £f(x) og £f(o) =1, £'(0) = o, f"(p) = o .,

(3) Bestem f (x).

14




Skriftlig eksamen i emnekredsen

E3 Ikke-linezre strukturer fra analyse (ny ordning)

mandag, den 17. juni 1991

kl. 1022 — 1490

Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladte.

Opgaveszttet bestar af fire opgaver.
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Opgave 1

Betragt differentialligningen

4
(*) g_ﬁ - 33; —4z = elcost, 1eR.

1. Bestemn samtlige lesninger til den til () svarende homogene ligning.

2. Bestem den fuldstzndige losning til (*).

" Opgave 2

1. Vis, at differentialformen

_y dz+ Py
I Z+y

5 dy

w =

er eksakt i omradet 4 =R?\L, hvor L={(0,y)eR?| y<0}.

2. Find vardierne af kurveintegralerne af w langs kurverne K; og K, med parameterfremstil-

lingerne henholdsvis
(acost,asint), t€[0,m] og (acost,bsint), t€[0,r],
hvor a og b er positive reelle tal.

3. Vis ved hjzlp af ovenstiende, at der for alle par af reelle positive tal a, b galder

27

%)
B

o
|

{ a’cos’t + b%sin®t




Opgave 3

Betragt den komplekse potensrakke

S, z2€C.

=

(+) S

n=1
1. Bestem rzkkens konvergensradius.

2. Vis, at der for alle 2z€C og NeN, N>2, gzlder identiteten

E) S EET BAEES JEES
L ® N? n(n-l)

nx=2

3. Bestem mangden af de z€C, for hvilke rzkken () er konvergent.

Opgave 4

Betragt funktionen f:[0,27]x[0,00[—R givet ved

f(z,y) = 2¢ 'sinz+ ¢ *¥sin(2z) for (z,y)€[0,27]x[0,00[.

1. Gor rede for, at f antager en sterstevardi og en mindstevardi.

2. Vis, at f ikke har nogen lokale ekstremumspunkter i det indre af sin definitionsmangde.

3. Bestem storstevardien og mindstevardien af f og de punkter, hvori de antages.

17



Skriftlig prgve-eksamen i emnekredsen
E3 Ikke-linezre strukturer fra analyse.

fredag den 3. januar 1992
kl. 10-14.

Alle sadvanlige hj=zlpemidler er tilladt.

Opgaveszttet bestar af fem opgaver,
der ikke bliver tillagt samme vagt.

18




Opgave 1

Find verdien af det bestemte integral

/log3 eSt + eZt it
log 2 (eZt + 1)(et - 1) .

Vis mellemregningerne. Formelsamlingen md kun bruges til komtrol.

Opgave 2
Betragt funktionen
f(:c,y)=(:c2+y2—1)exp(x—%), (z’y)ERXR‘

1) Ggr rede for, at f antager en stgrste- og en mindstevardi pa

mzngden
A={(z,y) | 2 +y° <1, z20}.

2) Find stgrste- og mindstevardien.

3) Vis, at f(z,y) er nedad begrznset i R x R. Den nedre granse
gnskes ikke bestemt.

Opgave 3

Betragt differentialformen

= 2Y _ _ V/
w—(m a:)da:+(y+ w2+1)dy.

1) Find en stamfunktion til w.

2) Find vardien af kurveintegralet

Je#
K

hvor K betegner den bue pa cirkelen z°+y® =1, der starter i (1,0),
gar gennem (—1,0) og ender i (0,-1).

Opgavesaettet fortsaettes
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Opgave 4
Betragt rzkken

> 1

Z m(l - il,')n.

n=3

1) Vis, at razkken er konvergent for z € [0;2].
2) Vis, at sumfunktionen er
S(z) = z(logz — 1) — 3z%(logz — 3) + 3
for z €]0;2[.
Det oplyses, at [zlogzdz = 3z%(logz — 1).

3) Vis, at razkken er ligeligt (uniformt) konvergent pa intervallet
[0;2]. |

4) Find vardien af de to rzkker

T;n(n—2) °8 ngsn(n—2)'

Opgave 5
Betragt funktionen
e’V—-1
, for z#0;
r, = T
f(z,y) {y, for z =0.

1) Opskriv Taylors formel med anden ordens restled for funktionen ‘
e® i udviklingspunktet (0,yo)-

2) Vis, at f(z,y) er kontinuert i (0,yo).
3) Vis, at f4(0,y) = 1y?, og at f/(0,y)=1.
4) Vis, at f er differentiabel.

Opgavesattet er slut
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Skriftlig prgve-eksamen i emnekredsen
E3 Ikke-linezre strukturer fra amalyse.
varighed 4 timer
Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladt.

Opgaveszttet bestar af fem opgaver,
der ikke bliver tillagt samme vagt.
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Opgave 1
Find vardien af det bestemte integral

/°°2sinhtcoshtdt
o (l+sinht)® ™

Vis mellemregningerne. Formelsamlingen md kun bruges til kontrol.

Opgave 2

Betragt funktionen

5\ 11
f(w,y)=log[(z2+y2—2y+z)5}, (z,y) € R x Ry.

-

1) Ggr rede for, at f antager en stgrste- og en mindstevardi pa

mengden :
A={(zy) |2+ @y-2)"<1}.

Tegn mzngden A.

2) Find stgrste- og mindstevardien.

Opgave 3

Betragt differentialformen
423 2y
= -————=—2z]d -
¢ <$4+y2, ) z+.(y+m4+y2> W

1) Vis at w er eksakt i Rx R;.

2) Find den stamfunktion til w som antager vardien O i punktet
(0,1) og som er defineret i halvplanen R x R,.

3) Find vardien af kurveintegralet

/ w’
K

hvor K betegner cirklen z?+y? =1 gennemlgbet een gang med positiv
omlgbsretnig fra punktet (1,0) til punktet (1,0).

Vink til spm 3: Find to omrader i planen sa w eksakt i dem begge.

Opgavesattet fortsettes
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Opgave 4

Betragt rzkken

ixz(cos z)"

n=0
1) Vis at rzkken er konvergent for z €] — m;m[.
2) Find sumfunktionen S(z).
3) Vis at razkken ikke er uniformt konvergent pa intervallet [—3;7].
Vink: Undersgg lim,,oS(z).

4) Vis at rzkken er uniformt konvergent pa intervallet [Z; 37]

Opgave 5

Betragt funktionen

o) = | SR for () # (0,0);
3 0, for (.’B,y) = (0, 0) .

1) Vis, at f(z,y) er kontinuert i (0,0).
2) Vis, at f,(0,0) =0, og at f,(0,0) =0.
3) Vis, at f er differentiabel.

Vink: Benyt Taylors formel med restled pad funktionen e®.

Opgavesattet er slut
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Skriftlig eksamen i emnekredsen

E3 Ikke-linezre strukturer fra analyse.

fredag den 17. januar 1992
kl. 10-14.

Alle szdvanlige hjzlpemidler er tilladt.

ngavesattet bestar af fem opgaver,

der ikke vil blive tillagt samme vagt.
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Opgave 1
1) Skitsér mzngden

A={(z,y) |2>0, y>0, 6>2z+y}.

2) Betragt funktionen
f(z,y) =zy(d -z —y)

Ggr rede for, at funktionen antager en stgrste og en mindste vardi
pa A. '

3) Find stgrste- og mindstevardien.

Opgave 2

o0 1
/ 3 dz
1 z° 4+

Vis mellemregningerne. Formelsamlingen ma kun bruges til kontrol.

Find vzrdien af integralet

Opgave 3

Betragt differentialligningen

(%) (v + zy)dz — 22 dy = 0.

1) Vis, at (*) har et singulart punkt, og find dette.

2) Ggr rede for, at der gennem alle ikke-singulzre punkter gar
netop een lgsning.

3) Vis, at h(z,y) =2~'y~? er en integrerende faktor.
4) Lgs differentialligningen (*).

5) Find mindst to lgsninger gennem det singulzre punkt.

Opgavesaettet fortsaettes
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Opgave 4

Betragt funktionen

o= {5 02 00
1) Vis, at |f(z,y)| < =l
2) Vis, at f(z,y) er kontinuert i (0,0).
3) Find de partielle afledede i punktet (0,0), f;(0,0) og f£,(0,0).
4) Vis, at funktionen ikke er differentiabel i (0,0).

Vink til spm. 4: Find f’s retningsafledede i en passende retning.

Opgave 5

Betragt rakken

[0 o]
E z"r " sinz.

n=0

1) Vis, at rzkken er konvergent for z € [—m;7].
2) Find rzkkens sumfunktion S(z).

3) Vis, at

lim S(z) = .
=T

4) Vis, at rzkken ikke er ligeligt (uniformt) konvergent pa
intervallet [0;7].

5) Vis, at rzkken konvergerer ligeligt pa intervallet [—m;0].

Vink til spm. 5: Opdel i to intervaller [-m;—7+¢] og | — 7 +¢€;0].

Opgavesattet er slut
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Skriftlig eksamen 1

Flerdimensionale Analyse, E3

Torsdag 11.6.1992
9.30-13.30

ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT.

Opgavesattet indeholder 4 opgaver
med ialt 12 spgrgsmal.

Ved vurderingen af opgavesattet

vurderes de 12 spgrgsmal lige.

217




1) a) Find samtlige lgsninger i intervallet |0, 00| til den homogene dif-
ferentialligning

b) Bestem lgsningen u(z) af den inhomogene differentialligning
1

y"——y'=x
T

saledes at u(1) = 0 og v/(1) = 1.
2) Lad f : R? — R vare givet ved

flz,y) = 22 + 2y + y* + z%y.

a) Bestem de stationzere punkter for f.
b) Angiv arten af disse stationaere punkter (lokal min. lokal max. etc.).

3) Lad C vere kurven givet ved parametriseringen

T T
te[—g,g.

a(t) = (cos(t),sin(t), cosh(t)),
a) Beregn lengden af C.

b) Find krumningen i punktet (1,0, 1).
c) Lad F vare vektorfeltet

F(z,y,2) = (z2* + y,92> + z,(a® + y%)2).
Find ¢ : R? = R sdledes at Vo = F.

d) Beregn kurveintegralet

/C(:z:z2 +y)dz + (y2* 4 2)dy + (2% + y?)2dz.

28




4) Lad V veere givet ved

V= {(:r,y,z,),E,R3[ 2 +y?+2<1,0< z}
Lad S vere overfladen af V og lad n vere den udadrettede normal.

a) Beregn volumet af V.
b) Lad F vare vektorfeltet

F(z,y,2) = (32° — 3y + e® cos y, —6zy — e*siny, 1).

Beregn integralet

//SF-ndS.

c) Lad f : R® — R vare givet ved
f(x,y, z) — { vV x2+y2

Vis at f er kontinuert i (0, 0,0) men ikke kontinuert i punktene (0,0, 2), z #
0. ‘

d) Beregn integralet
-//-/V f(.’L', Y, Z)d.’l:dydz
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Skriftlig eksamen i emnekredsen

'E3 Ikke-lineare strukturer fra analyse.

For studerende, der gar op efter
Viggo Andreasens pensum

Torsdag den 11. juni 1992
k1. 9.30-13.30.

Alle sadvaﬁiige.hjalpemidler er tilladt.

Opgaveszttet bestar af fem opgaver,
der ikke vil blive tillagt samme vagt.
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()pgaﬁe 1
1) Skitsér mzngden
A={(z,9) |y20; z°+y><3}.

2) Betragt funktionen . .
f@,y) = zye™ 7V

Ggr rede for, at funktionen antager en stgrste og en mindste vardi
pa A.

3) Find stgrste- og mindstevardien.

Opgave 2

Find vardien af integralet

oo 1
/1 gLl

Vis mellemregningerne. Formelsamlingen md kun bruges til kontrol.

Opgave 3

1) Bestem samtlige de C'-funktioner ¢ : R — R for hvilke
differentialformen

w = (2z + ¢(y)) dz + (3y* + 2z(p(y) + %)) dy

er eksakt.

2) Find en stamfunktion til w for en af de fundne funktiomer o(y).

Opgavesaettet fortsaettes
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Opgave 4

Betragt funktionen

_ [ 7, for (z,y) # (0,0);
.f(za y) - {0, +y for (x’ y) _ (0’ 0)

hvor n er et positivt helt tal (n€ Z;).

1) Vis, at f(zx,y) er kontinuert i (0,0) for n > 3 og diskontinuert
for n < 3.

2) For n > 3 skal man finde de partielle afledede i punktet (0,0),
£2(0,0) og f,(0,0).

3) Vis, at funktionen ikke er differentiabel i (0,0) nar n =3.

4) Vis, at funktionen er differentiabel i (0,0) nar n > 3.

Opgave 5
Betragt razkken

o0
> erom
i (z+n?)n

1) Vis, at rzkken er konvergent for z € [0;+o00).

2) Vis at funktionerne

on(z) = (x_—i—mﬁ%

er voksende for z € [0;+00).

3) Vis, at rzkken er uniformt konvergent pa ethvert interval af
formen [0;a].

4) Vis, at rzkkens sumfunktion er differentiabel.

Opgavesattet er slut
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Skriftlig eksamen i emnekredsen

E3 Ikke-linezre strukturér fra analyse.

For studerende, der gir op efter
Viggo Andreasens pensum

Torsdag den 14. januar 1993
k1. 9.30-13.30.

Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladt.

Opgavesazttet bestdr af fem opgaver,
der ikke vil blive tillagt samme vagt.
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Opgave 1

Bestem stgrste- og mindstevardien for afbildningen
f(z,y) = ycos(z)e” ™Y

péd mangden
M={(zy) | 0<z<7/2 A 0<y<2}

Opgave 2

Betragt r=zkken

o0
Z z exp(—zn?).
n=1

1) Vis, at rzkken er punktvis konvergent for z € [0;+00).
2) Vis, at funktionen zexp(—zn?) har maksimumsvadien 1/n?.

3) Vis, at rzkken er uniformt konvergent pa intervallet [0;+o0).

Opgave 3
Betragt differentialformen
cos T sinz
oo YeSE g, snz
sin‘z + y?2 sinz + y?
defineret pa mangden M ={ (z,y) | —7 <z <7m A (z,y)#(0,0) }.

1) Vis at w er eksakt pa mangden
My={(z9) | —m<e<m A (z,9)#(0,0) A 220},

og find en stamfunktion for w pa denne mazngde.

(o}

hvor C betegner en cirkel med centrum i (0,0) og radius r, 0 < r < m,
gennemlgbet i positiv omlgbsretning (mod uret).

2) Find vardien af kurveintegralet

Opgaveszettet fortsaettes
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Opgave 4

Find den vardi af konstanten C for, hvilket integralet

/”(Cx 1 'dx
2 z2+1 2z+1

er konvergent og bestem integralets vardi i dette tilfazlde.

Opgave 5

Betragt funktionen

2 sinh
foy) = { Famirs Tor () #(0,0);
0, for (z,y) =(0,0).

1) Vis, at f(z,y) har partielle afledede i (0,0).
2) Bestem den retningsafledede af f(z,y) i (0,0) i retningen (1,a).

3) Er f(z,y) kontinuert i (0,0) 7

Opgaveszettet er slut
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Hjemmeprgve i

E3 Ikke-lineazre strukturer fra analyse.

Den studerende har 72 timer til radighed i perioden Ma den
16-5 k1 9.00 til Fr den 20-5 k1 15.00. Udleverings- og
afleveringstidspunkt noteres af Viggo (evt Birthe S.) eller
opgaverne sendes.

Opgave 1

Bestem minimum og maksimum for funktionen
Ty
f(z,y) = exp(—(z” = =7 +4*)%)

pa enhedscirklen
A={(zy) | 2> +y*<1 }.

Opgave 2

1) Vis at funktionsfglgen (f,), hvor

R
T 1l4zn

fa(z)

er punktvis konvergent for alle z € [0;00[ og bestem gransefunktionen. ||

2) Undersgg om fglgen er uniformt konvergent pa hver af fglgende
mzngder a) [0;00[, b) ]1;00[, og ¢) [2;00].




- Opgave 3

Funktionen f(z), som er ulige og periodisk med periode 2m, er i
intervallet [0;7] givet ved

f(z) = sinx for 0<z<
) —sinz for <<

.
2
7
1) Find funktionens Fourierrzkke.

2) Ggr rede for, at rzkken er punktvis konvergent, og anglv dens
sum for ethvert z € [0;7].

3) Undersgg om razkken er uniformt konvergent.

4) Bestem summen af fglgende to rakker

> n? )*(2n+1)
2) ,;1 @z =1y Z (4n +3)dn+ 1)

Opgave 4

1) Vis at funktionen

flz,y) = {M%ﬁ‘u for (z,y) # (0,0)
for (z,y) = (0,0)

er kontinuert i hele RZ.
2) Er funktionen tillige differentiabel i hele R2 ?

3) Ggr rede for at relationen

f(z,y)=3In3

i en omegn af (z,y) = (1,1) entydigt fastlagger y som en funktion af
z, og bestem y'(1).

Opgavesattet er slut
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Skriftlig eksamen i emnekredsen
E3 Ikke-lineare strukturer fra analyse.

Mandag den 13. juni 1993
kl. 9-13

Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladt.

Opgavesattet bestar af fire opgaver.




Opgave 1

a) Find konvergensradius A for rakken

—(n+1Dn

b) Vis at rzkkens sumfunktion pd intervallet | — A;\[ er
S(z)=(1—=z)log(l —z) +=.

c) Vis, at razkken er uniformt konvergent pa det afsluttede interval

(=X

d) Find summen af rzkkerne

— (="
Z(n+1)n °8 n;(n+1)n

Opgave 2

Lad 0 < a < 7 og betragt funktionen med periode 27, som i
intervallet [—m;n] er defineret ved

2a for —a<z<a
(:c)—{( a for a<|z|< ™

a) Vis at Fourierrzkken for f(z) er givet ved

o0 .
1 1 sin an
— + — E cosnz
27 an
n=1

b) Angiv de z for hvilket denne rzkke konvergerer, og gg¢r rede for

om rzkken er uniformt konvergent pa [—m;7].

c) Find summen af rakkerne

> sinan >, sinn cos
n
> (-1)" og Y
an

n
n=1 n=
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Opgave 3

Betragt funktionen f(z,y) = h(g(z,y)), hvor
g(z,y) = 2* +¢°,

og
h(u):{l——c—:’f—(ﬁ for u #0
0 for u=0.

a) Vis at f(z,y) er kontinuert og differentiabel i hele R?. Bestem
f’s gradient i (0,0).

b) Ggr rede for at f har en stgrste- og en mindstevardi pa cirklen
C={(z,y)z® +y* <r’},

hvor r>0, og at f har en stgrste og en mindste vardi pa RZ.
Stgrste- og mindstevardierne skal skke bestemmes.

Opgave 4
Betragt funktionen

g(z,y) = z° — 2y + sinz +siny + 2

a) Vis, at g(z,y) > 0 pa kurven y = 2z%, og at g(z,y) < 0 pa kurven
_ 1.2
y =3z +2.

b) Ggr rede for, at relationen ¢g(z,y) = 0 entydigt fastlagger en
differentiabel funktion y =(z) pa hele R.
¢) Find 9¢'(z) (udtrykt ved z og y).

d) Ggr rede for at funktionen t(z) har netop et lokalt minimum.
Minimumsvardien skal ikke bestemmes. Vink: Vis og benyt, at
ligningen 2z 4+ cosz = 0 har netop een lgsning.

Opgaveszttet er slut




Skriftlig eksamen i emnekredsen

E3 Ikke-lineare strukturer fra analyse.

For studerende, der gir op efter 1993-pensum

Onsdag den 16. juni 1993
kl. 9-13

Alle sadvanlige hj=zlpemidler er tilladt.

Opgaveszttet bestadr af fire opgaver,
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Opgave 1
Bestem stgrste- og mindstevardien for afbildningen
f(z,y) = (z +y*)e™"F

pa den mangde, der er begraznset af de tre linjer z =1, y =1 og
z+y=20 ‘

Opgave 2
Betragt rzkken

Z (1 + x)n+2

1) Vis, at rzkken er punktvis konvergent for z € [0; +00).
2) Vis, at funktionen

falz) = 2* /(1 + 2)***
har maksimumsvadi i z = 2/n og find maksimumsvardien.

3) Vis, at rzkken er uniformt konvergent pa intervallet [0;+co).

Opgave 3

1) Vis, at differentialligningen

(=2y+2%)dz + 2dy =0

har netop et singulart punkt, og find dette.
2) Vis at h(z) =z~% er en integrerende faktor.

3) Lgs differentialligningen. Der gnskes specielt en beskrivelse
af samtlige lgsningskurver gennem det singulare punkt.

Opgavesattet fortsaettes
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Opgave 4

1) Tegn mazngden
B={ (z,y) | 0<y<z’ }.

2) Lad a >0 betegne et fast tal. Vis, at funktionen

_ [ @ +y?)°, for (z,y) € B;
flay) = {O, for (z,y) ¢ B.

er kontinuert i (0,0).

3) Vis, at funktionen i punktet (0,0) har retningsafledet i alle

retninger.

4) Bestem de vardier af a, for hvilke f(z,y) er differentiabel i
(0,0).

Opgavesattet er slut

43




Skriftlig eksamen i emnekredsen

E3 Ikke-lineare strukturer fra analyse.

For to studerende, der gir op efter 1992-pensum

Onsdag den 16. juni 1993
kl. 9

Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladt.

Opgavesattet bestar af fem opgaver,




Opgave 1
Bestem stgrste- og»Amindste_vardien for afbildningen
f(z,v) = (& +yP)e~**¥

pa den mangde, der er begrznset af de tre linjer z =1, y =1 og

z+y=0

Opgave 2
Betragt razkken

Z (1 + :v)"'*'2

1) Vis, at rzkken er punktvis konvergent for z € [0;+00).
2) Vis, at funktionen
fa(z) =2 /(1 + 2)™*2

har maksimumsvadi i z =2/n og find maksimumsvardien.

3) Vis, at rzkken er uniformt konvergent pa intervallet [0;+o00).

Opgave 3

1) Vis, at differentialligningen

(—2y+z%)dz +2dy=0

har netop et singulazrt punkt, og find dette.
2) Vis at h(z) =z~ ® er en integrerende faktor.

3) Lgs differentialligningen. Der gnskes specielt en beskrivelse
af samtlige lgsningskurver gennem det singulare punkt.

Opgavesxttet fortszttes
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Opgave 4

Bestem vardien af integralet

1 1 1

Opgave 5

1) Vis, at funktionen

2

f(z) = {z cos%, for z #0;

0, for z =0.
er kontinuert for alle z € R.

2) Vis, at f(z) er differentiabel for alle r € R, og angiv
differentialkvotienten f'(z).

3) Undersgg, om f'(z) er kontinuert i 0.

Opgaveszttet er slut




Skriftlig eksamen i emnekredsen
E3 Ikke-linezre strukturer fra analyse.

18 januar 1995

Alle sadvanlige hjalpemidler er tilladt.

Opgavesattet bestar af fire opgaver.
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Opgave 1

Betragt funktionen med periode 27, som i intervallet | — m;7] er

e ® for 0<Lz<mw
z) = =T =
fz) {ez for —n <z <0

defineret ved

a) Vis at Fourierrzkken for f(z) er givet ved

l1—e™7 1-— (—1)"6"’r
—_— - Z 1 cosnz

b) Angiv de z, for hvilke denne razkke konvergerer, og gg¢r rede for
om rzkken er uniformt konvergent pa [—m;=@].

c) Vis, at
L l-m42Y Y+ D)

S22 (D) (n? + 1)

e

d) Find summen af razkken

(="
Z (2n)2 +1

Opgave 2

a) Ggr rede for at funktionen
flz,y) = =+

antager en stgrstevardi G og en mindstevardi g pé& mangden

A={(z,y)|z* +2zy +2y* <1}

b) Find G og g.




Opgave 3

Betragt funktionsf;dlgen

fa(2) = exp(a® = ~).

a) Vis, at fglgen er punktvis konvergent for alle z, og find
gransefunktionen f(z).

b) Undersgg om fglgen er uniformt konvergent pa hver af fglgende
tre intervaller: 1) [0;00[, 2) [0;1[, 3) [0;1].

Opgave 4
Betragt funktionen

S“;:E for z#0
y for z =0.

flz,y) = {

a) Find de partielle afledede f; og f,.
b) Vis, at f. er kontinuert i (0,0).

¢) Vis, at f(z,y) er kontinuert og differentiabel i hele RZ.

Opgavesattet er slut
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IKKE-LINEARE STRUKTURER (E3)
EKSAMEN 19. JUNI 1995

Settet bestar af fire opgaver fordelt pd tre sider.
Alle sedvanlige hjelpemidler er tilladt.
Mazimalt tidsforbrug 4 timer.

OPGAVE 1
Lad funktionen f, : R%Z — IR? vaere givet ved forskriften

(z,9) = falz,y) = cye "=+

og betragt i det fglgende raekken

Z fﬂ(z! y)
n=0
(1)

Vis, at der ikke findes nogen konvergent majorantraekke for denne raekke galdende i hele ]R2
Lad C, betegne mangden {(z,y) : z2+y®>r}

2 .
Find for hvert n og hvert 7 > 0 maximum for fn p38 C,. Benyt dette til at finde en konvergent
majorantrackke geldende i C,

3)
Vis, at razkken er konvergent i ethvert punkt (z,y) € R?, og at sumfunktionen er diskontinuert i (0, 0)
men kontinuert i alle andre punkter.

(4) |
Angiv en eksplicit formel for sumfunktionen. Tip: der gemmer sig en kvotientrazkke et sted.

Bemerk, at det ikke kreves og muliguis heller ikke er det mest hensigtsmaessige at besvare spgrgs-
malene i den anfgrie nummerorden !

OPGAVE 2
(1)
Lad A vaere en ikke tom afsluttet delmaengde af R™ og lad a € IR" Vis at der findes et punkt i A med
minimal afstand til a.
Dette resultat md benyttes i det folgende uafhengigt af om du har besvaret det korrekt.
Lad B vaere den delmaengde af R3, som er defineret ved uligheden

3
+y + 16° =
Pa figurerne 1 og 2 (pa side 3) er der tegninger, der illustrerer maengdens snit med planerne med
ligningerne z = 0 henholdsvis 2 = 0, idet dog kun randen er tegnet. Desuden er tegnet snitkurverne
med enhedskugleoverfladen. Det er ved besvarelsen af spgrgsmalene i det fglgende tilladt (og tilradeligt)
at benytte den information, som kan aflases af figurerne — uden yderligere argumentation end den, at
det fremgar af figuren.
(2)

Vis at B er afsluttet, men ikke kompakt.

3)

Vis at enhedskuglen er den stgrste kugle med centrum i origo, som er indeholdt i B.
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IKKE-LINEARE STRUKTURER EKSAMEN JUNI 1995

OPGAVE 3
Lad funktionen f : R? — R vaere givet ved

1 -
flz,y) =In(1+ 2% +9*) - 52’ - ¢’

(1)

Redeggr for at funktionen f er differentiabel overalt i R2.

2
Find de stationaere punkter for funktionen f og karakteriser hvert enkelt efter om det er et saddelpunkt,
et relativt maksimumspunkt eller et relativt minimumspunkt.

3)

Vis, at funktionen f har et maximum og angiv dette.

(4)

Find planintegralet af funktionen f over den gvre halvcirkelskive

{(z,y) eR?: 22+ < 1Ay 0}

OPGAVE 4
Lad funktionen f : R2 — R2 vaere givet ved

f(z,y) = z3y3

(1)

Vis, at f er differentiabel p3 mzengden
S=R%\{(z,y) eRZ: 2 =0Vy=0}

og bestem differentialet 7" : R?2 — R i et vilkarligt punkt (z,y) € S.

)

Vis, at f ikke er differentiabel pa2 maengden

{(z.9) ER*:z2=0Vy=0}\{(0,0)}

©)
Vis, at f er differentiabel i punktet (z,y) = (0,0) og bestem differentialet T : R? — R i punktet
(z,y) = (0,0). (Vink: Benyt evt at |zy| < 2% +y%.)
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SKRIFTLIG EXAMEN I EMNEKREDSEN E3 — 19 JUNI 1995

A

At
>

. Figur 1.
Snitkurven mellem planen med ligningen z = 0 og fladen med ligningen z3 + 33 + Zz* = 1.
Desuden enhedscirklen i denne plan.

N

VOV
]

Figur 2.
Snitkurven mellem planen med ligningen z = 0 og fladen med ligningen z3 + 3 + Sz = 1.
Desuden enhedscirklen i denne plan.



IKKE-LINEARE STRUKTURER (E3)
EKSAMEN JUNI 1997

Sasttet bestir af fire opgaver.
Maximalt tidsforbrug 72 timer.

Besvarelsen skal danne grundlag for at vurdere eksaminandens feerdigheder med hensyn til fglgende
aspekter:

e Klarhed og overskuelighed i fremstillingen.
o Konsistens i argumentationen.
e Pracision i terminologi og notation.

Klarhed ved referencer til anvendte resultater.

Omsatning af et forelagt problem til et klart formuleret spgrgsmal inden for pensum.

Anvendelse af de i pensum forekommende resultater.

Sikkerhed i de komplekse tals aritmetik og regneregler for elementaere funktioner.
Sikkerhed i differentiation og integration af funktioner af en reel variabel.

L J

Settet vil blive vurderet med henblik pa i hvilket omfang tilstedeveerelsen af disse fzerdigheder er
sandsynliggjort. Seettet vil altsd blive vurderet som verende fuldt tilfredsstillende besvaret hvis
samtlige feerdigheder skonnes fuldt tilfredsstillende dokumenteret, ogsi selv om visse spgrgsmal
ikke er besvaret fuldstzndigt.

Ved bedgmmelsen vil der ogsa blive taget hensyn til dele af besvarelsen, som giver anledning til
tvivl om, at eksaminanden besidder visse af de navnte frdigheder.

Undga derfor at medtage svar, som kan sa tvivl. Iseer vil fejlslutninger og fejlformuleringer traekke
ned. Hvis du har mistanke om, at nogle svar indeholder simple regnefejl, skal du dog ikke udelade
dem af den grund, men ggre opmarksom pa, hvorfor du tror der er regnefejl.

Det er tilladt at benytte edb-understattede hjelpemidler (Mathematica, Derive, Matlab og lig-
nende) som kontrol. Udskrifter kan om det gnskes vedlegges. Men kun udregninger foretaget i
handen” og dokumenteret ved udfgrlige mellemregninger indgér positivt i bedgmmelsen.

Hvis der er uoverensstemmelse mellem dine egne beregninger og kontrolberegningerne, vil det vare
i orden at regne videre pa grundlag af kontrolberegningerne, hvis du har mest tillid til dem.
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Ikke-linezere strukturer——Eksa.mexi juni 1997

Opgave 1

(1) Eftervis at tredjegradsligningen
3z3—az24+4=0

fora =T har roden z = 2.

(2) Benyt dette til at vise at der findes et interval A™ p3 den reelle akse med centrum i T og et interval
X* p3 den reelle akse med centrum i 2 siledes at ligningen for ethvert a € A* har netop en rod

z e X"

Denne rod kaldes i det fglgende "den udvalgte rod”.

(3) Bestern for den herved givne funktion af A® ind i X* Taylorpolynomiet af forste grad med a = 7
som udviklingspunkt.

(4) Angiv en approximation til den udvalgte rod fora = 7.1.

(5) Formuler og bevis analoge resultater, ndr bide a-og = er komplekse, for eksempel ved at omforme
den komplekse ligning til et reelt ligningssystem.

(6) Find en tilnzrmet lgsning for a = 7+ 0.1i

(7) Argumenter for at den udvalgte rod z vil veere reel, hvis a er reel.

(8) Vis at den udvalgte rod Igber p3 en kurve gennem = = 2, nér a lgber p3 et stykke af cirklen gennem
a =7 med centrum i 0.

(9) Angiv en ngdvendig betingelse, i form af et ligningssystem, for at den udvalgte rod, har stgrst mulig
numerisk vardi, hvis det skal gaelde, at |a| = 7. Du skal ikke at finde denne stgrste rod. Forklar,
hvordan denne ngdvendige betingelse kan bruges, hvis man vil finde denne stgrste rod.
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Ikke-linezere strukturer—Eksamen juni 1997

Opgave 2

Den komplekse funktion af en kompleks variabel, hyperbolsk tangens, er defineret ved formlen

smh( z)

tgh(z) = cosh(z)’ ze C

(1) Vis at tgh opfattet som funktion af en reel variabel opfylder differentialligningen

f'(t) =1-f(t)?

(2) Benyt dette til at vise at tgh er en voksende funktion defineret pi R med]—1, 1{ som billedmangde.
Argumenter for at tgh har en invers og angiv dennes definitionsmangde.

Denne inverse betegnes Artgh.
Lad f vaere den komplekse funktion (af en kompleks variabel), som er givet som summen af potens-
rackken

$21
3 AN e S S T
.. B 3 5
n>0, nulige

og lad g vaere den funktion (af en reel variabel) som er defineret ved
g(t) = f(tgh(?)),1 € R
(3) Vis at g er differentiabel og opfylder betingelsen

g@)=1

(4) Benyt dette til at vise at
f(t) = Artgh(2)

for allet €] —1,1]
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Ikke-linezere strukturer—Eksamen juni 1997

Opgave 3

Lad X og Y vaere to maengder og lad f vaere en bijektiv afbildning af X pd Y. Lad A vzere en en
delmaengde af X. '
(1) Fortolk og bevis formlen

(F1)"}(4) = £(A)

Antag nu yderligere at bide X og Y hver for sig er forsynet med en metrik, i begge tilfzelde ben=vnt
dist. Antag at f er kontinuert og at X er kompakt.

(2) Bevis at f~1 er kontinuert, fx. ved at udnytte:

karakteriseringen af kontinuitet ved hjeelp af afsluttede mangder.

forbindelsen mellem kontinuitet og kompakthed

forbindelsen mellem kompakthed og afsluttethed

Beviset ma indeholde pracise formuleringer af og referencer til de anvendte satninger.
Betragt folgende eksempel:

X = {0,1]U]2,3].Y = [0, 2].dist den saedvanlige metrik.

_ x fOTIE[O)I]
flz) = {z- 1 for z €]2,3]

(3) Kommenter dette eksempel i relation til det resultat, som er bevist ovenfor:
(4) Kan man lave et tilsvarende eksempel, hvor definitionsmangden er et interval og f er en C'-
funktion?
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Ikke-linezre strukturer—Eksamen juni 1997

Opgave 4

Vi minder om at ligningen

hvor a,b > 0 er givne konstanter fremstiller en ellipse, jfr figur 1.
Lad funktionen f veere defineret i R? ved

v ¥

2 2
fe=G+E-nG+5-1

Hvis og nar det passer dig, kan du valge dine egne vaerdier af a og b og regne videre med disse. Du
har frit valg bortset fraa,b > l,a# boga+bd>35

(1) Bestem de stationzere punkter for f.

(Det kan oplyses (men det skal vises!) at der ialt er 9 stationaere punkter, og at disse ligger symmetrisk
i forhold til akserne. _

P3 figur 2 er vist mangden af nulpunkter for f (med a = 3,5 = 2) og placeringen af de stationzre
punkter.

(2) Lav en tilsvarende skitse svarende til dine egne vaerdier af a og b.

Nulpunktskurverne deler deler planen i 6 omrader,

(3) Beskriv hver af de 6 emrider ved hjaelp af uligheder.

(4) Vis at funktionen har konstant fortegn i det indre af hvert af disse omrader.

(5) Angiv pa din skitse de omtalte fortegn.

(6) Benyt dette til (uden at inddrage Hessematricen) at inddele de stationaere punkter i lokale extrem-
umspunkter og saddelpunkter.

(7) Argumenter for at funktionen har et globalt minimum men ikke et globalt maximum.
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Ikke-linezre strukturer—Eksamen juni 1997

Figur 1
22

Ellipsen med ligningen I + %;: 1

-

Figur 2
Nulpunktsmaengden (kurverne) og de stationaere punkter (klatterne)
for funktionen f (med a =3 og b =2.)
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NOTITS OM IMPLICIT GIVEN FUNKTION

En szetning om eksistens af implicit given
funktion og differentiation af samme

Hermed en formulering af s@tningen om implicit given funktion, som er af samme typografiske
format som ellers anvendt i kurset. Det er den samme satning, som forekommer i det udleverede
"Notat om implicit differentiation (1997)”, men jeg har benyttet lejligheden til at udrydde et par
(beklagelige) ungjagtigheder i formuleringen. Den nu valgte formulering indeholder (implicit) en
definition af hvad der menes med implicit given funktion.

TILSTRAKKELIG BETINGELSE FOR
EKSISTENS AF IMPLICIT GIVEN FUNKTION : T 1 OO 1

Antag at
<Dn,lL,peN
@Dn=Il+p
<D ||z|| er betegnelse for max-normen for enhver vektor =
<D Z er en dben delmaengde af R"
20 = (2%,4°) = (z9,...,28,40,...,90) e Z
<DaeR .
<DF=(FR,....F): Z->R
<®L={z€Z:F(z)=a}
< F erC?
<® F(%)=a

) (2°) er invertibel

BF(:z:y) (ZO) — a(Fl(x'.y)v"sE(Ivy)
Oy Oy, ---»m)

Da findes r,s, X*.Y*, Z*, f saledes at

r,s>0
X*={zeRP:||lz-2° <7}
Y*={yeR:|ly-y°ll <s}
Z*=X*"xY"

f: X*>Y*

Inden for Z* er f implicit bestemt ved ligningen F(z,y) = a.
Y(z,y) € 2Z* : F(z,y)=cy=f(x)

LNz ={(z,y):y=f@)}nZ"

X* 3z (z, f(x)) er en parameterfremstilling for L N Z*.
@> ferC?

P00000000

-1
@> | e = 2B @0 = - (2t Eztd

Bemaerk at en rackke af konsekvenserne (6-9) blot er forskellige mider at sige det
samme pa.
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Prgve pa eksamensspgrgsmial i emnekredsen
E3 Ikke-linezre strukturer fra analyse.

januar 1998

72 timers Taghjemprgve.

Opgavesazttet bestiar af fire opgaver.



Opgave 1

Betragt funktionen

g(z,y) = 2coshz — 2y +sinz + cosy + 3.

a) Vis at g(z,y) > 0 pa kurven y = coshz, og at g(z,y) < 0 pa kurven
y = coshz + 3.

b) Vis at relationmen g(z,y) entydigt fastlagger en C'-funktion
y=9(z) for alle z € R.

c) Vis, at t(z) har netop et stationazrt punkt, og bestem om dette
er et maksimum eller minimum. Det stationzre punkt skal ikke
bestemmes.

Opgave 2

Betragt funktionen

siny  £op U#O
u) =. u ’
f(@) {1 for u=20.

a) Vis at f er en C2?-funktion i hele R.
b) Betragt funktionen

) PN

9(z,y) = gty ’
e ® for z+y=0.

Vis, at g er en C?-funktion i hele R?%, og angiv de partielle
afledede af fgrste og anden orden.
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Opgave 3

Lad (Mi,dist;1) og (Ma,disty) betegne to metrisk rum.

a) Vis, at hvis f,g:M; — R er to uniformt kontinuerte funktioner,
da er funktionen f(z)+ g(x) ligeledes uniformt kontinuert.

b) Giv et eksempel pd en uniformt kontinuert funktion, hvis
" definitionsmengde ikke er kompakt.

c) Vis at hvis f, : M; = M; er en uniformt konvergent fglge af
uniformt kontinuerte funktioner med grznsefunktion f(z), da er f(x)

uniformt kontinuert.
Opgave 4

L betegner mzngden af talfglger (z,) med den egenskab at rakken
3 |zn| er konvergent. Man kan vise, at L udstyret med den
sedvanlige ledvise addition og skalarmultiplikation er et

vektorrum, og at
o0
Izl =) |zal
n=1

er en norm. I det fglgende betragtes L som et metrisk rum
udstyret med den af |.|l; inducerde metrik. '

a) Vis, at afbildningen ¢:L — L defineret ved

¢( (xl,xz, . .) ) = ($2,$3, .. .)
er kontinuert.

b) Vis, at

A={(zn) | Y on=1}

er en afsluttet mzngde, og beskriv ¢ !(A).

c) Vis, at
BZ{(In) l Zlmn|=1}

er afsluttet og begranset.

d) Vis, at B ikke er kompékt. Vink: Find en fglge i B som ikke
har en konvergent delfglge.

Her slutter opgavesettet. De folgende to spprgsmal viste sig ved nermere eftersyn
at vere for svere. '

e) Betragt mangden
1
C={@n) | loal < 5 ).
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Vis, at C er afsluttet og begraznset.

f) Vis, at C er kompakt. Vink: I beviset for at en afsluttet og
begrznset delmzngde af R"™ er kompakt anvendte vi en bisektionsmetode. [}
Benyt evt. en lignende ide, hvor der i hvert skridt inddrages en
ekstra dimension og kombiner dette med et diagonal argument.
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Skriftlig eksamen i emnekredsen
E3 Ikke-linesmre strukturer fra analyse.

2-5 januar 1998

72 timers Taghjemprgve.

Opgavesattet bestar af fem opgaver.



Opgave 1

a) Ggr rede for, at funktionen
flz,y) =22+ e25" +v*
har en stgrste- og en mindsfevmrdi pa mangden
A={(z,y) | 2 +y* <1}

b) Find stgrste- og mindstevardien.

c) Vis, at f har et globalt minimum, men ikke et globalt maksimum i
hele RZ.

Opgave 2
Betragt funktionsfglgen
On(z,y) = L z,y>0
n ,’!/ (:I:y+n2)(.'1:+n)’ ,2/_ *
a) Vis, at rzkken
(o o]
Z¢n($,y)
n=1

er uniformt konvergent. Vink: Man kan med fordel bruge en udgave
af majorantkriteriet, der gazlder for funktioner af to variable.

b) Vis, at razkkerne ) d;¢.(z,y) og Y dydn(z,y) af partielt afledede
efter z hhv. y begge er uniformt konvergente pa mxngder af formen
[0; M] x [0; M], hvor M > 0.

c¢) Vis, at sumfunktionen

S, y) =Y én(z,y)

n=1

er differentiabel i hele RZ.
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Opgave 3
Betragt funktionen
' efv—1
&= for z#0;
= T
f(2,9) {y for z=0.

a) Find de partielle afledede i et hvert punkt.

b) Vis, at funktionen er differentiabel i hele R2.

Opgave 4

Betragt funktionmen

f(z,y) = logz® + z cos(y — 2).

a) Bestem ligningen til tangentplanen for fladen z = f(z,y) i
punktet (1,2,1).

b) Bestem Taylorpolynomiet af 1. grad for funktionen med
udviklingspunkt (zg,y0) = (1,2). '

¢) Find ved hjzlp af Taylorpolynomiet en tilnzrmelse f, til
funktionens vardi i (z1,y1) = (1.1,1.8).

d) Bestem - uden at beregne funktionsvardien i ($.1,y1) - en gvre
granse for |f, — f(z1,11)|-
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Opgave 5

Lad dist; og dist, betegne to metrikker pa rummet M med den
egenskab, at disti(z,y) < distz(z,y) for alle z,y € M.

-a) Vis, at hvis A er en aben mangde i (M,dist;), s& er A en aben
mzngde i (M,disty).

b) Vis, at hvis A er afsluttet i (M,dist;), s er A afsluttet i
(M, distz).

¢) Lad f : M — M betegne en afbildning. Vis, at hvis f :
(M, dist,) = (M, disty) er kontinuert i zo, si er afbildningen

f: (M, distz) ~ (M, distl)

ligeledes kontinuert i xo.

d) Vis, at identiteten h(z) =z opfattet som en afbildning
h:(M,dists) — (M,dist;)

er en kontinuert afbildning.

e) Antag, at diameteren af M er 1 mht. dist; og at disty er
den diskrete metrik. Ggr rede for at metrikkerne opfylder
betingelserne ovenfor, og diskuter betydningen af de viste
resultater. '

Opgavesaettet er slut
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Skriftlig eksamen i emnekredsen

E3 Ikke-lineare strukturer fra analyse.
(Viggo Andreasens pensum)

9-12 juni 1998

72 timers Taghjemprgve.

Opgavesattet bestar af fire opgaver.

8




54 Opgave 1
Betragt funktionen

oo = [ouEats, for (z,y) # (0,0);
f(z9) {o,“” for (z,y) = (0,0)

a) Vis at f er kontinuert i (0,0).
b) Vis at f har partielle afledede i (0,0) og find disse.
c) Vis at f’s partielle afledede er kontinuerte i (0,0).

d) Vis, at f er differentiabel i (0,0).

58 Opgave 2
Betragt funktionen '

oo y r
F(z,y) =Z (m2+n2 T Y2+ n2 +2)'

n=1
a) Vis, at razkken er uniformt konvergent pa mengder af formen
[~a;a] x [-a; d].

b) Vis, at razkkerne som fremkommer ved ledvis differentiation
efter r hhv. y begge er uniformt konvergente pad mazngder af form
[—a;a] X [~a;q].

c) Vis, at F(z,y) er differentiabel i hele RZ.

d) Vis, at relationen F(z,y) =0 fastlagger y entydigt som funktion
af z pa { (z,9) | =,y > 0}.
e) Vis, at den derved fremkomne funktion er en C! funktion af .
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5¢ Opgave 3

Betragt mazngden

L={ (sn) | sa=0 V sp=1 for alle n € N}.

Mzngden L bestar altsa af alle fglger, hvis led er 0 eller 1, f.
eks. (0,1,1,0,...).

a) Vis at rakken'
o0

d(s,t) = Z Iin—z:n—t"—'

n=1
er konvergent for alle s,t € L.
b) Vis, at d er en metrik pa L.
c) Lad u betegne fglgen u=(1,0,1,0,1,0...). Bestem Kuglen K(u,%).

d) Betragt afbildningen F : L — L defineret ved at billedet af
fglgen (s;,82,83,...) er fglgen (s2,83,...). Vis at F opfylder en
Lipschitz betingelse med Lipschitz-konstant 2. Afbildningen F
kaldes "skifteafbildningen."

e) Betragt mzngden M bestiende af alle fglger som er O fra et vist

trin, dvs.
M={(s) | In€N:s, =0 for m > n}.

Vis at det indre af M er den tomme mzngde (dvs. IntM = 0) og at
afslutningen af M er hele L (dvs. CloM =1L).

57 ' Opgave 4

a) Ggr rede for, at funktionen
fla,y) = (2% + y?)e ="+
har en stgrste~ og en mindstevardi pa mengden

A =10;1] x [0;1].

" b) Find stgrste- og mindstevardien.

¢) Vis, at f har et globalt minimum og et globalt maksimum pa hele
R, .
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IKKE-LINEZARE STRUKTURER (E3)
EKSAMEN JANUAR 1999

Saettet bestar af fire opgaver.
Maximalt tidsforbrug 72 timer.

Besvarelsen skal danne grundlag for at vurdere eksaminandens ferdigheder med hensyn til fglgende
aspekter: :

o Klarhed og overskuelighed i fremstillingen.

o Konsistens i argumentationen.

o Pracision i terminologi og notation.

o Klarhed ved referencer til anvendte resultater.

o Omszetning af et forelagt problem til et klart formuleret spprgsmal inden for pensum.
e Anvendelse af de i pensum forekommende resultater.

o Sikkerhed i de komplekse tals aritmetik og regneregler for elementaere funktioner.

Sikkerhed i differentiation og integration af funktioner af en reel variabel.

Saettet vil blive vurderet med henblik pa i hvilket omfang tilstedevaerelsen af disse fzerdigheder er
sandsynliggjort. Seettet vil altsa blive vurderet som vearende fuldt tilfredsstillende besvaret hvis
samtlige feerdigheder skgnnes fuldt tilfredsstillende dokumenteret, ogsa selv om visse spgrgsmal
ikke er besvaret fuldstandigt.

Ved bedgmmelsen vil der ogsa blive taget hensyn til dele af besvarelsen, som giver anledning til
tvivl om, at eksaminanden besidder visse af de nazvnte frdigheder.

Undga derfor at medtage svar, som kan sa tvivl. Iser vil fejlslutninger og fejlformuleringer trakke
ned. Hvis du har mistanke om, at nogle svar indeholder simple regnefejl, skal du dog ikke udelade
dem af den grund, men ggre opmerksom pa, hvorfor du tror der er regnefejl.

Det er tilladt at benytte edb-understgttede hjaelpemidler (Mathematica, Derive,Matlab og lig-
nende) som kontrol. Udskrifter kan om det gnskes vedleegges. Men kun udregninger foretaget "1
hianden” og dokumenteret ved udferlige mellemregninger indgar positivt 1 bedgmmelsen.

Hyvis der er uoverensstemmelse mellem dine egne beregninger og kontrolberegningerne, vil det vare
i orden at regne videre pa grundlag af kontrolberegningerne, hvis du har mest tillid til dem.
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Ikke-linezre strukturer—Eksamen januar 1999

Opgave 1

For hvert p € R defineres der ved forskriften

flz,y) = (= = ¢*)

en funktion, hvis definitionsmaengde er den stgrste delmangde af R? hvor udtrykket pa hgjre side har
mening.

Anse 09 for at vaere udefineret.

(1) Angiv for hvert p definitionsmasngden.

(2) For hvilke verdier af p vil dette give en funktion, som er kontinuert differentiabel i hele R*

Opgave 2 )

Vi har fglgende additionsformel for tangensfunktionen:

tgz + tgy

tg(z +y) = 7= tertey

som gaelder for alle de vardier af = og y for hvilke den har mening.

(1) Angiv formlens gyldighedsomride. Du behgver ikke at vise formlen.

(2) Angiv og bevis en firedoblingsformel for tg, altsd en formel som udtrykker tg(4z) som funktion af
tg(z) .

(3) Benyt denne til at bestemme tg(4Arctgi)

Betragt de to udsagn

1 1 ™
tg= — .
(*) 4Arc g5 Arctg23g )

(*+) - (5+ i)8(239 — i)2 er et rent imaginaert tal

(4) Vis at der er en forbindelse mellem disse udsagn og vis at de begge er sande.
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Ikke-lineare strukturer—Eksamen januar 1999

Opgave 3

For ethvert helt tal n > 0 er funktionen f, givet ved at

n
falzy) =D 2"y =2 + 2"y 4y 4y

i=0

Med D betegnes kvadratet | ~ 1,1[{x]—1,1[.
(1) Vis at rakken

Zfﬂ(z) y)

n=0

er konvergent i hele D
Lad f betegne sumfunktionen for razkken defineret i D.
(2) Hvilke differentiabilitetsegenskaber har f.

Nogle af de fundamentale sztninger, som der kan blive tale om at benytte er angivet nedenfor.
Det anbefales at referere til disse udgaver af sztningerne, hvis I vil bruge dem. Det er i gvrigt ogsa
muligt at komme igennem uden brug af samtlige af disse satninger.

Antag i det fglgende at gn(z1,...,Zm) er en folge af reelle afbildninger pa en delma=ngde A af R™
saledes at rakken

Zgn(:cl,...,:cm)

n=0

er punktvis konvergent 1 A med g som sumfunktion. Der galder da:

Setning 1.
Hvis g, er kontinuert for ethvert n og hvis konvergensen er uniform da er sumfunktionen kontinuert.

Satning 2.
Hvis der findes en konvergent raekke Y - an for hvilken det galder at

‘gn(z’l; e ,zm)l S an

for alle n og alle (zy,...,Tm) da er konvergensen uniform.

Seetning 3.
Hvis m = 1, hvis g,, er differentiabel for ethvert n og hvis razkken

Y g4 (2)

n=0

er uniformt konvergent, da er g differentiabel og differentialkvotienten er givet ved

9@ =) gm(z)

n=0
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Ikke-linezre strukturer—Eksamen januar 1999

Opgave 4

lad a,b,c € Roglad fi : [a,b] > R" og f2 : [b,c] > R™ vaere kontinuerte afbildninger, som
opfylder at fi(b) = f2(b).

Lad f vaere afbildningen af [a,c] — R™ defineret ved

_ [ A@) fora<t<d
f(t)—{f;(t) forb<t<c

(1) Vis at f er kontinuert.

Nir A C R" og z,y € A da siger vi at = og y kan forbindes inden for A hvis der findes et interval
[a,b] og en kontinuert afbildning f : [a,b] > A med f(a) =z og f(b) =y

(2) Vis at hvis z kan forbindes med y inden for A og y kan forbindes med z inden for A da kan z
forbindes med z inden for A

Vi siger at A er hel hvis ethvert punkt z i A kan forbindes inden for A med ethvert andet punkt y i A.
Lad g vaere en kontinuert afbildning defineret pd A med veerdier i R™.

(3) Vis at g(A) er hel hvis A er hel.
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IMFUFA 23. maj 2000

Ikke-Linzere Strukturer (E3)
Eksamen juni 2000
stillet af Mogens Niss

-

Indledende bemaerkninger

Det fglgende szt bestar af fem opgaver, som er beregnet til at blive lgst inden
for en periode pa 72 timer.

Opgaverne er ikke designet til at vaere lige omfangsrige eller til at have
samme vaegt ved bedgmmelsen. Det samme gelder for de enkelte spgrgsmal
indenfor en opgave. Det er her som altid vigtigt, at du ikke opfatter opgaverne
som standardopgaver, som du enten straks skal kunne besvare eller slet ikke
kan ggre noget ved - de fzrreste ikke-rutinepraegede matematikopgaver er
af den art. Det er altsd ikke sikkert, at alle dele af opgaverne giver sig i de
forste par forspg. Det er ogsd muligt, at du ved fgrste gjekast teenker 'det
har jeg da aldrig set fgr, det kan jeg ikke stille noget op med’. Men ingen
af opgaverne kraever ikke-elementzr viden uden for pensum. Tag det altsd
roligt, prgv med forskellige angrebsméder, lad de dele der driller ligge lidt og
vend siden tilbage til dem. Hvis dele af opgaverne kvarner i hovedet pd dig,
skal du ikke blive frustreret. Det er kun helt normalt.

Besvarelsen af opgaverne skal danne grundlag for at vurdere »eksaminan-
dens« kunnen med hensyn til bl.a. folgende forhold

Overblik over stoffet og evne til at kombinere teoretiske begreber, resul-
tater og betragtningsmdder i nye situationer

e Klarhed og overskuelighed i fremstillingen, herunder forstdelighed, ty-
delighed og tilstrekkelighed i beskrivelser og forklaringer

Konsistens 1 argumentationen

Preecision i terminologi og notation, herunder symbolbrug og formel-
manipulation
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e Omseetning af et forelagt problem til et klart formuleret spprgsmal inden
for det behandlede stof

e Sikkerhed i omgangen med talsystemerne og deres egenskaber, herunder
de forskellige systemers aritmetik, frem for alt hvad angdr de reelle tal

o Sikkerhed i kendskabet til de elementere funktioners egenskaber og ud-
nyttelsen af disse

o Sikkerhed i behandlingen af funktioner, sdvel hvad angar algebraiske
som infinitesimalregningsmessige manipulationer med dem

e Klarhed ved referencer til anvendte resultater

e Korrekt anvendelse af de resultater som hentes fra de benyttede under-
visningsmaterialer.

Besvarelsen af szttet vil blive vurderet med fokus pd det omfang tilst-
edevarelsen af denne kunnen er sandsynliggjort. Bedgmmelsen af besvarelsen
vil ske ud fra en helhedsvurdering, ikke ud fra en mekanisk opggrelse for den
enkelte opgave og en efterfolgende pointsammentaelling. I den forbindelse vil
besvarelsen blive betragtet som fuldt tilfredsstillende, hvis samtlige slags kun-
nen skgnnes fuldt tilfredsstillende dokumenteret, ogs selv om visse spgrgsmal
ikke er besvaret fuldsteendigt, og der optraeder mindre fejl og ungjagtigheder
af »banal« karakter. Derimod vil grundliggende fejlslutninger og grove fejl-
formuleringer »traekke ned«.

Det er tilladt at benytte edb-understgttede hjeelpemidler (Mathematica,
Derive, Matlab og lignende, som kontrol). Men kun udregninger foretaget »i
handen« og dokumenteret ved udfgrlige mellemregninger og forklaringer vil
blive taget positivt i betragtning ved bedgmmelsen.

Opgave 1

Lad n € N vere givet, og lad os betragte maengden W givet ved

W = {(171,1'2,---,-’51;)11{, € {011}1"' = 112)-"’”}

W kaldes ofte mengden af binzre strenge af leengde n. P& W x W indfgres
nu en funktion pa fglgende méade. For s og ¢t 1 W saettes

dist(s, t) = antal pladser,i=1,2,...,n pa hvilke s og t er forskellige
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F.eks. er altsd (hvis n = 4) dist((0,0,1, 1), (0,1,1,0)) = 2.

1. Vis, at dist virkelig er en metrik p4 W og beskriv (gerne i ord) for
ethvert s € W og ethvert 7 > 0 kuglen K(s,7). Til orientering
benyttes denne metrik, der sedvanligvis kaldes Hamming-afstanden
efter den amerikanske matematiker Richard Hamming, pa afggrende
méide i teorien for fejlrettende koder. -

2. Vis, at W er et begraenset metrisk rum, og at dist er sekvivalent med
den diskrete metrik pa W. '

3. Vis,at f: W — R, givet ved f(z|,Z2,...,%n) =T1 + T2+ ... +Tper
kontinuert 1 W.

Opgave 2
Vi lzegger ud med at definere en funktion f : R3 — R ved at sette

2
. i1z
f(z1,22,73) = *—“"; 2+ |2y — 22|, (71,22,73) € X
2

hvor X = {(z1, 22, z3)|z1 € R, 22 > 0,23 € R}, som er adben. Betragt tillige
de to abne delinzngder af R?:

X1 = {(z1, 22, 23) € X|71 < 22} 0g X2 = {(21, 22, %3) € X|z1 > T2}
f)u kan nok have fordel af at lave en skitse af de tre maengder.
1. Vis, at f er en C?-funktion i bade X, og X,.

2. Bestem for ethvert punkt z; € X; U X, Jacobimatricen (alias funk-
tionalmatricen) D f(z) for f i z,

3. Undersgg dernzest for ethvert punkt i X af formen (a,a,b) om f er
partielt differentiabel i punktet og om f i punktet er differentiabel
langs vektoren u = (1,1, 0). Fortolk og kommentér resultatet af under-
spgelsen, og tag herunder stilling til om f er differentiabel i punktet.

4. Undersgg om f har et maksimum henholdsvis et minimum pa X.
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5. Sxt nu for (y1,12) €Y =Ry x Ry(= {{y1, 12)|n1 > 0,y. > 0})

91(y1, ¥2) = f(11,42,0) 0g 92(y1,%2) = (0, y1, ¥2)

0g 9 = (91,92) : ¥ — R2 Vis, at gy, g, og g er differentiable pa
Y\{(y,y)ly > 0}.

Opgave 3

Foretag en undersggelse, stattet pa reesonnementer, af de logiske relationer
mellem henholdsvis fuldstendighed og kompakthed af metriske rum. Giv
derefter eksempler der illustrerer de fundne relationer.

Opgave 4
1. Afger om rakkerne
oo 3 n 3] -3 n
5 ((—1)" +4) > ((—nn +4)

er konvergente.

2. Vis, at potensrakken

5 () =

n=0.
er konvergent i et hvert punkt af formen z = 3 —¢ (0 < € < 3) og
benyt dette til at vise, at potensraekken har konvergensradius 3.

Lad

flz) = i (Ff%:z)n, T €]-3,3

n=0

3. Gor rede for, at f er differentiabel pa | — 3, 3[ og vis, at

1
! < f
(@) S g for el < 1

(Du kan eventuelt benytte (og vise), at n < ((-1)"+4)*forallen € N.)

Hermed er opgavescttet slut.
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Eksamen E3 sommeren 2001

Besvarelsen skal danne grundlag for at vurdere eksaminandens frerdigheder med hensyn til folgende
aspekter:

o Klarhed og overskuelighed i fremstillingen.

e Konsistens i arqgumentationen.

e Preecision i terminologi og notation.

e Klarhed ved referencer til anvendte resultater.

e Omseining af et forelagt problem til et klart formuleret spprgsmadl inden for pensum.
e Anvendelse af de i pensum forekommende resultater.

s Sikkerhed i de komplekse tals aritmetik og regneregler for elementere funktioner.

o Sikkerhed i differentiation og z'ntégration aof funktioner af en reel variabel.

Sattet vil blive vurderet med henblik pa i hvilket omfang tilstedeveerelsen af disse feerdigheder er
sandsynliggjort. Seettet vil altsd blive vurderet som veerende fuldt tilfredsstillende besvaret hvis
samtlige faerdigheder skpgnnes fuldt tilfredsstillende doknmenteret, ogsd selv om visse spargsmal
ikke er besvaret fuldstandigt.

Ved bedgmmelsen vil der ogsa blive taget hensyn til dele af besvarelsen, som giver anledning til
tvivl om, at eksaminanden besidder visse af de naevnte faerdigheder.

Undga derfor at medtage svar, som kan s3 tvivl. Iser vil fejlslutninger og fejlformuleringer traekke
ned. Hvis du har mistanke om, at nogle svar indeholder simple regnefejl, skal du dog ikke udelade
dem af den grund, men gore opmaerksom pé, hvorfor du tror der er regnefejl.

Det or tilladt at benytte edb-understgttede hjmlpemidler (Mathematica, Derive,Matlab og lig-
ncndc) som kontrol. Udskrifter kan om det ¢nskes vedlaegges. Men kun udregninger forctaget ”i
hdnden” og dokumenteret ved udferlige mellemregninger indgar positivt i bedgmmelscn.

Hvis der er noverensstemmelse mellem dine egne beregninger og kontrolberegningerne, vil det vzere
i orden at regne videre pa grundlag af kontrolberegningerne, hvis du har mest tillid til dem.

Det er tilladt at henvise til seetninger fundet i andre leerebgger, nir disse satninger citeres fuldt.
For sztninger fra det anvendte materiale (Lindstrgm mm) er det nok at henvise til setningens
nr. Dog skal det helt klart fremgé, hvordan setningen bliver brugt i sammenhzengen, ligesom det
naturligvis skal godtggres at betingelserne for at bruge den er opfyldt.

Det kan sikkert i nogle tilfaelde vzere en god ide at komme igang med en opgave ved at se pa nogle
specialtilfelde eller eksempler. Hvis et resultat skal vises for alle naturlige tal n kan det maske
betale sig at se pd n = 1,2,... osv. for derved at kunne se et mgnster. Hvis det fgrer til det gnskede
resultat, er der naturligvis ingen grund til at tage sidanne specialtilfzlde med i besvarelsen, men
i andre situationer kan det anbefales at aflevere sddanne specielle resultater.

Det er ikke krzaevet og heller ikke en fordel at gentage opgaveformuleringen i besvarelsen.
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Eksamen E3 sommeren 2001

Opgave 1

Lad os benytte betegnelsen dekompleksifikation for den operation, hvorved en kompleks funktion af en
kompleks variabel, ndres til en en funktion defineret pi en delmaengde af R? med vaerdier i R?, idet
de komplekse tal identificeres med R2.

(1) Angw for hwert n >0 dekomplekszﬁkatzonen af z — 2" og angiv ogsd dekompleksifikationen af
z 1+ e®

Man kan definere noget som hedder det komplekse Taylorpolynomium af orden p udviklet med udgangspunkt
i a, og vise at det for en sum af en potensraekke er det polynomium som fremkommer ved at medtage
de led fra potensrazkken som har en eksponent som ikke overstiger p.

Med andre ord: For en funktion f som er givet ved formlen

f)=) an(z—a)

n=0

er det komplekse Téylorpolynomium af orden p funktionen T: f givet ved

P .
Tof(z) =) an(z—a)"
n=0
Lad nu f betegne den komplekse eksponentialfunktion og lad g betegne den dekompleksifiserede af f.

(2) Vis at Taylorpolynomiet af orden p for g udviklet med udgangspunkt i (0,0) er den dekom-
pleksifiserede af det komplekse Taylorpolynomium aof orden p for f udviklet med udgangspunkt i
0. : :

(Det vil muligvis vare en god strategi at starte med p = 1,2, 3 for at 3 ideer til en systematik.)
(3) Foresli en generalisering aof dette eksempel. Bevis forventes ikke.

Opgave 2

Lad dist x vaere en metrik pd X og lad disty vaere en metrik p3 Y.

Om en afbildning f : X — Y siger vi, at den er anti-Lipschitz, hvis der findes et positivt tal K siledes
at det for alle 1,23 € X geelder at

disty (f(z1), f(z2)) > Kdistx(z1,z2).

(4) Vis at en afbildning som er anti-Lipschitz ngdvendigvis mé vere injektiv.

(5) Vis at en afbildning, som er surjektiv og bdade Lipschitz og anti-Lipschitz md vere en homeo-
morfi.

'(En hofeomorfi er per definition en bijektiv afbildning hvor bade afbildningen selv og dens inverse er
kontinuert).

(6) Vis at en surjektiv isometri er en homeomorfi.

(En isometri er per definition det samme som en atstandsbevarende afbildning.)




Eksamen E3 sommeren 2001

Opgave 3

Lad V betegne den mangde, der bestdr af de komplekse funktioner, der er defineret p3 den afslut-
tede enhedscirkelskive F i den komplekse plan, og som kan fis som sumfunktion af en konvergent
potensrakke.

(7) Vis at enhver funktion i V har et numerisk mazimum, dus at for ethvert f € V galder at
Sfunktionen | f| har et mazimum. ‘

En vigtig s®tning fra den komplekse funktionsteori hedder marimumsprincippet, og den siger (i et
specialtilfelde) at enhver sidan funktion vil antage sit numeriske maximum i et punkt pa randen S af
E.

Denne satning skal du ikke bevise! Men

(8) Kontroller at dens konklusion er korrekt i folgende tre tilfelde:

f(z) =e*

1
f(2) = 5=
f(z) =22 —iz

Lad nu U betegne maengden af de funktioner pd S, som fremkommer som restriktion til S af en
funktion i V. Lad endvidere 2 betegne den afbildning af V ind i U, der til en funktion fra V" knytter
dens restriktion til S.

Lad bide V og U vaere udstyret med metrikken for uniform konvergens (alts3 metrikken induceret af
supremumsnormen, som i dette tilflde ogs3 er maximumsnormen.)

(9) Vis ot mazimumsprincippet kan udtrykkes ved at sige at R er en isometrs.
| resten af opgaven antages det at maximumsprincippet gaelder.
(10) Vis at en funktion i V er bestemt alenc of sine vaerdier pd randen S.

Det sidste spgrgsm3l har forbindelse til en af de gvrige opgaver. Du m3 gerne benytte det relevante
resultat fra denne opgave, ogsi hvis du er i tvii om at have besvaret det korrekt.

Opgave 4

(11) Vis folgende setning.
Klemmeprincippet for kontinuerte afbildninger :

Lad X vere et metrisk rum og lad f,g,h vere tre reelle funktioner defineret pd X om huvilke vi
antager, at det for alle = € X gelder at f(z) < g(z) < h(z). Lad endvidere £ € X og antag at
f(xzo) = h(zo). Antag endelig at bdde f og h er kontinuert i 2y. Da gelder det at g er kontinuert
1Ty

(12) Formuler og bevis en tilsvarende setning for differentiable funktioner og differentiabilitet.
(13) Vis at funktionen som nasten er givet ved forskriften

1
$2+y2

f(z,y) = (2% + y*) sin(

er differentiabel i (0,0), idet du selv foretager de npdvendige udvidelser og preciseringer.
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Narverende ark udleveres samtidigt med eksamensopgaverne til E3, sommeren 01.

Der er tale om en udskrift af en gvelse og en besvarelse af den, som indgé’xr i noterne,
saledes som de fremstar i den seneste rettede udgave, som er tilgaengelig via nettet.

Teksten er altsa andret i forhold til de trykte noter.

ET KLEMMEPRINCIP

Antag at KlemmePrincip

<G f MK

<HzR
<® g og h har graensevardien b i a
<@g f<h
Da galder at
'@ f har grensevardien b i a

 Bevis

£l

Ell

BEVIS:
Lad r2 > 0 vaere givet.
Udnyt antagelserne om grensevaerdier til at valge r1;, 712 > 0 siledes at

Vz € M 0 < dist{z,a) < ry = |g(x) — bl <2
Ve M 0 < dist(z,a) < r13 = {h(z) — b| < 7

Sat r = min 711,712
Lad nu x veere vilkarligt opfyldende betingelsen 0 < dist(z,a) < ry
Da galder at 0 < dist(z,a) < 711 og vi har fglgelig at

- f(®)-b<h(zx)-b<r;

Desuden gzlder at 0 < dist(z,a) < r12 og dermed ogsi at
fz)—b=g(x)-b2 -2
Alt i alt har vi at
-r2< f(z)—b< 2

Da z var vilkarlig har vi s3 vist at

Vz 0 < dist(z,a) <7y = |f(z) - bl <72

Da vi til vilkarligt r2 > har fundet et r; > 0 s3 dette gzlder har vi vist at

fz)—b for z—a
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Skriftlig eksamen i emnekredsen
E3 Ikke-linezere strukturer fra algebra og analyse.

Opgaverne udleveres fra kl. 11:00 mandag den 3. juni, 2002
og skal afleveres senest kl. 11:00 torsdag den 6 juni, 2002

Alle sedvanlige hjelpemidler er tilladte.

Opgavesattet bestar af 5 opgaver,
der ikke ngdvendigvis tilleegges samme vaegt.

Som del af en besvarelse forvendtes det at den studerende
om ngdvendigt selv udfolder og praeciserer opgaverne.
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Opgave 1

Lad
2

Y z
F(z,y) = ol 5 exp <?) — 3 + bes.
Vis, at ligningen F(z,y) = 0 og kravet F(1,3) = 0 lokalt fastleegger en
funktion y = ¢(z), der opfylder at ¢(1) = 3 og at

W _ 2%
d:v_.z'

o

Bestem ved hjzlp af denne differentialligning en lgsning y = ¢(z) s& p(1) = 3
for z > 0. - '

Opgave 2

Lad funktionerne f, og g, veere givet ved henholdsvis

$2

fn(m) : (1 +x2)n
forr € Rogne NU{0} og
gn(z) = nxe " — (n —'l)ze"("‘l)“52

for z € [0,00[ og n € N U {0}.

) o0 o0
a) Vis, at reekkerne Y fn(z) 0g D ga(z) konvergerer og bestem

. n=0 . n=0
sumfunktionerne.

b) Undersgg for hvilke relle tal a og b raekken >° fa(z) konvergerer uniformt

n=0

pa [a,b] og for hvilke vaerdier af ¢ > 0 rakken Y gn(z) konvergerer
. n=0
uniformt pé [c, 00|

- [>] 2 1112
C) Bestem 2/1 md.’ﬂ

n=0

opgavesattet forszetter
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Opgave 3

Undersgg funktionen f(z) = |/|zyz| p& R® mht. kontinuitet, partielle afledte,
og differentiabilitet.

Opgave 4

Vis, at der ved
(TH() = [ fe)as+1
for 0 < z <1 defineres en afbildningen 7' : C[0,1] — Clo, 1].

a) Undersgg, om T er en kontraktion mht. metrikken doo

b) Lad T vere afbildningen f — T(T( ). Undersﬂg, om T2 er en
kontraktion mht. metrikken d,

¢) Undersgg om T hhv. T? har entydigt bestemte fixpunkter.

Opgave 5
Lad X betegne mangden af C'-funktioner fra [0, 1] ind i R.
a) Vis, at der ved d(f,g) = sup {|f(z) — g(z)| + If'(z) — ¢'(z)|} defineres
en metrik pa X. e |
b) Vis, at (X, d) er et fuldstaendigt metrisk rum.

¢) Undersgg, om afbildningen T : (X,d) — (X, d) defineret ved
(Tf)(z) = (f(z))? er kontinuert.

d) Angiv et eksemple pa en falge (fo)nen C X som konvergerer uniformt
mod en funktion f € X, men som ikke er konvergent mht. metrikke d.

Opgavesattet er slut
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IMFUFA ‘Carsten Lunde Petersen

Skriftlig taghjem’ eksamen i E3
Sommeren 2003

Ved vurderingen af din besvarelse vil der blive lagt vaegt pa at din besvarelse

e er logisk konsistent
e er bade klar og pracist udtrykt

e er velbegrundet og veldokumenteret, f.eks i form af henvisninger til
relevante szetninger. Ved henvisninger til Wade’s bog er det tilstrackke-
ligt at henvise til Th./Def/Lemma/Opgave ... og dens nummer eller
at henvise til et sidetal. Ved henvisning til anden litteratur skal tillige
-angives hvilken bog/note henvisningen er til.

Flere af opgaverne er tilrettelagt som en serie af delspgrgsmal, hvor de -
foregaende skal bruges til besvarelse af et eller flere af de efterfglgende. Op-
gaverne er stillet sdledes at man kan besvare de efterfglgende delspgrgsmal
uden at have besvaret de foregdende. Det er tilladt at ggre dette. Faktisk vil
jeg anbefale at ggre det allerede i fgrste gennemregmng af settet.

Opgaveszttet indeholder 4 sider inklusive denne side og bestar af 5 opga-
ver. De fire fgrste opgvaver kan udlgse op til 20 point hver, mens den sidste
opgave kan udlgse 40 point, altsd ialt 120 point. 100 point vil blive regnet
som fuld besvarelse.
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Skriftlig 'taghjem’ eksamen i E3 Sommeren 2003
Opgave 1 [20 point] Lad f(z) =cos3E +sin ¥ for z € [-m, 7).

a) Beregn Fourierraekken Sf for f.
b) For hvilke z € R konvergerer Sf(z) og mod hvad 7 Begrund dit svar.

c) Konvergerer Sf uniformt mod f p4 noget interval ?

Opgave 2 (20 point) Lad F: {(z,y)|y > 0} — R vare givet ved

oo
F(z,y) = Z e~%'~™ cog nxy

n=0

Lad H, := {(z,y)|y > r} for ethvert r >0 .

a) Vis, at raekken for F' konvergerer uniformt p4 H, for ethvert r > 0.

b) Vis, at F .har partielle afledte efter bdde = og y i ethvert punkt -
(z,y) € Hy.

c) Vis, at for alle y > 0: Fy(0,y) < 0. Beregn endvidere F(0,y), F;(0,y)og
F,(0,y) for ethvert y > 0.

d) Gor rede for at der findes et interval I omkring 0 og en entydigt zbestemt
C? funktion y: I — R med y(0) = 1 siledes at :
Vrel: F(z,y(z)) = ﬁ.
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Skriftlig ’taghjem’ eksamen i E3 Sommeren 2003

Opgave 3 (20 point) Lad f:R— R vare en 2m periodisk funktion med
begraenset variation p4 intervallet [—m, 7). Lad endvidere

[ o]
Qo .
S = 5 -+ kE_l ay cos kz + by sin kx

vaere en vilkdrlig trigonometrisk raekke som konvergerer punktvis mod
Hzt)tie) for ethvert z € R.

a) Bevis at S er Fourierrsekken for f.

b) Lad f vare funktionen fra opgave 1. Hvor mange trigonometriske rekker
S konvergerer punktvis mod '

cos ¥ +5indE z¢n+p2nZ
0 T €m+p2nZ,

begrund dit svar.

Opgave 4 (20 pomt) Lad (X, p) veere et metrisk rum og lad U,V C X
veere delmzengder med UNV # 0.

a) Bevis at hvis U er sammenhaengende og UNOV =0, daer U C V.

Lad nu f:V — R*, hvor V C R" er en 4ben delmangde, veere en C*
afbildning med Ag(X) # 0 for alleX € V. Lad W, R C R® vere delmeengder
siledes at W CV, R=[a1,b] X ... X [a4,b,] CV er en kasse i R*, der
findes X, € W med f(%o) € R samt f(OW) N R = 0.

b) Vis, at R C f(W).
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Skriftlig 'taghjem’ eksamen i E3 Sommeren 2003
Opgave 5 (40 point) Lad (X, p) vare et metrisk rum.

a) Vis, at for enhver kompakt og ikke tom delmzngde K C X findes der
z,y € K med

p(z,y) = diam(K) := sup{p(z,¢')|z,y' € K}.
b) Lad {K,}nen veere en nestet fglge af ikke tomme kompakte delmaengder

af X, dvs. forallene N : 0 # K., C K, C X.

Bevis at K = ﬂKn er kompakt.
neN

Hint: Lad {U,}icr veere en vilkirlig 4ben overdakning af K. Brug Ca,ntdrs

faellesmaengdesaetning til at vise, at der findes n € N s3 K,, C UU,—.
iel

Lad dernzst f : X — X vaere en funktion som opfylder
Vz,yeX:  p(f(z),f(¥)) < p(z,y)

Vi kalder en sidan funktion en (svag) kontraktion p4d X

c) Vis, at f hgjest har ét fikstpunkt i X. (Et fikstpunkt for f er et punkt
z € X med f(z)=1z.)

d) Vis, at hvis K C X er en vilkirlig kompakt delmzngde med mindst to
forskellige punkter, da er

diam(f(K)) < diam(K).

Endvidere hvis f(K) = K # 0, da bestdr K af ét punkt, et fikstpunkt
for f. '

e) Bevis falgende sztning:

Saetning 1 Lad f:X — X vare en kontraktion pi et metrisk rum
(X, p) og antag der findes en ikke tom kompakt delmsengde Ky C X med
f(Ko) € Ky, da indeholder K et entydigt bestemt fikstpunkt for f.

Hint: Start med at bemerke at K; := f(Kj) ogsa opfylder f(K,) C K;.
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