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En distribution er en generaliseret funktion, der blandt andet har den egenskab, at
den er uendeligt ofte differentiabel. Distributioner benyttes derfor i forbindelse med
differentialligninger. Distributionsteorien giver desuden et matematisk grundlag for at
beskrive for eksempel Diracs é-funktion og Heavisides operationskalkule.

1 dette projekt undersgges, hvorledes distributionsteoriens status har sndret sig, siden
Schwartz udgav "Théorie des distributions” i 1950. Dette er sggt belyst dels ved at se pa
udbredelsen til andre faggrupper end matematik, dels ved at undersgge i hvilken grad
distributionsteorien indgar p forskellige uddannelsesniveauer.

Vi har set p4 matematikhistoriske artikler, anmeldelser, biografier m.m. for at belyse,
hvordan distributionsteorien blev modtaget, og hvordan status har eendret sig i pe-
rioden. Vi har studeret en raeekke laerebgger i henholdsvis distributionsteori, partielle
differentialligninger, matematisk fysik og kvantemekanik fra 1950 og frem for at forsgge
at kortleegge, hvornar distributionsteorien er blevet udbredt, til hvem og i hvilken grad.
Endelig har vi interviewet tre forskere i linezre partielle differentialligninger, Bernhelm
Booss-Bavnbek, Lars Hérmander og Gerd Grubb, om deres brug af distributioner, samt
lavet en rundspgrge blandt forskere pA DTU om deres kendskab til og brug af distribu-
tioner.

Vi konkluderer blandt andet, at der historisk set var en forventning om, at distribu-
tionsteorien ville f& en rolle i fag som fysik, ingenigrvidenskab og matematisk fysik, men
disse fag har tilsyneladende ikke generelt taget distributionsteorien til sig. I dag spiller
teorien en vigtig rolle i lerebgger om linezre partielle differentialligninger og udggr en
uundverlig forudsaetning for at beskeftige sig med disse pa forskerniveau, pa trods af
at nogle matematikere ved distributionsteoriens fremkomst var skeptiske over for den.



English abstract

A distribution is a generalized function, where differentiation is always possible. That
is why distributions often are used when dealing with partial differential equations. The
theory of distributions also gives a rigorous mathematical basis for Dirac’s é-function
and Heaviside’s operational calculus.

The aim of this project is to study the change in status that the theory of distributions
has undertaken since the publication of "Théorie des distributions” in 1950. This is done
by looking at the propagation to other sciences than mathematics and by studying the
extent to which the theory of distributions is used at different education levels.

We have used historical mathematical articles, reviews, biographies and other forms of
litterature to shed light on how the theory of distributions was received and how the
status has changed in the period. We have studied a number of textbooks on distribution
theory, partial differential equations, mathematical physics and quantum mechanics
from the last half of the twentieth century. This was done to establish when the theory
became widely known, to whom the theory was known and to what extent. We have
also interviewed three scientists in linear partial differential equations about their use of
distributions. The three scientists are Bernhelm Booss-Bavnbek, Lars Hormander and
Gerd Grubb. Finally we asked a number of scientists at DTU to fill out a questionnaire
about their knowledge and use of distributions.

We conclude that even though there where high expectations for the role that the theory
of distributions would play for physicists, engineers and mathematical physicists, they
never really embraced the theory. But today the theory plays an important role in
textbooks on partial differential equations and is a prerequisite for studying these at a
research level even though some mathematicians where highly sceptical at first.
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Forord

Dette projekt er udarbejdet som en del af overbygningsuddannelsen i matematik pad
IMFUFA p4& RUC. Det er skrevet under modulbindingen videnskabsfagsprojekt, hvor-
under de studerende skal beskeeftige sig med "videnskabsfaget” matematik — det kunne
for eksempel dreje sig om, hvordan faget matematik er indrettet, hvordan matematikken
udvikler sig, og hvorfor matematik har den status, som det har.

Alle tre forfattere har en naturvidenskabelig basisuddannelse fra RUC og er i gang med
deres overbygningsuddanelser, ligeledes p4 RUC. Anders Albrechtsen laeser matema-
tik og molekylerbiologi, Kasper G. Christensen leser matematik og datalogi og Tina
Hecksher leser matematik og fysik.

Vi har under arbejdet med dette projekt interviewet Bernhelm Boos-Bavnbek, Gerd
Grubb og Lars Hérmander og vil gerne takke dem for at tage sig tid til disse interviews,
samt for velvilligt og hurtigt samarbejde i forbindelse med efterredigering og godkendelse
af disse.

Videre vil vi gerne takke Bernhellm Boos-Bavnbek for at pege pa relevant litteratur i
den indledende litteratursggningsfase og for at svare pa tekniske spgrgsmal undervejs,
samt Tinne Hoff Kjeldsen for at have diskuteret metoder med os i starten af vores
- projektforigb.

Til sidst vil vi takke vores vejleder Anders Madsen for at have udvist interesse og
engagement, samt for at have introduceret os for forskellige matematiske teoribygninger
vi stgdte pa undervejs i vores arbejde med at seette os ind i de grundleeggende dele af
distributionsteorien.
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1 Indledning

Funktionsbegrebet optrader mange steder i matematikken og benyttes ogsa i fysik og
anvendt matematik til at modellere mange forskellige objekter. Funktioner af en eller
flere variable benyttes til at beskrive ting, der intuitivt forekommer meget forskellige,
for eksempel overflader og bevaegelse. Der er saledes tale om et begreb med meget stor
udtrykskraft.

Ved nsermere eftertanke er der imidlertid nogle omrader, hvor funktionsbegrebet er
utilfredsstillende: I praktiske anvendelser, specielt hos fysikere, forekommer Diracs 6-
funktion (Dirac; 1930), som ikke er en egentlig funktion, men som alligevel behand-
les som saddan under integration. De fremkomne resultater viser sig at vaere korrekte
og brugbare, og dette kalder naturligvis pad et matematisk begreb, der omfatter J-
funktionen.

Yderligere findes der partielle differentialligninger, som med en speciel fortolkning af,
hvad der skal forstas ved lgsning, har lgsninger (eller lgsningsformler), hvori der indgar
funktioner, som ikke ngdvendigvis er differentiable i sedvanlig forstand. Man kunne
derfor gnske sig en udvidelse af differentiabilitetsbegrebet, hvor differentiering generelt
er muligt.

Laurent Schwartz beskrev i bogen "Théorie des distributions” (Schwartz; 1950) (samt i
tidligere artikler) nogle matematiske objekter, som han kaldte distributioner. Han op-
stillede en praecis teori for, hvorledes objekter. som Diracs -funktion kan beskrives og
benyttes pa en matematisk forsvarlig made. Desuden har distributioner den egenskab,
at de altid er uendeligt ofte differentiable og derfor er bekvemme at arbejde med i for-
bindelse med differentialligninger, hvor de kan treede i stedet for seedvanlige funktioner.
Distributioner kan af denne grund betragtes som generaliserede funktioner.

Da funktioner som neevnt indgér i anvendelser, for eksempel i fysikken, kan man na-
turligt overveje, om den generalisering af funktionsbegrebet, som distributionsteorien
giver, medfgrer nye muligheder i forbindelse med disse anvendelser.

Nogle matematikere mé have ment, at distributionsteorien var et vigtigt bidrag til ma-
tematikken, idet Schwartz fik Fields Medal for sit arbejde med distributionsteorien.
Derfor kunne et interessant spgrgsmal at stille i forbindelse med distributionsteoriens
formulering veaere, hvorvidt der var enighed blandt matematikere om distributionsteori-
ens fortraeffelighed, samt om hvorvidt distributionsteorien blev taget op af personer med
en mere “anvendelsesorienteret” tilgang. Videre kan man interessere sig for, hvorvidt di-
stributionsteorien pa lengere sigt har fiet en veesentlig betydning, og i givet fald for
hvem? Da distributionsteorien er en generalisering af et meget udbredt begreb, nemlig
funktionsbegrebet, kan man forestille sig, at den kunne f& betydning inden for mange
omréader af matematikken. Imidlertid vil vi i dette projekt koncentrere os om betyd-
ningen inden for teorien om partielle differentialligninger, idet det var problemer inden
for dette felt, der var med til at motivere Schwartz’ arbejde med distributionsteorien.
Desuden er partielle differentialligninger et omrade med relevans for mange anvendelser,
idet de bruges til at modellere dynamiske systemer.

Ganske kort og overfladisk kunne vi sammenfatte ovennaevnte spgrgsmal som: Var di-

3




4 Indledning

stributionsteorien fgrst og fremmest et “oprydningsarbejde”, der havde til formal at
retfeerdigggre en gammel praksis, eller forte den ogsd til nye resultater, og fik den be-
tydning for anvendelsesorienterede forskere?

Dette spgrgsmal kalder dog p4 en indsnevring eller en preecisering, idet det ikke umid-
delbart giver anvisninger til, hvordan man i givet fald skal svare. En méade at forsgge
at belyse, om distributionsteorien primeert var et oprydningsarbejde, kunne vzre at
undersgge om, og i s& fald hvordan, opfattelsen af teoriens brugbarhed har zendret sig
"historisk”. I bekraeftende fald vil man forvente, at distributionsteorien ikke blev almin-
delig kendt uden for en sneever kreds af meget specialiserede forskere. I modsat fald vil
man forvente, at teorien i tidens lgb har spredt sig til en bredere kreds af matematikere
og anvendere.

P4 baggrund af disse overvejelser vil vi arbejde med fglgende problemstilling:

1.1 Problemformulering

Hvorledes har distributionsteoriens status inden for teorien om partielle differential-
ligninger og dennes anvendelse &ndret sig siden udgivelsen af Schwartz’” "Théorie des.
distributions™?

1.2 Diskussion af problem

Vi har i vores problemformulering stillet et spgrgsmal, hvori indgar belysning af en teoris
anvendelse. Dette udspringer af en interesse for, hvorvidt en abstrakt matematisk teori
som distributionsteorien far nogen betydning uden for matematikken. Det er imidlertid
vanskeligt at besvare et sidant spgrgsmal entydigt, da det ikke er veldefineret, hvad
anvendt matematik er.

Under arbejdet med dette projekt interviewede vi Lars Hormander (som har udfert
vigtigt arbejde inden for distributionsteori og partielle differentialligninger — se afsnit
5.3), og han fortalte en anekdote, om hvordan han pa et tidspunkt deltog i en konference
med emnet "anvendt matematik”. Bade tyskerne og englenderene troede de vidste,
hvad anvendt matematik var, idet der begge steder blev afholdt kurser om emnet.
Imidlertid viste det sig, at de havde ret forskellige opfattelser af, hvad konferencen
egentlig handlede om. Dette understreger, at anvendt matematik kan vaere mange ting.
Man kan opfatte det saledes, at der kun er tale om anvendelser, nar matematikken
indgéar direkte i forbindelse med udfgrslen af et konkret teknisk stykke arbejde, som
for eksempel at bygge en bro. Imidlertid taler man ogsi om at anvende en matematisk
teori inden for et andet omride af matematikken for pa4 den méde at f4 nye resultater.
Mellem disse to yderpunkter findes naturligvis et helt spektrum af opfattelser.

I dette projekt vil vi hovedsageligt tolke anvendelse siledes, at nir en matematisk
teori indgar i andre videnskaber, som for eksempel fysik, sa er der tale om anvendelse.
Dette er naturligvis meget bredt, da der findes teoretisk fysik, der ligner matematik
meget. Desuden er der en grazone, "matematisk fysik”, som er inspireret af fysik, men
som i sin natur mi siges at veere matematik. Vi vil ikke lave nogen skarp skelnen,
men forsgge at se pd, hvorvidt “anvendelsesorienterede” forskere, som hovedsageligt
skal forstds som ingenigrer, fysikere og forskere inden for "matematisk fysik”, benytter
distributionsteorien.

Nar problemformuleringen skal besvares, ma vi endvidere tage stilling til, hvorledes vi
kan vurdere en teoris status. I den forbindelse kan man tale om, hvor vidt udbredt
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teorien er. Udbredelse kan her forstas i mindst 2 dimensioner: Udbredelse til Jorskellige
faggrupper og udbredelse til forskellige uddannelsesniveauer.

Graden af udbredelse til andre faggrupper end de teoretiske matematikere kan give et
fingerpeg om, hvorvidt teorien har haft en “praktisk” betydning. Hvis for eksempel fy-
sikere eller ingenigrer har taget teorien til sig, mé& det indikere, at den er anvendelig pa
disse omrader og altsd ikke udelukkende har karakter af en begrebsafklaring for mate-
matikere, men ogsa anvendes. Her ma vi selvfglgelig tage de netop neevnte forbehold, for
hvad der forstas ved anvendelse. Vi vil altsi se p& udbredelse til forskellige faggrupper
for pa denne méde at belyse spgrgsmalet om, hvorvidt teorien anvendes.

Graden af udbredelse til forskellige uddannelsesniveauer giver et fingerpeg om, hvor
“almen” teorien er blevet. Hvis distributionsteorien indgar i kurser i partielle differenti-
alligninger pa kandidat-niveau, samt i laerebgger til en malgruppe pa dette niveau, ma
det veere pa baggrund af en vurdering af, at teoribygningen er ngdvendig almen viden p4
dette relativt brede niveau. Hvis den derimod kun optraeder i forskningssammenheenge,
ma det omvendt tyde pa, at det kun er pa hgjt specialiserede omrader, at teorien har
relevans.

Tilsammen giver disse to "udbredelsesdimensioner” en idé om, hvorledes teoriens status
er 1 dag. Er den en grundlzeggende basis? Er den udbredt som veerktgj i andre fagomra-
der? Vi vil i dette. projekt forsgge at belyse sndringer i teoriens status ved at fokusere
pa disse to dimensioner.

Man kan naturligvis sperge, hvad relevansen er af at undersegge, hvordan en konkret teori
er blevet udbredt. Vi finder det imidlertid interessant som et eksempel pa, hvordan
matemaitiske teorier i almindelighed udvikles fra at veere frontforskning til maske at
blive alment kendt viden og méske indgd i anvendelser i andre fag. Valget af netop
distributionsteori som eksempel skyldes dels, at vi finder omradet interessant i sig selv
og har et ¢nske om at stifte bekendtskab med denne teoribygning, dels at det er en
teoribygning, hvis betydning vi, gennem samtaler med vejledere pa vores institut ved
projektets start, fik en fornemmelse af, at der ikke er bred enighed om.

Der har veret diskussion af, hvorvidt det er rimeligt at give Schwartz aeren for opda-
gelsen af distributionsteorien, da andre matematikere i tiden f¢r ham har arbejdet med
lignende teorier. Liitzen (1982) har skrevet en bog, der omhandler distributionsteoriens
forhistorie op til udgivelsen af "Théorie des distributions”, hvori han blandt andet bely-
ser prioritetsspgrgsmalet. I vores problemstilling vil vi derfor ikke tage denne diskussion
op, men i stedet se pa udviklingen i tiden efter udgivelsen af "Théorie des distributions”.

1.3 Metode og opbygning af rapporten

1 dette afsnit vil vi kort opridse, hvilke metoder vi har benyttet for at besvare vores
problemformulering, samt i hvilke afsnit, vi har beskrevet de enkelte undersggelser.

For overhovedet at kunne leese tekster, der omhandler distributionsteori, méatte vi starte
vores projektarbejde med at f& en idé om de mest grundieggende treek i teorien. Rap-
porten indeholder derfor en meget kort introduktion til distributionsteorien i afsnit 2.
Da dette ikke er centralt for den egentlige besvarelse ‘af problemformuleringen, har vi
forsggt at holde dette afsnit til et minimum, men har en mere udbygget redegpgrelse i
appendiks A.

Et interessant fingerpeg om, hvordan distributionsteoriens status var, umiddelbart efter
at Schwartz’ formulerede den, kan vi f3 ved at se pa, hvad der motiverede ham, samt
hvilken baggrund han havde. Vi vil ikke g& dybt ind i distributionsteoriens forhistorie,




6 Indledning

men har som en form for startpunkt for vores undersggelser et kort afsnit om Schwartz’
bevaeggrunde (afsnit 3). )

Derpé fplger to hovedafsnit med hver sin type af undersggelser.

I afsnit 4 ser vi pa udviklingen i teoriens status i forskellige former for litteratur. Vi ser
pa personlige holdninger, der har faet udtryk i taler, anmeldelser af bgger om distribu-
tionsteorien og biografier. Desuden ser vi pa leerebgger i distributionsteori, leerebgger i
partielle differentialligninger og anvendelsesorienterede lerebgger, herunder lerebgger
i matematisk fysik og i kvantemekanik. Naermere beskrivelser af undersggelserne findes
som indledninger til de enkelte afsnit, men vi prgver i alle tilfzeldene p3 at fa et overblik
over, hvordan distributionsteoriens status har sendret sig i den enkelte type materiale.

I afsnit 5 beskriver vi, hvordan vi har kontaktet forskellige forskere for at fa deres syn
pa distributionsteoriens status, samt deres beretninger om udviklingen af denne. Vi har
interviewet tre matematikere personligt: Bernhelm Boos-Bavnbek, lektor i matematik
pd IMFUFA pa RUC, Gerd Grubb, professor ved matematisk institut pd KU, og Lars
Hoérmander, professor emeritus pad Lunds universitet. Derudover har vi foretaget en lille
uformel rundspgrge via e-mail blandt forskere pad DTU for at fa en fornemmelse af,
hvorvidt distributionsteorien kendes og bruges der.

1.4 Malgruppe

Lasning af denne rapport kraever ikke specialistviden inden for for eksempel parti-
elle differentialligninger eller funktionalanalyse, men grundleeggende matematisk viden,
blandt andet klassisk analyse er ngdvendig. Vi giver en kort introduktion til distribu-
tionsteorien, som vi mener er nok til at lzese rapporten, hvis man kan leve med undervejs
at tage nogle matematiske begreber og saetninger for givet.



2 Kort introduktion til distributionsteori og
dens anvendelse i partielle differentialligninger

I dette afsnit vil vi ganske kort opridse nogle vigtige ideer i distributionsteorien. Vi vil
forsgge at skabe et overblik over de grundleeggende traek pa bekostning af en del mate-
matiske detaljer. Laseren med interesse for flere matematiske detaljer kan eventuelt se
-appendiks A for en mere fyldesggrende redeggrelse. Vi vil i dette afsnit holde os til det
endimensionelle tilfzlde, men bemaerker at alle resultaterne kan generaliseres til flere
dimensioner. Disse generaliseringer kan ses i appendikset. Da. vi egentlig vil beskeftige
os med partielle differentialligninger, er det éndimensionelle tilfzlde forholdsvist uin-
teressant, men da de fleste generaliseringer foretages forholdsvist let, giver dette afsnit
forhabentlig stadig et overblik over ideerne.

Afsnittet er skrevet pa baggrund af en del kilder, hvoraf de vigtigste er: Hoskins & Pinto
(1994), Friedlander & Joshi (1998), Hérmander (1983) og Richards & Youn (1990).
Den fgrste vidt tilgengelige og samlede teori om distributioner er Laurent Schwartz’
publikation "Théorie des distributions”, der blev udgivet forste gang i 1950 (men som
vi ikke har benyttet som kilde i dette afsnit).

Alle integraler skal forstas som Lebesgue-integraler, som er en generalisering af Riemann-
integralet. Vi har ikke beskseftiget os med Lebesgue-integraler og vil ikke beskrive te-
orien for disse, da det er uden for rammerne af dette projekt at szette sig ind i denne
teoribygning.

Distributionsteori er en generalisering af den klassiske analyse. Det er et ret restriktivt
krav, at en funktion skal veere differentiabel — og specielt uendeligt ofte differentiabel.
Distributioner er derimod altid uendeligt ofte differentiable, og den afledte er en di-
stribution. Alle normale (det vil sige lokalt integrable) funktioner kan behandles som
distributioner, men ikke alle distributioner svarer til en funktion. Altsé er distributioner
en udvidelse af funktionsbegrebet.

En distribution er en afbildning af et bestemt funktionsrum, testfunktionerne, ind i
et tallegeme (C eller R). Ideen med testfunktionerne er, at man kan undersgge en
funktion f omkring et punkt ved at “vagte” f, sledes at den tildeles stgrst veegt i
punktet og veegten 0 uden for et begraenset interval. Denne type "veegtningsfunktioner”
kaldes testfunktioner. Lad os derfor ferst se pa disse.

2.1 Testfunktioner

Testfunktioner er C* funktioner med kompakt stgtte. Altsd funktioner, som er uen-
deligt ofte differentiable, og som er nul uden for en kompakt (hvilket i talrummene vil
sige: lukket og begraenset) mangde. For en testfunktion af én variabel betyder det, at
funktionen er nul alle andre steder end inden for et interval [a,b]. Rummet af testfunk-
tioner benzevnes D, og vi vil som konvention bruge ¢ og i som navne pi vilkarlige
testfunktioner. Vi indfsrer ogsé en szrlig konvergens for fglger af testfunktioner, hvor
vi ogsa kraever, at de afledte konvergerer.
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2
b

Figur 2.1 PA billedet ses testfunktionen %(z) som defineret i (2.1)

I nogle tilfelde kan det veere hensigtsmaessigt at bruge andre funktionsrum end D
som basis for definition af distributioner. Her kan navnes rummet S, som er rummet
af hurtigt aftagende funktioner. Hvilket lgst sagt betyder, at funktionen og alle dens
afledte gar mod nul hurtigere end ethvert polynomium. Dette er trivielt opfyldt for
funktioner i D, idet de har kompakt stette, s& D C S. Funktioner i S spiller en vigtig
rolle i brugen af distributionsteori i forbindelse med Fourier-transformationer, og vi vil
se pa dette i afsnit 2.4

Lad os se et eksempel pa en testfunktion i D:
_ [ exp(z) forjz| <1
¥le) = { 0 for|z| > 1 (1)

denne funktion er vist i figur 2.1

2.2 Distributioner

En funktion f, hvor f skal veere lokalt integrabel, for at sikre at integralet er veldefineret,
kan undersgges ved at se pa dens integral under en bestemt veegtning:

/ " (@) (@)da

hvor "veegtningsfunktionen” ¢ er en testfunktion. Hvis vi veelger en "spids” testfunktion
®, med ff‘;o p(z)dz = 1 svarer dette nasten til at undersgge funktionen f i et punkt.

P3 denne baggrund defineres for enhver lokalt integrabel funktion f en distribution py,
som altsd skal veere en lineser afbildning i : D — C, siledes:

Definition 2.1 (Den til en funktion hgrende distribution)
Til den lokalt integrable funktion f knyttes folgende distribution py.

e (o= )

hvor ¢ € D og ps(p) dermed er et tal.
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Kravet om lokal integrabilitet af f skyldes, at vi skal veere sikre pa, at integralet
I22, o(z) f(z)dz er veldefineret.

Ovenstaende definition 2.1 er meget veesentlig, idet vi ved at underforstd denne kan
opfatte funktioner som distributioner. Nar vi saledes taler om en eller anden opera-
tion pa en funktion (for eksempel operationen differentation) "i distributionsforstand”,
betyder det i virkeligheden, at vi taler om operationen pa den til funktionen hgrende
distribution.

Generelt definerer vi distributioner som fglger:

Definition 2.2 (Distribution)

En distribution er en kontinuert lineer afbildning p : D — C, idet kontinuitet er
givet i forhold til den serlige form for konvergens for testfunktioner. Rummet af alle
distributioner beneunes D'. ' ‘

Som konvention har vi valgt at bensevne distributioner p eller ».

Man kan ogsa tale om andre typer af distributioner, som er afbildninger af andre funk-
tionsrum end D — typisk S. Distributionerne, der afbilder S, kaldes tempererede distri-
butioner, og mzengden af disse skrives S’. Generelt kan man indfgre det duale til et rum
E og benzevne det E’. E’ er da rummet af linezre, kontinuerte afbildninger af F ind i
R eller C.

Det er ikke alle distributioner, der har en tilhgrende funktion. Et eksempel pa en distri-
bution, der ikke har en tilhgrende funktion, er §-funktionen, der beskrives i afsnit 2.2.1.
En distribution, der er defineret ved en lokalt integrabel funktion, kaldes reguler, mens
en distribution uden denne egenskab, som for eksempel §-funktionen, kaldes singulcer.

En af styrkerne ved distributionsteori er muligheden for at flytte operationer fra den
funktion, der undersgges, og over pa testfunktionen. Hvis en funktion f er differentiabel,
vil dens afledte f’ naturligvis ogsa definere en distribution:

By = (wH /_Zf’w)

Ved partiel integration findes:

/ " Ple)o(a)ds = - / " f@)e (@)de (22)

Saledes er differentialoperatoren flyttet over pa testfunktion, som er en C*°-funktion.
Vi vil udvide differentieringen, siledes at den stemmer overens med ovenstiende, men
nu gelder for alle distributioner (altsd ogsa de singulzre). Vi definerer den afledte til
en distribution ved:

1 (p) = —p(¥’)

Det betyder, at alle distributioner kan differentieres uendeligt mange gange, idet test-
funktionen kan differentieres uendeligt mange gange. Her har vi altsd nytte af de starke
krav til testfunktioner.

Lad os nu se pa det klassiske eksempel p& en singuleer distribution — nemlig Diracs
d-funktion.
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2.2.1 4-funktionen

Dirac (1930) beskriver é-funktionen ved at angive, at den har fglgende egenskaber:
/ d(z)dr =1, 6(z) =0 for x #0, / 5(z)p(z)dz = ¢(0)

d-funktionen kan altsd opfattes som den "uendeligt spidse” funktion (da den kun er
forskellig fra 0 i = 0), hvorunder arealet er 1. Dette betyder, at nar vi integrerer
produktet af en testfunktion ¢ med d-funktionen, far vi i virkeligheden veerdien af ¢ i
0. Vi kan parallelforskyde d-funktionen for at fa veerdien af ¢ i et vilkérligt punkt:

/ " 5z — a)p(@)dz = p(a)

d-funktionen skulle altsd veere en funktion, der er 0 for alle andre z-veerdier end nul,
men alligevel har et areal under funktionen. En sddan funktion kan ikke eksistere inden
for rammerne af den klassiske analyse, idet et punkts afvigelse fra resten af funktionen
ikke har nogen betydning for integralet. -funktionen er derfor ikke en rigtig funktion,
men kan opfattes som distributionen, der er defineret saledes:

6= (¢ ¢(0))

Dermed kan vi i stedet for f_‘_”oo d(z)o(z)dz = ¢(0) skrive §(¢) = ¢(0). é-funktionen
kan saledes beskrives matematisk stringent ved hjelp af distributionsteori.

2.3 Foldning

Foldning viser sig at vare en vigtig operation pi distributioner, der indgar i forbindelse
med lgsning af partielle differentialligninger. Foldningen af to testfunktioner,p og
skrives o * v og defineres som:

(o)) = |

-0

o0

e(y)(z —y)dy = / ” oz — y)v(y)dy

—00

Det sidste lighedstegn folger af variabelskift, og det ses derfor at foldning mellem to
testfunktioner er kommutativ, desuden er foldning associativ samt distributiv over ad-
dition. Differentieres foldning mellem to testfunktioner, kan det vises at:

(o) =¢'*p=pxy
Det kan ogsa vises, at nar 1,p er testfunktioner, s& er ¢ * 1) ogsé en testfunktion.

Man kan udvide foldning af testfunktioner, séledes at det ogsd bliver muligt at folde
vilkirlige distributioner. Fgrst ma vi dog indfgre lidt ny notation. For regulare distri-
butioner skriver vi:

pr @ =)= [ Z F@ele - v)dy = (f * 9)(@) (2.3)

hvor ¢ er en testfunktion, hvorved ¢(z — y) ogsa er en testfunktion, bade opfattet som
funktion i z og som funktion i y. (2.3) giver os en ny funktion i z, idet vi har "integreret
y vaek”. Nar en vilkarlig distribution foldes med en testfunktion, vil vi have brug for en
notation, der kan fortalle os, hvilken variabel testfunktionen ¢(z —y) skal opfattes som
vaerende funktion af. Vi vil notere dette saledes at:

py(p(z — ) =: (u* @)(z)
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er en funktion af z, idet y opfattes som variabel, nar p virker pa testfunktionen.

Det geelder, at hvis p er en distribution med kompakt stgtte, da er u,(p(z — y)) en
testfunktion i variablen z. Vi siger, at en distribution har kompakt stgtte, nar der findes
en kompakt meengde, siledes at u fgrer alle testfunktioner, hvis stgtte ligger uden for
denne mangde, over i 0. Foldningen mellem to distributioner, hvoraf mindst en har
kompakt stotte, kan nu defineres som fglger:

(1 * V) () = pz(vy(p(z — ¥)))

Vi kan vise, at denne definition for foldningen mellem distributioner opferer sig gnsk-
veerdigt, nar vi ser pa foldningen af to regulere distributioner, idet det gelder at:

(15 % 1g) () = pfxg ()

d-distributionen, altsa den distribution der er defineret ved: 6(¢) = ¢(0), fungerer som
neutralt element med hensyn til foldningsoperationen, idet det galder at:

(1% 8)() = plp)

2.4 Fourier-transformation

Udover foldning viser det sig, at Fourier-transformation er en meget relevant opera-
tion i forbindelse med distributioner. Fourier-transformation anvendes blandt andet
sammen med distributioner i forbindelse med lgsning af partielle differentialligninger.
Fourier-transformation af distributioner er defineret direkte ved Fourier-transformation
af funktioner, s lad os starte med dette.

2.4.1 Fourier-transformation af funktioner

Vi definerer Fourier-transformation af en stykvis kontinuert funktion f : R — C, der er
defineret for alle z € R og opfylder at ffooo |f(z)|dz < co. Den Fourier-transformerede

f og den invers Fourier-transformerede f af f er defineret ved:
-~ © .
f© = [ faed
—o0

@ = 5 [ ree=ca

Mengden S af hurtigt aftagende funktioner er den stgrste delmeengde af de integrable
funktioner, der er lukket over for Fourier-transformation. Det vil sige, det geelder at:

feS=>fes
i S geelder ogsa at:
H=0"=f

P4 grund af disse egenskaber, der viser sig serdeles praktiske, vil vi i resten af afsnit
2.4 kun betragte funktioner i S.

Ved at Fourier-transformere en funktion er komplicerede operationer som for eksempel
differentation transformeret til multiplikationer. Det gzlder nemlig, at hvis vi indfgrer
den grundlaeggende differentationsoperator D = d%, s& kan det vises at:

(D™£)(6) = ()" f(€) (2.4)
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Dette er yderst anvendeligt i forbindelse med lgsning af differentialligninger, idet man
ved Fourier-transformation af ligningen far en almindelig algebraisk ligning, som lgses
nemt, og dernsest tager den inverse Fourier-transformerede af lgsningen:

f = -Du+u=
f& = &) +a¢) =(E+1a¢) =
. 1 .
) = Wf(f) =
o) = (5a/0) @

2.4.2 Fourier-transformationer af distributioner

Fourier-transformationen af en distribution defineres ved at overflytte operationen til
testfunktionen. Den Fourier-transformerede til en tempereret distribution p € S’ er
altsd defineret ved:

i) =u(d), ¢€s
Desuden geelder (2.4) ogsé for en distribution
(D™u)" = (i&)" i (2:5)

Dermed kan vi nu benytte Fourier-transformationer i forbindelse med lgsning af partielle
differentialligninger, hvori vi benytter distributioner i stedet for funktioner.

2.5 Losning af linezre differentialligninger ved brug af distributioner

Det kraftfulde i distributionsteorien kommer fgrst rigtigt til sin ret, nar vi ser pa partielle
differentialligninger. Vi vil i dette afsnit se pa differentialligninger af formen:

Lu=f
Hvor L er en linesr differentialoperator, som for eksempel D™, f er en kendt funktion

eller distribution, og u er den ubekendte funktion eller distribution. Vi henviser til
appendiks A for den interessante generalisering til partielle differentialligninger.

Nar vi lgser differentialligninger, har vi nytte af at indfgre begrebet fundamentallgsning.
Dette er et ngglebegreb i teorien om partielle differentialligninger. En distribution u
kaldes en fundamentallgsning til en differentialoperator L, hvis

Lu=9§
hvor § er §-distributionen. Vigtigheden af fundamentallgsninger skyldes, at de har nogle
brugbare egenskaber. Det galder siledes at:
px(Lu)=u
hvis p er en fundamentallgsning, og u er en distribution med kompakt stgtte (hvoraf
det folger at Lu ogsd har kompakt statte).

Af denne egenskab ser vi, at hvis operatoren L har en fundamentallgsning pu, s& er
lgsningen til ligningen Lu = f givet, idet vi har:

Lu = f=
pur(lu) = p*rf=
u = Wp*f
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Vi bemzerker, at f kan vaere en reguleer distribution med kompakt stgtte, altsd svare til
en almindelig funktion med kompakt stgtte. Vi kan se, at hvis vi finder en fundamen-
tallgsning til L, si har vi en Igsningsformel for enhver ligning pa formen Lu = f, men
lgsningen u er ikke ngdvendigvis reguleer.

I dette lys er det seerdeles interessant, at Ehrenpreis og Malgrange (ifglge Ortner & Wag-
ner (2001)) har vist, at enhver linezer differentialoperator med konstante koefficienter
(hvilket indbefatter den meget simple operator D™) har en fundamentallgsning.

Distributioner, foldning og Fourier-transformationer tilsammen giver kraftfulde mulig-
beder for lgsning af linesere partielle differentialligninger med konstante koefficienter.
Ideen er, at hvis o € D’ er en fundamentallgsning til D™, da har vi ifglge (2.5):

D'w = 6=
(@)"a = §= A
po= (i)™

vi kan siledes bestemme den Fourier-transformerede til x, men vi kan i almindelighed
ikke vide, om (i€) ™6 kan invers Fourier-transformeres.
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1 1950 modtog Laurent Schwartz Fields Medal for formuleringen af distributionsteorien.
Han er saledes den, der bliver betragtet som ophavsmanden til denne teori, selv om
der er mange ting i tiden op til og fgr Laurent Schwartz’s arbejde, der peger hen
mod distributionsteorien. Dette er dzekket i detaljer i de fgrste fem kapitler i Jesper
Liitzens bog » The Prehistory of the Theory of Distributions« (Liitzen; 1982). Svaret
P& spegrgsmalet om, hvem der egentlig opfandt distributionerne, kommer ifglge Liitzen -
(1982) an pa, hvordan man spgrger:

If one asks about the first people to use distributions in mathematics, the answer is Fourier
1822, Kirchhoff 1882 og Heaviside 1898. If one asks for a rigorous theory, which possibly
only implicitly used distributions, the answer is Bochner 1932. If one wants to know who
first defined distributions rigorously as functionals, the answer is Sobolev 1935 and finally,
if one wants to point to the person who saw the far-reaching applications of distributions
and created a broad theory of these objects, Schwartz is the one to cite. .. (Liitzen; 1982,
side 159)

Jesper Liitzen opfatter saledes Laurent Schwartz som opfinderen eller opdageren af
distributionsteorien, i den forstand at Laurent Schwartz som den fgrste formulerede og
formaliserede en stringent matematisk teori, der omfattede de tillgb, der tidligere havde
vaeret til en teori, og som samtidig s& mulighederne for anvendelse af teorien.

Laurent Schwartz selv var imidlertid ikke opmzerksom pa alle tillgb til distributionsteo-
rien (blandt andet kendte han ikke til Sobolevs arbejde (Liitzen; 1982, side 156)). Han
giver imidlertid i sin selvbiografi udtryk for, at teorien 14 i luften, og at hvis ikke han
havde opfundet den, ville en anden have gjort det inden for kort tid (Schwartz; 2000,
side 211). ‘

Dieudonne sammenligner Schwartz’ rolle i distributionsteorien med den, som Newton og
Leibniz spillede i integral- og differentialregningens historie. Newton og Leibniz opfandt
ikke direkte differential- og integralregningen, men samlede og systematiserede den, s&
den i hgjere grad blev brugbar:

Contrary to popular belief, they [Newton and Leibniz)] of course did not invent it [cal-
culus], for derivation and integration were practiced by men such as Cavalieri, Fermat
and Roberval when Newton and Leibniz were mere schoolboys. But they were able to
systemize the algorithms and notations of Calculus in such way that it became the ver-
satile and powerful tool which we know, whereas before them it could only be handled
via complicated arguments and diagrams.(Dieudonne; 1981, side 231)

I dette afsnit vil vi forsgge at redegare for, hvad der motiverede Laurent Schwartz til
udvikling af distributionsteorien for méske pa denne méde at give et fingerpeg om hvilke
forventninger man (og maske iser Laurent Schwartz) dengang havde til teorien. Vi
forsgger altsa ikke at give en fyldestggrende beskrivelse af forhistorien eller fuldstendig
biografi af Laurent Schwartz for den sags skyld.

14
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3.1 Schwartz og distributionsteorien

Laurent Schwartz (Schwartz; 2000) peger selv p& mange forskellige inspirationskilder,
der ledte frem til hans udvikling af distributionsteorien. Dels var der matematiske pro-
blemer, der gennem tiden havde generet ham, og som lagredes i hans bevidsthed, og
dels var der de konkrete redskaber og omrader, som han var bekendt med, som dannede
grundlaget for formuleringen af distributionsteorien. Her vil vi nzevne nogle af disse i
nogenlunde kronologisk orden.

3.1.1 Schwartz’ forudsatninger
Diracs 4-funktion og dens afledte

Laurent Schwartz skriver om fysikernes brug af d-funktionen og dens afledte:

Thus, physicists lived in a fantastic universe which they knew how to manipulate ad-
mirably, and almost faultlessly, without ever being able to justify anything...() ... their
computations were insane by standards of mathematical rigor, but they gave absolutely
correct results (Schwartz; 2000, side 217)

Da Schwartz fgrste gang hgrte om é-funktionen, blev han forarget over manglen pa
matematisk stringens!:

I believe I heard of the Dirac function for the first time in my second year at the ENS. I
remember taking a course with my friend Marrot, which absolutely disgusted us, but it
is true that those formulas were so crazy from the mathematical point of view that there
was simply no question of accepting them(Schwartz; 2000, side 217).

Her var en sakaldt funktion, hvis egenskaber ikke gav mening i en seedvanlig matematisk
forstand, men som tydeligvis gav meningsfulde resultater i anvendelse. Han skriver, at
denne situation burde have inspireret til at lede efter en ordentlig matematisk udredning
af begreberne, men at ingen tilsyneladende ledte efter den.

Den vibrerende streng
Bglgeligningen i én dimension:

192 8

(oe 5=

hvor v er en konstant, har den velkendte generelle lgsning: u(t,z) = f(z+vt)+g(z—vt),
hvor f og g er to gange differentiable. Men er en funktion pa denne form ikke ogsé
en bglge, selvom funktionen ikke er differentiabel? Det er i hvert fald oplagt, at man
ikke kan differentiere to gange og kontrollere, om funktionen nu ogsé er en lgsning til
ligningen. Schwartz skriver i sin selvbiografi, at han var besat af dette spgrgsmal i et
stykke tid omkring 1933-34 under sin uddannelse. (Schwartz; 2000, side 218)

Dualitetssztninger for topologiske vektorrum

I sin tid i Grenoble studerede Schwartz det duale til vektorrum for at undersgge, hvilke
sztninger der stadig var gaeldende i mere generelle topologiske vektorrum. Her under-
s@gte han blandt andet det duale, E’, til rummet E = C*([0,1]), der umiddelbart ligner
det, der senere skulle blive rummet af testfunktioner (under forudsestning af, at rummet
udstyres med den samme topologi som D).

1 é-funktionen kan godt defineres stringent som et mal, men dens afledte kan da ikke defineres me-
ningsfuldt
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Schwartz skriver, at hans topologiske studier satte ham i stand til med det samme, da
han opdagede distributioner, at indse alle de vigtige topologiske egenskaber uden hvilke,
de (ifglge ham selv) ikke ville have spillet sa stor en rolle. Men imens han arbejdede med
disse dualitetsssetninger, kunne han ikke se, at de kunne have nogen anvendelsesvaerdi:

I remember thinking: "This space E’ will probably never be useful for anything.” (Schwartz;
2000, side 227)

Svage lgsninger til differentialligninger

Den starste katalysator for opfindelsen af distributioner var Schwartz’ arbejde med svage
Igsninger til partielle differentialligninger (Liitzen; 1982, side 149)(Schwartz; 2000, side
228). Problemet illustreret i afsnit 3.1.1 ved ligningen for den vibrerende streng kan lgses
ved at indfgre de sakaldte svage lgsninger. Ideen med svage lgsninger er at omskrive
ligningen, s& den ubekendte funktion ikke leengere skal differentieres, for eksempel ved
at gange med en funktion med kompakt stgtte og derpd integrere pad passende vis
(Hérmander; 1983, side 2).

Inspireret af en artikel af Choquet og Deny udgav Schwartz i 1944 en artikel (Schwartz;
1944), hvori han viser, at de svage lgsninger til ligningen?: P(D)f = ZIpI:m ap02f =0
er en kontinuert funktion f(z), som opfylder at f*¢ er en reel lgsning for alle funktioner
¢ € Cg.

Schwartz fandt det problematisk, at man her, ligesom i tilfzeldet med den vibrerende
streng, kunne definere lgsningen til lel:m ap02f = 0 uden at give de forskellige led,
82f, en mening. Denne gang var han imidlertid opsat pa at finde et svar pa proble-
met(Schwartz; 2000, side 229).

3.1.2 Opfindelsen af distributioner

Laurent Schwartz opdagede distributioner en nat i november 1944 (en nat han selv
kalder »the most beautiful night of my life«(Schwartz; 2000, side 232)) som foldnings-
operatorer T : D — D. Vi noterer T virkende pa ¢ € D som: T - ¢, og kreever, at T
er linezr, kontinuert (med samme topologi pd D som benyttes for distributioner i den
endelige formulering) samt opfylder at: (T - @) * ¢ =T - (p x 9), hvor i € D.

Han indsé, at hvis man gnskede generaliserede lgsninger til partielle differentiallignin-
ger, kunne man generalisere funktionsbegrebet. Dette kunne ggres ved at opfatte en
funktion som en sidan operator: Ty - ¢ = f * ¢. Dette vil da udggre en generalisering
af funktionbegrebet, da rummet af operatorer er stgrre end rummet af funktioner, idet
(neesten) alle funktioner kan identificeres med en operator, men ikke alle operatorer
kan identificeres med en funktion. Hans begejstring skyldtes, at han med det samme
indsd, at dette var lgsningen pa flere af de matematiske problemer, der havde naget
ham. For eksempel ville d-funktionen kunne formuleres stringent matematisk som en
foldningsoperator, nemlig den identiske operator:

§=(¢—¢)

Denne formulering af distributioner viste sig dog at veere lidt besvaerlig at arbejde med.
Laurent Schwartz brugte nogle maneder pa at generalisere forskellige operationer pa
distributioner, men han var ikke selv tilfreds med sine formuleringer, som han ikke
mente var smukke nok (Schwartz; 2000, side 233). Det var imidlertid fgrst, da han ville
generalisere Fourier-transformationer, at han lgb panden mod muren: Dette kunne ikke

2 p er her et multiindeks. Se evt. afsnit A.1 for forklaring af notation
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lade sig ggre i termer af disse foldningsoperatorer. Fgrst da fik han ideen til at formulere
distributioner som funktionaler, som er den formulering, der stadig bruges idag.

3.2 Opsummering

Laurent Schwartz’ udvikling af distributionsteorien syntes altsd motiveret af nogle
konkrete problemer, der til dels udspringer af fysikernes praksis med at benytte 6-
funktionen, dels af overvejelser over bglgeligningen, men méaske hovedsageligt af tidli-
gere matematisk arbejde med generaliserede lgsninger til partielle differentialligninger.
Den ngjagtige udformning mé endvidere siges at veere et produkt at Schwartz’ forud-
gaende forskning. Schwartz forsker ikke direkte med henblik pd bestemte anvendelser,
men er dog mest tilfreds med resultater, der har vide anvendelsesmuligheder:
1 don’t actually research with the aim of being useful in such and such domain, but I feel

particularly pleased if my work has wideranging applications, and I address physicists,
mechanics and engineers in their own language (Schwartz; 2000, side 165).

Muligvis opmuntret af de mange elektroingenigrer blandt hans tilhgrere til de fgrste
foreleesninger, han gav om distributionsteori, blev han selv overbevist om, at det pri-
mert var inden for disse omrader, at teorien skulle finde anvendelse(Liitzen; 1982).
Han udgav endda en artikel om distributionsteori i "Annals des télécommunications”
(Schwartz; 1948).

Vi vil derfor pastd, at anvendelser har veeret med til at seette fokus pd matematiske
problemer, som derneest er sggt lgst inden for den rene matematik. Endvidere ser det
ud til, at Schwartz efter sin opdagelse af distributionsteorien hurtigt kom til at tro pa,
at den ville have betydning i anvendt matematik.



4 Unders¢gelser i litteraturen

I dette kapitel er det vores intention at undersgge, hvordan Schwartz’ teori generelt
blev modtaget, hvordan teoriens status har esendret sig gennem tiden, samt hvilken
status teorien har i dag ved at se pa litteraturen i perioden fra omkring 1950 frem
til idag. Vi har i afsnit 4.1 set pA matematikhistoriske artikler og bgger, anmeldelser
af forskellige bgger om distributioner samt foredrag og taler givet ved kongresser, for
eksempel Harald Bohrs tale ved overraekkelsen af Fields Medal til Schwartz. Desuden har
vi undersggt lerebgger i distributionsteori, partielle differentialligninger samt forskellige
anvendelsesorienterede leerebgger i nsevnte rackkefglge.

Vi har valgt denne opdeling, dels fordi det giver en forholdsvis enkel made at opdele
materialet, dels fordi en af vores intentioner med afsnittet er at vaere i stand til at
sige noget fornuftigt om udbredelsen af distributionsteorien, som kan have foregiet i
forskellige tempi inden for de forskellige grene.

Det er sveert at sikre sig, at denne type undersggelse bliver fuldstendig og tilbundsga-
ende. Vi kan for eksempel ikke garantere, at vi har et repraesentativt udvalg af leerebgger.
Der er ogsa en reel risiko for, at vi ken have overset noget, idet vi naturligvis ikke har
nerleest alle bpgerne, men orienteret os via indholdfortegnelser, stikordsregistre, forord
med mere. I stedet kan vi bruge bggerne til at udspaende diskussionen ved at beskrive
ekstremerne i forskellige tilgange til stoffet. Man skal selvfglgelig af samme grund veere
varsom med at drage alt for bombastiske konklusioner pa dette grundlag, men det er
vores hab, at vi alligevel kan uddrage visse tendenser.

4.1 Taler, anmeldelser og biografier

Schwartz’ distributionsteori blev ikke i fgrste omgang anerkendt som en brugbar teori
af alle, der beskeeftigede sig med matematik, hvilket betgd, at resultater opnaet ved
brug af distributioner blev betragtet med skepsis af nogle matematikere. Dette afsnit
skal veere med til at belyse, hvorledes distributionsteoriens status skiftede gennem dette
arhundrede, ved at se p4 forskellige personlige holdninger og kommentarer, der findes i
litteratur som for eksempel taler, artikler og anmeldelser af bgger.

For at rekonstruere datidens modtagelse af distributioner har vi valgt at kigge pa lit-
teratur fra den undersggte periode. Vi har derudover ogsa set pa nyere retrospektive
beskrivelser af tiden s& som biografier og historiske artikler.

4.1.1 En blandet modtagelse

Allerede kort tid efter udgivelsen af "Théorie des distributions”, og fgr udgivelsen af det
andet bind i serien aret efter, blev Schwartz’ arbejde med distributioner belgnnet med
Fields Medal, som han fik overrakt af Harald Bohr. Bohr var formand for komiteen og
talte varmt for, at Schwartz skulle have Fields Medal. Ved overraekkelsen af denne sagde
Bohr blandt andet:

18
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Schwartz’s work consists ... ()...in his creation of new and most fruitful notions adapted
to the general problems the study of which he has undertaken. While these problems
themselves are of classical nature, in fact dealing with the very foundation of the old cal-
culus, his way of looking at the problem is intimately connected with the typical modern
development of our science with its highly general and often very abstract character...()..I
think that every reader of his cited paper, like myself, will have felt a considerable amount
of pleasant excitement, on seeing the wonderful harmony of the whole structure of the
calculus to which the theory leads and on understanding how essential an advance its ap-
plications may mean to many parts of higher analysis, such as spectral theory, potential
theory and indeed the whole theory of linear partial differential equations.(Bohr; 1952,
side 130) :

Det var altsa relativt hurtigt, at distributionsteori opnaede anerkendelse blandt nogle
matematikere. Der laegges i talen op til, at distributionsteori er en teori, som vil have
stor indflydelse pa4 matematikken. Som det kan ses ud fra citatet, leegges der veegt pa, at
distributionsteori giver mulighed for at undersgge problemer pa en ny made. Derudover
ses, at forhabningerne er store til betydningen af distributionsteorien for udviklingen af
forskellige omrader, specielt inden for partielle differentialligninger.

Den hurtige anerkendelse af teorien blandt nogle matematikere skyldes ifglge Garding
i hgj grad Schwartz’ personlighed og hans made at salge teorien pa. Dette kan ses i
kapitlet "The impact of distributions in analysis”(Géarding; 1997), hvor han skriver:

The initial succes of the theory was due to an enthusiastic forward marketing and to
Laurent Schwartz’s conviction of the importance of distributions and the fiery lectures
which he gave in several European countries after the war.(Garding; 1997, side 79)

At distributionsteorien efter dens opfindelse blev fuldt accepteret af alle matematikere,
er ifgige Schwartz’ selvbiografi imidlertid langt fra sandheden.

..some people found that the whole idea was so simple that it couldn’t possibly be useful,
and others that the generalization of functions by continous linear forms on a topologi-

. cal space was so complicated that it couldn’t possibly be useful. It goes without saying
the young people were the main critics of the first type, whereas older mathematici-
ans had reservations of the second type. Both criticisms corresponded the doubts of my
own.(Schwartz; 2000, side 241)

I en anmeldelse af "Théorie des distributions” af Bochner (1952) modtog Schwartz ikke
megen ros for sin bog. Bochner, som selv havde arbejdet med generaliserede Fourier-
transformationer, havde dette at sige om at differentiere i Schwartz’ forstand:

Such generalized integrals have been long in developing, and their systematic use the very
basis for the theory of generalized Fourier transforms as presented in the reviewer’s book
Fouriersche Integrale, 1932.(Bochner; 1952)

And as regards the novelty of introducing "distributions” which are more general than
Stieltjes integrals, say, we think that the credit for it ought to be assigned to Riem-
ann.(Bochner; 1952)

Bochner mener altsh ikke, at der er noget skelseettende nyt i Schwartz’ teori, men at
den mere baerer praeg af en genfortalling af noget, der allerede var kendt (ifglge Liitzen
(1982) er det dog forkert, at Riemann opfandt distributioner). Bochner gennemgér en
raekke af Schwartz’ resultater og skriver, at disse alle er set fgr, han slutter ironisk sin
anmeldelse af med ordene:

We have recounted all this with a view suggesting that it would not be easy to decide
what general innovations in the present work are analytical and even conceptual, and
that it is in order to appraise the value of the book by its specific results, such as we have
extracted above; and of such let the author produce many more, by all means.(Bochner;
1952)
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Saledes far Schwartz nogle barske kommentarer, idet hans formulering af distributions-
teorien af Bochner beskyldes for hverken at vare nyskabende som koncept eller som
analytisk veerktg]. - - -

At distributionsteorien havde mange skeptikere er en opfattelse der deles af flere af de
der praktiserede matematik i tiden efter opfindelsen af distributionsteorien. Garding
skriver at mange konservative matematikere ikke var imponerede af Schwartz’ teori, og
de kunne ikke se, at distributionsteoriens resultater kunne bruges til noget:

At the time [1950] the theory of distributions got a rather lukewarm and sometime even
hostile reception among mathematicians. Analysts of an older school could joke that
"Your distributions may be all right, but you are only really happy when you find a
function”(Garding; 1997, side 80)

At mange matematikere var fjendtlige over for distribifionsteorien stemmer overens
med den oplevelse af tiden, som en anden svensker, nemlig Lars Hérmander, havde.
Han skriver i artiklen ”A Tribute to Laurent Schwartz” (Hormander; n.d.), at han som
ung péa rejse leeste "Théorie des distributions”, hvorefter han blev s begejstret, at han
eendrede planer for at na nogle af Schwartz’ foreleesninger i Frankrig. Da han kom hjem
igen til Sverige, blev Hormanders begejstring dog ilde modtaget af hans lzerer Mar-
cel Riesz (Hormander; n.d.). I forbindelse med en prasentation af distributionsteorien
havde Schwartz i 1948 medt Riesz, som angivelig skulle have afbrudt Schwartz med
kommentaren: "I hope you have have found something else in your life”(Treves; 2003).
Riesz’s holdning til distributioner pavirkede Hérmander, sa han nedtonede betydningen
af distributionsteorien for hans arbejde, og han skriver i et brev til Schwartz i 1999:

... although I was thinking entirely in terms of distributions when I wrote my thesis, 1
did not dare to be completely open about it ...()... When a couple of years earlier I had
read your book and told him [Riesz] how enthusiastic I was, his reply was that I was still
s0 young that there was hope that my taste would improve as I grew up. In my thesis I
therefore stuck as much as possible to weak L? solutions, defined in terms of adjoints of
operators in L?(Hérmander; n.d.)

For nogle matematikere var distributioner altsa tabu i de fgrste &r efter opfindelsen.
Schwartz mente selv, at fysikerne var mere modtagelige over for teorien end matemati-
kerne, maske fordi fysikerne havde brugt distributioner i mange ar fgr matematikerne
(Treves; 2003). Han valgte i sin undervisning at bruge é-funktionen som indgangsvinkel
til distributioner, nar han underviste fysikere, hvilket viste ngdvendigheden af teorien.
Nar han derimod underviste unge mennesker uden kendskab til é-funktionen, fandt han
hurtigt ud af, at de havde nemmere ved at forstd 6-funktionen, efter de havde lert om
distributionsteori (Schwartz; 2000). Det var alts3 fysikerne og de unge matematikere,
som ifglge Schwartz fgrst tog distributionsteorien til sig. Mange matematikere mente,
at netop fysikere og ingenigrer ville have stor gleede af distributionsteori. For eksempel
beskrev Lighthill, Mikusinsky og Temple distributioner forstiet som greenser af funk-
tioner, hvilket angiveligt skulle ggre det nemmere at forsta for fysikere (Schwartz; 2000,
side 242). Temple skriver i en artikel om distributioner:

The theory of distributions is undoubtedly of great practical importance for the applied
mathematicians, but unfortunately for them the theory is highly abstract ...()...it is
therefore desirable to give a more elementary and less abstract account of this new branch
of analysis, so to make the important discoveries of Schwartz available to the physicist and
engineer ...()...it is clear that generalized functions are destined to play a considerable
part in mathematical physics.(Temple; 1955)

Det er tydeligt, at det er inden for anvendt matematik og fysik, at forventningerne
til distributionerne var store. Sa selvom der fra nogle kanter af matematikken var stor
skepsis over for distributionsteorien, var der ogsa en del, der mente, at den ville komme
til at forme matematikken fremover specielt inden for den anvendte matematik.
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4.1.2 Teorien vinder indpas

I 1960’erne viser nogle af vores kilder, at distributionsteorien opnar stgrre udbredelse
og accept. I starten af 60’erne skrev Hérmander sin fgrste bog om partielle differenti-
alligninger (Hormander; n.d.). Han har valgt at introducere distributionsteorien, idet
han ikke vil forudszette, at leeseren kender denne, og skriver om dette valg:

Since distribution theory was not so widely known and appreciated at that time it seemed
necessary to give such preliminaries which emphasized its “"hard analysis” contents and
minimized functional analytic aspects. (Hormander; n.d.)

Altsa skriver han, at kendskabet til distributioner endnu ikke var udbredt, og det var
derfor ngdvendig at introducere distributionerne i sin bog. Noget tyder dog p4, at dette
xndres 1 tresserne. Selviglgelig er det ikke en begivenhed, som er sket over en nat,
men en holdningseendring som er blevet mere udbredt siden starten af halvtresserne.
At teorien har vundet indpas, viser nogle af kilderne fra tresserne dog meget klart. 1
en tale til en konference pa University of Wisconsin giver Dieudonne i 1964 sin mening
om, hvilken betydning distributioner pa det tidspunkt havde haft.

The phenomenal growth of the theory of partial differential equations, during the last ten
years, can also be taken as an excellent example of the impact of the general theory of
topological vectorspaces on classical analysis. Here catalyst undoubtedly was the theory
of distributions, although much of the technique is of earlier origin.(Dieudonne; 1964)

Dieudonne gir endnu videre og sammenligner opfindelsen distributioner med opfindel-
sen af differential- og integralregning. Man havde laenge kunnet lgse de problemer, som
differential- og integralregning kunne lgse, men man behgvede ikke laengere bruge for-
skellige ad hoc konstruktioner. Derudover prgver Dieudonne at ggre op med kritikere
af nye matematiske teorier, idet han siger: '

...it is now a well-established phenomenon that what is highly abstract for one generation
of mathematicians is just common place for the next one, and the cries of anguish one
still hears from time to time usually comes from older men visibly afraid of being unable
to catch up with the younger set. (Dieudonne; 1964)

Senere 1 tresserne udgiver Zemanian (1965) sin bog om distributionsteori. I en anmel-
delse af denne bog skrevet i The American Mathematical Monthly fremgar det klart,
at distributionsteori er begyndt at vinde indpas i anvendt matematik:

Since a knowledge of distribution theory is now almost a necessary prerequisite for study
in the systems area, and many other areas af applied mathematics, it is gratifying to see
the appearance of this relatively elementary text directed to applied scientists. (Newcomb;
1966)

I en anmeldelse af Schwartz’ selvbiografi skriver Davis (2001), at selv om teorien har
vist sig som en nyttig ramme for matematisk forskning, s& har den ikke bidraget til den
faktiske beregning af lgsninger, som typisk er det, anvendere er interesseret i.

Though distribution theory has opened up new areas of mathematical research and though
it has contributed a point of view, a useful attitude and mode of expression, it has done
little for the actual computation required in bottom-line applied mathematics.(Davis;
2001)

Distributioners betydning for de anvendte fag begreenser sig ifglge Davis til en mate-
matisk redeggrelse for brugen af é-funktionen, som de kan henvise til;

It’s been said (jocularly) that ” Mathematicians and physicists used to live in productive
sin with the delta function and its derivatives. Schwartz provided them with a marriage
certificate, which they take out of the closet occasionally to consult and show around.
(Davis; 2001)
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Det fremgéar, at distributioner nu har bredt sig til en stor del af den matematik, som
beskeeftiger sig med partielle differentialligninger. Hérmander skriver for eksempel om
forberedelserne til hans anden bog om partielle differentialligninger:

In 1981 I spent a month at Ecole polytechnique while working on the manuscript, and at
a lunch with Schwartz I mentioned my plans for the new book. His immediate reaction
was that it was no longer necessary to include an introduction to distribution theory since
it had become known to everybody. (Hormander; n.d.)

Hvilket stemmer overens med Gardings syn pa teoriens status idag. Han skriver:

The book Théorie des distributions by Laurent Schwartz (1951), now one of the non-read
classics of mathematics, has transformed many branches of analysis, and the theory is
now familiar to every student who ever took an advanced mathematics course in analy-
sis.(Garding; 1997, side 77)

Grunden til, at teoriens status har zndret sig, kan vaere de opsigtsveekkende artikler,
der blev publiceret gennem halvtredsserne. Eksempelvis Malgrange og Ehrenpreis’ ek-
sistensbeviser for fundamental-lgsninger til partielle differentialligninger med konstante
koefficienter. Beviser, hvis eksistens fa ar fgr havde faet Riesz til at udrdbe "Madness”,
fordi han mente, at sddanne resultater var helt utenkelige (Treves; 2003). Et andet og
meget vigtigt bevis kom fra Hérmander, som fandt en lgsning til divisionsproblemet
(Ortner & Wagner; 2001) (se evt. interviewet med Hérmander i afsnit 5.3).

4.1.3 Opsummering

Udbredelsen og accepten af distributioner er ikke sket helt uden problemer. Selv om
Schwartz’ teori hurtigt blev anerkendt af mange matematikere, og han fik Fields Me-
dal, s& var der ogsad mange, der havde den modsatte holdning: At der ikke var noget
revolutionerende i Schwartz’ distributioner. Distributionsteorien vandt dog langsomt
frem og blev mere og mere accepteret og alment kendt. Sa alment, at nogle kilder fra
tresserne beskriver distributionsteorien som en ngdvendighed for nogle omrader af ma-
tematikken og kendt af alle. Der er dog uenighed om distributionsteoriens betydning for
anvenderne. Nogle matematikere mener, distributioner er meget vigtige for anvenderne,
mens nogle anvendere har sveert ved at se det nyttige i dem. Distributionsteoriens be-
tydning for anvenderne bliver af Davis (2001) reduceret til en retfeerdigggrelse af brugen
af §-funktionen.

4.2 Lzrebgger i distributionsteori

For at bedgmme hvem der i tiden efter opfindelsen af distributionsteorien anvendte
distributioner, har vi kigget larebgger om distributioner igennem for at se, hvem de
henvender sig til. Udvelgelseskravene til bggerne har veeret, at de hovedsageligt skulle
behandle emnet distributioner, og at de skulle have karakter af lerebog. Afsnittet vil
ogsa behandle de meninger og forventninger til distributionsteori, bggerne giver udtryk
for. Til undersogelse af tiden efter opfindelsen af distributioner har vi fundet otte lee-
rebgger fra fgr 1970, som vi vil undersgge for gennemgaende tendenser, hvilket gerne
skulle give en indsigt i denne tidsperiode. Fra 1970 og frem til i dag, har vi set pa 6
leerebpger.

4.2.1 1950-1970

to PAUL DIRAC who saw that is must be true, LAURENT SCHWARTZ who proved it,
and GEORGE TEMPLE who showed how simple it could be made (Lighthill; 1958, fra
forordet)
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Sadan starter Lighthills korte leerebog om distributioner og Fourier-transformationer.
At Dirac naevnes hentyder selviglgelig til opfindelsen af §-funktionen, som ved hjzlp af
distributionsteorien kan beskrives pa en stringent méade. Alle leerebggerne ligger veegt
pa distributionsteoriens retferdigggrelse af brugen af é-funktionen. To af de meget
betydningsfulde veerker om distributionsteori skriver saledes om é-funktionen og andre
formelle manipulationer:

Generalized functions have of late been commanding constantly expanding interest in se-
veral different branches of mathematics. In somewhat nonrigorous form, they have already
long been used in essence by physicists. (Gel'fand & Shilov; 1964, fra forordet)

First of all, it [the distribution theory] provided a rigorous justification for a number of for-
mal manipulations that had become quite common in the technical hterature (Zemanian;
1965, fra forordet)

Ogsa i forordet i Schwartz’ "Théorie des Distributions” laegges der meget vaegt pa Diracs
o-funktion, og hvordan modstriden i definitionen af é-funktionen har inspireret ham til
en teori, som tillader den (Schwartz; 1950). En af de fgrste kursustekster om distribu-
tioner er skrevet af Halperin pa baggrund af forelaesninger af Schwartz i 1949. Halperin
giver udtryk for, at en af de vigtige konsekvenser af distributionsteori er. at den samler
forskellige grene og veerktgjer inden for matematik.

This theory of distributions gives a rigorous content and validity to the formulae of ope-
rational calculus ... ()...it provides a simple but more complete theory of such topics as
Fourier Series and Integrals, Convolutions, and Partial Differential Equations. (Halperin;
1952, fra forordet)

I lzerebggerne er det fgrste, der navnes, d-funktionen, og der legges veegt pé, at di-
stributionsteorien har samlet en masse lgse ender og ryddet op i en praksis, der ikke
var gjort stringent rede for, hvilket har banet vejen for en videre udvikling af matema-
tikken. Den betydning, lerebggerne tillegger distributionsteorien, kan opsummeres til
det, Shilov (1968) skriver om distributioner:

Although the premises underlying the formation of the theory of generalized functions are
rooted deep in classical mathematics, the physicists were actually the first to introduce
and use the concepts ... ()...Almost instantly after the appearance of Schwartz’s book
the concept spread to a large part of analysis where they helped clean up many old
facts and enabled new general relationships to be found.(Shilov; 1968, fra bibliographical
comments)

Oprydningen i den ikke-stringente matematik var, ifplge laerebggerne, ikke der. hvor di-
stributionerne havde stgrst betydning. Endnu vigtigere var distributionernes betydning
for udviklingen af matematikken, specielt partielle differentialligninger.

The second and more important effect was that it opened up a new area of mathematical
research, which in turn provided an impetus in the development of a number of mathema-~
tical disciplines, such as ordinary and partial differential equations, operational calculus,
transformation theory, and functional analysis. (Zemanian; 1965, fra forordet)

Shilov tillegger distributionsteori en endnu stgrre rolle i forskningen i pa.rtlelle diffe-
rentialligninger end de andre leerebgger:

With the growth of generalized function theory, it has become possible to construct a
general theory of partial differential equations encompassing of any type of equation of
any order. Although the role of fundamental solutions in the classical problems has been
known certainly as far back as the past century, only the advent of generalized functions
has made it possible to give a precise definition of a fundamental function (solution)
of a differential operator and to study the question of its existence.(Shilov; 1968, fra
bibliographical comments)
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Shilov giver altsd udtryk for, at udviklingen af distributioner ggr det muligt at lave en
generel teori, siledes at alle typer partielle differentialligninger indgar. Dette mé siges
at vaere en meget optimistisk holdning til betydningen af distributioner:

En del af Schwartz’ motivation for at udvikle distributionsteori kom fra de tekniske fags
brug af §-funktionen. Nzasten alle de undersggte lerebgger om distributionsteori har da
ogsa ingenigrer og fysikere som mélgruppe, hvilket eksempelvis kan ses ud fra forordet
i Zemanians bog;: '

In recent years an everincreasing number of textbooks have been devoted to the classical
Fourier and Laplace transformations. The corresponding distributional transformations,
although they are considerably more powerful tools have not received the same attention
in the current textbooks, nor have they been widely employed by scientists and engine-
ers. It is hoped that this book will help to popularize distributional transform analysis.
(Zemanian; 1965, fra forordet)

Det er ikke kun i forord, man legger meerke til, at bggerne i hgj grad henvender sig
til fysikere og ingenigrer. Bremermanns larebog starter for eksempel med at motivere
lseseren med de praktiske anvendelser af distributionsteori i fysiske problemer:

In this introduction it is shown how a simple physical problem leads to a mathematical
difficulty and how this difficulty may be overcome by introducing generalized functions.
(Bremermann; 1965, side 1)

Det er tydeligt at se, hvordan forfatteren henvender sig til den fysikinteresserede leeser.
At lzerebggerne henvender sig til fysiskere og ingenigrer kan tolkes, som om forfatterne
mener, at distributionsteori er meget relevant for disse faggrupper — méaske endda mere
end for rene matematikere.

4.2.2 1970-

Der er selviglgelig en del fellestreek mellem de @ldre leerebgger og de nyere. En af
disse fellestraek er fremhaevelsen af distributionsteoriens retfeerdiggerelse af nogle af
den tidligere matematiks brug af ikke-stringente metoder. Dette kan blandt andet ses
ud fra Misra & Lavoine (1986), der udover at have misteenkelige ligheder med forordet
fra Zemanian (1965) ogsa har ligheder med de andre nutidige leerebggers udlegning af
distributioners oprydning i den ikke-stringente matematik:

In particular this theory provides a rigorous justification for a number of manipulations
that have become quite common in technical literature and also it has opened a new
era of mathematical research which, in turn, provides an impetus to the development of
mathematical disciplines such as ordinary and partial differential equations, operational
calculus, transformation theory, functional analysis, locally compact lie groups, probabi-
lity and statistics etc. (Misra & Lavoine; 1986, fra forordet)

I de nyere bgger bliver der mere lagt veegt pA den systematiske ramme, som teorien
giver, end pa distributionsteoriens relevans i forbindelse med afklaring af eksisterende
begreber. Distributionsteorien forener andre folks arbejde i en samlet teori, som om-
fatter disse fgrnaevnte manipulationer. Dette kan for eksempel ses i Hoskins & Pinto
(1994) og Friedlander & Joshi (1998):

In this [theory of distributions] a systematic treatment of a wide and important class
of generalised functions was developed, unifying much of the earlier work by Hadamard,
Bochner, Sobolev and others.(Hoskins & Pinto; 1994, fra forordet)

The theory of distributions is a generalization of classical analysis, which makes it possible
to deal in a systematic manner with difficulties which previously had been overcome by
ad hoc constructions, or just by pure hand waving. In fact it does a good deal more: it
provides a new and wider framework, and a more perspicuous language, in which one can
reformulate and develop classical problems. Its influence has been particularly pervasive
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and fruitful in the theory of linear partial differential equations.(Friedlander & Joshi;
1998, side 1)

En anden forskel mellem de to tidsperioder er malgruppen for leerebggerne. De nyere
lzerebgger henvender sig ikke i samme grad til fysik- og ingenigrstuderende. For eksempel
star der i omslagsteksten pa Friedlanders bog:

This account [of the distribution theory] should therefore be useful to graduate students
and research workers who are interested in the application of analysis in mathematics
and mathematical physics.(Friedlander & Joshi; 1998, fra omslagstekst)

Friedlander skriver altsi primaert til matematikere. Dette skift i malgruppe kan méaske
antyde, at fysikere generelt ikke havde s& stor brug for distributioner, som man fgrst
troede.

En lerebog, som er meget anderledes end de andre lerebgger er Richards & Youn
(1990), som giver en "non technical” introduktion til distributioner. Dette betyder, at
den skal kunne laeses nzsten uden forudsatninger. I omslagsteksten til bogen star der
om maélgruppen:

Most books on this subject are either mathematically non-rigorous but intuitive, or else
rigorous but technically demanding. Here, Professors Richards and Youn have introduced
the subject in a way that will most appeal to non-specialists, yet is still mathemati-
cally correct ...()...It will be a valuable introduction to the theory of distributions and
their applications for students or professionals in mathematics, physics, engineering and
economics. (Richards & Youn; 1990, fra omslagstekst)

Bogen giver ligesom Hoskins & Pinto (1994) udtryk for, at mange distributionsbgger er
blevet for teknisk svaere og prover derfor at imgdekomme de studerende, som i hgjere
grad gnsker et overblik over anvendelserne af distributionsteori end at forsta den mate-
matiske baggrund for den. For eksempel naeves der intet om, at rummet af distributioner
kan betragtes som det duale rum til rummet af testfunktioner.

En anden bog, som skiller sig ud fra flertallet af leerebgger, er Grosser et al. (2001),
som ifglge forfatterene er den fgrste omfangsrige introduktion til ikke-linezr teori om
generaliserede funktioner. Distributioner, som jo fgrst og fremmest er en lineser teori,
har i nyere tid gennemgaet en udvikling, hvor ikke-linezr teori spiller en stgrre rolle
(Hoskins & Pinto; 1994).

4.2.3 Opsummering

Leerebggerne i distributionsteori har siden udgivelsen af "Théorie des distributions” lagt
meget vaegt pd oprydningen i den ikke-stringente matematik, specielt 4-funktionen.
Samtidig bliver samlingen af forskellige omrader af matematikken i distributionsteorien
fremhzevet som veerende af stor betydning. De nyere leerebgger mener, at det fgrst og
fremmest er den systematiske ramme, som distributionsteorien giver, der er teoriens
stgrste bidrag, og ikke teoriens retfeerdigggrelse af tidligere brugte manipulationer. Di-
stributionsteorien er derudover blevet udvidet, s3 det for eksempel ogsd kan bruges i
forbindelse med ikke-linesere ligninger. Malgruppen har ogsa sendret sig lidt fra at veere
fortrinsvis fysikere og ingenigrer generelt til primeert at veere matematikere eller mere
specialiserede studerende inden for andre fag.

4.3 Lerebgger i partielle differentialligninger

I dette afsnit behandles lzerebgger om partielle differentialligninger fra omkring 1950 til
nu. Udvelgelsen af bggerne har for s& vidt veeret tilfeeldig, idet udvaelgelseskriteriet fgrst
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og fremmest har vaeret, at der var tale om leerebgger i (lineare) partielle differentiallig-
ninger med en malgruppe pa et rimeligt niveau, det vil sige svarende til kandidatniveau.
Vi har forsggt at fremskaffe bgger fra hele tidsperioden, hvilket har vist sig lidt vanske-
ligt, idet biblioteker jeevnligt rydder op i deres samlinger af lerebgger. I tilfeeldet med
de @ldste bgger (fra fgr 1970) har vi derfor nermest ukritisk bestilt alt, hvad vi kunne
finde.

Fremgangsmaden i analysen af disse leerebgger har veeret at kontrollere stikordsregistret
og indholdsfortegnelsen (hvis sddanne fandtes) for relevante henvisninger, for eksempel
fundamentallgsning, -funktion, distributioner og dernsest sla op pa de relevante sider
og undersgge, hvordan emnet behandles. Desuden er et eventuelt forord leest igennem
med henblik pa at uddrage informationer dels om bogens malgruppe, dels eventuelt om
forfatterens mening om distributionsteoriens rolle, bade inden for partielle differential-
ligninger og generelt i matematikken.

4.3.1 1950-1960

Overordnet kan man sige, at de leerebgger, vi har veeret i stand til at fremskaffe om
partielle differentialligninger fra denne periode, stort set ikke bergrer emnet distribu-
tioner. Lax (1950-51) og John (1975) (1.udgave og forord fra 1953) er noter til under-
visning i klassisk partiel differentialligningsteori om egenskaber og opfarsel af lgsninger
til partielle differentialligninger. Disse noter indeholder ikke noget om distributioner,
bvilket méaske er forstaeligt nok, eftersom de udkom nogenlunde samtidig med Laurent
Schwartz’ leerebog, det vil sige hvad der havde veeret af tilgeengeligt materiale for denne
bestod i videnskabelige artikler, og man forventer ikke umiddelbart, at undervisningsno-
ter baseres pa frontforskning. Desuden er begge bgger fra USA, hvor distributionsteorien
angiveligt var lsengere tid om at blive almindeligt accepteret end i Europa.

Duff (1956) skriver i forordet til sin leerebog "Partial Differential Equations”, at den er
teenkt som en introduktion til den moderne behandling af partielle differentialligninger
og malgruppen anfgres at vare studerende med solid baggrund i szedvanlige differenti-
alligninger. Lidt lsengere nede i teksten skriver han:

...some of the material is relatively modern, though the methods and concepts used have
been restricted to those of classical analysis. (Duff; 1956, fra forordet)

Han har altsi valgt at leegge veegten pd den klassiske teori, men denne kommentar
tyder pA, at han er klar over, at der findes andre metoder. Han nzevner den genera-
liserede lpsning til den en-dimensionelle bglgeligning som eksempel, men uden at dif-
ferentiabiliteten af lgsningen problematiseres. Lgsningen antages simpelthen to gange
differentiabel.

Ligesidan har Sneddon (Sneddon; 1957) undladt at komme ind pa distributioner i sin
lzerebog "Elements of Partial Differential Equations”. Han bemerker, at é-funktionen
ikke er en rigtig funktion, og han definerer den som graensen for en fglge af funktioner.

The aim of this book is to present the elements of the theory of partial differential
equations in a form suitable for the use of student and research workers whose main
interest in the subject lies in finding solutions of particular equations rather than in
the general theory ... ()...It therefore caters for readers primarily interested in applied
rather than pure mathematics, but it is hoped that it will be of interest to students of
pure mathematics following a first course in partial differential equations. (Sneddon; 1957,
fra forordet)

Man kan altsd her konstatere, at Sneddon (1957) blandt andre skriver til forskere, men
alligevel ikke indfgrer distributionsteorien. Dette kan muligvis forklares med, at han
henvender sig hovedsageligt til leesere interesserede i anvendt matematik.
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Den eneste lerebog, der beskeeftiger sig med generaliserede funktioner, er "Operational
Calculus” Erdélyi (1955), som strengt taget ikke er en leerebog i partielle differential-
ligninger:

This theory [distribution theory] has been applied most succcessfully to partial differential

equations. J. Mikusinski also generalised the notion of function. His generalized functions

differ from those of Schwartz and are especially suited to operational calculus. The process

of generalization utillizes the properties of convolutions to arrive at a concept which

contains the notions of number, function, impulse function, operator. These lectures wil
be based on Mikusinski’s theory. (Erdélyi; 1955, side 6)

Distributionsteorien ser altsa ikke ud til at have holdt sit indtog i leerebggerne i parti-
elle differentialligninger pa dette tidspunkt. Om dette beror p& hensyn til malgruppen
eller om forfatterne ikke er opmaerksomme pa distributionsteoriens anvendelighed pa
omrédet, kan ikke umiddelbart afggres.

4.3.2 1960-80

Op igennem tresserne og halvfjerdserne er distributionsteorien blevet mere synlig, hvil-
ket kommer til udtryk i lzerebggerne om partielle differentialligninger. Vi har kigget pa
ti af disse bgger fra 60’erne og 70’erne.

Den fgrste bog (kronologisk set), der beskeeftiger sig med generaliserede lgsninger, er
Petrovskii (1967) (russisk udgave 1961). Bogens malgruppe angives i forordet til bade
matematikere og matematiske fysikere:

The present work deals mainly with the linear partial differential equations of mathe- .
matical physics, and should be a valuable text for mathematicians and mathematical
physicists alike. (Petrovskii; 1967, fra forordet til den oversatte udgave)

1 bogens andet kapitel naevnes Sobolevs arbejde med generaliserede lgsninger til partielle
differentialligninger, og der ggres opmaerksom pé, at ikke alle generelle lgsninger vil veere
s& differentiable, som det krzeves i den oprindelige ligning. Generaliserede funktioner
er imidlertid ikke nsevnt. I sidste kapitel i bogen henvises der til Hérmanders tidlige
arbejde inden for distributionsteorien (Petrovskii; 1967, side 335). Det ser siledes ud
til at en udeladelse af distributionsteori i behandlingen af partielle differentialligninger
er et bevidst valg fra forfatterens side.

Hormander begyndte tidligt at benytte distributioner, og hans fgrste bog om partielle
differentialligninger var skrevet i distributionsteoriens ramme. Hele fgrste del af bogen
omhandler funktionalanalyse samt distributioner og danner fundamentet for bogen og
dermed partielle differentialligninger:

Functional analysis and distribution theory form the framework for the theory developed
here. (H6rmander; 1963, fra forordet)

Det var dog ikke alle laerebgger i tresserne, som vi har kigget pa, der bruger distribu-
tioner. Weinberger (1965) indeholder intet om distributioner eller §-funktionen. Liges3
inkluderer Friedman (1983) heller ikke distributioner. Friedman navner dog, at der er
sket en udvikling inden for partielle differentialligninger:

In the last few years the theory of Partial Differential Equations has continued to de-
velop rapidly. Some of the main directions are (i) Pseudodifferential operators, (ii) nonli-
near equations, (iii) variational inequalities. The Material of this book provides the basic
knowledge needed for studying these fast growing areas of research.(Friedman; 1983, fra
forordet, 1969)

Selv om Friedman ikke nzvner distributioner i sin bog, si er han dog klar over, at de
bruges inden for partielle differentialligninger, idet han neevner pseudodifferentialopera-
torer, som er en udspringer af distributionsteori (Dieudonne; 1981). Det forklares ikke,
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hvorledes bogen skal kunne veere grundlag for at studere pseudodifferentialoperatorerer,
nar den ikke indfgrer distributionsteori.

Det er heller ikke alle laerebgger i halvfjerdserne som bruger distributioner. Et eksempel
er Carrier & Pearson (1976). Denne bog naevner ikke distributioner pa noget tidspunkt,
og de skriver, at §-funktionen skal forstds som en symbolsk reprzsentation af greensen
for en fglge, som opfylder de af Dirac opstillede egenskaber.

Sneddon, som ogsd har udgivet (Sneddon; 1956) og (Sneddon; 1957), udgiver i 1972 en
ny bog som behandler partielle differentialligninger. I modszetning til de to fsrnsevnte
bgger, som ikke naevner distributionsteorien, har denne bog et kapitel om distributioner.
Sneddon skriver om dette:

Formal calculations are much simplified by the introduction of the Dirac delta "function”
but the rules for its manipulation do not follow naturally from the methods of classical
analysis. This led to the introduction of the concept of a "generalized” function.(Sneddon;
1972, side 484)

d-funktionen introduceres i fgrste omgang, ligesom i hans tidligere bgger, som grzensen
for en funktionsfglge. Men da der skal redeggres for, at Heavisidefunktionens afledte er
é-funktionen, skriver han:

To anyone without a background in rigorous mathematical analysis it may not be clear
why there is anything wrong with the analysis up to this point. The reason is that we
have treated the Dirac delta "function” (or that is the same thing the derivative of the
Heaviside function) as though it were a function in the sense of classical analysis. It is
obviously not, since it is defined to be zero everywhere except at the origin, i.e. to be
zero almost everywhere, and yet to have a finite integral. It is not admissible, therefore
to apply the standard theorems of calculus, such as the formula for integration by parts,
to such "functions”. When we attempt to give a rigorous interpretation to these equations
we have to generalize the whole concept of a function. .. (Sneddon; 1972, side 487)

Det er tydeligt at se, at Sneddon har sndret sit forhold til distributioner fra at igno-
rere dem til at indfere et separat kapitel om dem. Det skal dog siges at kapitlet, om
distributioner i Sneddon (1972) er placeret sidst i bogen, der godt kan lzeses uden. Men
Sneddon m4 alligevel have erkendt, at distributioner er vigtige, nar man beskseftiger sig
med partielle differentialligninger.

To andre bgger fra halvfjerdserne er Lieberstein (1972) og John (1975). I disse to bg-
ger spiller distributioner ikke en vigtig rolle, men er stadig nsevnt. Forfatterne mener
begge, at fundamentet for forstielse af partielle differentialligninger ikke ngdvendigvis
inkluderer distributioner. I forordet til den ene bog star der blandt andet:

These Notes grew out of a course given by the author i 1952-53. Though the field of Partial
Differential Equations has changed considerably since those days, particularly under the
impact of methods taken from Functional Analysis, the author feels that the introductory
material offered here still is basic for an understanding of the subject. (John; 1975, fra
forordet)

John (1975) mener tilsyneladende, at det stadig er relevant med en klassisk introduk-
tion til partielle differentialligninger, inden man eventuelt indfgrer distributionsteorien.
Bogen indeholder dog en meget kort beskrivelse af distributioner, mens Lieberstein
(1972) kun nzevner brugen af distributioner i underkapitlet "The impulse Problem as
a prototype of a solution in terms of distributions”. Begge bgger nevner derudover
distributionsteori som en forklaring af §-funktionen.

En bog, hvori distributionsteorien indgar meget grundleggende i behandlingen af par-
tielle differentialligninger, er "Linear partial differential equations” af Treves (1970).
Bogen starter med de grundlaggende satninger inden for funktionalanalyse, og der
henvises flittigt til Hormander (1963). I indledningen slas det fast, at ad hoc lgsninger-
nes tid er forbi:
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The fact is that the general theory of partial differential equations has now achieved a
certain measure of maturity; the elimination of entertaining devices, monotony — almost
schlerosis — of the methods, the repetitious assertions, all these attest to the coming of
middle age. .. (Treves; 1970, fra forordet)

Samme forfatter udgiver i 1975 "Basic linear partial differential equations” (Treves;
1975). Han starter sin bog med at give kritik af, hvad de studerende far leert om partielle
differentialligninger, hvilket ses i forordet, hvor han skriver: .

The discrepancy between what is taught in a standard course on partial differential equ-
ations and what is needed to understand recent developments in the theory is now very
wide. It is a fact that only a relatively small number of specialists, in a few universities,
are able, these day, to teach a course that is truly introductory to those developments.
(Treves; 1975, fra forordet)

P4 baggrund af resten af forordet er det tydeligt, at distributionsteori er en del af
denne nylige udvikling. Treves papeger altsa i ovenstaende citat ogsé, at underviserne
Pa universiteterne simpelt hen ikke er gode nok til at undervise i distributionsteori,
fordi den heller ikke pa dette niveau er alment kendt. Han mener, at distributionsteori
er en ngdvendighed for at behandle partielle differentialligninger:

Today, distributions are the language of linear PDE theory, and I am certainly not of
the school that would like to do without them. But knowing that not all students are
seriously exposed to distributions, I have limited their use to their more mechanical
aspects - convergence of sequences, differentiation, convolution; sometimes, but not often,
the local representation of a distribution as a finite sum of derivatives of continuous
functions is used to advantage. Fourier transformation of distributions, however, is used
systematically; the student genuinely interested in PDE must make an effort to learn
it.(Treves; 2003, fra forordet)

Treves deler altsd Hormanders mening om distributioner som veerende en del af fun-
damentet i partielle differentialligninger, men mener ikke, at de studerende (og andre
i hans malgruppe) har nok styr pa distributionsteori til, at han vil basere sin bog pa
den. Distributionsteori har dog stadig en vigtig rolle i bogen. Man ma formode, at
malgruppen er grunden til forskellen p4 angrebsvinklen i de to bager.

Brugen af distributioner i lserebggerne fra tresserne og halvfjerdserne om partielle dif-
ferentialligninger ma siges at vaere blevet mere udbredt. Dog er det meget forskelligt,
hvor centrale distributionerne er i behandlingen. Nogle bgger betegner dem som funda-
mentet for teorien om partielle differentialligninger og det sprog, som bruges, nir man
beskeftiger sig med dem, mens andre bgger ikke neevner dem.

4.3.3 1980-

1 perioden fra 1980 og frem til i dag har vi set pd syv leerebgger. To af disse har ikke
distributionsteorien med. Den ene, der ikke medtager distributionsteorien, er Kevorkian
(1990), der skriver, at hans bog benyttes i kurser for "first-year graduate students in
Applied Mathematics™ :

The primary purpose of this book is to analyze the formulation and solution of represen-
tative problems that arise in the physical sciences and engineering and are modelled by
partial differential equations. To achieve this goal, all the basic physical principles of a
given subject are first discussed in detail. . . (Kevorkian; 1990, fra forordet)

dette er altsd en forholdsvist anvendelsesorienteret bog. é-funktionen benyttes, og i
den forbindelse henviser Kevorkian (1990) til Friedman: "Principles and Techniques of
Applied Mathematics” fra 1956 for en systematisk diskussion af é-funktionen som en
symbolsk funktion.
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DiBenedetto (1995) medtager heller ikke distributionsteori i sin bog. Muligvis skyldes
dette et forhold, som han beskriver i sit forord:

Although the basic equations treated in this book, given its scope, are linear, we have
made an attempt to approach them from a nonlinear perspective. (DiBenedetto; 1995,
fra. forordet)

DiBenedetto (1995) angiver ikke direkte mélgruppen for sin bog, men skriver at den for-
udseetter avanceret differentialregning og noget grundlaeggende L? teori. En interessant
kommentar i forordet er:

A book of this nature is bound to leave out a number of topics and this one is no
exception. Perhaps the most noticeable omission here is some treatment of numerical
methods. (DiBenedetto; 1995, fra forordet)

Det lader alts4 ikke til, at DiBenedetto (1995) har skenket distributionsteorien en tanke.
Muligvis skyldes dette hans ikke-linezere tilgang.

De to ovennaevnte bgger har altsd ikke medtaget distributionsteorien, hvilket kan for-
klares pa forskellig vis. I kontrast hertil har Egorov & Shubin (1992) allerede distribu-
tionsteorien med i kapitel 2: "The classical theory”. Renardy & Rogers (1993) har ogsa
et kapitel om distributionsteori, og forgvrigt et kapitel om funktionsrum - herunder So-
bolevrum. Taylor (1996) har kapitlerne: "Fourier Analysis, Distributions, and Constant-
Coefficient Linear PDE” og "Sobolev Spaces”, Hérmander (1983) indfgrer testfunktioner
i kapitel 1 og distributioner i kapitel 2. I disse fire bgger indgar distributionsteorien i
meget hgj grad. Hérmander (1983) skriver i forordet til sin bog:

The progress in the theory of linear partial differential equations during the past 30 years
owes much to the theory of distributions ... (Hérmander; 1983, fra forordet)

Taylor (1996) er helt pa linie med dette og skriver i sin introduktion:

Chapter 3 is devoted to Fourier analysis and the theory of distributions. These topics are
crucial for the study of linear PDE. (Taylor; 1996, side xiv)

En tilsvarende opfattelse af distributionsteoriens vigtighed kan man forestille sig, at
Egorov & Shubin (1992) har. De skriver:

This volume contains a general introduction to the classical theory of linear partial dif-
ferential equations for nonspecialist mathematicians and physicists. (Egorov & Shubin;
1992, fra forordet)

Hvis de mener, at ikke-specialister har behov for at leere distributionsteori, mé det vaere,
fordi de anser distributionsteorien for grundlaeggende for omradet.

Bade Taylor (1996) og Renardy & Rogers (1993) er udgivet i en "applied” serie, men
hverken disse eller Egorov & Shubin (1992) eller Hormander (1983) syntes i vaesentlig
grad at have forklarende afsnit med om den fysiske baggrund eller lignende.

Bogen af Bellman & Adomian (1985) er ikke lige s& gennemsyret af distributionsteori,
men han har i et kaptiel om ”Green’s functions” et meget kort afsnit pa knapt en side

om distributioner. Han indfgrer derpa "symbolske funktioner”, hvorom han blandt andet
skriver:

However, s(z) [a symbolic function] need not have numerical values unless multiplied by
a testing function and integrated. (Bellman & Adomian; 1985, side 189)

Han indfgrer afledte af symbolske funktioner, og denne definition ligner umiskendeligt
det, man foretager sig i distributionsteorien:
Now if o -
/ &' (2)(z)dz = — f_ s(2)¢ (z)dw

for every testing funktion ¢ then we say s'(z) is the derivative of the symbolic function
s(z). (Bellman & Adomian; 1985, Side 189-190)
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Bellman & Adomian (1985) benytter alts ikke distributionsteori i vid udstraekning, men
kender den og ggr klart brug af tankegangen i den. Desuden skriver de i forbindelse med
en ligning, hvori é-funktionen indgér:
The remaining mathematicians who will still object to such equations are best simply
ignored. The works of Schwartz, Gelfand, Vilenkin, and innumerable others has certainly
well justified the brilliant intuitive work of Dirac. It was always correctly used by the
physicists but sometimes explained very poorly in standard texts in physics causing con-
troversy. Such equations are understood in the sense of linear functionals and symbolic

functions, i.e., in the sense of the theory of distributions. (Bellman & Adomian; 1985,
side 178)

Bellman & Adomian (1985) henviser altsa til distributionsteorien som forklaringsmodel
for d-funktionen og finder dbenbart behov for at forsvare dette. Dette tyder pa, at de
kender til matematikere, der endnu ikke har accepteret, at 5-funktionen er veldefineret.

For at opsummere s& har vi altsd Hérmander (1983), Taylor (1996), Renardy & Ro-
gers (1993) og Egorov & Shubin (1992), der ligner hinanden med hensyn til vaegten pa
distributionsteorien, idet de i hgj grad medtager denne. De er uden mange referencer
til fysiske anvendelser og er koncentrerede om linezre problemer. S3 er der Bellman &
Adomian (1985), der kender distributionsteorien, men ikke benytter den si gennemga-
ende, men som bestemt anerkender den. Der er DiBenedetto (1995), der ligeledes er
mere teoretisk end anvendelsesorienteret, men som ikke medtager distributionsteorien,
muligvis pa grund af et forsgg pa at lave en ikke-linezer tilgang. Endelig er der Kevorkian
(1990), der er anvendelsesorienteret. Der er neermest tale om en bog inden for "mate-
matisk fysik”, og han medtager ikke distributionsteori og henviser til Friedman for en
systematisk gennemgang af §-funktionen. Det virker, som om distributionsteorien har
faet en central placering i bgger om linezere partielle differentialligninger i dag, og af
mange anses for grundleggende.

4.4 Opsummering

Distributioners rolle i lzerebgger om partielle differentialligninger har sndret sig mar-
kant siden deres opfindelse. I 1950’erne blev de ikke rigtigt neevnt i lzerebggerne, og den
fgrste leerebog i partielle differentialligninger, vi har fundet, hvor distributioner er en
integreret del af behandlingen, er Hérmander (1963). Denne bog tager skridtet fuldt ud
og beskriver distributioner allerede i de fgrste kapitler, hvormed distributionerne bliver
rammen, hvori partielle differentialligninger behandles. De fleste bgger efter denne giver
udtryk for, at de er klar over, at distributioner findes og er relevante for partielle diffe-
rentialligninger, men brugen af distributionerne i bggerne varierer markant. I 1980’erne
og 1990°erne peger lerebggerne pa, at distributionsteori er en meget fundamental og
integreret del af behandlingen af partielle differentialligninger. Der er dog forskel pa
bagerne, og der er stadig nogle, som ikke bruger distributioner.

4.5 Anvendelsesorienteret litteratur

I dette afsnit vil vi se pA anvendelsesorienteret litteratur, for at forsgge at give en
fornemmelse af hvorvidt, og i givet fald hvordan, distributionsteori anvendes uden for
den rene matematik.

Vi har set pa to typer af bgger. Den ene kategori bestar af matematikbgger skrevet
for fysikere eller med inspiration fra fysikken. Dette er bgger om matematisk fysik og
bgger om matematiske metoder i fysikken. Den anden kategori er bgger skrevet om
kvantemekanik til fysikere. Grunden til, at vi har valgt kvantemekanik er, at det er
inden for denne gren af fysikken, vi har en fornemmelse af (ud fra vores interviews og
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e-mail korrespondance samt at Dirac brugte é-funktionen pa netop dette omrade), at
distributionsteorien blandt andet anvendes.

P4 grund af manglende overblik over omraderne kvantemekanik og matematisk fysik
er udvalget af bgger sandsynligvis ikke s& udtgmmende, som man kunne gnske sig. Vi
er saledes hovedsageligt gaet efter bager, der forefindes p& Roskilde Universitetsbiblio-
tek, hvilket ma indebzre en vis form for kvalitetskriterium (siden netop disse bgger er
indkgbt), men som naturligvis ogsa indebeerer en arbitreer begraensning i kraft af bib-
liotekets pkonomi og stedets forskeres faginteresser. Et yderligere udvalgskriterie var,
at bggerne omtaler enten distributioner (evt. under andre navne som generaliserede
eller ideale funktioner) eller d-funktionen. Udover bgger udvalgt pd denne made indgar
beger, der er blevet anbefalet os som relevante. Disse er Sneddon (1956) og Hellwig
(1964). Desuden indgar en bog af Schwartz selv (Schwartz; 1966).

Inden for matematisk fy51k har vi set pa syv lerebgger, og inden for kvantemekanik har
vi set pa fire lerebgger.

4.5.1 Matematisk fysik

Pa trods af at begerne i denne kategori hovedsageligt har matematisk indhold, er be-
handlingen af distributionsteori ikke en stor bestanddel. Undtagelsen fra denne regel
er Schwartz (1966), som hovedsageligt omhandler distributionsteori samt nogle anven-
delser i forbindelse med bglgeligningen og varmeledningsligningen. En interessant kom-
mentar til denne bog findes i anmeldelsen skrevet af Dettman (1968):

The biggest surprise comes in the chapter on applications, for having developed distri-
bution theory for 170 pages, the author hardly mentions them in the applications. A
physicist, who had heard a rumor that distributions are very important, might wonder
why all the fuss. (Dettman; 1968)

Schwartz’ bog er da ogsa ret anderledes end de gvrige i denne kategori, og det tyder pa,
at ikke alle anvendelsesorienterede forskere kan se det nyttige i distributionsteorien.

Courant & Hilbert (1962) lagger ikke den vaegt pa distributionsteorien, som Schwartz
gor, men benytter forskellige "special functions”, heriblandt §-funktionen. I et appendiks
til kapitel 6 “Ideal Functions or Distributions” skriver de:

In this appendix we shall discuss the concept of distributions or "ideal functions”. The
specific use of these ideal functions in the preceeding chapters will be justified within a
more general framework. (Courant & Hilbert; 1962, side 766)

Grundlzggende distributionsteori beskrives altsa i et appendiks, som en form for ret-
feerdigggrelse” af, at der benyttes objekter, som for eksempel §-funktionen, som ikke
er egentlige funktioner, men som under visse omstandigheder behandles som sidanne.
Courant & Hilbert (1962) beskriver altsd distributionsteorien i et appendiks, men har
en kritisk holdning til den og skriver for eksempel:

Formal simplifications thus attainable must not create the illusion that the core of intrinsic
difficulties can thereby be mastered rather than merely isolated and clarified. Often the
genuine difficulty is shifted to the final task of asertaining in what sense a result obtained
in terms of ideal functions is indeed expressible by ordinary functions. (Courant & Hilbert;
1962, s. 768, note 3)

Courant & Hilbert (1962) er altsd ikke overbeviste om, at distributionsteorien egentlig
gor problemerne lettere, men mener, at den maske blot flytter den egentlige vanskelighed
et andet sted hen. De giver desuden udtryk for, at de ikke fpler sig overbevist om,
at distributionsteorien faktisk er den mest nyttige udvidelse af funktionsbegrebet og
overvejer, om man méske kunne finde en mere brugbar generalisering. Om dette skriver
de:
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The value of all such concepts [ways of defining ideal functions| should be measured not
by their formal generality but by their usefulness in the broader context of analysis and
mathematical physics. (Courant & Hilbert; 1962, side 798)

Bade Arfken (1985), Hellwig (1964), Sneddon (1956), Guenther & Lee (1996) og Ru-
binstein & Rubinstein (1993) indfgrer é-funktionen ved hjzlp af en fglge af funktioner,
der integreres, hvorpa greensevaerdien tages. Arfken (1985) skriver for eksempel, at in-
tegralet af et produkt med d-funktionen kan behandles konsistent som:

/_ ” b(2)f(z)dz = Jim /_ " (@) f(2)dz

hvor &, er en funktionsfslge, der tilnzermer é-funktionen for n — oo. Han bemserker,
at é-funktionen ikke er en egentlig funktion. Hellwig (1964) skriver noget tilsvarende
i en opgaveformulering, idet han angiver forskellige funktionsfglger, der tilnzermer 94-
funktionen. Han skriver ligeledes om eksistensen af en funktion 6, der for alle kontinuerte
funktioner f(z) opfylder [*_&(z)f(z)dz = £(0). at:

Eine soiche Funktion gibt es im Rahmen des klassichen Funktionsbegriffes nicht. (Hellwig;
1964, side 122)

Hverken Hellwig (1964) eller Sneddon (1956), der har et separat afsnit om é-funktionen,
refererer til distributionsteorien for at forklare den, men henholder sig til ovennavnte
fremgangsmaéde.

Arfken (1985) naevner derimod, at -funktionen er en distribution. Men har ingen ngjere
forklaring af, hvad en distribution generelt er. Tilsvarende har Guenther & Lee (1996),
efter en diskussion af é-funktionen og dens egenskaber, samt at den kan opfattes som
en funktional, felgende kommentar:

The general procedure which puts all of this discussion on a firm foundation is called the
theory of distributions, and in this setting H [Heaviside's unit step function], § and other
important functionals are called distributions. We do not have time to develop this theory
in detail and so must be content with formal calculations. However, the solution formulas
we shall obtain below using delta function arguments and other plausible reasoning can
be checked directly once they are obtained. (Guenther & Lee; 1996, side 416)

Guenther & Lee (1996) kender altsa distributionsteorien, men har ikke tid til at udvikle
den i denne bog. I stedet mé de s& benytte formelle beregninger for til sidst at tjekke,
at de opnaede resultater nu ogsh er gyldige. Rubinstein & Rubinstein (1993) har heller
ikke beskrevet distributionsteorien i deres bog, men skriver i en fodnote i forbindelse
med en diskusison af é-funktionen:

Calculations based on using the é function always lead to correct results, but for a long
time mathematicians regarded them as unrigourous. ... After the development of the
theory of distributions, it was understood that § function is a distribution rather than a
funtion in Dirichlet’s sense. (Rubinstein & Rubinstein; 1993, side 302)

Altsa bliver der igen refereret til distributionsteorien, som matematikernes retfeerdig-
garelse af manipulationer med §-funktionen.

Ovennzevte tyder altsa pa, at man i matematisk fysik benytter -funktionen, som indfg-
res uden at benytte distributionsteori. Arfken (1985), Guenther & Lee (1996) og Rubin-
stein & Rubinstein (1993) henviser dog til distributionsteorien, og Courant & Hilbert
(1962) indfgrer den i et appendiks - idet de dog stiller sig kritisk til den. Distributions-
teorien optraeder altsd mest som en retfeerdiggerelse af §-funktionen.

Som et sidste eksempel i denne kategori af bgger har vi set pa Mikhlin (1970), der ind-
farer et begreb "Generalized Derivative”, hvor han som eksempel viser, at den generelle
afledte af 1. orden af |z| pa intervallet | — 1,1{ i den af Mikhlin (1970) indfgrte forstand
er sign(z) (hvilket ogsa er resultatet, hvis man tager den afledte til |z| i distributions-
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forstand). I et yderligere eksempel viser han, at® sign(z) ikke har en generaliseret fgrste
afledte i den forstand, han har indfert dette begreb. Senere indfgrer han Sobolev-rum
i kraft af betingelser om eksistens af denne type generelle afledte med bestemte egen-
skaber, samt en bestemt norm pa rummet. Mikhlin (1970) har et forsset om at benytte
funktionalanalyse, men han afholder sig altsd fra at indfgre distributioner, men i for-
bindelse med Laplaces ligning? —Au = f(z) skriver han:

Remark. The reader familiar with the concept of distributions (generalized functions)
may observe that a singular solution of Laplace’s equation satisfies the equation:

—Av=ci(z - ),

where § is the Dirac function and c is some suitably chosen constant. (Mikhlin; 1970, side
221)

Hvorfor han har fravalgt at indfgre distributioner fremgér ikke af bogen. I bogens Ap-
pendiks 3 "Some Questions in the Theory of General Differential Operators” (s.532-540)
af V.G. Maz’ya, forklares blandt andet distributioner og fundamentallgsninger kort som
en vej til en mere generel teori om partielle differentialoperatorer af andre typer end de
klassiske: Elliptiske, parabolske og hyperbolske.

Alt i alt ser det altsd ikke ud til, at distributionsteorien i de her gennemgaede bgger,
spiller nogen seerlig rolle. Den bliver enten helt forbigaet eller blot refereret til som en
retfeerdigggrelse af d-funktionen. Courant & Hilbert (1962), der er dem, der har mest
med om distribtionsteorien, kritiserer den for ikke at give nogen stgrre lettelse, samt
muligvis ikke at veere den bedste generalisering af funktionsbegrebet.

4.5.2 Kvantemekanik

Bggerne om kvantemekanik er vanskelige for dette projekts forfattere at tilgd, da vi
ikke tidligere har studeret dette omrade. Vi har alligevel forsggt, vha. indeks-opslag,
indholdsfortegnelse og forord/indledninger i bggerne, at opsege steder, hvor distribu-
tionsteorien medtages i nogle af disse bager.

Tilsyneladende benyttes §-funktionen i hgj grad i kvantemekanik og indfgres groft sagt
i bade Blinder (1974), Dicke & Wittke (1960) og Merzbacher (1970) som graensen for
en funktionsfglge. Merzbacher (1970) henviser til distributionsteori, bade i forbindelse
med J-funktionens egenskaber, hvor han henviser til Lighthill (1958), samt i en fodnote
i forbindelse med “formal scattering theory” hvor han blandt andet skriver:

No simple mathematical notation has yet been invented for operators which depend on
parameters whose limiting values are to be taken after the operation, although the theory
of distributions, or generalized functions, is a beginning in this direction. (Merzbacher;
1970, side 494)

Det er interessant, at Bohm (1986) i sit forord skriver:

Texts on a subject established a half-century before are often written using the material
and presentation estabilished by the first generation of books on that subject. New ap-
plications, deeper insight, and unifying formulations that subsequently develop are easily
overlooked. That has not been done in this text. I have presented a unified theoretical
formulation which was made possible by later developments,. . . (Bohm; 1986, fra forordet)

Tilsyneladende benytter Bohm (1986) ikke distributionsteori direkte, men han benyt-
ter sakaldte antilinezere funktionaler, som han indfgrer i et indledende kapitel "Mat-
hematical preliminaries” der skal introducere "The mathematical language of quantum
mechanics”. I en fodnote til afsnittet om funktionaler, skriver han:

. -1 forxz<0
1 sign(z) = 1 forz>0

2 2 2
2 Laplace operatoren er: A = (56-7 + 5+ + ir>, se eventuelt A.1
T3 8z3 Bz
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This section can be omitted in first reading. It gives a mathematical explanation of notions
used in Section 1.4 and L5 and is not essential for an understanding of the following
chapters except for Chapter XII. (Bohm; 1986, side 33)

Kapitel 12 har forgvrigt et appendiks "Mathematical Appendix: Definitions and Proper-
ties of Operators that Depend upon a Parameter”, men der er tilsyneladende ikke tale
om anvendelse af distributionsteori. Bohm (1986) benytter altsa ikke distributionsteori
til at beskrive operatorer, som afhanger af en parameter, hvilket Merzbacher (1970)
ellers mente kunne veaere relevant.

4.5.3 Opsummering

Det ser ud til, at distributionsteorien ikke har en fremtraedende plads i anvendelseso-
rienterede leerebpger. Bogerne om kvantemekanik benytter ikke distributionsteori, der
lige bliver navnt i Merzbacher (1970) i forbindelse med operatorer, der afheenger af en
parameter, men i Bohm (1986) er det tilsyneladende nogle andre funktionaler, der er
kommet til at spille en rolle. Alt i alt er distributionsteorien ikke reprasenteret nevne-
veerdigt i denne type bager.

I de mere matematik-orienterede bager er distributionsteorien hovedsageligt en forkla-
ringsmodel for §-funktionen, som der nogle steder blot henvises til, mens der dog ogsa
er eksempler pa, at distributionsteorien har faet et appendiks. Her er distributionste-
orien mest en belejlig forklaringsmodel for de manipulationer med é-funktionen, som
man allerede udfgrte fgr distributionsteoriens fremkomst. Som undtagelse kan naevnes
Schwartz (1966), der behandler distributionsteori i vid udstrakning, men som i hvert
fald ifglge Dettman (1968) ikke inddrager den pa overbevisende méde i anvendelserne.

Alt i alt ma vi konstatere, at distributionsteorien har en meget tilbagetrukket placering
i anvendelsesorienterede leerebgger. Arsagen kan vaere, at s& leenge man hovedsageligt
er interesseret i J-funktionen, er det et ungdigt stort begrebsapparat at s=tte i gang.
Muligvis indgér distributionsteorien mere aktivt pa forskningsniveau pé specialiserede
omrader, men i lerebggerne er den altsi ikke sliet igennem.
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For at belyse vores problemformulering har vi interviewet Bernhelm Boos-Bavnbek fra
IMFUFA pa RUC, Gerd Grubb fra matematisk institut p4d KU og Lars Hérmander fra
Lunds universitet. Disse tre bruger alle distributionsteori i deres arbejde og kan derfor
vaere med til at kaste lys over dennes status i dag. Desuden kan erfaringer fra deres
uddannelser, og for Lars Hérmanders vedkommende ogsd fra hans tidlige forskning,
vaere med til at belyse endringer i distributionsteoriens status.

De foretagede interviews er beskrevet i afsnittene 5.1 - 5.3. Der er tale om resumeer
med vaegt pd de pointer, der er vigtige for vores problemformulering. Disse afsnit er
alle gennemset og godkendt af de interviewede personer. I det efterfglgende afsnit 5.4
sammenholder vi interviewene og laver en kort opsamling af de vigtigste pointer.

Vi ville ogsé gerne have talt med en forsker fra DTU, der benytter distributionsteorien,
for at fa et mere anvendelsesorienteret perspektiv med. Desveerre fik vi ikke i kontakt
til en relevant person. I stedet foretog vi en lille rundspgrge ved hjzlp af e-mail, denne
er beskrevet i afsnit 5.5.

5.1 Interview med Bernhelm Booss-Bavnbek

Bernhelm Booss-Bavnbek (BBB) er lektor pa IMFUFA og forsker i geometriske aspekter
af partielle differentialligninger; primeert randvzerdiproblemer i elliptiske differentiallig-
ninger — specielt Dirac-ligningen.

Interviewet fandt sted pa RUC d. 21/11 - 2003

5.1.1 Resume

BBB betegner selv sin forskning som grundforskning, som er steerkt motiveret af an-
vendelse. Motivationen for hans arbejde kommer bade fra geometrien, fordi geome-
triske forhold ved lavdimensionelle mangfoldigheder kan karakteriseres ved hjelp af
Dirac-operatoren, og fra matematisk fysik, idet Dirac-operatoren spiller en stor rolle i
kvantefelt-teori.

BBB stiftede bekendtskab med distributionsteorien i 1964 som studerende pa udkig
efter specialeemne. Der kgrte et seminar for professorer og andre interesserede, som
handlede om en bergmt formel, Atiyah-Singer index-formlen, som knyttede partielle
differentialligninger, moderne geometri og topologi sammen. BBB’s bidrag til seminar-
rackken bestod i at holde foredrag om distributioner; hvad de i det hele taget var, og
hvilken rolle distributioner spillede. Begreber som pseudodifferentialoperatorer var forst
ved at opstd dengang.

Siden er BBB fortsat i samme retning. Distributioner indgér i nogle situationer som et
hjzelpemiddel i BBB’s forskning. Et redskab, man kan bruge undervejs mod et "rigtigt”
resultat, hvorefter man kan glemme mellemregningerne, og dermed distributionerne.
Men af og til betyder distributioner mere, fordi de bidrager med forstéelse af sammen-

36
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hzenge. BBB drager en paraliel til brugen af komplekse tal ved lgsning af ssedvanlige 2.
ordens differentialligninger:

For mig er distributioner, hvad komplekse tal er for ingenigrer. I mange situationer be-
hgver jeg ikke at tanke over distributioner, ligesom en mand, som er interesseret i anden
ordens ordinaere differentialligninger, ikke behgver at vide noget om komplekse tal. Man
kan jo skrive lgsningen for en anden ordens szdvanlig differentialligning op uden brug af
komplekse tal. Men komplekse tal er et godt middel til at udlede lgsningerne. Sadan er et
aspekt af distributionsteorien i mit arbejde: det er bare et middel, som ggr livet en lille
smule nemmere.

MEN der er ogs3 ingenigrer, for hvem de komplekse tal ikke kun er et middel til at finde
de reelle lgsninger. For eksempel giver fasen jo en mening, nar man har med vekselstrgm
at gegre. Og da er det pd en vis mide misvisende, hvis man forspger at g uden om.
Man kan som sagt gd uden om komplekse tal, men nogle gange er det faktisk teoretisk
mere tilfredsstillende, ndr man tager tyren ved hornene og siger: vi har jo faktisk med
komplekse tal at ggre. Sadan synes jeg ogs, en del af mit arbejde er. Da er distributioner
noget virkelig levende.

Distributioner giver altsi en systematisk ramme til at behandle linezre partielle diffe-
rentialligninger, bade teknisk og konceptuelt. Men pa den anden side er en lgsning i et
distributionsrum, ifslge BBB, ikke nzer s& godt som et resultat i et funktionsrum, fordi
man ikke kan studere distributioner lokalt og udnytte vekselvirkningen mellem lokale
og globale betragtninger. Dermed gar ogsi den intuitive matematiske forstaelse tabt,
idet man ikke har denne lokaliseringsmulighed.

BBB har siden 1995 mest arbejdet med at vise resultater for Dirac-ligningen i Sobolev-
rummet H '%, som er et underrum af 7', der bestar af distributioner, som ligger for-
holdsvis "tzet pa” L2. Arbejdet i de sidste fem &r har drejet sig om at vise, om og under
hvilke betingelser disse resultater ogsa er gyldige i funktionsrum. I den feerdige formel
optreder kun de ting, der er naturlige for Dirac-operatoren, nemlig differentiable funk-
tioner. Distributioner er ude rent konceptuelt, men bevisteknisk er distributioner stadig
vigtige, for beviset er nemmest at lave i H -1,

BBB mener ikke, den betydning, som denne tankegang har haft for udviklingen af te-
ori om linezere partielle differentialligninger - iser gennem Sobolev-skalaen og dermed
muligheden for at angive det passende rum at betragte sit problem i - kan overvur-
deres. Distributionsteoriens vigtigste bidrag til partiel differentialligningsteorien er, at
den giver en ramme til at differentiere funktioner, som ikke ellers er differentiable. Man
kan saledes regne symbolsk og behgver ikke altid kontrollere, om det giver mening.
Distributionsteori og Fourier-analyse er en utrolig staerk kombination, idet det tillader
udskiftning af alle de partielle differentialoperatorer med en slags symbolske procedu-
rer. Men det er primert i forbindelse med differentialligninger, at man har brug for
at differentiere og Fourier-transformere. Derfor mener BBB, at det forst og fremmest
er matematikere pa partiel differentialligningsomradet, der har glede af distributions-
teorien. Men han siger samtidig, at selve ideen bag distributioner egentlig er meget
indlysende og dermed ikke specielt genial:

Jeg synes, det er lidt pAklistret at kalde det distributionsteori. Det er jo bare et begreb
ligesom mangdelzre. Vi matematikere griner altid over, at man siger, at matematikun-
dervisningen p4 gymnasiet nu er mere centreret om meengdelzre. Der er jo ikke mere i
"mzengdeleren” end feellesmeengder, foreningsmangder, komplementzrmaengder og den
tomme mangde. Jeg ved ikke, hvad en mangdelere-baseret undervisning bestar i. Der er
stof til en halv time og ikke til en hel uddannelse. Ligesddan har jeg aldrig forstéet, hvad
distributionsteori er. Det er jo bare “preceding concept extended to S by duality”.

Den sidste linie i citatet henviser til en bog (Booss-Bavnbek & Wijciechowski; 1993,
side 67) skrevet af BBB, hvori han forsgger at undgd at komme ind pa distributions-
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teori ved blot at henvise til det duale til funktionsrummet, fordi det ville blive meget
omstandigt for noget. som egentlig var si simpelt, at det kunne skrives pa en linie. Men
han fortaller ogsi, at der alligevel opstod et problem, som ikke kunne lgses uden brug
af distributioner, og at bogen i sidste gjeblik matte udvides med et ekstra kapitel.

BBB foreslar, at nogle purister vil mene, at distributioner er irrelevante, fordi partielle
differentialligninger nu engang handler om funktioner og ikke distributioner. Denne
puristiske holdning til distributioner har BBB selv dyrket et langt stykke ad vejen. I
sin bog Booss-Bavnbek & Bleecker (1985) har han s& vidt muligt forsggt at holde sig
til funktioner uden at ggre brug af distributioner. Men han siger samtidig:

Men spgrgsmalet er om, vi kan bedre med? Gauss viste Algebraens Fundamentalsatning
uden komplekse tal, men det er jo mere klart med

og indrgmmer, at det méske ikke var den mest elegante metode. Han ville, hvis han
skulle skrive bogen idag, ggre den mere stringent med regularitetsseetninger formuleret
ved hjeelp af distributioner.

BBB selv har holdt et kursus i partiel differentialligningsteori p4 matematikoverbyg-
ningen pd RUC uden at bergre distributionsteori. Han mener, der er rigeligt stof i
grundproblemer inden for for eksempel fysik, separation af variable og reducere til et
Sturm-Liouville-problem til et kursus pad begynderniveau, men for specialister er et
kursus i linezre partielle differentialligninger uden distributionsteori utankeligt.

5.2 Interview med Gerd Grubb

Gerd Grubb (GG) er professor pa KU og har afholdt kurser i distributionsteori. Hendes
forskning foregir inden for differentialligninger. For dette interview havde vi faet nogle
skriftlige svar pa nogle af vores spergsmal. Disse svar indgar ogsa i f#lgende resume.

Interviewet fandt sted d. 28/11 - 2003

5.2.1 Resume

GG opfatter sig selv hovedsageligt som ren matematiker, men med staerk forbindelse til
anvendelser:

Der er s& mange forskellige differentialligninger, man kunne studere, s& derfor bruger jeg
anvendelserne som guiding principle til, hvilke der er veerd at bruge tid pd. Jeg mener,
der er feedback mellem anvendelser og matematik begge veje. Selvfglgelig er der den med.
at matematikken leverer nogle redskaber til anvendelserne, men anvendelser leverer ogsi
noget motivation til matematikken, noget kvalitet. Man kan skrive en eller anden dgdssyg
meerkveerdig ligning og bruge sit liv p4 at lgse den eller sige noget om lgsningerne. Det
har meget lavere kvalitet end at tage en ligning, som anvenderne brzender for og godt vil
have noget at vide om ... Det er min holdning til anvendelser, at jeg bade praver at levere
noget, anvenderne kan bruge, og bruge anvendelser som kvalitetsparameter for, hvad jeg
vil bruge min tid pé.

GG mener altsa, at anvendelser har en veesentlig rolle i forhold til at levere forslag til,
hvad man som matematiker skal forske i. GG opfatter sig selv hovedsageligt som ren
matematiker, da det er nogle meget teoretiske emner, hun arbejder med, og da hun
"ikke benytter en computer til at udregne bestemte lgsninger til bestemte data”, men
i stedet interesserer sig for mere principielle spgrgsmal, som for eksempel hvorvidt en
given ligning overhovedet har lgsninger. Altsa overvejende kvalitative frem for numeriske
resultater.
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GG siger videre om forholdet mellem teori og anvendelse, at de ting, hun arbejder med,
er si avancerede, at de fleste anvendere ikke vil s@tte sig ind i det. Som et eksempel pa
et omrade, hvor der er bade anvendelsesorienterede og teoretisk orienterede indgange,
nzvner hun skalteori:

Skalteori handler om, hvordan man laver en betonskal, der kan bzre. Skalteori er et
eksempe! pi nogle ret indviklede differentialligninger. Der er bide en meget teoretisk
ende [matematikerene], et midterfelt, som er ingenigrerne, der principielt kan regne, og
s& er der murermesteren der bare skal have nogle oplysninger, s han kan bygge et hus.

Alt i alt ser GG altsa et klart samspil mellem teori og anvendelse, men fremhaever ogsa
at hun selv beskaftiger sig med ting, som en anvender ikke umiddelbart vil have gavn
af.

GG opfatter distributionsteorien som en uundverlig forudsatning i sin grundforskning
og forteaeller, at nar hun skriver en forskningspublikation, sd nsevnes distributionsteori
ikke. Hun gar ud fra som givet, at det kender leseren til. Desuden mener GG, at
distributionsteorien er en absolut ngdvendighed for at opna interessante resultater inden
for lineser teori: '

Nogle resultater kan slet ikke formuleres uden distributionsteorien, andre kan formuleres,
men si snart man bevaeger sig lidt ud i rum af funktioner, der ikke kan differentieres, si
mener jeg, at man har brug for distributionsteori ...I den linegere teori er det barnemad,
hvad man kan lave uden distributioner. Hvis man virkelig vil frem til noget nyt, s& er
distributioner en selviglge.

Dengang distributionsteorien kom frem, var der ifglge vores inteview med Lars Horman-
der nogle, der mente, at distributioner ikke var ngdvendige, idet man allerede kunne
lave de samme ting ved hjelp af forskellige ad hoc lgsninger, s alle, der var godt inde
i teorien, kunne undvere distributioner. Til denne pastand siger GG:

Na ja, det kan man jo sagtens sige. Det kan da godt veere, at man retrospektivt kan g hen
og finde en snaever vej frem til et givet konkret spergsmal, som ikke omtaler distributioner.
Det kan man méske godt. Men meget af det, der str i Lars Hérmanders 4 binds veerk,
kunne jo ikke udtrykkes uden.

S& GG mener altsa, at distributioner har givet os en stgrre udtrykskraft, og at vejen
uden om distributioner er en omvej, der méske kan findes retrospektivt, men som altsa
ikke er maden faktisk at finde resultatet pd. Med andre ord s& er distributionsteorien
den naturlige begrebsramme at arbejde i.

GG mener saledes, at distributionsteorien er ganske uomgzngelig inden for linesere pro-
blemer. Hun papeger, at i ikke-lineaere problemer kan man nok fa nogle gode resultater
uden brug af distributionsteorien, men inden for de linesere omréde siger hun:

Jeg kender i hvert fald ikke nogen, som jeg respekterer, og som ggr sig til af at klare sig
uden distributionsteorien.

Imidlertid var distributionsteorien ikke pa denne made uomgengelig, da GG fgrst lerte *
om distributioner i Arhus, hvor der var nogle unge larere, blandt andet Ebbe Thue
Poulsen, der interesserede sig for disse ting og holdt kurser i dem. S& hun lerte dem i
sit matematikstudie i begyndelsen af tresserne. P4 det tidspunkt var det meget moderne,
men nu om stunder er det sveert at komme uden om:

Jeg har undervist efter en bog af Evans, der prover at klare sig uden 1. Bogen er skrevet
uden at forudsatte distributionsteori, men p& et tidspunkt kommer han ud i noget med
H?Y og H~1, og her fungerer det ikke rigtigt. Der er nogle mangler og l¢se ender, men pa
en made, som en studerende nzppe ville kunne gennemskue. Jeg havde en korrespondance
med forfatteren, hvor han endte med at sige til mig, at det kunne da godt vzere, at han
burde have lzert folk distributionsteori eller burde have det med neeste gang, der kommer
en ny udgave.

1 Lawrence C. Evans "Partial differential equations ”, 1998
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S3 emnerne i den bog er altsa ifglge GG pa et niveau, hvor man ikke rigtig kan komme
uden om distributionsteori. Men hun forteeller, at den er skrevet til amerikanske gra-
duatestudents, eller avancerede undergraduates, hvor man ikke rigtig ter forudseette
distributionsteori. S& forfatteren laver sma ad hoc lgsninger for at komme uden om, lidt
om svage afledte og lidt om dualitet, men uden at forkiare det ordentligt.

Han bruger sin distributionsteori og lader, som han ikke havde den.

Han bruger altsi teorien, nar han teenker, og udelader den ikke, fordi han synes den
er irrelevant, men af hensyn til malgruppen. GG tror ikke, at standard tilhgrerskaren i
et "advanced undergraduate” kursus kan forventes at kende til distributionsteori, mens
der for "graduate students” ikke sattes spgrgsmalstegn ved, om de skal leere det. Der
indgér det i en standard matematikuddannelse, hvis man er inden for analyse. Der er
ingen vej uden om.

Idag udbydes distributionsteori kun lejlighedsvis p&4 KU. P4 det nyligt afholdte kursus
"Grundkursus i analyse” pa kandidatdelen, brugte de en bog, der havde distributions-
teorien med. De leerte Schwartz’ grundideer og brugte det til nogle problemer. Men det
er ikke med i fgrste del af uddannelsen. GG forteeller, at det lang &rrsekke var med i ba-
chelordelen, men at det nu er taget ud igen, simpelthen fordi folk kan mindre og mindre
fra gymnasiet, og det ma uddannelsen selvfglgelig indrettes efter. Det er imidlertid ikke
den eneste grund til, at det er fjernet fra pensum. Der er ogsi sket en omprioritering,
idet der i Kgbenhavn har veeret en tradition for analyse, som der var en form for oprgr
mod midt i 90’erne. Der var et panel af folk, som skulle evaluere studiet, og de syntes,
der var alt for meget analyse. Der skulle ogsd veere noget geometri og nogle andre ting
og man valgte s&, at analysen ikke skulle indga si dybt, som den traditionelt havde
gjort. Der kan altsd ikke vaere tvivl, om at GG mener, at distributionsteorien er meget
relevant i matematisk analyse, men der er altsd ikke plads til den i bachelorstudiet pa
KU med den nuveerende prioritering.

Med hensyn til at bruge distributionsteorien som en ramme for tznkning, sddan som
Evans har gjort, selvom han ikke medtog det i sin bog, siger GG:

For mig er det ligesom de reelle tal. Det er ligesa selvfgigeligt for mig som de reelle tal.

Distributioner er altsa et meget vigtigt begreb for GG. Hun siger om distributionsteo-
rien, at en meget vigtig effekt var, at den fik banaliseret en masse problemer. Problemer,
som sa meget vanskelige ud i 60’erne, blev afklaret: Nar man vil lgse ligningen Lu = f,
hvor L er en differentialoperator, og f er en given funktion (eller distribution), giver
distributionsteorien mulighed for at splitte diskussionen op 1 to ting, nemlig eksistens
af en lgsning og regularitet af lgsninger. Om eksistensproblemet siger hun:

Findes der overhovedet en lgsning og kan man afgreense en klasse af f’er, for hvilke man
er sikker p3, der findes en lgsning. Distributionsteorien giver en mulighed for at tolke
det meget alment. u skal bare lgse ligningen i distributionsforstand. Eksistensproblemet
bliver nemmere fordi man tillader mange flere u’er.

Det, at eksistensproblemet bliver lettere, betyder, at man bagefter har en ekstra opgave:
At ga tilbage og se om de distributioner u, som er fundet, nu ogsé lgser det oprindelige
problem, som vi stillede. Er u passende differentiabel? Har u passende afledte som er
funktioner? Dette handler om regularitet af lgsninger:

Det er simpelthen en slags oprydning. Vi kan vise eksistensen af lgsninger, men nogle af
dem er s& vanvittige, at de ikke bruges praktisk. Og s3 skal man ned og se pd, om det nu
er rigtige lgsninger i den oprindelige betydning.

GG forteller, at denne méade at splitte tingene op pa var man godt klar over inden
distributionsteorien, men distributionsteorien gjorde det lettere. Det, som blev klargjort
med indfgrslen af distributionsteorien, er, at det viser sig, at der er en form for dualitet
mellem de to ting. At eksistens af lgsning gaelder for Lu = f er pa en eller anden made
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zkvivalent med, at regulariteten geelder for den adjungerede ligning: Til L hgrer der en
adjungeret operator L*, og s& ved man lgst sagt, at hvis L har en eksistenssatning, s&
har L* en regularitetssatning, og omvendt ~ hvis L har en regularitetsssetning s& har
L* en eksistensseetning. Den dualitet opdagede man ogsé:

Jeg har selv veeret med til et mgde, hvor en russisk matematiker skulle holde en forelaes-
ning. Hun sagde, at nu ville hun vise os regulariteten af det og det problem, og s& sidder
Hérmander ved siden af mig, og han sagde "Det falger umiddelbart af en kendt eksistens-
sztning”. Det var ogsa det, hendes foredrag handlede om. Det, syntes han altsi, var for
banalt. Det var det faktisk ogsd. For hende var det helt nyt og meget spaendende, at hun
kunne vise os det. Men det var banalt, fordi nir man ferst har forstiet den dualitet, si
bliver sddan nogle ting banale.

Denne forstaelse har nu bredt sig ud, sa de fleste, der arbejder med disse ting, godt er
klar over det. De kommer ikke med det som noget nyt. S& det er blandt andet det, GG
mener med, at distributionsteorien hjalp med at banalisere nogle ting. Dermed er disse
ting af vejen, og s& kan man g tilbage til de rigtig sveere ting. Distributionsteorien lgser
altsd ikke alle problemer, men hjeelper med til at ggre det klart, hvad der er ligetil, og
hvad der er svart.

GG mener som udgangspunkt, at alle, der beskaftiger sig med partielle differentiallig-
ninger, har brug for distributionsteori i en eller anden grad. Hun forteller, at nar hun
afholdt kurset i distributionsteori pa 3. &r, da var halvdelen af tilhgrerne fysikstude-
rende, hvis leerere havde opfordret dem til at tage kurset for at lzre de ting der, altid
fremstar lidt mystiske i fysikbggerne. Hun forteeller om, hvorfor fysikerne blev opfordret
til at tage kurset: '

Man kan jo tage mange ting til efterretning. Man kan lese et statement: der gelder
sddan og sddan. Og si fzerdig med det. Men hvis man vil forstd og selv veere i stand til
at producere tilsvarende viden, s& bliver man jo ngdt til at kunne fundamentet. S& leenge
vi havde distributionerne pa 3. &r, var der tilslutning fra fysik.

De fysikere, der sendte deres studerende over til GG’s kursus, var kvantemekanik-folk
eller faststoffysikere. S& GG har opfattelsen af, at kvantemekanikken krsever funktio-
nalanalyse, dualitet og altsa distributionsteori.

5.3 Interview med Lars Hormander

Lars Hormander (LH) er professor emeritus pa universitetet i Lund, hvorfra han ogs fik
sin kandidatgrad i 1950. LH modtog 1962 Fields Medal for sit arbejde inden for partielle
differentialligninger og betragtes som en af de stgrste eksperter inden for omradet. LH
var ogsé en af de fgrste, der "opdagede” distributionsteoriens anvendelsesmuligheder, og
han fremhzeves szrligt i Laurent Schwartz’ selvbiografi som medvirkende til, at teorien
blev accepteret og udbredt (Schwartz; 2000, side 241). '

At komme til at tale med Lars Hormander var en enestaende mulighed for at f4 infor-
mationer p& fgrste hadnd om tiden omkring udgivelsen af "Théorie des distributions” fra
en nggleperson p4 omrédet, samtidig med at vedkommende ogsd kunne hjzlpe med at
afklare spgrgsmal om teoriens status idag.

Interviewet fandt sted i Lund d. 27/11-2003. I resumeet er udeladt en del tekniske
udredninger.

5.3.1 Resume

LH betegner sig selv som primert ren matematiker, men bemeerker at definitionen af
anvendt henholdsvis ren matematik er et spgrgsmal om attitude. Han har dog lavet
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ting i den anvendte retning, men stadig med en mere stringent matematisk tilgang end
den der ifglge LH typisk praeger anvendere.

LH’s arbejde med distributionsteori har bestaet i dels at have lgst nogle problemer in-
den for distributionsteorien, og dels i at anvende distributioner, nar det var bekvemt.
LH har blandt andet lgst to af de problemer, som Schwartz opstillede: karakterisering
af partielle differentialligninger med konstante koefficienter, som kun har C*°-lgsninger
(sakaldt hypoelliptiske differentialligninger), og divisionsproblemet: Givet en funktion
f € C*(R™) og en distribution v € D'(R"), findes da en funktion u € D’ s& fu = v?
LH gav et positivt svar, nar f er et polynomium og Lojasiewicz viste omkring samme
tidspunkt, at svaret er positivt for enhver analytisk funktion. Problemet motiveredes
oprindeligt af Schwartz i det tilfelde, hvor f er et polynomium og v = 1, idet en posi-
tiv lgsning samtidig ville vise eksistensen af en tempereret fundamentallgsning for hver
differentialoperator med konstante koefficienter. At vise eksistens af fundamentallgsnin-
ger, som ikke er tempererede, viste sig snart at vaere meget lettere og vigtigere, s& den
oprindelige motivation var delvist forsvundet, da divisionsproblemet blev lgst.

LH betegner Schwartz’ "Theorie des Distributions” fgrst og fremmest som et stort pee-
dagogisk arbejde, der samlede mange forskellige trade og gjorde omradet tilgeengeligt
for yngre matematikere som ham selv. LH opdagede bogen som PhD-studerende og
blev med det samme begejstret, idet den opklarede en masse sammenhznge. Distri-
butionsteorien giver en bekvem ramme, hvor en mangde forskellige problemstillinger
passer ind og sparer dermed en for at indfgre forskellige udvidelser ad hoc. LH mener
derfor, at distributionsteorien var et fantastisk lgft og betgd meget for stimulering af
udviklingen i teorien for partielle differentialligninger.

Men distributionsteorien havde ogsd mange kritikere, isezer blandt zldre matematikere.
Dels var der en gruppe, som mente, at distributionsteorien var for abstrakt, dels var
der de gamle rotter i faget, som syntes, distributionsteorien var banal. LH’s vejleder,
Marcel Riesz, var for eksempel ikke s& begejstret for teorien, og LH nedtonede med vilje
den rolle, som distributioner spillede i sin afhandling. Han turde ikke bekende sig fuldt
ud til distributioner i erkendelse af, at emnet i begyndelsen var kontroversielt, og han
ikke var interesseret i at “gdeleegge” sit rygte.

Ifslge LH tog det lang tid, inden distributionsteorien blev alment udbredt og accepteret.
I 1957, da LH holdt en foreleesningsraekke om emnet i Stockholm, var der ingen, der
kendte til distributioner, og da han udgav sin fgrste bog (Hérmander; 1963), var der
stadig ikke mange, der kendte til omradet. LH udtrykker et beskedent hab om, at hans
bog bidrog til teoriens gennembrud.

LH mener, at man burde indfgre distributionsteori allerede i forbindelse med flervariabel-
analyse.

Ligesom man skal leere differentialregning og integralregning, si skal man leere sig det
her, hvis man skal beskzeftige sig med analyse af flere variable.

Iflge LH burde distributionsteori altsi veere standardstof i en matematikuddannelse,
men han indrgmmer, at det ikke er blevet sadan.

I den naste rekke bgger LH udgav i 1983-85 (hvoraf (Hormander; 1983) er forste
bind af fire), valgte han at udvide de indledende kapitler om distributionsteori med
en del klassisk analyse set i lyset af distributionsteori. Dette var dog primeert, fordi
malgruppen ikke leengere forventedes at have den solide baggrund inden for partielle
differentialligninger, som tidligere var standard.

LH begrunder sin holdning til, hvor i uddannelsen man bgr placere en indfgring i di-
stributionsteorien med, at distributionsteorien ikke kun er brugbar inden for partielle
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differentialligninger, men ogsa harmonisk analyse, og at distributionsteori er meget mere
elementzert end for eksempel integralteorien, som teknisk er mere vanskeligt.

Jeg kunne foreleese nir som helst i de grundlaggende ting i distributionsteorien, mens
jeg skal leese pa visse ting i integralteorien, inden jeg holder en foreleesning. Det er meget
mere teknisk, og der er mange flere smé detaljer. I distributionsteorien er der store linier,
som er lette at huske. Og som man ikke behgver at g& og huske, fordi de er s& naturlige.

Distributionsteorien gav generaliserede definitioner af forskellige operationer, som fold-
ning og Fourier-transformation, men den méske vigtigste egenskab for distributioner er,
ifglge LH, at de altid kan afledes: ’

Den enklest tznkelige differentialligning, hyperbolsk i to variable, kan man ikke regne
ubesvaeret pd uden distributionsteorien, hvor man kan ggre de naturlige ting som at
aflede, i stedet for at g som katten om den varme grgd. Det er klart, at de, som kunne
det her, min gamle lerer Riesz for eksempel, vidste, hvordan man gjorde, men det var jo
meget nemmere for en, som skulle ind i teorien, at slippe for at sige en masse underligt
og bare regne. Alle de almindelige regneregler gzlder jo stadigveek.

LH betragter altsa distributionsteorien som den naturlige ramme at arbejde i, men
understreger, at distributionsteorien ikke er et vidundermiddel:

I vid udstraekning er det jo sidan, at distributionsteorien ingen problemer lgser, men man
finder ind til kernen af problemet, og s& kan man beskzftige sig med det i stedet for den
her ganske uinteressante udenomssnak.

Distributionsteorien har dels nogle indbyggede begrensninger: man kan ikke multipli-
cere frit og heller ikke Fourier-transformere hvad som helst, for eksempel ting, der vokser
meget hurtigt, dels skal man jo vise regulariteten efterfolgende.

LH mener ikke, at distributionsteorien i sig selv fgrte ny matematik med sig, snarere
var den med til at forsimple og forenkle procedurer og derigennem stimulerede den til
store fremskridt inden for partielie differentialligninger. Det er selviglgelig stadig ikke
alt, som er tilladt i distributionsteorien, men man har meget stgrre frihed til at ggre
det, der er naturligt.

Pseudodifferentialoperatorkalkule, Fourierintegralkalkule og alt dette passer inden for
rammen af distributionsteori. Det kan ikke tznkes uden at have dette sprog at arbejde
i. S& distributionsteorien er i allerhgjeste grad ngdvendig, hvis man beskeeftiger sig med
linezre differentialligninger.

Fysikere og ingenigrer mener LH til gengeld ikke har meget gavn af distributionsteo-
rien. Inden for den anvendte matematik, fysik og ingenigrfagene kraeves ikke den samme
stringens. LH nzevner som eksempel, at elektroingenigrer i lang tid far Schwartz’ distri-
butionsteori brugte Heavisides symbolske udregningsmetode, som distributionsteorien
kunne ggre rede for som Laplace-transformationer af distributioner. Distributionsteo-
rien bevirkede altsd, at man kom pa fast grund med meget af det, som tidligere var lidt
lgst (og dermed ogs& mere riskabelt), men:

I store trzek er fysikerne ligeglade med det her. Der findes fysikere, som leerer sig det her

og anvender det nir det gir, men hvis teorien ikke raekker fortsztter de jo ugeneret, og

det skal de jo ogsd. Men i alle tilfeelde har distributionsteorien ryddet op i deres mere
eller mindre formelle operationer, for eksempel Heavisidekalkulen.

Men i gvrigt ved LH ikke, om distributionsteorien overhovedet gjorde nogen forskel pa
disse omrader.
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LH mener ikke, der findes serigse matematikere idag, der vil mene, at distributionsteo-
rien er irrelevant:

Der findes jo dem, der synes, at matematik er irrelevant. Og inden for matematikken
findes der dem, der er ensidige algebraikere, som synes, at analysen er helt ungdvendig.
Men med disse forbehold vil jeg sige, at en serigs analytiker mener, det er almen viden.

5.4 Opsamling pa interviews

De tre interviewede personer er vaeldig enige om de fleste ting, men der er alligevel nuan-
cer. Alle betegner sig selv som rene matematikere og forsker inden for linezre partielle
differentialligninger, men iser GG og BBB lader sig kraftigt inspirere og motivere af
anvendelser. GG bruger anvendelser som kvalitetskriterium for udvelgelse af relevante
problemstillinger, men arbejder derefter pa et abstrakt plan, mens man far indtryk af,
at BBB i virkeligheden er mest interesseret i "rigtige” funktioner. Det er funktioner, der
er hans hjerte nzrmest, og han begrunder det blandt andet med, at funktioner er mere
intuitivt forstielige end distributioner, mens det virker, som om GG og LH mener, at
distributioner er det naturlige sprog at tale og teenke i. BBB medgiver dog, at distribu-
tioner ind i mellem er noget mere "levende” end blot et bekvemt veerktgj. (LH er den
eneste af de tre, som har lavet resultater inden for selve distributionsteorien.)

GG og BBB er uddannet nogenlunde samtidigt og har begge stiftet bekendtskab med
distributionsteorien, mens de var under uddannelse. P4 dette tidspunkt, siger de sam-
stemmende, var distributionsteori meget nyt og bestemt ikke standard, hvilket stemmer
fint overens med LH’s oplevelser i begyndelsen af 1960’erne.

Alle tre er dog enige om, at distributionsteorien i dag er fuldsteendig grundleggende,
hvis man beskeftiger sig med linezre partielle differentialligninger pa dette niveau, og
at distributionsteorien har givet et enormt lgft til omradet. LH og GG mener, at det
er yderst begreenset, hvad man kan foretage sig uden distributionsteorien som ramme.
Ingen af de tre kunne drgmme om at henvise til distributionsteorien i deres arbejde — det
er simpelthen blevet et standardveerkts] inden for lineere partielle differentialligninger.

BBB har dog en lidt tvetydig holdning til distributionsteorien. P4 den ene side siger
han, at den betydning, distributioner har haft rent konceptuelt, ikke kan overvurderes,
men pi den anden side er han ikke meget for ligefrem at ophzeve det til en teori. Han
mener, at grundideerne i virkeligheden er simple.

Denne holdning kan ogsa (med lidt god vilje) spores hos LH. Han siger, at han betrag-
ter Schwartz’ distributionsteori som en stor psdagogisk indsats, et veerk, som fgrst og
fremmest placerede en masse begreber pa deres rette hylde, sddan at en ny p4 omradet
havde en chance for at forstd sammenhangene. Bade LH og GG fremhever, at distri-
butionsteorien ikke i sig selv lgser nogen problemer, men ggr det muligt og frem for alt
enkelt at skaere ind til problemernes kerne.

Vandene skilles ved spgrgsmélet om, hvor i en matematikuddannelse en indfgring i di-
stributionsteori burde ligge. LH er den mest vidtgiende med sin holdning til, at man
burde undervise i distributionsteori allerede i forbindelse med den fler-dimensionelle
analyse. GG siger, at distributionsteorien er skubbet ud af bachelordelen, fordi kvali-
fikationerne fra gymnasiet ikke er gode nok hos det nuverende publikum pa univer-
siteterne, men man fornemmer, at hun ikke ville have noget imod, at emnet indgik
obligatorisk. BBB mener til gengzld, at distributionsteori er specialistviden. Man far
indtryk af, at praksis p4 de forskellige universiteter er nogenlunde den samme, nemlig
at kurser i distributionsteori ikke indgar i pensum, men udbydes lejlighedvis (dog er et
kursus i distributionsteori ikke blevet udbudt i RUC’s historie).
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Vores interviews giver et klart indtryk af, at distributionsteorien i dag er almen viden
inden for linezre partielle differentialligninger, i hvert fald hvis man bekeeftiger sig
med omradet pa forskerniveau, og at distributionsteorien har givet anledning til store
fremskridt pd omradet bade teknisk og konceptuelt.

5.5 Udbredelse til ingenigrer

For at fa et anvendelsesorienteret perspektiv pa distributionsteorien forsggte vi at
komme i kontakt med en forsker p4 DTU (Danmarks Tekniske Universitet der uddanner
ingenigrer), der benytter distributionsteori.

Vi kontaktede en forsker, som vi fandt frem til muligvis ville veere relevant, og han
skrev tilbage, at han arbejder med funktionalanalyse, ikke benytter distributionsteori i
sin forskning og ikke arbejder med differentialligninger, men at hans PhD-studerende
bruger distributionsrum inden for funktionalanalyse. Desuden betragter han sig selv
som ren matematiker, dog pa et felt med praktiske anvendelser. Det var ikke denne type
forsker, vi manglede kontakt til, men han havde dog fglgende interessante kommentar:

for en matematiker er distributionsteori en naturlig begrebsramme. Men da omradet er
sveert vil en ingenigr ofte preve at undgé det og lave ad-hoc lgsninger i stedet.

Han angiver endvidere, at distributioner har afggrende betydning for den matematiske
forstaelse af partielle differentialligninger.

Som et supplement til disse forsgg pa at finde en relevant kontakt foretog vi en rund-
spgrge blandt forskerne p4 DTU. Spgrgsmal og svar blev udvekslet via e-mail, og vi
udsendte ialt 114 mails. Hvor mange af disse, der faktisk er kommet frem og er blevet
laest, kan vi ikke vide. Vi fik svar fra 28 forskere fra fysikafdelingen og matematikafde-
lingen. Vi stillede tre spgrgsmal og bad om korte svar. Spgrgsmalene var:

1. Hvad er dit forskningsomrade?
2. Er du bekendt med distributionsteori?
3. Anvender du/har du anvendt distributionsteori i dit arbejde?

Omkring 2/ af de forskere vi fik svar fra sagde, at de kendte til distributionsteori.

Spergsmal 3 havde til hensigt at undersgge, om distributionsteori rent faktisk bliver
brugt af forskerne. Vi har ikke skelnet mellem forskere fra matematisk institut og fra
fysisk institut. Dem, der svarede positivt pa spgrgsmalet om, hvorvidt de brugte distri-
butionsteori i deres forskning, havde forskningsomraderne: lineare partielle differential-
ligniner eller ordinzre differentialligninger, funktionalanalyse, kvantefeltteori, maxwell
ligninger, harmonisk analyse (wavelets og signalbehandling) og teoretisk faststoffysik.

Undersggelsen viser, at distributioner bruges af forskere inden for ovennsevnte omréader.
Her er det specielt interessant, at nogle af omraderne er inden for fysikken.

Et af de interessante svar, vi fik p4 spgrgsmal 2, er:

Ja, dog ikke indgéende. Har leest om det, men har ikke haft kurser om emnet (sddanne
kurser findes i gvrigt ikke p& DTU, dog vil et specialkursus/studiegruppe sikkert godt
kunne oprettes). :

Altsd er det ikke noget, DTU-studerende normalt leerer, idet det kraever, at de selv far
interesse for det og ger noget aktivt for at fa oprettet et specialkursus. En kommentar i
en anden mail, der understgtter en fornemmelse af, at distributionsteori ikke er noget,
ingenigrer normalt bruger eksplicit, kommer fra en person, der i sin studietid stiftede
kendskab med distributionsteorien via et specialkursus:

Siden min studietid har jeg dog ikke brugt det direkte. N&r der er et omrade i fysikken
hvor det er relevant si klarer vi det normalt alligevel uden, i hvertfald uden at sige det.
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En enkelt gang har jeg dog fundet ph en generaliseret setning omkring Linking og Gauss
integraler.

Der er nogle fundamentale mangler ved denne undersggelse, som betyder at der ikke
kan konkluderes noget entydigt ud fra den. For det fgrste har kun knapt 30 mennesker
deltaget i undersggelsen, og vi kan ikke fastlegge en egentlig svarprocent, da vi ikke
ved, hvor mange der faktisk har faet spgrgsmélene. Man kan forestille sig, at de, der
kan komme med en positiv tilbagemelding (altsd kender til distributionsteorien), vil
veere mere villige til at deltage i undersggelsen. Derudover er det ikke sandsynliggjort,
at det er et repraesentativt udvalg af forskere, vi har spurgt. Forskellige universiteter
har forskellige omrader, de mener, er vigtige, og dette vil naturligvis have betydning for
forskernes kendskab til og brug af en teori.

Med ovenstaende forbehold viser undersggelsen i hvert fald, at distributioner bliver
brugt pa forskningsniveau af andre end rene matematikere. Undersggelsen viser der-
udover, at halvdelen af dem, der svarer, at de kender distributionsteorien, ogsa bruger
teorien i deres forskning. Det er sveert at konkludere, om grunden til dette hgje tal er,
at distributionsteori er noget grundlseggende, de har leert og senere fundet naturligt at
bruge i deres arbejde, eller om det er en viden, de har tilegnet sig senere, fordi de har
skullet bruge det i deres forskning. Noget kan tyde pa det sidste: Ingen af dem, der
svarer, at de beskseftiger sig med ikke-linezre partielle differeltialligninger, kender til
distributionsteorien, mens alle, der beskeeftiger sig med linesere partielle differentiallig-
ninger kender og bruger den.

Det kunne have veeret interesant at fglge denne undersggelse op med at kontakte de for-
skere, der benytter distributionsteori for at hgre, hvorledes den indgar i deres forskning.
Dette var desveerre ikke muligt for os inden for tidsrammen for dette projekt.



6 Diskussion

I denne diskussion forsgger vi at finde frem til et svar pa vores problemformulering ved
at sammenholde de pointer, vi i lgbet af rapportens forskellige dele er kommet frem til.
I den forbindelse har vi tre ”dimensioner” at holde styr pa, idet vi pa tveers af vores
forskelligartede kilder vil diskutere udviklingen'i tid med henblik pad udbredelse bade
til forskellige faggrupper (matematik og anvendelsesorienterede fag) og til forskellige
uddannelsesniveauer. Vi kan ikke komme med overbevisende svar for alle kombinationer
af disse "dimensioner”, men ma i en del tilfeelde ngjes med at papege tendenser. Man
kunne godt forestille sig, at det kunne veere interessant at undersgge flere “dimensioner”.
For eksempel er vi gennem arbejdet med projektet blevet opmaerksomme pa, at der ogsa
synes at veere geografiske forskelle i udbredelsen. Vi har dog i dette projekt valgt at holde
os til de tre ovenstaende “dimensioner”.

Vi har valgt at strukturere diskussionen efter tidsdimensionen, idet vi vil diskutere
teoriens status inddelt i tre perioder. '

6.1 Modtagelsen af distributionsteorien

1 afsnit 3 s& vi kort pd Schwartz’ motivation for opfindelsen af distributionsteorien.
Vi finder, at det er et interessant udgangspunkt for vores undersggelse, at problemer,
der opstod pa baggrund af anvendelsesorienterede forskeres praksis, havde en rolle som
motivation for Schwartz’ opfindelse af teorien. Schwartz s& ogsa selv muligheder i di-
stributionsteorien for anvendte forskere. Dette svarer godt overens med det, vi i afsnit
4.2 kan se ud af lerebgger i distributionsteori fra perioden 1950-1970, hvor en del af
bdgerne henvendte sig til ingenigrer og fysikere. I disse bgger fremhaeves det, at en af
de vigtige ting ved distributionsteorien er, at den har givet et matematisk grundlag for
nogle af de metoder, som fysikerne allerede brugte med succes.

I afsnit 4.1 ser vi pa nogle kilder, der giver udtryk for personlige holdninger og oplevelser.
Disse kilder beskriver, at tiden efter udgivelsen af "Théorie des distributions” var praeget
af vaesentligt forskellige meninger blandt matematikere om distributionsteorien. Der
blev (s& vidt vi ved) ikke stillet spgrgsmal til, om teorien var matematisk stringent,
men nogle matematikere mente, at der ikke var noget nyt i den, eller at den ikke var
anvendelig. Schwartz skriver selv, at der blev fremfort to former for kritik, som kan
virke modstridende: nogle heevdede, at teorien var for simpel til at kunne vaere nyttig,
og nogle at den var for abstrakt!

Udbredelsen og accepten af distributionsteorien er siledes ikke foregaet uden problemer,
selv om Schwartz’ teori hurtigt blev anerkendt af nogle matematikere, og han fik Fields
Medal allerede i 1950, si var der ogsd mange, der havde den modsatte holdning: At
der ikke var noget revolutionerende i Schwartz’ teori. Der tegner sig altsa et billede af
en opdelt matematikverden i tiden lige efter Schwartz udgivelse af sin leerebog. Dette
kan have at ggre med, at der var to grupper, som havde nogle kraftige meninger, og
som fyldte meget i billedet. Imellem disse kan der sagtens have varet en mere moderat
gruppe, som bare ikke har givet sig til kende.
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Man kan i den forbindelse diskutere, om de mange uafhengige udsagn nu ogsa er s&
uafhzengige, idet mange af vores kilder kender hinanden pa forskellig vis. For eksempel
har Schwartz og Dieudonne skrevet flere artikler sammen, Garding var vejleder for
Hérmander, og de er/var begge tilnyttet Lunds Universitet. Desuden har Hérmander
udvekslet breve med Schwartz, og de har mgdtes ved flere lejligheder (Hérmander; n.d.).

Objektiviteten hos nogle af de mere kritiske af vores kilder kan ogsa diskuteres. Nar
man lzeser Bochners anmeldelse af "Théorie des distributions”, kan man f3 det indtryk at
Bochner er fortgrnet over, at Schwartz har faet hele zren for distributionsteorien. Han
mener tydeligvis ikke, at Schwartz har bidraget med noget nyt. Blandt andet mener
Bochner, at han selv og Riemann har opfundet store dele af distributionsteorien fgr
Schwartz. Det er imidlertid ifglge Liitzen (1982) ikke rigtigt, at Riemann skulle have
opfundet distributioner, og Bochners kritik kan forekomme mere fglelsesmeessig end
faglig.

Det ses i afsnit 4.3 om leerebgger i partielle differentialligninger, at distributionsteorien
ikke pa dette tidlige tidspunkt havde néet et stadie, hvor den generelt blev medtaget i
lzrebggerne. Vi har séledes ikke fundet nogen lerebgger i partielle differentialligninger
fra fgr 1960, hvor distributionsteorien indgér. Der kan naturligvis alligevel godt have
veeret udgivet sddanne bgger, men det var i hvert fald ikke udbredt standard at ggre
det.

6.2 Udbredelsen af teorien

Vi fornemmer, at teorien vinder stgrre og stgrre indpas op igennem 1960’erne og
1970’erne. Dette bygger vi blandt andet pa afsnit 4.3, hvor vi bade ser lerebgger i par-
tielle differentialligninger, hvor distributionsteorien ikke indgér, andre hvor den indgar
som et separat kapitel, og andre igen hvor den er en mere integreret del af behandlin-
gen. Det mest udpraegede eksempel pa det sidste er Hoérmander (1963), som allerede
i starten af 1960’erne bruger distributioner som fundament for forstaelsen af partielle
differentialligninger.

Man skal dog veere forsigtig med konklusioner pa baggrund af de leerebgger, vi har kig-
get pa. Larebggernes indhold er meget forskelligt, hvilket tyder pa, at der ikke var fuld
konsensus om, hvad saddanne lerebgger skulle indeholde. Dette medforer en gget risiko
for, at udvalget af bgger ikke er repraesentativt for den tid, de er skrevet i. Derudover
har vi selviglgelig ikke kigget pa alle lerebgger gennem de sidste 50 ar. Vi kan siledes
ikke konkludere, at den fgrste laerebog om partielle differentialligninger, der medtager
distributionsteori forst kom i 1960’erne, men kun sige, at vi ikke har fundet nogen fra
for dette tidspunkt. Det er siledes uholdbart at drage kvantitative konklusioner. Men vi
kan med sikkehed sige, at der i 1960’erne ikke var enighed om, hvorvidt distributioner
var ngdvendigt stof i en leerebog om lineszere partielle differentialligninger. Dette stem-
mer overens med den opfattelse, som Hérmander, Grubb og Booss-Bavnbek har givet
udtryk for i vores interviews med dem, nemlig at distributionsteori stadig i 1960’erne
var forholdsvis ukendt.

I modsatning hertil giver Newcomb (1966) i sin anmeldelse af Zemanian (1965) (lzerebog
i distributionsteori) udtryk for, at distributionsteorien allerede er udbredt og anerkendt,
idet anmeldelsen slar fast, at distributioner er en ngdvendig forkundskab for mange
omrader af anvendt matematik. Dettman (1968) skriver til gengeld i sin anmeldelse
af Schwartz (1966), at det ikke er klart, hvorfor distributioner skulle veere vigtige for
fysikere. Det lille udvalg af “anvender™litteratur, vi har kigget pa i afsnit 4.5, giver da
heller ikke indtryk af, at distributioner generelt bruges af fysikere, og hvis distributioner
er nzvnt, si er det hovedsageligt for at retfeerdiggere brugen af §-funktionen.
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1 1980’erne tyder det pd, at tvivlen om distributioners vigtighed for partielle differenti-
alligninger er vaek. Schwartz selv mente i starten af 1980’erne, at distributioner nu var
s& grundlaeggende, at de ikke behgver at introduceres i bgger om partielle differential-
ligninger (Hérmander; n.d.). I afsnit 4.3 ser vi ogsé, at leerebggerne begyndte at ligne
Hérmanders fremstillinger, hvor distributioner introduceres og udvikles lige fra start og
bruges gennem hele bogen.

6.3 Teoriens status i dag

Schwartz’ rolle i distributionsteoriens historie er af Dieudonné blevet sammenlignet
med Newton og Leibniz’ rolle i differential- og integalregningens historie (se afsnit 3).
Denne sammenligning gar primert pa, at Schwartz samlede og forenklede en masse
procedurer, som fgr indfertes ad hoc og derfor kunne vezere meget uoverskuelige. Dette
svarer til det Newton og Leibniz gjorde i differential- og integralregningen. Sa i den
forstand, at mange af resultaterne var kendt som enkeltresultater, havde de, der kri-
tiserede Schwartz, ret, nar de sagde, at der ikke var noget banebrydende nyt i hans
distributionsteori. Men netop nar et omrade bliver systematiseret, er der en chance for,
at denne viden kan trange ned til de mindre specialiserede trin. Derfor er det ogsa en
vigtig pointe, Lars Hérmander kommer med i vores interview med ham (afsnit 5.3), nr
han siger, at Schwartz’ "Théorie des distributions” ferst og fremmest var en stor paeda-
gogisk indsats: Med den i hinden kunne han forholdsvis let sztte sig ind i et omrade
(partielle differentialligninger) uden mange ars erfaring og bagagen fuld af seertilfzelde.

I dag er differential- og integralregning blevet en integreret del af enhver (matematisk)
studentereksamen og bruges i vid udstraekning inden for alle fag, hvor matematik ind-
gér. Differential- og integralregningen er dermed et eksempel pa en teori, der succesfuldt
har udbredt sig til mange forskellige niveauer. Gerd Grubb fortzller, at der undervises
i distributionsteori pa kandidatmodulet. Vores indledende litteratursggning antydede
ogsa, at leerebgger om distributionsteori henvender sig til studerende pa mindst dette
niveau. I vores interview med Lars Hérmander, giver han udtryk for, at distributionste-
orien efter hans mening bgr indgé allerede pa indledende kurser i flervariabel-analyse,
og han beklager at det ikke er blevet sddan. Det ser altsa ikke ud til, at distributions-
teorien er "treengt” tilnermelsesvist "sa langt ned” i almene uddannelser, som integral-
og differentialregningen er. Distributionsteorien har naturligvis ikke lige s mange &r
pa bagen som differentialregning, men det kan ogsa haenge sammen med, at distribu-
tionsteorien hovedsagelig er vigtig inden for relativt begreensede omrader og ikke har
vist sig s& anvendelig i forbindelse med de mindre teoretiske discipliner.

Vores interviews viser til gengeeld, at distributioner i dag er fuldstzdig fundamentalt for
forstaelsen af linezere partielle differentialligninger. Iseer laegges der vaegt pa at distribu-
tioner giver en systematisk ramme, som ggr mange standard-manipulationer trivielle,
s& problemets kerne lettere kan findes. Der bliver lagt veegt pa distributionsteorien som
en konceptuel ramme. Gerd Grubb siger, at hun taenker i distributioner, ligesom andre
teenker 1 komplekse eller reelle tal, og at hun aldrig ville drgmme om at introducere
distributioner i en artikel — det er noget alle i den verden kender til.

Bade vores interviews og den undersggte litteratur giver altsi et billede af, at distri-
butionsteorien 1 dag har en helt central plads inden for teorien for linesre partielle
differentialligninger som et alment kendt og anvendt verktgj (pa linie med differen-
tation og integration). Distributionsteorien betragtes her som den naturlige ramme at
beveaege sig inden for. S3 pa trods af den lidt lunkne modtagelse teorien fik i begyndelsen
har den altsd vundet indpas inden for lineaere partielle differentialligninger.

Til gengzld ser det ud til, at de anvendelsesorienterede fag, ikke i samme grad har
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taget teorien til deres hjerte. Gerd Grubb fortzeller dog, at fysikere sendte deres stu-
derende til kurser i distributionsteori i 80’erne, og nogle forskere p4 DTU har i vores
lille rundspgrge, beskrevet i afsnit 5.5, svaret, at de benytter distributionsteori. De an-
vendelsesorienterede laerebgger medtager det derimod i meget begraenset omfang, som
beskrevet i afsnit 4.5. Nogle af dem refererer dog til bgger om distributionsteori, og ma-
ske er det et udtryk for, at man lader matematikerene om at skrive de bgger, der indfgrer
teorien. Det ser dog ud til at distributionsteorien i leerebggerne hovedsageligt opfattes
som en forklaring af é-funktionen. Desuden ser vi, at de larebgger i partielle differen-
tialligninger, som medtager distributionsteorien, samt leerebggerne i distributonsteori,
ikke leengere angiver fysikere eller ingenigrer som en vigtig malgruppe. Endvidere har vi
en udtalelse fra DTU (se afsnit 5.5), som siger at ingenigrer typisk prgver at undgh at
skulle bruge distributionsteori. Desuden skriver Davis (2001), at distributionsteorien for
fysikere hovedsageligt er en retfeerdigggrelse af deres brug af é-funktionen. Denne del af
vores konklusion er dog temmelig usikker, idet vi ikke har afsggt alle mulige omréder af
fysikken, hvor distributionsteorien kunne veere relevant, og vi kun har adspurgt fysikere
pa DTU og ikke andre universiteter.



7 Konklusion

Umiddelbart efter udgivelsen af "Théorie des distributions” havde nogle matematikere
en vis forventning om, at distributionsteorien ville veere nyttig for anvendelsesoriente-
rede fag (her forstaet som fysik, ingenigrvidenskab samt matematisk fysik).

Teorien fik en blandet modtagelse blandt matematikere, idet nogle for eksempel mente
at der ikke var noget nyt i den, mens iszer unge matematikere tog teorien til sig. I peri-
oden fra 1960 og frem til 1980, indgar distributionsteorien i nogle leerebgger om linezere
partielle differentialligninger som separate kapitler, i andre er den stadig udeladt, og
endelig begynder der at optrade bgger, hvori distributionsteorien er den grundlseggende
begrebsramme. Samtidig mindskedes matematikerenes forestilling om at distributions-
teorien var essentiel for de anvendelsesorienterede fag.

Efter 1980 spiller distributionsteorien en vigtig rolle i leerebgger om linezre partielle
differentialligninger, der er henvendt til studerende pa et uddannelseniveau svarende
mindst til kandidatdelen. De anvendelsesorienterede fag benytter kun distributionste-
ori pa forskningsniveau inden for nogle fa teoretiske omrader. I anvendelsesorienterede
leerebgger finder man det tilsyneladende generelt ikke besvaeret veerd at indfere di-
stributionsteorien, men nogle bgger refererer til den, for at retfeerdiggere brugen af
d-funktionen. I dag er distributionsteorien standard begrebsrammen for forskere i line-
zere partielle differentialligninger, der opfatter distributioner som lige si naturlige som
de reelle tal.
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A Distributioner og partielle
differentialligninger

I dette appendiks vil vi beskrive nogle grundleeggende trak i distributionsteorien, der
har relevans i forbindelse med teoriens anvendelse inden for partielle differentiallignin-
ger. Vi vil saledes fremseette nogle grundliggende definitioner, samt nogle fa vigtige
nggle-seetninger. Dette appendiks indeholder flere ngjagtige definitioner og matemati-
ske redeggrsler end det tilsvarende afsnit i hoved-rapporten (afsnit 2), samt nogle fa
eksempler. Det skulle siledes veere mere matematisk ngjagtigt, men pé bekostning af et
hurtigt overblik over de store linier. For at dette appendix skal veere fuldsteedigt vil der
optrzede gentagelser fra rapporten. De fleste beviser udlades da dette appendix ellers
ville blive for omfattende. Det kan anbefales at lese dette appendiks, hvis man ikke
kender til distributionsteori, eller vil kende til fler-variabel distributionsteori hvilket
ikke er behandlet iafsnit 2. Det anbefales at laese rapportafsnittet fgrst.

Dette appendiks tjener blandt andet det formal, at dokumentere noget af det arbejde
med distributionsteorien som vi som projekgruppe har udfert, for vi var i stand til at
arbejde med den egentlige problemstilling. Vi er langt fra i stand til at beskrive en
fuldsteendig teoribygning her. Omfanget af veerker, som for eksempel firebinds veerket
af Hérmander hvor det forste bind er (Hérmander; 1983) og fembindsvzerket af Gel'fand
& Shilov hvor det fgrste er Gel’fand & Shilov (1964), antyder hvor stor en teoribygning
der er tale om. I neerveerende appendiks vil vi sdledes ngjes med at indfgre nogle basale
definitioner og nogle ganske f3 centrale seetninger. Vi haber ogsi at vi undervejs kan
give lzseren en fornemmelse af hvad det gir ud pd, og hvordan definitionerne kan
bringes i spil i forbindelse med partielle differentialligninger. Der er dog langt fra tale
om en ferdig "verktgjskasse”, med beskrivelser af hvordan definitionerne anvendes.
Dette ligger uden for rammen af dette projekt, der jo har fokus pé teoriens udbredelse,
mere end pé dens tekniske indhold.

Alle integraler skal forstas som Lebesgue-integraler, som er en generalisering af Riemann-
integralet. Vi har ikke beskeeftiget os med Lebesgue-integraler og vil ikke beskrive te-
orien for disse, da det er uden for rammerne af dette projekt at satte sig ind i denne
teoribygning.

Appendikset er skrevet pd baggrund af en del kilder, hvoraf de vigtigste er: Hoskins
& Pinto (1994), Friedlander & Joshi (1998), Hérmander (1983) og Richards & Youn
(1990)

Distributionsteori er en generalisering af den klassiske analyse. Det er et ret skrapt
krav, at en funktioner skal veere differentiabel — og specielt uendeligt ofte differentia-
bel. Distributioner er derimod altid uendeligt ofte differentiable, og den afledte er en
distribution. Alle normale (det vil sige lokalt integrable) funktioner kan behandles som
distributioner, men ikke alle distributioner svarer til en funktion. Altsd er distributio-
ner en udvidelse af funktionsbegrebet. Enhver distribution kan tilnzermes vilkarligt godt
ved brug af fglger af uendeligt ofte differentiable funktioner.

I det fglgende vil vi indfpre begrebet distributioner. En distribution er en afbildning
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af et bestemt funktionsrum ind i et tallegeme (C eller R). Vi vil derfor fgrst indfgre
nogle notations-konventioner, og derpa se pa dette bestemte funktionsrum, der bestar
af de sakaldte testfunktioner. Derpa vil vi definere distributioner formelt; samt indfgre
differentation af en distribution. Derpa vil vi indfgre to vigtige operationer pa distribu-
tioner: Foldning og Fourier-transformation, som benyttes i forbindelse med lgsning af
lineaere partielle differentialligninger.

A.1 Notation

Inden vi tager fat pa at definere distributioner, vil vi indfgre notationer, der vil vise sig
nyttige i forbindelse med generel opskrivning af udtryk hvori differentiering indgar. Vi
starter med at indfgre multiindices:

Definition A.1 (Multiindex)
Et multiindez er et n-tuple o = (y,...,0n) hvor o € No for k € {1,2,...,n}. Vi
indfgrer for n-dimensionelle vektorer xz:

(e 2.9

= z%. ...
z = z7t-...-zp

o] = a1+...+on

Idet vi indfgrer den grundleggende partielle differentationsoperator D = 8, som en vek-

tor: D=0, = (a%l, —3‘2—2, e, %). Kan vi hermed skrive D* hvor « er et multiindeks,
og dermed opna den partielle differentationsoperator:
g% poz 9n olel
D = - =
(f " 8z 8z5* T Oz ! 8z 025 ... 0zH f)

Vi kan generalisere yderligere ved at have polynomier af operatorer. Dette giver anled-
ning til generelle linezere partielle differentialoperatorer, som vi definerer som fglger:

Definition A.2 (Linesr partiel differentialoperator)
Idet £ er en n-dimensionel vektor, lader vi polynomiet P vere givet ved:

(i)

hvor o gennemlgber alle mulige multiindices og a,, er funktioner, der hgjst er forskellige
fra 0-funktionen for endeligt mange indices a.. Vi kan da konstruere operatorer P(D)
hvor D er den netop omtalte differentationsoperator. Vi kalder da P(D) for en lineer
partiel differentialoperator. Verdien max{|a| : aq # 0} kaldes operatorens orden, og
funktionerne a, kaldes for dens koefficienter. Polynomiet P(€) hvor £ € R™ kaldes det
til operatoren hgrende polynomium.

Et eksempel pa en lineser partiel differentialoperator, kunne veere den operator hvor
a € N2 og a(2,0) = 1,a(0,2) = 1, mens a, = 0 for alle andre a. Denne operator kaldes
Laplace-operatoren (i 2 dimensioner), og skrives ofte A. Denne operator er altsa givet

som: 52 52
32 T o2
I3 T3
og det tilhgrende polynomium er altsa: P(£) = £2+£2. Med denne notation ved handen,
vil vi starte med at definere testfunktioner.

A=PD)=1.-D?9 +1.p02 =
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A.2 Testfunktioner

Testfunktioner er C* funktioner med kompakt stgtte. Altsa funktioner som er uendelig
ofte differentiable og som er nul uden for en kompakt (hvilket i talrummene vil sige:
lukket og begranset) maengde. For en testfunktion af én variabel, betyder det at funk-
tionen er nul alle andre steder end inden for et interval [a,b]. Vi definerer konvergens af
testfunktioner:

Definition A.3 (Konvergens af testfunktioner)
En folge wnm af testfunktioner konvergerer mod nul, hvis

1. Fglgerne af afledte (,05;) (r € Ny ) konvergerer uniformt mod 0:

vr: o) o 0 uniformt

2. Alle w%) har uniformt begreenset stgtte, hvilket betyder at der findes en kompakt

mengde K uafhengig af m,r € Ng sdledes at ¢£,’;’ er nul uden for K:

3K kompakt : Vm,r € No,z ¢ K : o{0)(z) =0
Hvis opn, 0 € D 09 ¢, — p —— 0 i ovennevnte forstand, da skriver vi ot @, ¢
n—r0o0 —00
Rummet af testfunktioner bensvnes D og vi vil som konvention bruge ¢ og ¥ som
navne pd vilkArlige testfunktioner. I nogle tilfxelde kan det veere hensigtsmaessigt at

bruge andre funktionsrum end D som basis for definition af distributioner. Her kan
nzevnes rummet S som defineres:

Definition A.4 (S(R"))
S(R™) er mengden af funktioner ¢ € C*°(R™) hvorom det geelder at:

sup |22 DPp(z)| < oo
x
for alle multi-indices a,3.

Dette er trivielt opfyldt for funktioner i D, idet de er kontinuerte og har kompakt stette,
s& D C . Funktioner i S spiller en vigtig rolle i brugen af distributionsteori i forbindelse
med Fourier-transformationer, og vi vil se lidt mere pa dette i afsnit A.5

A.2.1 Eksempler pa testfunktioner
Lad os se et eksempel pa en testfunktion i D(R):

=) forlz| <1
Ve ={ =) forlel > 1 (A1)

Et eksempel pa en fglge af testfunktioner i D(R) kunne vare:

Gl xs

hvor A := fjll Y(z)dt, hvor ¢ er den i (A.1) definerede testfunktion. De fire fprste
funktioner i fglgen v, er vist i figur A.1

¥n(z) har kompakt stotte i intervallet [~1/n,1/n] 0g folgen har altsd uniformt begraenset
stgtte, idet stotten for ¥, ligger i den kompakte meengde [—1,1] for ethvert n € Ny.
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Figur A.1 P4 billedet ses ¢n () som defineret i (A.2) forn=1,...,4

Endvidere er v, uendelig ofte differentiabel og f_c_”w Yn(z)dt = 1. Det smarte ved en
sadan fglge af testfunktioner er, at den kompakte stgtte kan ggres vilkarligt lille mens
arealet under funktionen er konstant 1.

Det galder for testfunktioner at summer af disse giver en ny testfunktion. D er ogsa
lukket overfor skalarmultiplikation og er altsa et linesert vektorrum.

A.3 Distributioner

Distributioner er lineaere afbildinger af funktioner ind i et tallegeme. Mere ngjagtigt er
distributioner defineret som fglger:

Definition A.5 (Distribution)
En distribution er en afbildning p : D — C som opfylder folgende:

1. u(yp) er et veldefineret tal i C for alle p € D
2. (liniaritet) For alle p;,p2 € D a1,a2 € R gelder:

wa1p1 + aaps) = a1u(p1) + azi(p2)

3. (kontinuitet) Huis falgen of funktioner ¢, € D konvergerer mod o, (ifslge defini-
tion A.8), s vil u(pn) gd mod u(p):

on — 0= pi{n) — p(y)
n—00 n—oo

Rummet af distributioner kan forstas som det duale rum til rummet af testfunktioner,
idet det duale rum er defineret siledes:

Definition A.6 (Dualt rum)
Lad E veere et topologisk vektorrum over legemet L (R eller C). Vektorrummet aof

kontinuerte linecere afbildninger of E ind i L kaldes det duale rum til E og betegnes
El
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Dermed skriver vi rummet af distributioner som 7’. For at kunne betragte rummet
af distributioner som det duale til D, skal man have en topologi pad D. Det er muligt
at definere denne ved en familie af semi-normer, saledes at konvergensbegrebet for
testfunktioner (definition A.3), induceres af disse (Friedlander & Joshi; 1998). Dette vil
vi ikke ggre her.

Man kan ogsé tale om andre typer af distributioner, som ligger i de duale rum til andre
funktionsrum - for eksempel S. Distributionerne i S’ kaldes tempererede distributioner.
De tempererede distributioner er ogsa distributioner, altsa: 8’ C D’

Til alle lokalt integrable funktioner f knyttes en distribution. Lokal integrabilitet er
defineret siledes:

Definition A.7 (Lokal integrabilitet)
Lad f : R® — C vere en Lebesgue-integrabel funktion. Da er f lokalt mtegrabel hvis
Lebesgque-intergralet

/Q|f|dz<oo

for alle kompakte mengder @ C R™.

Til den lokalt integrable funktion f knyttes distributionen py som altsa er en afbildning
i : D — C. Denne afbildning defineres saledes:

Definition A.8 (Den til en funktion tilhgrende distribution)
Tl den lokalt intergrable funktion f knyttes folgende distribution py.

wr= (v [ o)

hvor ¢ € D og pus(p) : D — C.

kravet om lokal integrabilitet af f, skyldes at vi skal vare sikre p4 at integralet [, of
er veldefineret. Folgende saetning fortaeller os noget om, hvornar dette er tilfzeldet:

Satning A.1

Integralet fRn fo er veldefineret nér ¢ € D og f er lokalt integrabel, eller nér ¢ € S og
f vokser passende langsomt.

Bevis

Tilfeeldet for ¢ € D er trivielt: Den lokale integrabilitet sikrer at f kan integreres pa
enhver kompakt delmaengde af R”, ¢ er kontinuert s& produktet kan ligeledes integreres
pa enhver kompakt maengde. Da ¢ endvidere har kompakt stgtte, vil integralet veere 0
uden for en kompakt meengde, og vil dermed vzere veldefineret.

I tilfeeldet ¢ € S vil vi ikke her komme ind p& den ngjagtige greense for hastigheden
af vaeksten af f, men det er intuitivt klart, at der m4 saettes en graense, der sikrer at
produktet med den hurtigt aftagende funktion ¢, stadig aftager tilstraekkeligt hurtigt,
til at integralet bliver veldefineret. Dette diskuteres for eksempel i Gel’fand & Shilov
(1964) a

Dette betyder altsa at alle lokalt integrable funktioner har en tilhgrende distribution,
som defineret herover, mens kun alle tilpas langsomt voksende funktioner har en til-
hgrende tempereret distribution. Disse krav til funktionerne, der sikrer at uendelige
integraler af ovennavnte type er veldefineret, vil vaere underforstaet i resten af dette
appendiks.
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Ovenstaende definition A.8 er meget vaesentlig, idet vi ved at underforstad denne, kan
opfatte funktioner som distributioner. Nar vi siledes taler om en eller anden operation
pa en funktion ™ distributions forstand”, betyder det i virkeligheden, at vi taler om
operationen pa den til funktionen hgrende distribution.

Lige som ikke alle funktioner har en tilhgrende distribution, er det heller ikke alle
distributioner der har en tilhgrende funktion. Et eksempel pa en distribution der ikke
har en tilhgrende funktion er §-funktionen der beskrives i afsnit A.3.1. En distribution
der er defineret ved en lokalt integrabel funktion kaldes reguler, mens en distribution
uden denne egenskab, som for eksempel §-funktionen, kaldes singuleer.

En af styrkerne ved distributionsteori er muligheden for at flytte operationer fra den
funktion der undersgges og over pa testfunktionen. Hvis en funktion f er en diffe-
rentiabel funktion af én variabel, da vil dens afledte f’ naturligvis ogsi definere en

distribution: .
pgr = ((PH /R f’(w)w(z)dz)

Ved partiel integration findes:

/ f(@)p(z)dz = — / f(2)g/ (2)de (A.3)
R R

Saledes er differentationen flyttet over pa testfunktion som er C*. Vi vil udvide diffe-
rentieringen, siledes at den stemmer overens med ovenstiende, men nu geelder for alle
distributioner. Vi definerer den afledte til en distribution ved:

() = —u(¢)

Det ses at u’ ogsa er en distribution, idet den opfylder betingelserne i definition A.5.
Kontinuitetskravet er opfyldt, idet konvergensbegrebet indfgrt i definition A.3 sikrer,
at de afledte af en fglge af testfunktioner ogsa konvergerer.

Det betyder at ogsé singulsere distributioner og regulare distributioner der svarer til en
ikke-differentiabel funktion, kan differentieres. For reguleere distributioner uy hvor f er
differentiabel, vil det, som det fremgar af (A.3), gelde at:

By = —pg

Ovenstéende generaliseres til funktioner af flere variable:

Definition A.9 (En distributions afledte)
Den afledte til en distribution, er defineret som:

Du(p) = (1) u(D*y)

hvor o er et multiindeks. (Egorov & Shubin; 1992, side 56)

Distributionsteori er en linezer teori og ikke alle operationer pa D vil umiddelbart kunne
overfgres til D’. Nogle operationer ssom addition og skalarmultiplikation sker uden pro-
blemer p3 vilkarlige distributioner. Disse kaldes regulare operationer. Operationer som
for eksempel foldning, multiplikation og variabelskift kan defineres for nogle distribu-
tioner eller enkelte underklasser af distributioner og kaldes irregulere operationer

Lad os nu se pa det klassiske eksempel pa en singuleer distribution - nemlig Diracs
S-funktion.
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A.3.1 Deltafunktionen af en variabel

Dirac (1930, side 58-61) beskriver §-funktionen ved at angive, at den har fglgende egen-
skaber:

[oo §(z)dz =1, d(z) =0 for z # 0, /_oo 0(z) f(z)dz = f(0)

d-funktionen er altsd 0 for  # 0, men har alligevel et areal under funktionen. Dette
strider imod den gengse made at opfatte integraler pa, hvor et punkts afvigelse fra
resten af funktionen ikke har nogen betydning for integralet. -funktionen er derfor
ikke en rigtig funktion men kan opfattes som en distribution:

6 = (p — ¢(0))
o-distributionen svarer til den afledte i distributionsforstand af Heaviside-funktionen:
1 forz>0
H(z)= { 0 forz<0 (A4)

Veelger man at se pa Heaviside-funktionen som en distribution (det vil sige ser pa den
til Heaviside-funktionen hgrende distribution) og derefter differentierer i distributions-
forstand, er det nemt at se at den svarer til §-distributionen:

o0

py(p) = —pr(P') = —/ ¢ (z)H(z)dz = — /Ooo ¢ (@)dz = [~p(@)§ = ©(0) = 6(¢)

— 00

hvor ¢ er en vilkarlig testfunktion. §-funktionen kan opfattes som greensen limy,— o0 ¥n,
hvor 1y, er funktionsfglgen defineret i (A.2).

A.4 Foldning

Foldning viser sig at vare en vigtig operation pa distributioner, hvorfor vi vil se nzermere
pa denne i det fplgende. Lad os starte med at se pa foldning af to testfunktioner ¢ og
1. Vi skriver foldningen som ¢ * 7 og definerer den som fglger:

Definition A.10 (Foldning af testfunktioner)
Lad o, € D da definerer vi foldningen ¢ * 1 ved integralet:

(p*Y)(x) = /R eyl ~y)dy = /R i oz — y)(y)dy

Foldning af to testfunktioner er kommutativ og associativ samt distributiv over addition.
Differentieres foldning mellem to testfunktioner fas:

Oz(p*tp) = 0O /R . e(y)(z —y)dy = / P(y)0xh(z — y)dy

R»

P& grund af kommutativitet af foldning fas desuden:

ol r ) = Buwre) =0 [ lele-udy= [ $w)ouols— )iy

Vi har altsa.:

D(p* ) = (Dy x 1) = (¢ » Dy)
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eller mere generelt:
- D¥(p ) = (D*pxp) = (px D*) -

Ud fra dette ses tydeligt, idet der er tale om testfunktioner, der jo er uendeligt ofte diffe-
rentiable, at foldningen mellem de to funktioner ligeledes er uendeligt ofte differentiabel.
Hvilket er en af ingredienserne i fglgende szetning

Sztning A.2
Huis o0 € D 86 gelder at pxp € D

Bevis

Vi udfgrer kun beviset for testfunktioner af 1-variabel: Uendelig ofte differentiabilitet
folger af argumentet herover. Foldningen mé ogsd have kompakt stgtte: Hvis ¢ har
stette pa [a,b] og ¥ har stette pa [c,d] vil p(z — y)¥h(y) have vaerdien O for x < a+y og
for z > b+ y, nar vi integrerer med hensyn til y, betyder stgtten for ¢ at foldningen
bliver 0 for z < a + ¢ og for £ > b+ d, eller med andre ord: supp(y * ¢) = [a + ¢,b + d]
(Richards & Youn; 1990) |

Som det ses i det ovenstaende, har det betydning at testfunktioner har kompakt stgtte.
Nar vi om lidt vil definere foldninger hvori distributioner indgar, fir det en tilsvarende
betydning, at distributioner har kompakt stgtte, idet vi indfgrer dette begreb saledes:

Definition A.11 (Distribution med kompakt stgtte)

En distribution p € D’'(R™), siges at have kompakt stgtte, hvis der findes en kompakt
mengde Q C R™, sdledes at for alle testfunktioner ¢ € D(R™) der har kompakt stotte
saledes at QN supp(yp) = 0, gelder at p(p) =0.

Vi bemeerker straks, at hvis en funktion f har kompakt stgtte, da har den tilhgrende
distribution py det ogsé.
Lad os nu starte med at definere foldningen mellem en distribution og en testfunktion:

Definition A.12 (Foldning mellem en distribution og en testfunktion)
Lad i vere en distribution og ¢ en vilkérlig testfunktion (eller funktion i S), vi definerer
da foldningen mellem disse:

(1 p)(x) = plp(z —-)

Huvor - er pladsholder for en variabel.

Vi ser at for en reguleer distribution har vi:
(ks xo)z) = pelplz—-)= /R _FW)e(z - y)dy

= /R fle—y)e(y)dy = (f * )(z)

Vi har falgende egenskaber for foldning mellem distributioner og testfunktioner:

Smtning A.3 (Egenskaber for p * )
Huis pn € D' og p € D sé vil folgende geelde:

p*p € CP(R™)
D*(u* ) = (D%u) * p = p* (D%)

hvor o er et multiindeks. Hvis u endvidere har kompakt stotte, gelder at p * ¢ har
kompakt stptte, og altsd er en testfunktion.
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Bevis
Er udeladt her, men ses i Hormander (1983) theorem 4.1.1 O

Da béde testfunktioner og distributioner er uendelig ofte differentiabel vil (i * ¢) na-
turligvis ogsa veere det. Et specielt tilfeelde ved foldning mellem distributioner og test-
funktioner er é-distributionen:

(6 * p)(z) = 8(p(z — -)) = p(x) (A.5)
da §(p) = ¢(0).

Vi vil nu naturligt ¢nske at indfgre foldning mellem distributioner. Til dette formal ma
vi indfgre tensor-produktet.

Definition A.13 (Tensorprodukt)
Lad f € C*(R™) og g € C®(R™) da definerer vi tensorproduktet f ® g sdledes:

(f ®9)(z,y) = f(z)g(y)

Vi vil udvide tensorproduktet til distributioner, saledes at 1y ® g er lig den regulaere

distribution usgg, af dette far vi:
pf ® pg(9) Hiog(®)

f nim (f ® 9)0

Ji S F(@)9(0)6(z )y (A.6)

Jron 78) foum 9()0(2.0)dyde

1 phg, (6(z,9)))

Hvor ¢ er en testfunktion. Vi angiver variabelnavnet som fodtegn, for at holde styr pa
hvilken variabel vi skal integrere med hensyn til.

For at generalisere dette til vilkarlige distributioner, ma vi fgrst have fglgende:

Satning A.4
Huis ¢(z,y) er en testfunktion i D(R™™), da er o(y) = ¢(zo,y) en testfunktion i
D(R™) for ethvert fast zo € R™

Bevis
Vi antager sztningen uden bevis. Men bemzrker at setningen er intuitivt klar. O

Vi inddrager distributioner, idet vi indfgrer en ny notation:

Szetning A.5

Lad p € D'(R™) have kompakt stotte, og ¢ € D(R®™) vere en vilkdrlig testfunk-
tion. Da geelder at x — u(y — ¢(z,y)) er en testfunktion (af variablen z) i D(R™),
idet vi til ethvert xy € R™ knytter verdien af p i testfunktionen ¢(xo,y). Vi skriver
ty(d(z,y)) for denne testfunktion. Vi bemerker at for regulere distributioner, svarer
dette til notationen s, (¢(z,y))

Bevis
Konstruktionen af funktionen p,(¢(z,y)) er mulig ifglge seetning A.4. Vi vil ikke her
argumentere for differentiabilitet og kompakthed af den fremkomne funktion. O

Vi er nu klar til at udvide definitionen af tensorproduktet, til at geelde vilkarlige distri-
butioner:
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Definition A.14 (Tensorprodukt mellem distributioner)
For p e D'(R"),v € D'(R™) og ¢ € D(R™™) definerer vi tensorproduktet som:

(1@ v)(#(z,y) = palvy(¢(zy)))

hvor z € R™ og y € R™.

Vi bemerker at denne definition, som gnsket, stemmer overens med (A.6).

Foldningen mellem to distributioner kan nu defineres udfra tensorproduktet:

Definition A.15 (Foldning mellem distributioner)
Lad u,v € D'(R") veere distributioner med kompakt stgtte og lad ¢ € D(R™). Vi setter
é(z,y) = oz — y), og definerer foldningen mellem p og v som:

(n*v) (@) = (1 @ V)() = pz(1y(d(z:y)))

Vi ser at definitionen for foldningen mellem distributioner opfgrer sig gnskveerdigt, nar
vi ser pa foldningen af to reguleere distributioner:

(g *pg)(@) = pr kg, (0(z —)))
[ 1@ [ sele - v)dvda
R® R~

[ 1@ [ gt~ vely)dyde

R® Rn

- / / f(2)9(z — v)p(y)dzdy
R® JR™

/ o(y) / f(@)g(z — y)dedy

R~ R

[ ewis o)y
= Lfxg(¥)

Vi kan let vise at §-distributionen er neutralt element for foldning mellem en distribution
og en testfunktion (svarende til (A.5)), idet vi stadig har ¢(z,y) = p(z — y):

(1 * 0)(p) = paz(0y(d(2,y))) = pz((2,0)) = pz(p(x)) = pu(p)

Foldning af distributioner har en egenskab svarende til en generalisering af saetning A.3,
idet det ifglge Hérmander (1983, side 103), gelder at:

P(D)(u+v)=P(D)uxv=pux* P(D) (A7)

Dermed kan man ogsa se differentiation som en foldning:
P(D)u = P(D)(§ » u) = (P(D)8) *

hvor € D'
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A.5 Fourier-transformation

Udover foldning viser det sig at Fourier-transformation er en meget relevant operation i
forbindelse med distributioner. Fourier-transformation anvendes blandt andet sammen
med distributioner i forbindelse med lgsning af partielle differentialligninger.

Inden vi giver os i kast med Fourier-transformation af distributioner, vil det veere pé sin
plads at give en kort introduktion til Fourier-transformationer af funktioner. Fgrst en
definition og udledning af egenskaberne for den Fourier-transformerede af en funktion
af 1 variabel og dernast en generalisering til n variable. Til sidst indfgres operationen
for distributioner.

A.5.1 Fourier-transformation af funktioner af 1 variabel

Defintionen af den Fourier-transformerede kan ses som den kontinuerte graense af en
Fourierrakke (Dyke; 2000).

Definition A.16 (Fourier-transformation)
Lad f : R — C vere Lebesgue-integrabel. Da er den Fourier-transformerede og den
inverse Fouriertransformerede of f defineret ved:

~

19 = [ i@esa

@ = o [ reeta

Det er ikke givet at f er integrabel selv om f er det. Det derfor interessant at undersgge
hvilke rum, der er lukkede overfor Fourier-transformationen og hvilke funktioner der

opfylder at:
(N =U)"=7 ‘ - (A8)

Hvis bade f og f er integrable, vil (A.8) gzlde. S er den sterste delmaengde af de
integrable funktioner, der er lukket overfor Fourier-transformation. Det vil sige:

feS=>fes (A.9)

og dermed fas at (A.8) geelder for funktioner i S. I det falgende vil vi derfor kun betragte
funktioner ¢ S. :

Ved at Fourier-transformere en funktion er komplicerede operationer som for eksempel
differentation transformeret til multiplikationer:

8cf(e) = /R Bee=* 1 (z) da
- /R e~ (—iz) f(z) di = ~i(zf(2))" (€)
(Bef(2))(6) = /R =588, f (z) do
[e—izef(x)]‘io _/ 6xe—isz(x)dx
R
—/ —ie™ % f(x)dz

R
= i [ e f(x)dz
R

4
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Leddet (e~ f(x)) iooo bliver 0, idet |e™**| < 1 og f(z) er en hurtigt aftagende funktion.
Vi far altsa fglgende to egenskaber for Fourier-transformationen.

Df§) = —ilzf(@))"(€)
(D)) = - f(§) (A.10)
og idet vi itererer (A.10), far vi:

(D™f)" (&) = (iE)"f(€) (A.11)

Dette er yderst anvendeligt i forbindelse med lgsning af differentialligninger, idet man
ved Fourier-transformation af ligningen far en almindelig algebraisk ligning som lgses
nemt, og dernzest tager den inverse Fourier-transformerede af lgsningen:

f = —D*y+u=
£&) = aE)+a®) =€ +1)uE) =
w0 = af©=

(ai©) @

A.5.2 Fourier-transformation af funktioner af n variable

u(z)

Fourier-transformationen af n variable er defineret saledes;

Definition A.17 (Fourier-transformation)
For en funktion f € S(R™) defineres den Fourier-transformerede og den inverse Fouri-
ertransformerede (analogt til det 1-dimensionelle tilfelde) sdledes:

fley = /,. emibi. . elnbn fp)dr = /Rn e f(x) dzx

1

F _ _* —i€-x
f@) = G [ e r@

Vi kan jevnfgr Renardy & Rogers (1993, side 154) fa et resultat analogt til (A.11) i det
1-dimensionelle tilfaclde: A

(P(D)f)" (&) = P(i&)f(§)
og endvidere kan fglgende egenskaber udledes:

Sxtning A.6
Lad ¢,9 € S(R™), da gelder folgende identiteter:

dpde = ¢ dz (A.12)
Rn R‘n
dpdr = o dz (A.13)
R» AR‘:n
(px9)” = o (A.14)
R S

Bevis
Udelades. Satning ifglge Hérmander (1983) O
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A.5.3 Fourier-transformationer af distributioner

Som det er tilfeeldet med andre operationer pa distributioner kan Fourier-transformationen
modelleres over egenskaberne for almindelige funktioner (i dette tilfzelde funktioner i
Schwartzrummet). Og som det ogsa er set tidligere vil det at udfgre operationen svare
til at overflytte operationen til testfunktionen.

Definition A.18 (Fourier-transformation af distribution)
For n € 8 er den Fourier-transformerede defineret som:

i(¢) = (@), ¢€S

og vi konstaterer med tilfredshed at denne definition er konsistent med definition
A.17, hvis p er en til almindelig Schwartz-funktion hgrende funktion (ifglge defintio-
nen af distributioners virkning pa testfunktioner) samt egenskaberne af den Fourier-
transformerede seetning A.6.

Ifglge Renardy & Rogers (1993, side 156) geelder fplgende:
(P(D)u)" = P(i&)i (A.16)

for linezere partielle differentialoperatorer P(D) med konstante koefficienter.

Dermed kan vi nu benytte Fourier-transformationer i forbindelse med lgsning af partielle
differentialligninger, hvori vi benytter distributioner i stedet for funktioner.

A6 Taxthed af C* i D’

Som allerede postuleret flere gange, sa kan enhver distribution tilnsermes vilkarligt godt
med en funktion. Dette er udtrykt mere precist i folgende saetning:

Satning A.7 (Tathed D i D)

Enhver distribution 1 € D' er grensen i distributionsforstand af en falge ¢, € D.
(Richards & Youn; 1990)

Bevis

Er udeladt her, men ideen er at for en vilkérlig distribution u kan vi konstruere en falge

af testfunktioner: ¢, = u * 1, hvor ¥, er en fglge af testfunktioner der konvergerer
mod J-funktionen (som for eksempel defineret i (A.2)). Derneast vil det kunne vises at:

=¥ Pn ——prd=p
n—oo

Dermed har vi for en vilkirlig distribution g konstrueret en folge i D der konvergerer
mod p. O

A.7 Lgsning af partielle differentialligninger

En partiel differentialligning er, ligesom en almindelig differentialligning, en ligning hvor
den ubekendte er en funktion. Forskellen er, at der indgar partielle afledte af funktionen,
i stedet for ordinare afledte. Lad os definere en generel linecer partiel differentialligning:

Definition A.19 (Linezr partiel differentialligning)
En linecer partiel differentialligning, er en ligning pd formen:

P(Dju=f
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Huvor f er en kendt funktion eller distribution, P(D) er en lineer partiel differentialope-
rator som defineret i definition A.2 og u er den ubekendte funktion eller distribution.

Nar vi Igser differentialligninger med konstante koefficienter, har vi nytte af fglgende
definition:

Definition A.20 (Fundamental lgsning)
En distribution p kaldes en fundamentallgsning til en differentialoperator P(D) med
konstante koefficienter, hvis

PD)u=46

hvor & er §-distributionen.

Vigtigheden af fundamentallgsninger, skyldes fglgende seetning:

Seetning A.8 (Egenskaber for fundamentallgsninger)
Huis p er en fundamentallgsning til differentialoperatoren P(D) med konstante koeffi-
cienter, gelder at:

i
e

p* (P(D)u)
P(D)(u* f)

hvor u,f er distributioner med kompakt stgtte.

(A.17)

]
ey

Bevis
Seetningen folger af at vi ifglge (A.7), har at P(D)(u; * ug) = (P(D)uy) * ug = uy *
(P(D)uz) og & * u = u. Da u er en fundamentaligsning til P(D), ser vi at:

u* (P(D)u) = (P(D)p) xu=d+*u=u
PD)(uxf)=(PDu)»f=6xf=f

O

Af (A.17) ser vi at hvis operatoren P(D) har en fundamental lgsning 4, s& er lgsningen
til ligningen P(D)u = f, hvor u og f er distributioner med kompakt stgtte, givet, idet
(ifglge egenskaber af fundamentaligsning, setning A.8) p* (P(D)u) = p*f = u = p*f.
Vi bemeerker at f kan vare en reguleer distribution med kompakt stgtte, det vil sige
svare til en almindelig funktion med kompakt stgtte.

I dette lys, bliver fglgende satning interessant.

Saetning A.9
Enhver lineer differentialoperator med konstante koefficienter har en fundamental lgs-
ning.

Bevis

Denne satning bygger blandt andet p4 egenskaberne for Fourier-transformation. Beviset
treekker p& mere teori, end vi har praesenteret her, og vi vurderer det uden for rammerne
af dette projekt, at prasentere et bevis her. Vi henholder os derfor blot til, at seetningen
oprindeligt er bevist af Malgrange & Ehrenpreis i 1954-1955 (Géarding; 1997) og ogsa
er vist i (Hormander; 1983). O

Det ses alts& at man altid kan lgse en partiel differentialligning P(D)u = f, hvis f eren
distribution med kompakt stgtte. Hvis man endvidere kan finde en fundamental lgsning
til P(D) er lpsningen til ligningen umiddelbart givet som u = p * f. Distributioner,
foldning og Fourier-transformationer giver til sammen kraftfulde muligheder for l#sning
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af partielle linesre differentialligninger med konstante koefficienter. Ideen er, at hvis
@ € D’ er en fundamentallgsning til P(D), da har vi ifglge (A.16):

PDy = 6=
P@Ep = 6
s o b
= Pae

vi kan sdledes bestemme den Fourier-transformerede til 4, men vi kan i almindelighed
ikke vide, om T’%E? kan invers Fourier-transformeres (Renardy & Rogers; 1993, side 158).

A.8 Sobolevrum

Sobolevrum defineres pa baggrund af funktionsrummet L?, som vi dgrfor fgrst definerer:

Definition A.21 (L?)
L%(R™) er rummet af kvadratisk integrable funktioner forsynet med normen:

112 = [ s

Mange Igsninger til partielle differentialligninger er ikke altid pa en form som er gnske-
ligt. Det kan derfor veere hensigtsmeessigt at introducere nogle rum hvor regulariteten
af lgsningerne kan studeres. Sddanne rum er Sobolevrum. Sobolevrum benyttes som en
form for inddeling af tempererede distributioner, efter deres “grad af differentiabilitet”,
forstdet som hvor mange gange de kan afledes, for den afledte ikke leengere svarer til
L2%-funktioner. Dette benyttes ofte i forbindelse med partielle differentialligninger. Vi
vil ikke udvikle denne teori her, men blot definere Sobolevrum. Vi starter med en oplagt
definition. Vi skriver Sobolev-rummet som H*(R") hvor vi i férste omgang forlanger
‘at k > 0 er et heltal, og definerer det siledes:

H¥R™ = {ue S'R™) : |o| < k = 8% € L*(R™)}

Et Sobolevrum er altsd et rum af temperede distributioner, hvis afledte op til og med
ordenen k, svarer til L2-funktioner. Det galder ifglge (A.11) dermed for |a| < k at:

u € H*(R™) & £*a(¢) € L*(R™)
Dermed kan vi lave en definition der stemmer overens med den ovennszevnte for k > 0
heltal, og som er gyldig for k € R

Definition A.22
Sobolevrummet H*(R") er for s € R defineret ved:

H*(R") = {u € S'(R") : £°4(€) € LA(R™)}

Det kan vises at det duale til H°(R"™) er H~*(R") (Taylor; 1996), og dermed findes der
1 rummene for s < 0 ogsa singulare distributioner mens nar s > 0 er distributionerne
reguleere. Desuden bemeerkes det, at jo stgrre s eller k er, des "peenere” (det vil sige
flere gange differentiabel, uden at “forlade” L2) er distributionen.
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