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Afsnit A: Invariante underrum

I dette afsnit vil vi vise nogle sztninger om invariante under-
rum, som vil blive anvendt i de to fglgende afsnit.

Lad os betragte et vektorrum V over C, og lad A: V -» V vare en
line®r operator pa V. Er videre W et underrum af VvV, da kaldes W
et A-invariant underrum, hvis

Aw € W for alle w ¢ W

dvs, at
A(W) c W.

Eksempel Al. Er v en egenvektor for operatoren A svarende til
egenvardien A vil W = span{v} vere et A-invariant underrum, da
det for alle w € W gaelder, at Aw = Aw € W. #

Er p et polynomium af n-te grad med komplekse koefficienter
p(t) = a; + a,;t + .... + at"
kan man ud fra den lineazre operator A definere en ny linezre ope-
rator
p(A) = a,T + a,A + .... + aA".

hvor I er den identiske operator. Ved simpel udregning ses da, at
operatorerne A og p(A) vil kommutere, dvs

Ap(A) = p(A)A.

Er g tilsvarende et polynomium af k-te grad med komplekse koeffi-
cienter, defineres pad samme made operatoren

q(d) = bI + bA + .... + bak,
Man far igen ved simple udregninger, at p(A) 69 q(aA) vil kommute-
o a(A)p(a) = p(A)g(A)
da A'al = Ala'.
Eksempel A2. Er p et polynomium af grad n, og er W = N(p(a)) -
nulrummet for p(A) - skal vi se, at W er A-invariant. :

Er w € W, dvs at p(A)w = 0, kan vi slutte, at

p(A) (Aw) = p(A)Aw = A(p(A)w) =-0,



hvilket viser, at Aw ¢ W. #

Satning A3. Lad nu p vere et polynomium af grad n, og lad der ve-

re givet faktoroplesningen p(t) = p,(t)p,(t), hvor p, og p, begge

er af grad = 1 og med sterste fzlles divisor 1. Lad V vare nul-

rummet for operatoren p(A) - N(p(A)), da skal vi vise, at
V=W W,

dvs V er en direkte sum af W, = N(p,(A)) og W, = N(p,(a)).

Da p, og p, har sterste fzlles divisor 1, findes polynomier q, og
d,, saledes at der gzlder ligningen

q,(t)p,(t) + g, (t)p,(t) = 1,
og derfor kan vi ogsa definere operatorligningen
(*) d,(A)p,(A) + q,(A)p,(A) = I.
Vi lader nu (*) virke pa et vilkarligt v € V, da er
v = qA)p,(A)v + q,(A)p,(A)v.

Her skal vi vise, at forste led pa hejre side i ligningen tilhe-
rer W,, idet

p,(3a) [q,(A)p,(A)v] = q,(A) [p,(A)p,(A)]v = g, (A)p(A)vV = O,
da v € N(p(A)). Tilsvarende kam man vise, at det andet led tilhe-
rer W,, og dermed er ethvert element i V sum af et element fra W,
og et element fra W,.
Vi mangler nu at vise, at summen er direkte, dvs at
W, nW,={0}.
Lad os derfor antage, at w ¢ W, n W,, da vil
p,(A)w = 0 og p,(A)w = 0
(w ligger jo i badde W, og W,) . Lader vi nu (*) virke pd w, fas at
w=q,(A)p,(A)w + q,(A)p,(A)w = 0 + 0 = O

og dermed er summen af W, og W, direkte. #

Denne satning kan umiddelbart generaliseres til:

Satning A4. Lad p vaere et polynomium af grad n, og lad der vare
givet faktoroplesningen p(t) = p,(t) ... -p (t), hvor p,,....p,
alle er af grad = 1 og med sterste falles divisor 1. Da er

N(p(A)) = N(p,(A)) @ .... @ N(p (R)).
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Dette vises ved induktion. For k = 2 er det vist i satning A3.
Lad os nu antage, at satningen er korrekt for k = j, dvs at

N(q(a)) = N(p,(A)) & .... & N(p;(n)),

nar g(t) = p,(t) -... p;(t), og polynomierne har sterste faelles di-
visor 1. Vi betragter nu

p(t) = p,(t)-...-pj(t)-ph4(t)

hvor polynomierne har sterste felles divisor 1. Da nu produktet
af de ferste j af polynomierne, dvs

q(t) = p,(t) ... p;(t)
- opfylder sztningen, vil

. N(q(d) = N(p,(2)) @ .... @ N(p;(B)).
Samtidig er | p(t) = g(t) 'p;,, (L),

hvor q og P;., har sterste falles divisor 1, og ifeslge setning A3
bliver

N(p(A)) = N(q(A)) e N(p;,,(A)).
Med N(g(A)) indsat bliver derfor
N(p(A)) = N(p;(A)) @ .... @ N(p;(A)) e N(p;,,(A)).

Hermed er satningen bevist. #

En simpel konsekvens af denne s®tning bliver nu:
 Satning A5. Lad polynomiet p have felgende faktoroplesning
p(t) = (£t - a)™(t - a,)™....(t - a)%,

hvor alle a;-er er forskellige. Da vil N(p(A)) vere direkte sum
af underrummene U, U,,...,0,, hvor

U, = N((A - a;I)™).
Da polynomierne p.(t) = (t - a;)™ og p;lt) = (t - ajVW
for i # j wvil have sterste fazlles divisor 1, felger s&tningen
umiddelbart af satning A4. #



Afsnit B:  Nulrum for linezre differentialoperatorer

I dette afsnit skal vi arbejde pa at bestemme en basis for nul-
rummet til en linexr differentialoperator af n-te orden givet ved

- -1 - 0
L =D"4+Db D" + ...... + b,D + bD

hvor alle b; er reelle konstanter og hvor D° er den identiske ope-
rator.

I denne sammenheng vil vi ga ud fra, at differentialoperatoren D
afbilder vektorrummet C®(R) - rummet af alle reelle, vilkarligt
ofte differentiable funktioner - ind i sig selv. Undervejs vil
det dog vaere hensigtsmessigt at udvide betragtningerne til rummet
C®(R,C) - rummet af alle komplekse, vilkarligt ofte differentiab-
le funktioner af en reel variabel, dvs funktioner

£(t) = £,(t) + if,(t), t € R.
hvor f,, f, € C®(R).
Er der givet polynomiet
p(t) = t" + bn_1t"'1 + .... + bt + b,

kan vi direkte ud fra differentialoperatoren D definere diffenti-
aloperatoren L = p(D).

Man skal ievrigt vare opmarksom pa, at spergsmalet om at finde
nulrummet for p(D) netop er det samme som at finde alle funktio-
ner, der lgser den n-te ordens lineare differentialligning

(D" + bn_1D"'1 + e + bD + bODO)f(t) = 0.
Polynomiet p vil - safremt t varierer over de komplekse tal - ha-
ve en faktoroplesning i ferstegradspolynomier som fx

p(t) = (£t - a)™(t - a,)™....(t - a)™,

hvor nogle a.-er kan vere komplekse, men sdledes at de parvist er
komplekst konjugerede.

Af satning A5 kan vi nu slutte, at en basis for N(p(D)) er fun-
det, nar man har fundet en basis for hvert af nulrummene

U, = N((D - a;D9)™m).

1
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Sztning B1. (D - aD®)™f(t) = e®D"(e 'f(t))

Saztningen vises ved induktion efter m. For m = 1 far man
e™D(e@f(t)) = e [-ae@'f(t) + e f’ (t)]
= f'(t) - af(t) = (D - aD®) f(t).

Antages saztningen nu korrekt for m = k, skal man vise, at den og-
sa gelder for m = k + 1. Det antages altsa, at

(D - aD?)kE(t) = e*Df(e £ (L)),
som vi skal bruge pa formen
e® (D - aD®)*f(t) = D¥(e®*f (t)).

Da er
eatDk+1 (e-atf (t)) = eat:D [Dk (e-atf (£))] =

e®D[e® (D - aDV)*f(t)] =
e [-ae (D - aDY)*f(t) + e®D(D - aD?)kf(t)] =
(D - ap% (D - aD®)*f(t) = (D - aD)*'£(t). #
Vi kan af denne s®tning se, at man fastlagger nulrummet for ope-
ratoren (D - aD?)™, ved at finde de funktioner f, som opfylder
(D - aD)™(t) = 0 eller D"(e™f(t)) = 0.

Funktioner, der opfylder D"g(t) = 0, er alle polynomier af grad
hejst m - 1, dvs

e tf(t) = Cp + it + ..o+ c'“_1t"‘"I
hvor alle c; kan valges frit. Derfor er

£(t) = (cg + Ct + ... + cm_1t""1)eat
hvilket betyder at nulrummet bliver

N((D - aD®)™ = span{e®, te®, ..., t™e?}.
Eksempel B2. Med L = D? + 4D + 3D° bliver det tilherende anden-

gradspolynomium p(t) = t? + 4t + 3 = (t + 1) (t + 3), og derfor er
nulrummet N(L) = span{e’t, e3t}.

Eksempel B3. Med I. = D?> + 4D + 4D’ bliver det tilherende anden-
gradspolynomium p(t) = t? + 4t + 4 = (t + 2)?, og derfor er nul-
rummet N(L) = span{e’?, te'?'}.



Eksempel B4: Med L = D* - 2D + D? bliver det tilherende fjerde-
gradspolynomium p(t) = t* - 2¢2 + 1 = (£t + 1)%(t - 1)%, og derfor
er nulrummet N(L) = span{e™t, te™t, e', te'}.

De navnte eksempler har kun behandlet den situation, hvor faktor-
oplesningen bliver reel, men vi tog udgangspunkt i den situation,
at faktoroplesningen ogsa kunne vaere kompleks.
Fx vil andengradspolynomiet p(t) = t? + 4t + 5
have faktoroplesningen p(t) = (£t + 2 + 1)(t + 2 - {).
- Og generelt vil komplekse redder i et andengradspolynomium med
reelle koefficienter vare komplekst konjugerede, dvs er a + iR
rod vil ogsa a - i vere rod, og man har at
p(t) = (t - (@ + iB))(t - (a - iR)) = t% - 2ot + o? + B2,

Derfor burde nulrummet for operatoren

p(D) = D® - 2aD + (o + R%)D°

have feolgende basis

{e(a+i8)t , e(a-iB)t} .

Disse to funktioner er imidlertid ikke reelle, og de tilherer
derfor ikke C®(R). De vil imidlertid begge tilherer C®(R,C). Vi
vil nu undersege, om det med en passende valgt (kompleks) linear-
kombination af disse to funktioner vil vere muligt at bestemme en
reel funktion. Hertil kan vi benytte, at

el®iBt — gt (0osRt + {sinRt).
Man kan sdledes omskrive et element i nulrummet pa felgende made

£f(t) = c1e(a+il3)t + cze(a-iﬂ)t

c,e® (cosBt + isinBt) + c,e™(cosBt - isinft)

e® [(c,+c,) cosBt + {(c,-c,)sinBt]

k,e®cosBt + k,e*sinft
netop nar
c, = (k, - ik,)/2 og ¢, = (k, + ik,)/2

med k,, k, € R, dvs nar c, og ¢, velges komplekst konjugerede, vil
f blive en reel funktion.




Vi kan siledes se, at ogsid {e%cosft, e®sinRt} vil vare en basis
for N(p(D)), og den har tilmed den fordel, at dens elementer er
reelle funktioner - og de tilherer derfor C¥(R).

Eksempel B5. Med L = D° + 4D + 5D° bliver det tilherende anden-
gradspolynomium p(t) = t?2 + 4t + 5 = (£t + 2 + {)(t + 2 - {) som
vist ovenfor, og man har da N(L) = span{e?cost, e?'sint}.

Hvis a + i er rod i polynomiet med multiplicitet k, vil tilsva-
rende a - iR vere rod i polynomiet med multiplicitet k, og man
kan p4 en tilsvarende made som ovenfor vise, at de to komplekse

elementer tie(®i®t og tie(®i®t kan erstattes med de to reelle
tie®cosRt og tle®sinRt.
Herefter kan vi opsamle vores resultater om fastlaggelse af en

basis for nulrummet til den lineare differentialoperator L = p(D)
hvor

p(t) = t" + bn..‘t"'1 + .... + bt + Db,.
a) Er a en enkelt reel rod i p(t) vil
e® ¢ N(L)
b) Er a en reel rod med multiplicitet k i p(t) vil
e, te?®, ... , tkle?t ¢ N(L)
c) Er ¢ + i8 og o - iR enkle, komplekst konjugerede

redder i p(t), vil

ecosRt, e%sinRt e N(L)

d) Er endelig o + iB8 og o - iR komplekst konjugerede
redder med multiplicitet k i p(t), vil
e®coskt, te®cosBt, ... , tk'e®cosft,
e®sinRt, te®sinft, ... , tkle®sinRt e N(L)

Egenrum for linezre differentialoperatorer.

Er p egenverdi for en linear afbildning g: V » V, vil samtlige

egenvektorer for g svarende til egenverdien p - sammen med O-

elementet - vaere et underrum. Dette underrum kaldes egenrummet.

for u - E,. Vi ved endvidere, at dette egenrum er nulrummet for
. . B ’ .

afbildningen g - pui, dvs E, = N(g-pui).

Er sdledes L: C®(R) » C*(R) en linear differentialoperator, kan
man eftersperge egenfunktionerne for L svarende til en egenverdi
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g, dvs finde samtlige funktioner f ¢ C*(R), som opfylder

Lf = uf,

hvilket - som nzvnt ovenfor - svarer til at finde en basis for
nulrummet N(L - pD% .

Eksempel B6: Vi betragter differentialoperatoren L = D’ - 3D - 2D°
og vil finde en basis for egenrummet svarende til egenverdien -4.
Dvs vi skal finde funktioner f, der opfylder Lf = -4f, eller en
basis for nulrummet for operatoren L + 4D°. Dette modsvarer poly-
nomiet p(t) = t3 - 3t - 2+ 4 = t3 - 3t + 2 = (t - 1)%(t + 2). Da
er

E

. = N(L + 4D% = span{e', tef , e?}.



Afsnit C: Diagonalisering og jordans normalform.

Som det fremgar af larebogen kan en linear afbildning T pd et n-
dimensionalt komplekst vektorrum V diagonaliseres, hvis det
karakteristiske polynomium faktoriserer helt, og hvis der findes
en basis for V af egenvektorer for T.

Betegner o standardbasen i V, skal A betegne den til T svarende
nxn matrix i forhold til a-basen. Man kan nu udfolde diagonalise-
ringen af T. Antager vi, at A - og derfor ogsd T - har egenverdi-

erne A,,...,A, - hvor flere egenvaerdier kan vere ens - med de til-
herende egenvektorer v,,...,v, - som er lineart uafhengige - da
gelder at

Vl : Av. = ),.V.,

Indferes matricen Q = (vH,vz,...,vn), hvor Q i s@jlerne netop har
alle de linezrt uafhangige egenvektorer, er
AQ = (Av,,Av,,...,Av,) = (A1v1,kzv2,...,knvn)
Ay O oLl 0
0 A, -..... 0
= (v1,v2,...,vn) . e e
0 0 ...... A,
= QD

hvor D er en diagonalmatrix med egenvardierne i diagonalen, netop
opskrevet i den samme razkkefelge, som egenvektorerne er opskrevet
i transformationsmatricen Q. Da s@jlerne i Q er linezrt uafhangi-
ge svarer AQ = QD til at

D = 0'aQ.

Spergsmalet er nu, hvad der sker, ndr man ikke har en basis for
C" af egenvektorer for A - eller en basis for V af egenvektorer
for T.

I lzrebogen besvares det med et lengere bevis for satning 7.4,
som bygger pa et endnu langere bevis for setning 7.3. I forlan-
gelse af afsnit A er vi imidlertid i stand til at give et meget
kort bevis for indholdet i sztning 7.4 - dog med en anden ordlyd.

I det foelgende betragtes igen det endeligdimensionale vektorrum
V og den linesre afbildning T: V » V, hvor vi forudsaztter, at det.
karakteristiske polynomium for T - p(t) faktoriserer helt, sa T
har egenvardierne A,, A,, .+ A, med multiplicitet m,, m,, ..., m
ogm +m + ... +m = n.

Endvidere defineres det generaliserede egenrum for T svarende til



A ved
K (T) = { x € V | 3peN: (T - AI)P(x) = 0}.

I setning 7.1 og s@tning 7.2 i lerebogen bevises det, at K (T) er
et T-invariant underrum, samt at

K,(T) = N((T - AI)")
hvor m = mult (A) . Endvidere har vi fra satning 5.28 - dvs Cayley-
Hamiltons satning, at
p(T) = T,
hvor T, er nulafbildningen - dvs VxeV: Ty(x) = 0.
Vi vil nu vaere i stand til at bevise satning 7.4 - dog i en anden
formulering:
Satning Cl: V er direkte sum af de generaliserede egenrum for T.
Da det karakteristiske polynomium for T faktoriserer helt vil
p(t) = (t - A-1)ml(t - Az)mz--‘v(t - A'k)mk,
og ifelge s®tning A5, vil
N(p(T)) = N((T - A,I)™) & N((T - A,I)™) @ .... @ N((T - AI)™).

Da endvidere
K, (T) = N((T - AI)")

bliver

N(p(T)) = K, (T) @ K, (T) & ... & K, (T).
Da tillige p(T) = T,
er N(p(T)) =V

og vi har sa bevist, at
V=K1(T) eKl(T) ® ... @KL(T). #

Dette kan let reformuleres til indholdet i satning 7.4. Er B, sa-
ledes en basis af generaliserede egenvektorer for rummet K, (T)
bliver en basis f for V af generaliserede egenvektorer

fastlagt ved

B=E1uﬁzu...uﬁk
hvor 8, n Bj = @ for alle i,j = 1,2,...,kmed i # j.
Da alle de generaliserede egenrum er T-invariante, kan man be-
stemme den til T svarende matrix men hensyn til 8, ved at sammen-

sette den af blokmatricer i diagonalen, hvor hver blok kun er
vedrerer en basis Bv
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Af setning 7.7 i lerebogen fremgdr det endvidere, at en sadan ba-
sis B; er sammensat af et antal cykler - y,, y,, ... Yy, af genera-
liserede egenvektorer. Er der q egenvektorer er der ogsa q cykler
- for den pag®ldende egenvardi - da netop startvektoren af hver
sadan cykel er en egenvektor. En cykel af generaliserede egenvek-
torer for T svarende til egenverdien A er pa formen

{(T-AT)P (v), (T-AL)P23(v), ..., (T-AI)(v), v}
Denne cykel siges at have langde p.

Da hver sddan cykel Y; er basis for et T-cyklisk underrum - der
jo er T-invariant, kan der svarende til hver cykel bestemmes en
blokmatrix som en del af blokmatricen svarende til basen $5,.

Vi betragter igen matricen A svarende til T i standardbasen o og
det tilfzlde, hvor en cykel y = {v&, Vo, ey vp} for egenverdien
A har langden p. Startvektoren v, - dvs den eneste egenvektor op-
fylder jo, at

Av, = Av1 eller (A - AI)v, = 0

De resterende p-1 vektorer i cyklen opfylder da felgende algo-
ritme - jfr definitionen p&d en sadan cykel

Av, = Av, + v,  eller (A - AT)v, = v,
Av, = Av3 + Vv, eller (A - AI)V3 = Vv,
Avp = Avp + Vo eller (A - AI)vp = Vo4

Bem@rk her, at (A - AXI)P'v = v, i overensstemmelse med definitio-
nen af en cykel med langde p.

Szttes som for Q = (vH,vz,...,vQ
bliver AQ = (Av],sz,...,Avp)
= (Av1,lv2+v1,...,lvp+vp4)
21 0o o0
0o A 0O 0
= Q . .. .
0O 0 A1
0 O 0 A
= oJ

Denne matrix J kaldes en jordanmatrix, og den bestar af en egen-.
verdi for A - og for T - i diagonalen og af et 1-tal lige over
diagonalen i de sejler, hvor der i Q stdr en generaliseret egen-
vektor. De p lineert uafhengige vektorer, der udger sejlerne i Q,
kaldes tilsvarende en jordanbasis.
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Eksempel C2. Med matricen

1 o0 -1
A=|1 2 0
1 1 0O

bliver det karakteristiske polynomium det(A - AI) = (1 - A)3,
dvs A = 1 er den eneste egenverdi. Af (A - I)v, = 0 kan man nu
bestemme egenvektorerne svarende til egenvardien 1, dvs

0 0 -1\ /x 0

1 1 0o Y = 0

1 1 -1 Z 0
og man far, at -z =0 og x + y = 0. Sadledes bliver den eneste
egenvektorretning fastlagt til fx

v, = (-1,1,0).

Benyttes nu algoritmen skal vi altsa finde v, sdledes at

(A - I)v, = vy,

eller
0 0 -1\ /x -1
i 1 0 y = 1
1 1 -1 Z 0
hvilket giver -z = -1 ogx + y =1 dvs

v, = (1,0,1)
Bemzrk at man lige sa vel kunne have valgt (0,1,1) eller (%,%,1)
Algoritmen skal fortsattes, saledes at man finder v af

(a - I)v3 = V,,

0 -1\ | x 1
1 0) 0% = 0
1 -1 z 1

der giver -z =1 0og x + y = 0, dvs vektorretningen bliver fx

eller

Mo

vy = (0,0,-1).

Herefter bliver matricerne

-1 1 0 1 1 0
Q = i1 0 O J = 0 1 1
o 1 -1 0O 0 1
og for at sikre at der er regnet rigtig skal AQ = QJ, hvilket en

simpel udregning bekrafter. #
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Eksempel C3: I eksemplet ovenfor kunne man ogsa benytte den algo-
"ritme, der er beskrevet i larebogen, dvs at man udregner

rang ((A - I)J)
for j = 1,2,3. Da rang{(A - I) = 2 vil ’‘prikdiagrammet’ fortalle,
at der kun er én cykel af generaliserede egenvektorer for A = 1.
Af rang((A - I)3) = 0 ses det, at K1==MP, og derfor kan en basis
for K, fx vere standardbasen. Vi kan da fx valge
v = (0,0,1)
som slutvektor, og da bliver

(A - I)v = (-1,0,-1) og (A - I)%» = (1,-1,0)

der vi give en matrix Q der bortset fra fortegnene er som i ek-
sempel C2.

Havde man i stedet valgt v = (1,0,0) eller v = (0,1,0) som slut-
vektor, ville man fa

(A - I)v = (0,1,1) og (A - I)>» = (-1,1,0)

og dermed bliver fx

og igen kan man ved en simpel udregning bekrzfte, at AQ = QJ. #

0 -2 1
A = 1 -3 1
1 -2 0

har det karakteristiske polynomium det(A - AE) = -(1 + A)3, dvs
den eneste egenverdi er -1 med mult(-1) = 3. Af (A + I)v =0
far man tre ens ligninger af formen

Eksempel C4. Matricen

X -2y + 2z =0,
og en basis for egenrummet E, er fx
{(2,1,0;(1,0,-1)}.
Dgr vil derfor vere to cykler af generaliserede egenvektorer, og
a

rang((A + E)?) = 0

far man som i forrige eksempel, at K, = R}. Man kan si fx valge
slutvektoren
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v = (1,0,0).
Bemzrk, at man ogsa kunne have valgt (0,0,1) eller (0,1,0).

Da far man, at
(A + I)v = (1,1,1)

og de to cykler er y, = {(1,1,1);(1,0,0)} og v, = {(1,0,-1)}.
Herefter bliver matricerne

101 1 -1 1 0
Q=(1 0 o J={0-1 0
1 0 -1 0 0 -1

Det bekrazftes ved udregning, at matricerne opfylder AQ = QJ. #

Eksempel C5: Matricen

3 2 1 2
2 3 2 1
A=l1 2 3 2
-4 1 2 3
har det karakteristiske polynomium det (A - AI) = (2 - A)3(6 - A).
Da mult(2) = 3, skal vi ferst undersege rang(A - 2I), og med
1 2 1 2
2 1 2 1
A-2l=r 7 2 1 2
-4 1 2 1

ser man, at 2. og 4. s@jle er ens, og at de tre forste sejler er
lineart uafh®ngige, dvs rang(A - 2I) = 3. Derfor fortzller ’‘prik-
diagrammet’ for denne egenvardi, at der kun er en egenvektorret-
ning. Den er en lesning til (A - 2I)v = 0, £x

v = (0,1,0,"1).
Nar vi herefter skal bestemme den cykel y af generaliserede egen-
vektorer, der svarer til A = 2, ved vi at rang((A - 21)3) = 1 -
hvorfor? Af

-8 32 40 32

_ ..y3 _[-10 40 50 40
(a 21)° = -8 32 40 32
2 -8 -10 -8

ser vi K, = N((A - 21)%) = {(x,y,z,w)| x - 4y - 5z - 4w = 0}, og

man kan valge en basis for dette rum, fx
{u,v,w} = {(0,1,0,-1);(1,-1,1,0);((4,1,0,0)},

hvor u er den fundne egenvektor og (A - 2I)v = 3u, sa de kan ikke
benyttes som slutvektor i cyklen y - hvorfor?
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Tilbage er w, og af
(A - 2I)w = (6,9,6,-15) og (A - 2I)?w = (0,18,0,-18)
finder vi, at vektorerne i cyklen y er
{(0,18,0,-18);(6,9,6,-15);(4,1,0,0) }.
Af (A - 6I)v = 0 finder vi, at en egenvektor svarende til A
vil vare

v = (415141_1)'

Herefter har vi fundet matricerne

‘2 1 0 O 0 6 4 4
0 2 1 0 18 9 1 5
J = 0 0 2 0 Q = 0 6 0 4
0 0 O 6 -18 -15 0 -1

og som for bekrzfter AQ = QJ at der er regnet rigtigt. #
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Afsnit D: Losning af et system af forste
ordens linezre differentialligninger.

Vi tager udgangspunkt i de n koblede, linezre differentiallignin-
ger af ferste orden

f1’(t) = aﬂf1(t) e + amfn(t)
£, (t) = a21f1(t) e + aann(t)
£(t) = a, £,(t) + ....... + a £ (t)

Vi lader nu A reprasentere matricen af a;;-erne, og vi satter vek-
toren

£(t) = (£,(t),£,(L), ..... JEL(EN)T
Herved kan differentialligningssystemet i komprimeret form skri-
e (*) £'(t) = Af(t).
I afsnit C er der vist, hvordan man altid kan transformere en ma-
trix til jordans normalform. Man valger transformationsmatricen

S, sdledes at matricens se¢jler netop bestdr af jordanbasen. Der-
nest kan man entydigt fastlagge en ny funktion g(t) ved

£(t) = sg(t)
da 8 er invertibel. Indszttes dette £ i ligningen (*), bliver
Sg’ (t) = £'(t) = Af(t) = ASg(t)
eller da matricen S8 er invertibel (sejlerne i 8 er en basis) er
g’ (t) = s 'Asg(t) = Jg(t).
Hvis alle s@jlerne i S er egenvektorer for A, vil J vare en dia-
gonalmatrix, men hvis ikke alle vektorer i S er egenvektorer vil
der i J std et 1-tal lige over diagonalelementet i netop de s@j-

ler, hvor der i den tilsvarende sojle i 8 stdr en generaliseret
egenvektor.

Der er herefter to tilfalde at undersege (selv om tilfazldet med
diagonalmatricen blot er et specialtilfalde af det andet):

1. Er alle sejler i S egenvektorer kan det transformerede dif-
ferentialligningssystem

g’ (t) = Dg(t)
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opdeles i n enkeltligninger, som ikke afh®nger af hinanden, dvs
g;’ (t) = Ag;(t), hvor i = 1,...,n.
Disse ligninger har derfor lesningen
7 g, (t) = c,et, ' hvor i = 1,...,n.
Losningerne til det oprindelige system findes sa ved at transfor-

mere tilbage med
f£f(t) = sg(t).

2. Er ikke alle s@jler i S egenvektorer, betragter vi den del
af hele systemet
(*%*) g’ (t) = Jg(t),

som kun vedrerer én cykel af generaliserede egenvektorer for e-
genverdien £. Lad os antage, at cyklen har lengden k.

Da vil matricen J indeholde kxk-blokmatrix JE' der har formen

E 1 0 0 0
0 E 1 0 0
J; = e e e o
0 0 0 ... E 1
0 0 0 ...0 ¢

og den del af differentialligningssystemet (**), som svarer til
denne blok, bliver derfor

g,’ (£) = Eg,(t) + g(t) , g,y (t) = Eg,(t) + gz(t)
gk_-" (t) = Egk_1 (t) + gk(t) ’ gk’ (t) = Egk(t)
Loses dette differentialligningssystem bagfra, finder vi at

g (t) = cet

Jpq (E) = cteft + ¢ _,eft
_ —C k-2 Et Et
g,(t) = (k—ﬁ)!t et + ... + ce
g,(t) = —(kfi—)—!tk'1eit + ... + cteft 4+ ceft,

Tilsvarende leses differentialligningssystemet (**) svarende til
de svrige cykler for £, og dernast svarende til de ovrige egen-
dier. Lesningerne til det oprindelige system findes ved at trans-
formere tilbage med
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£(t) = Sg(t).

Eksempel Di1. Vi betragter differentialligningssystemet
£,0(8) = - 2f,(t) + £5(t)
£,7 (t)

£,(t) - 3£,(t) + £5(t)

£,/ (t) = £,(t) - 2£,(t).

Matricen A i dette system er behandlet i eksempel C4. Her finder
vi transformationsmatricen S og jordanmatricen J til

1 1 1 -1 0 o0
s=]0 1 o0 Jg={(0-1 1
-1 1 0 0 0 -1

Her er den sidste s@jle i S en generaliseret egenvektor, og der-
for stadr der 1 J et 1-tal over diagonalelementet i sidste sgjle.
Herefter bliver differentialligningssystemet

g’ (t) = Jg(t)

til de tre differentialligninger

g,’ (£) = - g,(t)
g,’ (£) = - g,(t) + g;(t)
gz’ (t) = - gz(t),
der far lesningerne
g,(t) = ce™
g,(t) = c,e™t + cste’t
gz(t) = cget.
Nar man sa transformerer tilbage med £(t) = Sg(t) bliver den

fuldstandige lesning til det oprindelige differentialligningssy-
stem

£,(t) "1 1 1\ [et o 0 c,
£,e)l={ 0 1 o) 0 et tet c,
£5(t) -1 1 0 0 0 e Cs

eller lidt omskrevet
£, (t) 1 (1 1+t
£,(e) | = e"‘[c1 0) + ¢ [1]+ cq t ]
£5(t) -1 1 t #
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Eksempel D2. Vi betragter differentialligningssystemet

£, (t) = £,(t) - £, (1)
£, (t) = £,(t) + 2£,(t)
£5° () = £,(t) + £,(t)

Matricen A i dette system er behandlet i eksempel C2 og C3. Her
fandt vi transformationsmatricen $ og jordanmatricen J til

-1 1 0 1 1 0
s = 1 0 O J={0 1 1
0 1 -1 0 0 1

hvor kun den ferste s@jle i S er egenvektor, og derfor star der
i J et 1-tal over begge diagonalelementerne. Herefter bliver dif-
ferentialligningssystemet

g’ (t) = Jg(t)

til de tre differentialligninger

g, () = g, () + gy(t)
g,' () = g,(t) + g;z(t)
gz’ (t) = gz(t).

Lest bagfra bliver lesningerne

g,(t) = cet + c,te’ + ctle’/2
t t

g,(t) = c,e’ + cste
t

g;(t) = cge’.

Nar man transformerer tilbage med $§ bliver den fuldstandige les-

ning
£,(£)} -1 1 0\ (1 t t¥/2\ [c
£,(8) | = et<1 0 0 0 1 t c,
f5(t) 0 1 -1 0 0 1 Cs

eller lidt omskrevet

£,(t) -1 1 -t 't - t?/2
£,(t) | = et[c1{ 1)+ ¢\ t + Cyg t2/2 ]
£5(t) 0 1 t -1 #

Med denne gennemgang er spergsmalet om at bestemme den fuldstan-
dige lesning til et system af forste ordens linezre differential-
ligninger besvaret helt. Det betyder, at ogsa de tilfzlde, hvor
egenvardierne er komplekse, er omfattet af denne gennemgang. Det
er imidlertid ikke klart, om de fundne lesninger ogsa vil vere
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reelle, nar egenvaerdierne er komplekse. Der krazves lidt forbere-
delse for at undersege dette.

Er matricen A reel, vil det karakteristiske polynomium ogsd vare
reelt, og hvis der optrader komplekse redder i dette polynomium,
vil de vere parvist komplekst konjugerede med samme algebraiske
multiplicitet. De tilherende egenvektorer vil tilsvarende vare
komplekst konjugerede, og generaliserede egenvektorer i jordan-
basen vil ogsa kunne valges komplekst konjugerede. Disse pastande
vises ganske let, jfr det felgende.
Er a + iR en egenvaerdi for matricen A med tilherende egenvektor
u, dvs at

Au = (a + iB)u
vil man - da A er reel - ved at konjugere ligningen fa

AG = (o - iR)G,
dvs a - {8 er egenverdi for A med 1@ som tilherende egenvektor.

Er tilsvarende vektoren u, en generaliseret egenvektor svarende
til egenverdien o + iR, dvs at

Au, = (@ + iBlu, +u
vil man ved konjugering £fa, at
AG, = (o - iR)T; + T,

hvilket viser, at @i, vil vare en generaliseret egenvektor svaren-
de til egenverdien o - ifB.

Lad os ferste se pa et specialtilfelde:

Eksempel D3. Betragtes differentialligningssystemet

£,7 (t) af, (t) - bf,(t)
£,7(£) = bf,(t) + af,(t),
vil den tilherende matrix have det karakteristiske polynomium

p(A) = (a - 2)2 + b2,

der har redderne a + ib og a - ib. De tilherende egenvektorer
bliver

u = (1,-0)7 = (1,07
Valges transformationsmatricen S med disse to vektorer som s@j-
ler, vil transformationen f£(t) = Sg(t) give differentiallig-
ningssystemet
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g, = (a + ib)lg, og g,’ = (a - ib)g,.
der har lesningerne
g, (t) = c1eateibt og g, (t) = czeate-l’.bt’

hvor Cqr G, € C. Disse lesninger er langt fra reelle. Transforme-
res lesningerne tilbage med S, og velges konstanterne fx til

c, = (k, + ik} /2 og c, = (k, - ik,)/2

hvor k,, k, € R, bliver

£,(t) "1 1 (eibt 0 ) ((k1 + ik,) /2
= edt
£,(t) -t i 0 e®/  \(k, - ik,) /2
Benyttes tillige, at

cosbt + isinbt

'f1(t)> cosbt -sinbt (k{%
eat \
£,(t) sinbt  cosbt Ak2>
Prov selv! Hermed er der i dette specialtilfzlde redegjort for,

at man kan finde reelle losningerne, selv om egenvaerdierne for
matricen er komplekst konjugerede. #

(DC"
1

bliver

Vi betragter nu et differentialligningssystem (som vi for nemheds
skyld antager, bestar af fire lineare differentialligninger)

£ (t) = Af(t)l

hvor den reelle matrix A antages at have de komplekst konjugerede
egenvardier a + i og o - iR med algebraisk multiplicitet 2 og
geometrisk multiplicitet 1. Hermed vil en jordanbasis i C* besta
af

{u1,uz,ﬁ1,ﬁ2},

hvor u, og @, er egenvektorer, mens de to andre er generaliserede
egenvektorer. Velges transformationsmatricen S§ med netop disse
fire sejler i denne anferte rzkkefelge, giver transformationen
£(t) = Sg(t) netop jordanmatricen

/‘a+i31 0 0

" 0 a + i 0 0
J=1 9 0 o - iR 1

\ © 0 0 a- iR/

i differentialligningssystemet

9" (t) = Jg(t) ’
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der bestar af de fire differentialligninger

g, (t) (¢ + iB)g,(t) + g,(t) , g, (t) (a + iB)g,(t)

g5’ (t) (¢ - iB)g,(t)

(@ - iB)gg(t) + g, (t) , g, (t)

der giver felgende lesninger

ateiBt iBt at . i8t

g,(t) = ce + c,tee . g,(t) = c,ee

at . -{8t

at . -{Bt at
czete + c,te%e . g,(t) = ce

-iBt

gz (t) e

Nar vi transformere disse lesninger tilbage til den oprindelige
basis med 8, bliver

_ at ist = ~-iBt iBt - -iBt
f£(t) = e [(c1u1e + cgl,e ) o+ t(c2u1e + c,u,e )

iRt ~-iBt
+ (czuze + ¢ e 1.

Skal man godtgere, at disse vektorligninger kan geres reelle,
indferer vi vektorernes reel- og imaginardele

u, = v, - iv, og u, = vz - iv,.
Endvidere valger vi koefficienterne c; hensigtsmessigt til
c, = (k, + ik,)/2 , ¢, = (kg + ik,)/2

c; = (ky - ik,)/2 , ¢,

(ky - ik,) /2,

og erindrer, at

Bt _ cosRt + isinft.

e
Dermed bliver

£(t) = e*[v,(k,cosBt - k,sinBt) + v,(k,sinBt + k,cosBt)

+ vi(kzcosBBt - k,sint) + 94(k3sin13t + k,cosBt)

+ v,t(k3coth - k4sin13t) + vzt(k3sin13t + k,.cosﬁt)]

eller
cosfBt -sinfRt tcosfft -tsinfit f k,
£(t) at sinfit cosfst tsinfBt tcosit k,
t = e¥ (v, v, vs V) 0 0 cost -sinft k,
0 0 sinfRt cosfit k

4

Hermed er den fuldstandige lesning fundet, og som man kan se, er
den rent reel. Der er hermed dog ikke fort fuldt bevis for, at
man til et lineart differentialligningssystem med komplekst kon- -
jugerede egenverdier med algebraisk multiplicitet p og geometri-
ske multiplicitet k < p altid kan bestemme en fuldstandig lesning
pad reel form, men de her gennemferte udregninger sandsynligger,
at analoge betragtninger pa et sterre system vil give et tilsva-
rende resultat.
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Alternativ fremstilling af den fuldstandige lesning til en n-te
ordens linear differentialligning.

Man kan imidlertid ogsa pa baggrund af det foregaende bestemme en
basis for nulrummet svarende til en n-te ordens linezr differen-

tialoperator. Man omskriver den n-te ordens lineazre differential-
ligning

(D" + a,D"" +...+ a,D + a D) £E(t) = 0.

til ferste ordens linezre differentialligninger. Man indferer sa-
ledes funktionerne

£, = £, f,=Df, .... , £ =D"'f

n

og herved kan man dels opskrive ligningerne

£, = £, , £’ =f5, ..., £, =f

n-1 n

og dels ved indszttelse i den oprindelige ligning fa

£ =D'f = - af, - a,f, - ... - a,f.

Disse ialt n linexre differentialligninger af ferste orden kan nu
med fordel opskrives pa matrixform £’ (t) = Af(t) sdledes

£, 0 1 0 ..iooo... 0 £,
£, 0 0 1 ..i...... 0 £,
£’ 8y -8y "@p..cc-aenn -a, 4 £

Skal dette ligningssystem le@ses, skal matricen enten diagonalise-
res eller (i det mindste) bringes pa jordans normalform. Hertil
skal vi bestemme samtlige egenvaerdier for matricen A.

Vi skal altsa bestemme det karakteristiske polynomium, dvs

p(A) = det(a - AE)

eller
-A 1 0O ...... 0 0
o - 1 ...... 0 0
0 0 -2 ...... 0 0
p(iA) = . . e e e
0 0 0 ...... -A 1
-a, -a; -a; .... -an_z—am—k

Ganges ferst alle sejler med (-1), og foretages herefter folgende
sejleoperationer:

S = 8,4 + ).sn, ....... , Sy = Sy + As,
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bliver

0o -1 0 ...... 0 0
0 0O -1 ...... 0 0
0 0 0 ...... 0 0
p(A) = (-1)" . . e e
0 0 0 ...... o -1
F(A) * * .. * *
hvor F(A) = a; + a,A + a,A> + .... + a _,A"? + A", og hvor * bety-

der et led uden interesse, da man udvikler determinanten efter
ferste sejle. Dette giver

p(A)
p(d)

(-1)"(-1)™F(A) (-1)"7
eller

(-1)"(@y + a;p + a,A% + ... + a A" + A"
Egenvardierne for matricen A er altsd samtlige redder i polyno-

miet p(A). Dette polynomium er pracis det samme, som optrader i
afsnit B.

Skal man herefter bestemme den eller de egenvektorer, som svarer

til den fundne egenverdi, skal man jo finde samtlige vektorer,
som opfylder

(A - AE)v, = 0.
Dette giver feolgende sammenherende ligninger

-Ax, +'x2 =0 , -AX, + X3 = 0

- agXy - @X, - ... - a X 4 - (a,., - A)x, = 0.
Disse ligninger kan omskrives til
- - _ 32
X, = AX, , x3—A.x2—Ax1 ,
— - 13 _ _ an-1
X, = Axy = Ax; , ..., X, = Ax = Ak,

og den sidste ligning pa forrige side omskrives herefter til

-x,(ag + ah + @At 4 L. o+ a A"+ AN = 0
eller
-x,p(A) = 0.
Da A er rod i det karakteristiske polynomium, er p(iA) = 0, og vi
kan derfor valge x, frit fx til x, = 1. Da bliver egenrummet sva-

rende til egenverdien A
E), - Sp{ (IIAIAZI . .,ln-ZIAn-1)T},
dvs uanset hvilken algebraisk multiplicitet A har, er gm(i) = 1.

Derfor vil matricen A transformere til en jordanmatrix med 1-tal-
ler over diagonalen netop for alle de egenvaerdier, som har alge-
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braisk multiplicitet sterre end 1.

I sadanne tilfzlde skal man altsd bestemme en vektor v,, som
opfylder

hvor jo v, = (1,4,A% ...,A""). Man fir da de sammenherende lig-
ninger

- Ax, + X, = 1 . - AX, + Xz = A

- agX, - X, - ... - (a4, - A)x, = A1

Disse ligninger kan nu omskrives til
X, = 1 + Ax, , x:,,=)~+).:'{2=2A+}.2x1
X, = A%+ Axs = 30% + A3x1 1 e e
X, = A" & Ax_ ., = A"2 + A"2(n-2 + Ax,) = (n-1)A"2 + A,
og den sidste ligning ovenfor omskrives herefter til

- x(ay + ah + ar? + ..o+ oa AT+ AN
- (a3, + 23,4 +3a;0% + ..+ (n-1)a ,A"% + nA™") =0

eller
- xp(A) - p'(A) = 0.

Er algm(A) = 2, dvs nar savel p(A) = 0 som p’ (A) = 0 kan en "syn-
tetisk" vektor fx valges til

v, = (0,1,24,32%, ..., (n-1)A"39)T,

(hvor man har sat x, = 0). Bemmrk, at vektoren v, ogsa kan frem-
komme af vektoren v, ved differentiation mht A.

Er algm(A) = 3 kan man tilsvarende bestemme en vektor v; af
(A - AB)vy = v,
En sadan vektor er fx
v; = (0,0,2,6A4,124%, ..., (n-1) (n-2)A"3)
Bemzrk, at vektoren v; ogsa kan fremkomme af v, ved differentia-

tion mht A.

Nir transformationsmatricen S er ferdigkonstrueret efter denne
recept, kan vi overga til lesning af differentialligningssystemet

£f/(t) = Af(t). Bemzrk, at vi udelukkende er interesseret i at
finde f, (forste koordinat i £). Benyttes som sadvanlig transfor-
mationen £(t) = 8g(t), vil differentialligningssystemet blive
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overfert i
g’ (t) = Jg(t)

hvor J er en jordanmatrix med l-taller lige over diagonalen i ne-
top de sejler, hvor der i S star en "syntetisk" vektor.

Er £ en egenverdi for A med algm(f) = k (> 1), vil som fer vist
gm(i) = 1, og derfor vil den kxk-delmatrix J, af J, som svarer
til £, have formen

E 1 0 0 0
0 £ 1 0 0
I = R,
0 0 0 ...E 1
0 0 0 ...0 £

og den del af differentialligningssystemet, som skal leses sva-
rende til £, bliver derfor

g’ (t) = Egy(t) + gp(t) , g’ () = Eg,(t) + gs(t)

9.’ (£) = Eg () + g (t) , g/ (t) = Eg (t)

Leses dette differentialligningssystem bagfra, finder vi at

= £t
g (t) = ce
g1 (t) = cteft + ¢ et
= G k-2 Et Et
g,(t) = (k-5) !t e’ + ... + Cye
— G+ k-14Et t t
g9, (t) = Gyt et + ... + oteft + ceft,

Da imidlertid den del af transformationsmatricen 8, som er knyt-
tet til egenvardien £, er en nedre trekantmatrix med et 1-tal pa
ferste plads i forste sejle (jfr udregningen af v,, v, osv), vil
man af transformationen £(t) = Sg(t) fa&, at

£,(t) = g,(t) + bidrag fra evrige egenvardier
dvs nulrummet for differentialoperatoren

L =D"+a D" +...+ aD + aD°
vil - svarende til egenverdien { - have feolgende basis
{eft, telt, ..., tkleflt}).

Dette resultat er identisk med resultatet midt pa side 6.
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Afsnit E: Supplerende opgaver

1. C% er rummet af alle reelle, kontinuerte funktioner. Der er
givet felgende delmzngder

F, = { £ec® | £(1)
F, = { £fec® | £(0)
F, = { fec® | £(0)

|
O R O
= et

£(1) = 0 }

Hvilke af disse me&ngder vil vere underrum i c0?

2. CP er rummet af alle reelle, p gange kontinuerte, differen-
tiable funktioner. Idet f’ betyder den afledede af £, defi-
neres felgende delmzngder

G, = { fec' | £/ + af = 0 }
G, = { fec' | £ + £2 = 0 }
G, = { £eC® | £" + af’ + bf = 0 }

0
0

hvor a og b er reelle tal. Hvilke af disse mengder vil vare
underrum i c'?

3. Fastleg samtlige reelle 2x2-matricer B, der vil kommutere
med matricen 1 2
BR=13 4

(dvs AB = BA). Vis, at mengden af sadanne matricer B vil

vere et underrum i M, ., og bestem underrummets dimension.

4. Idet P, er rummet af alle reelle polynomier af hegjst anden
grad betragtes de fire polynomier

Py (t)
p,(t)

2t + £, p,(t) = t?
t? -t - 1, ps(t) =t + 1

Vis, at disse fire er linezrt afh®ngige, og bestem et line-
e&rt uafhzngigt set af tre af disse polynomier.

Vis endelig, at ethvert element i P, kan skrives som line-
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arkombination af disse tre polynomier.

Man betragter vektorrummet C® over C. Der er givet felgende
st af vektorer )

s, = { (1,0,0); (0,1,1); (1,i,-1) }
SZ ={ (11'1:i); (iloll); (ollli) }
S; = { (i,i,1); (1,1,-1); (1,1i,0) }

Hvilke af disse ma&ngder er linezrt uafhzngige, og bestem
koordinaterne til vektoren (1,2i,-3) med hensyn til S,.

Vis, at hvert af felgende sat af polynomier i P; (rummet af
alle reelle polynomier af grad = 3) vil udgere en basis for
P;.
{1, 1 +¢t, t + t% t%2+ ¢3}
{1, 1 +t, 1 +¢t2 14+ ¢}

og fastlag koordinaterne til polynomiet p(t) = t3 - t2 i

forhold til hver af baserne.

Betragt vektorrummet € over R. Hvilken dimension har dette
vektorrum?

Angiv for hver verdi af det reelle tal a mazngden af lesnin-
ger til ligningssystemet

X + zZ + aw = 1
X+ Yy + Z = 1

Y+ 2 - w=1
X + Y - w=1

Bestem det reelle tal b sdledes, at ligningssystemet

X - v+ 2+ w=1
y+ 2+ w=20 '
-X + y - 4z + 5w =Db + 4

2x - 2y + 52 + bw = 1
har mindst en lesning, og fastlag for hvert sadant b samt-
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10.

11.

12.

13.

lige lesninger til systemet.

Angiv en basis for lesningsrummet for ligningssystemet

0
0,

X+ 2y - 3z =0 -X - 2Y + 32
4x + 8y - 12z = 0 X y + 5z

og bestem de talszt (b,,b,,bs,b,) ¢ R* for hvilke lignings-
systemet

X + 2y - 3z = b, -X - 2y + 3z
4x + 8y - 12z = Db Yy + 5z

b,
b

™
1

4

har mindst én lesning.

Bestem det reelle tal b sdledes at ligningssystemet

4X - 5y - 2z + 3w = 3
3x - 2y - 52 + 4w = 4
2x - 5y + 4z - w =D

har mindst én lesning. Bestem den fuldstandige lesning til
ligningssystemet med dette valg af b.

Bestem den fuldstandige lesning til ligningssystemet
Xy + 2X, + 3X3 + 4X, + 5X5 = 1

2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 + Xy =
3x1 + 4x2 + Sx3 + 5x4 + 2x5 = 3.

\S]

Der er givet matricen

‘2 1 0 -1
1 1 -1 1
A={o 1 1 o
1 1 -2 2

og bestem leosningsmengden til ligningssystemet Ax = 0.

Fastlaeg derpa vektoren b, saledes at ligningssystemet
AX = b har mindst én lesning.
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14.

15.

16.

17.

18.

Angiv for alle talpar (a,b) ¢ R? antallet af lesninger til
ligningssystemet

z - 2w = -1

X -y +
X + 2z - w= 2
Y+ Z + 2w = a
=X + Y- 2z +bw= 1

og leos derpad ligningssystemet for (a,b) = (3,2).

Nar M; ; er rummet af alle reelle 3x3-matricer, defineres en
linear afbildning f: M; ; - M; ; ved, at f(X) = M-X, idet
matricen M er fastlagt ved

1 0 1
M = 1 -1 0
0 1 1

Bestem nulrum og billedrum for afbildningen f.
Idet P, er rummet af alle reelle polynomier af hejst tredie
grad, defineres operatorerne Q,, Q,: P; » P; ved

t?pr (t) - 2tp’ (t) + 2p(t)
t?pr (t) - 2tp’ (t) + 3p(t)

Qp(t)
Q,p(t)

for alle reelle t. Bestem nulrum og billedrum for begge ope-
ratorer.

Lad de linezre afbildninger f: R* - R* og g: R* - R i en
passende valgt basis vere givet ved matricerne

1 2 1
3 1 -2 s 2 -5 -1
A=12 2 o B=(3 2 -s 1)
1 2 1

Vis, at B(f) = N(g), og fastle®g pa denne baggrund B(gf).

En line®r afbildning f: R* » R* er givet ved matricen
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19.

20.

21.

22.

2 1 o -1
1 1 -1 1
0 1 1 0
1 i -2 2

og bestem en basis for B(f), N(f) samt for B(f) N N(f), og
benyt dette til at bestemme en basis for B(f?).

En linear afbildning g: R* » R® er givet ved matricen

og bestem en basis for savel B(g) som for N(g). Godtger, at
B(g) = N(g), og bestem pd denne baggrund B(g?) .

Lad U og V betegne henholdsvis nulrum og billedrum for en
line®r afbildning g: R* » R* fastlagt ved matricen

1 1 -1 0
0 2 0 -1
5 3 -5 1
2 4 -2 -1

Angiv en basis for hvert af rummene U, V og U[lV. Fastlag
pad denne baggrund en basis for billedrummet for g?°.

De linezre afbildninger f,g: R* - R* er i en passende valgt
basis givet ved matricerne

T 2 -1 -2 3 3 3 2

4 7 5 -10 0 3 3 1

-3 -5 -6 8 4 5 5 3

-3 -6 3 6 i -1 -1 0
Vis, at B(f) = N(g) og at B(g) NN N(f) = {0}, og bestem-

B(gf) og B(fg).

Lad U og V vare nulrum og billedrum for den linezre af-
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23.

24.

25.

bildning f: R* » R*, der er fastlagt ved matricen

-1 0] 2 -1
i -2 -4 -1

1 2 0 3°
. 0 1 1 1})

Angiv en parameterfremstilling for hvert af rummene U, V og
U0l V, og fastleg endelig billedrummet for afbildningen f2.

En linezr afbildning f: R* » R* er i standardbasen fastlagt
ved matricen

1 0 1 -1
-1 2 1 -5
0 1 1 -3
2 1 o -2
Bestem en basis for sdvel nulrummet - N(f) - som billedrum-

met - B(f) - for denne afbildning.

Bestem tillige en basis for N(f) | B(f) samt en basis for
billedrummet svarende til afbildningen f2.

Den linezre afbildning g: €® - €® har med hensyn til stan-
dardbasen matricen

e 4 2-21
A = i 0 2

31 21 6+
hvor c € C.
a) Vis, at A er invertibel for c = 1.
b) Bestem for ethvert ¢ nulrummet N(g) og billedrummet

B(g) for afbildning g.

c) Vis, at N(g) n B(g) = {0}, og bestem billedrummet

B(g?) for afbildningen gZ.

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, er de fire differentialoperato-

rer L,, L,, L;, L,: C® » C® givet ved
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26.

27.

Lf = £" - 2f’ - 3f

L,f = £" - 2f’ + £

L,f = £" - 2f’ + 5f

Lf =1£"+ £
Bestem en basis for hvert af nulrummene N(L,), N(L,) og
N(L;) . Fastlag dernzst en basis for hvert af nulrummene

N(L,oL,) og N(L,oL,).

C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: C® » C® er for al-
le tal a, b € R givet ved

Lf = £* + af’ + bf.
Bestem tallene a og b, nar funktionerne

¢, (t) = et og @,(t) = e

er basis for nulrummet N(L). Bestem tillige en basis for
nulrummet, hvis a = 7 og b = 10.

En line®r afbildning g: R* » R® er i standardbasen givet ved
matricen :

i -2 -2
B = 1 4 1
1 1 4

Vis, at de tre vektorer
u, = (1,-1,0) , u, = (2,-1,-1) , uy = (0,0,-1)
kan vaelges som basis i R®.
Et element x ¢ R* har i standardbasen et koordinatsat X, 09
i u-basen - {u,,u,,u;} et koordinatsat x,6. Fastlag koordi-
natskiftematricen P, sdledes at
x, = Px

u S

Fastleg endelig den til g svarende matrix i u-basen.
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28.

29,

30.

Vis, at wvektorerne
b1 =(11111) ’ bz = (—11011) ' b3 = (2111_1)
vil vare en basis for R3.

En linear afbildning g: R* » R’ er i standardbasen {e,, e,,e;}
givet ved

gle,) = 2e, + e
gle;) = e, + e,

Opskriv den til g svarende matrix i standardbasen, og fast-
leg tillige den til g svarende matrix i forhold til b-basen
- {b,,b,,bs}.

I R* er der udtrykt i standardbasis givet fire vektorer

v, = (0,2,2,0) v, = (1,0,0,-1)
vy = (0,2,-2,0) v, = (1,0,0,1)

Vis, at v = {v,,v,,v5,v,} kan valges som basis for R.

En linear afbildning G: R* » R* er i denne v-basis fastlagt
ved

G(v,) = -2v, G(v3) = 4v,
G(vz) = -2V, + Vv, G(va) 4v, + Vg

Opskriv den til G svarende matrix i v-basen, og find der-
nest den til G svarende matrix i standardbasen.

Fastlag det reelle tal a, saledes at matricen

1T o 1"
2 1 3
0 5 a

vil have egenvardien -1.
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31.

32.

33.

34.

35.

Lad A, , betegne matricen

s 1 0
1 -3 1
0 1 t

Bestem tallene s og t, nar vektoren (1,1,1l) er egenvektor
for matricen A ., find derpa samtlige egenvaerdier for ma-
tricen. Er det muligt at bestemme en basis for R® af egen-

vektorer for matricen?

Bestem samtlige egenvardier til matricen

2 i -1
B = 1 1 -1
1 1 0

og bestem de tilherende egenvektorer. Kan man fastlagge en
basis af egenvektorer for B?

Der er givet en lineer afbildning L: C® - C%® ved
Lf = (D® + 4D. + DY) £.

Vis, at funktionen ¢(t) = te™® tilherer egenrummet svarende
til egenverdien -3, og bestem derpa en basis for dette rum.

C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: C® » C® er givet
ved

Lf = (D3 - 3D - 2D%)f.

Fastl®g en basis for nulrummet N(L) samt en basis for egen-
rummet svarende til -4.

C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: C® -» C® er givet.
ved

Lf = (D* + 2D? + DY) E.

Vis, at det tilherende polynomium vil have redderne { og -i
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36.

37.

38.

med multiplicitet 2, og fastlag derpa en basis for nulrum-
met - N(L) - af reelle funktioner.

Idet C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte diffe-

rentiable funktioner, defineres en operator L: C® - C%® ved
LEf = (D’ + aD + bD") £

hvor a, b € R. Bestem a og b saledes at funktionen
a: t » te?t

er egenfunktion for L svarende til egenvardien 8, og fast-

l®g endelig en basis for egenrummet for L svarende til e-
genvardien 8.

C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner. Vis, at funktionen
a: t » tcost
tilherer nulrummet for operatoren L: C® » C® givet ved
LEf = (D* + 2D% + DO) £,

og fastlaeg herefter en basis for nulrummet. Fastlag tillige
en basis for egenrummet svarende til egenverdien 1.

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres for alle reelle talpar
(a,b) en lineare operator L: C® -» C® ved

Lf = (D® + aD + bD%) f.
Fastleg talparret (a,b), saledes at funktionen

B: t » e‘cos2t
tilherer nulrummet for L, og bestem derpa en basis for nul-

rummet, samt en basis for egenrummet svarende til egenvar-
dien -10.
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39.

40.

41 .

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres en linear operator
L: C*° » C® ved

Lg = (D - 3D + 2D%g.
Fastleg en basis for nulrummet for L. Da funktionen

a: t » tet
tilherer et egenrum for L, bestem sa den tilherende egen-

verdi samt en basis for egenrummet.

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres for alle a,b € R en
operator L: C® » C%* ved

Lf = (D? + aD + bDO)f.
Bestem tallene a og b, saledes at funktionen

R: t » tet

er egenfunktion for L svarende til egenverdien -4, og
fastleg derpa en basis for nulrummet for L - N(L).

En anden operator M: C® » C® er defineret ved
ME = (D + 3D°) £
Bestem endelig en basis for nulrummet svarende til den

sammensatte operator MoL.

C® er rummet af alle reelle, vilkdrligt ofte differentiable
funktioner. En linezr differentialoperator L p& dette rum
er givet ved

L = D - 2D + D°.
Bestem en basis for nulrummet - N(L), samt en basis for

egenrummet for L svarende til egenverdien -4.

39



42.

43.

44 .

Bestem endelig en basis for egenrummet for operatoren LoL
svarende til egenverdien 16.

C® er rummet af alle reelle, vilkadrligt ofte differenti-
able funktioner. P4 dette rum er givet en fjerde ordens
lineer differentialoperator L, ved

L = D* + a,0° + a,D® + a,D + ayd’, a; € R.

Om denne operator L oplyses, at

a) funktionen a: t » t tilherer egenrummet for L svarende
til egenvardien 4/3, og

b) funktionen R: t - te'! tilherer nulrummet for L.

Fastlag pad denne baggrund differentialoperatoren L.

P, er rummet af alle reelle polynomier af hejst tredie grad
P& dette rum defineres for alle heltallige vardier af n en
linear operator L, ved

Lp(t) = (1 - t)p"(t) - 2tp’(t) + mp(t).

Bestem de til L svarende egenvardier og egenpolynomier, og
fastleg de vaerdier af n, for hvilke L vil vere invertibel.

Bestem endelig for n = 6 og for n = 8 - om muligt - et po-
lynomium p, der opfylder ligningen

Lp(t) = 5t3 + 3t2,

[Vink: Man kan med fordel benytte en til L  svarende ma-
trixrepresentation].

Idet C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differen-
tiable funktioner, defineres for alle reelle tal a og b den
line®re operator L: C®¥ -» C% ved

L = (D? + aD + bD%) oD.

2t

Funktionerne f: t » te' og g: t » e? er egenfunktioner

40




45.

46.

47.

48.

for L. Bestem den tilherende egenvardi samt konstanterne a
og b.

Fastleg endelig en basis (af reelle funktioner) svarende

til nulrummet for L - N(L).

Med C® betegnes vektorrummet af alle reelle, vilkarligt of-
te differentiable funktioner, defineret pa R. For alle re-
elle tal a og b defineres en operator L: C®° - C%® ved

L = D° + aD? +5D + bDC.

Det oplyses, at funktionen ¢ givet ved ¢(t) = te' tilherer
nulrummet N(L).

a) Vis, at a = 4 og b = 2.
b) Bestem for a = 4 og b = 2 en basis for egenrummet for

L heorende til egenverdien 2.

Bestem det reelle tal s sdledes, at matricen

2 s -1
-1 1 0
s 0 1

har egenverdien -1. Bestem i dette tilfelde alle egenverdi-
er og egenvektorer. Kan matricen diagonaliseres?

En line®r afbildning f: R* - R* er i den sadvanlige basis
givet ved matricen
1 o -2 2"

0 1 2 -2
-2 2 1 0
2 -2 0 1

Fastla®g en basis for R*, som bestar udelukkende af egenvek- -
torer for £f.

Vis, at matricen
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49.

50.

51.

kun vil have én egenvardi og én egenvektor, og bestem derpd
en basis for R3, s& B vil blive transformeret over i en
jordanmatrix.

Vis, at matricen

1 -2 -2
B = 1 4 1
1 1 4

kun vil have én egenvardi med to linezrt uafhzngige egen-
vektorer, og bestem derpd en basis for R?, sa B vil blive
transformeret over i en jordanmatrix.

En line®r afbildning g: B® » R® er givet ved matricen

-11 1 2
4 -11 -4
-4 2 -5

Vis, at g kun vil have én egenvardi, samt at den til g sva-
rende matrix ikke kan diagonaliseres.

Fastleg derpd en basis for R?®, s& den til g svarende matrix

i denne basis vil vare en jordanmatrix, og opskriv endelig
denne jordanmatrix.

De to matricer V og U er givet ved

0 1 0 0 0 1 1 1
velO 0 1 0 g-|0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
Bevis, at U =V + V2 4 V3, ot =V =0 '
og UV =VO=0-1V.
Setter vi A, = E + tV og B, = E + tU
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52.

53.

54.

vis da, at B,' = A .

Vis endelig, at det for alle reelle t F 0 galder, at A, er
jordans normalform for B,, og bestem en matrix S, sa

= -1
B, = SAS, .

Den lineare afbildning F: R* > R* er i den sadvanlige basis
givet ved matricen

1 0 0 3
2 i -3 0
0o -3 1 -2
3 0 0 1

Vis, at afbildningen F vil have det karakteristiske poly-
nomium

P(A) = (A - 4)2(A + 2)2
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres, og fastleg en-

delig en basis i R*, siledes at den til F svarende matrix
i denne basis vil vare pa Jordans normalform.

Vis, at matricen

o o0 2 4
0 0 -2 0
A=1o -2 0o o
1 -1 0 0

vil have det karakteristiske polynomium
p(d) = (A% - 4)?,
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres, og foretag et

basisskifte, sa matricen vil transformere til en jordanma-
trix. '

Den line®zre afbildning f: R* - R* er givet ved matricen

9 -10 -5 -6
6 -7 -5 -6
A =
-11 i0 8 11
11 -10 -5 -8
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55.

56.

57.

58.

a) Vis, at A har det karakteristiske polynomium
p(d) = (A - 3)%3(a + 2)2
b) Vis, at A ikke kan diagonaliseres.
c) Bestem en basis for R*, s& matricen for f med hensyn

til denne basis er pa Jordans normalform.

Bestem den lesning til det lineare differentialligningssy-
stem

£,' = 2£, + £, - £,
£, = £, + £, - £
£;' = £, + £,

som opfylder, at £(0) = (3,2,1).

Bestem den lesning til det lines®re differentialligningssy-
stem

g1' —1lg1 + g, + 2g3
g, = 4g, - 11g, - 4g;
g3’ -4g9, + 29, - 59;

som opfylder, at g(0) = (1,2,-1).

Bestem samtlige egenvardier for matricen

-2 0o -1

A= {1 -3 1

1 o -4/
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.
Fastleg derpd en basis for R® siledes, at den til A svaren-
de matrix i denne basis vil vere en jordanmatrix, og benyt
fx det ovenfor viste til at bestemme den lesning til det

lineare differentialligningssystem

£/ (t) = Af(t), hvor f£(0) = (0,1,2)7.

Der er givet matricen
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59.

60.

2 0 0 -3

a- [l 2 0o -3
1 0o 2 3

0 0 0 3

Vis, at A ikke kan diagonaliseres.

Vis dernast, at A ved et passende basisskifte kan bringes
pa jordans normalform.

Benyt fx dette til at lese differentialligningssystemet

£/(t) = Af(t), med £(0) = (1,1,1,1).

Vis, at matricen
-4 -1 1 2
1 -2 0 -1
-1 o -2 1
0 -1 1 -2

vil have det karakteristiske polynomium
plp) = (p + 4)(p + 2)3,

og vis tillige, at egenrummet svarende til egenvardien -2
vil have dimension 2.

Foretag derpd et basisskifte, saledes at matricen A vil
transformere til en jordanmatrix, og benyt fx dette til at
bestemme lgsningen til differentialligningssystemet

£’(t) = Af(t), hvor £(0) = (0,1,2,0).
Vis, at matricen
-3 1 -1 2
1 -1 0o -1
-1 o -1 1
0 1 -1 -1

vil have det karakteristiske polynomium

Pp(A) = (A + 3) (A + 1)3
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61.

62.

63.

og vis endvidere, at matricen A ikke kan diagonaliseres.
Foretag derpd et basisskifte, saledes at matricen A trans-
formeres til en jordanmatrix, og benyt f£x dette til at vi-

se, at samtlige lesninger til differentialligningssystemet

£/ (t) = Af(t) vil konvergere mod 0 for t -> w.

Bestem samtlige egenverdier inden for C for matricen

- =)
oo 0o M
H R o o
]
'—I

og vis, at A kan diagonaliseres inden for C, og benyt fx
dette til at bestemme den reelle lesning til differential-
ligningssystemet

£r () = Af(t) , £(0o) = (1,-1,1,0).

Bestem samtlige egenverdier for matricen

1 0 1 2
A = 0 1 -2 0
0o -2 1 0
2 -1 0 1

og vis, at matricen A ikke kan diagonaliseres.

Fastleg derpd en basis i R* siledes, at den til A svarende
matrix i denne basis vil vere pa jordans normalform.

Benyt fx dette til at bestemme den lesning til det line=re
differentialligningssystem

£' (t) = Af(t) med £(0) = (1,2,0,-1).
Lad A vare matricen givet ved
'L 2 3 4 5
(5 4 3 2 1
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64.

65.

66.

og lad £ og g vare de lineare afbildninger svarende til
henholdsvis A og A'.

Bestem ortogonale baser for nulrummet for f - N(f) - og for

billedrummet for g - B(g). Vis, at disse to baser udger en
ortogonal basis for R°.

Lad B betegne matricen

a 1 0
B=4{1 b 1
0 1 c

hvor (a,b,c) er et sat af komplekse tal, hvorom det gzlder,
at (1,1,1) er en egenvektor for B. Find samtlige egenvaerdi-
er for B.

Afger hvornar B er regular, og vis, at nulrummet i modsat
fald har dimension 1.

Begrund, at enhver basis bestaende af egenvektorer vil vere
ortogonal, hvis a, b og c er reelle tal.

En lineer afbildning f: R* - R* er fastlagt ved matricen

1 2 3 -7
0 1 2 -4
-1 0 1 -1
1 -2 -5 9

Bestem en ortogonal basis for bade billedrummet - B(f) - og
nulrummet - N(f) - for denne afbildning.

Vis, at disse baser tilsammen vil udgere en ortogonal basis

for R*, og fastlag endelig en basis for billedrummet sva-
rende til afbildningen f2.

I B’ er de to underrum U og V givet ved

c
i

sp{(1,0,1,0,-2);(2,0,0,1,-3);(p,1,0,0,-4)}
sp{(-1,3,1,2,0);(-3,1,-1,0,q)}

<
Il
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67.

68.

Fastl®g konstanterne p og q, saledes at U . V. De her fund-
ne verdier af p og g anvendes i det felgende, og bestem
derpa en ortogonal basis for sivel U som V.

Fastla®g endelig en mulig matrix for en linear afbildning
F: R® » R’°, hvor V = B(F) - billedrummet for F - og en ma-
trix for en linear afbildning G: R’ - R}, hvor U = N(G) -
nulrummet for G.

En linear afbildning f: R* - R* er i en passende valgt basis
givet ved matricen

-1 1 1 1
1 -2 -1 12
1 -1 -1 -1
1 1 -1 -5

R* er i det folgende forsynet med det sadvanlige indre pro-
dukt. Vis da, at N(f) . B(f) - dvs at nulrum og billedrum
for £ vil vere ortogonale.

Fastleg derpd en ortogonal basis for savel N(f) som B(f),
og vis at disse baser tilsammen vil vere en ortogonal basis
for R‘.

Fastleg tilslut en ortogonal basis for B(f?) - billedrummet
for afbildningen fof.

Rummet R* tznkes forsynet med standardbasen. I R* er givet
underrummene

U = Sp{ (1121_111) H (3111012)}
V = sp{(1,1,1,-2);(3,0,2,-1)}
Vis, at dim(U n V) = 1, og fastleg en basis for U n V.

Fastlag dernast en ortogonal basis B = {bwka,b33%} i R4,
sdledes at b,, b, € U og b,, by € V.

1!
Om en linexr afbildning f: R* » R* vides, at
N(f) = U og B(f) =V

Fastlag pa denne baggrund en mulig matrixreprasentation for
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69.

70.

71.

f i B-basen, og bestem endelig med den valgte matrix en ba-
sis for B(f?).

En linear afbildning f: R* » R* er i standardbasen givet ved
matricen

[
o

N = =
|
'—I

Bestem en basis for nulrummet N(f) og billedrummet B(f), og
vis at dim(N(f)nB(f)) = 1.

Fastlag dernast ortogonale baser for savel N(f) som B(f),
(benyt fx at dim(N(f)nB(f)) = 1), og fremstil endelig en
ortogonal basis for hele R*, som indeholder ortogonale ba-
ser for N(f) og B(f). '

P.[-1,1] er vektorrummet bestaende af alle reelle polynomi-
er af hejst 3. grad givet pd intervallet [-1,1]. P& dette
rum defineres det indre produkt

1
<p,q> =_[p(t)q(t)dt.
-1

Fastlag en ortogonal basis for underrummet
Q= { pep; | P(1) = 0 A p(-1) =0 }.

Beskriv dernast de polynomier, der tilherer Q! (det orto-
gonale komplement til Q) og vis, at polynomierne

a(t) =582 -1 -, R(t) = 7t - 3t
er en ortogonal basis for Ot.

De ortogonale baser i Q og QL valges nu som basis for Ps.
Bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet

plt) = £2 + 3.

P,[-1,1] er vektorrummet bestaende af alle reelle polynomi-
er af hejst 2. grad givet pa intervallet [-1,1]. P& dette
rum defineres det indre produkt
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72.

1
<p,qg> = J-p(t)q(t)dt.
-1

Med Q betegnes det underrum, der udspazndes af polynomierne
a(t) =t + 1 , B(t) = t2 - t.

Vis, at {a,8} er en ortogonal basis for Q.

Bestem derpd en basis for det ortogonale komplement til Q -
kaldet Ql.

Man velger nu disse baser for Q og QL som basis for hele
P,, og bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet

pit) = 2 - 3.

Med P,[-1,1] betegnes vektorrummet af alle reelle polynomi-
er af hejst 2. grad, defineret pa intervallet [-1,1]. Rum-
met P,[-1,1] forsynes med det szdvanlige indre produkt gi-
vet ved

1
<, q> = Jp(t)q(t)dt.
-1

Polynomierne p,, p, og p; defineres ved

p,(t) = 2t-1, p,(t) = t%3, pg(t) = 5t2-8t-7.
a) Vis, at {Pufhlps} er en basis for P,[-1,1].
b) Bestem koordinaterne for polynomiet p(t) = 3t2-2t-3

med hensyn til basen {p,,p,,Ps}-

c) Lad U vere underrummet U = Sp{p;} af P,[-1,1]. Bestem
en basis for underrummet

V = { qep,[-1;1] | q(%) = 0 },

og vis, at V = U*, dvs at V er det ortogonale komple-
ment til U.

d) Bestem endelig ortogonalprojektionen af p, pa U'.
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Opgave A1l.

Lad U og W betegne endelig-dimensionale underrum af et reelt underrum V og lad
Uy,...,U, OQ W,,...,W,, betegne baser i henholdsvis U og W. Betragt deimeengden L af det
reelle talrum R**™ givet ved

L = {(a,,....8,D...0n) eR“ ™A U, +... +3,U, = bW, +...+bw,}

og lad afbildningen T: R**™ - V veere defineret ved

T(@,,....a,b,,..0,) = au,+...+au, for (a,,...,8.b,,...0,) eR*™

Vis, at L er et underrum af R*™.

Vis, at T er en lineeer afbildning.

Vis, at T afbilder L bijektivt pa2 UnW.

Vis, at hvis x,,...,X, er en basis for L, da er T(x,),...,T(x,) en basis for UnW.

Betragt de linesere afbildninger L, Ly R® » R* givet ved matricerne

Bestem baserne for billedrummene R(L,) og R(L;) samt for deres feellesmaeng-
de R(L)NR(Ly).

Opgave A2.
Betragt for ethvert a ¢ R matricen
3212
2321
A= 11232
at123

Idet a repraesenteres pa formen a = 2c® - 6, hvor ¢ € C, skal det vises, at A
har det karakteristiske polynomium :

p(A) = (A -2 -4 + 2C)(A - 4 - 2¢).
Angiv de vaerdier af a, hvor p(i) faktoriserer helt over R.
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Bestem de veerdier af a, for hvilke A er diagonaliserbar.

Bestem for de veerdier af a - hvor det er muligt - en ortogonal matrix Q og en
diagonalmatrix D, séledes at Q'AQ = D.

Bestem for enhver ikke-negativ reel vaerdi af parameteren c en Jordan normal-
form af A (men ikke en tilhgrende Jordan basis).

Bestem for ¢ = 1 en invertibel reel matrix Q, sdledes at J = Q'AQ er en Jor-
dan normalform af A.

Bestem for ¢ = 1 de funktioner, f: R = R*, der er fastlagt ved
f(t) = Af(t) for allet € R.

Bestem endvidere den, der tilige opfylder f(0) = (-1,6,-5,0).

Opgave A3.

Lad vektorrummet C([-1,1]) af alle kontinuerte funktioner pa intervallet [-1,1] veere
forsynet med det indre produkt

<fg> = j' f(hg(t)at.

Lad endvidere afbildningen S: C([-1,1]) » C([-1,1]) veere defineret ved

(SH)(x) = f(-x) for alle f e C([-1,1]) og x € [-1,1]

og lad L og U betegne delmaengderne af C([-1,1]) givet ved

og

a)
b)

c)

d)

L = {f e C([-1,1]) [f(-x) = f(x) for alle x € [-1,1]}
U = {f e C([-1,1])|f(x) = -f(x) for alle x € [-1,1]}.
Ger rede for, at S er lineser, og bestem S°,
Bestem samtlige egenveerdier for S, og beskriv de tilhgrende egenrum.

Vis, at L og U vil veere uendelig-dimensionale underrum af C([-1,1]), og ger
rede for, atL L U -dvs <f,g> = Oforallefe Logg e U.

Vis, at C([-1,1]) = L ® U - den direkte sum af L og U.
Vis,atL+t = Uog Ut =L

Vis, at afbildningerne

52




P,=(+S)/2 og P,=(1-5)/2

er ortogonale projektioner af C([-1,1]) p& henholdsvis L og U.

Opgave AA4.

Lad P,(C) betegne det komplekse vektorrum bestaende af alle polynomielle funktioner
fra R ind i C af grad hgjst n.

Lad p,,py,---,Pn € P,(C) 0g betragt funktionen w: R » C defineret ved
w(t) = det(M(t)) for alle t e R,
hvor M(t) betegner (n+ 1)x(n+ 1) matricen givet ved

Po) P:) Po() - Palt)
pé(t) p?.(t) Paf) ... PV
M) = _po(t) 91(t) F:)z(t) ?n(t)
o) B0 P - B,

Her betegner p®™ den n'te afledede af polynomiet p.

-a) Gar rede for, at hvis p,,p,.,---,P, ikke er en basis for P (C), da er w(t) = O for alle
teR o
b) Bestem funktionen w i det tilfeelde, hvor p,,p,,....P, er lig standardbasen for

P.(C), dvs i tilfeeldet, hvor p,(t) = t“for k = 0,1,2,...,n.

C) Seet q,(t) = t“for k = 0,1,2,...,n. Gar rede for, at der eksisterer en matrix
A € M, 1,0:1(C), séledes at

Po(t) Qo(t)
| = A foralle te R
Pa(t) L Gn(D)

d) Vis, at hvis saettet p,p,.,..-,P, €r en basis fot P (C), sé er funktionen w konstant
med veerdi forskellig fra nul.
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Opgave B1.

Der er givet matricen

—~0oo N
canO
onvoo

hvor a er et reelt tal.

a) - Vis, at det karakteristiske polynomium p(A) svarende til A for alle veerdier af a
er givet ved

P(R) = (2-2)°@3-4).
b) Vis, at A ikke er diagonaliserbar.
Cc) Bestem for hver veerdi af a en til A svarende jordanmatrix J.
| det felgende antages, at a = -2.
d) Bestem en invertibel matrix Q, sdledes at J = Q'AQ.
e) Fastlaeg den differentiable funktion f: R - R*, der opfylder

fit) = Af(t) for alle t € R og f(0) = (3,-3,-2,2).

Opgave B2,

P& C®(R) - rummet af alle reelle, vilkérligt ofte differentiable funktioner - er den linegere
afbildning D defineret ved

Den identiske afbildning benzevnes D°.
P& C®(R) betragtes underrummet

V = N((D-D%")
dvs nulrummet for den linesere afbildning (D - D"

a) Bestem en basis R for V.
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P& V defineres de linezere afbildninger U,T: V - V givet ved
U=D?*-D° og T =D?+ D"
b) Vis, at U ikke vil veere injektiv, men at T er injektiv.
C) Bestem den til T svarende matrix i forhold til den fundne basis £.
d) Fastleeg en basis y for V, séledes at den til T svarende matrix i forhold til
denne basis y vil veere en jordanmatrix.
Opgave B3.
Man betragter M,,,,(C) - rummet af alle nxn matricer over C.
En reel matrix M kaldes en stokastisk matrix hvis
- M, = O for alle i,j = 1,2,..,n (dvs alle elementer i M er ikke negative), og

- M, + M, + ... + M; = 1forallej = 1,2,..,n (dvs summen af elementerne i
hver sgijle bliver lig 1).

Lad u veere sgjlevektoren, hvor alle n elementer er 1, og vis da falgende tre udsagn:

a) Nar M er en reel matrix med ikke negative elementer, da er M en stokastisk
matrix hvis og kun hvis Mu = u.

b) Hvis M og N er stokastiske matricer, da vil ogsd MN og MP (p er et naturligt
tal) veere stokastiske matricer.

c) A = 1 vil altid veere egenvaerdi for en stokastisk matrix.

For en matrix A € M, .(C) defineres en norm af A ved
1Al = max{|A;l:ij = 1,2,..,n}.

Vis, at normen opfylder falgende fire betingelser

di1) Al = 0 og [|All = 0 hvis og kun hvis A = O
d2) IcA| = |c|-|A] hvorc e C

d3) IA + Bl s JA] + B

d4) IAB] = nJAjIB|
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e) Er M igen en stokastisk matrix, skal man vise, at [M| < 1 og at |[MP| < 1 for
alle naturlige tal p.

Da en reel matrix M kan opfattes som defineret over C, vil det karakteristiske
polynomium for M faktorisere helt, og M vil derfor altid veere similar med en
jordanmatrix J, dvs der findes en invertibel matrix Q sa
J = Q'MQ.
f) Vis da, at J> = Q'MPQ, samt at der vil findes et positivt tal c, sdledes at
IJ°| s ¢ for alle naturlige tal p.

Q) Vis da, at enhver jordanbiok i J svarende til egenveerdien 1 vil veere 1x1, og

h) at alle egenvaerdier A for M (og J) vil opfylde |A| < 1.

Opgave B4.

Vi betragter C®([-w,]) - rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable funktioner pa
intervallet [-m,m].

a) Er h ¢ C®([-m,7]) vis da, at

-hvis h er en ulige funktion, er J “h(t)dt = 0,

P& C®([-w,n]) defineres det saedvanlige indre produkt
<ig> = rf(t)g(t)dt
Endvidere betragter vi underrummet

M = span{ cos(t), sin(t), tcos(t), tsin(t) }

b) Undersag om disse fire funktioner er parvis ortogonale.
C) Bestem en ortogonal basis for det underrum, der er udspesendt af de tre farste
funktioner.

d) Udvid derpad denne ortogonale basis til en ortogonal basis for M.

Vi definerer den lineaere afbildning T: C*([-7,7]) » C®([-m,7]) ved
T=D*+D°

(den samme afbildning som i opgave 2).
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e) Vis, at M vil veere et T-invariant underrum i C®([-m,]).
f) Vis, at M indeholder to T-cykliske underrum af dimension 2.
Q) Kaldes disse to T-cykliske underrum M, og M,, vis da at
M,:M, og M=M &M,
h) Bestem endelig den ortogonale projektion af funktionen h(t) = t p& hvert af
underrummene M, og M..
Opgave C1.

Der er givet matricen

1 -8 -1 4\

-4 7 9 -5

(00 1 0|
\-8 20 18-13)

a) Vis, at det karakteristiske polynomium p(i) svarende til A er givet ved
p(a) = (1-A)%3 + A)>

b) Vis, at A ikke er diagonaliserbar.

C) Bestem en til A svarende jordanmatrix J.

d) Bestem en invertibel matrix Q, séledes at J = Q'AQ.

e) Fastleeg den differentiable funktion f: R - R, der opfylder

Pit) = Aft) forallete R og f(0) = (3,-3,-2,2).

Opgave C2.
| det felgende betragtes et endelig-dimensionalt vektorrum V. To linezere afbildninger

T og U pa V kaldes samtidigt diagonaliserbare, hvis der findes en ordnet basis « for
V, séledes at

[Tl. og [Ul.

er diagonalmatricer.

a) Antag nu, at afbildningerne T og U er samtidigt diagonaliserbare, og vis da at
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ut = TU.

| det felgende antages det, at afbildningerne T og U er diagonaliserbare og endvidere
at UT = TU. (Og vi skal vise, at T og U er samtidigt diagonaliserbare).

b)

c)

d)

Betragt nu et vilkarligt egenrum E, for T, og vis, at dette egenrum vil veere U-
invariant.

Lad W veere et U-invariant underrum i V, og lad v,, v,, ..., v, veere egenvektorer
for U svarende til forskellige egenvaerdier. Er nu

Vi +V, + .o+ v e W

visda, atv,e Wforallei = 1, 2, ..., k. (Det kan med fordel vises ved induktion
efter k).

U er som bekendt diagonaliserbar, vis da, at U,, - dvs U’s restriktion til det U-
invariante underrum W - ogsa vil veere diagonaliserbar. (Benyt fx de karak-
teristiske polynomier for U og U,, samt resultatet fra punkt c).

Vis nu, at man kan bestemme en basis for E, af egenvektorer for U, samt at
T og U hermed er samtidigt diagonaliserbare.

Der er givet falgende to matricer

2 -4 -4 133

-1 5 1 2 0 2

33 1 \-1 -1 3,
Undersag om de vil veere samtidigt diagonaliserbare. (Hvorfor kan resultatet
fra punkt e benyttes i denne sammenhzaeng?).

Opgave C3.

Rummet R* er forsynet med standardbasen. For ethvert reelt tal p defineres feigende
to underrum i R*

a)

u

span{(1,2,-1,p);(3,1,0,2)}

\

i

Span{(1 1 sp"2);(3s0:2"1 )}

Bestem de tal p for hvilke dim(UnV) = 1, og fastleeg i hvert enkelt tilfeelde en
basis for UnV. 0

Rummet R* er endvidere forsynet med det saedvanlige indre produkt. | det falgende
benyttes kun én af de fundne veerdier for p - veelg selv.
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b)

d)

Fastleeg nu en ortogonal basis b = { b,, b,, b,, b, } for R*, séledes at elemen-
terne i basis opfylder

b,b,e U og b, b,eV.
Om en linezer afbildning S: R* » R* oplyses det, at
B(S)=V og N(S)=U

hvor B(S) er billedrummet og N(S) er nulrummet for S. Endvidere oplyses det
om afbildningen S, at

S(b;) =-2b; og S(b,) =b,-b,
Fastlaeg p& denne baggrund en matrixrepreesentation for S i b-basen.

Redeger for at S ikke kan diagonaliseres, og bestem den til S svarende
jordanmatrix samt en jordanbasis udtrykt i b-basen.

Fastleeg endvidere en matrixrepraesentation for S i standardbasen. (Benyt fx
en ortonormal basis, der svarer til b-basis).

Bestem endelig en basis for billedrummet af S°.

Opgave C4.

Betragt vektorrummet M, ,(R) - dvs rummet af alle reelle 3x3 matricer.

a)

b)

Vis, at der ved <A,B> = tr(B'A)

er defineret et indre produkt p& M, ,(R). (B betegner den transponerede matrix
til B).

Betragt derpa delmaengderne

S = {A e My,(R)| A" = A}
0g

T={Ace Maxa(R” AT

-A}

Vis at S og T er underrum i M, ,(R) og at M, ,(R) = S @ T. Hvad er dimen-
sionen af S?

I rummet S er nu givet de to matricer

010 001
A= |10 1 B= (010
010 ~\100
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d)

€)

-9)

Fastizeg da <AB>, |A| og [BI.

| rummet S betragter vi U = span{A,B} og U+. Fastlaeg de krav som elemen-
terne i U+ ngdvendigvis skal opfylde. Hvad er dimensionen af UL?

Fastlaeg p& denne baggrund en ortogonal basis for U+.
Vis endvidere, at T = S+.

Fastieeg endelig fourierkoefficienterne for matricen

2 -1 4
-1 3 3
-4 3 -2
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