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Formalet med projektet er at belyse hvordan Eulers indfgrelse af differen-
tialregningen adskiller sig fra den moderne indfgrelse af differentialregnin-
gen. Desuden at undersgge i hvilken grad Eulers indfgrelse var praeget af
samtiden.

P4 baggrund af en beskrivelse af funktionsbegrebet, kontinuitetsbegre-
bet og grensevaerdibegrebet for henholdsvis Euler og den moderne mate-
matik sammenligner vi de to indfgrelser af differentialregningen. Ud fra
en gennemgang af matematikkens problemer i 1700-tallet undersgger vi
hvilke mulige arsager der kan ligge til grund for problemerne i Eulers
indfgrelse af differentialregningen.

Vores konklusion blev at Eulers og den moderne indfgrelse adskiller
sig fra hinanden p3 den del omrader. Eulers indfgrelse af differentialreg-
ningen er bl.a. udelukkende baseret pa den algebraiske analyse, hvorimod
den moderne tager udgangspunkt i geometrien. Eulers indferelse adskiller
sig ogsa fra den moderne i form af hans definitioner, begreber og forud-
satninger.

Yderligere konkluderer vi at Eulers indfgrelse til dels kan forklares
ud fra hans samtid. Matematikken i 1700-tallet var bl.a. praeget af et
pragmatisk syn samt manglende stringens i metoden.
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1 Indledning

Gruppe © blev dannet pd baggrund af en fazlles interesse for
projektskrivning i matematik. Den personlige motivering udsprang af lysten
til at preve krefter med matematiske problemstillinger samt fa en forstelse
for den matematiske projektskrivning pd overbygningen. Vi var klar over, at
projektskrivningen pd hhv. basisuddannelsen og overbygningen er vidt
forskellige. Alligevel mente vi, at dele af processen og nogle af
problemstillingerne ville vare sammenlignelige pa trods af, at vores projekt

befinder sig pé et fagligt lavere niveau.

Valg af emneomride og problemstillinger foregik pa baggrund af samtaler
med Tinne Hoff Kjeldsen, matematikhistoriker p4 IMFUFA, som ledte os 1
retning af integral- og differentialregningen 1 1700-tallet. Da dette semester
legger op til refleksion over problemstillinger i naturvidenskaben mente vi,
at en refleksiv filosofisk vinkel ville kunne belyse nogle af matematikkens
problemer i 1700-tallet. Valg af filosofiske vinkler og aspekter foregik pa
baggrund af en samtale med Stig Andur Pedersen, matematiker og professor

i videnskabsteori pad RUC.

1.1 Formﬁl.

Med udgangspunkt i en grundig gennemgang af indferelsen af differentialer,
med henblik pad den eulerske og den mddeme, er formalet med projektet at
undersoge, hvorledes Eulers metode til indferelsen af differentialregningen
adskiller sig fra den moderne. Desuden at undersege om Eulers indferelse
medferer problemer, — og hvis dette er tilfzldet, hvilke problemer er der da

tale om? Pa baggrund af dette vil vi belyse hvilke grunde, der kan tenkes at



veere arsag til Eulers eventuelle problemer. Det er i denne forbindelse, at de

historiske og filosofiske aspekter kommer ind i billedet.

1.2 Projektets opbygning

For at fi en ordentlig indforelse i emnet — differentialregningen — har vi
fundet det relevant at gennemga de vigtigste punkter i grundlaget for denne.
Med udgangspunkt i den moderne matematik har vi lebende sammenlignet
og diskuteret Eulers forudsztninger for indferelsen med den moderne
matematiks forudsatninger. P4 trods af faren for at afvige fra den giengse
projektdisposition har vi dog fundet denne opbygning mest praktish. da
begreberne prasenteres et af gangen og umiddelbart derefter sammenholdes.
Det er i det store hele ogsd afsnittene med sammenligninger der udgor
diskussionen i vores projekt. Da vores teoriafsnit er forholdsvis langt. og det
derfor kan vare sveert at holde styr p4 de enkelte dele, har vi fundet en
"lebende diskussion" yderst hensigtsmaessig.

P4 baggrund af sammenligningerne falger en konklusion, hvor vi har segt at
besvare de to farste dele af problemformuleringen. Herefter indfores
leseren i de historiske og filosofiske problemstillinger, og ogsa her har vi
lobende diskuteret Euler, hvor vi har fundet det passende. Udfra dette atsnin
drages endnu en konklusion, hvor den sidste del af problemformuleringen
besvares. Antallet af konklusioner (to) kan ses som et produkt af. at
projektet falder i to dele, og vi fandt det derfor mest naturligt at konkludere
umiddelbart efter hver enkelt del.



1.3 Laesevejledning

Opsummeringen i teoriafsnittet er ment som en hjalp til at genopfriske det
vasentlige af indholdet i det lange teoriafsnit men kan ogsé benyttes af den

leeser, som ikke gider at lase hele afsnittet.

Nér vi i projektet direkte har citeret eller taget specifikke oplysninger,
forekommer kildehenvisningerne i afsnittet pad felgende made; [Rachils,
1966 side 17]. Ved at sla ”Rachils, 1966” op i litteraturlisten fremgar det, at
oplysningen stammer fra Eugene Rachlils’ bog Prerieindianerne fra 1966 —
nermere betegnet fra side 17.

Det til afsnittet benyttede litteratur er angivet i [........... ] til sidst 1 det
pagzldende afsnit.

Henvisningerne 1 projektet som figurerer pa felgende méde; [17] betyder, at
man kan sla op i appendiks under det pagzldende afsnits nummer f.eks.
Appendiks 17.4. Her kan man finde originalteksten til det vi selv har

oversat til dansk, en matematisk argumentation eller et bevis.




2.1 Problemformulering

1. Hvordan adskiller Eulers indferelse af differentialregningen sig fra

indferelsen af differentialregningen i den moderne matematik?

2. Medferer Eulers metode til indferelsen af differentialregningen nogen

problemer?, hvis ja — hvilke?

3. Hvilke mulige &rsager kan ligge til grund for Eulers problemer i hans
indferelse af differentialregningen med henblik p& hans samtid og

filosofien som pregede denne?

2.2 Teser

Allerede fra starten af forlebet havde vi nogle idéer om, hvordan svarene pa
spergsmalene i problemformuleringen ville komme til at forme sig. Efter
den forste gennemlasning af den sekundere litteratur havde vi dannet os et
endnu klarere billede af problemstillingerne. P4 baggrund af dette gjorde vi
os endnu nogle tanker. Vore teser afspejler selvfolgelig i en vis forstand

spergsmélene i problemformuleringen, men skal ikke ses.som dakkende for

disse.

1. Eulers indferelse adskiller sig fra den moderne ved hans manglende
forudsetninger. Dette ses i form af hans manglende teori og anderledes
definitioner af visse neglebegreber, som i den moderne matematik

danner grundlaget for indferelsen af differentialregningen.



2. Ovenstdende feorer til visse problemer i Eulers indferelse af
differentialregningen — set med moderne gjne. I sammenligning med den
moderne matematik er Eulers indferelse praget af manglende eller

induktive argumentationer og til dels for vage definitioner.

3. Matematikken i 1700-tallet var et produkt af den rasende udvikling i de
foregdende 150 ar og ma derfor ses som en slags "fordgjelse” af de nye
teorier og metoder. Samtidig var perioden praeget af manglende
stringens 1 metoden og var i det hele taget anlagt pd langt mere

pragmatisk vis end i dag.



3.1 Biografi af Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707-1783) er en af de mest produktive matematikere i
historien med en produktion pa ca. 800 sider om aret. Han blev fodt i Basel i
Schweiz og har ikke kun ydet store bidrag til matematikken men ogsa til
fysikken, mekanikken og astronomien.

Faderen var prast og selv matematikinteresseret, han havde taget klasser
hos Jacob 1 Bernoulli (1654-1705), og gav sennen sin basale
grunduddannelse herunder i matematik. Euler blev optaget pé universitetet i
Basel, hvor han fattede interesse for matematik og laste komplicerede
varker samt konsulterede hos Jacobs lillebroder Johannes I Bernoulli (1667-
1748). Bernoullifamilien kom ogsd fra Basel og ydede i tre generationer
markbare bidrag til matematikken. Forst med bredrene Jacob I, Nikolaus I
(1662-1716) og Johannes 1. Senere med Nikolaus I's sen Nikolaus II (1687-
1759) og Johannes I’s tre sgnner Nikolaus IIT (1795-1726), Daniel (1700-
1782) og Johannes II (1710-1790). Til sidst igen Johannes II’s to senner
Johannes III (1744-1807) og Jacob II (1759-1789).

I en alder af 15 ar afsluttede Euler sin uddannelse pa universitetet i Basel.
Allerede som 18-drig begyndte han at publicere, og dret efter vandt han en
pris fra det franske naturvidenskabelige akademi om placeringen af
skibsmaster — til trods for at han aldrig havde set et skib. 1 1726 tog Euler til
det, af Peter den store, nyoprettede videnskabsakademi i St. Petersborg,
hvor Nikolaus III og Daniel Bernoulli arbejdede. Her blev han i 1727
udnaevnt til professer i medicin og fysiologi, eftersom der ingen ledige
stillinger var i matematik. '

Grundet urolighederne i Rusland, efier hhv. Peter den stores ded i 1725 og
Kejserinde Annes ded i 1740, modtog Euler tilbuddet, fra Frederik den




store, om at blive medlem af Berlins videnskabelig akademi, hvor han boede
i perioden fra 1741-66. Denne periode refereres ofte til som Eulers mest
produktive periode med 380 varker og arbejder, hvoraf 275 blev udgivet —
heriblandt Introductio in analysin infinitorum (1748) og Institutiones calculi
differentialis (1755). Andre verker fra denne periode omhandler navigation,
skibsbygning, hydrodynamik og mekanik, hvilket kan ses som et eksempel
pa datidens mere udflydende linier mellem fagomraderne eller opfattelsen
af, at matematikken retfeerdiggjordes gennem dens anvendelser. En anden
forklaring p4 den brede interessesfere kunne ogsd vare, at datidens
naturvidenskab ikke var ner s kompliceret, og at forskerne derfor havde
mere tid til deres rddighed.

Euler blev aldrig den spirituelle hofmand, som Frederik den store havde
onsket sig, og efter tiltagende uoverensstemmelser rejste Euler i 1762
tilbage til Rusland, som atter havde fiet en stabil regent i Katarina den store.
Euler blev blind pé det ene gje i1 1735, og i 1771 mistede han ogsé synet pa
det andet. Han fortsatte dog sin produktion — bl.a. af Instutuiones calculi
integralis — ved at diktere til bl.a. sine senner, og produktionen forblev

uendret (de ca. 800 sider &rligt) frem til hans ded.

Den 27. december 1733 giftede Euler sig med Katarina Gsell fra St. Gallen,
som var datter af kunstmaleren og direkteren for St. Petersborg
Kunstakademi; Georg Gsell. Katarina fedte i drenes lgb 13 bern, hvoraf kun
de fem overlevede — tre senner og to detre.

11773, efter 40 rs &gteskab, dede Eulers hustru Katarina. Euler giftede sig
pé ny i 1776 med sin afdede hustrus halvsester Salome Abigael Gsell, som
dermed blev hans anden og sidste hustru. Salome plejede den til stadighed
svaekkede Euler frem til hans ded den 18. september 1783.

Euler opdagede/opfandt/udviklede (alt efter hvilken filosofisk overbevisning
leseren har valgt at indtage) ikke nogen nye omréder inden for
matematikken men kom med bemerkelsesvardigt mange resultater inden

for de givne rammer. Han var siledes med til at etablere teorien om




differentialligninger og teorien om funktioner af komplekse variable. Mange
af de 1 dag anvendte symboler er indfert af Euler f.eks. grundtallet e, brugen
af symbolet f(x) for en funktion af x, Ay for endelige differenser og i for

J=1 ved begregning med imaginare tal. Ydermere er en lang rakke

sztninger, formler og metoder opkaldt efter ham.

Figur 3.1.A. Leonhard Euler (1707-1783).

[Euler, 1885 side 91, Fueter, 1948 side 2-23, Kline, 1972 side 400-411,
Lindstrom, 1995 side 657 og Unenge, 1997 side 61-70]
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3.2 Funktionsbegrebet

3.2.1 Funktionsbegrebet i moderne matematik

Kortfattet kan vort billede af en funktion, som det foreligger 1 dag,

formuleres sdledes:

Lad A og B veere to meengder. Hvis der til ethvert element x i A svarer ét og
kun ét element f(x) i B, da siges f at veere en funktion fra A ind i B
[Litzen, 1978 side 5].

Det kan forstds pd den made, at en funktion beskriver en sammenhang
mellem variable, men det er maske lige kortfattet nok. Lad os preve at gé

lidt mere i dybden.

Man kan beskrive funktionsbegrebet pa flere mader, hvilket ofte kan vare
nyttigt i forskellige sammenhange. Forst og fremmest er der altsd tale om

en afbildning af en mangde A4 ind i en mangde B (skrives f: 4 > B). Hvis

x er et element 1 A4 (skrives xeA) siges funktionen at afbilde x over i dets

billede y = f(x).

afbildning

7

Mengden 4 Mangden B
Figur 3.2.1.A. Nér fer en funktion fra 4 ind i B, og xe4, si betegner f{x) det

med x forbundne element i B; flx) er funktionens vardi i x, og x er argumentet

for flx).

11



En funktion f:4 — B kan ogsd opfattes som en mangde ordnede par
(x, y), hvor xeA og yeB, samt der for hvert xeA herer nejagtigt ét par. For
at finde frem til en vardi for f{x) benytter man det entydigt bestemte par
(x, y) og sxtter f(x)=y. Man kan ogsa tenke pd det som en samling
elementpar (x, y), hvor x gennemleber 4, og y er det element i B, som er
knyttet til x. Mangden af elementpar (x,y) kaldes da funktionens graf. En
funktion i tabelform, f.eks. en tabel over kvadrattal, er en liste over sddanne

sammenherende elementpar, og dens afbildning fer y = f(x) = x°.

Det er méske verd at nzvne, at man refererer til x som den uafhengige
variabel og til y som den afhengige. Man siger geme, at y er en funktion af
x. Idéen med dette er, at x’s vardi kan valges vilkarligt (inden for
funktionens definitionsmangde), hvor y’s verdi athaenger af verdien af x,

og nr denne er valgt er y derfor fastlagt.

Onsker man at fastholde forskellen mellem funktionen f og
funktionsverdien f(x), bruges den for anvendte skrivemide, hvor man i
stedet for feks. f(x)=x>+2 skriver f:x+> x’+2. Symbolet ">
opfattes og kan lases som en afbildning over i.

Mht. vores foromtalte mangder 4 og B kan man sige, at en funktion f
afbilder 4 ind i B og benytter vi ovennavnte skrivemade, fir vi;
f:A— B. M&ngden 4 kaldes funktionens definitionsmangde Dy og
meangden af de elementer som f afbilder ind i B, altsd m&ngden af samtlige
funktionsveerdier, kaldes vardimangden V: Vi vender tilbage til disse

begreber 1 afsnittet om kontinuitet.

[Binmore, 1987 side 65, Karush, 1995 side 83-84, Lindstrem, 1995 side 216
og Liitzen, 1978 side 5]
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3.2.2 Det eulerske funktionsbegreb

For vi kan tale om Eulers funktionsbegreb, ma vi ferst have defineret, hvad
Euler mener med konstante og variable sterrelser. Euler skriver i kap. 1 i

Introductio in analysin infinitorum fra 1748:

§ 1. En konstant storrelse er en bestemt storrelse, som altid beholder samme

veerdi [Euler, 1885 side 3 og Euler, 1988 side 2 ]. [1]

§ 2. En variabel storrelse er en ubestemt eller universel storrelse, som kan

antage enhver veerdi [Euler, 1885 side 3 og Euler, 1988 side 2-3]. [2]
Om de variable storrelser fortsatter Euler:

§ 3. En variabel storrelse er bestemt, nar en bestemt veerdi knyttes til den.
Derfor kan en variabel storrelse bestemmes pa uendelig mange mader, da
absolut alle tal kan substitueres for det. Ej heller er symbolet for den

variable storrelse “fuldstendigt opbrugt” for alle bestemte tal er knyttet til
det.

Dette forklares nermere:

En variabel storrelse omfatter dermed alle mulige tal, de positive og de
negative, de hele og de brudne, de rationelle og de irrationale og
transcendente; ja selv nul og de imaginere er ikke udelukket fra
betydningen af en variabel storrelse

[Euler, 1885 side 4 og Euler, 1988 side 3]. [3]

Det forste, som umiddelbart falder én i gjnene ved Eulers definition af den
variable sterrelse, er hans opremsning af tal i fleng. I dag ville man nok
mene, at man ved at sige de hele tal (Z) havde dzkket bade de positive, de

negative og nul. P4 samme méade ville man ved at n®vne de rationale (Q)

13



ogsé have dakket de brudne (%) Under alle omstendigheder ville man nok i

moderne matematik blot have nevnt de reelle tal (R), som ogsé dekker de
transcendente tal (f.eks. 7).
Om Euler mener andet med sin udferlige forklaring end, at den variable

starrelse ikke er ét bestemt tal men i princippet alle tal substitueret for det,

foreligger ikke klart.
I § 4. defineres sa funktionsbegrebet:

En funktion af en variabel storrelse er et analytisk udtryk, som pé en eller
anden mdde er sammensat af denne variable storrelse og af tal eller

konstante storrelser [Euler, 1885 side 4 og Euler, 1988 side 3]. [4]

Det er vard at bemarke, at denne definition i alt sin vasentlighed
nedstammer fra Johannes I Bernoullis definition anno 1718, som var blevet
brugt i stigende grad af bl.a. Euler selv, indtil han nedfzldede den endeligt i
Introductio in analysin infinitorum.

Euler definerer ikke helt precist, hvad han mener med et analytisk udtryk,
men det er dog klart, at han tenker pa formler af forskellige typer. Liitzen
skriver i sin artikel, at Euler med analytiske udtryk mener; dels de basale
analytiske udtryk og dels de transcendente analytiske udtryk. De basale
analytiske udtryk dekker over de algebraiske udtryk, dvs. dem der er dannet
ved benyttelse af operationerne; +, —, -, /, potensopleftning og uddragning af
redder. De transcendente analytiske udtryk er dem, som dakker over o,
logx, sinx og cosx. Endvidere omfatter Eulers analytiske udtryk
sammensatninger af disse udtryk vha. de algebraiske opefationer,
funktionssammensatning, implicit givne udtryk, invertering, differentiation
og integration. Euler opfatter ogsa uendelige summer, produkter og
kedebrgker som analytiske udtryk og dermed ogsa som funktioner.

1 Introductio in analysin infinitorum tillader Euler ikke funktioner med delt

forskrift, f.eks. funktioner af typen: f(x)= {sinx forx>0, x forx<0 },

som er defineret af forskellige funktioner i forskellige omrader.

14



Euler @ndrer dog senere opfattelse pa dette punkt i diskussionen med
d’Alemberts om den svingende streng — en diskussion vi ikke vil komme

ind pa. .

[Euler, 1885 side 3-4, Euler, 1988 side 2-3, Lindstrem, 1995 side 211-215
og Liitzen, 1978 side 6-11]

3.2.3 Sammenligning af funktionsbegreber

Euler opfatter, ligesom man ger i dag, den variable sterrelse som et generisk
element (generisk betyder vilkarligt, ved f.eks. x’ er x bade den variable og
det vilkarlige element). I mods&tning til vor tids opfattelse skal Eulers
variable kunne antage samtlige imagin®re (komplekse) veerdier, og kan
derfor ikke veere indskranket til f.eks. et interval. Euler indskrenker dog,
ifelge Lutzen, af og til de variable til de reelle tal, men en yderligere
indskreenkning ville han formentlig have betragtet som et brud p& de
variable sterrelsers natur. Dette kan ses som et produkt af den tids opfattelse
af den variables generalitet, og i det hele taget matematikken som verende
generel. Denne idé om, at den variable skulle kunne antage alle vardier (den
variables generalitet) forer til — i modeme terminologi, at funktioner er
defineret overalt, hvilket de abenlyst ikke er. Tag f.eks. Inx som kun er
defineret for x> 0.

Eulers analytiske udtryk (og dermed ogsd hans funktioner) mé gemne til

samme x-vardi knytte flere y-verdier. F.eks. ville Euler have betragtet

udtrykket y* = x* +1, som en funktion medto vaerdier y = +x? +1.

En anden markant forskel p4 det eulerske og det moderne funktionsbegreb
er lighedsrelationen. Efter vor opfattelse er to funktioner f og g ens, hvis

f(x)=g(x) for x tilherende samme definitionsmangde. For Euler er lighed

mellem funktioner et spergsmal om omformning af funktioner.
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Han angiver i kap. 2 i Introductio in analysin infinitorum to méder, hvorpé
man kan omdanne funktioner. Ved den ferste @ndres den variable (ved
substitution), og ved den anden bibeholdes den variable. Euler giver to

eksempler pa hhv. den ferste og den anden méde;

1. den irrationale funktion f(z)=+/aa+zz (aa var datidens skrivemide

for a°) som ved substitution zz(aa_z—yy_) bliver til den rationale
y

funktion g(y)=M. 5]
2y

2. f(z)=0-2)-(2-2z) blivertil f(z)=2zz-3z+2.

Efter moderne opfattelse er det andet eksempel helt i orden, mens det forste
ikke gar an. Dette skyldes, at den irrationale og den rationale funktion er to

forskellige funktioner og aermed to vidt forskellige grafiske afbildninger.

Inden for Eulers funktionsbegreb svarer der en kurve (den grafiske
afbildning) til enhver funktion. Euler udvider senere dette, s der ogsa til
enhver kurve svarer en forskrift (funktionen) og opnér derved en bijektiv
korrespondance:

Sfunktion < kurve.

Dette vil vi se n®rmere pd, samt det fernzvnte problem med den delte

forskrift, i afsnittet om Eulers kontinuitetsbegreb.

Selv om Euler i praksis blev ved med at anvende funktionsbegrebet fra
Introductio in analysin infinitorum, gav han dog i Institutiones calculi

differentialis en mere generel definition — set med vores gjne.

Nar x saledes betyder en variabel storrelse, sd hedder alle storrelser, der pa

en eller anden made afheenger af x eller bestemmes deraf, funktioner af x

[Euler, 1755 side 4]. [6]
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Ser man bort fra, at en variabel sterrelse for Euler er en generel storrelse,
altsd at funktionen er defineret over alt (i hele R), s& angiver Euler her —
filosofisk set — en formulering af det i moderne matematik nu anerkendte
funktionsbegreb.

Euler kommer selv med et eksempel pad en sidan sammenheng, idet han
betragter en kanonkugles afskydning: Hvis to af felgende storrelser;
krudtmangden, lebets retning, kasteleengden og den dertil brugte tid
betragtes som konstante, da er de to gvrige sterrelser funktioner af hinanden.
Denne @ndring af funktionsdefinitionen szttes ofte i sammenhang med
striden om det svingende streng, da denne var pé sit hgjeste ved udgivelsen
af Institutiones calculi differentialis. Eksempelet med kanonkuglen tyder da
ogsa pa ifelge Liitzen, at Euler har haft andre end kun de analytiske udtryk i

tankerne. Alligevel modargumenterer Liitzen:

Det er dog verd at bemcerke, at Euler intetsteds i artiklerne om den
svingende streng seetter de E-diskontinuerte funktioner i forbindelse med
vilkarlige variabelsammenhange. Ja, selv i "De usu...”, der er affattet efter
“Institutiones calc. diff.” bliver de E-diskontinuerte funktioner
karakteriseret ved deres skiftende analytiske udtryk og ikke ved hjeelp af
variabelsammenhcenge. Af denne grund mener jeg (Liitzen) at det er mere
sandsynligt, at Eulers funktionsdefinition i "Institutiones calc. diff.” ikke
udspringer af striden om den svingende streng, men blot er ment som
veerende akvivalent med Introductio-definitionen. Kanoneksemplet kan sd
Jorklares ved, at Euler med sin viden om ballistik har ment at kunne

udtrykke de omtalte sammenhcenge analytisk [Litzen, 1978 side 20].

Uanset hvad Euler — i filosofisk forstand — har ment med denne nye”
funktionsdefinition, s& benytter hverken han eller samtidens matematikere
den i praksis. Dette kan ogsa ses som et vagtigt argument for, at han ikke
opfatter sin nye definition som verende vesentligt forskellig fra den gamle.
I Institutiones calculi differentialis forekommer der kun funktioner, som er

givet ved analytiske udtryk, og idéeme fra Introductio in analysin
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3.3 Kontinuitetsbegrebet

3.3.1 Kontinuitet i moderne matematik

I vores definition af kontinuitet vil vi koncentrere os om de funktioner f,
som er defineret pd en delmangde A4 af de reelle tal og, som kan tage
vardier f{x) af de reelle tal; / A—R. Mangden A er da definitionsmangden

til f. Vaerdimangden til fer defineret ved; By={ f(x) | xeDy}.

At en funktion f er kontinuert i et punkt x, betyder intuitivt, at
funktionsvaerdierne f{x) gir mod f{(x,), ndr x nermer sig x,. For at undga

misforstéelser er det nedvendigt at give en pracis definition af kontinuitet.

Vv A
y=flx)
fx) + &

(6% NN SO —
f(xo) -&

»
/ \./ Xo=0 X5 X+ & x

Figur 3.3.1.A. Samspillet mellem ¢ og &; vanset hvor lille ¢ er, skal det vaere muligt at
finde et 4 sidan, at hele funktionens graf over intervallet (x, - & x, + ) holdes inden

for de to vandrette linier med hajde f{x,) - £ og fix,) + &.
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Definition af kontinuitet ,
En funktion f er kontinuert i et punkt x,eDj hvis felgende gzider: For et

hvert & >0, skal der findes et § >0 sé&dan, at nir xe Dy og |x -X,

er |[f(x)- f(x,)|<&.

<, si

Udfra definitionen af kontinuitet kan vi ogsa beskrive, hvad det vil sige, at
en funktion er diskontinuert. Dette er vigtigt for rigtigt at kunne forsta
kontinuitetsbegrebet. For at undga misforstaelser skal der geres opmarksom
pa, at en funktion i et givet punkt x, enten er kontinuert eller diskontinuert,

da kontinuitet og diskontinuitet er hinandens modsatninger.

Diskontinuitet
En funktion fer diskontinuert i et punkt x, hvis der findes et £ > 0 sddan, at

uanset hvor lille vi vaelger 6 >0, sa kan vi finde en x-vardi sddan, at

<8 og |f(x)-f(x,)

Ix—xo 2¢.

Nedenstdende sztning sammenkader kontinuitet af funktioner med

konvergens af folger og kan veere nyttig i studiet af kontinuitetsbegrebet.

Satning

1. Antag at f'er kontinuert i punktet x,, og at {x,} er en folge af punkter fra

Dy, som konvergerer mod x,. Da konvergerer felgen {f(x,)} mod f(x,).

2. Antag at fikke er kontinuert i punktet x,. Da findes der en felge{x,} af
punkter i Dy sddan at {x,} konvergerer mod x,, men {f{x,)} ikke
konvergerer mod f{x,).

For bevis af hhv. 1 og 2 se [7].

Kortere udtrykt siger ovenstdende setning, at f'er kontinuert i x, hvis og kun

hvis lim f(x,) = f(x,) for alle folger {x,;} fra Dy, som konvergerer mod x,,.
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Dette er en pracisering af vor feromtalte intuitive forstilling om, at f er
kontinuert i x,, hvis f{x) n&rmer sig f{x,), nar x gar mod x,.

-Ofte er man ikke kun interesseret i finde ud af, om en funktion er kontinuert
i et punkt x,, men vil gerne vide om funktionen er kontinuert i alle (eller

nasten alle) punkter. Til dette bruges falgende definition.

Definition af en kontinuert funktion
En funktion f/: Dy —R kaldes kontinuert, hvis fer kontinuert i alle punkterne
x.€Dy.

I og med at ovenstiende definition kan virke omstendig, siger mange, at en
funktion er kontinuert, hvis dens graf er sammenha&ngende. Det viser sig
imidlertid langt vanskeligere at give en klar og pracis definition af hvad det
vil sige, at en graf er sammenh@ngende end at definere kontinuitet. En
anden ulempe ved at basere kontinuitet p4 sammenhangsbegrebet er, at det

bliver vanskeligt at definere kontinuitet i et punkt.

[Jensen og Serensen, 1989 side 33-43 og Lindstrem, 1995 side 180-185]

3.3.2 E-kontinuitet og E-diskontinuitet

Euler definerer i Introductio in analysin infinitorum (bind II), hvad han
mener med hhv. kontinuerte og diskontinuerte funktioner. I bind II, hvor
Euler hovedsageligt beskaftiger sig med plane kurver, erkender han ogsa, at

der er andre mader at opfatte funktioner pa.

§ 8 Selvom mange forskellige kurver kan beskrives mekanisk som et
kontinuerligt flyttende punkt, og nar dette er gjort og hele kurven kan ses
med gjet, vil vi stadig betragte disse kurver som stammende fra funktioner,

da de derved bliver mere egnede for analytisk behandling. Enhver funktion
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af x giver en kurve eller en ret linie, og omvendt en kurve kan definere en

funktion [Euler, 1990 side 5-6]. [8]

Det er studiet af de plane kurver, der leder til en definition af kontinuitet og

diskontinuitet.

§ 9. Fra en sadan opdeling af kurver folger umiddelbart deres opdeling i
kontinuerte og diskontinuerte eller blandede (mixed). En kontinuert kurve er
en, hvis natur er af en sadan beskaffenhed, at den kan udtrykkes ved en
enkelt funktion af x. Hvis kurven er af en sadan natur, at man til
(beskrivelse) af dens forskellige dele, BM, MD, DM, etc. skal bruge
forskellige funktioner, dvs. efter stykket BM er defineret ved en funktion af x
sa kreeves en anden funktion til at udtrykke stykket MD, da kalder vi en
sadan kurve diskontinuert eller mixed og irreguleer. Det er fordi en sadan
kurve ikke kan udtrykkes ved én konstant lov, men er sammensat fra flere

kontinuerte dele[Euler, 1990 side 6]. [9]

Det ses i § 8., at hvad der gelder for kurver ogsad ma galde for funktioner og
omvendt — altsd den feromtalte bijektive korrespondance. I § 9. optrader
opdelingen af funktioner i hhv. kontinuerte og diskontinuerte som et nyt
funktionsbegreb! Dette er en udvidelse af det foromtalte eulerske
funktionsbegreb fra bind 1. Der er altsa 1 Introductio in analysin infinitorum
tale om to funktionsbegreber. Selv om bind I og bind II udkom samtidigt, .
mener flere 1 dag, at der tidmassigt er forékel pd, hvornar Euler formulerede

begreberne i dem.

Liitzen beskriver Eulers kontinuitetsbegreb, pa baggrund af Eulers udsagn 1

De usu functionum discontinuarum in analysi fra 1763, saledes:

De funktioner, som var beskrevet ved ét analytisk udtryk, kaldte Euler

kontinuerte og de ovrige diskontinuerte [Liitzen, 1978 side 14].
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Ergo ville den feromtalte f(x)= {sinx forx>0, x forx<O0 } nu, ifolge
Euler, \;wre en funktion blot en diskontinuert funktion.
Herefter indferer Liitzen betegnelserne E-kontinuert og E-diskontinuert for

at skelne mellem Eulers definition af begrebet og den moderne. Liitzen

fortseetter:

En funktion kan ifolge Euler veere diskontinuert pa to mader:

1. Den kan svare til en mixed kurve, dvs. en kurve, der i forskellige
intervaller er beskrevet ved forskellige analytiske udtryk.

2. Den kan svare til en helt frihandstegnet kurve, hvor kurveforlobet ikke
engang er beskrevet ved analytiske udtryk i smad intervaller, men hvor

udtrykket sa at sige skifter fra punkt til punkt [Litzen, 1978 side 15].

Dette er altsd en udvidelse af funktionsbegrebet, idet Euler udvider
omfanget af de diskontinuerte funktioner til ogsd at omfatte helt
frihdndstegnede kurver.

[Euler, 1885 side 3-6, Euler, 1988 side 2-6, Lindstrom, 1995 side 212-214
og Liitzen, 1978 side 14-16]

3.3.3 Sammenligning af kontinuitetsbegreber

Eulers opfattelse af kontinuitet adskiller sig i hgj grad fra den moderne
opfattelse. For Euler er der tale om, at selve funktionen er bestemt ved ét
sammenhangende udtryk - det latinske ord “continuus” betyder da ogsd
”sammenhangende”. En diskontinuert funktion bliver altsd 1 den eulerske
terminologi til en funktion, der er bestemt ved flere forskellige udtryk og
dermed ikke “hanger sammen”.

Den russiske matematiker Youschkevitch skriver om det eulerske

kontinuitetsbegreb:
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Eulers kontinuitetsbegreb betod invariabilitet, uforanderlighed af den
analytiske lov — af den ligning der fastlegger funktionen over hele den
uafheengige variabels domene, mens diskontinuitet af en funktion betad en
Sforandring af den analytiske lov, en eksistens af forskellige love pa to eller

flere intervaller i domenet [Y ouschkevitch, 1976 side 64]. [10]

Meget tyder p4, at det er disse egenskaber, som Euler tillagde E-kontinuitet i
sin definition fra 1748, selvom der ikke gores explicit opmarksomt pa det i

Introductio in analysin infinitorum.

Litzen papeger i sin artikel, at Euler udmarket vidste, at hans definition af
kontinuitet ikke havde noget at gare med det, vi 1 dag forstar ved begrebet.
Dette forkommer os i det store hele at veere en smule besynderligt - nok var
Euler genial men, hvordan kan han dog have varet sa fremsynet. Til trods

for det fortsaetter Liitzen:

Han (Euler) anforte explicit, at en funktions kontinuitetsforhold ikke kan
afleeses af dens grafiske billedes sammenhcengsforhold og angav som
eksempel, at det grafiske billede af L+ ikke er sammenhaengende, medens

Sfunktionen er ét analytisk udtryk og altsa E-kontinuert
[Liitzen, 1978 side 15].

Umiddelbart er det altsa ikke til at afgere, hvorvidt en kurve reprasenterer
en E-kontinuert eller en E-diskontinuert kurve. Youschkevitch formulerer
det séledes:

Han (Euler) fremhcever at, hvad han mener er ikke sammenhengen eller
kontinuiteten af forlobet af kurven, men udelukkende enkeltheden af den
analytiske lov. Sadledes fastlegger de to grene af hyperbelen feks. én
kontinuert kurve [Youschkevitch, 1976 side 67-68]. [11]
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I modsatning til i dag hvor man udfra en funktions grafiske afbildning kan
afgare, om den er kontinuert eller ej, er det alts centralt for det eulerske
kontinuitetsbegreb, at det ikke umiddelbart kan afgeres ud fra kurven, om
funktionen er E-kontinuert eller E-diskontinuert. En sidan afgerelse kan
vare en yderst komplicert sag, da den ma tage udgangspunkt i en serdeles
grundig undersagelse af, hvorvidt den grafiske afbildning er et produkt af ét
eller flere analytiske udtryk.

Noget tyder pa, at Euler opfatter kontinuiteten som varende noget globalt,
hvorimod vi i1 dag, med udgangspunkt i kontinuiteten i et punkt, opfatter den

som varende forst og fremmest lokal.

Til illustration af Eulers opfattelser kontra de moderne fremhaever Grattan-

Guinness meget konkret:

Eulers bencevnelse “kontinuert” er synonym med vores “differcntiabilitet”™
og refererer til den gamle funktionsteori; men hans “diskontinuitct” svarer
til vores “kontinuitet”, og inkulderer de nye funktioner, der hver var
sammensat af algebraiske udtryk i henforelse til deres “kontinuerte ™ dele

[Gratten-Guinness 1970 side 6-7]. [12]

L

E-kontinuert E-diskontinuert

Modeme: Differentiabel Moderne: Kontinuert Moderne: Diskontinuet

Figur 3.3.3.A. Grattan-Guinness illustration til sammenligning af begrebsapperater.
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Der ber knyttes en bemarkning til den ovenstdende figur, idet Gratten-
Guiness mé forudsette, at ét analytisk udtryk ikke kan have denne kurve
som graf. Gratten-Guiness bemerker i evrigt ogsd, at diskontinuerte
funktioner (i moderne forstand) tilsyneladende slet ikke indgar i Eulers
funktionsbegreb. |

[Gratten-Guinness, 1970 side 6-7, Liitzen, 1978 side 15 og Youschkevitch,
1976 side 64-68]
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3.4 Graensevaerdibegrebet

3.4.1 Graensevaerdier i moderne matematik

Man siger, at f er defineret i en omegn af x,, hvis der findes et tal ¢ >0 :

sadan, at f{x) er defineret for alle x i intervallet (x, —c,c +x, ) undragen i x,

selv. Er f defineret i en omegn af x,, siger man, at f{x) n@rmer sig b, nr x
gar mod x, hvis vi kan f& afstanden mellem f{x) og b sa lille, vi métte enske

ved at vaelge x tilstraeekkelig neer (men ikke lig) xo.

v 4
y=fx)

b+£ /

b-¢

=

/ \/ Xp-0 X, Xo+ 6 >

Figur 3.4.1.A. Samspillet mellem £ og & uanset hvor lille ¢ er, skal det vaere muligt at
finde et & sidan, at hele funktionens graf over intervallerne (x, - 4, x,) og (x, x, + )

holdes inden for de to vandrette linier med hajdé b-gogb+e

Definition af grensevardi
Antag at f'er defineret i en omegn af x,. Man siger, at f{x) nermer sig b som

graanse{raerdi, nir x gar mod x,, hvis felgende gzlder:
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For ethvert tal £ >0 findes et tal 6 >0 sadan, at | f(x) —b| < ¢ for alle x

sidan, at 0 <|x —x,| < & . Man skriver: lim f(x)=b

I definitionen af kontinuitet spillede funktionsvardien f{x,) en vigtig rolle,

da det var den, vi forsegte at tilnerme s& godt som muligt. I definitionen af

grensevaerdi spiller flx,) ingen rolle. Kravet om at | f (x)—b|<g nér

0<|x—xo

<& satter ingen betingelser for, hvad f{x,) skal vare (tilfzldet

omfatter ikke x lig x,, da |x —x,| =0, ndr x =x,).

For vi ser pA sammenha®ngen mellem graenseverd: og kontinuitet, skal vi

have defineret begrebet ensidige granser.

Definition af ensidige grzenser
Man siger, at f{x) gar mod b, ndr x nermer sig x, fra hojre (den positive

side af fersteaksen), hvis der for ethvert tal £ >0 findes et tal 6 >0 sidan,
at |f(x)-bl<e for alle x sidan, at x,<x<x,+5. Man skriver:

lim f(x)=h.

X=X, +

Tilsvarende siger man, at f{x) gar mod b, nar x nermer sig x, fra venstre

(den negative side af forsteaksen), hvis der for ethvert tal £ > 0 findes et tal
8 >0 sidan, at ]f(x)—-b] < ¢ for alle x sddan, at x, -6 <x<x,. Man

skriver: lim f(x)=5.

Af denne definition felger, at den tosidige grensevardi lim f(x) eksisterer
og er lig b, hvis og kun hvis begge de ensidige grenser lim f(x) og

lim_ f(x) eksisterer og er lig b.
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Ved sammenligning af definitionerne for hhv. grensevardi og kontinuitet

fas folgende sammenhang.

Sammenhzng mellem gransevaerdi og kontinuitet

En funktion f: [a,b] >R er kontinuert i et indre punkt ce (a,b), hvis og kun

hvis lim f(x) = f(c). Yderligere er f kontinuert i det venstre endepunkt a,
hvis og kun hvis lim f(x) = f(a), og den er kontinuert i hgjre endepunkt,

hvis og kun hvis 1i1’1’1_ f(x)=f(®).

De tre nzste definitioner omhandler gransesituationer med uendelige

sterrelser.

Definition af graensevaerdi for x — o og —o©
Man siger, at f{x) gar mod b som greenseveerdi, ndr x gar mod «, hvis der

til ethvert tal &> 0 findes et NeR sidan, at |f(x)—b| < & for alle x> N.
Man skriver: lim f(x)=b.

Tilsvarende siger man, at f{x) nermer sig b som granseverdi, nar x gar mod
—oo, hvis der til ethvert tal £ >0 findes et NeR sidan, at | f(x)- bl <¢ for

alle x £ N. Man skriver: lim f(x)=5.

VA

3 -------/“\O/’?\-j-v-\/-vww-

\
ol ISR o

>
X
Figur 3.4.1.B. For x 2 N holder fsig inden for b+ £0g b- £0g |f(x) - b|< & -
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Definition af graensevaerdi for fix) > © og —©
Man siger, at f{x) gar mod uendelig, nar x nermer sig acR, hvis der for

ethvert NeR findes et 6 >0 sidan, at f(x)> N nir 0< ]x—a| < ¢ . Man
skriver: lim f(x) =,

Tilsvarende siger man, at f{x) gar mod minus uendelig, hvis der for ethvert

NeR findes et 6 sddan, at f(x)<N nir 0<|x—a|<5. Man skriver:

lim £ (x) = —0.

x—a

P4 lignende méde kan man definere de ensidige greenser lim f(v) = -« og

lim f(x)=—o.

X—a-

Definition af graensevardi for flx) - © narx —> «
Man siger, at f{x) gar mod o nar x gar mod oo, hvis der for cthvert Ve~

findes et MeR sddan, at f(x)> N ndr x > M . Man skriver: lim 1 V=

De andre varianter af denne situation (f.eks. f{x) - —o nar x —» - )

defineres pa tilsvarende made.

[Jensen og Serensen, 1989 side 9-25 og Lindstrem, 1995 side 198-205]

3.4.2 Eulers indirekte brug af graensevardier

I forbindelse med Eulers matematiske metoder benytter han ikke dirckie
grensevardi- eller konvergensbegrebet, som vi kender dem i dag. Det
bemarkelsesvardige er Eulers brug af uendeligt sma og store storrelser
samt, at han regner med uendelige tal, som var de endelige. Dette illustreres
af hans fremgangsmade med henblik pa reekkeudvikling af eksponential- og
logaritmefurktioneme i Introductio in analysin infinitorum. Her kommer

Euler frem til rekker for henholdsvis 4° (dermed ogsa €” nir b =2,71828....)

og log(1+ x), som vi vil beskaftige os med.

30



§ 114. Da a® =1, og da veerdien af potensen vokser nir eksponenten
vokser, forudsat at a er et tal storre end 1, sa folger at hvis eksponenten er
uendeligt lille og positiv, sa vil verdien ogsa overstige 1 med en uendelig
lille storrelse. Lad o veere et uendeligt lille tal, eller en brok sa lille at
selvom den stadig ikke er lig 0, vil det stadig geelde, at a® =1+, hvor y
ogsa er et uendeligt lille tal. Fra det forgaende kapitel ved vi, at hvis y ikke
var uendeligt lille, sa ville @ héller ikke veere uendelig lille. Det Jfolger, at
V=0, eller v >, eller y <. Hvilken af disse der er sand, afhenger af
verdien af a, som stadig er ukendt, sa vi seetter y=ko. Sa har vi
a’ =l+kw, og med a som grundtallet for logaritmen, har vi

W= 10g(1 + k) [Euler, 1885 side 86 og Euler, 1990 side 92]. [13]

Euler fastslar derfor, som grundlag for sine videre overvejelser, at hvis w er
et uendeligt lille tal s& gaelder, at a” =1+ kw, og hvis a er grundtallet for

logaritmen (loga = 1) gelder, at w = log(l + kco).

Pa baggrund af disse to udtryk, samt en tidligere bestemmelse af verdien for
k ndr a=10 (verdien for k bliver 2.30258), finder Euler raekken for
eksponentialfunktionen &°,

Ved opleftning af approksimationen for a“ til j’te potens a’® = (1 + ka))j ,

far Euler vha. binomialformlen [14] felgende udtryk:
@ =1+ L ko +J—(%2k2a)2 PEANAuL Vint), 1—12)(13_ 2)k3a)3 4o

Herefter argumenterer Euler videre i § 115.:

... Hvis nu vi lader j=

g~

, hvor z er et vilkarligt endeligt tal, da ® er
uendeligt lille, er j uendeligt stort. Vi har sé @ =%, hvor o er repreesenteret

af en brok med en uendelig ncevner, sadan at  er uendelig lille, som den

skulle veere [Euler, 1885 side 87 og Euler, 1990 side 93]. [15]

31



Euler substituerer < for w, og han fir felgende raekke:

j : : :
a =[1+_k_z_} =1+lkz+l(1"¥)kzzz+1(J—1)(J-.2)k323+
j 1.2 1-27-35
G -1-2)G=3),a e, .

1-2j-3j-4j

Euler gor sig nu folgende overvejelser:

§ 116. Da j er uendelig stor, er ’T" =1, og jo storre tal vi substituerer for j,
Jjo teettere kommer veerdien af broken Lj‘.'—til 1. Derfor, hvis j er et tal storre
: s er L 2
end ethvert teenkeligt tal, sd er +-lig med 1. Af samme grund er —-=1,
42 =1 osv. Det folger, at - =L, £Z2=1 12 -1 oy
i - ger, al 57 =3, 37 =3, 35 7. 05V

[Euler, 1885 side 87-88 og Euler, 1990 side 93-94]. [16]

P4 baggrund af disse overvejelser forkorter Euler nu sin rekkeudvikling og

; kz k*z* k2 k*z*
far: @ =1+ —+ + + +eeee
1 12 123 1.2.3:4

Herefter szttes b=a", hvor a valges som grundtallet for logaritmen
saledes, at logh=n.Da b* =a™ fas rekken:
knz k*n’z® k'n’Z’ k*niz
+ + + +oeee
1 1.2 1-2-3  1.2-3-4

Euler substituerer nu logb for n og far:

b* =1+

k*z?

> (logh)* +

3.3 4 4
kz (logb)’ + k2

b’=l+Elogb+
1 1-2-3 1-2-3-4

(logb)" +----.

Euler konkluderer:

... Da vi kender veerdien af k, fra den 'givne veerdi af grundtallet a, kan den
generelle eksponentialfunktion b* udtrykkes ved en uendelig reekke hvis led
udvikler sig med potenserne af z

[Euler, 1885 side 86 og Euler, 1990 side 94]. [17]
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Euler finder nu rekken for log(l + x):

Fra forrige rekkeudvikling vides, at o =log(l+k®), og folgelig er
jo= log(l+kw)j . Herefter gor Eulef antagelsen: (1+ka))j =1+x og rfér
jo =log(l+ x). Hermed fastsztter Euler en bestemt sammenhang mellem

det uendelige store tal j og det uendelige lille tal w.

Nar (1+kw) =1+x er 1+ka)=(1+x)j og kco=(1+x)j —1 séledes, at

jo = -]];((1 + x)% —1). Da jo = log(l + x) folger det at

. L
log(l+x)= i(l +x)j —-]J; , hvor j er et uendeligt stort tal.

i
Euler rzkkeudvikler nu (1+x)7 ved hjzlp af binomialformlen [14]:

(1+x)% =1+-!;x—1(j_l)x2 +1(j_l)(2j_l)x3 _1(j—1)(2j—1)(3j—1)x4 oo

JoJ2j J:2j-3j J2j-3j-4j
Daj er et uendeligt tal, er 4= =1, 2= =2, 2= =2 osv,
1
Heraf folger, at (1+x)7=1+lx_l.lx2+i._l_._2_x3_l.l._z..ix“_,....
T T3 T3
1 2 3 4
og (l+x)j=1+ 22 2 % ..
J o2j 3 4

Ved at gange med ;j pad begge sider af lighedstegnet fas:

(l )l ) x x2 xl 4
+x)i=jro T
A T S
o r 1 ;
Rzkken indszttes i: log(l+ x) = i(l +x)i —% og man far
1x x* ¥ x*
logll+x)= —| =——+——-"—+---].
gll+) k[l 2 3 4 }

Ved at stte 1+ x =a og loga =1 far Euler:

2 (9 4
loga=1= l[a—l_(a—l) +(a-—1) _(a—l) +} hvoraf felger, at
k| 1 2 3 4

2 3 4
k=a—1_ (a-1) +(a—-l) _(a—l) i
2 2 3 4
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Herefter indsatter Euler den tidligere fundne vardi for &k, nir a = 10 og far:
2 3 4
230258=2-2",2 9 ...
1 2 3 4

Til dette resultat noterer Euler i §120.:

... det er vanskeligt at se hvordan dette kan lade sig gore, da leddene i
denne reekke er stadigt voksende, og summen af adskillige led ikke synes at
neerme sig nogen greense. Vi vil snart have et svar pa dette paradoks

[Euler, 1885 side 90 og Euler, 1990 side 95-96]. [18]

i 2 3 4
Euler substituerer —x for x i reekken log(1+x)=l T XL E X
k|1 2 3 4
1lx x* x* x* i , R
og far: log(l-x)=-—|=+—+=—+=—+--+-|, da x** =(-x)* o
o B logl-) = e K (5 o
x*P* = (= x)***'  hvor peN,.

Herefter treekker Euler de to ovenstiende udtryk fra hinanden:

l 2 3 1 2 3
1og(1+x)_l_og(l_x)zH;_%%....ﬂ_{_;(f%%....ﬂ og

2[x x* ¥ ¥
far 1 —log(ll-x)==| 2+ =4+ 4+ Z— - |,
r og(1+x) og(l x) [1+ 3 + S + 7 + }

k

Ved at satte l+x=a sddan, at x(a+1)=a—1 og x=a—l, og da
I-x a+1

a-1 (a-1) (a-1) |
+ + e
a+l 3(a+1) S(a+1y

loga =1 far Euler: k = 2[

Udfra denne ligning finder Euler veerdien for &, nar a er givet. For eksempel

3 5 7
hvis a=10,sder k=2 —9—+ 2 -+ 2 T+ 0 =
11 3-11° 5-11° 7-11 |
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Med dette resultat er Euler tilfreds og afslutter § 121. med:

. leddene i denne reekke aftager pa fornuftig vis, sdledes at en
tilfredsstillende approksimation for k hurtig kan opnds
[Euler, 1885 side 90-91 og Euler, 1988 side 96]. [19]

[Euler, 1885 side 86-95 og Euler, 1988 side 92-101]

3.4.3 Sammenligning af graensevzerdibegreber

Euler benytter ikke direkte grensevardibegrebet som tidligere neevnt,
hvilket kan skyldes, at det stadig var pad udviklingsstadiet p&d hans tid.
Hermed ikke sagt at grenser pa Eulers tid var helt ukendte — den engelske

matematiker Benjamin Robins (1707-1751) skrev allerede i 1735:

Vi kan definere en sidste veerdi til at veere en graense, til hvilken en variabel
storrelse kan neerme sig sa meget det skal veere, selvom den variable aldrig

nogensinde kan blive lig greensen [Thomsen og Spangsberg, 1988 side 29].

I § 114. benytter Euler indirekte greensevardibegrebet i sin regning med
uendeligt sma storrelser. Set fra et modermne synspunkt argumenterer han
derfor ikke tilfredsstillende for holdbarheden af approksimation for a. Det
er dog vard at bemarke, at han alligevel drager den rette konklusion. En
moderne begrundelse for, at approksimationen gaelder kunne ved brug af

rekkeudviklingen af ¢ veere folgende:

az =ezln(a) =1+ 21n(a)+ (Z]n(a))2 e

1 2!
_ 2 [ z(in(a))’ | z*(in(a))’
— 1+ 2(in(a) { o)f , 2o +]
=1+ z(ln(a))+ O(z2 )

35




0(22) er restleddet. Nar z> — 0, gar O ogséd mod 0 med samme hastighed
som z°. Ved en sidan O-notation veksles mellem brug af "store” O(h), —
hvor O gir mod 0 med samme hastighed som / — og "lille" o(h), — hvor o

gar mod 0 med sterre hastighed end A.

Det vil sige, at a® =1+z(In(a)) for z > 0. Sattes In(a)=k far man

approksimationen a® =1+ 4z for z > 0.
Denne approksimation svarer derfor til Eulers, hvor @ er uendelig lille, og
da z(In(a)) bliver uendelig lille, nir z er uendelig lille, er der ligeledes

redegjort forat a” =1+y .

I § 115. ses det, hvordan Euler ikke skelner mellem endelige og uendelige
rekker. Han benytter siledes den endelige binomialformel i sin
-manipulering med de uendelige raekker. Dette er i overensstemmelse med,
hvad vi bemarkede i afsnittet om Eulers grensevardibegreb, nemlig at han

regner med uendelige tal som var de endelige.

Eulers indirekte konvergensbegreb kommer ligeledes til udtryk i § 115. 1 -

moderne terminologi ensker Euler at vise, at rakkeudviklingen af

, kz Y kz k*2* kZ2 k'Z
a’ =|1+— | konvergerermod 1+—+ + + e,
J 1 12 1.2.3 1.2-3-4

I moderne matematik gores dette ved at finde gransevaerdien for j — o af

samtlige led. Med udgangspunkt i fjerde led fér vi:

1)) - 1-1)i-2
lim U= =2) s i {220 3) 1) ’)(kz)3=l(kz)3.
oo 1.25-3j jow 3 3

Graensevardien for de andre led findes pa samme made. Imidlertid kan man
ikke slutte, at summen af samtlige led konvergerer udfra at have vist, at
hvert enkelt led konvergerer, selvom det i ovenstédende er tilfzldet. Generelt

benytter man sig af sztningen om majoriseret konvergens, hvilket vi har

undladt grundet sveerhedsgraden.




Euler kommer til samme resultat ved at gere sig nogle overvejelser omkring

uendeligt store tals dominans i forhold til endelige. Han argumenterer

~ séledes: 12_—1 = % , hvor j er et uendeligt Vstort tal — i telleren fas j—1=j,
J

hvorefter breken forkortes med j og giver en halv. I moderne notation ville

. 1-1
argumentationen vere felgende: 1imi—1 = lim—- —1-
joo 2 ] joo 2 2

Man kan hermed pasta, at Euler har nogle indirekte konvergensovervejelser,
som i dette tilfelde er tilstreekkelige til at opnd det “rigtige” resultat. Efter at
have vist, at den 1. rekke konvergerer mod den 2., nér j er et uendchigt stort
tal, og da den 2. reekke er konvergent!, mener Euler at have bevis nok for. at
den 1. rekke er konvergent!. Imidlertid er det ingen garanti for konyergens,
dvs. at de enkelte led i reekken konvergerer. Man ma vise, at leddene hver
for sig domineres af leddene i den konvergente rekke (den 2. rekke). Til
dette benyttes majorantkriteriet [20]: Antag at den 2. rakke konvergerer, og
at der findes et tal ¢ sddan, at ¢ ganget med det n’te led i den 2. rehhe er
storre end eller lig med det »’te led i den 1. reekke, da konvergerer den 1.
rekke ogsé.

1

£1-—.
n'

1-2J-2). - =)

For ¢ =1 skal folgende altsd galde:

Dette er sandt thi 1> [(1 - le - -f—)(l —ﬂj‘.—‘)J, ndr j er positiv — hvilket det er,

daj er et uendeligt stort tal. Felgelig konvergerer 1. reekke.

Eulers "paradoks” opstar, da han efterprover reekken:
log(1+ x)= —1—\:—{ XX T i\ , med vardien x=9, der hgger

udenfor rzkkens konvergensinterval, nemlig ]-1, 1] (se nzste side). Euler
far en divergent raekke som udtryk for log(10). Faktummet at Euler refererer
til denne fejl som varende et paradoks viser tydeligt, at hans
konvergensbegreb ikke er fuldsteendigt. Han fastholder, i overensstemmelse

med datidens ukritiske brug af uendelige rakker, at reekken skal tillegges en

mening.
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Dog mener Euler at fa lost paradokset, nir han ved manipulation med

udtrykket (i{ —a&x =a_——i] automatisk fir x til at ligge indenfor

l-x a+
konvergensintervallet. Euler féar altsé indirekte skabt et konvergensinterval,
hvilket ikke kan siges at vare en lgsning pa problemet, da han ikke benytter
det fundne til at forklare ovenstdende uoverensstemmelse.

Rakkens begrensede konvergensinterval opstar, da Euler rakkeudvikler

udtrykket (1+x)’ vha. binomialformlen. Vi finder ved hjelp af [21]

o0
konvergensradius: Lad ) a, vare en raekke og antag, at grensen

n=]

1iml &L

n— a

= a eksisterer, da gelder, at nar a <1 konvergerer rekken absolut.

n

[ (=1)2j =1} (5 =1) o ]
i j2j-3j.An+1)j
"*w{(j—l)(zf—1)---((n—1)j-1),xn

Jj-2j-3j.nj

((]—IXZJ—I).(HJ—I) n+l l
lim F™(1-2..(n+1))
,.—»ao[(j—lXZj—l)...((n—l)j—l).x,,j
j"(1-2...m)

iU =)= =i -1)  jr(2.m)  x™]

| (-2 -1 m-1)j-1) 2 (1) 1

n-(j-1) G-1)

_]1+;

= li
= j(n + 1)

x| > | x| for n— 0.

Det vil sige, at konvergensradius er |x|<l. Dette kunne Euler af gode

grunde ikke uden et greenseveardi- og konvergensbegreb.
En anden ting man m& undres over, er Eulers generelt manglende

argumentation for korrektheden i hans metode. Der er ikke nedvendigvis

tale om deciderede fejl, men set i lyset af, at Introductio in analysin

38



infinitorum oprindelig var ment som en lerebog, virker denne mangel
péfaldende. Det forst beskrevne i dette afsnit, om holdbarheden af

approksimation for a”, er et eksempel pa dette.
Et andet eksempel er, hvor Euler satter (1 + ka))j lig med l+x i
rekkeudviklingen af log(l + x) under forudsztning af, at z = jw er endelig

uden at argumentere for, hvorfor dette er korrekt. En moderne
argumentation er som falger:
, iz Y
lim(1+ ko)’ = l_im[1+—;) =) [22].
J~r0 Jo j

k) _

Det vil sige, at el a’, hvor o° kan rekkeudvikles:

a‘ =i(kz)" =1+ E+@+(£)i+--~=l+x,hvor x=i(k2)n .

i I 3! n!

Huvis z er endelig, konvergerer summen og giver siledes et endeligt x.

P4 trods af Eulers indirekte brug af grenseverdi- og konvergensbegrebet,
har hans matematiske metoder mange paralleller til den moderne matematik.
Eksempelvis med hensyn til infinitesimalregningen kan de overvejelser, han
gor sig omkring funktioners udvikling i det uendelige, oversettes direkte til _
O-notation. Desuden fik han som regel flotte resultater, hvilket kan antyde,
at han havde en intuitiv forstaelse for endnu ikke definerede begreber. Der
mad dog tages det forbehold, at eventuelt mislykkede beregninger

sandsynligvis ikke vil optrede i hans lerebager.

[Thomsen og Spangsberg, 1988 side 29]
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3.5 Indferelse af differentialregningen

3.5.1 Differentialregning i moderne matematik

Forst vil vi se pd, hvordan man i den moderne matematik definerer, at en

funktion er differentiabel.

Definition af differentiabilitet
Antag at fer defineret i en omegn af punktet x, (det betyder, at der findes et

interval (x, —c,x, +c) sadan, at f{x) er defineret for alle x i intervallet ogsd

i x selv). Hvis greensevardien lim PACIRPACH)

XX, x—x,

eksisterer, siger man, at f'er

differentiabel i x,. Man skriver f’(x,)= lim —M , og kalder denne
x> x-x,

X0

sterrelse for differentialkvotienten til f1 punktet x,.

Ofte benyttes andre varianter for differentialkvotienten af f 1 x,. To

cksempler pa  dette er  f(x,)=lim Sx, + i)x ACH)

og

oy S )= f(,)
£7(x,) = lim ;

, hvor man ganske enkelt erstatter x med
hhv. x, + Ax og x, +hA.
Man  benytter  gerne  forskellige  skrivemdder  for  selve

differentialkvotienten 77(x,), f.eks. %fx—(x), Dlf(x)],y og i’—‘; :

Den geometriske tolkning af differentiation som man oftest benytter i

lererboger er, at man tenker pd differentialkvotienten f’(x,) som varende



heldningskoefficienten til tangenten til kurven y= f(x) i punktet

(x,,7(x,)). Figur 3.5.1.A. illustrerer denne tolkning.

g

Tangent

Sekanter

fixo)

|
|
|
|
|
|
]
]
t
i
)
]
1
1
1
1
|
|
1
'
L

-
X

/ Xo X X3z X3 X4 Xs X6 X7

Figur 3.5.1.A. S(x)~f(x,) er hazldningskoefficienten til sekanten gennem
x-x,

punkterme (x,, flx,)) og (x, f{x)), og nar x nermer sig x,, n&rmer sekanten sig mere og

mere tangenten i (x,, f{x,)). (En sekant er et liniestykke, som gir gennem to punkter

pé en kurve - i dette tilfelde punkterne (x,, fix,)) og (x, Ax)). | modsztning til

sekanten “rerer” tangenten netop kurven i ét punkt — 1 dette tilfelde punktet

(xor f(Xo)).

Her kan det méaske vare nyttigt at navne tangentens ligning, som er
y=f(x,)+ f(x,)-(x—x,). Denne kendes ogsd som det approksimerede

forstegradspolynomium, nér y udskiftes med p(x). Det ses, at tangentens

ligning er en forskrift for en ret linie (y =ax+b) med haldningen

a=f(x,).

41




En af de teoretiske konsekvenser af definitionen af differentiabilitet er

sammenhzangen mellem denne og kontinuitetsbegrebet.

Sztning

Hvis en funktion f er differentiabel i punktet x,, sd er den ogsd kontinuert i

punktet x,.

Bevis 1
Da f er differentiabel i x, ved vi, at f(x,) eksisterer og

f@-1G)

f(x,) for x— x,. Nar vi skal undersege kontinuiteten,
x-x,

GG

x—Xx,

ma vi betragte f(x)- f(x,) x—x,).

For x — x, gar forste faktor 1 dette produkt mod tallet f (x,), mens den
anden faktor gir mod nul, altsd vil produktet ogsd g& mod nul. Det vil sige:
f(x)-f(x,)>0 for x—>x, eller f(x)— f(x,) for x—x,, hvilket

netop er betingelsen for , at f'er kontinuert i x,.
Dermed er sztningen bevist.

Lag merke til at setningen ikke gelder den anden vej, — en funktion kan
sagtens vare kontinuert i et punkt uden ogsé at vere differentiabel i punktet.

Et eksempel pd dette er funktionen |x|, som er kontinuert men ikke

differentiabel i 0.
En anderledes méade at bevise ovenstdende satning pd er ved at tage

udgangspunkt i en anden s&tning (en hjelpesatning eller et lemma).

Lemma
Antag at f er differentiabel i punktet x,. Da findes der en funktion 7 sddan,
at f(x, +h)= f(x,)+ /'(x,)h+n(h)h og limn(k) =0 og 7(0)=0.

For bevis se [23].
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Bevis 2

Man skal igen vise, at lim f(x) = f(x,).

Ifolge ovenstéende s&tning er

lim £(x) =lim £ (x, + h) = lim{f (x,) + f"(x, Y+ )] = £ (x,).

Dermed er s@tningen bevist.

3.5.1.2 Nogle regneregler for differentiation og deres beviser

Nér man i praksis arbejder med den moderne differentialregning, kan det
somme tider vere behjelpeligt at gé frem efter det, man kalder
tre-trins-reglen. Dens hovedformal er at opsztte definitionen pd
differentiabilitet pd en mere overskuelig mide sidan, at for eksempel

beviser for regneregler til differentiation kan deles op i tre trin.

Tre-trins-reglen
Lad f{x) vare en funktion som er defineret i et interval omkring x,.

Dens mulige differentialkvotient findes da pa felgende méade:

Trin 1

Forst opskrives differenskvotienten f_(x)_—f_(xa_) for funktionen f{x).
X—X

Trin 2

Hernzast reduceres og/eller omskrives differenskvotienten til et "passende”
udtryk. Med "passende" menes der et udtryk, som vi kan tillade at lave
grenseovergang pé, uden noget drastisk vil forekomme som for eksempel

breken 5.
Trin 3

Til sidst lader vi nu x gd mod x, for at undersege om funktionen flx)’s

differenskvotient har en greenseverdi for x gdende mod x,.
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Hvis det er tilfaeldet siger vi, at f{x) er differentiabel i punktet x,,.
P4 baggrund af ovenstdende vil vi nu se pd nogle fi regneregler for

differentiation.

Satning

Funktionen fix)=x* er differentiabel i ethvert tal x, med

differentialkvotienten f ’(xo) =2-x,.
x, vil i denne sammenhzng gzlde for ethvert tal, da definitionsmangden

for funktionen f{x)=x" netop er hele R.

Bevis ud fra tre-trins-reglen
Trin 1
£x)-£(x,)

X —X

o

Forst opskriver vi differenskvotienten for funktionen f{x)=x":

f(x)‘f(x,,) _ x’ —xa2

xX—x, x—x,
Trin 2
Hernast reducerer vi differenskvotienten:

f)=flx) & -x} (x-x)(x+x,)

x—x, x-x, x-x,

=x+x,

Trin 3

Til sidst lader vi nu x g& mod x, og ser, at

2 2

o

.Xx
lim

=2-x,
XX, x_‘xa

Hermed er s&tningen bevist.

P34 samme made kan man finde differentialkvotienterne for funktionerne

f(x) — x(l.2.3,4,erc.) )



Der findes dog et smartere bevis saledes, at man kan undgd de mange

omgange af tre-trins-reglen. Beviset gennemgés senere i afsnittet.

Hvis funktionen er pi formen f(x)=ax+b, er det ikke overraskende, at
nar man differentierer denne fas f(x) = a.

Grafen for f{x) er netop en ret linie, og derfor er alle sekanter og tangenter

sammenfaldende med grafen. Beviset for funktionen f(x)=ax+b er

analog med det ovenstdende bevis, dog vil reduceringen se anderledes ud.

Tre-trins-reglen kan ogsa bruges til at bevise regneregler for mere generelle
funktioner som for eksempel fix) og g(x) for henholdsvis deres produkt,
sum/differens eller division. Der skal dog lige papeges, at en forudsatning

for disse beviser er, at badde f{x) og g(x) er differentiable funktioner.

Sztning

Hvis f{x) og g(x) er differentiable funktioner gelder:
(f-&lx) =7 x)-&lx)+ £(x,) - £1x.)

EAVIRNFACAR CALSACARACA
(8)( o) (g(xo))2

, forudsat at g(x, )# 0

Her vil vi kun bevise reglen for et produkt. Beviset for division kan

gennemfores pé tilsvarende made.

Bevis ud fra tre-trins-reglen
Trin 1

Vi opskriver differenskvotienten for funktionen h(x) = ( f- g)(x) :

M) =hx,) S ()5~ /(x,)-ex.)

X—X X—X

[+] (2]
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Trin 2

For at omskrive denne differenskvotient benytter vi:

76 = (1) - (=) + £(x,)-

Herefter far man;:

S(x)-glx)-1(x,)-8(x,) _ (f(x)-1(x,) glx)+ f(x,) gx) - fx,)-g(x,)

ﬁ ] (2}

/) g() - £(x,) glz) _ (£ - £(x.)- 800 + £(x,)-(elx) — g(,))
g

f(x) g(xl—_{c(xo).g(xo) _ (f(xx:;’(xo)) <) +f(x,,) (g(xi:i(xa))
Trin 3

Her ved vi, at den forste brek gar mod f ’(xo) for x gdende mod x,, og den
sidste brek gar mod g’(xo) for x gdende mod x,. Endvidere galder, at

glx) > g(xa) for x — x,. Dette folger af, at g(x) er differentiabel og derfor

ogsa er kontinuert. Alt i alt viser dette, at

tim P A) _ oy ) gV 1) g,

X=X, XxX—X

(4

Hermed er satningen bevist.

Ud fra beviset ses ogs4, at hvis vi lader enten f{x) eller g(x) vere en

konstant & vil vi i trin tre f3

lim M =k f(x,), hvor g(x) her er konstanten og h(x) = k- f(x)

XX, X — xo
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Disse smi beviser og den sidste overvejelse forer os frem til det induktive

bevis for funktionen f(x) = x", hvor neN.

Sztning

For neN og xeRR er funktionen f(x) = x" differentiabel i ethvert x og

fx)=n-x""

Bevis
Vi skrev, at man kunne vise s@tningen for n = 1,2,3,4,etc. udfra
tre-trins-reglen. Vi forestiller os nu, at vi har vist saztningen for

n=1,.2,..., p.Vi mangler derfor at vise, at stningen gelder for n= p+1.

Hertil benytter vi at x”*' = x” - x og bruger produktreglen:
(x’”')’=(x-x”)‘= 1-xP+x-p-x? =(p+1)-x"

Hermed er sztningen bevist.

Denne bevismetode kaldes induktion efter n.

En anden metode til at finde differentialkvotienten pa er ved hjzlp af ledvis
differentiation af en rakkeudvikling af f{x) med konvergensradius R #0.
Metoden bliver dog ikke brugt i gymnasiet eller pd HF, men eftersom den
ligger meget tzt opad, hvordan Euler differentierede (som vi senere vil
komme ind pa), mé det vare relevant at beskrive denne og afslutte med et

regneeksempel. Vi vil dog ikke gennemfare beviset.

Ledvis differentiation

Antag at funktionen f{x) er reprasenteret som raekkeudviklingen:

o
f(x) = Za,,x" =a,+ax+a,x’ + a3x3 +----med konvergensradius R # 0.

n=0
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Da er funktionen f{x) differentiabel pa (-R, R) og

f’(x)=Znanx"-l =a, +2a2x+3a3x2+4a4x3 deenn,

Eksempel

2 3 4
Vi ved, at funktionen f(x)=e* =1+x+%+%+%+

Dette udtryk kan omformes til:

. 1o, 1 5 1,
f(x)—e —1+x+—2-! x +§!-x +4! XA

Ud fra formlen ledvis differentiation ma der gzlde:

(x) =14 2oxt2x vt g,
f(x)—l+5 x+3!x +4!x +
g

1 1
(x)=l+x+=-x"+—- x> +---
Solr) =1t x4 2o ;
i 1

3 _ i 2 1 3 A
f(x)—l+x+2! x +§ X4,

Denne rekkeudvikling er lig med rekkeudviklingen, som vi startede med.
Ergo mé der udfra ledvis differentiation for reekkeudviklingen af ¢’ pivlde.
at badde den oprindelige rekke og den differentierede rakke konvergerer
mod e* indenfor fernavnte konvergensradius R.

Dette stemmer ogsé overens med, at vi ved, at differentialkvotienten for ¢".

netop er det samme; e*.

Eksemplet var lidt heldigt, da vi sluttede med det udtryk vi startede med. Tit
gar det ikke sd nemt til, da man ikke sddan uden videre kan se, hvad en
rekkeudvikling af en funktion konvergerer imod, selvom den behandles

inden for dens konvergensradius.
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Nér man 1 moderne matematik differentierer i praksis, vil man selvfolgelig
ikke hver gang gennemgi tre-trins-reglen og ledvis differentiation for
nemme 0og kendte funktioner men bruge regneregleme for differentiation i
en "handevending”. Dette lille afsnit argumenterer for, hvad vi i dag ger i
praksis. Yderligere skulle der gerne ses, at selvom man bruger reglen for
ledvis differentiation, vil man stadig ende med et konvergensspergsmal,
hvor man mé gere sig overvejelsen om, hvorvidt rekkeudviklingen af

funktionen konvergerer eller divergerer.

[Binmore, 1987 side 92-101, Edwards og Penny, 1998 side 682-691,
Hebsgaard et. al., 1992 side 89-101, Jensen og Serensen, 1989 side 43-71 og
side 75, Karush, 1995 side 51-53 og 289-290 og Lindstrem, 1995 side 219-
227]

3.5.2 Eulers indferelse af differentialregningen

I sit andet hovedveerk Institutiones calculi differentialis indferer Euler
differentialregningen ved hjelp af rakkeudvikling af funktioner.
Hovedvarket er indtil nu kun blevet oversat til tysk i 1798 — i alt fire bind.
Med Leonhard Euler forlod den matematiske analyse geometrien. For ham
var det derfor studiet af allerede kendte funktioner, som var relevant, dog
uden brug af  geometriske  fortolkninger. Forhen  havde
infinitesimalregningen iszr handlet om kurver, men med Euler handlede det
nu om funktioner (som tidligere nevnt tillagde Euler begrebet funktioner en
anderledes betydning, end hvad vi i den moderne matematik i dag ger).

I forordet til Institutiones calculi differentialis skriver han:
... dette veerk holder sig helt og holdent indenfor den rene analyses omrade,

sa jeg har tilmed ikke engang haft brug for at medtage en eneste figur til
illustration [Thomsen og Spangsberg, 1987 side 21].
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3.5.2.1 Eulers rakkeudvikling af funktioner

Hvad Euler egentlig mente med sin r&kkeudvikling af funktioner beskrives 1
hans ferste hovedvark Introductio in analysin infitinium.

Her anvender Euler rakkeudvikling pa en del funktioner blandt andet de
trigonometriske funktioner, eksponentialfunktionen og logaritmefunktionen.

Denne udvikling skete mere eller mindre p& baggrund af antagelsen:

§59. ... Der kan i alle tilfeelde ikke veere tvivl om, at enhver funktion af z kan
udtrykkes ved den "uendelige"” reekke Az® + Bz’ +Cz” + Dz° +ect., hvor

a, P yog 6, etc. kan antage alle talveerdier [Euler, 1885, side 49]. [24]

2 3 4
For Euler betad det for eksempel, at 1+ % + X + X + X +

20 33
var regneudtrykket for eksponentialfunktionen. For en moderne laser
stemmer denne rakkeudvikling ogsd overens med det faktum, at den
konvergerer mod e*, og Euler ma da ogsé have varet godt tilfreds, da den
samtidig opretholdte idéen om den variables generalitet.
Ved forste indtryk vil Euler alligevel komme ud i problemer med sin

antagelse om ra&kkeudvikling af funktioner. Moderne set vil for eksempel -

hejre side af ligningen 1—1— =14+x+x>+x*+---- kun vare defineret for
-x

| x| <1, og Euler vil derfor ikke kunne opretholde 1déen om den variables
generalitet. Euler kommer alligevel uden om problemet ved at definere en
rekkes sum. I Lars C. Mejlbos bog Uendelige reekker en historisk
fremstilling er § 102.-111. fra Institutiones calculi differentialis blevet
oversat til dansk. Euler diskuterer her problemet med summationen af de
divergente rekker og kommer til en endelig deﬁnitic;n. For at ‘belyse
hvordan han kommer uden om problemet med de divergente rekke, er det

relevante fra § 102.-111. af Lars C. Mejlbos oversattelser gengivet her.

§ 102. Man kan ga videre med summation af uendelige raekker, hvorved

man helt kan udrydde forskelligé tvivissporgsmal, der er opstdet i den
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sammenheng.  Betragter  vi  forst  rekken af ens led
1+1+1+1+1+1+1+1+1+etc., og lober den videre uden ende, det vil sige
i det uendelige, sa kan det ikke betvivles, at summen af alle disse led er
storre end et ethvert angiveligt tal, og den ma derfor veere uendelig.

Det bekreeftes ogsa af reekkens oprindelse, idet den er udviklingen af broken

1 . .
-i—=1+x+x2+x3+x4+etc., ndr man setter x=1. Deraf fas

=

|

l =1+1+1+1+etc. og summen = 1—1—1 = % = det uendelige

[Mejtbo, 1983, side 177].

[

I § 102. kan man se, at Euler accepterede division med nul og samtidig

tillagde breken ¢ vardien; det uendelige. Det uendelige blev altsa for Euler

en endelig storrelse (Eulers opfattelse af det uendelige som noget endeligt
fremgar ogsa af afsnittet om Eulers indirekte greensevardibegreb). og vi vil
senere komme ind pa hans manipulation med nuller. En anden ting som er
vigtig at leegge merke til er, at Euler kalder hgjre side i udviklingshigningen
for reekkens oprindelse. 1 § 103. opstér der problemer, idet han nu indxetter

tallene 2, 3, 4, etc. pd x's plads og slutter, at rakkcudviklingen

1 s .
. 1+x+x*+x° +x* +-... forer til "vigtige" vanskeligheder.
-X

§ 103. Selvom der her ikke kan opsta tvivl om, at et og samme endclige tal
taget uendelig mange gange nodvendigvis ma ga over i et uendchigr tal

synes dog oprindelsen fra den almene reekke

1
1——=1+x=1+x+x2A+x3 +x* +x° +erc.
-X

ogsa at fore til meget vigtige vanskeligheder. For seetter man efterhanden

tallene 1, 2, 3, etc. ind for x, sa far man folgende reekker:

A. -1—1—1=1+1+1+1+1+1+etc.=%= det uendelige

B. I—l—z—=1+2+4+8+16+32+etc.=—1
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C. %=1+3+9+27+81+243+etc.=—%

D. %=l+4+16+64+256+1024+etc.=—§

Da alle led i reekken B bortset fra det forste er storre end leddene i reekken
A, sa skulle summen af reekken B nodvendigvis veere storre end summen af
reekken A; men udregningen giver, at summen af A er uendelig stor, og
summen af B er negativ, det vil sige mindre end intet, og det kan ikke
forenes. Endnu mindre kan man forene scedvanlige begreber med, at
summen af denne og alle de folgende rekker er negative, selvom alle led er

positive [Mejlbo, 1983, side 177-179].

§ 105. ... Vi ser os derfor nodsaget til at hevde, at de summer, som de
almene formler giver, ikke er sande summer. Da disse reekker opstar ved en
fortsat division, hvor resten stadig bliver delt pa ny, og resten stadig vokser,
Jjo lengere man gar frem, sa er man aldrig berettiget til at undlade resten,
og allermindst den sidste rest, det vil sige den, der bliver tilovers, efter man
har delt uendelig mange gange, fordi den sidste rest er uendelig stor. Men
da man ved de ovenstdende reekker slet ikke har agtet pa denne rest, sa er
det intet under, at man ved summationen er forfalden til urimeligheder. Og
dette svar er helt sikkert sandheden, da det beror pa raekkens oprindelse, og

det udrydder altsa al tvivl [Mejlbo, 1983, side 179].

§ 106. For at gore dette endnu tydeligere, sa vil vi betragte udviklingen af

broken - i de forste led. Der geelder:
1 i x

—_— =14

1-x l-x
1 x’

—=1+x+

1-x 1-x

3
LSS S S
I-x 1-x
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1 4
—=l+x+x>+x" +
I-x I-x

etc.

Den der seetter summen af den endelige reekke

1
l+x+xt+x=—
l-x

4

begar altsa en fejl pa

etc. [Mejlbo, 1983, side 179-180].

e

§ 110. Efter min mening ligger hele vanskeligheden i ordet SUM. Thi nar
man bruger ordet SUM af rcekken i den scedvanlige forstand, hvor man
mener samlingen af alle led forenet, sa er der ingen tvivl om, at man kun
virkelig kan fremstille summen af de reekker, der konvergerer, og hvor
veerdien af reekken mere og mere neermer sig til en fast veerdi, jo flere led
man faktisk samler sammen. Derimod har de divergente reekker, hvis led
ikke aftager mod 0, hvad enten + og - veksler eller ej, ikke nogen bestemt
sum, ndr man tager dette ord i betydningen af samlingen af alle led.

Men ndr det dog som fremheevet geelder, at man af disse falske summer kan
udlede sandheder, sa sker dette ikke fordi det endelige udtryk for eksempel

1

1-x

er summen af reekken 1+ x + x> + x* + etc., men kun fordi dette udtryk
ry

giver raekken ndr det udvikles. Pa den made kunne man helt lade veere med

at bruge ordet sum [Mejlbo, 1983, side 181-182].

§ 111. Vi kan altsa helt afskaffe disse vanskeligheder og tilsyneladende
selvmodsigelser, hvis vi giver ordet SUM en anden betydning end det
seedvanligvis har. Vi siger derfor at SUMMEN af en uendelig reekke er det
endelige udtryk, hvis udvikling er reekkens oprindelse.

I den forstand er faktisk SUMMEN af reekken 1+ x+ x> + x* +erc.,

-Xx
fordi reekken opstar ved udvikling af broken, og man kan indscette hvilke tal
man vil for x. Hvis reekken er konvergent stemmer den nye definition af sum

overens med den gamle, og hvad angar de divergente, som ikke har nogen
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sum i sedvanlig forstand, sa opstar der ingen vanskeligheder ved den nye
betegnelse. Endelig tillader definitionen os at heevde nytten af de divergente
raekker og forsvare dem mod alle indvendinger [Mejlbo, 1983, side 182].

Her ser vi, hvordan Euler argumenterede for, at en divergent raekke ikke kan
have noget, som ligner en sum 1 den szdvanlige betydning af ordet, der
blandt andet indebzarer, at summen af positive tal skal vare positiv.

Han udvider derfor betydningen af ordet "sum" til ordet "SUM", der for
konvergente rakker stadig betyder det samme, men som noget nyt nu ogsa
kan bruges pa divergente rakker. En anden ting Euler l®gger vegt pa i
paragrafferne, er hvor reekkeudviklingen oprindeligt stammer fra.

Set fra et eulersk synspunkt vil det altsa sige, at hvis bare de matematiske

1
beregninger var korrekte i for eksempel udviklingen af breken % var

selve udviklingen ogsa korrekt for hvilken som helst vaerdi af x.

Han pédpeger altsia, at SUMMEN af en uendelig raekke er det endelige
udtryk, hvis udviklingen er r&kkens oprindelse.

Ved at indfere definitionen "SUM" og vigtigheden ved rakkens oprindelse,
far han opretholdt idéen om den variables generalitet. Denne tankegang kan
fra et moderne synspunkt virke en smule absurd, da vi for det forste kun
opererer med ordet "sum" 1 én forstand, og for det andet ikke kun ser én
vigtighed ved selve reekkens oprindelse, men ogsa ser pa det samlede udtryk
som helhed.

Euler har nedvendigvis matte bygge definitionen pa sin egen opfattelse af
funktionsleren (se afsnittet om Eulers funktionsbegreb), og i det omfang
denne har vist sig utilstrekkelig, bliver definitionen "SUM" og vigtigheden

ved rekkens oprindelse dermed nedvendigvis ogsd utilstrekkelig.

Eulers definition af en reekkes sum &bner nu spergsmaélet: Hvad mente Euler
med rakkeudvikling af en funktion? Han kan ikke have ment, at
rekkeudviklingen er den potensrakke, som konvergerer mod funktionen

(den moderne definition pa en rekkeudvikling af en funktion), for s& bider



definitionen sig selv i halen. Han mad i stedet have ment, at funktionen og
potensrekken blot er ens, det vil sige, at funktionen ved algebraisk
manipulation kan omformes til den givne potensrakke.

Raeekkeudvikling var altsd for Euler et algebraisk fnomen og ikke et

spergsmél om konvergens.

4.5.2.2 Eulers tolkning af de endelige og uendelige sma storrelser

Euler forsggte at undgé de problemer, som opstod ved anvendelsen af de
endelige og uendelige smi sterrelser. Dengang reprasenterede en uendelig
lille storrelse alle tilstande omkring nul, som var mindre end alle
almindelige positive tal. Alt dette var efter Eulers mening for upracist og al
for praget af filosofiske betragtninger. 1 stedet for at arbejde med smd
storrelser valgte han at sige, at alle tilvaekster som anvendes i

differentialregningen skal betragtes som rene nuller.

Konsekvensen af Eulers betragtninger blev; idet y er en funktion af x, kan x
gives tilvaksten dx, hvorved y far tilvaksten dy, - men dx og dy var jo nul!

Differentialregningens mal blev nu ifelge Euler at bestemme forholdet
mellem dy og dx, der i virkeligheden var bestemt som % og athangig af,
hvordan y var givet ved x.

Det meningsfulde ved at arbejde med forholdet % argumenterede Euler for

siledes:

§ 85. ... Vi kan starte med den indlysende sande ligning n-0=1-0, hvor n
for eksempel er et helt positivt tal. [Thomsen og Spangsberg, 1988 side 23].

0
Heraf udledte Euler ved simpel division %= ° og drog den konklusion, at

ikke alene var udtrykket % meningsfuldt, men det kunne antage alle former

for veerdier.
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Selvom alle tilvaksterne dx og dy var nul, blev forholdene ;,ﬂ alligevel
y

interessante, da de kunne antage alle former for verdier.

Man kan derfor heller ikke slutte, at 0 = 0 med mindre, at man har en viden
om, hvor disse nuller stammer fra. For eksempel er dy og dx som regel ikke
lig hinanden, men i Eulers tilfalde var nu bdde dy og dx hver iser altid nul.
Symbolet "0" kom altsa til at dekke over uendelig mange indbyrdes
forskellige nuller. Euler talte om nuller af forskellig storrelsesorden.

For eksempel var 2-0 = 0 men dog stadig dobbelt sa stort som 1-0.

4.5.2.3 Eulers Differentiation i praksis

Eulers rakkeudvikling af funktioner og manipulation med nuller gjorde det
muligt at finde det, han kaldte et udtryk for % . Dette udtryk er det samme,
som det vi i dag kalder differentialkvotienten.

Metoden til at finde % var dog helt anderledes og uden geometriske

overvejelser, hvilket vi skal se nermere pé. .

I fijerde kapitel af Institutiones calculi differentialis, fra § 112.-150.,
introduceres grundredskaberne til differentialregning sdsom skrivemade og

betydningen af disse.
Indledende starter Euler med at presentere funktionen Ay(Ax) som en

rekkeudvikling med funktioner P, O, R, S, etc., hvor P, O, R, S, etc. er
funktioner af x og Ax, sidan at lighedstegnet galder:

Ay = Po+Qw’ + Rw® + Sw* +----, hvor Ay = y,—y, og y, skal opfattes
som det faste punkt. |

Videre s&tter han Ax = @ = x, — x, hvor @ skal opfattes som en numerisk
meget lille storrelse og x, som det faste punkt. Eftersom Euler ikke var

tilfreds med de sma numeriske sterrelser, fik han w=dx=> 0w =0 da
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dx =0. Det at w er lig dx ger, at Euler 1 § 118. nu antager, at Ay mé vare
lig med dy ud fra det argument, at y jo er en funktion af x [Euler, 1798 side
105].

Ud fra vores opfattelse af kontinuitet vil det altsé sige, at hvis man tager en
lille tilvekst dx ud af x-aksen pd& en kontinuert graf, vil man derfor
automatisk fa en lille tilvakst dy. Antagelsen virker derfor meget moderne i
forhold til kontinuitetsbegrebet 1 dag, men 1 og med at Euler ikke havde en
korrekt definition af kontinuitetsbegrebet, kan den korte bemarkning i §

118. alligevel ikke klargore fuldstndig, hvad han egentlig mente.

Herefter findes endelig raekkeudviklingen for funktionen Ay :
Ay =Po+Qw’ +Rw’ +Sw* +----

dy=Po+Qw’ + R’ +Sw* +---

dy = Pdx + Qdx* + Rdx® + Sdx* +----

dy = Pdx

dy

o P, hvor P er en funktion af x.

De sidste to ligningsudtryk far han ud fra overvejelsen, at ndr dx er uendelig

lille, vil leddene Qdx*,Rdx’,Sdx* etc. forsvinde og det resterende led,

funktionen P, blive det eneste, der er tilovers i r&kkeudviklingen [Euler,
1798, side 106-107].

Moderne sagt ensker Euler at vise nedenstdende ligninger, hvor han

umiddelbart ikke ville have haft noget imod den ferste omskrivning:

Ay = PAX' + PAX* + PAX +.......... +PAX" 4+
3

A}i=1°1+1”2Ax’+1%Ax2+ .......... + P A 4
Ax
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A
Grznsevardien for den uendelige reekke bliver da Cid - lim 2~ = P.
dx ax-0Ax

' d
For Euler blev formalet nu at finde et udtryk for funktionen P=d—z'

Ud fra disse forudsatninger ma det vare passende at se pa, hvordan Euler i

d
praksis fandt udtrykket -c—ix)—) =P.

Eksempel 1
Metode A

Vi har funktionen y = x og det faste punkt y, = (x, )
Ifglge Euler mé der gzlde:

de=x,—xogdy=y -y

y=x, & dyv+y=di+tx S dy=de+x—y

ogda y, = (xl) far vi:

dy=dx+x—x©dy=dx<:>§“—v—=l.
2

Eksempel 2
Metode B

Vi har funktionen y = x* og det faste punkt y, = (x, )2 .
Ifelge Euler ma der gzlde:

de=x,—xogdy=y -y

nw=Ex) ody+y=(@dx+x) o

dy=(dx+x)? -y dy=(dc+x) —x* < dy=dx® + 2xdx

Ifolge Euler star der blot 0= 2-x-0+0°.

Da hans mal var at finde forholdet % , endte udtrykket op i at:

dy _ (2xdx +(dx)’)

=2
e o x+dx
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=2x+0

& &

Det sidste dx forsvinder i sammenligning med 2x, som er et endeligt tal.

Ved mere komplicerede funktioner klarede Euler problemerme med

reekkeudvikling af disse.

Eksempel 3
Lad y =In(x), y, =In(x,), dy=y,—y og dx=x, - x.
dy +y =In(dx + x)

g

dy = In(dx + x) — In(x)
)

dy = ln(dx + xj

)

dx
dy = ln(— + 1)
x

dx
Herefter tager han rekkeudviklingen for 1n(—— + lj ved forst at satte
X

dx o
z =—, det vil sige:
x

2 3 4
In £+1 =ln(1+z)=z——z——+z——z—+----.
x - 2 3 4

- dx 2 3 4
Dazjoerligmed —,ma dy=In g+1 Zix__dx +dx _& +oeee
x x .x  2x  3x  4x

. . dc dy 1
og det forer ham videre til, at dy = — & — =—.
x dx x

Endnu en gang benytter han overvejelsen, at nir dx er uendelig lille, vil
ledd it d’  dxt
CO0ene % 3x 7 3x

eneste, som er tilovers i rekkeudviklingen [Euler, 1755, side 378].

dx
etc. forsvinde og det resterende led o blive det
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Moderne sagt ensker Euler at vise:
A& A AP A

A
Y X 2x 3x 4x

R

U

Ay 1 A& A A

“Ax  x 2x  3x 4x

Graensevardien for den uendelige rekke bliver da:

dy Ay

1
e Al:{)r% P hvor han endnu en gang umiddelbart ikke ville have haft

noget imod omskrivningen 1 starten.

De samme rekkeudviklingsmanipulationer vil gelde for andre funktioner.
som for eksempel y=x", som Euler ved hjelp af binomialformicn [1§]

lavede en rekkeudvikling for.

Euler var fremragende til at lave reekkeudviklinger af funktioner. som vi har
set det i eksempel 3, og han benyttede det flittigt hele vejen igennem
Institutiones calculi differentialis. Nogle af hans operationer var dog hdt
suspekte, men da han som regel ndede frem til de korrekte resultater, blev de

alligevel accepteret af samtidens matematikere.

[Andersen et. al., 1987 side 7, 17-18 og 82-117, Euler, 1755 side 16-143,
Euler, 1798 side 3-179, Euler, 1885 side 49-62, Liitzen, 1978 side
"Mejlbo, 1983 side 137-190 og Thomsen og Spangsberg, 1987 side 21-26]

5.28

- T,
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3.5.3 Sammenligning af differentialregning

I dag introducerer vi differentialregningen p& baggrund af geometriske

A d
overvejelser, hvor formdlet er at finde differentialkvotienten d—y .
x

Differentialkvotienten ses i dag som et samlet udtryk og tolkes geometrisk

som hzldningen for tangenten til funktionen f(x) i punktet x,, hvor man

indledende har sekantens hzldning, og derefter lader x ga mod x,.

De geometriske overvejelser af sekanter og tangent ferer til definitionen pé
differentiabilitet, hvor der skal overvejes, hvorvidt der er en grenseverdi
tilstede for differenskvotienten, nir x gir mod x,.

I praksis, som for eksempel ved brug af de sakaldte regneregler for
differentiation eller ved ledvis differentiation, ligger der stadig geometriske
beviser til grund for disse. Der er altsa intet, som undslipper geometrien,
hvilket er det basale grundlag for, at vi i dag kan differentiere, integrere og
lose differentialligninger.

Det kan derfor virke péfaldende, at Euler uden brug af geometriske
overvejelser tit kom frem til det rigtige udtryk for differentialkvetienten.

Desuden kan hans forudsztninger virke pafaldende. Nogle fa eksempler pa
disse kunne vare:

- paragrafformuleringer sdsom .... hvis j er et tal storre end ethvert teenkeligt
tal .... vi kan hermed udrydde alle tvivlsspergsmal .... dette vil forsvare dem

mod alle indvendinger, der kunne vere.

- forstaelse for reekkens oprindelse ved for eksempel raekkeudviklingen af

funktionen 1; Til trods for det konkluderer Euler i § 103. i Institutiones
-Xx

calculi differentialis, at rekkens oprindelse kan fore til det, han kalder

"meget vigtige vanskeligheder”. Det skyldes, at han afprever idéen om den

variables generalitet pa rekkeudviklingen af funktionen -11—
-Xx
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- nye begreber som for eksempel "SUM" og definitionen pa denne, som
efter hans mening tillod ham at udvikle funktioner til divergente rakker.
Dette nye begreb fér, ifslge Euler, ogsa lest paradokset dels ved raekkens

oprindelse og dels idéen om den variables generalitet.

- algebraiske manipulationer som for eksempel hans idé om at uendelige
sma storrelser var tallet/tallene nul.
Dette gav ham derefter lov til at dividere med det/dem udfra den

"indlysende sande" ligning: n-0=1-0 & % = % .

Euler sé derfor udtrykket g}—)— som $. Dette var nedvendigvis ikke et samlet
hx

udtryk, men et udtryk hvor dy og dx stod hver for sig i selve

rekkeudviklingen af funktionen f(x), for si derefter at dividere igennem

med dx.
At udtrykket % gav mening for Euler, var dels pad baggrund af den

“indlysende sande ligning” samt hans algebraiske manipulation af
rekkeudviklingen: Ay = Pw + Qw’ + Rw* + So* +----.

Denne manipulation ferte ham frem til ligningen dy = Pdx, der blev til
dy ~

; = P, hvor P er en funktion af x.

Samlet kunne % altsd antage alle mulige vardier beskrevet som en
X

funktion P af x. Eulers mil med differentialregningen blev derfor at finde et
udtryk for P ud fra en given funktion f(x). Dette mal stemmer til dels
overens med, hvordan vi i dag angriber differentialregningen i praksis.

Néar man 1 dag skal lgse differentialregningsopgaver, vil man typisk fa en
funktion presenteret for derefter at finde dens differentialkvotient — enten

som en konstant eller som en anden funktion.
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En af de afgerende forskelle ved Eulers differentialregning og ved den

dy

moderne ma derfor ligge i, hvordan man opfatter udtrykket o og i det

hele taget hvor dette stammer fra. For Euler blev udtrykkets oprindelse

forklaret udfra et algebraisk analytisk udtryk uden brug af geometriske

overvejelser. Udtrykket % opstod ud fra hans rzkkeudvikling af

funktioner, der ogsa var et algebraisk fanomen og ikke et spergsmal om
konvergens.
i 1 d
I dag opfatter vi, som tidligere beskrevet, udtrykket gy— som ¢t samlet
23

udtryk, hvor det kan ses ud fra geometriske overvejelser.

P4 trods af denne afgerende forskel kan der vist alligevel ikke vare nogen
tvivl om, hvad Euler mente, nér han forst og fremmest talte om at oplofie dx
til en hejere og hgjere potens, sa disse resterende led i1 rakkeudyihlingen
blev "ubetydelige"”, eller nar han talte om et uendeligt stort tal storre end
noget andet tenkeligt tal . Problemet ma ligge i, at der pé det tidspunkt ikke
fandtes, hvad vi i dag kalder greenseovergange. Man kan dertor sulle

spergsmalet, om han var en smule foran sin samtid?

Der kan heller ikke vere tvivl om, at Euler i § 118. 1 Institutiones calculi
differentialis nermede sig vores moderne kontinuitetsbegreb. Her gor han
antagelsen, at hvis x fér en lille tilvaekst dx, da vil y ogsa fa den lille tilvivhst
dy.

Yderligere minder Eulers differentiation af raekkeudvikling meget om
metoden kaldet leddelt differentiation. Dette kan skyldes, at han forst
koncentrerede sig om hvert enkelt led i rekkeudviklingen af funkticnen

f(x), hvorefter han til tider gjorde alle led "ubetydelige" for det endelige
dy .
udtryk ol undtagen funktionen P.

Endnu engang mé forskellen vere, at vi i leddelt differentiation overvejer

om den uendelige rekke konvergerer, hvorimod Euler enten havde et andet
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udtryk for raekken dy = Pdx+Qdx® + Rdx® + Sdx* +---- eller gjorde
leddene "ubetydelige" for det endelige udtryk —undtagen P.
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3.6 Opsummering

I dette afsnit vil vi kort opridse det mest relevante i indholdet fra de

foregdende afsnit.

Funktionsbegrebet

Det eulerske funktionsbegreb adskiller sig markant fra det nutidige, hvilket
skyldes hans definition af den variable storrelse. Ifglge Euler er den variable
sterrelse en ubestemt eller universel storrelse, som kan antage enhver verdi
— herunder samtlige imaginare vaerdier, hvilket kendes som idéen om den
variables generalitet. Dette betyder, at den variable ikke kan veare
indskraenket til f.eks. et interval, og derfor er defineret overalt, - hvilket den
ikke er!

Lighedsrelationen er en anden forskel p& det eulerske og det moderne
funktionsbegreb, da denne for Euler er et spergsmal om omformning af
funktioner.

Euler formulerede i 1755 en ny funktionsdefinition, som i det store hele
minder om den nutidige. Til trods for denne nye formulering benytter han i

sine senere verker konsekvent sit gamle funktionsbegreb.

Kontinuitetsbegrebet

Euler tillzgger begrebet kontinuitet en ganske anden betydning end
matematikken ger i dag. For Euler er kontinuitet et spergsmil om
sammenhengen af det analytiske udtryk. En funktion bestemt ved ét
sammenhangende udtryk er en E-kontinuert funktion, hvorimod en funktion
bestemt ved flere forskellige udtryk — en funktion med delt forskrift —er en
E-diskontinuert funktion.

Med udgangspunkt i kontinuiteten i et punkt opfattes kontinuitet i den
moderne matematik som noget lokalt, hvorimod Euler md have opfattet

kontinuitet som noget globalt.
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Ifelge Grattan-Guiness svarer en E-kontinuert funktion til vores opfattelse af
en differentiabel funktion — og dermed ogsa en kontinuert, — hvorimod en
E-diskontinuert funktion svarer til, hvad vi i dag vil opfatte som en

kontinuert funktion.

Graznsevardibegrebet

Euler har ikke noget direkte formuleret grenseverdi- og konvergensbegreb,
men alligevel benytter han begge begreber i sine verker — om end pa
indirekte vis.

I forbindelse med studiet af Eulers brug af graensevardibegrebet kan man
ikke undgé at leegge maerke til, hvordan han i sin manipulering med raekker
ikke skelner mellem endelige og uendelige rakker. Euler regner da ogsd
med uendelige tal, som var de endelige.

Trods sin begrebsbegransning og sine manipulationer med udtryk, kom

Euler bemarkelsesvardigt tit frem til de korrekte resultater.

Indferelse af differentialregningen

I moderne matematik introduceres differentialregningen pid baggrund af
geometriske overvejelser, “hvorimod Euler indferte differentialregningen
udelukkende ved hjelp af den algebraiske analyse samt hans

forudsatninger.

dy

P4 baggrund af sine forudstninger s& Euler udtrykket o som . Dette var
ikke nedvendigvis et samlet udtryk, hvilket det er for os i dag, da det bl.a. er
en skriveméde for det samlede udtryk f ’(x). Udtrykket ii_dxy kunne for Euler

derfor antage alle former for vardier, der var beskrevet som en funktion P
af x. For Euler blev formdlet nu at finde et udtryk for P udfra en given
funktion f(x).

'Eulers differentialregning adskiller sig netop fra den moderne med hensyn

dy

til, hvordan man opfatter udtrykket pra Til trods for det minder Eulers

metode meget om den metode, man i dag benytter i praksis.
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3.7 Gruppe O anbefaler
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P4 baggrund af sammenligningerne i de foregaende afsnit vil vi her soge at

besvare de forste to dele af problemformuleringen.

Eulers indferelse af differentialregningen adskiller sig fra indferelsen i den
moderne matematik ved udelukkende at vere baseret pd den algebraiske
analyse, hvorimod den moderne tager udgangspunkt i geometrien.

Eulers indferelse adskiller sig ogsd fra den moderne i form af hans
funktionsbegreb og definitionen af en variabel sterrelse samt hans
kontinuitetsbegreb og definitionerne af E-kontinuitet og E-diskontinuitet.
Desuden pa omridet om granseverdi- og konvergensbegrebet hvor Euler
uden en definition af disse begreber benytter dem indirekte.

Adskillelsen ligger ogsd 1 Eulers forudéaetninger sasom hans uklare
formuleringer, forstielsen for rakkens oprindelse, nye begreber og hans

algebraiske manipulationer.

Med henblik pa det andet spergsmil i problemformuleringen medferer
Eulers indferelse af differentialregningen visse proBlemer.

Besvarelsen falder i tre dele: Problemer i Eulers indforelse af
differentialregningen ifelge os, problemer ifelge Euler og problemer som

Euler burde have haft ifelge os.

Set i lyset af den moderne matematik er Eulers indferelse af
differentialregningen, pd baggrund af ovenstdende besvarelse, praget af

uklare og manglende argumentationer.
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Ifolge Euler ligger hans problemer ved indferelsen af differentialregningen i
hans vanskelighed med idéen om den variables generalitet samt i hans

“paradokser” bl.a. vanskeligheden med de divergente raekker.

Problemer Euler burde have haft ifelge os ved indferelsen af
differentialregningen: Det mest pafaldende er Eulers division med nul i hans
beregninger med infinitesimalerne. P4 trods af Eulers argumentation for

betydningen af udtrykket §, kan dette umiddelbart forckomme en smule

besynderligt. Faktummet at Euler pludselig tillegger ordet sum en anden
betydning end den vante er ogsd ejendommeligt, selvom han kalder det
IISUM".

I forbindelse med den forste del af projektet vil vi gemne pointere, at vi ikke
mener, man bar bebrejde Euler al for meget til trods for hans til tider uklare
argumenter. Set med bade datidens og nutidens ejne var Euler mildest talt
en genial matematiker, og hans bidrag til matematikken var enestdende.

Oprindelig talt dividerer man jo ogsa i dag ind imellem med O eller o for

forstdelsens skyld (eller man tanker p4 det sddan), selvom man strengt taget -

ikke ma! F.eks. ndr man har givet en brek, hvor nevneren gar mod 0 eller
o og i seerdeleshed ved brug af L'Hospitals regel.

Man kan alts til en vis grad retferdiggere Eulers brek 3 blot man, som ved

brug af L'Hospitals regel, ger sig nogle overvejelser om den hastighed,

hvormed hhv. teller og navner gar mod 0, + « eller — .

69




5.1 Matematikken op til og i 1700-tallet

Frem til midten af 1500-tallet havde matematikken taget sit udgangspunkt i
geometrien, som vi kender den fra Euclid (ca. 350 f.v.t.). Dermed udgjorde

geometrien ogsa selve grundlaget for matematikken pé davarende

tidspunkt.

Med udgangspunkt i Keplers (1571-1630) astronomi og Galileis (1564-
1642) opdagelser inden for mekanikken dannes og videreudvikles
Sfunktionsbegrebet op gennem 1600-tallet med bl.a. Descartes’ (1569-1650)
indforelse af den analytiske geometri.

I kelvandet pd matematikkens adoption af funktionsbegrebet folger
udviklingen af den matematiske analyse (calculus), hvilket i dag er
grundlaget for den moderne matematik. De ansvarlige for tilvejebringelsen
af analysen var Newton (1642-1727) og Leipniz (1646-1716) med deres
indferelse af differentialregningen, (hvilken de i evrigt opfandt/opdagede
uafhengigt af hinanden).

Interessen for og udbredelsen af matematikken steg markant op igennem
1600-tallet, samtidig med at antallet af mennesker som beskazftigede sig
med den steg. Forhen havde matematikken ikke haft sine egne fakulteter pa
forskningsakademierne — de eneste rigtige” videnskaber var teologi,
medicin og jura — derfor var matematikken ogsd hovedsageligt forbeholdt
samfundets mere velstillede, som si den som et interessant tidsfordriv. Den
stigende udbredelse skal nok ses som varende et produkt af det stigende

uddannelsesniveau, der forte til oprettelsen af flere forskningsakademier i
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datidens ledende europaiske lande (Italien, Frankrig, Holland, England,
Projsen, Rusland m.fl.). Desuden som et produkt af bogtrykkerkunstens
fremskridt der muliggjorde det at delagtiggare flere mennesker i sine tanker

og idéer.

1700-tallets matematik var praget af den rivende udvikling, som havde
fundet sted fra midten af 1500-tallet og til slutningen af 1600-tallet.
Matematikken op igennem forste halvdel af 1700-tallet ma derfor ses som et
forsog p& at tolke og forstd den nytenkning, der havde praeget
matematikkens udvikling i de forgangne &r — og om muligt videreudvikle
teorierne.

Matematikkens emneomréader biev ogsa udvidet markant. Interessen for nye
felter var sterkt tiltagende, og denne bredere fokusering medferte en
ombytning af geometriens og algebraens roller. Den euklidske geometri
blev sat i skyggen af algebraen, da denne var og stadig er langt mere
anvendelig. Algebraen, og dermed ogsé indirekte analysen, blev dermed det
barende element i al matematisk teenkning og matematikkens nye grundlag.
Talbegrebet matte ogsé std for skud i denne periode. Fra kun at omfatte de
positive og rationale tal, matte det udvides til ogsd at omfatte negative,
irrationale og imagin®re (komplekse) tal. Indferelsen af integral- og
differentialregningen tvang datidens matematikere til at reflektere over den
matematiske disciplin; infinitesimalregningen (regning med uendelig sma
og uendelig store storrelser; infinitesimaler).

Matematikken gir i denne periode fra at tage sit udgangspunkt i
virkeligheden, som indebar forseg pa at regne og systematisere denne, til et
langt hgjere abstfaktionsniveau, hvor den intuitivt klare forbindelse med de
virkelige forhold ikke lengere kan fastholﬂes som det eneste acceptable.
Denne overgang skyldes til dels det nye talbegreb, som med de imaginzre
tal introducerer en i hgjere grad konstrueret matematik. De ubesvarede
spergsmal var mange og problememe ikke ligefremt loselige. F.eks.
spergsmélet om hvad den umiddelbare betydning af integralregningens sum

af uendelig mange uendelig sma arealstykker er? Noget uendelig stort fordi
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der er uendelig mange stykker? Eller noget uendelig smét fordi alle
stykkerne er uendelig sma? Om ikke andet havde 1700-tallets matematiske
abstraktionsniveau i al fald distanceret sig “uendeligt” fra udgangspunktet,

blot et par hundrede ar forinden.

[Burton, 1985 side 325-405, Kline, 1972 side 335-340 og Thomsen og
Spangsberg, 1988 side 10-21]

5.2 Matematikkens problemer i 1700-tallet

I 1700-tallet var det iser uenigheden om infinitesimalbegrebet, der gav
anledning til forskellige opfattelser af differentialregningen. Dengang var
man ikke klar over, at netop operationer med infinitesimaler udgjorde det
grundleeggende problem for differentialregningen, og ogsad adskilte den
kvalitativt fra de hidtil kendte regnemetoder.

Infinitesimalerne var et nyttigt regneredskab, der gjorde det muligt at
udvikle teknikker, som hurtigt og effektivt gav lesningen pd mange
praktiske problemer. Teoretisk var de langt mere ubehagelige, og hverken
Leibniz eller hans efterfolgere kunne forklare hvad infinitesimaler egentlig
var, eller hvordan de adskilte sig fra de andre tal. Eftersom et reelt tal er det
samme som et decimaltal, hvordan er da decimaludviklingen til et
infinitesimale?

Det er ogsd karakteristisk for denne periode, at bide Newton og Leibniz
havde forskellige mader at begrunde og handtere deres arbejde pd med de
vilkdrligt sma tal. I Newtons veark (Philosophiae naturalis principia
mathematica) er han omhyggelig med at forklare, at for ham er al snak om
infinitesimaler bare talemdder, og det han egentlig tenker sig er en
grenseovergang, hvor de forskellige sterrelser gar mod nul. Euler opfatter
infinitesimaler som eksisterende i en absolut forstand. Det skyldes som
tidligere navnt, at han regner med infinitesimaler som var de reelle tal,

hvorimod man i dag ville benytte sig af grensevardibegrebet.
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I 1734 publicerede filosoffen George Berkeley (1685-1753) en kraftig kritik
af integral- og differentialregningen. Berkeley havde ferst og fremmest et
religiost sigtemdl med sit angreb. Han ville overbevise videnskabsmand
om, at matematikken var mindst lige s& fuld af mysterier og selvmodsigelser
som teologien. Efter at have vist en del af infinitesimalbegrebets
absurditeter, med sterrelser som af og til var lig nul og andre gange ikke,
afsluttede han med at sige, at en person som kunne fordeje alt dette ikke
samtidig kunne vere kreesen i teologiske spergsmal.

Grunden til uenighederne omkring differentialregningen skyldtes ikke kun,
at en del matematiske begreber var uafklarede og stod til diskussion. Det
skyldtes ogsd, at kommunikationen mellem matematikerne blev
vanskeliggjort ved, at nationale og personlige stridigheder ofte blev overfort
til det videnskabelige arbejde. Man mente f.eks. i mange ar, at Leibniz
havde stjalet differentialregningen fra Newton. Séledes nagtede engelske
matematikere i mange &r at anvende differentiairegningen udviklet pa
kontinentet (Europa) omkring ar 1700 — og omvendt. Resultatet blev, at
engelske matematikere helt op til midten af 1800-tallet i en vis grad var
isolerede og afskaret fra at bruge resultater skabt pé kontinentet, ligesom de

udviklede deres egne symboler, metoder og teorier.

Udgangspunktet i den greeske matematik var indferelsen af den deduktive
metode, hvor man udfra en rzkke ubeviste aksiomer og matematiske
grundsztninger — det generelle — udledte lovmassigheder galdende i mere
specielle tilfzlde. | |

I midten af 1600-tallet blev den deduktive metode til dels erstattet af den
induktive metode. Udgangspunktet var stadig det samme, men selve
praksisen var &ndret. Udfra en masse regneeksempler som gav et fornuftigt
resultat — det specielle, — udledte man mere generelle gyldige
_lovmaessigheder. Denne induktive metode var en konsekvens af de mange
nye uafklarede begreber, som var vanskelige at fore tilbage til nogle

indlysende grundsatninger.
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. nar de (matematikerne) introducerede begreber der ikke lengere
idealiserede umiddelbar erfaring som de irrationale, negative og komplekse
tal og differentialer og integraler, manglede de at indse, at disse begreber
var af anderledes karakter, og de erkendte derfor heller ikke, at den
aksiomatiske udvikling kreevede et andet grundlag end selvindlysende
sandheder [Kline, 1972 side 393-394).

Desuden var de mange fornuftige og anvendelige resultater med til at
grundlegge den induktive metode. Der var intet incitament til at beskxftige
sig med problemer angdende grundlaget si lenge, at matematikken var
produktiv og resultaterne anvendelige.

Problemet med den induktive metode og dermed matematikken i 1700-tallet
var begrundelsen af generelle lovmassigheder udfra c¢n  masse

regneeksempler.

P4 baggrund af den rivende udvikling med mange nye omrader og begreber
indenfor matematikken var 1700-tallet kendetegnet ved mangel pa en
generel metode samt almene regler for udevelse af matematikken. Til trods
for dette er der nogle felles karaktertreek for perioden, som kan tllrgges
den formalistiske traditions metode.

Dengang var matematikere ikke rene matematikere, som vi kender dem i
dag. De beskaftigede sig ogsd med andre fagomrader og var mere cn slags
ingeniorer. Dette gjorde, at de som regel producerede matematikken med
henblik pé at lese praktiske problemer, ofte i relation til konkrete opgaver.
P4 den méde var perioden preget af filosofien; at hvis det kunne anvendes
og fungerede i praksis, s& var det i orden. Der er altsa tale om en sikaldt
anvendt matematik — eller pigtrédsmatematik, hvis man vil vare grov.
Perioden var tillige kendetegnet ved manglende begreber og for losc
definitioner pé- de eksisterende. Dette var ogsd galdende for Euler med
henblik pad hans indirekte brug af granseverdibegrebet samt hans lose
definition af funktionsbegrebet. Yderligere var perioden ogsd preget af

manglende stringens i beviserne eller direkte udeladelse af bevisforelse.
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Berkeley kritiserede netop matematikerne for at vere induktive frem for
deduktive 1 deres metode. Eksempelvis tager Euler udgangspunkt i konkrete
eksempler, hvorimod en moderne l®rebog indeholder sztninger,
definitioner og bevisfarelse. Et andet kritikpunkt, ifelge Berkeley, var den
manglende logik eller begrundelse i bevisfarelsen. I Eulers funktioner
udtrykt gennem reekker optreder en del idéer, der umiddelbart virker som
grebet ud af den bld luft. Idéerne er maske holdbare, men i moderne
matematik krever de en yderligere argumentation. Dette kritikpunkt
omfatter ogsa periodens brug af adhoc-lgsninger. En adhoc-lgsning dannes
til at lose ét bestemt problem uden, at den kan afproves (testes) pad anden
made. Et eksempel herpd er Eulers mide at komme uden om sit tidligere

nevnte  paradoks, hvor han  manipulerer med  udtrykket

[——1 e Tt i ], og far x til at ligge indenfor konvergensintervallet.
-X a+

Dette illustrerer tydeligt den manglende stringens, da han efter brug af
denne adhoc-lgsning ikke gir tilbage og undersgger den inkonsistens, der er
i hans teori. Det viser tydeligt, at Euler interesserede sig for resultaterne og
ikke for metoden. Til trods for Berkeleys kritik kan man havde, at datidens
matematikere sjeldent kom ud i problemerne omkring streng notation og
bevisforelse. Det skyldes, at tilknytningen til de praktiske problemer gjorde,
at de matematiske objekter som regel var simple algebraiske udtryk — sdsom

polynomier og rationale funktioner.

Det var karakteristisk for matematikerne i 1700-tallet, at de opfattede
matematikken som varende generel. Et eksempel herpd er diskussionen
mellem Leibniz og Johannes I Bernoulli om logaritmeme af negative og
komplekse tal. I en artikel af Leibniz fra 1712 samt i en senere brevveksling
med Bernoulli heevdede han, at logaritmerme til et negativt tal var ikke-
eksisterende. Modsat prevede Bernoulli at bevise, at de métte eksistere.

Senere opstod diskussionen pd ny — denne gang mellem Bernoulli og Euler.
Bernoulli mente stadig, at logaritmerne til et negativt tal métte tillegges en

betydning. Euler var uenig med ham i hans argumentation, men havde ikke
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selv noget fast standpunkt. Til trods for det var de begge overbeviste om, at

logaritmerne til et negativt tal skulle tillagges en eller anden betydning.

[Kline, 1972 side 393-394 og 408, Lindstrem, 1995 side 263 og Thomsen
og Spangsberg, 1988 side 10-21]
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6 Konklusion

Med udgangspunkt i det foregdende afsnit, vil vi her spge at besvare den

sidste del af problemformuleringen.

Matematikken i 1700-tallet var tydeligt preeget af et pragmatisk syn, hvilket
gjorde, at man ikke bekymrede sig om metodens stringens.
Nedenstdende citat af Clairaut fra 1741 giver et godt billede af den generelle

holdning i perioden:

Det er ikke overraskende, at Euclid tager besveret med at bevise, at to
cirkler der skeerer hinanden, ikke har samme centrum og at summen af
siderne i en trekant, der er indeholdt i en anden trekant, er mindre end den
samme sum af den yderste af trekanterne. Denne geometer (Euclid) var nadt
til at overbevise de obsternasige sofister, der glorificerede enhver
forneegtelse af de mest indlysende sandheder. Geometrien mdatte derfor,
ligesom logikken, hvile pa formel raessonneren for at kunne tilbagevise
ordkloveren ... Men situationen har endret sig: alle overvejelser om, hvor
langt man kan komme med sund fornuft, tiener kun til at skjule sandheden
og bekymre leseren. Disse overvejelser ser man derfor bort fra nu om dage

[Christensen og Thomsen, 1983 side 136].

Denne holdning er en af de drsager, der ligger til grund for Eulers problemer
i hans indferelse af differentialregningen. Et eksempel herpd er Eulers
fornazvnte adhoc-lgsning, hvor han lagde mere vagt pa resultatet end teorien
bag dette. Desuden hans vanskeligheder med de divergente raekker, hvor
han i stedet for at koncentrere sig om teorien, indferte det nye begreb

”SUM?” som en lgsning pé dette.



Det var ogsa karakteristisk for perioden, at matematikken blev opfattet som
vaerende generel, hvilket muligvis er arsag til Eulers definition af den
variables generalitet.

P& baggrund af de mange nye uafklarede begreber blev den induktive
metode indfert. Denne metode benyttede Euler tildels, hvilket fremgér af
hans varker — hovedsageligt Introductio in analysin infinitorum, da denne
var ment som en lerebog. Problemet med den induktive metode var som
tidligere navnt, at man begrundede generelle lovmassigheder udfra en
masse regneeksempler. Dette resulterede i manglende bevisferelser, hvilket
ogsd kan ses som 4arsag til problememe i Eulers indferelse af
differentialregningen, da den moderne matematik i dag ligger hovedvagten
pa bevisforelsen.

Desuden var matematikken kendetegnet ved manglen pa en generel metode
og alment anerkendte regler for dens udgvelse. Man havde derfor forskellige
méder at handtere arbejdet pa. Dette har selvfolgelig ogsd veret geldende
for Euler, hvilket maske forklarer nogle af hans lidt ”suspekte” metoder.

Alt tyder pé at Euler formentligt har set den algebraiske analyse som noget
nyt og exceptionelt. Netop derfor har han maske fundet forseget pad at
forklare matematikken udfra den algebraisice analyse revolutionerende.
Dette er muligvis arsagen til, at Euler i sin indferelse af

differentialregningen ikke anvendte den euclidiske geometri.

78



7 Perspektivering

I forbindelse med vores beskrivelse af FEulers indferelse af
differentialregningen benyttede vi de tyske og engelske overszttelser af
hans varker. Med udgangspunkt i de forste to spergsmal i
problemformulering havde en gennemgang af de originale tekster (de
latinske) formentlig givet en mere fyldestgorende besvarelse, da
oversettelserne kan vare mangelfulde. Et eksempel herpd er § 3. i den
engelske oversattelse af Introductio in analysin infinitorum, hvor “de
brudne” ikke er navnt.

Til besvarelse af det sidste spergsmal i problemformuleringen ville det have
varet relevant at inddrage andre matematikere fra 1700-tallet f.eks.
L’Hospital eller Johannes I Bernoulli samt en beskrivelse af naturfilosofien 1

denne periode.
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9 Appendiks

Appendiks 3.2.2

(1]
§ 1. Eine constante Zahlgrosse ist eine bestimmte Zahlgrésse, welche

bestindig denselben Wert behilt.

§ 1. A constant quantity is a determined quantity, which always keeps the

same value.

[2]
§ 2. Eine verdnderliche Zahlgrosse ist eine unbestimmte oder eine
allgemeine Zahlgrosse, welche alle bestimmten Werte ohne Ausnahme in

sich begreift.

§ 2. A variable quantity is one, which is not determined or is universal,

which can take on any value.

(3]

§ 3. Eine veriinderliche Zahlgrosse wird zu einer bestimmten, wenn ihr
irgend ein bestimmter Wert beigelegt wird.

Es kann daher eine verdnderliche Zahlgrosse auf unzahlig viele Arten zu
einer bestimmten werden, da man fiir sie jede beliebige Zahl setzen kann.
Die Bedeutung einer verdnderlichen Zahlgrosse ist noch nicht erschopft, so
~ lange nicht simtliche bestimmten Werte fiir sie gesetzt worden sind. Eine
verinderliche Zahlgrosse begreift daher alle nur denkbaren Zahlen in sich,

die positiven sowhol die negativen, die ganzen sowie die gebrochenen, die
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rationalen sowie die irrationalen und die transcendenten. Ja auch die Null

und die imagindren Zahlen sind davon nicht ausgeschlossen.

§ 3. A variable quantity is determined when some definite value is assigned
to it.

Hence a variable quantity can be determined in infinitely many ways, since
absolutely all numbers can be substituted for it. Nor is the symbol of the
variable quantity exhausted until all definite numbers have been assigned to
it. Thus the variable quantity encompasses within itself absolutely all
numbers, both positive and negative, integers and rationals, irratuonls and
trancendentals. Even zero and complex numbers are not excluded trom the

signification of a variable quantity.

(4]

§ 4. Eine Function einer verinderlichen Zahlgrésse ist ein analyuscher
Ausdruck, der auf irgend eine Weise aus der verdnderlichen Zahlgrosse und
aus eigentlichen Zahlen oder aus constanten Zahlgréssen zusammengesctzt

ist.

§ 4. A function of a variable quantity is an analytic expression composed 1n

any way whatsoever of the variable quantity and numbers or constant

quantities.
(5]
Eulers omformning af f(z) =+aa +zz til g(y) = (aa+ yy) nar (aa -y

2y 2y

substitueres for z:

gl a2+[az_y2 ]z =\/az+(az4_);z)z =\/4azy2+(az_yz)’

y 4y
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_\/4a2y2+a“+y“—2a2y2 _\/a“+y“+2azy2 B (a2+yz)2

4y2 4y2 (2}")2
B !a2 + y2 ’

2y

(6]
... Si igitur x denotet quantitatem variabilem, omnes quantitates quae

uteunque ab x dendent seu per eam determinantur, eius functiones vocantur.

Appendiks 3.3.1

(7]

Bevis for 1
Givet et &>0, ma vi finde et NeN sadan at |f(x,)- f(x,)| < ¢ for alle
nzN.

Siden fer kontinuert i x,, findes der et 6 > 0 sddan at | f(x)-f(x,)| < ¢ for

allexeDrmed |x—x,| <& .
Siden {x,} konvergerer mod x,, findes der et NeN sadan at lx,, - xa| <6 nér
n2N.

Dermed er | f(x,)— f(x,)| < & nir n2 N og setningen er bevist. .

Bevis for 2

Siden f'ikke er kontinuert i x,, findes der et &£ >0 s&dan at uanset hvor lille
vi velger §>0, findes der et xeD; sadan at |x—x,|<d& og
f®) = fx,)2¢.

Setter vi § =(ﬁ) udvelger vi pd denne made et punkt x, siddan at

x, = x,| < (L) og | f(x,) - f(x,)

2E.
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Folgen {x,} konvergerer da mod x,, men folgen {f(x,)}kan ikke konvergere

mod f(x,) siden |f(x,) - f(x,)

2 ¢ for alle n. =

Appendiks 3.3.2

(8]

§ 8. Although many different curves can be described mechanically as a
continuously moving point, and when this is done the whole curve can be
seen by the eye, still we will consider these curves as having their origin in
functions, since then they will be more apt for analytic treatment and more
adapted to calculus. Any function of x gives a curve or a straight line, and

conversely a curve can define a function.

(9]

§ 9. From this concept of a curve, there follows immediately a division into
continuous and discontinuous or mixed. A continuous curve is one such that
its nature can be expressed by a single function of x. If the curve is of such a
nature that for its various parts, BM, MD, DM, etc. different functions of x
are required to express the part MD, then we call such a curve discontinuous
or mixed and irregular. This is because such a curve cannot be expressed by

one constant law, but is formed from several continuous parts.

[10]

In Euler’s sense continuity meant invariability, immutability of the law — of
the equation determining the function over all the domain of values of the
independent variable, while discontinuity of a function meant a change of

the analytical law, an existence of different laws on two or more intervals of

the domain.
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[11]

Euler emphasises that what he means is not the connectedness, or continuity
of the course, or run, of the curve (continuitas tractu), but, exclusively, the
singleness of the corresponding analytical law. Thus, the two conjugate

branches of a hyperbola constitute one continuous curve.

[12]

Euler’s term “continuos” is synonymous with our “differentiable”, and
refers to the old theory of functions; but his discontinuous” corresponds to
our “continuous”, and includes the new functions each of which was to be
considered as being composed of the algebraic expressions appropriate to

their continuous” portions.

Appendiks 3.4.2

[13]

§114. Da a° =1 ist, und mit wachsendem Exponenten zugleich auch der
Wert der Potenz zunimmt, falls a eine Zahl grosser als 1 ist, so folgt daraus,
dass, wenn der Exponent unendlich wenig grosser ist als 0,auch die Potenz
die Einheit nur um unendlig wenig Ubersteigen wird. Ist daher ® eine

unendlich kleine Zahl oder ein beliebig kleiner, jedoch von 0 verschiedener
Bruch, so wird a® =1+, wenn y ebenfalls eine unendlich kleine Zahl
bedeutet; denn aus dem vorhergehenden Capital ist bekannt, dass, wenn
nicht y uendlich klein sein wiirde, es auch ® nicht sein konnte. Es ist somit
entweder v =w, oder ¥ > @, oder ¥ <@, und zwar wird dies offenbar
von der Grosse von a abhingen. Da nuna noch unbekannt ist, so wollen wir
v = kw setzen. Alsdann wird: ¢ =1+ kw, oder wenn wir a als Basis der

Logarithmen nehmen: o = log(l + kco).
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§ 114. Since a® =1, when the exponent on a increases, the power itself
increases, provideed a is greater than 1. It follows that if the exponent is
infinitely small and positive, then the power also exceeds 1 by an infinite

small number. Let o be an unfinitely small number, or a fraction so small
that, although not equal to zero, still a“ =1+y, where vy is also an

infinitely small number. From the preceding chapter we know that unless y
were infinitely small, then neither would ® be infinitely small. It follows
that w =@, or ¥ >w, or ¥ <. Which of these is true depends on the

value of a, whidh is not now known, so we let ¥ =kw. Then we have

a° =1+kw, and with a as the base for logarithms, we have

o =log(l+ ko).

[14]

Binomialformlen for positive vaerdier af n:

Forn=1,2,3,...,

(a+b) =a" +na""'b+ ———n(n ‘_ 1)a"'2b2 + nn-Din-2) 1;(” -2) a3 b 4. +b"

[15]
... Setzt man nun i =<, wobei z irgend eine endliche Zahl bedeuten soll, so

@

wird i, weil o eine unendlich kleine Zahl ist, unendlich gross, und da

hieraus w =% folgt, so wird ® gleich einem Bruche mit unendlich grossem

Nenner, also, wie angenommen, unendlich klein sein. ...

... If now we let j =<, where z denotes any infinite number, since ® is
infinitely small, then j is infinitely large. Then we have w =%, where ® is

represented by a fraction with an infinite denominator, so that o is infinitely

small, as it should be.
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[16]

. § 116. Da aber i1 eine unendlich grosse Zahl ist, so wird l=1; denn.
offenbar nihert sich der Wert des Bruches ! immer mehr der Einheit, je

grosser die Zahl ist, die man fiir i setzt; es wird daher, wenn i eine Zahl

bedeutet, die grosser ist als jede nur denkbare Zahl, der Bruch &' gegerade

gleich der Einheit werden. Aus demselben Grunde aber wird 52 =1, 2 =1

i-3

1 i3 1
T, = usw ..

i ird: it =1 02
u.s.w. Folglich wird: &+ =1, &

§116. Since j is infinitely large, ’T" =1, and the larger the number we
substitute for j, the closer the value of the fraction !:.—'comes to 1. Therefore,
if j is a number larger than any assignable number, then —j;.—'is equal to 1. For

the same reason £2=1, £2 =1, and so forth. It follows that <=1
j J 372

-3
-~ 1, {,—J.:%,and so forth. ...

[17]
... Ist also der Wert von k fir einen gegebenen Wert der Basis a bekannt, so
lasst sich jede beliebige Exponentialgrosse b* durch eine unendliche Reihe

dar stellen, deren Glieder nach den Potenzen von z fortschreiten. ...

...Since we know the value of k from the given value of the base a, the
general exponential b* can be expressed in an infinite series whose terms

proceed with the powers of z.

(18]

... da doch die Glieder dieser Reihe fortwahrend grosser werden, und man
daher die Summe derselben nicht auf die Art ndherungsweise zu finden im
Stande ist, dass man nur einige Glieder davon berechnet und mit einander
vereinigt. Indessen wird sich bald ein Mittel darbieten, diesem Uabelstande

abzuhelfen.
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... but it is difficult to see how this can be since the terms of this series
continually grow larger and the sum of several terms does not seem to

approach any limit. We will soon have an answer to this paradox.

(19]
Da die Glieder dieser Reihe sehr merklich abnehmen, so kann man durch
Addition einiger Glieder sehr bald einen hinldnglich genauen Wert von k

erhalten.

... the terms of this series decrease in a reasonable way so that soon a

satisfactory approximation for k can be obtained.

[20]

Majorantkriteriet

Lad Za" og an vere to positive rakker:

n=| n=1

Antag at Za" konvergerer og at der findes et tal ¢ sidan, at b, < ca, for

n=|

alle n. Da konvergerer » b, ogsa.

n=|

Antag at Za" divergerer og at der findes et positivt tal d sddan, at b, > ca,

n=]

for alle n. Da divergerer ) b, ogsa.

n=l

(21]

Forholdstesten for generelle rekker )

Lad Zan vare en rekke og antag, at grensen lim dnstl — 4 eksisterer (den
n=\ n—o an

kan godt vaere lig «). Da gzlder:
Hvis a <1, konvergerer rekken absolut.

Hvis a > 1, divergerer r&kken.
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Hvis a =1, giver testen ingen konklusion.

[22]

J
. x .
Argumentation for at (1 +—_] — e’ nir j > oo:
J

j
(1+£'J - e @j-ln(l+£)—>x.Vedomformning far vi: j-ln(l+-{.]=
J J 1

| 1n[1+§]-1n(1)

X
J

. Udtrykket i [..] ligner £ (‘”h}?‘f @) vor

X

S=In,a=logh==.

J
fla+h)-£(a)

= f(a). Da f(a)=In(a) er fa)= l og Vi

Derfor er lim

h—0 h u
ﬂ 1+ f,]- In(1)
fér:j-ln(l+—x¢J—>x,da x- J —>—1—=1. -
J X a
Appendiks 3.5.1
[23]
Bevis

Definer en funktion 7 ved: n(h) = Sx, hz = J(x,) ~f ’(xo)'**’ for h»0

og sxt n7(0)=0.
Sfx, +h) = f(x,)
h

Siden lim
h—0

= f(x,), sher limn(h) = 0.
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Leser vi ® mht. f(x, + h), far vi f(x, +h)= f(x,)+ f(x,)h+n(h)h og

s&tningen er dermed bevist. .

Appendiks 3.5.2

[24] |

§ 59. ... Alsdann diirfte es zweifellos sein, dass sich jede Function von z in
einen ins Unendliche fortlaufenden Ausdruck von der Form
Az + Bz” +Cz” + Dz° +---, in welcher die Exponenten a, f % 6 ...

igrend welche Zahlen bedeutet, werwandeln lasst.

§ 59. ... In order that the following explanation be rather general, besides
positive integral powers of z we will allow the exponents to be any real
number. Thus there is no doubt that any function of z can be given of the
form Az® + Bz” +Cz” + Dz° +---, where the exponents o, B ¥ &, etc. are

any real numbers.

Appendiks 5.2

[25] |

. as they introduced concepts that no longer idealized immediate
experiences, such as tﬁe irrational, negative, and complex numbers and the
derivative and iniegral, they failed to recognize that these concepts were
different in character, and so failed to realize that a basis for the axiomatic

development other than self-evident truths was needed.
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