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Abstrakt

Nar en vertikal vaeskestrale af ethylen-glycol rammer et kars bundplade, stiger vaeskelagets tykkelse signi-
fikant ved en karakteristisk afstand r, fra strilens nedslagspunkt. Denne stigning kaldes det hydrauliske
spring. I begyndelsen antager vasken en cirkulaer form, der kan gives en rimelig matematisk beskrivelse
af fra en afstand ry (model type I). Tt pa strilen er vaskelaget tyndt h;, ~ 1 mm, og veeskebeveegelsen
er hurtig ~ 1 — 2 m/s. Laengere vak fra strdlen er vaskelaget tykkere hoy; ~ 3 — 4 mm, hvor vaeskebe-
vaegelsen tilsvarende er langsommere. P3 figur(b)! ses det hydrauliske spring antage en cirkuler form,
der observeres ved en lav vaeskehgjde h.z:. I denne afhandling er der foretaget hastighedsmalinger i det
tynde veaskelag h;,. Hastighedsmalingerne er foretaget for at undersgge, om det er rimeligt og antage, at
model type I gelder fra 9. Det konkluderes, at denne antagelse ikke er rimelig.

Nar vasskehgjden h.,: overskrider en kritisk vaeskehgjde hipszisk, brydes den cirkulaere form og erstattes
af en polygonform. Figur(c) viser en femkantet polygonform. P figur(d) er polygonformen vist nedefra,
hvor den lyse ring i centrum er strilen, der rammer karets bundplade der her er en glasplade. Figur(a)
viser et tvarsnit igennem en typisk polygon, hvor det ses, at i1 overfladen af springet “ligger” en roller,
der omgiver hele springet og roterer som skitseret. Polygonformerne er darligt forstiet, og derfor er
en eksperimentel undersggelse af disse foretaget. P4 baggrund af denne undersggelse er en polygonmodel
(model type II) fremstillet. Indsaetningen p4 figur(d) viser en modellgsning. I denne afhandling analyseres,
om polygonmodellen kan beskrive polygonformen tilfredsstillende. Det konkluderes, at den kun er et skridt
pa vejen til en tilfredsstillende beskrivelse af polygonformerne.

1Ellegaard, Clive; Hansen, Adam E.; Haaning, Anders; Hansen, Kim; Marcussen, Anders; Bohr, Tomas; Hansen, Jonas
L.; Watanabe, Shinya, (1998) Creating corners in kitchen sinks, Nature, scientific correspondence, vol. 392, 767-768.




Denne afhandling er tilegnet min morfar Johannes Witt-Hansen



Abstrakt

Nar en vertikal veeskestréle af ethylen-glycol rammer et kars bundplade, stiger veeskela-
gets tykkelse signifikant ved en karakteristisk afstand r fra stralens nedslagspunkt. Denne
stigning kaldes det hydrauliske spring. I begyndelsen antager veesken en cirkuleer form,
der kan gives en rimelig matematisk beskrivelse af fra en afstand ro (model type I). Taet
pa stralen er veeskelaget tyndt h;, ~ 1 mm, og vaeskebevagelsen er hurtig ~ 1 — 2 m/s.
Laengere veek fra stralen er veeskelaget tykkere he, ~ 3 — 4 mm, hvor veeskebeveegelsen
tilsvarende er langsommere. P4 forsidefotoet taget fra [23] ses p4 figur(b) det hydrauliske
spring antage en cirkuleer form, der observeres ved en lav veeskehgjde A.;;. I denne afhand-
ling er der foretaget hastighedsmalinger i det tynde veeskelag h;,. Hastighedsm&lingerne
er foretaget for at undersgge, om det er rimeligt og antage, at model type I gelder fra ro.
Det konkluderes, at denne antagelse ikke er rimelig.

Nar vaeskehgjden h.;: overskrider en kritisk vaeskeh¢jde hiritisk, brydes den cirkuleere
form og erstattes af en polygonform. P4 forsidefotoet er vist en polygonform pé figur(c)
ovenfra. P4 figur(d) er polygonformen vist nedefra, hvor den lyse ring i centrum er strélen,
der rammer karets bundplade der her er en glasplade. Figur(a) viser et tveersnit igennem
en typisk polygon, hvor det ses, at i overfladen af springet “ligger” en roller, der omgiver
hele springet og roterer som skitseret. Polygonformerne er darligt forstaet, og derfor er
en eksperimentel undersggelse af disse foretaget. P4 baggrund af denne undersggelse er
en polygonmodel (model type II) fremstillet. Indseetningen pa figur(d) viser en model-
lgsning. I denne afhandling analyseres, om polygonmodellen kan beskrive polygonformen -
tilfredsstillende. Det konkluderes, at den kun er et skridt pa vejen til en tilfredsstillende
beskrivelse af polygonformerne. )
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Efterskrift

Efter afleveringen af specialet har jeg opdaget en meningsforstyrrende fejl i rapporten
og en mindre fejl. De bringes her for god ordensskyld. Jeg har pa side 12 tilfgjet en
internetadresse til min egen hjemmeside man kan klikke ind pa. Her kan man f3 en masse
oplysninger om det hydrauliske spring. Jeg hat ikke lavet andre rettelser end denne side
og tilfgjelsen pa side 12. Denne IMFUFA tekst er derfor identisk med den afhandling jeg
afleverede tirsdag den 2 marts 1999.

e Side 60, linie 6 her star k£ = tan 0,4/ tan etnyiengiyeor = 14.04°/9.77° = 1.45. Det
skal rettes til k = tan 0j,:/ tan Geinyiengiycor = 0.25/0.17 = 1.45

¢ Side 73, anden linie i afsnit 6.3.1 star: Den fuldt optrukne linie indikerer profilen
foretaget midt mellem to hjgrner og den stiplede linie indikerer profilen fortaget
gennem hjgrnet pé polygonen. Det skal rettes til: Den stiplede linie indikerer profi-
len foretaget midt mellem to hjgrner og den fuldt optrukne linie indikerer profilen
fortaget gennem hjgrnet pa polygonen
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Kapitel 1

Introduktion til det hydrauliske spring

I august 1904 talte den tyske fysiker Ludwig Prandtl ved den tredie internationale mate-
matiske kongres, der blev afholdt i Heidelberg. Han havde ikke faet mere end ti minutters
taletid, men hans foredrag skulle vise sig at f4 vidtreekkende konsekvenser indenfor stu-
diet af veesker. Han praesenterede indholdet af sit arbejde i en kort artikel, med illustrative
figurer, under overskriften Uber Flissigkeitsbewequng bei sehr Kleiner Reibung' [31].

 Artiklen omhandlede resultaterne af hans studier af veesker med lille viskositet, der
beveegede sig teet pa et fast legeme. For at kunne beskrive en vaeske med lille viskositet
opdelte Prandtl den i to. I den gverste del af veesken var det muligt at se bort fra de
viskose kraefter i beskrivelsen, der kaldes en potential-strsmning. I den nederste del af
vaesken var viskose kreefter af stor betydning, og matte derfor indgd i beskrivelsen af
veaesken. Veeskelaget hvor viskose kraefter er af stor betydning, er et tyndt veeskelag teet pa
det faste legeme, og kaldes et grenselag. Ligningen der kan beskrive alle vaeskefzenomener
kendes som Navier-Stokes ligning. Beskrivelsen af vaesker hvor der kan ses bort fra viskose
krefter, kendes under navnet Fuler-ligningen, der er en yderst kraftig simplificering af
Navier-Stokes ligning da de viskose kreefter ikke indgar. Denne ligning kan ikke anvendes
til beskrivelse af graenselaget.

I sit arbejde angav Prandtl en ligning, der ikke var s& kraftigt forsimplet som Euler
ligningen, men den kunne beskrive graenselaget. Denne ligning kaldes idag for Prandtls
greenselagapproksimation, og tager netop hgjde for de viskose kreefters betydning i green-
selaget. De viskose krzfter er proportional med gradienten af hastighedsgradienten ganget
med viskositetskoefficienten. Prandtl viste, at man ikke kan se bort fra de viskose kreefter
i greenselaget, fordi.hastighedsgradienten op igennem greenselaget er langt stgrre her end
i den gvrige del af veesken, pa trods af at viskositeten (viskositetskoeflicienten) er lille.
AEndringen af veeskens hastighed op igennem greenselaget illustrerede Prandtl i sit figur-
materiale, se figur 1.1. P4 figuren vises veaeskens hastighed som funktion af greenselagets
tykkelse. Det ses, at vaeskens hastighed er identisk nul for z = 0, dvs. pa det faste legeme.

1Jeg har anvendt en engelsk oversettelse af artiklen i uddrag der kan findes i [1], kapitel 8, og hedder
On the motion of fluids of very small viscosity.



2 Introduktion til det hydrauliske spring

Dette kaldes no-slip betingelsen. Andringen af veeskens hastighed op igennem graenselaget
kaldes en hastighedsprofil.‘Figuren viser, at nir man beveeger sig vk fra det faste legeme
(op igennem veesken), vokser hastigheden markant fra nul, indtil den stgrste hastighed uo
opnas. Et vigtigt, maske det vigtigste resultat af Prandtls eksperimentelle observationer

Figur 1.1 Figuren i Prandtls artikel viser hvorledes hastigheden' af vaesken zndrer sig som
funktion af graenselagets tykkelse. Figur taget fra [31].

var, at i specielle tilfzelde kan veesken separere ved det faste legeme. Dette illustrerer han
pa figur 1.2, hvor det ses at der i graenselaget tzet pa det faste legeme, findes steder hvor
vaesken skifter retning. Dette feenomen kaldes grenselagseparation. Pa figuren er skitseret
fire forskellige hastighedsprofiler i fire forskellige punkter i en vaske. P4 figuren ses at
veeskens hovedstrgmning bevager sig fra venstre mod hgjre, angivet ved de viste skema-
tiske strgmningslinier. Ved den fjerde hastighedsprofil til hgjre pa figuren ses, at noget
af veesken bevaeger sig modsat hovedstrgmmen. Den fuldt optrukne linie begyndende fra
separationspunktet? S, kaldes en separationslinie, der deler veesken mellem den vaeske der
bevaeger sig med eller mod hovedstrgmmen. Over separationslinien bevaeger veesken sig
med hovedstrgmmen, og under separationslinien beveeger veesken sig modsat hovedstrgm-
men (back-flow). P4 figuren ses desuden at tykkelsen af greenselaget er 6. I sin artikel
angiver Prandtl at: ... separation kun kan opstd hvis trykket stiger langs det faste legeme
i strgmningsretningen...[31].

—= <

M

n
<)

Figur 1.2 Figuren viser graenselagseparation. Under separationslinien ses at vasken bevaeger
sig modsat hovedstrgmmen (back-flow). Figur taget fra [33] s. 33.

Definitionen pa et separationspunkt er at der skal gzelde at hastighedsgradienten normalt til det faste

legeme er nul: (§%),_, =0.



1.1 FEksperimentelt studie af det hydrauliske spring 3

Prandtl gav i sin artikel, se figur 1.3, et eksempel pa at separation kan observeres, f.eks
hvis en cylinder bevaeges igennem en veeske. Separationen vil da opstd bagved cylinderen.
Figuren viser en skitse af den bevaegede cylinder til to forskellige tidspunkter. Figuren til
hgjre er taget til et senere tidspunkt end figuren til venstre. Det ses, at der bliver genereret
hvirvler i veesken, og at disse hvirvler bliver stgrre med tiden. Prandtls observationer af

. veesker med lille viskositet har dannet grundlaget for hvad der idag indenfor hydrodynamik
kaldes grenselag-teori.

Figur 1.3 Figuren fra Prandtls artikel viser en skitse af den bevaegede cylinder til to forskellige
tidspunkter. Separation opstar, nar cylinderen bevaeges i en vaeske. Det ses at veesken separerer
bagved cylinderen, og at vaesken genererer hvirvler, og at disse hvirvler bliver stgrre med tiden.
Figur taget fra [31].

Studiet af viskose vaesker med en fri vaeskeoverflade indeholder stadig mange ulgste
problemer selv under laminare betingelser®. De viskose veesker beskrives, som naevnt ved
Navier-Stokes ligning og passende greensebetingelser?, men i mange tilfeelde er selv nu-
meriske Igsninger ikke tilgeengelige. Arsagen til dette er, at singuleere strukturer i mange
tilfeelde opstar i disse vaesker, dvs. separation.

Et eksempel péa en vaeske med en fri overflade der indeholder separation, er det cir-
kuleere hydrauliske spring. Det cirkuleere hydrauliske spring opstér, nar en vertikal vee-
skestrale rammer en horisontal plade F.eks i en kgkkenvask. Tzt pa stralen er veeskelaget
tyndt og veeskebeveegelsen hurtig. Laengere veek fra stralen ved en karakteristisk radius r;
stiger veeskelaget pludseligt og vaesken beveeger sig herefter langsommere. Det er springet
i veeskelagstykkelsen, der benaevnes det hydrauliske spring. Separation af vaesken sker ved
springet. Neert besleegtet med det hydrauliske spring er en river bore, der er en bevaeget
form for et hydraulisk spring.-

1.1 Eksperimentelt studie af det hydrauliske spring

P& Niels Bohr Institutet (NBI), Blegdamsvej 17 i Kgbenhavn ved Center for Chaos And
Turbulens Studies (CATS) er det hydrauliske spring blevet studeret i en arraekke, bade

31 [10], kan man fa en definition pa hvad en laminar vaeske er. Der star (af lat.: lamina tynd plade) om
veskes bevegelse ndr veskepartiklerne bevager sig 1 tynde lag der glider forbi hinanden uden at blandes
og uden at danne hvirvler (mods. turbulent).

1 kapitel 2 bliver graensebetingelser defineret.



4 Introduktion til det hydrauliske spring

teoretisk og eksperimentelt. Det hydrauliske spring er kun en af mange ikke-linezre fee-
nomener, der bliver studeret pd CATS. Af andre ting der studeres kan naevnes turbulens,
akustik, sandriller (ripples), granuleert flow, med mere. Ved at udfgre eksperimenter fas
et kendskab til disse feenomener, og péa den teoretiske side udvikles modeller, hvis formal
naturligvis er at beskrive det observerede.

For at studere det hydrauliske spring er en specialdesignet opstilling konstrueret. Des-
uden anvendes en mere viskos vaeske end vand, for at kunne studere det hydrauliske spring
bade under laminare og stationzere forhold, hvilket vil sige at springet ikke zendrer form
i tid. Figur 1.4 viser et forenklet skematisk, vertikalt tveersnit af denne opstilling. Den
specialdesignede opstilling bestar af en dyse (nozzle), en glasplade, et veeskesystem og et
skanningssystem. Veaskesystemet og skanningssystemet ses ikke pa figur 1.4, men pa figu-
ren ses at vaeskestralen forlader dysen og lander pa glaspladen, hvor den spredes homogent
ud langs pladen i radial retning. Nar veaeskestralen rammer glaspladen, har den en konkav
form som skitseret p& figuren. Ved afstanden r, dannes springet. Rundt om glaspladen
er en kant, den ydre kant, der via en motor kan haeves eller szenkes. Vaeskehgjden efter
springet kan pa denne méde bade reguleres og fastholdes p4 en bestemt veerdi. Nar vaesken
bevaeger sig henover den ydre kant, bliver veesken recirkuleret via veeskesystemet. Det ses
desuden pa figur 1.4, at faldhgjden er den lodrette afstand fra dysen til glaspladen. Denne
afstand er defineret som hn,,. Pa figur 1.5 ses et foto taget af det cirkuleere hydrauliske

Dyse ~——a

vaskestraale

L j; q
bew e / e ml/'_' ‘

glasplade

Figur 1.4 P4 figuren ses en skitse af opstillingen der er specialdesignet for et detaljeret studie
af det hydrauliske spring.

spring, som det ses i laboratoriet. Springet der dannes i afstanden r; fra veeskestrélen,
der ses som den lyse cirkuleere ring. Ved at anvende en mere viskos veeske end vand fas
som det ses, et paent cirkuleert spring der har en yderst veldefineret radius. Pa fotoet ses
at teet péd stralen er veeskelaget tyndere end efter springet. Hgjden af veeskelaget, det
tynde vaeskelag, teet pa strilen kaldes h;,, inner height, og efter springet, den ydre
vaeskehgjde, kaldes k¢, external height.




1.1 Eksperimentelt studie af det hydrauliske spring 5

To typer hydraulisk spring

11995 publicerede A.E. Hansen og A. Haaning [26] et eksperimentelt bachelorprojekt om
det hydrauliske spring. De undersggte det cirkuleere hydrauliske spring, ved at variere
den ydre veeskehgjde. Igennem undersggelsen anvendte de en vaeske, som der var mere
viskos end vand. Vesken var en blanding af ethylen-glycol og vand, og dens viskositet 13
mellem 10 til 12 gange vands. Ved at gge den ydre vaeskehgjde zndredes, foruden springets
form strgmningen ved springet. Karakteristisk for springets form er, at ved og gge den ydre
veaeskehgjde bliver springet mere og mere stejlt, indtil en vis kritisk veerdi hgizisr af den
ydre veeskehgjde hvor springet far overbalance, der kan sammenlignes med bglgebrydning
(wavebreaking), og en ny tilstand opstér. Desuden skrumper springet ind, ndr den ydre
veeskehgjde gges, helt analogt til hvad der sker nir der er prop i kekkenvasken, og den
fyldes op med vand.

Karakteristisk for den nye tilstand er, at foruden separationen i veesken er en hvirvel
i overfladen af spinget dannet. De to typer spring blev defineret type I, ndr den ydre
veeskehgjde var under Agriisk, type Il nar den ydre veeskehgjde var over Agritisk-

Figur 1.6 viser en skitse af hvordan strgmningsmgnsteret for de to typer spring ser
ud. Figuren viser et vertikalt tveersnit igennem det hydrauliske spring. P4 figur(a) ses at
i type I, separerer veesken ved springet. Figur(b) viser type I, hvor der foruden separa-
tionen i vaesken, er dannet en hvirvel i overfladen af springet. Denne hvirvel kaldes en
roller, hvis geometri kan karakteriseres som en flydende torus, der omgiver det nye spring.
I tilstand type II kan springets cirkelsymmetri brydes, og istedet dannes et spring, der er
polygonformet og stadig under laminare forhold. P3 figur 1.7 ses et foto af et fem-kantet
polygonspring i tilstand type II. Bemaerk hvor skarpe hjgrnerne i polygonen er. Andrin-
gen fra det cirkuleere spring til polygonspringet, er et resultat af variationen af kun een
parameter, nemlig den ydre kant og dermed den ydre veeskehgjde. Den ydre veeskehgjde
er saledes gget fra det cirkuleere spring som det ses pa figur 1.5 til polygonspringet som
det ses p& figur 1.7. P4 figurskitse 1.6 ses desuden at type II springet generelt er mere

A4
i»m i S

Figur 1.5 Et foto taget af det cirkulzere hydrauliske spring. Tat pa strilen er vaeskelaget
tyndere end efter springet. Figur taget fra [23].
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stejlt 1 modsteetning til type I springet.

A.E Hansen og A. Haaning opdagede blot eksistensen af polygonerne, si et nyt og
interessant fzenomen var opdaget, men hvorledes variationen af de indgdende parametre
viskositet, flux, faldhgjde og den ydre vaskehgjde, invirkede pd polygonerne blev ikke
undersggt. En neermere undersggelse af polygonerne vil indgd som en del af nzrveerende
arbejde.

Hgjdeprofil af det hydrauliske spring

Skanningssystemet bliver brugt til at male hgjdeprofilen af springet, dvs. variationen af
vaskelagets tykkelse som funktion af den radiale afstand fra veeskestralen. Typisk vil
maélingen starte teet pa veeskestrilen og slutte efter springet, da det er profilen af springet,
man er interesseret i. Skanningssystemet bestar af en nal, der er monteret pa en vogn
der bevages radialt, og er computerstyret. Profilen males ved, at nalen i hvert punkt
automatisk bevaeges nedad, indtil den far elektrisk kontakt med vaesken som er ioniseret.
Nar vaeskehgjden er registreret, bevaeges nalen op igen, og vognen beveaeges radialt hen til
naste malepunkt og si fremdeles.

P4 figur 1.8 ses en maleserie af tolv typiske hgjdeprofiler af det hydrauliske spring. Hver

_J l type I

type II

NI

it

Figur 1.6 Pa figuren ses en skitse af hvordan strgmningsmegnsteret for type I og type II tilstanden
er ved springet. Figur taget fra [4].

Figur 1.7 Figuren viser et foto af et fem-kantet polygonspring. Bemark at hjgrnerne i polygonen
er meget skarpe og markerede. Den ydre vaeskehgjde er gget fra figur 1.5 til figur 1.7. Figur taget
fra [23].
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kurve angiver en hgjdeprofil foretaget ved en specifik ydre vaeskehgjde. Ved hver maleserie
startes altid ved den laveste ydre veeskehgjde, der er kurven leengst til hgjre pa figuren.
Alle tolv hgjdeprofiler er startet omkring 7 mm fra centrum af veeskestrilen, hvilket er tzet
pa veeskestralen idet radius af veeskestralen typisk er 3-4 mm, hviklet vil sige, at malingen
starter 4-3 mm fra strélen. Det ses, at radius af springet for den laveste ydre veeskehgjde er
omkring 20.9 mm. Det ses, at det tynde veeskelag h;, for springet stort set er konstant for
de fgrste ni mélinger. Tykkelsen af det tynde veeskelag, fgr springet, for denne maleserie
er pad omtrent en millimeter. Det ses desuden, at veeskehgjden stiger voldsomt, henover
springet, hvorefter den ydre veeskehgjde stort set er konstant for alle tolv hgjdeprofiler.
Den ydre vaskehgjde gges fra kurve til kurve, og zendres fra forste méaling (laveste ydre
veeskehgjde) pd omkring 3 mm til sidste maling (stgrste ydre vaeskehgjde) pa omkring
6.5 mm. To karakteristiske ting sker, nar den ydre vaeskehgjde gges. For det fgrste ses,
at radius af springet bliver mindre og mindre. For det andet bliver springet som tidligere
omtalt mere og mere stejlt indtil det tilsidst fir overbalance. Overgangen fra type I til
type II er angivet ved pilene, og her ses at radius af springet drastisk mindskes fra for
overgangen, dvs. type I, hvor radius er omkring 16.4 mm til efter overgangen, dvs. type II
hvor radius af springet er omkring 13.2 mm. Det ses, at nar den ydre veeskehgjde gges
yderligere, i type II, mindskes radius af springet helt ned til 7 mm. Herefter “lukkes”
springet hvilket vil sige, at det tynde vaskelag ikke leengere eksisterer, idet springet nu
“rammer” veeskestralen. Tilsidst skal bemeerkes, at lige fgr springet stiger veeskehgjden i
det tynde lag en ganske lille smule, hvilket er en ripple.

height/ mm

5 10 15 20 25 30 35 40
radius / mm

Figur 1.8 P4 figuren ses at overgangen fra type I til type II sker ved de markerede pile. Figur
taget fra (5].
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1.2 Teoretisk studie af det hydrauliske spring

For ca. fem &r siden begyndte CATS gruppen et teoretisk studium af type I dvs. det
cirkuleere hydrauliske spring. Udgangspunktet for studiet var, at fremstille en si simpel
model der samtidig kunne give et estimat af springets radius. Denne model benaevnes i
denne afhandling den simple model.

Ved fremstillingen af den simple model blev nogle centrale idéer, i en artikel af Lord
Rayleigh fra 1914 der omhandlede riverbores (lodbglger) [32], anvendt. I denne beskrivelse
negligeres viskositet. Det vises, at massebevarelse og impulsbevarelse henover springet
er nok til at bestemme hastigheden v af veesken, der bevager sig langs en kanal, og
veeskehgjden h efter springet hvis de kendes fgr springet. I artiklen antages massebevarelse
og impulsbevarelse at galde henover springet, men dette har som konsekvens, at energien
ikke er en bevaret stgrrelse henover springet. Dette heenger sammen med, at ligningerne
for masse, impuls og energibevarelse allesammen kun afheenger af to ubekendte, nemlig v
og h, dvs. to ligninger er tilstreekkeligt til at bestemme disse ubekendte®. Idéen om at
ovenstaende bevarelsessatninger gjaldt henover springet, blev brugt ved fremstillingen af
den simple model.

Den simple model er fremlagt i artiklen Shallow-water approach to the circular hy-
draulic jump, [9] hvor CATS gruppen fandt, at det ikke var muligt at give et estimat for
springets radius r; uden at tage hensyn til veeskens viskositet. Viskositet skulle derfor
pa afggrende made indgd i den simple model, for at kunne give et estimat af radius af
springet. Den simple model er s& simpel, at der ses bort fra separationen, og selve springet
betragtes blot som et stationzert shock ogsa kaldet en diskontinuitet®, hvor de to sider af
diskontinuiteten forbindes ved antagelsen om, at masse og impulsbevarelse henover den
galder. Der blev set bort fra separation i den simple model, da det helt primeere formal
med modellen var at den var, s& simpel og overskuelig som mulig. De fandt derved ud af,
at viskositet var en afggrende parameter i modellen for, at kunne give et estimat for ra-
dius af springet. Da der imidlertid er separation ved springet, m3 dette naturligvis indga .
i modellen for, at den kan siges, at kunne beskrive det hydrauliske spring. Den simple
model blev siledes modificeret til at kunne beskrive separation. I nezrveerende afhand-
ling kaldes denne model for den udbyggede model. Den udbyggede model kan f.eks. ses
i artiklen Averaging theory for the structure of hydraulic jumps and separation in lam-
inar free-surface flows [6], hvor det vises, at denne model kan redeggre for separation
ved springet’. Kendetegnende for bade den simple og den udbyggede model er at de er
feenomenologiske modeller, hvor diverse approksimationer i begge modeller er foretaget
pa baggrund af eksperimentelle observationer af det hydrauliske spring.

Som naevnt tidligere, ved vi fra eksperimentelle observationer at det hydrauliske spring

SLord Rayleighs idéer gennemgas i kapitel 2.

$Definitionen pa en diskontinuitet er at & = oo, hvor h er vaskehgjden og r er den horisontale afstand
fra centrum.

7] kapitel 3 gennemgas bade den simple model og den udbyggede model.
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bestar af et tyndt veeskelag, specielt vaeskelaget for springet, og at veesken bevaeger sig teet
ved et fast legeme (glaspladen). Det er derfor nzerliggende at anvende Prandtls greensela-
gapproksimation som en grundleeggende ligning til beskrivelse af det hydrauliske spring.
Bade den simple og den udbyggede model tager udgangspunkt i Prandtls greenselagap-
proksimation. Der er dog nogle vanskeligheder, der skal overvindes, inden den udbyggede
model kan beskrive separation. Vanskeligheden bestar i at Prandtls greenselagapproksima-
tion generelt er singuleer ved et separations punkt. I artikel [6] fremleegger CATS gruppen
en midlingsmetode introduceret af to fysikere Karman & Pohlhausen der er angivet i [33].
Ved at anvende denne metode péd Prandtls grenselagapproksimation kan singulariteten
ved separations punktet undgas, og strgmningsmensteret ved springet kan beskrives.
Forudszetningen for at kunne anvende Prandtls greenselagapproksimation som grund-
leeggende ligning til beskrivelse af det hydrauliske spring g¢r det ngdvendigt, at det hy-
drauliske spring kan betragtes som et granselag. Der skal gelde, at greenselaget er af
samme stgrrelsesorden som veeskelaget h;,. P& figur 1.9 ses veeskestralen, ogsd kaldet en
Jjet, der rammer glaspladen og spredes ud langs den. Veaeskestrélen har, som nzevnt tidli-
gere, en konkav form ndr den spredes ud pa glaspladen. Punktet O kaldes et stagnations
punkt, og er et punkt, hvor hastigheden af veesken er nul. Man ved, til dags dato, ikke
s& meget om hvordan vaesken bevaeger sig teet pa stagnationspunktet, men det antages at.
greenselaget udvikles fra punktet O og til det har stgrrelsen &, dvs. hele vaeskelaget er et,
greenselag [44] s. 481. Prandtls greenselagapproksimation gzelder derfor farst nar & & hiy. -

Vaeskestraale

~

_

glasplade her er gracnselaget udviklet hestighedsprofit

Z AN

Figur 1.9 Pa figuren ses at veaeskestrilen rammer glaspladen, og vaesken spredes ud her. P&
figuren er skitseret, hvornr graenselaget er udviklet.

Da Prandtls greenselagapproksimation kun geelder nar ¢ = h;,, er det derfor vigtigt, at
undersgge om det tynde vaeskelag faktisk kan betragtes som et greenselag. Figur 1.10 viser
en skitse, der er forstgrret af et greenselag, der udvikles nar en veeske beveeger sig parallelt
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forbi langs en horisontal plade. Figuren viser tre hastighedsprofiler tre forskellige steder
i vaesken, hvor pilenes leengde angiver stgrrelsen af veeskens hastighed. Det antages at
vaesken til, lad os sige, tiden t = 0 har en jevn hastighedsfordeling, inden den bevaeger sig
forbi pladen, angivet som profilen yderst til venstre. P& figuren ses derneest, at tykkelsen §
af greenselaget gges langs pladen, dvs. graenselaget udvikles. Udviklingen af graenselaget
er markeret ved den stiplede linie. Den stiplede linie angiver samtidig greensen mellem,
hvor de viskose kraefter er af betydning dvs. i greenselaget (under linien), og hvor de er
af mindre betydning dvs. potential-strgmning (over linien). Det ses pa hastighedsprofi-
lerne, at veeskens hastighed er nul pa pladen (no-slip), og gges op igennem veeskelaget
til den stgrste hastighed U, opnés. Tykkelsen af graenselaget kan siledes findes ved at
studere hastighedsprofilen, idet graenselaget ophgrer, nar den stgrste hastighed U, er op-
naet, hvilket netop er angivet, der hvor den stiplede linie skeer profilerne. Ved at studere
hastighedsprofilerne forskellige steder i det tynde vaeskelag kan man saledes i princippet
afggre, hvornar graenselaget er udviklet.

Vo Ve
= 56 |
|- utxy) |

Figur 1.10 Figuren viser en skitse af tre hastighedsprofiler i tre forskellige punkter i en vaeske.
Det ses, at greenselaget udvikles langs pladen. Udviklingen af graenselaget er markeret ved den
stiplede linie. Figur taget fra [33] s. 25.

Den simple og udbyggede model, der under ét benzevnes model type I, er yderligere
forsimplet ved at, veeskestralen (jetten) er negligeret, men istedet er en hastighedsprofil
som begyndelsesbetingelse antaget geeldende fra et givent rq hvor r; < ro K rs, dvs. rg er
stgrre end radius af jetten, og meget mindre end radius af springet. Da Prandtls greensela-
gapproksimation anvendes som den grundleeggende ligning i model type I, skal grzenselaget
vaere udviklet ved rq.

I neerveerende afhandling undersgges foruden polygonfeenomenet, hvornar grenselaget
er udviklet og dermed om det er rimeligt at antage at model type I gelder fra ro. Til
dette formal anvendes en teknik der kaldes Laser Doppler Velocimetri, og anvendes til at
male vaeskers hastigheder.

1.3 Hvad prasenteres i denne rapport ?

Denne specialeathandning bestar af to eksperimentelle undersggelser. I den fgrste under-
sggelse har jeg udfgrt malinger af hastighedsprofiler i det tynde veeskelag fgr springet.
Formalet med malingerne er at afggre, om det er rimeligt og antage at model type I
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geelder fra ro, dvs. greenselaget skal her veere fuldt udviklet for at anvende Prandtls green-
selagapproksimation, som model type I bygger pa.

I den anden eksperimentelle undersggelse er indsamlet eksperimentelle data for poly-
goner i type II. Jeg har veeret med til at leegge nogle fa brikker af mange indenfor et stort
parameteromrédde, men disse 3 vil forhdbentlig fore til en gget forstaelse af polygonfaeno-
menet. P4 baggrund af de eksperimentelle data for polygoner har CATS gruppen udviklet
en simpel model for polygoner. Denne model kaldes i denne afthandling model type II eller
polygonmodellen, hvis forméal i fgrste omgang er, at kunne identificere relevante parametre
og kvalitativt kunne beskrive polygonfezenomenet. Det har pa baggrund af den foretagne
eksperimentelle undersggelse af polygoner, der praesenteres i denne afhandling, resulteret
1 to publikationer som er publiceret i Nature [23] og Nonlinearity [24].

Ovenstéende to undersggelser har fort til fglgende to problemformuleringer:

1.3.1 Problemformulering

1. Ved anvendelse af Laser Doppler Velocimetri teknikken undersgges, om det er rime-
ligt og antage at, den af CATS udviklede, model type I geelder fra ro.

2. P& baggrund af den foretagne eksperimentelle undersggelse af type II analyseres om
den, af CATS udviklede, polygonmodel kan beskrive polygonfeenomenet tilfredsstil-
lende. ' '

1.3.2 Opbygning af rapport

Det centrale i denne specialeafhandling er det eksperimentelle arbejde, der er praesenteret
i kapitel 5 og 6. I kapitel 5 praesenteres malingerne foretaget i det tynde veeskelag for.
springet og i kapitel 6, praesenteres den eksperimentelle undersggelse af polygoner. Inden
preesentationen af det eksperimentelle arbejde har jeg i kapitel 4 redegjort for den speci-
aldesignede opstilling. Jeg har sat det eksperimentelle arbejde ind i en sammenhzengende
kontekst, hvilket har veeret ngdvendigt for at kunne besvare problemformuleringerne. Det
har derfor veeret ngdvendigt med en praesentationen af model type I og model type II.
Preesentationen af model type I straekker sig over to kapitler for overskuelighedens skyld.
Fgrst udledes Prandtls graenselagapproksimation i kapitel 2, og de graensebetingelser der
skal geelde for en vaeske med fri overflade. Dernzst preesenteres, pa baggrund af kapitel 2,
model type I i kapitel 3. Model type II preesenteres i kapitel 7. I kapitel 8 diskuteres, fra de
forrige kapitler, hvad vi nu ved om type I, overgangen og type II og hvilke konklusioner vi
kan drage af modelresultaterne. Desuden skitseres en mulig idé, CATS gruppen arbejder
pa, til fremstillingen af en samlet model, der bade skal kunne beskrive type I, overgangen
og type II.
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1.3.3 Er der noget spendende ved det hydrauliske spring ?

Det hydrauliske spring er et speendende feenomen af to grunde. For det fgrste er det
fascinerende, at det hydrauliske spring er et fenomen som kan observeres under meget
enkle forhold. Tilgengeeld er strgmningsmgnsteret i veesken yderst kompleks selv det
cirkuleere spring, og at beskrivelsen af det ligeledes er yderst vanskelig og kompliceret.
For det andet er det yderst fascinerende og smukt, at en veaeske under bestemte forhold
danner meget skarpe hjgrner.

1.3.4 Smating

Jeg har forsggt, at holde fodnoter p4 et absolut minimum og hellere forklare og introducere
i teksten. Fodnoter er kun brugt, nar det ville vaere forstyrrende at skrive i teksten.

Der er mulighed for at “gd pé nettet” og fa oplysninger om det hydrauliske spring pa
min hjemmeside http://www.nbi.dk/“marcusse.




Kapitel 2

Udledning af Prandtls
graenselagapproksimation (Pga)

Formalet med dette kapitel er at udlede Prandtls grenselagapproksimation (Pga), fra
Navier-Stokes ligning. Desuden redeggres for de graensebetingelser, der skal vaere fastlagt
for en veeske med fri overflade (f.eks det hydrauliske spring). Sidst i kapitlet skitseres kort
Lord Rayleighs centrale idéer om riverbores. Resultatet af disse udledninger anvendes
1 kapitel 3, hvor den simple og den udbyggede model (model type I) prasenteres. Ved
skrivningen af dette kapitel er fglgende litteratur anvendt 1,7, 11, 29, 32, 38, 45].

2.1 Navier-Stokes ligning

Navier-Stokes ligning der geelder for en inkompressibel vaeske (konstant densitet), er givet

v (2 — - 2 =
_— V71 — \V/ ‘7 + f Z_I
Dt at v v 0 p v v ’ . ( )

V-5=0 (2.2)

I hydrodynamik opfattes en vaeske som et kontinuert kontinuum af veeskepartikler, hvor
der ses bort fra, at vaesken bestdr af molekyler. Hver enkelt veeskepartikel antages at
beveege sig med middelhastigheden, af de molekyler som opbygger den.
Inkompressibilitet, betyder at ligning 2.2 skal veere opfyldt. Ligningen kaldes konti-
nuitetsligningen, og udtrykker at massen af en veeske er bevaret. Hvis veesken ikke var
inkompressibel ville kontinuitetsligningen ikke geelde, og Navier-Stokes ligning ville blive
langt mere kompliceret. Vi skal i dette arbejde kun betragte en inkompressibel vaeske og
dermed ligningerne 2.1 og 2.2. For at vurdere om en vaeske kan antages inkompressibel,
sammenlignes vaeskens hastighed med lydens udbredelseshastighed i veesken. Hvis vzeskens
hastighed er meget lille i forhold til lydens udbredelses hastighed i veesken, s& er veesken

13
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med god tilnzermelse inkompressibel. De stgrste veeskehastigheder vi har mélt med LDV,
er i det tynde veeskelag h;,, og er mélt til u = 2 m/s og lydens hastighed i en vaske
ved 20°C er Viyq =~ 1000 m/s. Det er derfor en god antagelse, at veesken vi betragter er
inkompressibel, idet vaeskepartiklernes hastighed er meget mindre end lydens udbredelses
hastighed i veesken.

Ligning 2.1 udtrykker, at zendringen af vaeskens impuls pr. masseenhed er lig med de
kreefter pr. masseenhed, som virker p& den, hvilket er beveegelses ligningen for en vee-
ske med konstant densitet, dvs. Newtons anden lov. Det hydrauliske spring er cirkulert,
nar den ydre vaeskehgjde er under hgpirisk, og derfor indfgres cylinderkoordinater. I lig-
ning 2.1 og 2.2 indgér hastigheden ¢(Z,t), der er en funktion af bide stedkoordinaten Z
og tiden t hvor Z = (r, 0, z), der betegner hastigheden af en veeskepartikel, der bevager
sig gennem £ til tiden ¢. Koordinaten r angiver den radiale koordinat dvs. afstanden fra
vaeskestralen, z angiver den vertikale koordiant dvs. hgjden af veaeskelaget, og vinklen 6
kaldes azimuthalvinklen hvis definitionsomrade er 0 < # < 27 . P& venstre side af lig-
ning 2.1 star den sédkaldte materiale afledede med hensyn til hastigheden ¥, der bestar
af to led. Det fgrste led %’ udtrykker hvor hurtigt hastigheden zndres i et fast punkt,
dvs. £ er fastholdt. Det andet led ¥+ V& udtrykker hvor hurtigt hastigheden zendres, nar
en vaeskepartikel fplges igennem &, hvor V betegner den seedvanlige differentialoperator.
Konstanterne v og p er henholdsvis vaeskens kinematiske viskositet og dens densitet. Pa
hgjre side af ligning 2.1 star summen af de kraefter pr. masseenhed, som virker péa veesken,
der bestdr af tre led. Det fgrste led %Vp beskriver de trykkrafter som virker i veesken pr.
masseenhed, hvor p = p(F,t) er trykket. Det andet led vV2¥ beskriver de viskose kreefter
pr. masseenhed, hvor V2 betegner laplaceoperatoren, og det sidste led f beskriver eventu-
elle ydre kreefter pr. masseenhed. I sidste kapitel s& vi at ved og anvende en viskos vaeske
kan det hydrauliske spring blive helt symmetrisk cirkulaert, nar den ydre vaeskehgjde er
under Agritisk. Hastigheden @ bliver sdledes uathzengig af vinklen 6 da 7 = (r, z). Hastighe-
den afhaenger saledes af & = ¥(r, z,t). Den horisontale og vertikale hastighedskomponent
defineres u og w. Navier-Stokes ligning er ifglge [29] s. 48 for en inkompressibel veeske i
- cylinderkoordinater i henholdsvis horisontal og vertikal retning r og z, givet ved

Du _Ou  Ou  Ou_  10p l@_*_@ Ou _u (2.3)
Dt~ 8 e TVe: T Par+y ror  8r2 922 r?)’ ’
Du_ou ow ow_ 10 (10w 8w Pu) .
Dt~ ot %ar 0z _—p0z+y rdr  Or? = 022 9 )
ou u Ow
a—r+;+a—0 (2.5)

hvor 2.3 og 2.4 er Navier-Stokes ligning i henholdsvis 7 og z retningen, hvor f= 0,—-9)
og g er tyngdeaccerationen. Ligning 2.5 er kontinuitetsligningen. Vi kan med fordel treekke
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ligning 2.4 sammen, idet vi indfgrer P = p + pgz og dermed fas

Det skal her bemaerkes, at P ogsé kan erstatte p i ligning 2.3 da %}-:- = -g?;.

2.1.1 Pga

Visaikapitel 1, at Prandtl fandt at hastighedsandringen i greenselaget, giver sa betydelige
effekter, at der ikke kan ses bort fra dem pa trods af at viskositeten er lille. Dvs. det viskose

led (andet led) pa hgjre side i ligning 2.3 og 2.4 ikke kan negligeres selvom v < 1. Dette
kan udtrykkes ved

> = (2.7)

Dvs. endringer primeert foregdr i vertikal retning. Da greenselaget desuden er tyndt, be-
veeger veesken sig primeert parallelt langs det faste legeme (glaspladen), dvs. vaeskehastig-
heden i r retningen er meget stgrre end i z retningen dvs.

US> w (2.8)

Lad Up betegne en typisk veerdi af u og lad u zendre sig med en stgrrelse af orden Uy over
en afstand r af orden L. En typisk veerdi for tykkelsen af greenselaget angives som 4. Fra
ligning 2.7 geelder at '

Ou _ Ou o
— > — 2.9
0z > or (2.9)
Stgrrelsesordenen af venstre og hgjre side i 2.9 giver at 2 > -‘-]If- hvilket giver at
L>é (2.10)

Det vil sige, at en typisk tykkelse af graenselaget er meget mindre end en typisk leengde i
horisontal retning. Fra eksperimentelle data er en typisk veerdi for radius af springet, L ~
25 mm. En typisk veerdi for tykkelsen af det tynde veeskelag fgr springet, é ~ 1 mm. Det
ses, at 2.10 ud fra eksperimtelle veerdier er en rimelig approksimation. I sin artikel [31]
angav Prandtl, at tykkelsen af greenselaget var proportionalt med

§ (;‘—é) (2.11)

Hvor u kaldes den dynamiske viskositet, L er en typisk leengde, og U er en typisk hastig-
hed. Sammenhzngen mellem den dynamiske viskositet og den kinematiske viskositet er
givet ved v = £. Vi kan ved at indfgre det dimensionslgse tal Reynolds tallet med fordel
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skrive 2.11 lidt om. Reynoldstallet er defineret ved R = %&£ hvor U angiver en karakte-
ristisk hastighed, og L angiver en karakteristisk lengde. I ligning 2.11 ganges med L i
teeller og naevner under kvadratrodstegnet, og Reynoldstallet indszettes, hvilket giver

7 & 75 (2.12)
Vi kan se at L >> ¢ direkte fglger af 2.12, da v « 1 i greenselaget, hvilket udfra Re-
ynoldstallet medfgrer at R 3> 1, og dermed fglger L > 4. Vi har dermed udledt denne
betingelse pa to forskellige mader.

Ud fra eksperimentelle observationer som naevnt i sidste kapitel, fremgar det, at det
hydrauliske springs radius i tilstand type I er meget stabil, og konstant nar en viskos
vaeske anvendes. Vi betragter derfor et stationaert flow, hvilket matematisk udtrykkes
ved %’f:%% = 0. Vi skal nu vurdere hvilke led i Navier-Stokes ligning, der har betydning i
graenselaget. For at kunne vurdere dette skaleres Navier-Stokes ligning. Disse skaleringer
er f.eks angivet i [11] s. 74-76, og givet ved

' r_ % w
r =r, Z=g, X’

Det ses at skaleringen bygger pa ligning 2.7, 2.8 og 2.10. Ligning 2.3 og 2.4 kan skrives
p3 dimensionslgs form ved at indfgre Reynoldstallet. Denne skrivem&de er standard for
at kunne vurdere hvilke led i ligningerne, der har betydning, og hvilke der kan negligeres.
Ligning 2.3 og 2.4 kan derfor skrives som

I
W=u w=

pP=P (213)

a_”+ 8_7‘-_?5_*_1 10u 0w Ou u (2.14)

uar waz ~ 9r "R\réor  or: 922 r2)’ ’
dw Ow _ 9P 1 (10w 0w 0&w (2.15)
u0r+w3z— 0z R r8r+8r2 022 ]’ '

Hvor %—’::%‘f— = 0, og P = p+ pgz er anvendt i ligning 2.14 og 2.15. Skaleringen 2.13
indsaettes i ligning 2.14 og 2.15. I ligning 2.15 ganges med § pa begge sider af lighedtegnet,
og derefter fas at

ou’ o' AP' 1 (10 0% &'l W
' AR Sz o TY - Y 1
Yo TV T "o TR (r' o T o T 92 52 r'Z) ’ (2.16)
0w 0w, 0P 1 (10w, 0w, 0%
(u or' Tw 82’) 6= Y T R (;5775 t Wa + 927 )’ (2.17)

For at vurdere hvilke led der kan ses bort fra, og hvilke der har betydning, anvendes at é ~
ﬁ hvilket indszettes i ligning 2.16 og 2.17. Herfter anvendes at der geelder R >> 1, hvilket
giver

,0u’ + Ou 9P O

W ' — = ——— 4 ——
or! 0z or' = 0z%’

(2.18)




o
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0= (2.19)

9z’

Da vi nu ved, hvilke led der er af betydning, kan vi ga tilbage til de non-dimensionslgse
ligninger, der er

Ou Ou  10P O

8r+ 8z p8r+ 922’

0= _19P _ 10(p+pg2)
 p Oz p 0z

(2.20)

, “ (2.21)

Vi kan umiddelbart integrere ligning 2.21, og anvende at trykket er p = po pa veeskeo-
verfladen, z = h(r). Hvor po er det atmosfeeriske tryk veeskeoverfladen vil veere pavirket
af. Ligning 2.21 giver

p=po+ pg(h(r) — z) (2.22)
Ved at differentiere trykket i ligning 2.22 med hensyn til r fas
Op dh
3 = P9 (2.23)
Udtrykket 2.23 indsaettes i ligning 2.20, idet der geelder at a—P = 87" og sammen med

kontinuitetsligningen 2.5, fas ligningerne

Ou Ou _ dh 82

“or TV T Yar " Vo2 (2:24),
ou u Ow

Det skal bemaerkes, at kontinuitetsligningen ikke @ndres ved skaleringen dvs. er invariant.
Ligningerne 2.24 og 2.25 vi har udledt, er Pga. Det skal bemaeerkes, at vi ikke ville f& Pga
udfra ligning 2.14 og 2.15, hvis vi blot her s& bort fra de viskose led, selvom der geelder
at R > 1. Istedet ville vi f& Euler-ligningerne, som nevnt i sidste kapitel, der beskriver
non-viskose vaesker, dvs. potential-strgmninger.

2.1.2 Greansebetingelser for vaesker med fri overflade

Legsningerne til Navier-Stokes ligning, der er en ikke-linezr partiel differentialligning, kan
fuldsteendigt bestemmes, nar graensebetingelserne og begyndelsesbetingelserne til den er
specificeret. Graensebetingelserne til et givent problem afhzenger af, hvilke omgivelser vee-
sken bevaeger sig i. Eksempelvis har en veeske, der bevager sig i en cylinder, og en vaeske
der bevaeger sig i et langt lige rgr forskellige graensebetingelser. Vi skal i dette afsnit
fastleegge graensebetingelserne til problemet, det hydrauliske spring.
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En veeske der beveeger sig teet pa glaspladen (det faste legeme), og har en fri overflade,
skal veere underlagt en graensebetingelse pé glaspladen, der kaldes for no-slip betingelsen,
og to betingelser skal gelde pa overfladen, 2 = h(r). De to graensebetingelser der skal
geelde her, kaldes den kinematiske grensebetingelse og den dynamiske grensebetingelse.
No-slip betingelsen betyder, at alle hastigheder p& bunden (glaspladen), z = 0 skal veere
nul

§=0 for z=0 ' (2.26)

Den kinematiske grzensebetingelse

Den kinematiske graensebetingelse udtrykker, at en veeskepartikel pa overfladen vil forblive
der. Det vil sige, at en partikel der befinder sig p& overfladen til positionen ry, vil veere
pa overfladen for alle r. Hvis vi definerer funktionen

F(r,z)=2z— h(r) (2.27)

geelder at F' pa overfladen er identisk nul ndr z = A(r). For enhver vaeskepartikel pa den
frie vaeskeoverflade gzlder da at 25 = 0 nar z = h(r), [1] 5. 65-66. Vi far

DF OF oF oF

= =4 =u— — = 2.2

Dt~ 0 VES gy Ty =0 (2.28)
hvor 2.28, som neevnt tidligere, er den materiale afledede og hvor % = 0, eftersom vi be-

tragter et stationaert flow. Vi kan nu udregne, hvad den kinematiske grzensebetingelse 2.28
er, ved at indsaette 2.27 i 2.28, hvilket giver

dh
v dh
w=uz = uh (2.30)

Den kinematiske graensebetingelses rigtighed kan kontrolleres pd to mader. Hvis vaeske-
overfladen er horisontal geelder, at der ingen bevaegelse i vertikal retning er. Dette kan
netop ses ud fra ligning 2.30, at nar ¢ = 0 er w = 0. Desuden ses det udfra ligning 2.30,
at ¥ = 2 Denne udtrykker, at heeldningen af overfladen 4 netop er lig med %, der ogsé

er hzldningen af overfladen.

Den dynamiske grznsebetingelse

Den dynamiske graensebetingelse, udtrykker at kraften F; = — Y, osxn pr. enhedsareal,
er lig med det atmosfaeriske tryk po, der kun virker vinkelret p& vaeskeoverfladen, hvilket
giver

ZO‘,‘knk = —Dony (231)
k
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Hvor oy, kaldes stress tensoren [29] s. 47-48, givet ved

Ov; 3Uk)

+ —

5z, T Bz, (2.32)

> Giknk = —Protaibit + pv (
k
hvor kroneckers d;x, har veerdien d;z = 1 hvis =k, og nul ellers. Indeks : i ligning 2.32
repreesenterer enten r eller 2 retningen, og hvor der summeres over k = r, z der angiver de
kreefter pr. enhedsareal, der virker i henholdsvis r og z-retningen. Vi anvender vektoren 7,
der er normalvektor til veeskeoverfladen, givet ved 7 = (—A’,1). Vi kan nu opstille den
dynamiske greensebetingelse 2.31, der giver

(—ptotal + 2upg—’r‘> vp (g_z + %_1:)

—K W
( ) = ~Po ( ) (2.33)
ve (% + %) (—ptotal + zvpg—’:) 1 1

Udregningen af 2.33 giver to ligninger som er

0 0 0
(_ptota.l + 21/'08_1:) (=h)+vp (5% + _8%) = poh’ (2.34)
Ou Ow , ow\)
vp (a + E) (=h") + ("'ptotal + QVPE‘) = —Po (2.35),

Ligning 2.34 og 2.35 repraesenterer de kreefter pr. enhedsareal, der virker i henholds-.
vis T og z-retningen. Ligning 2.35 ganges med k', og leegges sammen med 2.34 for at
eliminere poh’, hvilket giver ligning 2.36. Ligning 2.35 kan reduceres ved at anvende den
kinematiske graensebetingelse %—’: = k'8, der er partielt differentieret med hensyn til z,

hvilket giver ligning 2.37

ow Ou),, (Ou Ow P -'
Q(E_E)h+(5;+5)(l_h)_o : (2.36)
ou Ow
(P+T)=po) = pv (5 - E) (2.37)

hvor potar = p+T og T angiver overfladespeendingen, der afhzenger af den lokale krumning,
og er angivet i [45] s. 452. Overfladespzendingen angivet i cylinderkoordinater er

hl/ hl
[=-x ((1 + k2372 + 1+ h’2)1/2) (2-38)

hvor « er en konstant. Det er ngdvendigt at forsimple den dynamiske graensebetingelse,
der nu bestar af ligningerne 2.36 og 2.37, s& den kan blive mere handterlig. Forsimplingen
udfgres pé baggrund af eksperimentelle data. I kapitel 1 side 7 figur 1.8 s& vi, at hi, O hes:
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stort set er konstant. Dette betyder at A’ = 0 fgr og efter springet. Desuden geelder det, at
lufts viskositet sammemlignet med en- vaeskes er meget mindre. Ligning 2.36 og 2.37 kan
derfor reduceres markbart ved at anvende disse approksimationer. Ligningerne bliver da

Ou Ow

Der er dog et sted, hvor approksimationen A’ &~ 0 ikke kan siges at veere serlig frem-
ragende, nemlig henover springet. Forsimplingen af den dynamiske graensebetingelse gg-
res dog trods dette. Ligning 2.39 og 2.40 kan reduceres yderligere, idet der dels gelder
at u 3> w samtidig med, at overfladespzendingen [ kan negligeres idet 2’ &~ 0. Den dyna-
miske graensebetingelse reduceres til

Ou
> = 0 (2.41)
P = Po (2.42)

Af ligning 2.41 ses, at hastigheden u er uafhzengig af z-koordinaten pé veeskeoverfladen. I
et zu-koordinatsystem betyder dette, at hastighedsprofilens hzldning er konstant. Dette
ses pa figur 1.1 i kapitel 1 side 2, hvor det netop ses, at nar profilen flader ud er hzldningen
konstant. Normalt bliver hastighedsprofiler, som vi ogsé s& i kapitel 1, aftegnet i et uz-
koordinatsystem. Dette betyder, at forudsat der eksisterer en invers funktion til u, geelder
at nar et uz-koordinatsystem betragtes, skal der for ligning 2.41 istedet geelde at

0z
Ju

= 00 (2.43)

]~

2

Hvilket betyder, at profilerne har en lodret heldning, der eksempelvis kan ses pa figur 1.2
side 2 og figur 1.10 side 10. Denne viden anvendes, i kapitel 5 hvor tolkningen af de
malte hastighedsprofiler foretages. Desuden udtrykker 2.42, at det eneste tryk der virker
pa overfladen, er det atmosfariske tryk, hvilket vi blot tillod os at antage pa side 17 da
udtrykket for trykket 2.22 blev udledt. Denne antagelse vi her gjorde pa side 17, da vi

ikke kendte resultatet af den dynamiske graensebetingelse, har dog ingen betydning for
udledningen af Pga.

2.2 Bevarelseslove henover springet

I kapitel 3 gennemgas hovedpointerne i artikel Shallow-Water approach to the circular
hydraulic jump [9]. I denne artikel betragtes det hydrauliske spring som en diskontinuitet,
hvor de to sider af diskontinuiteten forbindes ved, antagelsen om at masse og impulsbe-
varelse henover den gelder. Ved at antage at disse bevarelsessztninger geelder henover



2.2 Bevarelseslove henover springet ) 21

springet, kan et udtryk for radius r, af springet findes. I dette afsnit gennemgas Lord
Rayleighs centrale idéer, der omhandler riverbores. En diskontinuitet der ogsa kaldes for
et shock, defineres som en pludselig zendring af veeskehgjden h over en kort afstand r
( % = 00). Man kan derfor ud fra denne definition, betragte springet som et shock. Lord
Rayleigh udarbejdede i 1914 en meget simpel teori for river bores, (flodbglger) i artiklen
On the theory of long waves and bores [32]. Forskellen pa det hydrauliske Spring og en river
bore er, at “diskontinuiteten” bevaeger sig med en hastighed U og dermed zndrer position,
hvorimod det hydrauliske spring er stationzrt og befinder sig p4 samme position.

Vi skal derfor udlede de bevarelseslove, der skal gzelde henover springet ved at veelge
et referencesystem, som fglger med flodbglgen, dvs. nar U = 0. Referencesystemet der
betragtes er et rektangulert koordinatsystem. Som neevnt i kapitel 1, betagtede Lord
Rayleigh en non-viskos inkompressibel veeske.

2.2.1 Bevarelseslovene

Lord Rayleigh betragtede flodbglgen som en overgang med vaskehgjden h; og hastighe-
den U, til veeskehgjden h; og hastigheden Us, hvor hy > Ay og Uy > U,. Pé figur 2.1
beveeger vaesken sig fra venstre mod hgjre. Veesken beveeger sig hurtigt i det tynde lag
hvor hgjden er h;, og langsommere i det tykke lag hvor hgjden er h,. Sammenhzngen'’

D

Figur 2.1 P4 figuren ses en skitse af flodbglge springet. Figur taget fra [1] s. 100.

‘mellem disse fire stgrrelser giver kontinuitetsligningen, der er
pUlhl = pU2h2 (244)

Ligning 2.44 udtrykker massebevarelse dvs. massen pU,h; af den veeske der bevaeger sig
igennem AB pr. tidsenhed, er den samme som den veeskemangde pUsh; der bevaeger
sig igennem CD pr. tidsenhed. Den anden relation som geelder henover springet, er at
impulsen skal veere bevaret. “Impulsligningen” (momentum fluz) er givet ved

1 1
phiUf = phaUf = 5pghl — = pght o (248)

Denne ligning fas, ved at betragte hvad den resulterende kraft momentant er pd en vaske
1 volumenet ABCDA. Denne kraft er lig med impulsendringen. Impulszndringen er lig
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med hvor meget vaeske der bevaeges igennem C'D minus AB. Det antages, at trykket der
virker p4 veesken er hydrostatisk, hvor det atmosfzeriske tryk po pa veeskeoverfladen settes
til nul. Fprst udregnes, hvad den resulterende trykkraft pa AB er, hvilket giver

" " alh dz = Logh? 9.46
(" pdz = [ pg(hs = 2)dz = pgh? (2.46)

En analog udregning for den resulterende kraft henover CD giver $pgh3. Den resulterende
kraft i flow retningen giver da hgjresiden af ligning 2.45. Igennem C'D beveeges massen
phaUs; pr. tidsenhed, s3 veeskens impuls pr. tidsenhed der bevaeges igennem C D er ph,UZ.
Et tilsvarende udtryk for vaeskens impuls pr. tidsenhed der bevaeges igennem A B er ph,U7.
Den resulterende impuls pr. tidsenhed i flow retningen giver da venstresiden af ligning 2.45.

Ved hjzlp af disse bevarelseslove kan hastighederne U2 og U2 bestemmes, s& de kun
afheenger af h; og h,. Hastigheden U2 fas ved at eliminere U? i ligning 2.45 ved indsettelse
af 2.44. Hastigheden U? findes p4 samme made som for U7, hvilket giver

, 1 h,

Uy = §g(h1 + hz)a‘ (2.47)

1 h
U; = §g(h1 + hz);;;‘

Lord Rayleigh udregnede nu udtrykket for energien henover springet. Forst udregnes zen-
dringen af arbejdet! udfgrt af trykket pa veesken far og efter springet, hvilket giver

(2.48)

1 1
A= (p —p2)U1h1 = (§P9h1 - §pgh2)U1h1 (2.49)

Hvor 2pghy og 3pgh, er gennemsnitstrykket henover vaeskelaget AB og C'D. Zndringen
af den kinetiske energi henover springet er

Den potentielle energi af veesken zendres, nar den beveeger sig henover springet. Andringen
af den potentielle energi er

1 1
AEpot = PUlh1(§Qh2 - Egh]_) (251)
Energiudtrykket henover springet giver
AFE = AEkin + AEpog - A
1
= 5pUih ((UF ~ UF) + (gh2 — gh1) = (gh1 - gh2)) (2.52)
ho — hy)3

4hyho

1Béde arbejde og energi angives her i joule pr. tidsenhed - pr. leengdeenhed.
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Hvor veerdierne for U? og U2 givet ved ligningerne 2.47 og 2.48 er indsat i 2.52. Det ses
at der er et energitab henover springet, idet der geelder at h; < ks, og derfor bliver AE
negativ. Energiudtrykket 2.53 er udledt ved at antage, at der er massebevarelse og impuls-
bevarelse henover springet, og at vezesken er inkompressibel og non-viskos. Hvordan kan
energi s& tabes henover springet 7 Den eneste méde hvorpé der kan tabes energi henover
springet, er fordi veesken ikke er non-viskos, men viskos. Med andre ord: Viskositet er en
vigtig forudseetning for, at springet kan opsté [19].

2.3 Opsamling

I afsnit 2.1 har vi indtil nu udledt Pga og de greensebetingelser, der skal veere fastlagt for et
problem med en fri veeskeoverflade. Et greenselag kan enten veere laminart eller turbulent.
I sidste kapitel sa vi, at ved at anvende en viskos veeske bliver det hydrauliske spring en
yderst stabil og laminar strgmning. Pga er beregnet til kun at beskrive et tyndt laminart
veeskelag neer et fast legeme, dvs. et graenselag, hvor viskose kreefter er dominerende. Andet
led efter lighedstegnet i ligning 2.24 side 17, er netop det viskose led. I udledningen s& vi,
at dette led ikke kan negligeres, nar et graenselag skal beskrives, hvilket haenger sammen
med at der i greenselaget opstar betragtelige hastighedsgradienter, selvom viskositeten af
den veeske der betragtes er lille. ,

Greensebetingelserne der skal veere fastlagt, for et problem med en fri veeskeoverflade
bestod af no-slip betingelsen 2.26 geeldende for z = 0, den kinematiske graensebetin-
gelse 2.30 og den dynamiske gransebetingelse 2.41 og 2.42, geldende pa vaskeoverfla-
den. Desuden mangler en begyndelsesbetingelse at blive angivet. For ikke at komplicere
bade den simple model og udbyggede modelbeskrivelse i ungdig grad er jetten i begge,
modelbeskrivelser negligeret, og blevet erstattet af en antaget hastighedsprofil som be--
gyndelsesbetingelse. I modellerne er begyndelsesbetingelsen antaget at geelde fra ro. Da
Pga anvendes som grundleeggende ligning til beskrivelse af det hydrauliske spring, méa
det kunne betragtes som et graenselag. Desuden skal greenselaget ved ro veere udviklet.
I kapitel 5 skal vi ved anvendelse af LDV, afggre om granselaget udvikles teet pa eller
leengere veek fra jetten, og dermed om den antagede stgrrelsesorden af ro i model type I
er rimelig.

2.3.1 Er det rimeligt at beskrive det hydrauliske spring ved an-
vendelse af Pga ?

1 dette afsnit redeggres udfra [5, 6, 8, 9, 39, 40] hvad argumenterne for at anvende Pga,
til beskrivelse af det hydrauliske spring, har veeret.

En helt grundleeggende observation, af det hydrauliske spring er, at veeskelagstykkelsen
er lille iseer fgr springet. En veerdi for tykkelsen af laget fgr springet er h;, = 1 mm, og
udenfor springet er h.,; mellem tre og fire millimeter. Disse vaerdier er sma i forhold til en
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typisk leengde for radius af springet r; &~ 25 mm. Det er desuden eksperimentelt observeret

1. At den radiale hastighed u er stor i det tynde veeskelag, dvs. veeskepartiklernes
hastighed er u = 1 — 2 m/s.

2. At springet er stabilt hvis en viskos vaeske anvendes, eksempelvis ethylen-glycol (99
%). Dette giver en meget veldefineret radius af springet.

3. At der ved springet opstdr separation.
4. At veeskehgjderne h;, og h.;; med god tilnaermelse er konstante.

P4 baggrund af ovenstdende eksperimentelle observationer er der gjort tre rimelige te-
oretiske antagelser i den simple og udbyggede model for at forsimple modelbeskrivelsen
veesentligt. Disse antagelser er angivet i [40] s. 11, og er

1. At veesken er stationeer.
2. At det hydrauliske spring er perfekt radialt symmetrisk.
3. At vaesken kan betragtes som et graenselag.

Pga, opfylder alle tre teoretiske antagelser. Det hydrauliske spring er et stationeert flow,
hvis en viskos vaeske anvendes. Det er derfor en yderst rimelig approksimation at anvende
Pga, der beskriver et stationzrt flow. Dette udtrykkes matematisk ved at %:%% = 0 skal
gzlde, hvilket er en stor forsimpling af Pga. At det hydrauliske spring kan betragtes som et
perfekt radialt symmetrisk spring, er ogsa en yderst rimelig approksimation nar en viskos
veeske anvendes, da springet er perfekt symmetrisk cirkuleert i type I. Dette beskrives
teoretisk ved at udlede Pga i cylinderkoordinater. For at anvende Pga ma antagelsen i
punkt tre ggres. Det hydrauliske spring skal derfor kunne betragtes som et grezenselag.
Vi har set at for at et veeskelag kan betragtes som et grzenselag, skal det opfylde dels
at det er et tyndt veeskelag, og dels at vaesken bevaeger sig parallelt med glaspladen med
en stor fart. Dette resulterer i store hastighedsgradienter i det tynde veeskelag, hvilket
Pga netop tager hgjde for. Dette opfylder det hydrauliske spring. Desuden er separation
studeret mest i forbindelse med grzenselag-teori [6], hvilket yderligere er et argument for
at anvende Pga.

I afsnit 2.2 blev det udledt, hvilke bevarelsessaetninger der gzlder henover et shock.
Henover springet er der bade masse og impulsbevarelse, hvilket er givet ved lignin-
gerne 2.44 og 2.45. Disse ligninger 2.44 og 2.45 gzelder for et spring beskrevet i rekt-
anguleere koordinater. Det viser sig, at de ligninger der er bevaret henover springet for et
problem i cylinderkoordinater, er analoge til 2.44 og 2.45.




Kapitel 3

Model type I

I dette kapitel preesenteres bade den simple model og den udbyggede model. Preze-
sentationen af modellerne er primeert baseret pa to artikler, CATS gruppen har fiet
publiceret om dem. Praesentationen af den simple model og den udbyggede model er
primeert baseret pa artiklerne henholdsvis Shallow-water approach to the circular hy-
draulic jump [9] og Averaging theory for the structure of hydraulic jumps and sepa-
ration in laminar free-surface flows [6]. Desuden er fglgende sekundeerlitteratur an-
vendt [3, 5, 7, 8, 26, 29, 33, 36, 39, 40, 44]. Udgangspunktet for begge modelbeskrivelser.
er Pga og de tilhgrende graensebetingelser praesenteret i sidste kapitel. )

3.1 Den simple model _
I artikel [9] redeggres for, at et estimat af radius r, af springet ikke kan findes, hvis veesken*
i modelbeskrivelsen betragtes som non-viskos. Det blev derfor tolket som afggrende, at
viskositet skal indgd 1 modelbeskrivelsen. Fra kapitel 2 side 17 fandt vi, at Pga i cylinder-
koordinater var

Ou Ou dh 0%u

UW +.w$ = —gg;-i-ljﬁ (31)

ou u  Ow
e E e 2
or r Oz (3.2)

Grzensebetingelserne er
u=w=0 for z=0 (3.3)
Odu h(r)

Fy 0 og p = po, T/o u(r,z)dz =q for z=h(r) (3.4)

Hvor ligning 3.3 er no-slip betingelsen. Ligning 3.4 er henholdsvis den dynamiske og den
kinematiske greensebetingelse. Det skal bemzerkes, at den kinematiske greensebetingelse
enten kan skrives som ligningen til hgjre i 3.4, hvor ¢ = 50; angiver den lokale flux og @)
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angiver den totale flux, eller som ligning 2.30 side 18. Det er lidt omstzendigt at vise denne
eekvivalens, og dette undlades derfor, men kan ses i [7].

For at give et estimat af radius af springet, skal Pga sammem med graensebetingelserne
lgses. Greaensebetingelserne 3.3 og 3.4 er imidlertid ikke komplette. For at de kan blive
dette, skal en begyndelsesbetingelse specificeres. Begyndelsesbetingelsen angives at gezelde
fra en afstand r = ro & 5 mm, der er stgrre end vaeskestrélens radius, der er mellem tre
og fire millimeter. Ved mindre radier vil flowet blive markant pavirket af den vertikale
bevagelse fra vaeskestrilen hvor approksimationen u > w ikke gzlder, og derved geelder
Pga heller ikke. Der ses derfor i modelbeskrivelsen bort fra hvad, der sker fgr ro i flowet.

Den antagede begyndelsesbetingelse er en hastighedsprofil, der er geldende fra r = r,
givet ved

u(ro, z) = uo(z) hvor tykkelsen af det tynde veeskelag her er h(ry) = hg (3.5)

For at lgse Pga med de tilhgrende graensebetingelser ggres to ting: For det fgrste sattes
Pga og gransebetingelserne pa dimensionslgs form, for det andet anvendes en midlings
metode pé Pga og graensebetingelserne introduceret af fysikerne Karman & Pohlhausen, se
afsnit 3.1.1. Pga og graensebetingelserne szttes pa dimensionslgs form ved at skalere u, w, r
og z med:

u=oaf, a=qivigh (3.6)
w=pBd, B=q Tvig (3.7)
r=qF, y=gvTsgTs (3-8)

e
o

vig (3.9)
hvor @, @, 7 og Z er dimensions lgse. Til anvendelsen af skaleringerne 3.6, 3.7, 3.8 og 3.9
skal knyttes to kommentarer. Den fgrste er, at eksponenterne i skaleringerne er entydigt
bestemt hvis Pga skal settes pa dimensionslgs form. Den anden kommentar er, at skalerin-
gerne afhznger af fluxen g, viskositeten v og tyngdeaccerationen g ud fra den betragtning, -
at disse tre fysiske stgrrelser er vigtige for springets opstden og dets radius. Springets ra-
dius afhzenger kraftigt af fluxen, idet en stor flux resulterer i en stor radius af springet
modsat en mindre flux, der resulterer i en mindre radius. En stor viskositet resulterer i en
lille radius af springet modsat en lille viskositet, der resulterer i en stgrre radius for samme
flux. Arsagen er, at den indre gnidning i en meget viskos veeske, er stgrre end den er i
en mindre viskos vaeske. Da vaeskelaget befinder sig i tyngdefeltet ma tyngdeaccerationen
naturligvis indga i skaleringen.
Ved at indsezette 3.6, 3.7, 3.8 og 3.9 i Pga fas

Ou Ou dh @

o T8 = Tar T o2

2=682, §=gq

(3.10)

—+=—+5=0 (3.11)
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Skaleringerne indsettes ligeledes i greensebetingelserne, hvilket giver

u=w=0 for 2=0 (3.12)
h(r)
% =0, r/o udz =1, for z=h(r) (3.13)
Skaleringen af begyndelsesbetingelsen giver
u(ro, 2) = uoc(yz) (3.14)

Hvor tegnet " (tilde) er udeladt i ligningerne, selvom de stadig er p& dimensionslgs form.
Greensebetingelserne afhaenger nu kun af en parameter A = “. Trykket p = po indgar
ikke i skaleringen.

3.1.1 Midlings metode af Karman & Pohlhausen

Selvom Pga er en stor forenkling af Navier-Stokes ligning, er den stadig s& matematisk
vanskelig, at yderligere forenklinger er ngdvendige for, at den er mulig at lpse. Generelt
er det kun meget f4 problemer, der kan lgses eksakt. Fysikerne Karman & Pohlhausen
har imidlertid udviklet en midlings metode, der forenkler Pga yderligere, si en lgsning er
tilgeengelig. Denne metode bestar i at tilfredsstille Pga som en midling over vaeskepartik-
lernes graensebetingelser henover graenselaget istedet for at preve at tilfredsstille greense-
betingelserne for hver enkelt veeskepartikel. Denne midling foretages henover granselaget
der har tykkelsen § = h. Metoden bestar konkret i dels at integrere Pga med hensyn til
den vertikale retning z fra z = 0 til z = h(r), og dels antage at hastighedsprofilen er’
approksimeret som et lavere ordens polynomium [33] kap. 10. Udledningen af den simple
model er foretaget pa samme méde som ovenstiende med den undtagelse, at den antagede
hastighedsprofil ikke er et lavere ordens polynomium. I gennemgangen af den udbyggede
model skal vi se, at ved at antage ovenstéende lavere ordens polynomium kan separationen
ved springet beskrives.

I forbindelse med integrationen af Pga anvendes en identitet, der eliminerer den ver-
tikale hastighed w. Identiteten er givet ved

ar)  Hu dh k(r) (Ou wu
/0 w—dz=—u s=h(r) +/0 u (E + ;) dz (3.15)

0z dr
For at vise identiteten 3.15, vises at venstresiden, er identisk med hgjresiden. Til dette for-
mal anvendes kontinuitetsligningen 3.11 og den kinematiske graensebetingelse 2.30 side 18.
Vi udfgrer partiel integration pa venstre side af ligning 3.15, hvilket giver

M) Qu her) h(r) Hw
/0 w—zdz = [wu]; —/0 a—udz (3.16)
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M) [ Bu
— h{r) _ =z

= [wul; /0 u ( ER r) dz (3.17)

hir) [Ou wu
U on) +/0 u (-a—r + ;) dz (3.18)

Kontinuitetsligningen er anvendt i integralet i 3.17 for at eliminere w. I fgrste led 1 3.18
er den kinematiske graensebetingelse 2.30 anvendt. Det skal yderligere bemaerkes at u? er
nul for z = 0 jeevnfgr no-slip betingelsen. Identiteten 3.15 er dermed vist.

Ligning 3.10 integreres over z fra z = 0 til 2 = h(r) hviket giver

/-Oh(r) ug%dz N /Oh(r)wg_zdz _ Oh(r) Wds+ /Oh(r) _g_?z_z;dz ' (3.19)
¢

/oh(r) ”%dz * (h’ ey T /oh(r) ¢ (g—z T §> dz) B (520

/Oh(r) 2ug_:dz o o . /Oh(r) y; iz = (3.21)

%5‘%— r /o M) 2y = /0 " _pdz 4 /0 o %dz (3.22)

P& venstre side af ligning 3.19 er identiteten 3.15 anvendt, hvilket giver 3.20. Desuden
kan 3.21 reduceres til venstre siden af 3.22, hvor det skal bemazerkes, at det er et integrale
med den variable grzense h(r). Den midlede Pga giver

10 1 re) 1 he) 1 k) 9%
— — — =—- —— ’ — —— .2
o (h/o ”dz) h/o hd”h/o 529 (3:23)
! ) 10
1 ) = _p Lo
mar )= on g (3:24)

hvor middelveerdien af en funktion f(r,z) er f(r) = # J& f(r, z)dz. Desuden gzlder, at
gvre greense z = h(r) indsat i sidste led i 3.24 er nul jeevnfgr den dynamiske graensebetin-
gelse. Sidst skal bemaerkes at Pga som fgr bestod af 3.10 og 3.11 nu er reduceret til een
ligning 3.24, idet kontinuitetsligningen indgér i 3.24.

En nyttig relation der senere anvendes er, at midle den kinematiske graensebetingelse,
fas en sammenhang mellem middelhastighed, hgjde og radius. Midlingen giver

1 ki)
rh (Z /0 udz) =1 (3.25)

rhv =1 (3.26)
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Hvor v = v(r) angiver middelhastigheden.

Indtil nu er Pga og greensebetingelserne sat pa dimensionslgs form. Desuden har an-
vendelsen af Karman og Pohlhausen midlings metode pa Pga resulteret i ligningen 3.24,
der er den ligning, der gnskes lgst. Imidlertid indeholder den stadig en del vanskelighe-
der, for at den kan lgses. Der mé derfor ggres endnu nogle approksimationer, og disse er
fglgende ' .
9 ., Ou v
w=avt, - T bh (3.27)
Det er sveert at afggre, om disse approksimationer er gode eller darlige, men de er ngdven-
dige for at komme videre i problemlgsningen. Derimod kan man godt give et kvalitativt
bud pa, hvad u® og g—;‘l o T proportionale med. Nar den kvadrerede radiale hastig-
hed u midles, er den pr.zc_leﬁnition lig med den kvadrerede middelveerdi ganget med en
konstant a, der indeholder information om den valgte hastighedsprofil for u. Approksi-
mationen af g—’;l __er lidt vanskeligere at give et bud p&, men en grov approksimation er
at angive stgrrelsesordenen af udtrykket, og da vi anvender en middelteori, er det neerlig-
gende blot at angive hastigheden u som middelhastigheden v ganget med konstanten b,
der indeholder information om den valgte hastighedsprofil. Den vertikale koordiant 2 kan
maksimalt blive h, der er hgjden af greenselaget.

Vi kan nu indseette approksimationerne 3.27 i 3.24. Desuden anvendes den midlede
kinematiske gransebetingelse 3.26, hvilket reducerer 3.24 til

dv dh v
b S 2
av—- — bh2 (3.28)
hvor konstanterne a og b er af stgrrelsesorden 1. Ligning 3.28 reskaleres s& konstanterne a
og b elimineres. Det skal her bemaerkes, at den kvalitative opfersel af ligning 3.28 ikke
zndres ved at disse konstanter a og b elimineres ved reskaleringen [40] s. 13. Skaleringen
erv—a~5bs v, r—asb7F r og h — bi h. Nar skaleringen indszttes i ligning 3.28 fis
dv dh v
b 2
e Tar (3.29)
Ved anvendelse af den midlede kinematiske grensebetingelse 3.26 kan 'fz_’: i 3.29 udregnes,
og derved fas en szdvanlig differentialligning af fgrste orden der er

dv 1 1 dv 2 2
Vdr = <— r2y  vir dr) e (3:30)
g d 1 1
@wili _NX__1 _.3.2
dr ('0 v2r) Tz T (3:31)

Det centrale er, som neevnt tidligere, at give et estimat af radius af springet. I princippet
skal ligning 3.31 blot Igses eksakt under antagelse af, at de approksimationer der er gjort
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undervejs er acceptable. Det er imidlertid kun muligt at lgse ligning 3.31 numerisk, hvilket
giver fglgende typiske integralkurver (lgsningskurver) pa figur 3.1, der er de fuldt optrukne
kurver. P4 figur 3.1 ses, at integralkurverne snor sig ind mod punktet (r,v) = (1,1), der

01 F

a0

ot ; ;O 100
gt

Figur 3.1 De fuldt optrukne kurver der ses p4 figur 3.1 er typiske integralkurver (lgsningskur-

ver), der fas nar ligning 3.31 lgses numerisk. De to prikkede linier findes nar henholdsvis %% =0

og & = oo i ligning 3.31. Figur taget fra [39] s. 26.

er et stabilt fokal punkt. Dette punkt er skeringen mellem to kurver, der pa figur 3.1

er angivet som de to prikkede linier. Disse kurver findes ved at lgse 3.31 nar Z—: =0 og
%=00.Né.r-§l—:’=0fés

1
pow v3r? =0 (3.32)

)

v=r"1 (3.33)
Nar fl—’: = oo fas

1

ﬁ 1

v=r"% (3.35)

P& figur 3.1 ses, at for store veerdier af r stiger hastigheden voldsomt. Dette strider
umiddelbart, mod hvad der observeres. Nar de eksperimentelle data betragtes, geelder at
for store veerdier af r dvs. efter springet er hastigheden af vaeskepartiklerne sma. Det vises
i[9], at ligning 3.31 imidlertid ikke har nogle lgsninger for store veerdier af r. Ligningen
bryder sammen nér r = r,, hvor ligningen er singuleer, og herefter ikke leengere er defineret.
I artiklen vises, at det at ligning 3.31 ikke har lgsninger efter r,, ikke er en konsekvens af
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den foretagede midling af Pga. Det vises desuden, at for r = r, er hgjden h af vaeskelaget
stort set konstant, indtil » = r, hvor ~ — 0. Ved at anvende ligning 3.26 ses, at nar h
neermer sig nul bliver middelhastigheden v vilkarligt stor.
I kapitel 1 sa vi, at det cirkulaere hydrauliske spring fremkommer ved at en veeskestréle
rammer en horisontal plade, og ved en karakteristisk radius r, dannes springet. Efter sprin-
' get beveaeger veesken sig med en langsommere hastighed end fgr springet for til sidst at
falde ud over den ydre kant, og veesken recirkuleres herefter. I artikel [9] tolkes singulari-
teten der opstar ved r = r, som den ydre kant, hvor vaesken falder udover og recirkuleres.
Singulariteten pd figur 3.1 er séledes angivet for veerdien af r, hvor hastigheden stiger
voldsomt. Nar denne tolkning ggres kan den voldsomme stigning af veeskens hastighed s3-
ledes forstés, idet nar veesken falder ud over den ydre kant, accelereres den af tyndefeltet.
Ligning 3.31 er saledes veldefineret for r, > r > 1, hvor hgjden A af veeskelaget i dette
omrade stort set er konstant, hvilket er hvad der forventes, se figur 1.8 side 7. Lgsningerne
i omradet r < 1 benavnes de indre lgsninger, og for r 3> 1 benaevnes de ydre lgsninger.
Det virker nu fornuftigt at bestemme positionen af springet ved at forbinde de indre og
ydre lgsninger med et shock som angivet pa figur 3.2. De to sider af shocket forbindes
ved antagelsen om at ligningerne 2.44 og 2.45 for henholdsvis masse og impulsbevarelse
henover det galder. Dette shock tolkes da som springet. Det ses pé figur 3.1, at uafhaengig
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Figur 3.2 P4 figuren ses, at 1¢sﬁingerne for r € 1 og r > 1 er forbundet med et shock.
Springet tolkes som et shock, der er markeret som den stiplede linie. Springet gar ikke igennem
fokal punktet, selvom det ser sddan ud. Figur taget fra [9].

af de valgte (tre) begyndelsesbetingelser opstar springet altid teet pa # = 1, og springet
vil da skalere som 3.8, hvilket giver

-3 _
8

g

@xp—

s
rs ~q8v

(3.36)



32 Model type I

Det skal, inden praesentationen af den udbyggede model, vises hvordan den simple model
stemmer overens med eksperimentelle data. P4 figur 3.3 ses modelresultaterne og malin-
ger foretaget med tre forskellige vaesker med hver en forskellig viskositet. Den rette linie
angiver modelresultatet dvs. r, ~ ¢%/%. P4 figuren ses, at radius af springet er proportional
med fluxen som angivet i 3.36, men at de eksperimentelle data viser at eksponenten skal
veere stgrre end 5/8 = 0.625 som angivet i 3.36. P4 figur 3.4 ses hgjdeprofilen af det hy-

Jump radius,cm

0.1
. 10 100

flux.amd/s

Figur 3.3 Pa figur 3.3 ses malingerne af, hvordan radius afhanger af variationen af fluxen. Der
er foretaget malinger med tre forskellige veesker og dermed forskellig viskositet. Den rette linie
er model resultatet dvs. ry ~ ¢5/8. Figur taget fra [39] s. 27.

drauliske spring, som den simple model 3.31 kan reproducere. Det ses, at selvom der ikke
er nogen glat lgsning fra sma veerdier af r til store veerdier af r, stemmer hgjdeprofilens
form kvalitativt med den observerede.

3.2 Den udbyggede model

Det er en kendsgerning at der p& bunden z = 0 er separation ved springet. I artiklen The
circular hydraulic jump [12] redeggres der for, at det hydrauliske spring separerer, og i det
eksperimentelle arbejde som kan leeses i Hvirvier ¢ det Cirkulere Hydrauliske Spring [26],
er der foretaget mailinger, som ogsi paviser dette. Det er derfor klart, at hvis model
type I skal kunne beskrive det cirkulere hydrauliske spring tilfredsstillende, m3& den derfor
kunne beskrive strgmningsmgnstret i veesken og ikke mindst separationen. Desuden skal
modellen kunne reproducere en mere precis hgjdeprofil, end den simple model pa figur 3.4
kunne frembringe. Den simple model modificeres derfor, s& model type I kan beskrive flere
karakteristika af det hydrauliske spring.
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3.2.1 Beskrivelse af separation i1 det hydrauliske spring

Ligningerne der anvendes i den udbyggede modelbeskrivelse, er de samme, som blev an-
vendt 1 den simple modelbeskrivelse. Der tages derfor ndgangspunkt i den midlede Pga
givet ved 3.23 pa side 28. Greensebetingelserne er stadig no-slip for z = 0, den dynamiske
og kinematiske grensebetingelse geldende pa den fri veeskeoverflade z = A(r) givet ved
ligningerne 3.12 og 3.13 pa side 27. Det nye der ggres i den udbyggede modelbeskrivelse, er
at antage en anden hastighedsprofil, end den der blev antaget som begyndelsesbetingelse
i den simple modelbeskrivelse der var 3.5. Den nye begyndelsesbetingelse der nu antages
at geelde, er en hastighedsprofil hvis koefficienter afheenger af r.

For at kunne beskrive separationen ved springet, og fa lgsninger der ikke er singulere,
m3 et vasentligt problem fgrst overvindes, idet Pga generelt er singuleer ved et separa-
tionspunkt og derfor kan ligningerne 3.10 og 3.11 ikke integreres henover springet. Det
har imidlertid vist sig, at denne singularitet kan undgds ved anvendelse af Karman &
Pohlhausen’s midlingsmetode, og antage at hastighedsprofilen kan beskrives ved et la-
vere ordens polynomium som angivet i afsnit 3.1.1. Derved kan strgmningsmgnsteret ved
springet beskrives [5, 6, 39].

Hastighedsprofilen antages igen at gelde fra ro, og er givet ved et tredjegradspolyno-
mium. Profilen ser sdledes ud '

u(r, z) = v(r) (a(r)n +b(r)n® + c(r)n3) (3.37)

Hvor n = z/h(r), og hvor v(r) er middelhastigheden. Det virker som en rimelig approksi-
mation at tilnzerme formen af hastighedsprofilen, som den ses pa figur 1.10 side 10 med
et lavere ordens polynomium.
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Figur 3.4 P4 figur 3.4 ses, hvilken hgjdeprofil den simple model 3.31 kan reproducere. Figur
taget fra [39] s. 28.
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Det ses at no-slip betingelsen umiddelbart er opfyldt da z = 0 giver » = 0. Vi hu-
sker, at den vertikale hastighed w ikke indgar i 3.23, og betragtes derfor ikke yderligere.
Koefficienterne a, b og c i den antagede hastighedsprofil bestemmes ved at anvende den
dynamiske og den kinematiske graensebetingelse, hvilket giver fglgende ligninger

g—: = @ (a+2b+3c)=0 (3.38)
z=h(r)
0
a+2b+3c=10 (3.39)
og
h(r) h(r) z P PA
r/o u(r, z)dz = 7'/0 v(r) (az 7 + 13 ) dz=1 (3.40)
I 1
ro(r)h ( —a + 3b + Zc) =1 (3.41)
I 1 1 1 '
§a + gb + ZC =1 (3.42)

Hvor 3.26 er anvendt i 3.41. Det ses at 3.39 og 3.42 er et system af to ligninger med
tre ubekendte. Koefficienterne a, b og ¢ udtrykkes da i forhold til en parameter A(r),
der beskriver zendringen af hastighedsprofilen [39] s. 28. Veerdierne for a, b og ¢ kan nu
bestemmes ud fra ligning 3.39 og 3.42 hvor parameteren X indgér. Veerdierne er

a=(\+3), b=—(5A+3)/2 og c=4)\/3 (3.43)

Det skal her bemerkes, at ¢ kunne veelges anderledes, men er valgt sd o giver en “peen”
veerdi. Det ses at hastighedsprofilen bliver parabolsk hvis A = 0 da ¢ = 0. Separation
beskrives iforhold til et separationspunkt. Et separationspunkt er defineret, som graensen
mellem henholdsvis den vaeske der bevaeger sig med og mod hovedstrgmmen i neerheden
af bunden z = 0, eller

Ou
=0 3.44
5l (3.44)
Ved eks. at betragte figur 1.2 side 2 ses, at nar veesken bevaeger sig med hovedstrgmmen
dvs. til venstre for separationslinien gelder betingelsen at %I > 0 og nar veesken
bevaeger sig modsat hovedstrgmmen dvs. til hgjre for separatlonshmen, gzlder betingelsen
at a"T o < 0. I separationspunktet S gelder at & | o= = 0.

Ved at udregne 3.44 fis at separation med den antagede hastighedsprofil 3.37 opstar
ndr ¢ = 0, hvilket er identisk med at A = —3. Ved at anvende den antagede hastigheds-
profil 3.37 og 3.43 omskrives den midlede Pga igen til en sedvanlig differentialligning af
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fgrste orden. Den midlede Pga var

10 1 R, 1 Ay, 1 [hlr) 9%y
—== rh (E/o u dz) - E/o —hdz+z/0 pds (3.45)
g
10 1 ph(n) , 1 [0u Ou
;E'a—r rh (E/(; [ dz) =-h + '}; (5; b - E z=0) (346)
k 0
(e ) = —p 4 2 ( _Y )
— (8rrh (F()w )) =—h'++ (0~ a (3.47)
Hvor F(\) = (J&1) u2dz)/(hv?) = 6/5 — A/15+ A?/105 er indsat p4 venstre side af 3.47 og
pa hgjre side er %lmh(r) =0o0g %I _, = e Ved at anvende v = 1/hr og a = (A + 3),
kan ligning 3.47 endelig skrives som .
L (F0)E) =K - (048 (3.48)
rh rh) rh3 '

I ligning 3.48 indgér to ubekendte A(r) og h(r). Der mangles derfor yderligere en ligning
til bestemmelse af de to ubekendte. I Karman & Pohlhausen midlingsteorien findes denne
ligning ved at evaluere ligning 3.10 for z = 0 [5, 6]. Nar z = 0 geelder no-slip betingelserne.

Dette reducerer ligning 3.10 til
| |
022

Sidste led i 3.49 udregnes ved at differentiere hastighedsprofilen 3.37 og derneest seette 2z =
0 og anvende v = 1/rh, hvilket giver

0= —h'+ (3.49) °

2=0

1
rh? |
Inden presentationen af den udbyggede models resultater der er givet ved lignin-
gerne 3.48 og 3.50, skal kort redeggres for, hvilken sammenhang disse ligninger giver. Det
bemeerkes forst, at A’ der indgar i den midlede Pga 3.48, er trykgradienten, da trykket er
antaget hydrostatisk. Nar trykket antages hydrostatisk, kan det forstas, hvad der observe-
res. Vaeskepartiklernes hastigheder fgr springet er stgrre end efter springet, og arsagen er
at de bremses ned pa grund af veeskens indre gnidning (viskositet), hvilket saledes sendrer
hastighedsprofilen. Sammenhzngen mellem sndringen af hastighedsprofilen og sendringen
af trykket giver ligning 3.50.
De to koblede differentialligninger 3.48 og 3.50 for A(r) og A(r) er netop det ligningssy-

stem, der gnskes lgst. Det kan lgses ved, at specificere to greensebetingelser for forskellige
veerdier af r der er

b = —(5) + 3) (3.50)

h(r)|r=r1 = hl, h(r)|r=r2 = h2 (351)
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Greansebetingelserne 3.51 er eksperimentelle veerdier taget fra'[8] hvor r; < ry. Resultatet
af lgsning af ligningssystemet 3.48 og 3.50 kan ses p& figur 3.5. P& figur 3.5(a) ses model-

3} h[mm] sxtzzan:
2
1
, rimm]
0 10 20 30
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Sl %ﬁ

Figur 3.5 Figur(a) viser henholdsvis den mélte hgjdeprofil de stiplede kurver, og den udbyg-
gede models hgjdeprofiler der er de fuldt optrukne kurver. Vaesken der er anvendt, er ethylen-
glycol 50%, Q = 27 ml/s og v = 7.6 - 10~® m?/s. P4 figur(b) ses de beregnede vaerdier for A, der
viser, at hastighedsprofilen ved springet drastisk sndres. Figur taget fra [6].

resultater kontra eksperimentelle data. De fuldt optrukne kurver er modelresultaterne, og
de stiplede kurver er eksperimentelle data. Af figuren fremgar at den udbyggede model
antages at gelde fra ro &~ 5 mm. Det ses, at den udbyggede model kan reproducere de
kvalitative treek ved det hydrauliske spring, da radius af springet skrumper ind nar den
ydre veeskehgjde gges, hvilket er i overensstemmelse med eksperimentelle data. Det ses,
at selvom h.y: gges, forbliver h;, uforandret, hvilket ligeledes stemmer med den malte
hgjdeprofil se figur 1.8 side 7. P4 figur(a) ses desuden, at modellen kan reproducere den
voldsomme stigning af veeskelaget henover springet, hvilket ogs& er i overensstemmelse
med den méalte hgjdeprofil af springet. Det ses dog, at den udbyggede model forudsiger,
at springet opstér ved stgrre veerdier af r end observeret. Modellen forudsiger, som angivet
pd figuren, at springet opstar ved r, = 24 mm hvor de maélte data viser, at det opstar
ved r, = 20 mm. P3 figur 3.5(b) ses dels, at for A < —3 opstar et separationsomrade lige
bagved springet og, at hastighedsprofilen @ndres voldsomt ved springet, hvilket er i god
overensstemmelse med de eksperimentelle data.

Strgmningslinierne og hastighedsprofilerne bestemmes udfra A [6], hvilket giver en gra-
fisk repraesentation som angivet pa figur 3.6. P3 figur 3.6 er angivet 19 hastighedsprofiler
for 19 forskellige veerdier af r. P& hastighedsprofilerne i det grdtonede omrade ses, at
der er separation (back-flow) teet pa bunden lige efter springet. Dette er separations-
omradet. Modellen reproducerer siledes i god overensstemmelse med eksperimentelle
data, at der opstar separation (back-flow) ved springet. Figuren viser desuden, hvordan
strgmningslinierne fgr, henover og efter springet er.

P3 figur 3.7 er angivet malte data af overfladehastigheder U(r) = u(r, h(r)) og model-
lens beregnede resultater. Modellens resultater er angivet som den stiplede kurve og de
malte data er angivet som prikker. Modellen kan reproducere som de malte data viser, at
for springet falder veeskepartiklernes hastighed nzesten linezrt, men ved springet falder
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Figur 8.6 Den nederste figur er en forstgrrelse af det stiplede kvadrat, der ses pa den gvre
figur. P4 den gvre figur ses 19 hastighedsprofiler for 19 forskellige veerdier af », hvoraf de 8
hastighedsprofiler er angivet fgr springet. P4 figuren er separationsomradet angivet som gratonet
" og forstgrret pa nedre figur. Det ses pa hastighedsprofilerne i separationsomradet, at der er
back-flow. Figuren viser desuden strgminigslinierne fgr, henover og efter springet. Figur taget
fra [39] s. 32.
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hastigheden meget drastisk. Efter springet er partikelhastigheden svagt aftagende hvilket
ogsé kan ses ud fra U(r) = 1/hr ~ 1/r. Dog er modellens beregnede overfladehastigheder
generelt mindre i forhold til de malte for samme vzerdier af r.
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Figur 3.7 Den prikkede kontinuerte linie er modeldata, og prikkerne er malte data. Vasken der
er anvendt er en 80% ethylen-glycon, Q = 34 ml/s, og v = 14.4 - 1076 m?/s. Figur taget fra [6].

3.3 Opsamling

I kapitlet blev der taget udgangspunkt i Pga og greensebetingelserne, der blev udledt i
sidste kapitel. Pga blev sat pa dimensionslgs form ved de angivne skaleringer side 26. I
disse skaleringer indgik fysiske stgrrelser der er vigtige for springets opstien. Selvom Pga
er en kraftig forsimpling af Navier-Stokes ligning, er den stadig for kompliceret hvorfor, en
yderligere forenkling var ngdvendig. Forenklingen bestod i at anvende en midlingsmetode
oprindelig introduceret af fysikerne Karman & Pohlhausen. Metoden bestod i, at Pga
blev midlet henover greenselaget istedet for, at graensebetingelserne skulle tilfredstilles
for hver individuel veeskepartikel. Desuden blev det antaget, at hastighedsprofilen kunne -
approksimeres med et lavere ordens polynomium. Midlingen af den dimensionslgse Pga
gav ligning 3.23, side 28. Udgangspunktet for bdde den simple og den udbyggede model
var ligning 3.23. ,

Den simple models begyndelsesbetingelse var, at antage hastighedsprofilen ligning 3.5,
geldende fra ro &~ 5 mm, der var stgrre end strilens radius, der typisk er mellem tre
og fire millimeter. Modellen gav efter yderligere approksimationer ligning 3.31, side 29.
Lgsningen af ligning 3.31 gav lgsningskurverne angivet pa figur 3.1, side 30. Det fremgik
af lgsningskurverne, at der skete en pludselig stigning af hastigheden v for store veerdier
af r, hvorefter ligning 3.31 ikke leengere var defineret. Ligningens lgsning var i umiddelbar
modstrid med de eksperimentelle data, der angav at for store r dvs. efter springet, var
partikelhastigheden asymtotisk aftagende, hvilket kunne ses ved v = 1/rh ~ 1/r. Hvis
den pludselige stigning af veeskepartiklernes hastighed blev tolket som der, hvor vaesken
faldt ud over den ydre kant og accelereret, kunne lgsningskurverne forstds. De indre og
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ydre lgsninger blev adskilt af fokalpunktet. Ved at forbinde indre og ydre lgsninger med
et shock kunne et estimat for radius af springet findes givet ved 3.36. De eksperimentelle
data viste at springet var proportionalt med fluxen som angivet i 3.36, men at eksponenten
skulle have en stgrre veerdi end angivet i 3.36.

Den simple model kunne ikke beskrive separation, der opstar ved springet, s& derfor
skulle den udbygges. Den udbyggede models begyndelsesbetingelse var, at antage at has-
tighedsprofilen kunne approksimeres med et lavere ordens polynomium, antaget geeldende
fra ro & 5 mm. Modellens ligninger var givet ved 3.48 og 3.50. Lgsningen af disse ligninger
gav resultater, der generelt var i overensstemmelse med de eksperimentelle data. Den ud-
byggede model kan reproducere en hgjdeprofil som den maélte, og at der opstar separation
ved springet. Dog gav modelresultaterne en stgrre radius af springet end observeret, og de
beregnede overfladehastigheder gav ligeledes for samme r mindre veerdier end observeret.




Kapitel 4
Den eksperimentelle opstilling

Den eksperimentelle opstilling, der er anvendt i dette arbejde, er specielt designet til
frembringelse af det hydrauliske spring. Den bestir som nzevnt i kapitel 1, basalt set af en
cirkuleer glasplade, en dyse, et veeskesystem og et skanningssystem hvor veeskesystemet
har til formal, at recirkulere veesken og skanningssystemet anvendes til maling af det
hydrauliske spring’s hgjdeprofil.

4.1 Den cirkulzere konstruktion

P& figur 4.1 ses den cirkulere konstruktion. Den cirkuleere konstruktion bestir af en
cirkuleer glasplade, den ydre kant, et rendesystem, en alluminiumskappe og en slidske.
Glaspladen er 36 cm i diameter, som er omsluttet af den ydre kant. Den ydre kant kan
heaeves og seenkes vertikalt i forhold til glaspladen via en motor, der er computerstyret.
Motoren er placeret under den cirkulere konstruktion, og kraftoverfgrslen fra motoren til
den ydre kant sker via en drivrem. Alluminiumskappen er 50 cm i diameter, og omslutter
den ydre kant og glaspladen. Imellem alluminiumskappen og den ydre kant anes et mel--

lemrum, der er renden hvor veesken opsamles, nar den flyder over den ydre kant. Veesken
" lgber videre ned ad slidsken og recirkuleres herefter. Den cirkuleere konstruktion har tre
magnetfgdder som star pa en massiv jernplade, s de kan fastlases. Den massive jernplade
hviler pa fire cementfgdder. Dette mindsker forstyrrelser fra omgivelserne, f.eks. nar man
gar pa gulvet. Pa figur 4.1 ses endvidere dysen placeret over glaspladens centrum. Desu-
den ses skanningssystemet, der ligeledes er computerstyret bestdende af en nal monteret
pa en vogn, der beveeges radialt p& skinner.

4.2 Vaskesystemet

Vaeskesystemet bestér af to veeskebeholdere, en tragt og en pumpe, der pumper vzesken
rundt i systemet via gummislanger. De to veeskebeholdere er placeret pa en platform, der
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Figur 4.1 Pa figuren ses den cirkuleere konstruktion: Endvidere ses dels dysen placeret over
glaspladens centrum og dels skanningssystemet.
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er isoleret fra, men placeret ved siden af den cirkulazre konstruktion. I gverste beholder
holdes vaeskeoverfladen i en konstant hgjde over glaspladen for at give et konstant tryk.
Pumpen er placeret pa gulvet, for at undgé, at den ikke kommer i direkte kontakt med
den cirkuleere konstruktion, da dette ellers ville give forstyrrelser af veesken pa glaspladen.
P& figur 4.2 ses en skitse af veeskesystemet. Vaesken bliver via pumpen pumpet op i
beholder B, og fra et udlgb i beholderens bund lgber vaesken ud i en gummislange ind
i dysen og ned pa glaspladen. Veesken flyder over den ydre kant og ned i renden, hvor
den via slidsken og tragten lgber ned i beholder A. Herfra lgber veesken ned til pumpen,
og bliver herfra pumpet op i beholder B og s& fremdeles. Det konstante tryk opretholdes
i veeskesystemet ved, at overskydende vaeske via et drzen fra beholder B lgber ned til
beholder A. Fluxen kan zendres ved at dreje p& hanen placeret under beholder B.

dyse —————
Y glasplade

ydre kant

slidske —

tragt

beholder A —————

pumpe ———*

Figur 4.2 Figuren viser en skitse af vaskesystemet. Vasken bliver pumpet op til beholder B
for herefter at Igbe ind i dysen via gummislangen og ned pa glaspladen. Den overskydende vaeske
lgber ned ad slidsken, og recirkuleres herefter.
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4.2.1 Dysen

P& figur 4.3 ses, at dysen er fastspeendt af en dyseholder. Faldhgjden reguleres ved at
lgsne skruerne. Afleesningsusikkerheden er £0.1 cm. Dyseholderen er heller ikke i direkte
kontakt med den cirkuleere konstruktion. For at undga turbulens i veesken nir den rammer
glaspladen, er dysen 46 cm lang. Dysen er cirkulzer og blankpoleret med en ydre diameter
pa 1.3 cm og en indre diameter pa 1.1 cm. For at vaskestralen rammer lodret pa glaspla-
den, si veesken spredes symmetrisk radialt ud langs pladen, skal dysen justeres, si den
er lodret over glaspladen. Metoden der anvendes er enkel og precis. En mgtrik haenges i

en snor ned langs dysen, og herefter justeres dysen til den er helt lodret. Preecisionen af
denne metode er £0.2°.

S Gummislange

——

P 4

|
[ N
Skruer \
Dyseholder /
‘__\Dyse rende
J Faldhoejde \
H

alluminiumskappe

Figur 4.3 P3 figuren ses en skitse af dyseholderen, der holder dysen fast. Faldhgjden kan
reguleres ved at lgsne skruerne.

4.3 Skanningssystem til maling af hgjdeprofiler

Skanningssystemet bestér af en nil, der sidder pa et vognsystem, som kerer pa skinner,
og er computerstyret. I kapitel 1 side 7 sas et ekspempel p& en typisk hgjdeprofil af det
hydrauliske spring. Forudseetningen for at méle en hgjdeprofil er, at nalen kan registrere
veeskeoverfladen. Dette geres ved, at en mangde salt er oplgst i veesken, s& den ioniseres.
Nar nalen siledes rgrer vaeskeoverfladen, fis elektrisk kontakt og veskehgjden, og den
radiale position registreres i et computerprogram?. Vaeskehgjden males i forhold til glas-

1Dette program er udarbejdet af Kim Hansen, NBI.
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pladen og den radiale position males i forhold til glaspladens centrum. En typisk méling
af hgjdeprofilen foregdr, automatisk og starter mellem tre og fire millimeter fra veeskestra-
len, og slutter typisk 20 mm efter springet. Efter at en veeskehgjde, og radial position er
registreret, lgftes nalen op, og vognen beveeges til naeste malepunkt, hvor nélen saenkes
til den rammer vaeskeoverfladen, s& den nye radiale position og veaeskehgjde registreres, og
s8 fremdeles til malingen er feerdig. Hgjdeprofilen fas saledes ved at plotte de registrerede
veeskehgjder og de radiale positioner. Programmet kan desuden anvendes manuelt, nar
maling af specifikke veeskehgjder skal foretages. Dette er iszer praktisk ved maling pa po-
lygoner. Maleusikkerheden pa vaeskehgjden er £0.03 mm. Nar den ydre vzeskehgjde gnskes
reguleret, ggres dette via computerprogrammet ved at regulere den ydre kant i forhold til
glaspladen dvs. den ydre kanthgjde. Usikkerheden pé& den ydre kanthgjde er £0.025 mm.

P& figur 4.4(a) ses vognen i midten af billedet. Nélen er pa dette billede nede og rgre
veeskeoverfladen. Til hgjre i1 billedet ses vaesken, der forlader dysen og rammer glaspladen.
Pa figur 4.4(b) ses, at vognen holdes pa plads af tre cylindriske skinner. Vognen kgrer
pa de to yderste skinner. Den miderste skinnes ene ende er fastmonteret en motor, der

drejer denne skinne rundt, og vognen bevaeges herved horisontalt. Motoren ses nederst til
venstre pa billedet.

Figur 4.4 P34 figur(a) ses, at nalen rammer vaskeoverfladen. Vaskehgjden og den radiale
position registreres. Herefter lgftes nilen, og vognen bevaeges et stykke, til nilen igen sankes,
og rammer vaskeoverfladen s hgjden, og positionen registreres og s fremdeles. P4 figur(b) ses
skinnesystemet, som vognen kgrer pa.

Vaesken der er anvendt til alle m3linger i denne afhandling, er ethylen-glycol 99%.
Vaskens viskositet var typisk mellem (10 — 15)-107° m?/s dvs. mellem ti og femten gange
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vands viskositet. Vi skal fremover angive ethylen-glycol’s viskositet i forhold til vands
viskositet. Ethylen-glycols densitet ved 20°C er p ~ 1113 kg/m3.

4.4 Maling af flux og viskositet

e En fluxmaling foregar ved at registrere den tid, det tager at fylde et millimeterbeere
fra slidsken med ethylen-glycol. Fluxen bestemmes ved Q = %’%@3, og usikker-
heden p& en fluxmaling er £0.2 ml/s.

e Viskositeten males ved at fylde et pipette glasrgr med ethylen-glycol og seatte det
lodret i et stativ og herefter lade en stélkugle falde ned i rgret. To afmeerkninger
p& pipettergrert angiver en afstand A. Viskositeten er udregnet i forhold til vands
viskositet ved stuetemperatur og er bestemt ved v = 7,:; =k Tey, hvor T,y og T,
angiver.den tid det tager kuglen at falde den kendte afstand A i pipettergret i
henholdsvis ethylen-glycol og vand. Usikkerheden pd en viskositets maling er £0.02
gange vands.




Kapitel 5

MaAling af hastighedsprofiler med Laser
Doppler Velocimetri (LDV)

I kapitel 2 og 3 har jeg dels udledt Pga, som model type I bygger pé, og dels praesenteret
modellens resultater. Det fremgik her at model type I er antaget at geelde fra ro ~ 5 mm.
I dette kapitel undersgges om, dette er en rimelig antagelse. Til dette formal anvendes
maéleteknikken Laser Doppler Velocimetri (LDV) og et apparat udviklet af det danske
firma Dantec'. Maleteknikken anvendes til at male hastigheder i en vaeske. Vi skal i dette
kapitel kun betragte et 1D LDV system, der maler hastigheder i éen retning. LDV bestar
af et optisk system og en elektronisk processor. Det optiske system deler en laserstrale i to,
som krydses i vaesken der gnskes mélt pd. Lys der spredes fra sm3 partikler, der bevaeges
med veesken gennem krydset, detekteres af det optiske system. Frekvensen af det spredte
lys er forskellig fra laserlysets frekvens, og denne forskel er netop dopplerforskydningen,
der er direkte proportional med hastigheden af veesken [15]. Fordelen ved at anvende LDV
er, at hastigheden af veesken kan méles uden at forstyrre strgmningen i malepunktet. For
at undersgge af om det er en rimelig antagelse, at model type I geelder fra ro, er typisk fem
hastighedsprofiler mélt ved forskellige radier i det tynde veeskelag h;,. Malet er derved, at
. afggre hvornér greenselaget er udviklet, da modellen fgrst kan geelde herfra da den bygger
pd Prandtls greenselagapproksimation.

5.1 Laser Doppler princippet

I dette afsnit udledes den frekvens der detekteres af det optiske system, nr en partikel
passerer igennem laserkrydset. Til afsnittet er primert anvendt [20, 21, 28] og sekun-
deert [14, 15, 16, 17, 18]

1Dantec anvender en anden betegnelse end LDV, der er Laser Doppler Anemometri (LDA), idet denne
méleteknik oprindelig blev anvendt til at male hastigheder i gasser.
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5.1.1 Den relativistiske dopplereffekt

Nar en kilde udsender elektromagnetisk straling, og bevaeger sig relativt til en observater,
vil observatgren observere en frekvens, der er forskudt relativt til den frekvens, der obser-
veres i en referenceramme der er i hvile i forhold til kilden. For at kunne beskrive dette
korrekt, anvendes den specielle relativitets teori.

Vi betragter en observatgrs position og den elektromagnetiske straling i forhold til
to referencerammer. I den ene referenceramme R’ er observatgren i hvile, og placeret i
origo O'. Det er herfra frekvensen, og bglgelaengden fra den elektromagnetiske straling
observeres. I den anden referenceramme R er kilden i hvile og placeret i O. Det er her-
fra den elektromagnetiske straling udsendes. Vi betragter et punkt P, hvis koordinater
i forhold til de to referencerammer kan ses p& figur 5.1. Det antages, at en elektromag-

Figur 5.1 Pa figuren ses de to referencerammer. I referencerammen R med origo O er kilden i
hvile. I referencerammen R’ med origo O’ er observatgren i hvile. Punktet P betragtes i forhold
til de to referencerammer. Figur taget fra [20] s. 39.

netisk bglge kan beskrives som en plan bglge. En elektromagnetisk bglge involverer bade
fluktuationer af det elektriske felt og det magnetiske felt. I gennemgangen betragtes kun
det elektriske felt der beveeger sig med med lyshastigheden ¢ (i vakuum) og udsendes fra
referencerammen R. Bglgen repraesenteres ved

E(r,t) = Eqy cos 2nv (t - 2) (5.1)
C
Hvor E er det elektriske felt i punktet (z, y) til tiden ¢ i forhold til referencerammen R.
Eo er amplituden af bglgen, v er frekvensen, og r angiver afstanden i den retning hvori
det elektriske felt udsendes. Hvis 8 angiver vinklen mellem den retning bglgen udsendes
og z-aksen, kan det fra figur 5.1 findes at r = zcos@ + ysinf der ved indsattelse i 5.1
giver

cos ¢ sin §
E(z,y,t) = Egcos2mv (t -2 pam ¢ ; ) (5.2)
Det antages nu, at referencerammen R bevages med hastigheden v i z-retningen i
forhold til referencerammen R’, hvor koordinaterne er givet ved z’, y' og t'. Koordinaterne

i de to referencerammer knyttes sammen ved Lorentz-transformationen



5.1 Laser Doppler princippet 49

z' — ot w
z:———z—)—' y:y’; t:————cz— (53)

N2 o\ 2
- () 1= (2)
Det antages, at de to origo O og O’ sammenfalder til tiden ¢ = # = 0. Ved indsaettelse
af Lorentz-transformationen 5.3 i ligning 5.2 fas

! 0[ !l &3 !
E(z',y',t') = Eocos 2mv/ (t' - C:S -7 sLnG ) (5.4)
hvor /' er
V= __V—z (1 + 2 cos «9) . (5.5)
- °
og hvor ¢’ er
cosf + %
0= ——= X
€08 1+ %cosd (5-6)

Ligning 5.4 repreesenterer en elektromagnetisk bglge i referencerammen R'. Denne
elektromagnetiske bglge har frekvens ¢/, hvor dens udbredelsesretning danner vinklen ¢’
med z’ aksen. Dopplerforskydningen som den observeres i referenceramme R’ er

1+ %cosé
1= (2)

Frekvensen v’ i 5.5 kan ogsd udtrykkes ved vinklen 6, som dén observeres i reference-

rammen R'. I ligning 5.6 isoleres med hensyn til cos 8, og indsattes i 5.5, hvilket efter en
smule algebra giver
2
,_ =)

I Jaboratoriet udsendes elektromagnetisk straling fra en lyskilde, dvs. en laser der er i
hvile i laboratoriet. Dette laserlys spredes af en partikel, der beveeger sig. Lys der spredes
fra partiklen registreres af en detektor (“observatgren”), der ligeledes er i hvile i labora-
toriet. Denne detektor kaldes en fotomultiplier. Fotomultiplieren og laseren er i hvile i
forhold til hinanden i laboratoriet. Dette kan betragtes som en dobbelt dopplerforskyd-
ning dvs. fra lyskilde (laser) til bevaeget objekt (partikel i vaesken) og fra bevaeget partikel
til fotomultiplier (“observatgr”). Vi er siledes interesseret i, at bestemme den frekvens der
registreres af fotomultiplieren. P& figur 5.2 er situationen skitseret. P4 figur 5.2 er skitse-
ret at laserlys med frekvensen v udsendes fra S. P angiver en partikel, der til en given
tid T har hastigheden v. Det spredte laserlys fra partiklen i P registreres af fotomulti-
plieren i ). Vinkel 6, angiver vinklen mellem partiklens bevagelsesretning og retningen

Av=V —-v=v

-1 (5.7)
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PS. Vinklen 6, angiver vinklen mellem partiklens bevaegelsesretnmg og retningen PQ.
Partiklen i P vil “observere” frekvensen givet ved 5.5,

P

Q

Figur 5.2 Figuren viser laseren der er placeret ved S, og P der angiver en partiklens position
til et bestemt tidspunkt T der har hastigheden v. I @) registreres det spredte lys fra partiklen i
fotomultiplieren.

v

1/, = ——2 (1 + 2 COs 01) (59)
- ¢
hvor vinklen € nu er §; som i 5.9. Lys med denne frekvens v/ udsendes fra P og
modtages af fotomultiplieren givet ved frekvensen +". Denne frekvens er givet ved 5.8,

2
1-(3)
(g SN LA 5.10
Y Y 1-%cos 8, ( )
hvor vinklen 4’ nu er 4, som i 5.10. Frekvensen 5.10 kan udtrykkes ved vinklerne 6,

og 6, og laserlysets frekvens v ved at insatte ligning 5.9 i 5.10, hvilket giver

14 %cosb,
"= pyp—t—— — 5.11
v Vl—%cos% ( )

Dopplerforskydningen som den registreres af fotomultiplieren er

¥ (cos 8; + cos bs)
1 —2cost,

hvor frekvensen 5.11 er indsat i 5.12. Vi kan foretage en raekkeudvikling af ligning 5.12

v

til fgrste orden i %, idet der for partiklernes hastigheder i veesken geelder at v < ¢
Reekkeudviklingen af 5.12 giver

Av=1V"—-v=vp

(5.12)

Av=y'—p="2" (cos 6, + cos 6,) (5.13)
c
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Vi har sdledes udledt den frekvens (dopplerforskydning) fotomultiplieren i Q registre-
rer, nar en partikel bevaeges med hastigheden v.

5.1.2 To laserstriler med samme frekvens krydses

I praksis vil dopplerforskydningen 5.13 veere for lille til, at den kan males direkte. Typiske
veerdier er 10kHz-10MHz, hvilket ikke kan males ved optiske spektrometre [20] s. 53.
Andre teknikker anvendes derfor, hvoraf teknikken der kaldes The Differential Doppler
Technique, skal omtales her, da LDV bygger pa denne. Teknikken bestar i, at to laserstraler

Figur 5.3 P4 figuren ses to laserstriler med samme frekvens krydse hinanden. En partikel

bevaeger sig igennem krydset med vinklen 8 i forhold til krydsets “normal”. Vinklen mellem
laserstralerne er «. Figur taget fra [20] s. 86.

med samme frekvens krydses. P4 figur 5.3 ses situationen skitseret. Det ses her, at de:
to krydsede laserstaler danner vinklen a mellem sig. En partikel der passerer igennem
krydset med hastigheden v, danner vinklen 3 i forhold til krydsets “normal”(den stiplede
linie). Vi er interesserede i at finde frekvensen fotomultiplieren registrerer, som fglge af at
partiklen passerer igennem krydset. Nar partiklen passerer igennem krydset spredes lyset
fra begge laserstraler. Lad 6; og 6} veere vinklerne partiklens udbredelses retning danner
med laserstrilerne, og lad 6, veere vinklen mellem partiklens beveegelses retning og den
‘tetning hvor det hele observeres fra. Nar en partikel passerer igennem krydset, giver dette
anledning til to dopplerforskydninger fra de to laserstriler af formen 5.13

Av = % (cos 01 + cos 8,) (5.14)
og
AV = % (cos 0 + cos 8,) (5.15)

Frekvensen fotomultiplieren registrerer er forskellen mellem 5.14 og 5.15, hvilket giver
f=Av—AY = z/c_v (cos 6, — cos 8;) (5.16)

Frekvensen kan udtrykkes udelukkende ved vinklerne « og 3. P4 figur 5.3 ses at S+6,—
B =% o0g b —%— 0B =Z Vinklerne o og 8 kan findes ud fra disse to udtryk, hvilket
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giver o = 0} — 6, og 8 = 1 (6, + 0] — 7). En logaritmisk formel? anvendes pa 5.16, hvilket

giver
f=Av—-A/ = Zczi (2 sin (el—;—ﬁ) sin (Q%?l)) (5.17)

Vinklerne for o og § indseettes i ligning 5.17, hvilket giver

f = Z2cos (Bsin (5 ) = F2c0s (B)sin (5) (5.18)

hvor A angiver bglgelengden af laserlyset. Af 5.18 fremgér det, at frekvensen er pro-
portional med hastigheden v. Det skal desuden bemeerkes, at signalet fotomultiplieren
modtager er retningsuatheengigt, idet vinklen 6, ikke indgar i udtrykket for frekvensen.
Hastighedsprofilerne der er malt i det tynde vaeskelag hin, er foretaget ved 8 = 0, hvilket
giver

f= §2sin (g) (5.19)

Interferensmegnster modellen

Vi kan intuitivt forstd den frekvens, der registreres af fotomultiplieren nar en partikel
passerer igennem krydset, ved at betragte det interferensmgnster der opstér nér laser-
stralerne krydses. Interferensmgnsteret bestar skiftevis af konstruktiv og destruktiv in-
terferens. Dette danner i krydset (mileomradet) lyse og merke striber. Pa figur 5.4 ses
maleomradet skitseret. Afstanden mellem striberne er proportional med laserlysets bglge-

Figur 5.4 P3 figuren ses en skitse af de to laserstiler med samme frekvens krydse hinanden.
Dette danner et interferensmenster bestaende af lyse og mgrke striber. Figur taget fra [28] s. 36.

lzengde A og omvendt proportional med den halve vinkel mellem laserstralerne [20] s. 10.

Afstanden er \

(5.20)

2cos A —cos B =2sin‘4—'§§sin8—;4
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Nar en partikel passerer igennem krydset med hastighed v, vil dette resultere i en modu-
lation af lysintensiteten [20] s. 86 givet ved frekvensen

f= —A”—x = ;2 sin (%) (5.21)
Det ses, at denne frekvens er identisk med 5.19. Frekvensen 5.19 registreret af fotomulti-
plieren, kan forstas som en modulation af lysintensiteten af det spredte lys, nar en partikel
passerer igennem krydset [16] s. 9.

Normalt opererer lasere i TEMg, mode. Dette betyder, at et tveersnit igennem la-
serstrilen resulterer i en intensitet, der er gaussfordelt [16] s. 8. I et bestemt punkt, der
kaldes for the beam waist, er intensiteten faldet til 1/e2. Laserstralen kan bestemmes unikt
ud fra sterrelsen og positionen af the beam waist. Intensitetsprofilen i méaleomradet har
gaussisk amplitudeafheengighed. The beam waist anvendes til at definere udstraekningen
af méleomradet, dvs. nar lysintensiteten er faldet til 1/e2. Maleomradets form er ellip-
tisk [21] s. 109, og sterrelsen af maleomradet er af Dantec angivet til 0.1 x 0.1 x 0.4 mm3,
hvor det bredeste stykke er vinkelret p& retningen af en partikel, der passerer igennem
maleomrédet, se figur 5.4.

Fotomultiplieren opfanger det optiske signal, dvs. endringer af lysintensiteten der
opstar nar en partikel passerer igennem laserkrydset. Output signalet fra fotomultiplieren -
kaldes et burst. P3 figur 5.5 ses et ideal burst, som fglge af at en partikel har passeret -
igennem maleomrédet. Dette burst har en gaussisk form, og indeholder netop information
om frekvensen 5.19 og derved af partiklens hastighed. Burstet pa figur 5.5 skal fortolkes
ved, at lysintensiteten er stgrst i midten af krydset og mindre ellers. Nar en partike]
beveeger sig ind 1 krydset, er lysintensiteten lav, og stiger indtil den er maksimal, hvor
partiklen befinder sig i midten af krydset. Herefter falder lysintensiteten igen, svarende
til at partiklen beveeger sig veek fra midten af krydset og til sidst ud af det angivet
som den laveste lysintensitet. Partikelburstet sendes videre til den elektroniske processor
(sort boks) patenteret af Dantec, og outputtet fra den sorte boks er hastigheden af den .
- pageeldende partikel der har passeret igennem krydset.

Jeg skal kort skitsere, at helt afggrende for at kunne anvende LDV er, at der er partikler
i veesken, som kan sprede lys, der kan registreres af fotomultiplieren. Hvis der ikke var
partiker i vaesken, ville hastighedsmalinger veere umulige. Disse partikler skal ikke forvekles
med molekyler, da de er for sma til at blive registreret. I en veeske er der imidlertid en
naturlig forekomst af partikler, der fglger med veaesken, og eksempelvis typisk kan veere
smé luftbobler eller urenheder som stgv etc. Derimod skal der “tilsattes” partikler i en
gas, hvis man gnsker at lave hastighedsmélinger her {20] s. 182.

Retningsbestemt hastighed

Indtil nu er kun skitseret, hvordan stgrrelsen af partiklernes hastigheder bestemmes, men
ikke retningen. Det er ikke muligt ud fra partikelburstet at bestemme, i hvilken retning
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partiklen har bevaeget sig. Der findes en enkel metode til at bestemme retningen af par-
tiklers bevaegelse i veesken. Metoden bestar i at “addere” et signal til en af laserstralerne.
Dette signal er et 40 MHz signal. Interferensmgnsteret i maleomradet er nu ikke leengere
et stationeert menster, men beveeges. En partikel der beveeger sig i samme retning, som
mgnsteret bevaeger sig, vil resultere i en mindre dopplerforskydning end uden det adde-
rede signal. Hvis partiklen beveeger sig i modsat retning af mgnstret, vil dette resultere i
en stgrre dopplerforskydning end uden det adderede 40 MHz signal. Det er séledes mu-
ligt, foruden bestemmelsen af stgrrelsen af hastigheden, at bestemme i hvilken retning
partiklen bevaeger sig.

5.2 LDV opstilling

I dette afsnit gennemgés, hvordan méleomradet skabes af det optiske system. Det skal her
bemeerkes at p& grund af praktiske problemer, har det ikke veaeret muligt at bruge LDV
og skanningssystemet samtidigt. Det har bevirket, at det ikke har vzeret muligt at méle
vaeskehgjden som beskrevet i kapitel 4. I afsnit 5.3 redeggres for en anden metode der
istedet er anvendt.

5.2.1 Det optiske system

Det optiske system er placeret pd et optisk bord, og bestir af en laser, en beamsplitter, en
braggcelle, et spatial filter (spalte) og en samlelinse. Laseren er en model 5500 A, en Argon-
Ion laser med 200 mW output og en gaussisk stralediameter p& 0.82 mm, og laserstralen
der udsendes har en bglgeleengde pa A = 514.5 nm. Beamsplitteren er en model 55X28,
og braggcellen er en model 55X29, der er bygget sammen til en enhed. P4 figur 5.6 ses en

!\

L

Figur 5.5 Figuren viser en ideal gaussiskfordeling (burst) af en partikel der passerer igennem
maleomradet. Figur taget fra [28] s. 37.
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skitse af hvordan maleomradet skabes. Efter passagen af beamsplitter-braggcelle enheden
er laserstralen delt i to striler, og det omtalte 40 MHz signal er adderet pa en af stralerne.
1 beamsplitter-braggcelle enheden er desuden et prismearrangement, hvis funktion er at
laserstrilerne ggres parallelle indbyrdes og med det optiske bords plan. Nar laserstralerne
har forladt beamsplitter-braggcelle enheden krydses de ved hjzlp af samlelinsen, der har
en brzendvidde pd 120 mm, og maleomrédet dannes. Fotomultiplieren der ikke er vist
pa figuren, er fokuseret ned pa krydset imellem laserstralerne, si den kun registrerer
intensitets 2ndringerne i krydset, nar en partikel passerer igennem det.

Bragg cell J

7’ .
7o
PP

—

Laser Beam splitter Spacial filter

Measuring volume

Figur 5.6 Pa figurskitsen ses hvordan méleomridet skabes. Figur taget fra [28] s. 51.

5.2.2 Den cirkulere konstruktion og vaeskesystemet

Den cirkuleere konstruktion er placeret pd det optiske bord modsat laser og beamsplitter-
braggcelle enheden. Den cirkuleaere konstruktion og veeskesystemet er indbyrdes placeret
pad samme made som beskrevet i kapitel 4.

Samlelinsen er placeret under den cirkulzere konstruktion p& det optiske bord. Samle-
linsen star pa et zy-bord, der ggr det muligt meget preecist at beveege linsen s& braend-
punktets position kan endres. Under den cirkulare konstruktion stir desuden et spejl,
der er drejet 45 grader i forhold til glaspladens plan. Spejlet er placeret efter samlelin-
sen, og dets funktion er at dreje laserkrydset, fra at ligge i det optiske bords plan til at
std vinkelret pa dette, s& laserkrydset kan placeres i vaesken. Laserstrilerne gar igennem
glaspladen og krydses i veesken, hvor vi gnsker at male.

P4 figurskitsen 5.7 ses méleomradet placeret 1 det tynde veeskelag fgr springet, hvor vi
gnsker at male hastighedsprofiler. Endringen af krydsets (méleomrédets) vertikale posi-
tion zendres ved at zndre positionen af linsens braendpunkt via linsens zy-bord. P3 figuren
ses hvor fotomultiplieren var placeret under malingerne.
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5.2.3 Den elektroniske processor og PC

Den elektroniske processor, der er en model 58N20, har andre funktioner udover at om-
stte partiklernes burst signaler til hastigheder. Den kontrollerer hvor meget patrykt
speending fotomultiplieren kan klare. Desuden sgrger den elektroniske processor for, at
der konstant er patrykt det omtalte 40 MHz signal pé& braggcellen.

For at LDV systemet kan styres er det tilkoblet en almindelig PC, hvor der er installeret
software, der ggr det muligt at starte LDV systemet op. Fotomultiplieren er forbundet til
den elektroniske processor, der igen er forbundet til PC’en. Det er pa PC’en, man f.eks.
kan regulere hvor meget spzending, der skal patrykkes fotomultiplieren.

5.3 Manuel bestemmelse af vaeskehgjde etc.

1 Manuel bestemmelse af den ydre kanthgjde. Merker er afsat p& drivremmen for
hver millimeter, den ydre kant er haevet i forhold til glaspladen. Derved kan den
ydre kanthgjde let indstilles.

Veskehgjden hin og hesr bestemmes ved den angivne manuelle metode, vist pa
figur 5.8, og forklaringen af den star i figurteksten.

2 Bestemmelse af springets diameter = 2 - r, foretages ved afleesning pa en lineal, der
laegges pa tveers af alluminiumssteaengerne, se figur 5.8. Afleesnings usikkerheden ved
denne metode er + 0.5 mm.

3 Aflzesning af maleradius, laserkrydsets radiale position, foregér ved at ifgre sig be-
skyttelsesbriller og satte laseren i run mode. Krydset kan derved antydes, og herefter

Fotomultiplier
Dyse ~—~——a

=T

glasplade  ydre kant

Figur 5.7 P4 figurskitsen ses, at krydset er placeret i det tynde lag fgr springet, hvor vi
gnsker at méle. For at bevaege krydset vertikalt enten op eller ned i vaesken kan dette ggres via
linsens zy-bord, hvor positionen af linsens braendpunkt sendres.
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Figur 5.8 P4 figuren ses, hvordan vaeskehgjden er méilt. P& figuren ses, at millimeterskruen
er placeret pa to alluminiumsstenger. Miling af vaeskehgjden foregar ved praecis at se, hvornar
millimeterskruens stift rammer vaeskeoverfladen og glaspladen. Forskellen mellem de to afleste
positioner giver vaeskehgjden. Maleusikkerheden af denne malemetode er & 0.03 mm.
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foretages afleesningen. Afleesningsusikkerheden er + 0.5 mm.

4 Bestemmelse af glaspladens (bundens) position og ke, via LDV. Til dette formal
anvendes de refleksioner, der kommer fra henholdsvis glaspladen og vaeskeoverfladen.
Metodens pélidelighed testes ved, med det “blotte #je” at se, hvornar laserkrydset
er i vaeskeoverfladen eller bunden, og sammenholde dette med refleksionen der kom-
mer fra veeskeoverfladen og bunden. Forudseztningen for at kunne anvende denne
metode til bestemmelse af hgjden af veeskelaget er, at veeskeoverfladen er horison-
tal. Metoden er god til bestemmmelse af bundens position, og til bestemmelse af
veeskeoverfladens position efter springet, hvor veeskeoverfladen er horisontal. I det
tynde veeskelag hi, kan metoden ikke anvendes til at bestemme veeskeoverfladens
position, fordi veeskeoverfladen her krummer ganske lidt, se figur 1.8 i kapitel 1,
hvilket giver refleksioner der ikke kan anvendes til at bestemme overfladepositionen.
Det skal her bemzrkes, at den ydre veeskehgjde ikke blot er differensen mellem vee-
skeoverfladens og bundens position, idet der skal tages hgjde for brydningseffekter.
Dette gennemgés i afsnit 5.5.2.

5.3.1 Hvordan den bedste datarate opnés.

Det er vigtigt at fa den bedste datarate, dvs. hvor mange samples® der registreres af fo-
tomultiplieren pr. sekund. Dette opfyldes ved, dels at fotomultiplieren er fokuseret pa
krydset kombineret med den rette patrykte spaending p& fotomultiplieren. Fotomultipli-
eren fokuseres ved fgrst at tzende laseren, si den kan rettes ind pa krydset, og herefter
slukkes laseren. Dernaest rettes en halogenlampe, pa det sted fotomultiplieren skal foku-
sere. Et stykke metaltrad leegges pa glaspladen s fotomultiplieren lettere kan fokuseres.
P& PC’en kontrolleres, hvornér den bedste data rate er opnaet. Den opnés ved at finjustere
fotomultiplieren mod krydset og regulere den patrykte speending pd fotomultiplieren.

5.4 Hvordan en maling udfgres

Her angives hvordan en typisk maling, for fastholdt radius, er udfgrt i det tynde vaeskelag.
Linsepositionen, dvs. positionen af linsens breendpunkt, aflzeses p& zy-bordet for hvert ver-
tikale malepunkt. Linsepositionen sendres successivt fra vaeskebunden op igennem veesken
indtil veeskeoverfladen nas, hvorefter méalingen er fzerdig, og en ny kan startes.

I praksis er valgt, at malepunkternes vertikale afstand er p& 0.1 mm. Denne afstand
mellem malepunkterne er tilstreekkelig for at kunne se en zendring af veeskehastighederne
op igennem vaesken. Det skal her bemaerkes, at ndr breendpunktet zndres med 0.1 mm
pé& zy-bordet, flyttes breendpunktet med en anden vzrdi i vaesken pa grund af brydning-
seffekter. Dette beskrives i detalje i naeste afsnit. Hver maling bestar af mellem 10 og 15

3Definitionen pa en sample er en partikel, der har passeret igennem krydset.
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vertikale mélepunkter, hvor hvert vertikale malepunkt resulterer i data, der opsamles i en
datafil.

5.5 Prasentation af data

5.5.1 Hvordan data leveres fra software

En datafil bestér af tre forskellige slags data.
1 Hastighed for hver sample.
2 Transit time for hver sample
3 Arrival time for hver sample

Nar der har beveeget sig N partikler igennem maleomrédet, bestar datafilen af N sam-
ples. Datafilen indeholder derved N hastigheder, N transit times og N arrival times.
Definitionen péa transit time er hvor lang tid det tager en partikel at passere igennem

krydset, og arrival time angiver, til hvilket tidspunkt partiklen ankommer til krydset. .

5.5.2 Databehandling

Der er lavet fem maéleserier i det tynde veeskelag fgr springet ved to forskeilige faldhgjder.
Hver maleserie bestar af M vertikale mélepunker, og dermed M datafiler der indeholder N

samples. Der er udarbejdet et databehandlingsprogram¢, der som output giver den gnskede:

hastighedsprofil. Input til databehandlingsprogram, for hver maleserie, er
1 M datafiler som maéleserien bestar af.
2 Linsedata der bestar af M vertikale positioner der er mélt i vaesken.

3 Transformations datafil bestar af den aflzeste position for bunden (glaspladen) og
en transformationsfaktor. Transformationsfaktoren tager hensyn til brydningseffek-
ter. Disse brydningseffekter opstéar, nar laserkrydset gar fra luft igennem glaspladen
og op 1 vaesken. Laserkrydet brydes i glasset, men man kan se bort fra dette ved
udregning af transformationsfaktoren, idet laserstrélerne blot parallelforskydes. Nar
vaeskehgjden Az méles med LDV, fis en mindre veerdi, end nar der méales manuelt
med millimeterskruen. Nar linsens breendpunkt 2ndres med en bestemt veerdi pa
zy-bordet flyttes krydset med en anden verdi i veesken, hvilket skyldes brydnings-
effekter. Transformationsfaktoren findes via Snells brydningslov

Nuft sin oluft = Nethylenglycol sin oethylenglycol (522)

4Programmet er udarbejdet af Kim Hansen, NBI.
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Transformationsfaktoren der skal udregnes, er k = tan 6,5:/ tan Oethyiengiycor . Forst
udregnes vinklen 8;,¢; ud fra, at breendvidden af samlelinsen er 120 mm og, at af-
standen mellem laserstralerne er 60 mm. Vi far 6,5 = tan™(1/4) = 14.04°. Bryd-
ningsindekset for ethylenglycol og for luft er neinyiengiycot = 1.43 0g nup: = 1.00.
Dernzest udregnes feihyiengiyeol , hilket giver Oethyiengiyeor = 9.77°. Tranformationsfak-

toren er da k = tan 0,5/ tan ethyiengiycor = 14.04°/9.77° = 1.45. Vi far da, at den
ydre vaeskehgjde bestemmes ved

hegt =k - hmaate % 0.05 mm = 1.45 - Apmgar + 0.05 mm (5.23)

Hvor Amqqi: betegner differensen mellem vaeskeoverfladens og bundens position, og
maleusikkerheden er +0.05 mm.

Output fra databehandlingsprogram er

e En veegtet middelhastighed og spredning for hver M vertikale mélepunkter. Dette
giver som resultat vores gnskede hastighedsprofil afbildet i et uz-koordinatsystem,
med malepunkterne afsat ud af anden aksen og den veegtede middelhastighed afsat
ud af ferste aksen.

e Histogrammer for hvert mélepunkt, der viser spredningen i hastigheder.

Vagtet middelhastighed og spredning

Vi har valgt at tage en veegtet middelhastighed fremfor en uvaegtet middelhastighed.
Argumentet fglger af nedenstaende:

Pa figur 5.5 side 54 s& vi, hvordan et partikelburst ser ud nar en partikel passerer
igennem krydset. Den stgrste frekvensmodulation fas nér partiklen beveeger sig igennem
det bredeste sted af krydset, hvilket ses p4 figur 5.5 som et frekvenspeak. Nar en partikel
passerer igennem andre steder af krydset, f4s en mindre frekvens svarende til de to “haler”
af burstet. Vi gnsker en middelhastighed, der vaegtes med de hastigheder af de partikler,
der passerer midten af krydset. Dette kan opnis ved at middelhastigheden afhzenger af
transit time. Dette kan forklares ved at antage, at to partikler har samme hastighed,
men den ene partikel passerer midten af krydset, og den anden partikel passerer et andet
sted af krydset. Partiklen der passerer midten af krydset, har en stgrre transit time end
den anden partikel. Ved at lade middelhastigheden afhzenge af transit time bliver de
partikler, der passerer midten af krydset vaegtet mest, hvilket er det vi gnsker. Den veegtede
middelhastighed findes i [20] s. 137, givet ved

SN UNTN

S (5.24)

ﬂ'ugtet =
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hvor 7x angiver transittime for den N’te partikel, der passerer igennem krydset, og un
angiver den N’te partikels hastighed. Spredningen af den veegtede middelhastighed er

o= \l Z]lv (UN - -ﬁvgtet)2 N (525)

TN TN
5.5.3 Prasentation og tolkning af maling ved faldhgjde 4 cm

Graf 5.9 og 5.10 viser resultatet af to méleserier foretaget ved hver deres radius med
parametrene

o Flux=40.7£0.2 ml/s

Faldhgjde=4.0 £ 0.1 cm

o Viskositet=10.20 &+ 0.02 gange vand

e Ydre kanthgjde=2.500 £+ 0.025 mm, Type I

o Vaskestrale diameter malt til 7.0 & 0.5 mm

e Radius af spring »; = 22.5+ 0.5 mm

o Vzskehgjde h;, malt med millimeterskrue til 0.84 + 0.03 mm

e Vaskehgjde her: malt med millimeterskrue til 3.93+0.03 mm. Veeskehgjde he,y malt -
.med LDV er hepy =1.45-2.70 £ 0.05 mm = 3.92 + 0.05 mm.

Hastighedsprofil malt 6.5 mm fra centrum af spring, (3.0 mm fra veaeskestralen)

Maleserien pa graf 5.9 er malt ved radius 6.5 mm og bestar af 13 malepunkter. Nullinien pa
grafen angiver den malte position af glaspladen, dvs. hvor laserkrydsets bredeste del flugter
med glaspladens overflade. I kapitel 2 blev beskrevet, at for en laminar strgmning skal no-
slip betingelsen pa bunden gelde (nullinien), hvilket tilsyneladende ikke her er tilfeldet.
Den store spredning pa middelhastigheden er ikke en usikkerhed ved mélingerne, men er
en direkte konsekvens af krydsets udstraekning der i veesken er 0.14 x 0.14 x 0.58 mm? hvor
den ene halvdel, ved nullinien, er placeret i glaspladen, og den anden halvdel er placeret i
veesken. Partikler der passerer igennem krydset teet pa bunden, har hastigheder taet p4 nul,
men de partikler der passerer krydsets udstraekning pa 0.29 mm fra bunden (“spidsen” af
krydset), har hastigheder forskellig fra nul, og disse tzlles med i middelhastigheden. De to
malinger under nullinien (i glaspladen) kan ligeledes forklares, idet de er en konsekvens af
krydsets udstraekning, og er saledes ikke fejlmalinger. Det skal bemaerkes, at de to mélinger
under nullinien har en mindre spredning end malingen ved nullinien. Forklaringen er, at
disse to maélinger er malt med et mindre vertikalt maleomréde (“spidsen” af krydset)
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1 veesken, end ved nullinien hvor maleomradet er stgrre (halvdelen af krydset), hvilket
saledes giver en mindre spredning pa partiklernes hastighed 1 vaesken.

Det ses pa grafen, at middelhastigheden af partiklerne stiger mezerkbart op igennem
veesken, indtil veeskeoverfladen nas. Som tidligere neevnt har vi ikke kunnet bestemme
overfladens position via LDV i det tynde veeskelag, men med millimeter skruemetoden er
den maélt til 0.84 &£ 0.03 mm fra glaspladen. P3 grafen ses, at efter denne veerdi fas stadig
hastigheds bidrag, hvilket igen er en konsekvens af krydsets udstraekning.
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Figur 5.9 Grafen viser hastighedsprofilen, malt ved radius 6.5 mm, dvs. 3.0 mm fra stralen.

Hastighedsprofil malt 10.0 mm fra centrum af spring, (6.5 mm fra vaeskestralen)

Maleserien pd graf 5.10 er malt ved radius 10.0 mm, og bestdr af 14 maélepunkter. Der
gelder de samme kommentarer som ved forrige méaleserie. Dog adskiller denne malese-
rie sig pa et punkt, ved at spredningen pd det niende malepunkt fra nullininen har en
stor spredning. Partiklernes hastighed er i dette malepunkt malt med en lille del af ma-
leomradet (“spidsen” af krydset), og skulle saledes give en lille spredning pa hastigheden
som tilsvarende pé graf 5.9. Den store spredning p3 det niende méalepunkt er siledes en
usikkerhed p& maélingen der kan skyldes, at vaeskeoverfladen har veeret en smule urolig.
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Histogrammer for maleserie malt 10.0 mm fra centrum af spring, (6.5 mm fra
vaeskestrilen)

P3 figur 5.11 ses to histogrammer, der angiver spredningen i hastigheder i to forskellige
maélepunkter i henholdsvis malepunktet pa glaspladen (nullinien) og det femte méalepunkt
(0.58 mm) fra nullinien angivet pa graf 5.10. Det venstre histogram (hist.000) angiver
partikel hastigheder malt ved bunden. Det ses at partiklernes hastigheder varierer fra
omkring 0 m/s, dvs. partikler ved bunden (hvor no-slip betingelsen med god tilnzermelse
er opfyldt) og op til omkring 1 m/s, dvs. partikler der passerer igennem méaleomradet
leengere veek fra bunden 0.29 mm, (krydsets vertikale udstraekning fra bunden i veesken).

Det hgjre histogram (hist.008) angiver partikelhastigheder malt ved det femte male-
punkt fra nullinien dvs. 0.58 mm fra glaspladen. P& figur 5.10 ses, at spredningen for dette
malepunkt er lille i forhold til spredningen pa hastighederne ved bunden. Arsagen er, som
det ses, at 25000 partikler har samme hastighed p& omkring 1.08 m/s.

Graf med hastighedsprofiler for alle fem maleserier

P& graf 5.12 ses alle fem maéleserier malt i det tynde vaskelag. Det ses, at middelhastig-
hederne generelt bliver meerkbart mindre veek fra veeskestralen mod springet. Grunden -
til dette er veeskens indre gnidning (viskositeten), der er arsagen til nedbremsningen af
partiklerne. Det skal her bemazrkes, at spredningen pd malingerne er udeladt, idet det
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Figur 5.10 Grafen viser hastighedsprofilen, malt ved radius 10.0 mm, dvs. 6.5 mm fra strilen.
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ville ggre grafen ungdigt uoverskuelig. Pa grafen er angivet den malte veeskehgjde mar-
keret fra nullinien til veeskeoverfladen 0.84 & 0.03 mm fra glaspladen. Det ses, at vi far
malinger der raekker ud over dette omrade. Arsagen er som fgr beskrevet at méleomradet
(krydset) har en udstraekning hvilket ggr, at den “malte veeskehgjde” med LDV bliver
stgrre end den fysiske veaeskehgjde (0.84 £ 0.03 mm). Der skal sdledes laegges halvdelen af
krydsets udstreekning til bade bund og veeskeoverflade. Dette er markeret med de vand-
rette linier ved —0.29 mm og 1.13 mm. Nér hastighedsprofilerne skal vurderes er det den
“malte veeskehpjde”, der skal tages i betragtning og ikke den fysiske vaeskehgjde. Vi kan
nu pé denne baggrund vurdere, om den dynamiske graensebetingelse er opfyldt. I kapi-
tel 2 side 20 blev den dynamiske greensebetingelse geldende i et uz-koordinatsystem efter
adskillige approksimationer angivet til gﬁ- = 00, hvilket udtrykte, at heldningen af has-
tighedsprofilerne ved overfladen skulle vaere lodret, som angivet pd figur 1.10 side 10. Vi
ser, at alle fem hastighedsprofiler p& graf 5.12 opfylder denne betingelse.

Tilsidst skal bemaerkes, at der er registreret samples ved —0.43 mm, hvilket er en
afstand, der raekker ud over méleomridets definerede udstraekning i vaesken. Stgrrelsen
af maleomradet der blev beskrevet pa side 53, er imidlertid valgt som standard, men i
praksis kan stgrrelsen af maleomrédet godt veere sterre eller mindre end den definerede
veerdi alt afhzengig af systemets folsomhed. De registrerede samples ved —0.43 mm er
saledes et resultat af at méleomrédet, i dette tilfzelde har veeret stgrre end den definerede
veerdi. Den registrerede méling ved 1.16 mm for radius 10.0 mm forklares ligeledes ved
maleomrédets stgrre udstraekning. Derimod er den registrerede maling ved 1.16 mm for
radius 6.5 mm, et resultat af at veeskehgjden her er en smule stgrre, da der er malt i det
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Figur 5.11 Pa figuren ses to histogrammer der angiver spredningen i hastigheder i to forskellige
malepunkter pi graf 5.10, der henholdsvis er nulpositionen og det femte malepunkt (0.58 mm).
Histogram (hist.000) viser partikernes hastighed i positionen nul. Det ses, at partiklerne har en
meget spredt hastighedsfordeling. P4 histogram (hist.008) ses, at omkring 25000 partikler har en
hastighed pd omkring 1.08 m/s, hvilket giver en lille spredning.
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konkave omréade teet pd vaeskestralen.
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Figur 5.12 Grafen viser de fem maleserier malt i det tynde vaeskelag fgr springet ved fem
forskellige radier.

Udvikling af hastighedsprofil

For at vurdere om hastighedsprofilen udvikles skaleres den veegtede middelhastighed og
hgjden pé graf 5.12 med Uygtet /Umaz O8 B /Pmaz, 0g hvor der pa den “malte vaeskeoverflade”
geelder Tygter /Umez = 1 0g h/hmer = 1. Dette giver 5.13. Det kan derved pé grafen afggres
om hastighedsprofilen udvilkes. Hvis den ikke udvikles, vil alle hastighedsprofiler ligge
oven i hinanden. Hvis derimod der sker en udvilkling af hastighedsprofilen vil de ikke
ligge oven i hinanden.

P& graf 5.13 ses, at hastighedsprofilen med sikkerhed udvikles mellem 6.5 mm
og 10.0 mm fra centrum af spring. Vi kan desuden se, at hastighedsprofilen med sikkerhed
er fuldt udviklet 13.0 mm fra centrum af spring. Derimod kan vi ikke praecis afggre, for
hvilken radius hastighedsprofilen er udviklet, og kan heller ikke afggre, om udviklingen
af greenselaget sker hurtigt eller langsomt mellem 10.0 mm og 13.0 mm. Dette kunne
dog afggres ved flere radiale malepunkter mellem 10.0 mm og 13.0 mm. Efter 13.0 mm er
hastighedsprofilen fuldt udviklet og dermed greenselaget ligesa, hvilket ses ved at de reste-
rende tre hastighedsprofiler ligger oven i hinanden indenfor en afleest maksimal usikkerhed
pa +0.06.
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5.5.4 Przesentation og tolkning af maling ved faldhgjde 10 cm

Graf 5.14 viser de fem maleserier malt i det tynde veeskelag, og graf 5.15 viser den skalerede
graf af 5.14.

Flux=39.9 + 0.2 ml/s

Faldhgjde=10.0 + 0.1 cm

Viskositet=10.20 £ 0.02 gange vand

Ydre kanth¢jde=2.500 + 0.025 mm, Type I

Veeskestrale diameter malt til 6.0 & 0.5 mm

Radius af spring r; = 24.0 £ 0.5 mm

Veeskehgjde h;, malt med millimeterskrue til 0.69 + 0.03 mm

Vaeskehgjde h.,; malt med millimeterskrue til 3.86 £0.03 mm. Vaeskehgjde h.,; malt
med LDV er hert = 1.45-2.65 + 0.05 mm = 3.84 £+ 0.05 mm.
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Figur 5.13 Figuren viser de fem skalerede méileserier.
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Graf med hastighedsprofiler af alle fem maleserier.

P& graf 5.14 ses de fem méleserier malt i det tynde vaskelag fgr springet. Det ses, ligesom
pa graf 5.12, at partikelhastighederne ligeledes, som fglge af den indre gnidning, generelt
bliver mindre mod springet. Det ses desuden, at partiklerne generelt har en stgrre hastig-
hed teet pa strilen end ved maélingerne foretaget ved faldhgjde 4 cm. Dette er en direkte
konsekvens af, at faldhgjden her er stgrre hvilket giver partiklerne en tilsvarende stgrre
kinetisk energi, ndr de rammer glaspladen.
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Figur 5.14 Grafen viser alle fem maéleserier malt i det tynde vaeskelag.

Udvikling af hastighedsprofil

Den veegtede middelhastighed og hgjden er pa graf 5.14 skaleret pd samme méde som i
afsnit 5.5.3, hvilket giver graf 5.15. P3 graf 5.15 ses, at hastighedsprofilen med sikkerhed er
fuldt udviklet ved 10.5 mm fra centrum af spring, og udvikles mellem 7.0 mm og 10.5 mm
fra centrum af spring. Det kan, ligesom forrige maleserie, ikke afggres hvornar greenselaget
er udviklet mellem 7.0 mm og 10.5 mm, men kunne afggres ved flere radiale méalepunkter
mellem 7.0 mm og 10.5 mm. Efter 10.5 mm er hastighedsprofilen fuldt udviklet og dermed
greenselaget ligesd, hvilket igen konstateres ved, at de resterende fire hastighedsprofiler
ligger oven i hinanden indenfor en afleest maksimal usikkerhed pa +0.09.
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Kapitel 6
Hvordan hjdrner og polygoner skabes

I dette kapitel preesenteres de observationer, vi har gjort af type II omradet. Vi startede
med at undersgge, hvordan polygonerne var parameter afheengige. Disse observationer
preesenteres i afsnit 6.2. Under dette studie af polygoner opdagede vi, at de havde mange
karakteristika, sasom hvordan veeske transporteres vaek fra polygon springet, primeert
sker gennem dens hjgrner, samt ved variation af faldhgjden zndredes polygonens udse-
ende veesentligt, hvilket preesenteres i afsnit 6.3. Under studiet af polygonens parameter
afheengighed fandt vi desuden, at polygoner enten havde lige, konkave eller konvekse si-
der. For at forstd denne mekanisme undersggte vi hvor mange forskellige stabile polygoner
der kunne eksistere for hver fastholdt h.;;. Idéen med denne undersggelse var, at se om
hjgrnerne havde samme form pa polygonerne. Dette arbejde preesenteres i afsnit 6.4.

6.1 Overvejelse og udfgrelse af polygonmalinger

Type II omradet undersgges for at finde parameter afthzengigheden af polygonerne. Da vi
gik igang med at male pa polygoner, vidste vi ikke, hvordan vi skulle gribe undersggelsen
an. Vi fandt dog hurtigt ud af at

... En standardbetingelse for ethvert forsgg er, at man kun m3 zndre én betingelse ad
gangen, ellers vil der opstd forvirring, og det vil veere umuligt at tilskrive den fundne
forskel en bestemt grund..., [37].

Den eneste betingelse vi sdledes zndrede ved hver maling, var den ydre kant, hvor de
resterende tre parametre (flux, viskositet, og faldhgjde) blev holdt konstant. Vi valgte, at
lave maleserier der bestod af flere méalinger. Hver méleserie karakteriseredes ved, at en af
de resterende tre parametres veerdi blev ndret gennem maleserien. Vi ville saledes kunne
afbilde méleserien som et fasediagram. Vi startede med at holde viskositeten konstant?,

1Der var problemer med at holde viskositeten p4 en konstant verdi gennem hele maleserien. Jeg skal
senere redeggre for, om dette har betydning for méaleserien.
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og tidligere forsgg har vist at variationen af faldhgjden ikke ndrede positionen af sprin-
get vasentligt. Vi tog det derfor for palydende, at faldhgjden ikke havde nzevneveerdig
betydning for dannelsen og stabiliteten af polygoner. Vi foretog derfor det valg, at lave
en maleserie hvor fluxen blev varieret. Efter at have lavet denne maéleserie opdagede vi
neermest tilfeeldigt, at polygonernes stabilitet og udseende zndredes veesentligt, nar man
varierede faldhgjden mellem 2 cm til 40 cm. I den anden maleserie vi lavede, var det
derfor, faldhgjden der blev varieret.

6.1.1 Kriterie for malinger

De observable der blev registreret var
o For hvilken h..; overgangen fra type I til type II skete.
o Antallet af hjgrner i polygonen for hver givne hez:-

e For hvilken A, springet lukkede sig omkring veeskestrélen.

6.1.2 Hvordan en maling udfgres

Malingen kunne begynde, nar systemet var kalibreret, dvs. nér den ydre kant og glaspladen
flugtede med hinanden. For hver ydre kanthgjde blev den malte veerdi for Aq:, typen af
spring, og antallet af hjgrner polygonen havde nedskrevet. For at f& et hurtigt overblik
over malingen, blev den ydre kant gget med 0.5 mm af gangen, indtil springet lukkede
sig omkring stralen. Forméalet med at “lgbe igennem parameteromradet” var at observere,
for hvilken h.;; overgangen mellem type I og type II skete, og dermed hvor malingen
skulle starte. Nar vi vidste, hvor en maling skulle starte fra, forstyrrede vi for hver Az
veeskestralen fem gange. Efter hver forstyrrelse ventede vi i ca. 20 minutter, hvilket for det
meste var tid nok til at veere sikker pa at polygonen var stabil, dvs. havde det samme antal
kanter (hjgrner), og resultatet af disse fem forstyrrelser blev skrevet ned. Efterhdnden som
vi fik mere erfaring med type II omradet, kunne vi alt afhzengig af parametrene vurdere,
hvor lang tid vi skulle vente for at vere sikker p&, at polygonerne var stabile. Vi fik
den erfaring at ved sma faldhgjder 1 — 3 c¢m, var polygonerne generelt meget stabile, og
vi behgvede derfor ikke vente lang tid for at veere sikre. Derimod tog mélinger udfgrt
ved faldhgjder fra 3 c¢m til 5 cm leengere tid, da polygoner for her var leengere tid om
at blive stabile. Det kunne nogen gange godt tage op til en time efter en forstyrrelse af
veeskestralen, for vi var rimeligt sikre pa at polygonerne var stabile. En méling tog derfor
typisk en hel dag.
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6.2 Fasediagrammer

Eksperimentet har en begreensning for hvor stor, henholdsvis lille fluxen kan veere. Den
mindste fluxveerdi eksperimentet tillod var ca. 10 ml/s, og den stgrste fluxveerdi var
ca. 60 ml/s. Vi foretog det valg at lave en maéleserie pa tre malinger, hvor fluxen var
pa henholdsvis @ =~ 30,40,50 ml/s. I anden méleserie foretog vi det valg at holde fluxen
pé den konstante veerdi @ & 40 ml/s men variere faldhgjden. Det skal understreges at
ovenstdende parameter veerdier blot var et valg, og at vi ligesd godt kunne have valgt
andre veerdier for disse to maleserier. Vi fandt ud af, for hvilke faldhgjder vi skulle lave
malinger, ved at lave sma pilotforsgg der udelukkede havde til formal at fastsaette gvre
og nedre grzense for faldhgjden. Den gvre graense for faldhgjden ved den valgte flux, hvor
der eksisterede polygoner, var & 5 cm. Den nedre grzense var & 1 cm, hvor dysens
udmunding for mindre faldhgjder ville rgre veeskeoverfladen.

Under malingerne opdagede vi, at polygoner generelt var meget fglsomme overfor
smé skaevheder i opstillingen, dvs. glaspladen skulle vaere helt vandret. Den eneste made
glaspladen kunne instilles helt vandret pa var efter polygonerne selv. Pladen var helt
vandret nar hjgrnerne i polygonen var zkvidistante. Et vatterpas kunne ikke bruges i
denne sammenhzeng, det var ikke preecist nok!

6.2.1 Polygonens parameterafhaengighed

P& figur 6.1 ses de to maleserier opstillet i to fasediagrammer. Fasediagram(a) pé figur 6.1
er en maleserie bestdende af syv malinger. De syv malinger er lavet ved en faldhgjde
pa henholdsvis (1,1.5,2,2.5,3.1,4.0, og 5.0) cm. De fastholdte parametre gennem hele.
méleserien var v & 10 gange vands viskositet og @ =~ 40 ml/s. Fasediagram(b) er en-
maleserie bestdende af tre malinger. Disse tre mélinger er lavet ved @ = 30,40, 50 ml/s.
De fastholdte parametre gennen hele maéleserien var h,,,=2 cm og v = 11 gange vands
viskositet. P& figur 6.1 ses at nar he, er lille, observeres det cirkuleere type I spring
markeret ved I. Nar h..: gges, er springet stadig cirkuleert, men her er veeskeoverfladen
fluktuerende. Dette omrade er markeret med Is. For store veerdier af h.,; er springet teet
pa eller “rammer” vaeskestrélen. Dette er markeret med C, der stér for closed. Imellem I
og C ses de polygoner der er observeret. Det ses p8 fasediagrammerne, at vi endelig har
observeret polygoner der har to eller et hjgrne. Dette er muligt, fordi vi teeller antallet af
radiale veeskejets. Hver polygon har det samme antal veeskejets som antallet af hjgrner,
da den primeere veesketransport sker igennem polygonens hjgrner. Dette beskrives mere
detaljeret i afsnit 6.3. Polygonerne er for det meste helt stabile i omrédet mellem I og C.
Ved store he,t, det vil sige teet pa omrédet C, begynder polygoner (1 — 3 hjgrner), dog alt
afhzengig af viskositeten, at fluktuere i tid. Viskositeten skal dog under 10 gange vands
veerdi for at de fluktuerer i tid. Omréadet R p3 fasediagram(a) er et omrade, hvor polygoner
ikke er stabile. Ved at vente op til en time rettes hjgrnerne i polygonen ud, si den til sidst
er en cirkuler stationzer type II. Udseendet af et type I og type II spring er det samme,
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Figur 6.1 Figur(a) viser faldhgjden som funktion af den hez;. Den kinematiske viskositet v & 10
gange vands viskositet og flux @ = 40 ml/s er fastholdt p4 samme vardi gennem hele méleserien.
Figur(b) viser Q som funktion af h.,; for fastholdt viskesitet v ~ 11 gange vands viskositet og
faldhgjde hy,,,=2 cm.
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men forskellen er, at det cirkuleere type II spring har en roller i overfladen af springet.

Ved hver h.,; kan der eksistere flere polygoner, f.eks et fem og et seks kantet polygons-
pring er muligt, og er begge lige stabile. Fasediagrammerne pa figur 6.1 viser ikke denne
hysterese men for hver h.,;, er veeskestralen forstyrret fem gange med en pind, for at finde
den mest hyppige polygon. I fasediagrammerne er det siledes den mest hyppige polygon
for hver hez:, der er markeret ved de sorte malepunkter. De stiplede linier er greensekur-
ver (der ikke er malt, men sat skgnsmeessigt) mellem de mest hyppige polygoner. Den
generelle tolkning af diagrammerne er

¢ Polygonens athezngighed af h,,, er lille da greensekurverne ved 4 — 8 hjgrner, i
fasediagram(a), stort set er vertikale, hvorimod..

¢ polygonens afhzengighed af fluxen Q er stor idet greensekurverne ved 4 — 8 hjgrner,
fasediagram(b), ikke er vertikale men skra.

Variation af viskositeten gennem maéleserierne

Gennem hele maleperioden har viskositeten af vaesken (ethylen-glycol) varieret mellem
ca. 11.5 til 9.1 gange vands viskositet. Der er to arsager til dette. For det fgrste har
veesken “suget” vand fra luften. Resultatet af dette er, at viskositeten er faldet. Den anden
grund er, at maleperioden har forlgbet fra maj méned til slutningen af juni maned 97.
Temperaturen har derfor veret svingende i denne periode og derfor ogséd svingende i-
laboratoriet, og resultatet af dette har veeret at viskositeten ligeledes har veeret svingende.
Der er taget hgjde for variationen af viskositeten ved at malingerne blev lavet 1 tilfzeldig
raekkefglge. Hvis endringen af viskositeten havde en afggrende betydning pé malingerne,
ville fasediagrammerne ikke veere s3 relativt velordnede, som de faktisk er. Velordnetheden
af diagrammerne er derfor et godt indicium pé at faldet af viskositeten pa to gange vands
viskositet, ikke har haft den store indflydelse p& malingerne.

6.3 Fzenomenologisk beskrivelse af polygoner

I dette afsnit beskrives, de karakteristiske egenskaber polygoner har. For at vise hvordan
polygonerne ser ud og hvordan deres udseende afhzenger af parametrene, preaesentereres
et billedmateriale af disse polygoner. Billederne af polygoner er taget i forbindelse med
malingerne med et videokamera, gemt pa videoband og herefter skannet ind pa computer
og udprintet.

6.3.1 Polygonens hgjdeprofil

Pa figur 6.2 ses en typisk hgjdeprofil h(r,8) foretaget pd en fem-kantet polygon i to 6-
retninger. Den optrukne linie indikerer profilen foretaget midt imellem to hjgrner og den
stiplede linie indikerer profilen foretaget gennem hjgrnet p& polygonen. Det ses at profilen
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fgr og efter springet er uafheengig af azimutalvinklen § bortset fra nzer springet, hvor
profilen er afhzengig af vinklen 6.

4 h[mm)] B
2 - rimm)]
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Figur 6.2 figuren viser en méilt hgjdeprofil, i to §-retninger fra vaeskestralen, af en fem-kantet
polygon. Den stiplede kurve indikerer profilen foretaget gennem et hjgrne pa polygonen, og den
fuldt optrukne kurve indikerer profilen foretaget midt mellem to hjgrner.

6.3.2 Polygonens udseende

Figur 6.3 viser en 5-kantet polygon set nedefra. Faldhgjden er 4 cm, Q = 40.7 ml/s
0g heyt = 4.71 mm. Den lyse ring i midten af billedet er veeskestrilen, der rammer glas-
pladen. P& figur 6.4 ses en 5-kantet polygon ovenfra. Parametrene for denne polygon er

Figur 6.3 Pa figuren ses et 5-kantet polygon spring nedefra. Den lyse ring i midten af billedet
er vaskestralen, der rammer glaspladen.

de samme som polygonen pa figur 6.3. En polygon har generelt en ydre radius, der til-
naermelsesvis er cirkuler. Den ydre radius af polygonen ses som en lys ring, der omslutter
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polygonens 5-kanter. Gennem studiet af polygoner er det observeret, at polygonens ydre
radius generelt forbliver konstant ved variation af he;:. Den ydre radius af polygonen har
samme veerdi som radius af det cirkuleare spring nr systemet er kalibreret, dvs. den ydre
kant flugter med glaspladen, hvor vaesken Igber frit af glaspladen.

6.3.3 Visualisering af type I og type II

Strgmningsmgnsteret i og omkring springet er yderst kompliceret, men det er muligt at
visualisere de generelle traek ved strgmningen. For at observere strgmningsmgnsteret blev
en halogenlampe rettet ned mod polygonen. Glimmer med en gennemsnits stgrrelse p&
ca. 25um, der fulgte med strgmningen, blev tilsat. Man kunne siledes let se strgmnings-
mgnsteret i og omkring springet.

Visualisering af type I

e separationen taet pa glaspladens overflade ses ved at leegge glimmer pd bunden
(glaspladen). Det ses tydeligt, at vaesken teet pa bunden bevaeger sig i modsat retning
af hovedstrgmningen som skitseret pa figur 1.6 side 6.

Visualisering af type II

e separationen ses stadig som beskrevet ovenfor, og rolleren observeres ved at “lagge”
glimmer i overfladen af springet. Det ses tydeligt at, rolleren roterer ind mod springet

Figur 6.4 P4 figuren ses en 5-kantet polygon ovenfra.
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i overfladen og veek fra springet ved bunden som skitseret pa figur 1.6 side 6.

Separationen observeres ved den ydre radius af polygonen. Under malingerne har det
enkelte gange veeret vanskeligt at se separationen. Grunden er, at vesken generelt ikke
roterer seerlig hurtigt, og derfor kan det veere sveert at se nogen form for bevaegelse.

6.3.4 Hvordan vaesken transporteres vaek fra polygonspringet

Som nzevnt i afsnit 6.3.3 er strpmningsmgnsteret yderst kompliceret for polygoner. Det
ses iszer, nr man observerer, hvordan veesken ledes veek fra polygonen. Der er dog bade
ligheder og forskelle ved et type I spring og et polygon spring. Ligheden er, at fgr springet
spredes veesken homogent og radialt ud langs den horisontale glasplade fra veeskestrilen.
Forskellen pa et type I spring og et type II spring er, hvordan vaesken ledes vak fra
springet. I type I ledes vaesken homogent og radialt veek fra springet. Derimod ledes veesken
inhomogent vaek fra et polygon spring. Generelt gelder for polygoner, at veesken primeert
transporteres veek via dens hjgrner. Dette sker med en relativ stor fart sammenlignet med
den sekundeere veesketransport, der sker med en langt mindre fart langs polygonens sider.

Figur 6.5 viser et billede af den samme polygon som vist pa figur 6.3, men denne
gang er der lagt glimmer i overfladen midt mellem to af polygonens hjgrner. I mellem
hjgrnerne pa polygonen er en helix, hvis funktion er, at rotere veaeske hen til hjgrnerne.
Dette indikerer et meget komplekst tre-dimensionelt strgmningsmgnster. Rolleren har
sdledes en helixformet struktur, der fylder hele omkredsen af polygonen. Rolleren kan
dermed betragtes som en flydende torus. Karakteristisk for rolleren er, at den “knaekker”
ved hjgrnerne. Rolleren har den stgrste radius midt mellem to hjgrner p& polygonen,
og mindskes symmetrisk fra midten af dens sider ud til de respektive hjgrner. Ved at
visualisere rolleren ses, at rotationshastigheden af den gges fra midten af polygonens sider
ud til de respektive hjgrner hvor veaesken slynges ud med stor fart. Pa figur 6.5 er en 1/5-
del af rolleren visualiseret med glimmer. P& billedet ses, at vaesken bliver slynget ud af
polygonens hjgrner iform af kraftige vaeskejets. Disse veeskejets gar altid radialt ud fra
polygonens hjgrner, og der gzlder generelt at

e Hver polygon har det samme antal vaeskejets, som polygonen har hjgrner.

Naturligvis skulle man pa dette billede kunne se alle fem jets og dermed hele rolleren,
men vi har kun veeret i stand til at visualisere en helix ad gangen.

Figur 6.6 viser et hjgrne af en 6-kantet polygon nedefra. P4 figur 6.6 ses, en stiplet
linie der markerer den ydre radius af polygonen, der samtidig angiver positionen af se-
parationen. Rolleren der ligger i overfladen af springet, ligger imellem den stiplede linie
og polygonens sider (de lyse liniestykker). Hovedstrgmmen der kommer fra det tynde
veeskelag, bevaeger sig ind under rolleren, og dette fir rolleren til at rotere. Vaeskeud-
ledningen af et hjgrne er mere kompliceret end visualiseret pd figur 6.5, idet to helixer
stgder op til hvert hjgrne. Der er sdledes to helixer, som hver transporterer vaeske hen til
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det samme hjgrne, hvilket giver hjgrnets yderst komplicerede tre-dimensionelle struktur.
Som nazevnt tidligere, ledes vaesken primeert ud af polygonens hjgrner iform af veeskejets.
Ved at “drysse” glimmer pa overfladen af polygonen er det observeret, at der i forbindelse
med vaeskeudledningen af hjgrnerne “ligger” en roterende hvirvel pa “hver side” af hvert
hjgrne. Disse hvirvler roterer “ind mod” hvert hjgrne. Veesken, fra rolleren, ledes “hen til”
disse hvirvler pa overfladen af polygonen, og vaesken slynges via disse hvirvler vaek fra
polygonen. P3 billedet ses disse hvirvler ved hjgrnet.

6.3.5 Polygonernes afhaengighed af faldhgjden

Indtil nu er kun vist hvordan en typisk polygon ser ud, og beskrevet hvordan vaesketrans-
porten veek fra polygonen sker. I dette afsnit beskrives, hvilken indflydelse faldhgjden har
pa polygonen. Igennem vores studie af polygoner, har det vist sig, at faldhgjden har stor
indflydelse p& hvordan polygonen ser ud, nir denne parameter varieres.

Mindre markerede hjgrner

Polygoner far generelt mindre markerede hjgrner, nar faldhgjden gges. Pa figur 6.7 ses,
ovenfra en 13-kantet polygon der er observet ved faldhgjde 10 cm. Det ses, at denne
polygon har langt mindre markerede hjgrner end den viste 5-kantede polygon p figur 6.4,
som var observeret ved faldhgjde 4 cm. P4 figur 6.8 ses en 5-kantet polygon observeret
ved faldhgjde 1.5 cm. P& denne polygon ses, at hjgrnerne er meget skarpt markeret i

Figur 6.5 Figuren viser samme polygon som péa figur 6.3. P4 figuren ses rolleren visualiseret
med glimmer, mellem to af polygonens hjgrner.
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Figur 6.6 Pa figuren ses en 6-kantet polygon nedefra. Det ses at rolleren “knaekker” ved hjgrnet.
Den primzere transport af vaeske sker gennem polygonens hjgrner.

A AR 5 T S N

Figur 6.7 Figuren viser en 13-kantet polygon der er observeret ved faldhgjde 10 cm.
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modsatning til polygonerne vist pa figur 6.4 og 6.7. Det ses, at nar faldhgjden gges,
bliver polygonernes hjgrner mindre markerede.

Figur 6.8 P4 figuren ses en 5-kantet polygon observeret ved faldhgjde 1.5 cm. Det ses, at
hjgrnerne pa denne polygon er klart skarpere, end de var pa polygonerne vist pa figur 6.4 og 6.7

Flere hjgrner

Generelt gges det maksimale antal hjgrner.i polygonen nar faldhgjden gges. Det ses pa
fasediagrammet 6.1(a), at nar faldhgjden er lav (1 cm), er der kun observeret polygoner -
med op til 5 hjgrner. N&r derimod faldhgjden er stor (5 cm), er observeret polygoner med
op til 10 hjgrner.

Stabilitet af polygoner

Faldhgjden er afggrende for polygonernes stabilitet. Polygoner er kun stabile, nar faldhgj-
den er mellem 1 cm og 5 cm undtaget omradet R. Faldhgjde 5 cm betegnes som boaderline,
idet efter denne faldhgjde begynder polygoner generelt at blive ustablie. Mellem 5 cm
og 10 cm er omradet semistabilt, dvs. polygoner er stabile ved f3 A.;;. Nar faldhgjden
er over 10 cm, er alle polygoner ustabile for alle h..:. Hvis fasediagrammet 6.1(a) blev
“forleenget” til f.eks faldhgjde 15 cm, ville omradet R. blive stgrre og stgrre for faldhgjder
stgrre end boaderline.
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6.4 Hjgrne undersggelser for fastholdte ydre vaeskehgj-
der (hegst)

Under malingerne, til fasediagrammerne, observerede vi polygoner der enten havde kon-
kave, lige eller konvekse sider. Vi undersggte derfor om hjgrnernes form var parameter-
afheengige, dvs. at hjgrnets form (krumning) blev andret, nar h.,: blev varieret eller/og
konstant ved samme h.,:. Man kunne nemlig forestille sig, at hvis hjgrnet af en eller anden
grund skulle have en konstant form (krumning) for samme A, var der i princippet ikke
noget i vejen for, at der kunne eksistere flere polygoner hvis blot polygonernes sider blev
“indstillet” s&dan, at hjgrnernes form hele tiden var den samme. Derved ville hysteresen
kunne forklares, og dermed eksistensen af de konkave og konvekse polygoner. Der blev
lavet undersggelser for faldhgjde (1.0,1.5,2.0,2.5,3.0,4.0) cm. Disse seks mélinger er li-
geledes foretaget i tilfzeldig raekkefplge. Viskositeten var v = 13.2 gange vands viskositet,
og @ ~ 40 ml/s. Desuden blev en maling ved An.. = 2 cm, @ ~ 50 ml/s og v = 13.2
gange vands viskositet lavet.

6.4.1 Kriterie for hjgrnemalinger

Det primare var at undersgge, hvor mange polygoner der kunne eksistere for hver fast-
holdt h.,:. Kriteriet for méalingerne var

e at undersgge det maksimale antal polygoner der kunne eksistere for hver givne Az

e at optage alle polygoner pa video for hver givne A, til senere databehandling

6.4.2 Hvordan en maling udfares

Fremgangsmaden for at finde ud af hvor mange polygoner der kunne eksistere, var at
anvende en pind, der blev brugt til at skabe (tilfgje) eller fjerne hjgrner i polygonen
med. Et hjgrne skabes pd en polygon ved at “trzekke” i en af dens sider. Lige nar et
nyt hjgrne var skabt var afstanden mellem hjgrnerne ikke akvidistant, men efter et kort
stykke tid reorganiseres hjgrnerne pa polygonen si afstanden mellem hjgrnerne igen blev
xkvidistant. Ved hver h.,; optog vi polygonerne pa videomaskine.

6.4.3 Prasentation af data for hjgrne undersggelser

Undersggelsen af om hjgrnerne i polygonen er parameterafhaengige bestar basalt set i, at
sammenligne om hjgrnerne har samme form for samme h,,; og forskellig form ved varie-
ret hegs. For at lave denne undersggelse er alle polygoner blevet skannet ind pa computer,
s& de kan databehandles herfra. Her preesenteres databehandlingen foretaget pa polygo-
ner observeret ved faldhgjde 2 cm, @ = 40 ml/s og v = 13.2 gange vands viskositet. P3
figur 6.9 ses tre polygoner observeret ved samme her: = 5.29 mm, hvor der pé to-kanten
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Figur 6.9 Pa figuren ses tre polygoner der er taget for samme h.;; = 5.29 mm. P4 figurskitsen
- ses det at hjgrnernes form ligner hinanden. Ophavsret til figurskitse Jonas L. Hansen, NBI.

" gverst til venstre er trukket i siderne og siledes henholdsvis tilfgjet to hjgrner (4-kantede
polygon) og tre hjgrner (5-kantede polygon). P4 figurskitsen til hgjre er den overfgdige
information pé de tre polygonbilleder fjernet. Dette kan ggres i et standard bllledbehand—
lingsprogram. P4 figurskitsen ses hjgrnerne umiddelbart at have samme form. :

P4 figur 6.10 ses fire 5-kantede polygoner observeret ved fire forskellige heg: angivet
i figurteksten. P4 figur 6.11 ses de fire polygoner fra figur 6.10. P4 denne figur er alt
den overflgdige information fjernet fra billederne. Det ses her, at hjgrnernes form ikke
umiddelbart er den samme nir polygonerne observeres ved forskellige hey;.

For at fa et mere kvantitativt mal for hvornar hjgrner ligner hinanden, er et program

* fremstillet?, der kan sammenligne hjgrner. Den overfladige information pa billederne fier-

nes ligesom pa figurskitsen 6.11. Figurskitsen bestar af m x m punkter (pixles), hvor hvert

punkt har et specifikt koordinatsat. Det interessante udsnit undersgges (to hjgrner over-
lappes) Udsnittet der kaldes vinduesbredden bestar af n pixels, hvor n < m. Princippet

1 programmet er at udregne forskellen pa to hjgrners koordinatsat. Forskellen pa disse

koordinatszt kvadreres. Der defineres en fejl, der er middelvardien af de kvadrerede for-

skelle. Idéen med at indfgre denne fejl er, at hvis fejlen har en stor veerdi, tolkes dette
som, at hjgrnernes form ikke er den samme, men hvis fejlen er lille tolkes dette som, at
hjgrnernes form er den samme. For en given vinduesbredde roterer programmet hjgrnerne
for at minimere fejlen s& meget som muligt. Fejlen udregnes for forskellige vinduesbredder
dvs. varierende omrader omkring de overlappede hjgrner. Fejlen som funktion af vindu-

2Dette program er udarbejdet af Jonas Lundbek Hansen, NBI.
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Figur 6.10 P4 figuren ses fire 5-kantede polygoner, der er observeret ved fire forskellige hey:.
Polygonen i henholsvis venstre gverste hjgrne, i hgjre gverste hjgrne, i nederste venstre hjgrne
og i hgjre nederste hjgrne er observeret ved h.,; 4.66 mm, 4.87 mm, 5.08 mm og 5.29 mm.

Figur 6.11 P4 figuren ses de fire polygoner fra figur 6.10, hvor den overflgdige information er
fjernet fra billederne. Det ses, at hjgrnernes form ikke ser ud til at veere den samme. Ophavsret
til figurskitse Jonas L. Hansen, NBI.
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Figur 6.12 P4 figuren ses fejlen som funktion af vinduesbredden. Det ses pa figuren, at polygoner

observeret ved samme h.,;, imodseatning til polygoner ved forskellig k¢, har samme hjgrneform. -
Ophavsret til figur Jonas L. Hansen, NBIL.

esbredden kan da vise hvor stort et omrdde omkring hjgrnerne af to eller flere polygoner
der er vellignende. Figur 6.12 viser sammenligningen af de to 5-kantede polygonhjgrner
observeret ved hey: = 4.87 mm og hege = 5.29 mm. Dette er pa figuren angivet ved (a). Des-
uden sammenlignes den 4-kantede og 5-kantede polygons hjgrner, observeret ved samme
hezt = 5.29 mm. Dette er pa figuren angivet ved (b). Det ses, at fejlen pa (b) helt ud til
omkring 60 pixles, er lille i modsetning til (a) hvor fejlen allerede vokser ved 20 pixles.
Alle hjgrner vil naturligvis altid ligne hinanden ved meget smé vinduesbredder dvs. et
lille omrade omkring hjgrnerne, hvilket naturligvis ikke er serlig interessant. Det interes-
sante er derimod, hvor stort et omrade (vinduesbredde) omkring to eller flere polygoners
hjgrner der er vellignende (lille fejl). Hjgrneundersggelsen giver siledes et godt indicium
for, at forskellige polygoners hjgrner ved samme h¢,¢ har samme form mens polygoner,
observeret ved forskellige h.,: har forskellig form.

Afslutningsvis skal bemaerkes at det, at hjgrnerne har samme form for samme Az
betyder, at det udelukkende er formen af hjgrnet, der er det afggrende i type II. Det
betyder saledes, at blot formen af hjgrnet i polygonen er den samme, er der ikke noget 1
vejen for, at der kan eksistere flere polygoner for samme he;:. Da formen af hjgrnet skal
veere det samme i polygonen, betyder det at siderne i polygonen ma indrette sig efter det,
og derfor kan eksistensen af konkave og konvekse polygoner forklares. Det skal bemeerkes,
at denne undersggelse ikke har givet noget svar pa hvorfor hjgrnet skal have samme form
(krumning) for samme hey:.
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6.5 Hvilke kriterier en simpel polygonmodel skal op-
fylde

Kravet til en simpel polygonmodel er, at den skal kunne reproducere de to helt basale
treek ved type II. For det fgrste skal en model kunne reproducere at hjgrner i en polygon
reduceres en efter en, nar h.,: gges gradvist se fasedigagram 6.1 p& side 72. For det
andet skal modellen kunne reproducere, at for samme h;; er hjgrneformen pa polygoner
konstant, hvilket ggr eksistensen af konkave og konvekse polygoner mulige.




Kapitél 7

Model type 11

Der findes p& nuverende tidspunkt hverken analytiske eller numeriske lgsninger, der be-
skriver type II, der er karakteriseret ved en roller liggende i overfladen af springet. Derfor
er polygonmodellen konstrueret, der har til formal at identificere de parametre, der métte
veere relevante, si polygonfzenomenet kan forklares kvalitativt. De to modeller, model
type I og model type II, er derfor ikke pd samme matematiske niveau, og kan derfor ikke
sammenlignes, men m3 behandles hver for sig, idet de beskriver to helt forskellige tilstande
af det hydrauliske spring. Det skal indledningsvis praeciseres, at der til dato hverken ek-
sisterer nogen model, der kan beskrive overgangen mellem type I og type 11, eller om det
er muligt at model type I og type II eventuelt kan samles i en model.

7.1 Modelovervejelser

Praesentationen af model type II er primeert baseret pa et artikeludkast, vores publicerede
artikler, samt interne handskrevne noter [4, 23, 24, 41, 42, 43]. I dette afsnit redeggres
for de overvejelser, der er gjort ved konstruktionen af model type II. Disse overvejelser
bygger pa de eksperimentelle observationer, der er gjort af polygoner, som blev praesenteret
i forrige kapitel. Det er kun i type II tilstanden, at der observeres polygoner. Derfor
ma forklaringen pa deres eksistens sgges i tilstedeveerelsen af rolleren, der fgrst skabes
efter overgangen fra type I. Det er derimod ikke indlysende, hvordan man preecis skal
modellere, hvilken indflydelse rolleren har for skabelsen af polygonspringet. En idé er
baseret pa, at polygoner med et lille antal hjgrner har en mindre gennemsnits radius.
Hvis det antages, at rolleren har tilbgjelighed til at have en foretrukket leengde, da ville
den given radius bestemme, hvor mange hjgrner der kunne passe ind. Det er naturligvis
ikke klart, hvad der kunne bestemme en sddan leengde, og om dette “billede” overhovedet
er fysisk. En anden idé er, at betragte rolleren som en elastisk stang, der laver et skarpt
knaek, nar den bgjes over en vis kritisk krumning, men hvor krumningen ma indroduceres
ad hoc. Idéen i at betragte rolleren som et elastisk medium er udelukkende baseret pa,
at det eksperimentelt er observeret, at en polygon er karakteriseret ved at bestd af meget
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markerede hjgrner. Man kan saledes betragte eks. en 5-kantet polygon som opstaet ved, at
rolleren er “knaekket” 5 steder, hvor “knaekkene” sdledes danner hjgrnerne pé polygonen.
At rolleren optraeder som et elastisk medium, kan siledes veere den direkte arsag til,
at polygonstrukturen opstar. Da rolleren ikke eksisterer i type I, er der siledes ingen
steder hvor springet “kneaekker”, og derfor vil man aldrig observere polygoner her men
kun et cirkuleert spring. I nzeste afsnit introduceres polygonmodellen. Den er ikke mere
rigoristisk, end de to ovenstadende nzevnte idéer til modeller, men kan lgses og forklarer en
kvalitativ afheengighed af de eksperimentelle parametre der indgar.

7.2 Karakteristiske egenskaber ved polygoner

Inden jeg skal praesentere model type II, vil jeg kort opsummere, hvad der var karakteri-
stisk ved polygoner. Pa figur 7.1 ses en skitse af et polygonspring set fra siden. Det ses,
at rolleren er beliggende rundt omkring springet. Det ses, at radius af polygonspringet er
givet ved r = Rn(0), hvor det bemerkes, at radius er blevet afheengig af azimuthalvink-
len 6. Polygonens ydre radius er givet ved r = R der med god tilnarmelse er cirkuleer og
markerer positionen af separationen, der ikke er vist pa figurskitsen.

nozzle

7 R
! IRN(8) ‘

“~ - h : _’]
(\‘ ext 7 \
rnm jump  "roller"

Figur 7.1 Figuren viser en skitse af et polygonspring set fra siden, hvor rolleren ses liggende i
overfladen af springet. Figuren viser ikke separationen. Den ydre radius ligger i afstanden R fra
centrum, og radius af polygonspringet er R7n(6), der er blevet afhengig af azimuthalvinklen 6.
Figur frit efter [4].

7.2.1 Antagelser i model type II

Som nzevnt i forrige kapitel beveeger hovedstrgmmnen sig under rolleren, hvilket resulterer
i en gnidningskraft mellem roller og hovedstrgm. Hovedstrgmmen der beveeger sig under
rolleren, er netop arsag til, at rolleren roterer ind mod springet. Jo bredere rolleren er des
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stgrre gnidningskraft. Dette bekraeftes netop fra eksperimentelle data, idet den stgrste vee-
sketranport sker igennem hjgrnerne, hvor rollerens bredde er lille (lille gnidningskraft) og
lille veesketransport mellem hjgrnerne, hvor rolleren er bredere (stor gnidningskraft). Det
betyder derfor at den radiale og homogene flux der kommer fra vaeskestralen, omfordeles
fra polygonens sider til hjgrner. Hvilket ggr at den lokale flux ¢, nu afheenger af azimu-
thalvinklen 6, som skitseret p& figur 7.2. Stgrrelsen 7(6) er en dimensionslgs funktion,

Figur 7.2 Figuren viser, en skitse af en 5-kantet polygon set ovenfra. Figuren viser, hvad der
eksperimentelt er observeret, nemlig at den stgrste vaesketransport foregar igennem polygonens
hjgrner og i mindre grad mellem hjgrnerne. Desuden ses, at polygonens radius r = Rn(f) er
blevet afhaengig af vinklen 6. Figur taget fra [4].

der geelder i intervallet 0 < () < 1. Veeskehgjderne ki, og hey: ses at veere uafheengige
af vinklen 6. Rolleren antages at veere et veeskelegeme, der ligger p& samme position i-
springet med en indre rotations energi og separaret fra den gvrige del af vaesken. Det er
naturligvis ikke korrekt, men til dato kendes det praecise strgmnings mgnster for polygo-
ner ikke, og for det andet er det blot hensigten at 3 en s simpel model som mulig. Derfor
disse, til tider meget grove antagelser som har til formél at modellen bliver s& simpel som

mulig, da hensigten med denne polygonmodel kun er at identificere relevante parametre
og kvalitativt forklare mekanismerne i type II.

Kraefter pé rolleren

Det er opgaven at forbinde den lokale flux ¢(8) med n(6). Det ggres ved at betragte den
radiale kraftbalance pa rolleren. Rolleren er pavirket af en trykkraft der kommer fra den
veeske der ligger udenfor springet. Denne trykkraft pr. enhedsvinkel # er indadrettet og
antages hydrostatisk. Desuden er rolleren pavirket af en shearkraft, der kommer fra den
veeske, der beveeger sig under rolleren. Shearkraften pr. endhedsvinkel 8 er udadrettet,

men estimatet af den er mere besveerlig, og er derfor ngdvendigvis baseret pa et groft
skgn.
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Den estimerede trykkraft pr. enhedsvinkel varierer op igennem rolleren, og udregnes

ved
hext
thdrostatisk = R/}; p(z)dz (71)
hegt
= R . P9 (hezt — 2) dz
1
= §PQR(he:rt — hin)Z (72)

hvor p er densiteten af vasken, g er tyngdeaccerationen, og R er den ydre radius pa
polygonen.

For at give et estimat af shearkraften, antages det, at en typisk radial hastighedsgradi-
ent ved springet kan skrives som (v*/h*). Det antages at shearkraften er proportional med
denne hastighedsgradient og med rollerens bundareal A. Shearkraften pr. enhedsvinkel 8
kan derfor skrives som

Focr = (k35) A (7.3)
_ pkz—i (r- (R;R")) (R - Rn) (7.4)
= W’ () ) (7.5)

hvor k er en konstant der indgar i hastighedsgradienten, og hvor p er den dynamiske
viskositet. Da rolleren ligger pa samme position i springet, er den resulterende kraft pr.
enhedsvinkel pa rolleren nul

Frotter = Fispear — Fhydrostatisk = 0 (7.6)

(i
Froller = Fshear — Fhydrostatisk (7.7)
= wk B (SE0) (1= 1) = 3p0R (hest — hin)? = 0 (7.8)

hvor 7.2 og 7.5 er indsat i ligning 7.6. Positionen og hgjden af springet angives som
gennemsnitsveerdier, og er r* = R(1 + )/2 og h* = (hert + hin)/2. En typisk veerdi for
den lokale flux er ¢ = r*v*h*. Vi indsaetter v* = q/r*h*, r* og h* 1 7.8 og far

q 2 1 + 'f]) _ _ -1- RS
/.tk (hﬁlihin)2 (Rgl;n!) R ( 2 (1 77) - 2pgR(hext hm) (79)

2
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Hvor ligning 7.9 efter en smule algebra reduceres til

q(l—n)= gi—k ((hest)? = (hin)?)’ = konstant (7.10)

hvor relationen mellem den dynamiske og kinematiske viskositet v = u/p er anvendt.

Vi bemerker, at ligning 7.10 ikke athznger af radius R, og bemeerker desuden, at
fluxen ¢q(d) « 1/(1 — n(6)) er omvendt proportional med den dimensionslgse bredde af
rolleren (1 — n(@)). N&r n er teet p& 1, dvs. ved polygonens hjgrner, kan den lokale flux
blive vilkérligt stor, hvilket er i fuld overensstemmelse med eksperimentelle data. Vi skal
desuden bemzerke, at ligning 7.10 angiver en endelig konstant veerdi, idet alle stgrrelser
pa hgjresiden er endelige stgrrelser.

Variationsmodel

Fra ligning 7.10 s& vi, at den lokale flux ¢ ved polygonens hjgrner kunne blive vil-
karligt stor. Der geelder imidlertid ud fra princippet om fluxbevarelse, at den totale
flux @ = [J" qdf er konstant og dette sztter en betingelse. Denne betingelse udregnes ved
indsaettelse af g 1 @ hvilket giver

@ = /o% adf (7.11)
Ozfg((hem);k—y(hmff : L i 12
(i
g ((hex_f);fliQ(h‘-n)Z’)2 - /021r ﬁda | (7.13)
Vi definerer nu 1/(1 — ) = G(n) og
6= 8kvQ 0

~ 7.14
9 ((hor)? — () P (7:24)
hvor typiske eksperimentelle veerdier giver at forholdet h;,/hest = 1/10, og k er af stor-

rlesesorden O(1). Betingelsen 7.11 der giver 7.13 kan nu efter substitution af G(7), og ¢
skrives som

¢= " G(n)d6 (7.15)

hvor ¢ angiver den dimensionslgse flux. Der er stadig mange 7, der tilfredsstiller 7.15.
Der mangler derfor yderligere et kriterie for, at en bestemt form (af springet) kan valges.
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Det er eksperimentelt observeret, at ndr man forstyrrer en side i en polygon med en
pind, opferer dens form sig, som var den en elastisk “streng” der genfinder sin oprindelige
form, den havde fgr forstyrrelsen, via svage deempede svingninger. Det er derfor naturligt
at postulere eksistensen af en svag line tension, s springet langsomt udvikles mod en
stationaer form med minimal omkreds. Ved at postulere denne line tension fis en model,
der kan lgses som et variationsproblem under en bibetingelse. Variationsproblemet, der
er lgst numerisk!, er at bestemme den mindste omkreds af en polygons spring under
bibetingelsen 7.15. I naeste afsnit preesenteres modelresultaterne, da det ligger udenfor
denne afhandlings rammer, at beskrive hvordan dette variationsproblem lgses.

7.3 Modelresultater

Resultaterne af at lgse model type II kan ses pa figur 7.3, hvor fire forskellige polygoner
ses. Billederne viser en 8, 5, 3 og 2-kantet polygon. I hvert nedre venstre hjgrne af hvert
billede ses den numeriske lgsning (beregnede former af springet) af model type II. Det
ses, at modellens lgsninger kvalitativt ligner godt. Dog er modellens lgsning af 2-kanten
ikke helt i overensstemmelse med den observerede. Det skal bemeerkes, at funktionen %
er antaget glat, men endrer sig voldsomt neer “hjgrnerne” i god overensstemmelse med
observationerne. Modellen kan reproducere alle observerede polygoner fra 2 til 14-kanter.
Dog kan modellen kun reproducere polygoner med lige sider, men hverken konkave el-
ler konvekse polygoner. Her skal modellen modificeres s disse feenomenologiske treek af
polygoner kan beskrives.

Modellens lgsninger angives ud fra modellens dimensionslgse parameter ¢. Ud fra
denne parameter kan vi i detaljer checke, om modellens gvrige resultater stemmer overens
med de eksperimentelle data. Modellens lgsninger er

1 Det cirkuleere hydrauliske spring eksisterer for alle ¢, og dette er den eneste lgsning
for sma ¢.

2 Et polygon spring med et givent antal hjgrner findes kun i et interval af ¢; flere
hjgrner 1 polgyonen fas n&r ¢ vokser.

3 Intervallerne overlapper, s& flere polygoner kan vzre lgsninger for samme veerdi ¢.

Modellens resultater og de eksperimentelle data sammenlignes via den dimensionslgse
flux ¢, der var givet ved ¢ = 5-;’;?7.
1 Ifglge eksperimentelle data gelder, at nar v er lille (eks. vasken vand), eksisterer
der ikke stabile polygoner men derimod det cirkuleere spring. Dette kan modellen
redeggre for, da det cirkuleere spring netop kun eksisterer for sma ¢ dvs. sma v.

1Den numeriske lgsning af problemet er udfgrt af Shinya Watanabe samt en yderligere detaljeringsgrad
for dette problem er skitseret i [4].
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-Figur 7.3 Figuren viser en 8,5, 3,2 kantet polygon med modellens lgsninger indsat i hvert
billedes venstre nedre hjgrne. Figur taget fra [24].
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2 Ifglge de eksperimentelle data, se fasediagram 6.1 side 72, gelder at for afta-
gende h.y; gges antallet af hjgrner i polygonen en efter en. Dette kan modellen
redeggre for, da flere hjgrner i polygonen netop fas for store ¢ dvs. for smé hey;.

3 Ifglge eksperimentelle data geelder at for en fast veerdi af h.., eksisterer der flere
polygoner (hysterese). Dette kan modellen ogsi redeggre for, idet dens lgsninger
giver, at der for samme ¢ eksisterer flere lgsninger (“polygonformer”).

Det skal her afslutningsvis bemzerkes, at faldhgjden ikke indgar direkte i modellen, men
indirekte via h;,. Fra eksperimentelle data gelder, at tykkelsen af det tynde veeskelag
afheenger af faldhgjden, da en stor faldhgjde for de gvrige parametre fastholdt, ggr veer-
dien af h;, mindre. Ud fra modellens dimensionslgse flux ¢ ses at h;, ikke indgdr men
derimod @. Der geelder derfor, at ¢ afheenger direkte af ), hvorimod ¢ ikke atheenger
af hi, dvs. hn,, hvilket ligeledes er i overensstemmelse med de eksperimentelle data, se
tolkning af fasediagrammer side 73.

7.4 Opsamling

Pa baggrund af undersggelsen af type II prasenteret i sidste kapitel, er en polygonmodel
fremstillet, der i hgj grad er en feenomenologisk model, ligesom model type I er. Det
primere i polygonmodellen var, at betragte rolleren som central i modelbeskrivelsen. At
betragte den radiale kraftbalance pa rolleren resulterede i en omvendt propertionalitet
mellem flux og rollerens bredde (1 — n(#)). Der var mange 7, der tilfredsstillede denne
kraftbalance. For at velge en szrlig form af springet (“polygonformer”) var endnu et
kriterie ngdvendigt. Der blev introduceret en line tension pa baggrund af observationerne.
Dette resulterede i en model der kunne lgses som et variationsproblem. Det bestod i at
finde den mindste omkreds for polygonspringet under bibetingelsen 7.15 (for en given
“patrykt” flux). Modellens resultater viste, at den kan beskrive mange kvalitative traek ved
polygonfeenomenet, men kan imidlertid ikke reproducere konkave og konvekse polygoner
som observeret.




Kapitel 8

Diskussion

Den videnskabelige metode sigter mod en forstaelse af, de feenomener der observeres. Fze-
nomenet er forstdet, ndr man har en teori, der kan redeggre for det observerede. Indenfor
hydrodynamik er hovedhjgrnestenen Navier-Stokes ligning, der kan beskrive alle veeske-
feenomener. Problemet med denne ligning er dog, at den er ulgselig i mange tilfzelde, selv
numeriske lgsninger er ikke tilgengelige [4]. For at udvikle en model der kan beskrive
et feenomen, vil man i mange tilfeelde forsgge, at isolere de vaesentlige parametre for det
feenomen man undersgger. En god model er sdledes en model, der kan beskrive vaesentlige
karakteristika ved faenomenet samtidig med, at den er si simpel, at man forstar, hvad der
er det veesentlige for faenomenet.

CATS formal med at studere det hydrauliske spring er, at udvikle en samlet teori der
kan beskrive hele parameteromrédet dvs. type I, type II og overgangen mellem type I og
type II. Denne teori eksisterer ikke i skrivende stund, men for at kunne udvikle denne teori
er et kendskab til parameteromridet ngdvendig, hvilket er grunden til, at det hydrauliske .
spring studeres pd NBI. Indtil videre er malet langt fra naet. Det grundleeggende problem
har indtil nu veeret, at model type I ikke kan redeggre for rolleren, der som bekendt opstar
NAr hezt > hgritisk. Studiet af det hydrauliske spring foregar saledes ved, som preesenteret
i kapitel 3 og 7, i fgrste omgang at udvikle simple modeller for henholdsvis type I og
type II, og derigennem prgve at forstd hvad de veesentlige parametre er.

I dette kapitel skitseres, hvor langt vi er i forstdelsen af det hydrauliske springs pa-
rameteromréde. Fremgangsméden i dette kapitel er, at opsummere hvad vi nu ved om
parameteromradet og hvilke konklusioner vi kan drage af modelresultaterne samt, at skit-
sere den idé CATS gruppen har til en samlet model.
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8.1 Typel

8.1.1 Eksperimentelle observationer

I nogle af de fgrste eksperimenter blev vand anvendt i studiet af det hydrauliske spring.
Det hydrauliske spring er dog meget fglsomt overfor forstyrrelser og derfor uegnet til
studier af stationere tilstande. I gennem studiet af det hydrauliske spring har det veeret
hensigten at studere det under stationere betingelser. Der blev derfor anvendt en mere vi-
skos veeske (ethylen-glycol 99%), hvor springet er yderst veldefineret og perfekt cirkuleert.
Det hysrauliske spring kan séledes studeres under stationzere betingelser.

P32 figur 1.8 side 7 s& vi, at springets radius gravist mindskes ved gradvis ggning
af hey. Som fglge af at he,: gges, mindskes springets radius, men springet bliver ogsa
stejlere. Desuden ses, at vaeskehgjderne h;, og h.r; med god tilneermelse er konstante,
hvor h;, dog fgrst er konstant et stykke vaek fra stralen, idet veeskelaget teet pa strdlen
har en konkav form, se figurskitse pd side 9. I kapitel 5 s& vi, at h;, mindskes nar hn,,
gges.

At der ved springet opstar separation er f.eks. beskrevet i [12, 26, 36]. Ved at putte
alluminiumsglimmer i vaesken visualiseres separationen, hvis position er ved springet teet
pa bunden. Glimmeret anvendes ogs4 til at vise den kvalitative forskel pa partikelhastig-
hederne fgr og efter springet. Her ses tydeligt, at partiklerne har en stgrre fart for springet
og mindre efter springet. ‘

Man kan desuden let observere at springets radius afheenger kraftigt af fluxen, idet en
stgrre (mindre) flux resulterer i en stgrre (mindre) radius af springet.

8.1.2 Modelovervejelser og formal med model type 1

At model type I tager udgangspunkt i Prandtls greenselagapproksimation (Pga) 2.24 og
kontinuitetsligningen 2.25, prasenteret p& side 17 og greensebetingelserne i afsnit 2.1.2, -
er baseret pa en implicit antagelse. Den implicitte antagelse er, at det hydrauliske spring
kan beskrives som et radialt flow med nogle specificerede graensebetingelser for en given
radius [40] s. 3—4. Udover den implicitte antagelse skal desuden geelde, at det hydrauliske
spring opfylder de betingelser, som ligning 2.24, 2.25 og greensebetingelserne er udledt
under. I kapitel 2 s& vi, at de betingelser, som 2.24 og 2.25 var beregnet til at beskrive,
var et tyndt veeskelag teet p3 et fast legeme, hvor viskose krafter var af stor betydning,
da hastighedsgradienterne her var store. Disse krav kunne med god ret opfyldes for det
hydrauliske spring.

Fra eksperimentelle observationer vides, at udover at vaeskelaget er tyndt, har par-
tiklerne i det tynde veeskelag en “stor” fart (u &~ 1 — 2 m/s), hvilket resulterer i store
hastighedsgradienter, hvilket ligning 2.24 netop tager hgjde for. Desuden skal det hy-
drauliske spring kunne betragtes som et stationzrt flow, for at Pga kan anvendes. Ved
anvendelse af vaesken ethylen-glycol blev springet yderst veldefineret, og det kunne derfor
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antages stationeert, hvilket reducerede Navier-Stokes ligning 2.3 og 2.4 til 2.14 og 2.15
daft=2%=0

En anden vigtig approksimation der skal veere opfyldt for at ligning 2.24 kunne anven-
des var at u > w. Dette geelder ikke teet pa veeskestrdlen, men hvornér u > w geelder er
ikke indlysende [9]. I princippet kunne det afklares for hvilken radius relationen gzelder
ved at anvende LDV, hvor det ville vzere “nemmest” at anvende et 2D LDV, sd maling
af u og w kunne foretages pa samme tid. Ved anvendelse af 1D LDV kreeves imidlertid, at
laserkrydset bliver drejet halvfems grader, s& vertikale hastigheder kan males, men dette
har pa grund af praktiske problemer ikke vzeret muligt.

Lgsningen af Pga rummer stadig vanskeligheder, s& en yderligere forenkling er ngdven-
dig. En approksimations metode der forenkler Pga veesentligt, var Karman & Pohlhau-
sens midlingsmetode. Vi sa i kapitel 3 at ved at anvende midlingsmetoden og negligere w
i ligning 3.10 side 26, ved anvendelse af kontinuitetsligningen 3.11, blev Pga reduceret
vaesentligt til ligning 3.23 pa side 28. I [33] kap. 10 vises, at et godt indicium pé at Kar-
man & Pohlausens midlingsmetode er en god approksimation er, at den er anvendt pa et
problem, der kan lgses eksakt. Afvigelsen p3 den eksakte og den approksimative lgsning
er af stgrrelsesorden 5%.

I model type I indgik veaeskestrilen ikke i beskrivelsen idet, dels sammenheengen mel- .
lem den vertikale veeskestrile og greensebetingelserne for det radiale flow langt fra er
simpel [40] s. 4 og dels, at model type I i forste omgang ville blive ungdigt kompliceret. '
Vaeskestralen blev i model type I erstattet af en begyndelsesbetingelse. I den simple mo-
delbeskrivelse blev en simpel hastighedsprofil som begyndelsesbetingelse antaget. I den .
udbyggede modelbeskrivelse blev hastighedsprofilen antaget som et lavere ordens poly-
nomium. Felles for disse begyndelsesbetingelser var, at de blev antaget geeldende fra
ro &~ 5 mm, og dermed at Model type I gjaldt herfra. '

Den kinematiske og dynamiske graensebetingelse, der blev udledt i kapitel 2, blev lige-
ledes udledt ved at betragte det hydrauliske spring som et stationeert flow. Desuden blev
den dynamiske graensebetingelse stzerkt forsimplet fra de komplekse graensebetingelser gi-
vet ved 2.36 og 2.37 til ligningerne 2.41 og 2.42, idet A’ =~ 0 gjaldt, dvs. konstant veeskelags
tykkelse. Dette kunne, ud fra eksperimentelle data, med god tilnzrmelse retfeerdigggres
fgr og efter springet. Forsimplingen af den dynamiske greensebetingelse betgd, at man
kunne se bort fra overfladespzendingseffekter i model type I.

Forsimplingen af den dynamiske greensebetingelse til ligningerne 2.41 og 2.42 henover
springet er derimod mere problematisk, idet der her gzlder at A’ # 0, da veeskelaget
vokser kraftigt henover springet. Trods det at approksimationen er problematisk henover
springet, blev den alligevel gjort for at forsimple greensebetingelserne.

De przcise greensebetingelser ved den ydre kant kendes ikke seerlig godt, men der er
taget hgjde for dette ved konstruktionen af den specialdesignede opstilling. Afstanden
mellem den ydre kant og positionen af springet er &~ 200 mm. Derved er effekten af den
ydre kant begraenset til kun, at kontrollere h..: uden at forstyrre flowet nzer springet [4].
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Den simple modelbeskrivelse

Formélet med den simple modelbeskrivelse var primeert, dels at isolere de fysiske para-
metre der havde betydning for springets opstien, og dels at give et estimat af springets
radius. I artikel [9] blev vist, at den non-viskose teori var for simpel til at estimere et ud-
tryk for radius af springet. Udgangspunktet var dernast at anvende en simpel viskos teori
dvs. den midlede Pga. Begyndelsesbetingelsen var at antage en hastighedsprofil gaeldende
fra ro. Veerdien for ro & 5 mm var valgt teet pa den vertikale vaeskestrale.

Resultaterne fra den simple model ligning 3.31 pa side 29 gav integralkurverne pa
figur 3.1. Som vi s& snoede integralkurverne sig omkring punktet (r,v)=(1,1). Det er
blevet undersggt om nogle af de centrale approksimationer i den simple modelbeskrivelse
var direkte/indirekte drsag til integralkurvernes snoede egenskaber. Viskositetsleddet givet

ved
16v 0%v v
((5+5-3) (5.1

der ved udledningen af Pga ikke havde betydning ved beskrivelse af et graenselag, kan
inkluderes i den simple model. Dette zendrer imidlertid ikke pa integralkurvernes sno-
ede egenskaber, der er arsag til, at de indre lgsninger bryder sammen. Integralkurvernes
snoede egenskaber forsvinder heller ikke, hvis overfladespeendingseffekter inkluderes [9]
i den simple model, givet ved ligning 2.38 side 19. Derved har viskositetsleddet 8.1 og
overfladespeendingsefiekter ikke nogen betydning for resultatet.

I modelbeskrivelsen blev der set bort fra, hvordan strgmningsmgnsteret ved springet
var, og der blev udelukkende betragtet som et shock for at simplificere modellen yderligere.
Ved at viskositet indgar i modelbeskrivelsen kan der gives et estimat for radius af springet.
Viskositet er saledes en vigtig fysisk parameter, der skal indgd i modelbeskrivelsen.

Modelresultaterne, angivet pa graf 3.1 gav ikke mening fgr singulariteten, der opstod
ved r = r, blev tolket som den ydre kant. Derved kunne lgsningen forstas, idet den
voldsomme hastighedsstigning blev tolket som vaesken der figd over den ydre kant og der-
‘ved blev accelereret. Under antagelse af at approksimationerne, der er gjort undervejs,
er fornuftige, og at det hydrauliske spring kan bekrives via Pga, kan det ud fra model-
resultaterne konkluderes, at springet ikke kan opstd pa en uendelig plade, idet der ikke
eksisterer lgsninger efter r = r,. Nar derimod r = r, blev tolket som den ydre kant,
dvs. en endelighed i modellen, kunne lgsningerne forstés, og et estimat af springets radius
kunnpe gives.

Samlet kan siges at: ...Resultaterne er overraskende gode i betragtning af de mange
approksimationer der er gjort undervejs for at opné ligning 3.31 [9].

Den udbyggede modelbeskrivelse

Selvom den simple model kunne reproducere en del traek af det hydrauliske spring, var
den stadig for simpel idet, separationen der opstdr ved springet, blev negligeret og blot
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erstattet med et shock. Dette ma model type I ngdvendigvis kunne redeggre for. Den sim-
ple model blev derfor modificeret til den udbyggede modelbeskrivelse, s& den var istand
til at beskrive endnu et vigtigt traek ved det hydrauliske spring. Der var imidlertid et
problem, der skulle overvindes, fgr Pga kunne anvendes til at beskrive separation, idet
Pga generelt er singuleer ved separationspunkter {29]. I CATS gruppen har man fundet
en metode til hvordan, man alligevel kunne anvende Pga til beskrivelse af separation i en
veeske med fri overflade. Ved anvendelse af Karman & Pohlhausens midlingsmetode sam-
tidig med at hastighedsprofilen blev antaget at veere givet ved et polynomium gzeldende
fra ro, forsvandt singulariteten ved separationen, og strgmningsmgnsteret ved springet
kunne beskrives.

I kapitel 3 side 36 og 38 blev resultaterne for modellen prasenteret. P4 figur 3.5 s&
vi, at modelresultaternes hgjdeprofil var i god overensstemmelse med den mélte. Dog gav
modellens resultater en stgrre veerdi for radius af springet end den malte. Desuden var mo-
dellens beregnede overfladehastigheder i modsetning til de malte for samme veerdier af r,
generelt mindre. Til sidst er det vigtigt at bemaerke, at model type I er en fzenomenologisk
model, idet dens input bestar af eksperimentelle data.

Samlet kan siges at model type I er en god model, da den kan beskrive veesentlige ka-
rakteristika ved det cirkuleere hydrauliske spring. Det kan uddrages, at overfladespeending-
seffekter ikke er essentielt i forstielsen af det cirkuleere hydrauliske spring, men derimod
at viskositet er af afggrende betydning for springets opstéen og er derved en afggrende
parameter der skal indgd i en modelbeskrivelse.

8.1.3 Eksperimentel undersggelse af udvikling af graenselag

'

I kapitel 5 blev undersggt, hvornar graenselaget var udviklet i det tynde veaeskelag h;,. De
centrale grafer der viser, hvornar greenselaget er udviklet er 5.13 pa side 66 og 5.15 pa
side 68. Pa graf 5.13 ses, at graenselaget med sikkerhed udvikles mellem 6.5 mm og 10.0 mm
og mellem 10.0 mm og 13.0 mm. Vi kan med sikkerhed fastsla, at greenselaget er fuldt
udviklet ved rygyikier = 13.0 mm. Det kan dog, ud fra maélingerne, ikke yderligere preeci-
seres om granselaget udvikles langsomt eller hurtigt mellem 10.0 mm og 13.0 mm, eller
preecist for hvilken veerdi af r greenselaget udvikles. Det ville kraeve flere malepunkter
mellem 10.0 mm og 13.0 mm at afggre dette. :

Pa graf 5.15 ses, at greenselaget med sikkerhed udvikles mellem 7.0 mm og 10.5 mm.
Vi kan med sikkerhed fastsla, at graenselaget er fuldt udviklet ved ry4yikier = 10.5 mm.
Det kan dog, ud fra malingerne, heller ikke her preciseres yderligere om graenselaget
udvikles langsomt eller hurtigt mellem 7.0 mm og 10.5 mm, eller preecist for hvilken veerdi
af r greenselaget udvikles. Dette ville ogsé her krzeve flere mélepunkter mellem 7.0 mm
og 10.5 mm at afggre dette.

Samlet kan siges ud fra disse méalinger, at graenselaget ikke er udviklet ved ro = 5 mm,
og det er derfor ikke rimeligt at antage at model type I geelder herfra.
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8.2 Overgang fra type I til type II

Overgangen mellem type I og type Il er den af parameteromrédet, der er mindst undersggt
og desuden det omréde, vi ved mindst om, og der er kun idéer til en model, der kan beskrive
dette parameteromréde. Den primeere grund til at en model ikke eksisterer for overgangen
er, at der skal anvendes en non-stationzer teori dvs. % # 0 da overfladen her fluktuerer og
er urolig. Denne non-stationare teori eksisterer ikke i skrivende stund, men det er mélet
for CATS gruppen at forsgge at udvikle denne teori, se ogsd afsnit 8.4.

Under vores undersggelse af type II har vi dog faet et lille kendskab til overgangen
mellem type I og type II, idet vi for hver méling vi foretog, gik igennem hele parame-
teromradet. Dette blev prasenteret i fasediagrammerne 6.1 i side 72. Overgangen mellem
type I og type II blev pé fasediagrammerne angivet som Is. I dette omrade kan veesken
ikke betragtes som et stationert flow. Vaeskeoverfladen er urolig og fluktuerer. Desuden
ses at det fgr s& stabile cirkulzere spring bliver et fluktuerende spring, der “omstruktu-
reres” til et polygonspring. Dette ses ved, at springet endres til et svagt “mangekantet”
fluktuerende spring.

Omstruktureringen af flowet i overgangen har absolut en betydning for dannelsen af
rolleren. Dannelsen af rolleren kan forstis ved at betragte omstruktureringen af springet
analogt til bglge brydning. P4 hgjdeprofilen 1.8 side 7 s& vi, at springet bliver mere og
mere stejlt 1 overgangen. 1 overgangen ses at jo mere stejlt springet bliver, des mere
fluktuerende og uroligt. Til sidst er springet lodret for til sidst at f& overbalance (“bglgen
brydes”), og den nye laminare tilstand type II opstar, hvor rolleren er dannet og holdes
pa plads af shearkraften.

83 Typell

8.3.1 Eksperimentelle observationer

Vi har undersggt polygonernes athzengighed af parametrene hegt, hno, 0g Q. Undersggel-
serne resulterede i fasediagrammerne pa figur 6.1 i kapitel 6 pé side 72. En vanskelighed
ved at udarbejde disse fasediagrammer var, at der for hver ydre veeskehgjde kunne eksi-
stere flere polygoner med hvert et forskelligt antal hjgrner, der alle var lige stabile. Hvert
punkt i fasediagrammet angav derfor en “middelveerdi” af den polygon, der forekom hyp-
pigst. Fasediagrammerne tager saledes ikke hgjde for hysteresen i systemet. Tolkningen
af disse fasediagrammer var: P4 fasediagram(a) er polygonens afhzngighed af A, lille da
greensekurverne ved 4 — 8 hjgrner, stort set er vertikale hvorimod polygonens afheengighed
af fluxen @ er stor idet greenskurverne ved 4 — 8 hjgrner, fasediagram(b), ikke er vertikale
men skra.

Under maéleserierne til disse fasediagrammer konstaterede vi, som nzevnt ovenfor, at
der generelt var flere forskellige polygoner for samme parameterveerdier der var lige sta-
bile, og at nogle af disse polygoner havde konkave eller konvekse sider. Hysteresen blev
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da underspgt for at “afdeekke”, under hvilke forhold de konkave og konvekse polygoner fo-
rekom. Vi fandt, at der var et godt mél for, at hjgrnernes form var konstant for fast Ay,
hvilket betgd, at der godt kunne eksistere flere polygoner indenfor samme Az, blot alle
polygonernes hjgrner havde samme krumning. Dette kan kun lade sig ggre hvis polygo-
nernes sider “rettes ind”, s den samme krumning af hjgrnerne opnas, og derved opstar
konkave og konvekse polygoner. Underspgelsen har imidlertid ikke givet svar pa, hvor-
for krumningen af polygonens hjgrner for samme A.,; skal vaere konstant, og heller ikke
hvilken indflydelse det har i type II.

En anden vigtig forskel pa springene i type I og type Il er, at den lokale flux g er
uafheengig af azimuthalvinklen i type I men afhzengig af 8 i type II.

8.3.2 Modelovervejelser og formal med model type II

P& baggrund af type II undersggelsen er polygonmodellen fremstillet. Formalet med den
er dels, at den skal vare si simpel som mulig og dels, at identificere hvilke parametre
der er vigtige i type II. Udgangspunktet for at fremstille model type II var at betragte
rolleren som vaesentlig i modelbeskrivelsen, idet forskellen pa type I og type II netop er
denne roller. Vi s& i kapitel 7, at udgangspunktet for model type II var at betragte rolleren
som en flydende torus beliggende samme sted i overfladen og omkring polygonspringet.
Der virker to kreefter pa rolleren, hvoraf den ene er det hydrostatiske tryk og den anden
shear kraften. Estimatet af shearkraften var baseret pa, at den var propertional med
hastighedsgradienten som i ligning 7.3 side 88. Dette er rimeligt, at antage da de fleste
veesker opfylder dette [1] s. 26. Disse kraefter antoges lige store og modsat rettede. Dette
gav en relation mellem bredden af rolleren og den radiale flux for en given azimutalvinkel ,
der var i overensternmelse med ekperimentelle data. Der blev desuden postuleret en line
tension, da springet “veelger” den form med minimal omkreds. Modellen kunne derved
betragtes og lgses som et variationsproblem.

Modellen kan reproducere, at nar h.,; mindskes gges antallet af hjgrner en efter en
i polygonen. Det fremgar desuden af den dimensionslgse flux 7.14, pa side 89, at fald-
hgjden h,.. ikke indgir. Faldhgjden er indirekte inkluderet i modellen, idet der er en
sammenheeng mellem faldhgjden og veaeskehgjden hi,. Vi s& i kapitel 5, at vaeskelaget h;n
mindskes nar h,,, gges. I modellen kunne vi imidlertid se bort fra h;, da hi, [Rezt = 1/10
og dermed hy,,. Det ses, at den dimensionslgse flux 7.14 afhzenger kraftigt af @, og hert
hvorimod ¢ ikke afhanger neevneveerdigt af h,,,, idet hj, er negligeret i udtrykket. Dette
er i overensstemmelse med det observerede, se tolkning af fasediagrammer.

Modellen kan desuden reproducere, at ‘der eksisterer flere polygoner for samme Ay,
men der indgar i modellen ikke specielle forhold for hjgrnerne. Dette betyder, at den ikke
kan redeggre for konvekse og konkave polygoner. Som vi har set, er der gode indicier for,
at hjgrnernes konstante form for samme h.,; er universel i type II omradet, og derfor
ma en decideret hjsrnebeskrivelse p3 afggrende vis indga i model type II. Desuden kan
polygonmodellen heller ikke redeggre for separationen pa bunden.
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De teoretiske tiltag der 1 naermeste fremtid skal ggres, for at forbedre polygonmodellen
er at indfgje rollerens “knzkkende” egenskaber og at beskrive azimuthal kraftbalancen, s&
det feenomenologiske minimerings kriterie (line tension) kan erstattes. Overfladespandings
effekter er formodentlig vigtige neer hjgrnerne, men er heller ikke indfgjet i polygonmo-
dellen [4].

Samlet kan siges, at polygonmodellen kan beskrive mange veesentlige karakteristika
ved polygonfeenomenet som angivet i de tre punkter p siderne 90 og 92. Den kan dog
ikke redeggre for konkave og konvekse polygoner, og den kan heller ikke redeggre for
separationen. Det er derfor en model der skal modificeres fgr den kan siges at veere en god
model.

8.4 Samlet model

Et relevant spgrgsmal er nu; hvornér er det hydrauliske spring forstaet ? Det er forstaet nar
der eksisterer en samlet model, der kan reproducere de typiske karakteristika, der opstar
ved variation af h.;; og fastholdelse af de resterende tre parametre. En samlet model
skal saledes primeert kunne reproducere, at strgmningsmensteret sndres, som observeret,
nar he,; gges.

Idag (1999) er der en idé til en samlet modelbeskrivelse. En Idé er at forsgge og
beskrive type II som en ustabilitet af det cirkuleere hydrauliske spring. Problemet er
dog, at til dags dato er ... CATS temmelig overbevist om, at der ved lgsning af model
type I ikke eksisterer to forskellige typer af lgsninger... [39] s. 44, dvs. beskrivelse af
separation og roller (ny separation) nar hez: > hgritisk. Malet er derfor at forsgge at
udvide Prandtls greenselagapproksimation, da det i forste omgang er malet at forspge at
anvende Prandtls graenselagapproksimation i en samlet modelbeskrivelse. En udvidelse af
Prandtls grenselagapproksimation er det som CATS gruppen forsgger [4].
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8.5 Konklusion

Med de foregdende kapitler og diskussion er vi klar til at konkludere

o P3 baggrund af mélingerne, praesenteret pa graf 5.13 side 66 og 5.15 side 68, kan det
konkluderes, at greenselaget ikke er fuldt udviklet ved r = 5 mm, men ifglge 5.13
og 5.15, ferst med sikkerhed er fuldt udviklet ved henholdsvis 13.0 mm og 10.5 mm.
Det konkluderes derfor at det ikke er rimeligt at antage at model type I gelder fra
To &~ 5 mm.

e P4 baggrund af den eksperimentelle undersggelse af type II kan det konkluderes, at
polygonmodellen kan beskrive mange mange karakteristika ved polygonfenomenet.
Polygonmodellen kan reproducere polygonformer fra 2 til 14 kanter. Ved anvendelse
af den dimensionslgse flux ¢ =~ g—?— kan redeggres for, hvilke karakterisktika af

polygonfenomenet polygonmodellerel kan beskrive.

Modellens lgsninger var

1 at det cirkuleere spring kun eksisterer for sma ¢ dvs. sma v. Dette er i overen-
stemmelse med eksperimentelle data, idet nér v er lille (eks. veesken vand), kan
der ikke eksistere stabile polygoner men derimod kun det cirkulzere spring.

2 at flere hjgrner i1 polygonen fés for store ¢ dvs. for smi h.r:. Dette.er i over-
ensstemmelse med eksperimentelle data, se fasediagram 6.1 side 72, at for af-
tagende h.,: gges antallet af hjgrner i polygonen en efter en.

3 at der for samme ¢ eksisterer flere lgsninger (polygonformer). Dette er ligeledes
1 overensstemmelse med eksperimentelle data, da der for en fast vaerd1 af hegs,
eksisterer flere polygoner (hysterese). ‘

Polygonmodellen kan derimod ikke redeggre for separationen pa bunden. Polygon-
modellen kan heller ikke reproducere konkave og konvekse polygoner. Da de eks-
perimentelle undersggelser, fremlagt i kapitel 6, viste at hjgrnets form i polygoner
tilsyneladende er en afggrende mekanisme i type II, og hjgrnebeskrivelsen ikke ind-
gar i polygonmodellen, konkluderes det derfor samlet, at den kun er et skridt pa
vejen til en tilfredsstillende beskrivelse af polygonfenomenet.
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8.6 Videre arbejde

Polygonfaenomenet er stadig et nyopdaget faenomen, og der er af den grund kun lavet
undersggelser i veesken ethylen-glycol (99%). Det vides séledes i skrivende stund, ikke
om polygonfzenomenet er et mere generelt feenomen, dvs. kan eksistere i alle vaesker, der
er tilstraekkelig viskose. Et videre arbejde vil siledes veere at anvende andre vaesker pd
lignende vis som beskrevet i denne afhandling. Til dette form&l er der p.t. fremstillet
to nye mindre eksperimentelle opstillinger, hvor det er hensigten, fgrst at undersgge om
polygonfaenomenet kan eksistere i olier.
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