TEKST NR 360 1999

SYMMETRI | FYSIK

En Meta-projektrapport af:
Frederik Resen Steenstrup, Martin Niss
Bo Jakobsen & Tune Bjarke Bonné

" Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

TEKSTER fra

H M F U F ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
INSTITUT FOR STUDIET AF MATEMATIK OG FYSIK SAMT DERES

FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER




IMFUFA, Roskilde Universitetscenter, Postbox 260, 4000 Roskilde
Symmetri i fysik

En fysik Meta-projektrapport af:

Frederik Resen Steenstrup, Martin Niss, Bo Jakobsen & Tune Bjarke Bonné

Vejleder: Peder Voetmann Christiansen

IMFUFA tekst nr. 360/99, RUC. 102 sider. ISSN 0106-6242

ABSTRACT

Dette projekt omhandler brugen af symmetribetragtninger i fysik. Det har vaeret
vores mél at redeggre for baggrunden for, symmetribetragtningers vigtige rolle
i fysik.

Dette har vi forsggt at gere ved to forskellige metoder.

Vi har for det fgrste inddraget, hvad der er blevet skrevet om den videnskabelige
metode af C.S. Peirce, og hvad der er blevet sagt om symmetri i fysik af E.P.
Wigner. Derudover har vi foretaget to interviews, med B. Lautrup og E. Preest-
gaard, som begge er teoretikere. Det sidste har vi gjort, for at fa en beskrivelse
af symmetribetragtningers betydning for moderne fysik.

Dernzest har vi se pa brugen af symmetribetragtninger i fire specifikke eksempler.
Disse fire eksempler er klassisk mekanik (Lagrange-formalismen), kvantemekanik
(bevarelse af impulsmomentet), molekylespektroskopi og brudt symmetri. Disse
eksempler skal illustrere, hvordan man rent praktisk benytter symmetri i fysik.

Der bliver p& baggrund heraf diskuteret forskellige aspekter af fysikeres adfserd
og af fysikkens natur.

Konklusionen pa projektet er, at fysikere har det med at generalisere fa2nomen-
beskrivelsen, og symmetribetragtninger er én, blandt flere generaliseringsmeto-
der. Symmetri kan ogsa bruges til at afggre, om en stgrrelse er bevaret, hvilket
bruges meget indenfor fysikken.

Vi konkluderer, at arsagen til symmetribetragtningers centrale placering i fysik-
ken bade findes i fysikkens arbejdsmetode og i fysikkens genstandsomrade.

Forside:
Billedet er en illustration af Rubins vase. Scannet og inverteret fra original
hentet i Rubin (1915).



Forord

Denne tekst er skrevet pa baggrund af et fysikprojekt udarbejdet i efteraret
1998. Projektet gik ind under meta-modulbindingen, som ifglge “Studieordning
af 1. september 1996 for fysik” lyder:

META-projektet: (“Om fysik”) - Projektet skal eksemplarisk be-
handle en problemstilling inden for teknologiteori, videnskabsteori
eller erkendelsesteori, som angar faget fysik. Dette kan ggres i et
historisk perspektiv eller p anden made analytisk.

Efter evalueringen af projektforlgbet blev vi enige om, at de tanker og diskussio-
ner som er sammenfattet i rapporten med fordel kunne blive spredt til et stgrre
publikum.’

Undervejs er der nogle personer som har hjulpet os, og som fortjener at blive
takket, fordi de to sig tid til at tale med os:

Johnny Ottesen (IMFUFA, RUC)

Benny Lautrup (NBI, KU)

Eigil Praestgaard (Inst.I, RUC)
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Kapitel 1

Indledning

1.1 Motivation

I fysikundervisningen, hgrer man tit et argument der hedder; “..af symme-
trigrunde ses det...”. Dette virker som om, det er et meget sldende argument,
men det bliver sjzldent uddybet. Dette er grunden til, at vi fandt sammen for
at finde ud af, hvad disse symmetrigrunde egentlig deekker over.

Men det man studser mest over med symmetribetragtninger er, at det ikke kun
er i én gren af fysikken de bliver brugt. De bliver brugt i de fleste grene af
fysikken, og ma derfor veere noget gennemgdende ved fysikken. Det viser sig, at
de ikke kun bliver brugt i fysikken, men ogsa indenfor flere andre videnskaber,
- f.eks. kemi, matematik, biologi etc. Dette vil der komme mere om straks. .

Symmetribetragtninger er saledes ikke noget, der alene benyttes i fysik. Men det
er vores klare opfattelse af det bliver brugt langt mere, og p4 mere vidtgaende
mader i fysik, end i andre fag. Vi vil derfor gerne undersgge, hvilken rolle sym-
metri spiller i fysikken, og hvorfor symmetribetragtninger er sa vigtige i netop
fysik.

For at saette brugen af symmetri i perspektiv vil vi starte med at vende blikket
bort fra fysikken, og finde nogle eksempler pa brug af symmetri i andre fag.

1.2 Eksempler pd symmetri fra andre fag

1.2.1 Eksempel fra matematikken

Et eksempel pd en symmetribetragtning i matematikken kunne vaere bestem-
melse af middelvaerdien for en normalfordeling. Kurven for en normalfordeling
er symmetrisk omkring det punkt hvor fordelingen har maksimum. Dette punkt
er derfor lig med middelvaerdien for fordelingen.

1




2 Indledning

1.2.2 Eksempler fra biologien

Et eksempel pa symmetribetragtninger i biologien, kunne vaere tvillinger. Tvil-
linger er “opstiet” ved, at segget i et tidligt stadium har delt sig (énzggede
tvillinger). Dette betyder, at de har samme gen-masse, selvom de ikke er ek-
sakt ens. Man oplever herved, at tvillinger er meget ens, s& man kan antage
at tvillinger er symmetriske overfor “miljg-ombytning”. Dette udnytter man i
tvillingeunderspgelser, typisk i forbindelse med undersggelser af arv og miljg.

Et andet eksempel, er iagttagelsen af en radial-symmetrien af visse dyr (f.eks.
gopler) og spejlsymmetrien af mange andre dyr. Disse symmetrier kan méaske
sige noget om den made, som dyret udvikler sig pa.

1.2.3 Eksempel fra kemien

Et eksempel fra kemien, kunne vaere spektroskopi. Man undersgger et systems
(f.eks. et stofs) karakteristika og undersgger hvilken indflydelse variation af sy-
stemet har pa dets karakteristika. Eksempelvis kunne en kemiker undersgge
absorptionsspektra af forskellige salte hvis fellestrzek er, at de er jern(III)-
komplekser. Det kunne f.eks. vaere a) Nag FeClg, b) K3 FeClg, ¢) K3 Fe(CN)s,
d) Naz Fe(CN)g Hvis en kemiker finder, at absorptionsspektrummet for (a) og
(b) er ens ligesom absorptionsspektrummet for (c) og (d) er ens, samt at stof-
grupperne (a,b) og (c,d) har forskellige absorptionsspektra, s& kan man slutte
at det m3 vare dem, der er 6 af (CN~- vs. Cl™-gruppen), der ggr forskellen.
Dette er en anvendelse af, hvad vi betegner som symmetribetragtninger.

1.2.4 Eksempel fra geologien

Inden for geologien benytter man en meget grundleggende symmetribetragt-
ning. Man antager at méden som bjerge dannes pa er symmetrisk med hensyn
til tidstranslation, dvs. at bjerge dannes pa sammen méde i dag som i fortiden
(Aschehougs Konversasjons Leksikon, 1974).

1.2.5 Hvad er szrligt for fysik?

Efter at have kikket lidt ud i verden er det nu pi tide at se pa fysikken, og
diskutere hvad der er szrligt ved fysikkens brug af symmetri.

For at svare p3 dette spgrgsmal, vil vi farst diskutere svaret p4 det omvendte
spergsmal: hvad er ikke ngdvendigvis serligt for fysik? Maske var det Storm P,
der fortalte historien om en mand, der pd sin vej hjem en aften si en anden
mand gh og lede efter noget p4 gaden. Han spgrger den ledende: “Hvad leder
De efter? Og han svarer: “Jeg har tabt min Tegnebog.” “Jeg vil gerne hjzlpe.
Hvorhenne tabte De den?” “Et Stykke herfra skulle jeg mene,” er den ledendes
svar, hvortil manden sporger: “Hvorfor leder De s& her?” “Det er fordi her er
bedre Lys.” Meningen med denne lille historie er at illustrere at videnskabeligt
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arbejde kan vaere begrzenset til at lgse de problemer, der kan lgses. At ggre
antagelser i almindelighed og symmetriantagelser i sardeleshed er med andre
ord ikke noget sarligt for fysik.

Maske har vor made at opfatte forsggsresultater pa en indbygget fejl, som det
kan vzere svaert at kompensere for. Hvis vi f.eks. ser noget der med god tilnzer-
melse er en cirkel, s& kalder vi det for en cirkel, og ikke for en stykvis linezr
parameterfremstilling sammensat af 117 forskellige funktionsudtryk. Maske sg-
ger vi den enkle (evt. enkleste) forklaring uanset om vi arbejder med den ene
eller den anden type problemer. Ej heller denne anvendelse af symmetribetragt-
ninger i forenklingsgjemed er szerlig for fysik.

Alle som har beskaeftiget sig med fysik pad universitetsniveau har oplevet, at
man bruger symmetribetragtninger pA en helt afggrende made i fysik. Dette
er i modsatning til den undervisning man modtager p4 gymansielt niveau. En
forelgbig iagttagelse er derfor, at symmetri spiller en vigtig rolle nar man skal
dybere ned i stoffet, og have en forstdelse af grundlaget. Samtidig skal man
ikke tale med ret mange professionelle fysikere, for man far den opfattelse at
symmetri er helt afggrende for fysikken som fag, og for nogle grene af fysikken
i srdeleshed.

Vi kan forelgbigt konkludere, at symmetribetragtninger anvendes som varktgjer
i de eksakte videnskaber. Det der er szrligt for fysik er omfanget af anvendelsen.

Dette leder s frem til fglgende problemformulering.

1.3 Problemformulering

Hvorfor er symmetribetragtninger s3 vigtige for fysikken?
- Er det en egenskab ved fysikere eller det, de studerer?

Vi mener, at dette kraver en nzrmere praecisering. Nar vi siger, at symmetri-
betragtninger er vigtige, mener vi omfanget og bredden af brugen, samt den
gennemslagskraft de har. Svaret pA underspgrgsmalet, om det er en egenskab
ved fysikere eller genstandsomradet, behgver ikke vzere “enten eller”. Vi vil gerne
lzegge op til, at det kan veere et “bade og”. Det behgver derfor ikke veere entydigt,
hvad det er en egenskab ved.

1.4 Metode

For at belyse symmetris status vil vi forst finde en preecis definition af sym-
metri. Vi vil bAdde komme med vores egen definition og nogle som er fundet i
litteraturen.

Herefter vil vi foretage en teoretisk gennemgang af symmetris overordnede be-
tydning for fysik. Dette vil vi ggre bade ud fra egne opfattelser og ud fra dele




4 Indledning

af litteraturen. Vi vil derudover referere nogle interviews vi har foretaget for at
fa et bredere billede af brugen af symmetri.

Derefter vil vi beskrive fire cases, som skal illustrerer brugen af symmetri. De
fire cases vil omhandle:

1. Klassisk mekanik og bevarede stgrrelser.
2. Molekyle-spektroskopi.
3. Bevarelse af impulsmomentet i kvantemekanik.

4. Brudt symmetri.

Gennem vores arbejde er symmetri dukket op i flere og flere dele af fysikken og
pé& mange forskellige mader. Vi er derfor ikke i stand til at deekke alle former for
symmetribetragtninger. Det vigtigste for os er at f4 afdekket de grundleggende
strukturer ved brugen af symmetri, og at fi belyst disse gennem nogle cases.
Vi har valgt en del stof fra. Fravalget er bade gjort pa baggrund af teoretiske
overvejelser, men vi har ogsa métte sande at vi ikke er i stand til at sztte os ind
i alle de forskellige dele af fysikken som bruger symmetri, og derfor barer vores
udvalg preeg af hvilke dele af fysikken som var fagligt overkommeligt. Dette ser
vi dog ikke som noget stort problem i forhold til det overordnede plot, fordi det
er vores indtryk at disse dele er eksemplariske for et stort omrade af fysikken.

1.5 Malgruppe

Oprindeligt var rapporten henvendt til medstuderende p4 RUCs fysikoverbyg-
ning. Det generelle teoriafsnit kreaever ikke szrlige forudsatninger, panar visse
dele, der forudsatter en vis matematisk indsigt. Man vil sagtens kunne f& ud-
bytte af det overordnede plot, selv om man ikke forstar alle teknikaliteterne.

Casene er en mere tekniske, og man vil fi det stgrste udbytte af dem, hvis man
har en vis fysisk indsigt. Der vil blive trukket p4 grundlzeggende viden inden for
kvantemekanik og klassisk mekanik. Men generelt vil man forhabentlig kunne
have udbytte af dem, selv om man maske ikke forstar alle teoretiske aspekter.

Samlet kan man sige, at denne rapport burde kunne lases af alle, som har
arbejdet lidt med fysik p& universitetsplan, og at de gennemggende pointer bgr
kunne forstés af fysikere med mange forskellige baggrunde.
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1.6 Leaeservejledning

Vi vil her give en kort oversigt over rapportens opbygning og de enkelte afsnits
indhold.

Generel Teori indeholder forskellige teoretiske overvejelser omkring symme-
tri i fysik, herunder en symmetridefinition. Symmetribegrebet bliver diskuteret,
og vi opdeler symmetribetragtningerne i tre typer. Kapitlet sluttes af med en
introduktion til Noethers szetning, der knytter et band imellem kontinuerte sym-
metrier og bevarede storrelser.

Udvalgte naturvidenskabsmznd om symmetri refererer dels fra C.S. Pe-
irces diskussion af den videnskabelige metode, dels fra E.P. Wigners generelle
pastande om symmetri i fysik. Desuden er der refereret fra interviews med B.
Lautrup og E. Prastgaard.

Cases indeholder de fire eksempler p4 brug af symmetri i fysik.

o Sammenhangen mellem symmetri og bevarelseslove inden for klassisk me-
kanik, her i Lagranges formalisme.

o Sammenhangen mellem rotationel symmetri og impulsmomentbevarelse
inden for kvantemekanik.

e Brug af symmetri i molekyle-spektroskopi.
o Beskrivelse af faseovergange ved hjzlp af brudt symmetri.

Case-analyse ser pi, hvilke typer symmetribetragtninger de forskellige cases
benytter sig af, samt hvordan de bliver brugt.

Diskussion og konklusion. Teksten afsluttes med en diskussion af symmetris
rolle i fysik og en konklusion med reference til problemformuleringen.

Perspektivering indeholder bl.a. et afsnit om, hvad vi har leert i lgbet af
projektarbejdet.

Til sidst nogle generelle oplysninger. Gennem hele rapporten er alle citater over-
sat af os selv. Dertil kommer, at vi ikke har benyttet en typografisk fremhzvelse
af vektorer og operatorer.



Kapitel 2

(zenerel teori

2.1 Symmetridefinition

Symmetri associerer de fleste nok med geometrisk symmetri, i form af et vist
mal af regularitet i opbygning af en genstand. Eksempelvis er de fleste dyr
spejlingssymmetriske, hvormed menes at deres venstre halvdels spejlbillede (til-
nzrmelsesvist) ligner deres hgjre halvdel til forveksling. Fysikkens opfattelse af
symmetri tager udgangspunkt i dette vante begreb, men generaliserer det til at
geelde tilfaelde, som ikke er geometriske, som f.eks. skift af den kvantemekaniske
fase.

2.1.1 Forskellige forfatteres definition af symmetri

For vi giver vores egen definition af symmetri, skal vi se p&, hvordan et lille
udvalg af andre forfattere definerer symmetri. Efter en mere generel diskussion
af symmetri praciserer H.C. Ohanian i en generel fysiklerebog, at en genstands
symmetri er enhver geometrisk operation, der efterlader genstanden uzendret
(Ohanian, 1989, side I-1). Denne geometriske operation kan f.eks. vare en spej-
ling. Ohanians symmetridefinition afspejler noget typisk for fysikeres symmetri-
definitioner. For det fgrste at man taler om operationer som udfgres p& objektet,
for det andet at objekterne skal vaere uforandret under disse operationer, hvil-
ket betegnes invarians. I en lerebog i fysisk kemi kommer P.W.Atkins med en
definition, der ikke alene angir geometriske symmetrier, idet han beskriver en
symmetrioperation som en vilkirlig operation, der efterlader objektet uforandret
(Atkins, 1994, side 512).

Det er karakteristisk for disse definitioner af symmetri, at de kan formuleres i
dagligsproget uden brug af matematik. Af denne grund er de en anelse upra-
cise, fordi det ikke er oplagt, hvad man nzrmere skal forstd ved at genstanden
er uforandret ved en symmetrioperation. Andre mere pracise definitioner krze-
ver, at det symmetriske faznomen eller objekt skal vaere beskrevet i matematik.

7



8 Generel teori

Dette ggr dem samtidig mere tekniske og mindre umiddelbart forstielige, men
den moderne fysiks symmetribegreb omfatter genstande og fzenomener, som i
forvejen ikke er umiddelbart forstaelige, s skaden er méske ikke si stor.

Forfatteren H.Callen er i en termodynamikbog (Callen, 1985, side 459) inden
pA en noget mere teknisk definition af symmetri end Ohanian og Atkins. Han
opfatter en symmetrioperation for et system som et skift af de variable for de
ligninger, som beskriver systemet. Systemet er symmetrisk med hensyn til denne
symmetrioperation, hvis ligningernes form er uzndret. Problemet med Callens
definition er, at det ikke er klart hvad man mere precist skal forstd ved at
ligningernes form er uzndret.

Man kan skelne mellem to typer symmetrioperationer, nemlig dem der opererer
pa objektet og dem, der opererer p3 observatgren af objektets synspunkt (Arfken
& Weber, 1995). Formuleret i matematik ville det svare til en skelnen imellem
at rotere en vektor i et givent koordinatsystem eller foretage et koordinatskift
pa vektoren. De transformationsformler der skal bruges til den ene og den anden
type symmetrioperation, adskiller sig blot ved et fortegn, og man kan havde,
at eksempelvis en ternings fysik ndres pA samme made om vi gar (90°) rundt
om den, eller roterer den 90°.

2.1.2 Vores definition

Selvom det padagogisk set er lettest at forholde sig til objekter, som man kan
rotere og se, at de ligner sig selv fgr og efter (f.eks. kugler eller krystaller),
s& er det undtagelsen snarere end reglen, at vi har mulighed for at operere pa
genstandene — langt oftere har observatgren kun mulighed for at g rundt om
genstanden, og betragte den fra forskellige synspunkter. Derfor mener vi, at
folgende definition af et objekts symmetri er funktionel:

Hvis et objekts (O) symbolske fremstilling (S) er invariant under et skift i
observatgrens synspunkt, beskrevet ved en operation (R) siges objektet (O) at
veere symmetrisk med hensyn til operationen R.

Det er vigtigt at skeine mellem det fysiske objekt i sig selv, hvordan det frem-
traeder for os og vores reprasentation af det. Den sidste skelnen begrundes i det
forhold, at de to ikke er det samme, omend de af og til forveksles. En anden
grund til at inddrage disse semiotiske betegnelser er, at fysikken ikke er i stand
til at skelne mellem de to beskrivelser af samme symmetrioperation, som Arfken
ovenfor blev refereret for. Nar vi skriver, at et system har en given symmetri,
mener vi i virkeligheden at de talskemaer, der beskriver systemet er invariante
under operationen, der svarer til den omtalte symmetri.

Eksempel

Vi ser pa en vektor a (se figur 2.1), der er den symbolske fremstilling af et fysisk
objekt, f.eks. en partikel i bevaegelse.
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z y z

Figur 2.1 En vektor a kan bruges til at beskrive impulsen af en partikel i beveegelse.
Skifter vi koordinatsystem, svarer det til et skift i observatgrens synspunkt

Roterer vi koordinatsystemet (svarende til en rotation af vores synspunkt) om-
kring z-aksen, vil det nye koordinatszt, som vi m4 bruge til at beskrive a i det
zndrede koordinatsystem, vzere uskelnelige fra det gamle koordinatsat:

a = {20,0,0} , Rza = {z,,0,0}

Eksempel

For en virkelig billardkugle vil den symbolske fremstilling vaere kuglens pavirk-
ning af vores bevidsthed, s den symbolske fremstilling behgver med andre ord
ikke ngdvendigvis at vaere i form af én eller flere ligninger. Uafhzengigt af en
eventuel matematiske beskrivelse af kuglen er den symmetrisk i sig selv. Men
vi kan legge et koordinatsystem i centrum af kuglen og derefter opstille en
matematisk ligning for kuglens overflade, siledes at kuglen er den mangde af
vektorer 7 som opfylder |r| < R, hvor R er kuglens radius. Denne matematiske
beskrivelse af kuglen er bade invariant overfor rotationer af kuglen og rotation af
koordinatsystemet gennem en vilkirlig akse som gir gennem centrum. Derfor er
den matematiske kugle rotationssymmetrisk, og vi vil sige at den fysiske kugle
deler denne symmetri.

Symmetribegreber

Fgrnzvnte P. W. Atkins opdeler symmetribegrebet i symmetrioperationer og -
elementer. Vi finder det hensigtsmaessigt at tilfpje symmetriske systemer, saledes
at vi skelner mellem et symmetrisk system, symmetrioperationer, og symmetri-
elementer.

o Symmetriske systemer er systemer, der kan beskrives ved hjzlp af lig-
ninger, eller andre symboler, der udviser invarians under én eller flere
symmetrioperationer.
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o Symmetrioperationer er den type operation, som svarer til netop det koor-
dinatskift (eller til andet skift i synspunkt), som ggr, at systemets symbol-
ske fremstilling er uskelnelig fra systemets gamle symbolske fremstilling.

e Symmetrielementer kan vere den linie, det punkt, eller det plan med hen-
syn til hvilket en operation bliver til en symmetrioperation. f.eks. et spejl-
plan.

2.1.3 Gruppeteori

Gruppeteori er en matematisk teori, som beskriver helt abstrakte samlinger
af matematiske objekter, sikaldte grupper. Denne teori har en meget stor be-
tydning i forbindelse med symmetri, da man kan samle symmetrioperationer
i sakaldte grupper. Dernast kan man beskrive et objekts symmetrier, som en
invarians under operationerne hgrende til en gruppe. En af de vigtige betyd-
ninger af gruppeteori er den navngivningskonvention for symmetrigrupper, som
betyder, at man pa en enkel made kan give en éntydig beskrivelse af alle symme-
trigrupper, man stgder pé. Der er mange, som tznker pi symmetribetragtninger
og gruppeteoretiske argumenter, som varende det samime. Dette er ogsa rigtigt,
hvis ens arbejdsomride udelukkende er grupper bestiende af symmetriopera-
tioner, men man skal have for gje, at gruppeteori er en langt bredere teori som
daekker mange andre objekter.

Vi har i rapporten valgt at nedtone brugen af gruppeteori, da det er et meget
stort og uoverskueligt omréde at forklare kort. I appendiks A har vi samlet nogle
af de grundlzeggende gruppeteoretiske begreber af hensyn til vores malgruppe.

2.1.4 Symmetrioperationer

Inspireret af Feynman et al. (1963) har vi udformet folgende liste over nogle
af de operationer, som optrader i fysikken og som i nogle tilfzelde vil veere
symmetrioperationer

1. Skift i den kvantemekaniske fase. Det vil sige at bglgefunktionen zendres
med en fasefaktor.

. Translation i rum.

. Translation i tid.

. Rotation gennem en vinkel.

. Jaevn hastighed langs en ret linie (Lorentz transformationen).
Tidsvending, hvor tiden skifter fortegn.

. Rumvending, hvor alle koordinaterne skifter fortegn (paritet).

0 N O ;s W W

. Ombytning af identiske partikler




2.2 Klassifikation af symmetribetragtninger 11

9. Partikel-antipartikel, hvor en partikels ladning og paritet bliver det om-
vendte (mens eksempelvis massen og spinnet forbliver uzndrede).

Hertil kan man fgje kombinationer af ovenstiende, f.eks. drejespejling (Board-
man et al., 1973) som er en operation, der bestar af en spejling efterfulgt af
en drejning. Der er en vesentlig forskel pa de forste 5 operationerne pa listen
og de @vrige operationer. Symmetrioperationer som er spejlinger (af typen 6-9),
betegnes med S, og vil ved gentagen brug give enhedsoperationen:

S?=E

For translationsoperationer (af typen 1-5) geelder dette ikke. Man skelner mellem
kontinuerte symmetrier og diskrete symmetrier. Tydeligvis er en kugle symme-
trisk pa en anden made end en kasse, idet kuglen kan roteres gennem kontinuerte
vinkler og stadig se ens ud, mens en (kvadratisk) kasse kun vil veere invariant
under rotation pa 90 grader rundt om en akse, der gir gennem centrum. Andre
vinkler vil ggre, at kassen ser forskellige ud fgr og efter rotation, sa kassen har
en diskret symmetri, mens kuglen har en kontinuert symmetri. Systemer der
besidder en kontinuert symmetri pakalder sig szerlig interesse, fordi der er —
som vi skal se senere — en tt sammenhzng imellem kontinuerte symmetrier
og bevarede stgrrelser.

2.2 Kilassifikation af symmetribetragtninger

Vores opfattelse af hvad en symmetribetragtning er, startede med at veere en
broget skare af argumenter, hvor ordet “symmetri” indgik. Vi har fundet det
hensigtsmzessigt at opdele symmetribetragtningerne i nedenstiende tre grupper.

2.2.1 Symmetriiagttagelser

Hvis vi i arbejdet med et system udnytter, at vi har opdaget, at der i systemet
findes en indbygget symmetri, er der tale om en symmetriiagttagelse. Opdagelsen
af symmetri kan enten ske i det virkelige system, eller i de ligninger som beskriver
det. Det kan veere lettere eller sveerere at erkende en indbygget symmetri, og
nogle gange skal der szrlige matematiske omskrivninger til, for at symmetrien
i problemet kan erkendes.

Eksempel

Hvad er vaerdien af < = > for en elektron i hydrogen, nar dette system befinder
sig i sin grundtilstand? I lgsningen af dette problem udnytter vi, at grundtil-
standen for hydrogen er sferisk symmetrisk, og at elektronen ligesi ofte er i
afstanden —z' fra kernen som i afstanden +z' fra kernen, hvoraf vi slutter,
at < z > = 0 (Griffiths, 1995).
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2:2.2 Symmetriantagelser

En symmetriantagelse er, ndr man i et system antager, at der er eksisterer en
bestemt symmetri, oftest for at lette eller muligggre en lgsning. I nogle situa-
tioner ved man ikke, om antagelsen er korrekt, eller man ved at den ikke er,
men gar ud fra at den ikke er fuldstendig forkert. Antagelsen kan derfor vare
mere eller mindre velbegrundet, spandende fra at man ved, at der begés en
ubetydelig fejl til, at man ikke ved i hvor hgj grad fejlen er negligeabel.

Eksempel

Det drejer sig om at lgse Schrédingerligningen for valenselektroner i et fast,
krystallinsk stof. Her er man ngdt til at ggre antagelser, da det er umuligt at
lgse i stgrrelsesorden 1023 Schrodingerligninger samtidigt. Man benytter sig af
Blochs stning, der handler om periodiske potentialer (Griffiths, 1995). I én
dimension kan et periodisk potential beskrives som:

V(z +a) = V(z)

Hvis et potential af denne type indgar i Schrédingerligningen, her opskrevet i
én dimension

Ry
2m dz?
siger Blochs sztning, at lgsningerne (v(z)) skal opfylde fglgende bibetingelse:

P(z + a) = eKop(z)

Her er K en reel konstant. Blochs setning gar, at vi kan ngjes med at lgse Schro-
dingerligningen for en enkelt krystalcelle frem for hele krystallen. Ud af disse
betingelser fremkommer eksistensen af energib4dnd og energibdndgab, hvormed
menes band af energitilstande aflgst af band af forbudte energitilstande.

+V(z) = Ey

2.2.3 Symmetripostulater

I nogle situationer kraever man tilstedeveerelsen af szerlige typer symmetrier i
opbygningen af en teori, hvilket vi vil kalde et symmetripostulat. Oftest vil disse
postulater vaere helt grundlaeggende for opbygningen af teorien og spille en rolle
analog til aksiomernes i matematikken. Der udledes konsekvenser af teorien, som
s& undersgges i forhold til virkeligheden, og evt. forkastes symmetripostulatet.

Eksempel

Astrofysikere benytter sig af Det kosmologiske Princip, hvis indhold er, at uni-
versets indhold af stof (masse og energi) er fordelt isotropt og homogent — at
universet i stor mélestok er ens overalt i alle retninger (Akselbo, 1996). Man
kan benytte Det kosmologiske Princip som Ansatz til udledning af Newtons
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love, hvilket er skitseret nedenfor (Akselbo, 1996). Hvis universet principielt er
homogent og isotropt fordelt, vil det modszette sig ethvert forsgg pa symmetri-
brud, hvilket far den konsekvens, at man ikke kan forskyde noget enkeltobjekt
i universet, da det uanset hvor det befandt sig, ville bryde homogeniteten. Hvis
et legme forekommer os at vaere flyttet, ma et andet legme veere flyttet i modsat
retning, pa en sddan méde, at den globale fordeling ikke er &ndret, dvs. siledes,
at de to legemers fzlles massemidtpunkt er forblevet ubevaegeligt, og summen
af de to legemers impulser er forblevet nul. @nsker vi at beveaege de to legemers
massemidtpunkt, m3 vi pa tilsvarende vis flytte et tredje legme. Dette betyder,
at et sammensat legemes massemidtpunkt kun kan sendres, under indflydelse
af ydre kraefter, hvilket er indholdet af massemidtpunktssaetningen (Christian-
sen et al., 1990) (Anvendt pa hele universet siger massemidtpunktssstningen,
at universets samlede impuls er nul). Videre kan vi slutte, at indre kraefter ma
ophave hinanden, da der ellers ville vaere noget til overs, der kunne virke som
en “ydre” kraft, s aktion er lig reaktion. Til sidst ser vi p& et objekt der bestar
af to masser m og M. @nsker vi at flytte M, kan det kun ggres ved at flytte m i
modsat retning — kraften til at flytte M far vi ved at stgde fra p& m, med andre
ord er der samme kraft pA m og M. Da de to massers feelles massemidtpunkt
ikke flyttes, vil de accelerationer, vi herved giver de to objekter vaere omvendt
proportionale med deres masser og vi har udledt Newtons 2. lov. P4 lignende
vis udleder Akselbo (1996) tillige gravitationsloven.

Dette er et eksempel pa en efterrationalisering. Ifglge vores interview med Benny
Lautrup bruges symmetripostulater rent faktisk af hgjenergifysikere til at ud-
vikle ny teori. Man bestemmer sig for, hvilke symmetrier et system skal inde-
holde, og ser pa, hvordan dette system tager sig ud (Lautrup, 1998).

2.2.4 Oversigt over symmetribetragtninger i fysikken

For at skabe et overblik over anvendelsen af symmetribetragtninger i fysikken,
skelner vi mellem den fysiske virkelighed, som er naturen vi gnsker at beskrive
og fysikkens beskrivelse af naturen. Fysikkens beskrivelse af virkeligheden op-
deles nogle gange i teoribygninger og faenomenteorier, hvor teoribygningerne er
overordnede formalismer, som kan benyttes til beskrivelse af flere forskellige fae-
nomener, mens faenomenteorier er mindre generelle teorier, der angar specifikke
faenomener. Teoribygninger kan f.eks. vaere kvantemekanik eller elektrodynamik,
mens eksempler pa fznomenteorier er faststoffysik og elementarpartikelfysik.
Denne skelnen er dog ikke si skarp, som det kunne lyde, f.eks. navner Zee
(1986) at Einstein udledte Newtons gravitationslov, som engang blev opfattet
som fundamental, som en fznomenologisk manifestation af sin gravitationste-
ori. Men pa det seneste har nogle teoretiske fysikere demonstreret, at Einsteins
teori maske kan udledes udfra en dybere teori. Hvad enten skelnen mellem te-
oribygninger og fenomenteorier er fuldstzendig skarp eller ej, mener vi at den
siger noget om fysikkens struktur.

Vi mener ikke, at det er alle typer symmetribetragtninger, som bruges alle steder
i fysikken, hvilket er angivet i skemaet nedenfor
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Omradde Sym-iagttagelse Sym-antagelser Sym-postulater

Fysisk virkelighed findes findes ej findes ej
Teoribygning findes findes €j findes
Fanomen-teori findes findes findes ej

Razkkerne angiver det omrade, hvor symmetribetragtningerne optraeder, mens
spjlerne angiver, hvorvidt symmetribetragtningerne findes. Den fysiske virkelig-
hed: er naturen, vi gnsker at beskrive. ’

Hvad angér symmetriiagttagelser, kan man enten opdage en symmetri i et fee-
nomen i naturen, som si kan genfindes i teorien, hvis det er en god teori. Man
kan ogs3 opdage, at en teori indeholder en symmetri som s3 kan udnyttes, som
i eksemplet med elektronen, hvor det er en fenomenteori, som har en indbygget
symmetri. Teoribygninger kan ligeledes indeholde en symmetri, f.eks. gauge-
invarians af Maxwells ligninger. I vores beskrivelse af symmetriantagelser, naev-
ner vi Blochs sztning som eksempel, si der findes altsd symmetriantagelser
indenfor fznomen-teorier. Man kan diskutere om antagelsen i Blochs satning
snarere er en antagelse om den fysiske virkelighed, end om fznomenteorien. Vi
mener, at symmetriantagelsen fgrst bliver formuleret i det gjeblik virkeligheden
beskrives, og derfor har vi valgt at henfgre denne type til fenomenteorierne. Der
findes ikke egentlige symmetriantagelser i teoribygningerne, fordi vi benzvner
eventuelle krav som teorien skal opfylde for postulater, og approximationer op-
traeder ikke i teoribygninger kun i fz2nomenteorier. Man kan vel godt forestille
sig teoribygninger, hvor der optrzder en abenlys approximation. Nar dette ikke
stemmer overens med ovenstdende skema, kan det skyldes uenighed om, hvad
man kalder en teoribygning eller det forhold, at skemaer giver overblik men
aldrig hele sandheden.

Symmetripostulater angiende den fysiske virkelighed har vi valgt at henfgre til
teoribygninger, af samme grund som der ikke er symmetriantagelser om den
fysiske virkelighed. Postulater i fenomenteorierne er nzrmere antagelser end
postulater om verden, s& disse findes ikke i denne sgjle. Nogle teoribygninger
sisom Einsteins relativitetsteorier er opbygget udfra et postulat, som f.eks. at
verden er Lorentz-invariant, s& derfor findes disse i overensstemmelse med ske-
maet.

Afslutningsvis kan vi tilfgje, at en symmetribetragtning i én sammenhzng kan
fungere som symmetriantagelse, og i en anden sammenhzeng som symmetriiagt-
tagelse alt efter detaljeringsgrad. Vi mener dog, at opdelingen giver mening for
en konkret analyse.
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2.3 Symmetri og bevarede stgrrelser

Matematikeren Emmy Noether (1882-1935) har i to artikler fra 1918, formule-
ret en generel sztning, som nu gir under navnet Noethers sztning. Lidt lgst
siger den, at hver gang et system har en kontinuert symmetri, eksisterer der
en bevaret stgrrelse. Som vi skal se, giver rotationssymmetri f.eks. anledning
til bevarelse af impulsmomentet. P4 trods af, at Noether formulerede sztnin-
gen inden fremkomsten af kvantemekanikken, for slet ikke at tale om de nyere
kvantefelt-teorier, spiller stningen en vigtigt rolle i moderne fysik, idet den kan
udvides til ogsa at gzlde disse tilfzelde. I introduktionen til Noethers samlede
veerker (Jacobsen, 1983) citeres Feza Gursey for at skrive fglgende om Noethers
szetning:

Saetningen er meget generel, idet den kan anvendes bade til di-
skrete og kontinuerte, klassiske og kvantemekaniske systemer, selvom
den oprindeligt blev udledt i det klassiske tilfzelde. (Jacobsen, 1983,
side 23)

Hvad angér omfanget af anvendelsen af Noethers sztning, skriver Gursey, at alle
fysikkens fundamentale love kan udtrykkes som kvantefelter, som er associeret
med symmetrigrupper i ethvert punkt og opfylder differentialligninger, som er
afledt af et virkningsprincip. Derfor kan alle fysikkens bevarelseslove udledes
af Noethers sztning. Ifglge Gursey er de eneste bevarede stgrrelser, som ikke
kan udledes udfra Noethers sztning de sikaldte topologiske invarianter, som er
relateret til et felts globale egenskaber. Bortset fra denne undtagelse er Noethers
sztning af afggrende betydning for fysikken og fortolkningen af fundamentale
love udfra gruppeteori (Jacobsen, 1983).

Vi vil i dette afsnit give et resumé af Goldsteins udledning (Goldstein, 1980) af
Noethers sztning, som den er formuleret i Lagranges formalisme, som ogs3 vil
blive brugt i en senere case, se evt. afsnit 4.1.

Vi introducerer Lagrangefunktionen, L, som er forskellen mellem den kinetiske
og den potentielle energi,
L=T-V

Derudover benytter vi virkningsintegralet, I, defineret ved

t2

I=[ Ldt (2.3.1)
£

Hamiltons princip siger, at beveegelsen af et system fra ¢, til ¢, er sddan, at virk-
ningsintegralet har en stationzer verdi for den korrekte bevagelse (Goldstein,
1980).

I beskrivelsen af kontinuerte systemer er det en fordel at arbejde med Lagranges
teethedsfunktion, £, som er en funktion, hvis integral med hensyn til rummet

giver Lagrangefunktionen
/ / / Ldzdydz = L (2.3.2)
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Virkningsintegralet bliver for kontinuerte systemer til fglgende integral over ti-

den og rummet:
I= f / / / Ldzdydzdt (2.3.3)

Til den generelle beskrivelse af kontinuerte systemer er der udviklet en mere
kortfattet notation. Eksempelvis angives kun ét integraletegn, og man benytter
én koordinatvektor frem for tre eller fire koordinater.

En koordinatvektor som kun bestar af de rumlige koordinater betegnes med et
latinsk fodtegn, f.eks. zj:

I = {Z, Y, z}

Hvis en koordinatvektor bestar af tre rumlige koordinater og af tiden, betegnes
den med et graesk fodtegn, f.eks. z,:

z, = {Zo,T1,T2,73} (2.3.4)
Seedvanligvis svarer zo til tiden. Felter betegnes som regel 7, og de kan afhzenge
af alle fire parametre i ligning 2.3.4:
n=n(zu)
Desuden anvendes en forkortet made at angive den afledte af feltet:

—- on;
Nij = 52_1 (2.3.5)

Ovenstéende ligning 2.3.5 skal leses pa fglgende made: Differentialkvotienten
af den i’te komposant med hensyn z; (hvor bide i og j kan veere latinske eller
graeske bogstaver) betegnes med 7; ;.

Noethers sztning handler om bevarede stgrrelser for systemer, der udviser kon-
tinuert symmetri. Kontinuert symmetri kan formuleres som invarians under en
transformation af de variable, som beskriver systemet. I udledningen af Noethers
seetning ger man brug af tre typer transformationer (Goldstein, 1980).

Vi definerer en koordinat-transformation som

Ty =z, =T, + 0z, (2.3.6)

Vi definerer felt-transformation som

N0(Tu) = Mp(T) = Np(Tp) + Snp(zy) (2.3.7)
Her maéler 67,(z,) effekten af @ndringer bade i z,, og i 7,.

Den sidste type transformation er en @ndring af feltvariablerne i et bestemt
punkt z,, som vi vil betegne med

Mo(z) = 0(Tu) = Mp(zy) + 1 (z) (2.3.8)
Vi kan udregne 87, (z,) til at vaere

S”P(z#) = "l::(zu) ~ 1p(Zy) (2.3.9)
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I det generelle tilfzelde vil en zndring af koordinaterne og af feltstgrrelserne
medfgre at Lagranges tethedsfunktion sndrer funktionel form

L(1ps o2 %p) = L' (M3 Mp 21 Zp) (2.3.10)

I udledningen af Noethers satning tages udgangspunkt i tre betingelser

1. Fire-rummet er euklidisk (Goldstein, 1980).

2. Lagranges tathedsfunktion har den samme funktionelle form, selvom de
~variable, som den afhanger af bliver transformerede. Dette kan skrives

ﬁ(np (zu), Tp,v (:L‘,,), zu) = ;C(ﬂ:,(.’t;‘), "7:7,1; (z;;)’ z:;) (2-3'11)

Betingelsen indeholdt i ligning 2.3.11 betegnes form-invarians, fordi La-
granges tzthedsfunktion ikke sendrer form ved et skift i bade koordina-
terne og i feltstgrrelserne (Goldstein, 1980).

3. Stgrrelsen af det transformerede virkningsintegral, I’, defineret ved

r's /c'(np(x,n,n,,,,,(z,,), 1) (ds,)

er invariant under samtidig transformation af koordinaterne og feltstgrrel-
serne, hvilket kan skrives som

= /Q L(np(xp): M0 (), 2,) (d2y) (2.3.12)
Betingelsen i ligning 2.3.12 kaldes for skala-invarians (Goldstein, 1980).

Man kan indse, at det svarer til en kontinuert symmetri, at £ er forminvariant,
og I er skalainvariant; det er udfra disse betingelser, at Goldstein (1980) kommer
frem til en kontinuitetsligning:

oL d [ oL
0= (37)p, on, + CJ:L',\) (dV)+/ don {aﬂp, on, + £6zk} dv (2.3.13)

At ovenstiende ligning 2.3.13 er en kontinuitetsligning analogt med f.eks. hy-
drodynamikkens kontinuitetsligning, vil vi sandsynligggre nedenfor.

I ligning 2.3.13 er en summationskonvention benyttet, séledes at integranden i
det sidste udtryk kan identificeres som divergensen af 5=~ an + Léz. Vi vil
nu benytte divergenssatningen (Edwards & Penney, 1998 som siger, at

/ V- f(z)dV = / () -n(dA) (2.3.14)
Q 60
hvor 492 er overfladen af 2 og f, z og n er vektorer. Benytter vi denne satning,

kan vi omskrive ligning 2.3.13 til

0= ( oL on, +£6:c,\) (dV)+/ { oL on, +£6zk}~n(d.4) (2.3.15)
Onp, 50 | Onp,k
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Orienteringen af n er i dette tilfzzlde ud af overfladen. Vi kan indse, at ligning
2.3.15 er en kontinuitetsligning, ved at identificere fgrste led som flowet igennem
voluminet, 2, og andet led som mangden af det, der strgmmer ud igennem
overfladen af voluminet.

Det der der strgmmer, er stgrrelsen a—f’;frsnp + L&z, og vi har herved konsta-
teret, at der galder en bevarelsessztning for denne stgrrelse.

En symmetri medfgrer altsi at en stgrrelse er bevaret, men fordi man har en
bevaret stgrrelse, behgver det ikke betyde, at man har en kontinuert symmetri.
Som eksempel pa et bevarelsesfznomen uden en tilknyttet kontinuert symme-
tri kan solitonbglger nzvnes. Solitonbglger er enkeltbglger, som forplanter sig
igennem et medium nzsten uden tab af energi. To solitonbglger mgdes og gar
gennem hinanden uden at &ndre form eller hastighed. Mere konkret kunne man
forestille sig en samling penduler der alle er ophzngt p4 samme snor, og hver
iszer forbundet til sine to naboer med en fjeder. Ligevaegtssituationen vil vere
den, hvor alle penduler henger nedad og er i ro. Man kan nu skabe en soli-
tonbglge ved eksempelvis at vende et af pendulerne 360° i én hurtig bevaegelse.
Denne forstyrrelse af ligevaegtssituationen vil forplante sig som en solitonbglge.
Eksemplet ovenfor beskriver en situation med visse symmetrier, men det er
ikke pa& grund af symmetrierne, at solitonbglger bevarer deres egenskaber som
beskrevet i (Goldstein, 1980).




Kapitel 3

‘Udvalgte
naturvidenskabsmand om
symmetri

Vi vil i det fglgende beskrive hvad fire forskellige naturvidenskabsmznd mener
om symmetribetragtninger.

Forst vil vi se p4 videnskaben fra et videnskabsteoretisk perspektiv; man kunne
vaelge mange forskellige videnskabsteoretikere, men vi har valgt Peirce da han
har nogle beskrivelser af selve videnskaben, som vi mener kan bidrage til diskus-
sionen.

-Derefter vil vi, beskrive hvad Wigner overordnet har sagt om symmetri. Som det
vil fremga er Wigner en meget fremtraedende person i diskussionen af symmetri,
og har bl.a. faet Nobelprisen for et symmetrirelateret arbejde.

For at fa en taettere kontakt til moderne fysik har vi foretaget nogle interviews
med personer, som arbejder med fysik. Vi har fgrst et interview med Benny
Lautrup, som er teoretisk fysiker, og som har arbejdet en del med symmetri
bl.a. gennem sit arbejde med elementarpartikelfysik.

Det andet interview er med Eigil Praestgaard, som er teoretisk kemiker, men
hans arbejdsomrade er meget fysisk, og da han arbejder inden for statistisk
mekanik, har han nogle erfaringer med symmetri i fysik.

Vi haber gennem beskrivelse af disse personers meninger at kunne belyse bade
méden som fysikere arbejder pa, og tillige fysikkens genstandsomréde.

3.1 Charles Sanders Peirce

Charles Sanders Peirce (1839-1914) har genném sit arbejde med tegnteori og
naturvidenskabens grundlag afklaret nogle begreber, som vi mener kan veere
-myttige.

19
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* Peirce var kemiker af uddannelse, men arbejdede inden for flere forskellige na-
turvidenskabelige discipliner, bl.a. med at male tyngdekraft-forskellene i Norda-
merika.

Peirces store lidenskab var dog logik og videnskabsteori, og det er ogs4 fra denne
del af hans arbejde, vi vil benytte nogle af hans tanker. Peirce arbejdede bl.a.
med forskellige méder som tro kan skabes p4, og tvivl fordrives, og argumenterer
for, at den' videnskabelige metode er den af flere metoder, som skaber feerrest
problemer. I forbindelse med dette beskriver han den videnskabelige metode, og
det er denne beskrivelse som vi vil tage fat i. Specifikt er det artiklen “Hvordan
tro bliver fast” (Gullvag, 1972, side 134-151).

Han kommer med fglgende beskrivelse af den videnskabelige metode:

For at standse tvivlen er det derfor ngdvendigt at der bliver fun-
det en metode som ikke lader vores konklusioner forarsages af noget
menneskeligt, men af noget varigt udenfor os — noget som vores
teenkning ikke har nogen indflydelse pa. Nogle mystikere bilder sig
ind at de i inspiration fra det hgje, har en sidan metode. Men det
er bare en form for steedighedsmetode?, hvor forestillingen om sand-
heden som noget offentligt endnu ikke er udviklet. Det varige uden
for os ville ikke veere uden for os, i vor forstand, hvis dets indflydelse
begranser sig til et enkelt individ. Det m& vaere noget som pavir-
ker, eller kan pavirke, alle mennesker. Og selvom disse pavirkninger
ngdvendigvis er lige si forskellige som de enkelte individers vilkér,
skal metoden vzere siledes, at ethvert menneskes endelige konklusion
er den samme, eller vil blive det hvis bare undersggelsen fortszettes
lzenge nok. Videnskabens metode er en sidan metode. Dens grund-
leeggende hypotese er, omformuleret til hverdagssprog: Der findes
virkelige ting hvis egenskaber er helt uafhesengige af vores mening om
dem, disse realiteter pavirker vores sanser efter regelmaessige love, og
selvom vores sanseindtryk er lige s forskellige som vores forhold til
genstandene, kan vi alligevel ved hjelp af perceptionslovene slutte
os til hvordan tingene er i virkeligheden, og alle som har tilstraekke-
lige erfaring og tzenker nok over det, vil komme til den eneste sande
konklusion. (Gullvig, 1972, Side 146-147)

Herefter diskuteres det, om man kan vide, at der findes virkelige objekter, og
Peirce noterer, at den videnskabelige metode i hvert fald ikke kommer til mod-
stridende konklusioner — noget som kan tages som udtryk for, at vi i hvert fald
ikke er helt pa et galt spor ved at antage, at der findes virkelige objekter.

Vi finder at ovenstiende definition af den videnskabelige metode relaterer sig
symmetri og invarians p3 to mader. For det fgrste beskriver Peirce en metode,
hvor det skal veere lige meget, hvor og hvornar det, som er uden for os pavirker

1Peirce opererer med flere metoder til at undgh tvivl, stdighedsmetoden gar ud pi at
man valger en tro som man si ophgjer til noget guddommeligt, som der ikke kan seettes
spergsmaélstegn ved.
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os, da man ellers ikke vil veere i stand til at skelne kontekst, fra det som man
gnsker undersggt. Perceptionslovene er det, som ggr os i stand til at valge de
rette hendelser fra en kompleks virkelighed, og derudfra finde passende sam-
menhange. Ved leesning af afsnit 3.2.3 kan man iagttage at Peirce s&ledes tager
de af Wigner fremsatte pastande om symmetri for givne.

Den anden sammenhzng med symmetri, handler om den méade, man opdager
symmetri pd. En symmetri er noget, som eksisterer helt uafhangigt af vores
tanker om den, si hvis man gnsker at finde en symmetri, er man ngdt til at
undersgge objektet pa forskellige mader. Ved at zndre synsvinkel i forhold til
et symmetrisk objekt opdager man, at objektet ser ens ud, hvis man ser det
fra forskellige synsvinkler, og ud fra ens viden om hvordan man opfatter den
aktuelle type objekt, er man i stand til at beskrive objektets symmetri. Enhver
som giver sig til at undersgge et objekt, og gor det grundigt nok, vil komme frem
til de samme symmetrier, netop fordi symmetri er en “virkelig ting” i verden, og
det symmetriske ved et objekt pavirker vores sanser ens.

Man kan derfor konkludere, at metoden til at opdage symmetri og den videnska-
belige metode er den samme, s& det er ikke s4 mzerkeligt, hvis den videnskabelige
metode finder symmetrier ved de objekter, som bliver undersggt.
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3.2 Eugene P. Wigner

Eugene P. Wigner (1902-1995) fik i 1963 Nobelprisen i fysik. Denne pris blev
tildelt for hans arbejde med kvantemekanik, specielt hans arbejde med veksel-
virkningerne mellem protoner og neutroner i atomkernen. Wigner brugte ab-
strakt gruppeteori i sit arbejde og fokuserede mere pa symmetrier, end pa de
dynamiske egenskaber.

Wigner har udover sit arbejde inden for specifikke fysiske omrader beskaftiget
sig en del med symmetris betydning i fysikken. Han har i den forbindelse skrevet
en del artikler om dette emne og vi har her forsggt at give et resumé af hans
meninger.

Vi har primzrt brugt fglgende artikler

1 Invariance in Physical Theory (s. 3-13)

2 Symmetry and Conservation Laws (s. 14-27)

3 The Role of Invariance Principles in Natural Philosophy (s. 28-37)
4 Events, Laws of Nature, and Invariance principles (s. 38-50)

Alle er fundet i samlingen “Symmetries and reflections”, (Wigner, 1967), hvor
sidetallene ogsa refererer til.

Vores gennemgang af de udtalelser som vi mener er vigtige, har vi inddelt efter
emne. Vi har valgt kun at medtage den del af Wigners meninger om symmetri
som handler om symmetri p4 et meget grundlaeggende niveau. Det vil sige hans
behandling af symmetri som grundlag for fysikken som videnskab. Dette retter
sig mest mod den del af fysikken som arbejder med teoribygninger.

I det som vi har valgt ud, beskeftiger Wigner sig mest med symmetri i klassisk
forstand, symmetri i tid og rum, og ikke abstrakt symmetri som f.eks. gauge-
symmetri. Hans mél er at vise at vi ikke ville kunne have fysikken som den ser
ud i dag, hvis der ikke havde veret visse symmetrier i verden.

3.2.1 Kilassisk invarians & dynamisk invarians

Wigner skelner mellem to typer af invarians, den klassiske/geometriske og den
dynamiske.

De klassiske symmetrier er karakteriseret ved at kunne formuleres direkte i ter-
mer angiende hzendelser. Tidsinvarians kan f.eks. formuleres p4 fglgende méde:
“Sammenhzangen mellem haendelser afhanger kun af tidsintervallet mellem disse,
de afthzenger ikke af pa hvilket tidspunkt den ferste finder sted.” (Wigner, 1967,
side 17-18)

P4 den anden side er de dynamiske invariansprincipper formuleret i termer af
naturlove, og de angér specifikke typer af vekselvirkning, ikke sammenhangen
mellem handelser. Vi siger f.eks. at den elektromagnetiske vekselvirkning er
gauge-invariant og refererer til den specifikke naturlov som regulerer elektro-
magnetiske felter (Wigner, 1967, side 17-18). De dynamiske invariansprincipper
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er baseret pa eksistensen af specifikke vekselvirkninger (Wigner, 1967, side 17-
18). Gauge-invarians er ikke en invarians som et fysisk objekt kan have, og den
har heller ikke noget at ggre med de direkte hzendelser i naturen, men den er
derimod en invarians som en fysisk teori kan indeholde.

I det fglgende vil vi som sagt mest koncentrere os om de grundlaeggende egen-
skaber ved naturen, og derfor ogs& mest med de klassiske symmetrier, s& det er
pa sin plads at ridse op, hvilke symmetrier der er tale om. Wigner kalder denne
gruppe af symmetrioperationer for Lorentz-gruppen (Wigner, 1967, side 5)2.

Gruppen bestar af fglgende symmetrier

e Invarians over for absolut tid og sted.
o Invarians over for retning.

o Invarians over for jeevn bevaegelse.

Den sidste blev dog sat i tvivl af nogle elektromagnetiske faenomener, men siden
genindfgrte Einstein den i en modificeret form. De nzrmere konsekvenser af
disse symmetrier vil i nogen grad blive diskuteret i det fglgende.

3.2.2 Symmetris historiske rolle

Wigner mener, at symmetri historisk set altid har spillet en rolle, men at der er
stor forskel pa hvordan man har brugt symmetribegrebet. Der har gennem lang
tid veeret en uartikuleret viden om de grundleeggende symmetrier og bevarel-
seslove. Newton beskrev f.eks. ikke sine love i noget specielt koordinatsystem.
Derved kan de bruges i alle retninger og punkter. De grundlaeggende bevarel-
seslove har ogsd varet kendt, men ikke beskrevet i det generelle tilfelde og de
blev kun nedskrevet som indlysende kendsgerninger nir de skulle anvendes til
praktiske formal, (Wigner, 1967, side 15).

Dette @ndredes med starten af det tyvende arhundrede

Situationen for invarians af ligningerne #ndrede sig drastisk pa
grund af Einsteins teorier. Einstein formulerede postulaterne om
rummets symmetri, dvs akvivalensen af retninger og punkter i rum-
met. Han genindfgrte ogsi, i en modificeret form, akvivalensen af
koordinatsystemer i bevzaegelse og i stilstand.

Hvad angér bevarelseslove, blev deres vigtighed &benlys, som et re-
sultat af interessen for Bohrs atom-model, hvor bevarelsen af im-
pulsmoment er uundveerligt. (Wigner, 1967, side 15)

Wigner mener at dette ndrede vores forhold til symmetri og bevarelseslove na-
sten fuldstzendigt. P4 tidspunktet for Wigners artikel (dvs omkring 1960’erne) er

. %I en anden artikel omtaler han den dog som Poincaré-gruppen (Wigner, 1967, side 18).
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det sveert at finde en artikel som omhandler de grundlzeggende fysiske spgrgsmal,
men som ikke referer til postulater om invarians. Dertil kommer at sammenhzan-
gen mellem invarians og bevarelseslove er blevet bredt accepteret (Wigner, 1967,
side 15).

3.2.3 Om grundlaget for fysik som videnskab

Wigner mener, at symmetri er meget grundleeggende for fysikken, faktisk mener
han, at fysikken ikke ville kunne eksistere hvis ikke der var nogle grundlaeggende
symmetrier til stede i verden. Dette synspunkt udtrykker han saledes:

Verden er kompliceret og det er klart umuligt for den menneskelige
hjerne at forstd den fuldstendigt. Mennesket har derfor udtankt et
kneb som ggr det muligt at give tilfeeldigheder skylden for verdens
komplicerede natur og saledes gor det muligt at udvinde et domzne,
hvor man kan finde simple love. Det komplicerede kaldes for begyn-
delsesbetingelser; domzenet af regulariteter for naturlove. (Wigner,
1967, side 3-4)

At man kan opbygge abstrakte bevagelseslove ud fra de kaotiske
hzendelser omkring os, bygger pa to omstandigheder. For det forste
kan man i mange tilfzelde isolere en ikke alt for stor del af begyndel-
sesbetingelserne, og som, p4 trods af dette, indeholder alle de betin-
gelser som er relevante for de haendelser man fokuserer pa. (Wigner,
1967, side 3-4)

Muligheden for at isolere de relevante begyndelsesbetingelser ville i
sig selv ikke ggre det muligt at opdage naturlove. Det er essentielt
at givet de samme essentielle begyndelsesbetingelser, skal resultatet
veere det samme lige meget hvor og hvornar vi “skaber” disse. Dette
princip kan udtrykkes ved at absolut tid og sted aldrig m3 veere
essentielle begyndelsesbetingelser. Konstateringen af at absolut tid
og sted aldrig er essentielle begyndelsesbetingelser, er den forste og
maéske den vigtigste szetning om invarians i fysikken. (Wigner, 1967,
side 3-4)

Inden for al naturvidenskab tales om reproducerbarhed af eksperimenter, som
en ngdvendighed for at man vil godtage eksperimentets almengyldighed. Men
for at et eksperiment kan gentages skal man kunne skelne essentielle fra ikke-
essentielle begyndelsesbetingelser, hvilket ikke altid er trivielt. Samtidig ville det
vazere umuligt at have reproducerbarhed i bredeste forstand (dvs. eksperimentet
skal kunne gentages overalt og til enhver tid) hvis et eksperiment kun kan udfgres
pa ét bestemt sted. Det ville vere endnu veerre hvis et eksperiment kun kan
udfgres til én bestemt absolut tid, for s ville man aldrig veere i stand til at
gentage det. Wigners lidt abstrakte diskussion kan ggres konkret i forhold til
vilkirene f.eks. for den eksperimentelle fysik. Inden for teoretisk fysik vil man



3.2 Eugene P. Wigner 25

pa tilsvarende méde komme i problemer hvis ens forudsigelser, kun péssede til
én bestemt tid og pa ét bestemt sted.

Wigner uddyber sine udtagelser p4 falgende made

Hvis sammenhzngen mellem handelser ndrede sig fra dag til dag
og var forskellige for forskellige punkter af rummet, ville det ikke
vezere mulige at opdage dem. (Wigner, 1967, side 29)

Bemark at han ikke siger noget om at naturlovene ikke kan eksistere hvis disse
invarianser ikke eksisterede, men at vi i s& fald ikke ville veere i stand til at
opdage dem.

De klassiske invarianser bruges ikke si ofte til at forudse fremtiden direkte, som
til at teste om nye teorier er konsistente med disse invarianser, hvilket som
ovenfor forklaret er en ngdvendighed for fysiske teorier (Wigner, 1967, side 32).

For det enkelte menneske ville verden vaere meget forvirrende hvis alting zn-
drede sig med tid og sted, s& det er ikke kun fysikken, men hele vores virkelig-
hedsbillede som bygger p& denne grundleggende symmetri.

3.2.4 Symmetris status

Wigner har nogle klare meninger om symmetris status i fysikken, f.eks. siger
han

Invarians-princippet spiller bade i klassisk mekanik og kvantemeka-
nik en dobbelt rolle. For det fgrste giver det en ngdvendig betingelse
som alle grundlaggende ligninger skal opfylde: Irrelevante begyndel-
sesbetingelser [absolut tid, retning og sted] m& ikke optreede i resul-
tatet af teorien. Dernaest hjzelper invariansprincippet, nir grundlaeg-
gende ligninger er givet, til lgsning af disse gennem bevarelseslove
og andre metoder. (Wigner, 1967, side 8)

Det Wigner kalder resultatet af en teori er de ligninger som beskriver teorien,
og det er disse ligninger som ikke m afhange af absolut tid og sted. Symmetri
kan hjzlpe ved lgsning af forskellige problemer, f.eks. er der mange problemer
som det er meget let at lgse, hvis man har visse bevarelsessatninger. Derudover
kan symmetri i ligninger gore det lettere at lgse dem.

Wigner mener, at man kan sammenligne sammenhangen mellem fysikkens love
og virkeligheden pa den ene side og sammenhzngen mellem symmetri princip-
per og fysikkens love p4 den anden. Om relationerne mellem fysikkens love og
virkeligheden skriver han




26 Udvalgte naturvidenskabsmzend om symmetri

Hvis vi havde en komplet viden om alle haendelser i verden, til alle
steder og til alle tider, ville der ikke veere brug for fysikkens love.
De matematiske relationer mellem tid og handelse ville ikke give
nogen ny viden hvis vi allerede kendte alle haendelser, men de ville
maske give os en vis gleede og forundring. De vil ogsa kunne bruges,
hvis nogen kom med modstridende oplysninger om hzndelserne, til
effektivt at modbevise disse — under antagelse af vi har tiltro til at
lovene er rigtige. (Wigner, 1967, side 16)

Man kan f.eks. forestille sig at man havde en stor “bog” hvor alt hvad der sker i
verden er beskrevet til alle tider. I en sddan deterministisk verden ville det ikke
have nogen praktisk betydning at opstille love for fysikken, f.eks. en naturlov
for frit fald, da hver gang man gerne ville vide hvornar et givet legeme var pa
en given position, blot kunne sl& op i bogen. I en siddan verden, ville det at
finde naturlove stadig veere en intellektuel udfordring, og disse love ville stadig
kunne forklare hvorfor verden er som den er. Antag nu at vi mgdte en person
fra en anden del af verden med en anden “bog” som indeholder oplysninger
om hzndelser i verden der ikke stemmer overens med vores oplysninger. Med
naturlove ville vi mere effektivt veere i stand til at kunne tilbagevise denne
persons oplysninger, fordi de ikke stemmer overens med disse naturlove.

Hvad angér relationerne mellem symmetri og naturlovene, skriver Wigner

Hvis vi kender naturlovene, giver viden om den indre struktur af
disse ikke nogen ny viden. Det kan méaske vaere af en vis interesse
at vide, at sammenhzngen mellem handelser som loven forudser er
den samme ligegyldigt om hzndelsen er observeret af en stillestiende
observatgr eller en observategr i jevn bevaegelse. Men alle sammen-
hznge mellem handelser er allerede givet af lovene. ... Mere gene-
relt, hvis vi kendte alle naturlovene, eller den “ultimative” naturlov,
ville invarians egenskaber ikke give 0s nogen ny information. Man
kunne méske, hvis vi har tiltro til invarians egenskaberne, benytte
dem til at overbevise andre med et szt naturlove som ikke passer —
under antagelse af at vi tror pa invariansprincippet. (Wigner, 1967,
side 16-17)

Symmetrier er dermed en indre struktur af naturlovene p4 samme méde som
naturlovene er en indre struktur af haendelserne; symmetrierne er ikke mal i sig
selv, men naturlovene ma ikke vzre i uoverensstemmelse med dem. Fglgende
skema ggr méske sammenhangen lidt mere klar

Naturlove < Forudsigelser om handelser
Symmetri ¢ Naturlove

Alle forudsigelser om haendelser i naturen skal stemme overens med vores op-
fattelse af naturens love. P4 sammen made skal alle naturlove stemme overens
med vores opfattelse af de grundlzggende symmetrier i naturen.
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Det ses, at Wigner mener, at symmetri er det grundlag som naturlovene bygger
p3, men samtidig er symmetri en underordnet egenskab ved naturlovene pa
samme méde som naturlovene er en underordnet egenskab ved hzendelserne i
naturen. Det er ikke naturlovene vi er interesseret i men deres forudsigelser af
hzendelser; tilsvarende er det ikke symmetrierne i verden som vi er interesseret
i, men deres forudsigelser af naturlove.

Alt i alt er symmetri efter Wigners mening hele grundlaget for den moderne
fysik, for det er symmetriens skyld at vi er i stand til ikke blot at registre hvad
der sker, men rent faktisk forudse hvad der kommer til at ske. Samtidig er den
type symmetri, Wigner taler om en meget grundleeggende symmetri, og derfor
giver den ikke direkte nogle resultater. Accepterer man, at alle naturlove skal
opfylde disse symmetrier, kan de bruges til at tilbagevise teorier som bryder
med dem, og méiske ogsd give inspiration til hvordan nye teorier skal opbygges.
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3.3 Benny Lautrup

Dette afsnit bygger pé et interview med Benny Lautrup (Lautrup, 1998).

B. Lautrup er teoretisk fysiker ved Niels Bohr Institutet (KU), og har i perioden
1965-85 arbejdet inden for hgjenergifysik, og derefter har han i en 10 ars periode
arbejdet med neurale netveerk. Han er nu tilbage i teoretisk fysik, men denne
gang i en bredere forstand; han arbejder bl.a. med naturfilosofiske emner, og
har fornyligt skrevet 2 artikler inden for naturfilosofi.

Som teoretisk fysiker har han beskeftiget sig med symmetri p3 flere forskellige
mader. I dette interview-referat vil vi dog gengive hans overordnede tanker om

symmetri i fysik.

3.3.1 Symmetri, fysik og naturen

Lautrup anvender samme definition af symmetri som vi arbejder med, nemlig at
et system er symmetrisk under en transformation, hvis transformationen forer
til, at systemet er uskelneligt fra det originale system.

Lautrup betragter symmetrier som det mest fundamentale niveau, vi kan be-
skrive naturen pd; nasten alle vores naturlove kan postuleres som symmetrier
under én eller anden gruppe. Dermed er symmetri afggrende pi alle planer,
men han tilfgjer, at brudte symmetrier og skjulte symmetrier af nogle betragtes
som vigtigere. Skjulte symmetrier er ikke selv-evidente i modsztning til f.eks.
symmetrier i kontinuumsfysik.

Der er efter Lautrups mening ingen tvivl om, at det er noget ved naturen, som
far symmetrier til at spille en si afggrende rolle i fysikken — han siger “Det er
en meddelse fra naturen til os”. P4 det makroskopiske plan er der ikke mange
virkelige genstande, der er perfekt symmetriske. I den snavsede verden vi lever i,
er der ingen perfekte symmetrier at se og vi bliver ngdt til at idealisere os frem
til symmetri. Nar vi undersgger naturen pa et dybere niveau, og undersgger de
fundamentale egenskaber, s3 finder vi symmetrier. Han navner at neutronstjer-
ner og atomer er tilnzermelsesvise kuglesymmetriske. Symmetrier er egenskaber
ved naturen, men vi beskriver dem i fysikken med et socialkonstrueret system——
matematikken.

Lautrup mener, at alt den matematik som fysikken bruger er sprunget ud af
fysikken. Matematikken er et endnu dybere udsagn om naturen end fysikken, et
udsagn som ikke er afhaengig af begyndelsesbetingelser og stofansamlinger, men
som stadig er et udsagn om hvordan vores verden er struktureret. Bide mate-
matikkens og fysikkens tegn og notationer kan ses som sociale konstruktioner,
men Lautrup mener ikke, at det er en social konstruktion, at matematikken kan
sige noget om, hvordan naturen er.
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3.3.2 Symmetris anvendelser

Lautrup fortzller, at symmetri er ét vigtigt redskab mange steder f.eks. for
krystallografer og for Wigners arbejde med kvantemekanikken. Det var dog forst
i bgjenergifysikken, at man s3 den rigtige anvendelse af gruppeteori.

Lautrup mener godt at man kan se symmetribetragtninger som approximatio-
ner, men der er forskellige typer af forsimpling i de forskellig dele af fysikken. 1
kontinuumsfysik bruger man for det meste symmetribetragtninger til at simplifi-
cere lgsningen af et problem, her kommer symmetrien helt naturlige af systemet
makroskopiske form.

Som modsaetning hertil kan man se p4 hgjenergifysik, hvor gruppeteoretiske
betragtninger star forst. Man postulerer, at visse symmetrier eksisterer for at
finde relationer mellem det man beskzftiger sig med. Det er ikke umidelbart
oplagt at symmetrierne skal veere der, eller hvad de skal veere; de er opdaget
gennem et langt arbejde.

Selvom der i begge tilfzelde er tale om at symmetribetragtningerne er forenklin-
ger, er Lautrups pointe at symmetribetragtningerne har forskellig status i de to
discipliner.

3.3.3 Egen brug af symmetri

Lautrup bruger symmetri hyppigt i sit arbejde, og han er meget bevidst om
denne brug, badde som underviser, og i andet videnskabeligt arbejde.

I forbindelse med undervisning er Lautrup ved at skrive en larebog, der skal
veere en introduktion til kontinuums fysik. I denne proces er han meget bevidst
om, at udpege symmetrier, nar de er der.

3.3.4 Lautrups filosofiske stasted

Efter Lautrups overbevisning er den natur, som vi taler om, primart det billede
som vi fir af naturen gennem sanserne. Men som teoretisk fysiker mener han
ogsé, at den abstrakte bearbejdning af naturlovene fgrer til forstielse.

Overvejelser om en underliggende “virkelig” natur kan ikke bruges til noget, da
vi aldrig kan komme i kontakt med den, men at modellerne for virkeligheden
repraesenterer en brugbar virkelighedsopfattelse.

P4 spgrgsmaélet om, hvorvidt den kvantemekaniske bglgefunktion eksisterer eller
ej, er svaret “Nej”, bglgefunktionen og dens kollaps er noget, der sker i det enkelte
menneske.
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3.4 Eigil Praestgaard

Dette afsnit bygger p4 et interview med Eigil Prastgaard (Praestgaard, 1998).

Eigil Przestgaard er ansat som professor p4 institut I (institut for biologi og kemi)
pd RUC. Hans arbejdsomrade er statistisk-mekanisk beskrivelse af uordnede
systemers dynamiske og statiske struktur. Dette interview-referat gengiver nogle
af hans udtalelser vedrgrende symmetri i fysik og kemi.

3.4.1 Anvendelser af symmetri

Der er mange kemikere, der bruger symmetri, og kemien er i den grad praeget
af symmetri. I den made molekyler er opbygget p4, spiller symmetri en vigtig
rolle, men det er méske kun kvantekemikere og spektroskopikere, der omtaler
det som symmetri.

Praestgaard benytter ikke direkte symmetri i sit arbejde, men det spiller en
meget stor rolle for det, han beskaftiger sig med, som f.eks. faseovergange og
faseomdannelser, der er karakteriseret ved et symmetribrud. S4 man kan sige,
at i den underliggende teori spiller symmetri en rolle. Ofte beskrives faseom-
dannelse ved en sndring af en ordens-parameter. Den kan g3 fra at vere 0,
til at have en fast veerdi. Det der sker, er maske lettest at se, ved at betragte
et simpelt magnetisk system bestdende af en mangde magneter. Er systemet
over en vis temperatur, vil ensretningen af de enkelte sm& magneter vzre uko-
ordineret. Hvis man sztter et ydre felt p4, vil ensretningen vare kontinuert
aftheengig af hvor stort felt man sztter pa, og uden et felt, er der ikke nogen
total magnetisering. Hvis systemet kommer under en vis temperatur, sker der
en symmetri-eendring, og i stedet for et uordnet system, fremkommer der et
ordnet system. Der er tale om et symmetribrud. Noget tilsvarende sker nar en
vaeske udkrystalliserer, men det kan det veere vanskeligere at se, hvad der sker
med symmetrien, fordi det er et kontinuert system.

P34 det mere operationelle niveau spiller symmetri ogsa en rolle. Specielt hvis
man beskaftiger sig med Ising-systemer. Er der eksempelvis i et Ising-system
en tilstand, man har valgt at kalde spin up, skal der veere en helt symmetrisk
tilstand, man kalder spin down. Disse symmetriforhold kan man bruge i meget
udstrakt grad.

3.4.2 Symmetris status

Ifplge Praestgaard er symmetri en betingelse, der skal opfyldes, for sddan er
naturen. Det er den underliggende fysik, og fysikken er, i dag, i meget hgj grad
karakteriseret ved symmetribetragtninger. Meget af moderne fundamentalfysik
bestdr i, at til enhver symmetri, hgrer der en bevaret stgrrelse.

Det er karakteristisk, at beskrivelsen af faseovergange i de sidste 20 ar er glet
mod at blive en beskrivelse af symmetribrud. Man koncentrerer sig om sym-
metribrud som det underliggende og fundamentale. Der er situationer, hvor det
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er meget sveert at se, hvordan symmetri spiller ind. Hvis man beskeftiger sig
med meget komplicerede systemer, som f.eks. omdannelse i membraner og lig-
nende, si prgver man mange gange at fremstille en simpel model ved brug af
symmetriantagelser.

Symmetri er ikke en antagelse, der kan sammenlignes med f.eks. linearitet. Enten
er der en symmetri eller ogsa er der ikke en symmetri. For 20 &r siden, var
der en kvantekemiker, der regnede pa molekyler, inden man havde de store
regnemaskiner som man har i dag. Som udgangspunkt for beregningen geettede
. man dengang pa bglgefunktioner. Der var s& denne kvantekemiker, som foreslog
en metode, der inddrog en bglgefunktion, der kun var symmetrisk til forste
orden. Det bragte vild opstandelse, fordi kolleger mente, at der er ikke nogen
vej udenom, enten er en bestemt symmetri opfyldt, eller ogsa er den ikke.

3.4.3 Opdaget eller opfundet?

Med den teoribygning der eksisterer i dag, fremkommer symmetri, og den er ikke
startet med en symmetribetragtning. Man havde beskeftiget sig med faseover-
gange i mange ar, fgr det blev klart, at der var tale om et symmetribrud. I dette
tilfelde er symmetrien opdaget indenfor den eksisterende teori. Men der er en
tilbgjelighed til, at nar man i dag formulerer de fundamentale love, indbygger
man symmetri i dem fra starten. Det kan da godt veere, at man kunne starte
med at sige, at symmetri var fundamental, og si bygge fysikken op p& basis af
det. Men udviklingen viser snarere, at det er en opdagelse.



Kapitel 4

Cases

Efter gennemgangen af forskellige naturvidenskabsmands mening om symmetri
i fysik er det blevet tid til at se pa fire konkrete anvendelser af symmetribetragt-
ninger i fysik.

4.1 Symmetri og bevarede stgrrelser i klassisk
mekanik

I klassisk mekanik kan man i overensstemmelse med Noethers szetning (se afsnit
2.3) vise at en kontinuert symmetri svarer til, at en stgrrelse er bevaret.

Dette gores lettest i Lagra.nge-formalismen, som vi vil starte med at give en ind-
faring til. Efter dette giver vi tre konkrete eksempler p4 sztningens anvendelse.

Dette afsnit bygger, hvor ikke andet er opgivet, pd Symon (1972).

4.1.1 Generaliserede koordinater

Generelt kan et system af N partikler beskrives ved 3N koordinater, normalt et
szt af z,y, z koordinater pr. partikel. I stedet for normale cartesiske koordinater
kan man vzlge 3N andre koordinater som kan udtrykkes ved folgende relationer

a = a(1,0,2,%2,Y2,22,---, TN, YN, 2N, t)
g = @(21,91,21,%2,Y2,22,..., TN, YN, 2N, 1) (4.1.1)
N = @N(Z1,Y1,21,%2,¥2,22,. .., EN, YN, 2N, E)

De generaliserede koordinater betegnes typisk med ¢y, ..., qx; bemaerk at de kan
afhzenge af tiden hvis koordinatsystemet beveeger sig.

33
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Da de generaliserede koordinater beskriver hele systemet er det ogsi muligt at
beskrive de cartesiske ved de generaliserede koordinater

z1 = zi(q,---,08N,t)
n = wlqa,...,gsN,t) (41.2)
2y = 2zn(q1,...,43N,1)

Hvis man har er system hvor de enkelte partikler ikke kan bevzege sig frit i
forhold til hinanden, kan man reducere antallet af koordinater. Er der f.eks.
¢ uafhaengige bénd pi et givent system, kan man udtrykke disse band som ¢
relationer mellem koordinaterne:

hi(z1,¥1,---,2N,t) = a1
ha(z1,¥1,..-,2N,t) = a2
hc($1,y1,...,ZN,t) = G

Man har da et system som siges at have f = 3N — c frihedsgrader, og antallet
af generaliserede koordinater kan reduceres til 3N — ¢, da disse sammen med
de ¢ band i alt giver de 3N koordinater som der skal til en beskrivelse af hele
systemet.

F.eks. kan et stift legeme beskrives ved 6 koordinater i stedet for 3 for hver
partikel.

Man definerer derefter analogt til normal hastighed den generaliserede hastighed
(gk) herende til den %’te generaliserede koordinat som

= 9

9 = at

Herefter kan den kinetiske energi T beregnes som funktion af de generaliserede
hastigheder. Dette ggres ved at beregne de cartesiske hastigheder som funktion
af de generaliserede koordinater ved at differentiere ligningssystemet 4.1.2, og
derefter benytte udtrykket

N
1 . . .
T=Y §m,~(:t:t2 + 92+ 22) (4.1.3)

i=1
for den kinetiske energi.
Symon (1972) viser at dette udtryk kan omskrives til
3N 3N

3N
T=> > %Aklékél +Y Brir+To
k=11=1 k=1
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hvor Ay, Bg,To er funktioner af de generaliserede koordinater, og evt. ogsi af
tiden hvis der er tale om et koordinatsystem i bevaegelse.

Hvis det generaliserede koordinatsystem ikke er tidsafhangigt, svarende til at ¢
ikke indgar i ligning 4.1.1, vil B og Tp vare nul, og dermed vil T vzre pi en
kvadratisk form i de generaliserede hastigheder, hvilket vi senere skal udnytte.
Den generaliserede impuls kan derefter defineres som?!
éT
= 4.1.

P= 5o (4.1.4)

Man skal bemarke at px bide kan betegne impuls og impulsmoment, hvis g er

en afstandskoordinat si er p, impuls, og hvis g, er en vinkelkoordinat si er p,
impulsmoment.

Hyvis den potentielle energi, V', kan beskrives som en funktion af de generaliserede
koordinater, kan man definere den generaliserede kraft som

Qr=—7— (4.1.5)

Dette er igen analogt til den normale definition af potentiel energi i en dimension
(Christiansen et al., 1990, side 4-7)

Fdz = —dEps
—dE

F = _ZZpot
dz

4.1.2 Lagranges ligning

For at kunne udnytte disse nye generaliserede koordinater, skal vi have en dif-
ferentialligning som svarer til Newtons 2. lov. Ud fra ligning 4.1.4 fas et udtryk
for endringen af impuls pr. tid,

dpk_ d éT _
W"E(adk) k=1,....f (4.1.6)

Dette udtryk kan bruges til, gennem er lang reekke omskrivninger, at komme
frem til '

dpk _ aT _ .
‘dT‘Q”aq,,’ k=1,...,f (4.1.7)

Dette udtryk ligner det normale udtryk for kraften i Newtons 2. lov i et almin-
deligt koordinatsystem, men der er et ekstra led — en “fiktiv” kraft.

Normalt omskrives ligning 4.1.6 og 4.1.7 til

d (0T oT
— = "——=Qk, k"—'—'l,...,f (4.18)
dt \ 9gi Ogr

1] et ét-partikelsystem beskrevet i cartesiske koordinater svarer ligning 4.1.4 til at

_d my?
p=p—=mo
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Hvis kraften kan afledes af en potentiel energi (ligning 4.1.5), defineres Lagran-
gefunktionen som

L(ql"-'1q3N;q.1"--yd3N;t) =T-V.

Husk at T' athznger bade af ¢1,...,¢r 0g ¢1,...,4f, mens V kun afthanger
af q1,...,4q¢, og evt. tiden. Differentieres Lagrangefunktionen med hensyn til
en generaliseret hastighed, f.eks. gy, er det derfor kun T som giver et bidrag,.
Differentieres den derimod med hensyn til en generaliseret koordinat, giver bade
T og V et bidrag. Man far

d 0L d oT
oL or o8v  or
— = e = 4.1.10
gy, Ogqx Ogr  Ogx O ( )
Dvs. ligning 4.1.8 kan skrives som,
d 6L OL
&a—dk——aa_o k=1,...,f (4.1.11)

denne ligning er normalt den, der kaldes Lagranges ligning, og benyttes til at
beskrive systemet.

4.1.3 Konstanter og symmetri

Hvis der er én af de generaliserede variable som L ikke afhzenger af, lad os sige g,
siges q; at vaere en ignorabel koordinat eller en cyklisk koordinat. Den tilhgrende
Lagrange-ligning reduceres da til

4oL _
dtog ~
hvilket umiddelbart kan lgses til, (husk ligning 4.1.4 og 4.1.9)
6_.L = p; = en konstant.
el

Dette kan bruges til at forenkle lgsningen af det totale system af Lagrange-
ligninger, hvilket dog ikke er vores mal.

Hyvis en koordinat er cyklisk, afheenger ligningerne ikke af denne koordinat, s en
vilkarlig sndring af koordinaten vil ikke &ndre noget i ligningerne. Dette bety-
der, at ligningerne er invariante under transformationer af denne koordinat, og
systemet er derfor symmetrisk med hensyn til denne koordinattransformation.

Som det fremgar, svarer en cyklisk koordinat g; til en bevaret stgrrelse p;, og da
en cyklisk koordinat svarer til en symmetri, s3 er dette et eksempel pa Noet-
hers sztning. Vi vil nu komme med tre eksempler hvor man finder de klassiske
bevarelseslove.
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4.1.4 Eksempler
Impulsmoment

Det fgrste eksempel pa en anvendelse af setningen om at en cyklisk koordinat
giver en bevaret stgrrelse, angar en partikel som bevaeger sig i et plan og er
pavirket af en centralkraft. En centralkraft er en kraft som er rettet mod eller
veek fra et fast punkt O og hvis stgrrelse kun er en funktion af afstanden til O,
som betegnes r. Fordi bevaegelsen foregér i et plan, kan vi udtrykke partiklens
position ved afstanden til det faste punkt O, r, og en vinkel 8, dvs. i polare
koordinater. Det kan vises at den potentielle energi, V, kun aftheenger af r for en
centralkraft. Ligning 4.1.3 kan benyttes til at vise at T ligeledes ikke afhzenger af
6. Da bevaegelsen foregar i et plan, er z konstant, og dermed er 2 = 0. Der galder
fplgende relationer mellem de cartesiske og de polere koordinater z = r cos8 og
y = rsin@ og derfor kan T skrives som

T = %m(z’z +9?) ' (4.1.12)
= %m(i‘2 cos? 0 + #* sin? 0 + r?(sin® 0)8? + r2(cos? 0)62) (4.1.13)
= Imity -;-mrzéz (4.1.14)

S& T er uafhaengig af 6. Vi har da at

oL
56 =0
og dermed
6_1':, = py = en konstant
00

hvor py er impulsmomentet omkring centrum, og dermed er der er impulsmo-
mentbevarelse omkring den valgte akse.

En planet der bevaeger sig omkring solen, er pavirket af en centralkraft og be-
veeger sig i et plan. Det falder derfor ind under dette eksempel, og vi ser at vi
dermed har vist Keplers anden lov, som essentielt er impulsmomentbevarelse.
Beviset for Keplers anden lov i Newtonsk mekanik er ikke helt s& gennemskueligt
som ovenstiende bevis, men det kan dog gennemfgres uden brug af Lagranges
formalisme (Ohanian, 1989).

Impuls

Hvis man beskriver et system ved koordinaterne hgrende til massemidtpunktet
X,Y, Z, og de resterende koordinater relativt til massemidtpunktet, og antager
at der ikke virker nogen ydre kraft. Da vil der ikke vare nogen andring i V
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eller T hvis vi flytter hele systemet uden at zndre de relative positioner og
hastigheder af partiklerne, fir vi f.eks. i z-retningen at der gelder

oL
ax =0

og dermed at px er en konstant. Her er px den totale impuls i z-retningen,
tilsvarende for de resterende retninger, og den totale impuls er bevaret.

Energi

Fgrste hovedszetning i termodynamik, og en vigtig setning i klassisk mekanik,
er energibevarelsesszetningen. Denne kan ligeledes vises ud fra symmetribetragt-
ninger, hvilket dog kreaever at vi forst har et udtryk for den samlede mekaniske
energi (Emek).-

Hvis man benytter et fast koordinatsystem, ved vi fra fgr, at den kinetiske energi
bliver en kvadratisk funktion af de generaliserede hastigheder. Ifglge Eulers szet-
ning gzlder fglgende

f
Zékg—.T— =2T
k=1 L
og da
L=T-V

og fordi V er uafhzngig af tiden, har vi at

! .
, 8L
Y dige —~L=T+V = Ene
k= OOk

Det kan ved differentiation vises at
f
d . 0L éL
S4 hvis L ikke atheenger af tiden, nér vi alt i alt frem til at
f

Z dka—,L — L = E,,.; = en konstant

o %
Kort sagt har vi vist at der galder energibevarelse, nar L ikke athzenger af tiden.

4.1.5 Opsamling

Vi har set at hvis man pi en eller anden made er i stand til at levere en cyklisk
koordinat for et system, dvs. en koordinat som Lagrangefunktionen ikke afhan-
ger af, vil den tilhgrende generaliserede impuls vare en bevaret stgrrelse. At et
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system har en cyklisk koordinat, medfgrer at systemet er invariant med hensyn
til denne koordinat, dvs. systemet besidder en symmetri.

Alt i alt kan man se, at symmetri spiller en vis rolle i den klassiske mekanik
indenfor Lagranges formalisme. Man kan dog komme frem til de samme resul-
tater uden brug af Lagranges ligninger, hvorved symmetri-argumenterne ikke
fremkommer pi samme méade. Nir man fgrst har set resultaterne bliver det
forholdsvist let at forudsige bevarede stgrrelser ud fra det fysiske systems sym-
metriske egenskaber.
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- 4.2 Rotationel symmetri i kvantemekanikken

Denne case beskzeftiger sig med et eksempel p4 anvendelse af betragtninger
vedrgrende kontinuert symmetri og bevarede stgrrelser sddan som det formuleres
i kvantemekanikken. Efter en kort introduktion til kvantemekanik finder vi et
udtryk for den operator, der beskriver rotation af koordinater omkring z-aksen
R,. Vi anvender Baker-Hausdorffs formel til at vise, at Hamiltonoperatoren
og operatoren for impulsmomentet kommuterer, hvilket er kvantemekanikkens
made at formulere det forhold, at en stgrrelse er bevaret.

4.2.1 Introduktion til kvantemekanikken

Kvantemekaniske problemer gir f.eks. ud pa at finde hvilke partikeltilstande
der er stabile, givet at partiklen befinder sig i et givent potential. Potentialet
beskrives i kvantemekanikken med Hamiltonoperatoren, H og problemet med
at bestemme stabile tilstande kaldes at bestemme egentilstande for H. Andre
kvantemekaniske problemer handler om at bestemme stgrrelsen af en bestemt
parameter, f.eks. impulsen af en partikel. Dette problem lgses ved at lade en
operator virke pd partiklens bglgefunktion, f.eks. er den operator, der svarer til
impulsen p givet ved:

p=§v (4.2.1)

Alle operatorer i kvantemekanikken er ifglge Griffiths (1995) linezre og herm-
itiske. Man opererer med forventningsveerdien af disse parametre. En operator
Q har en forventningsvaerdi, der symboliseres ved folgende:

<Q>=<¥|Q¥ > (4.2.2)

Der henvises til Griffiths (1995) for mere udfgrlig forklaring; dog gives et eksem-
pel p4, hvad forventningsveerdien af impulsen af en éndimensionalbglgefunktion
er:
kho¥(z) >
z

< pz >=<L ‘Il(z)|;—3-—

Vi skal her dog ikke beskaftige os med en lgsning af ovenstaende type problemer
— i stedet skal vi se, hvorledes man kan slutte, at impulsmomentet er en bevaret
stgrrelse nar det potential, partiklen befinder sig i, er rotationssymmetrisk.

4.2.2 Impulsmomentet

Impulsmomentet benaevnt, L, kan i den klassiske mekanik opfattes som en ro-
tationel analog til impulsen. Det defineres med hensyn til et omdrejningspunkt
(f.eks. Origo), og som krydsproduktet af retningsvektoren fra omdrejningspunk-
tet og impulsvektoren (Griffiths, 1995):

Lo=r,%xp (4.2.3)
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I samme Griffiths (1995) er den kvantemekaniske operator, der svarer til z-
komposanten af impulsmomentet angivet

h( 8 0
L,= (.’Bb—g - y%) (424)

i
4.2.3 Hamiltonoperatoren

Hvor ovenstiende impulsoperator méler impulsen af en partikel, og impulsmo-
mentoperatoren maler en partikels impulsmoment, méler Hamiltonoperatoren
partiklens totale energi. Hamiltonoperatoren bestér fglgelig af to led, ét der ma-
ler kinetisk energi, og ét der méler potentiel energi: H = —-%‘%Vz +V(z,y,2). 1
forste led indgér (z,y, z) symmetrisk, og under sarlige omstzndigheder indgar
de ogsé symmetrisk i det andet led. Man kunne f.eks. forestille sig, at dette
var tilfzeldet hvis V' var et Coulomb’sk potentiale, V(r) = — €1 Her indgar

4meg T
(z,y, 2z) symmetrisk, idet » = /22 + y2 + 22. Under disse betingelser vil vi ikke
kunne skelne virkningen af Hamiltonoperatoren fgr (benzvnt H) fra Hamilto-
noperatoren efter rotation (benzvnt Hg). Hvad dette fr af konsekvenser for
impulsmomentet, skal vi se pa i det efterfglgende.

4.2.4 Operatoren for rotation om z-aksen

Vi definerer en rotationsoperator R p4 fglgende made (Arfken & Weber, 1995):
Rf(z,y,2) = f'(z,y,2) = f(z',y',2") (4.2.5)

Lader vi R virke p4 testfunktionen f, fr vi en ny funktion, f’, der er nume-
risk lig med funktionsveerdien af de roterede koordinater, f(z',y’, 2’), hvilket er
indholdet af ligning 4.2.5.

Vi vil i denne sammenhang se nermere pa operatoren for den infinitesimale ro-
tation om z-aksen kaldet R.(6¢). Ifplge Arfken & Weber (1995) kan vi udtrykke
virkningen af R,(d¢) pa testfunktionen f pa nedenstiende facon:

Rz(6¢)f($, Y Z) = f(z + y6¢, y— .’L'6¢, 2) (4'26)

Vi raekkeudvikler hgjresiden af ligning 4.2.6 til forste orden i §¢, og far:

of _ 8f
Z ) 1 ¥,2) = 1¥2,4) . Yo &
A C- Rt SENCEY)
Vi identificerer indmaden af den krgllede parentes i ligning 4.2.7s hgjreside som
et udtryk proportionalt med L, defineret i ligning 4.2.4.

Seatter vi i = 1 kan vi omskrive ligning 4.2.7 til:

R.(6¢)f(z,y,2) = (1 —iL.6¢)f(z,y,2) (4.2.8)
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Lader vi R, virke to gange pé testfunktionen f, er resultatet summen af de to
koordinat-rotationer:

R.(6¢ + ¢)f(2,y,2) = R:(6¢)R:(4)f(z,y,2) = (1 - iL.08)R:(4) f(2,y, 2)
(4.2.9)
Vi ganger parentesen af ligning 4.2.9s hgjreside ud,

(R:(6¢ + ¢) — R:(9)) f(z,y,2) = —iL:06R:(8) f(z,y, 2) (4.2.10)

Dividerer vi hgjre og venstre side af ligning 4.2.10 med §¢, og dropper vi test-
funktionen, far vi fglgende operatorligning for R,:

(Rz (6¢ + ¢) — Rz (¢)) —
o0

Ligning 4.2.11 er identisk med eksponentialfunktionens funktionalligning, for ¢
ghende mod nul. Vi kan indse, at R,(¢) kan skrives pa folgende eksponentielle
form:

—iL,R,(¢) (4.2.11)

R;(¢) = exp(—igL.) (4.2.12)

4.2.5 H og L, kommuterer

Vi skal herefter udnytte, at vi har kunnet omskrive R, til et eksponentielt ud-
tryk. Vi forestiller os at Hamiltonoperatoren er invariant under rotation om
z-aksen, dette kan vi ifglge Arfken & Weber (1995) beskrive ved:

H = Hp=
H = R,HR'=>
H = exp(—iL,¢)Hexp(iL.9)

For at omskrive benyttes Baker-Hausdorffs formel (Arfken & Weber, 1995);
exp(iG) A exp(~iG) = A+ [iG, 4] + 5iG, [iG, 4] + .. (4.2.13)
I Baker-Hausdorffs formel 4.2.13 indgir kantede parenteser, der symboliserer

kommutatorer som beregnes som [G, A] = GA — AG, hvis [G, A] = 0 siges A og
G at kommuterer.

H = H+[-—i¢Lz,H]+%[i¢L,,[i¢L,,II]]+...=> (4.2.14)

H = H—i¢[L,,H]+¢2[L,,[£‘—2’ﬂ]+...=> (4.2.15)
0 = 0—i¢[Lz,H]+¢2[L,,[L—zz’ﬂ]+... (4.2.16)

Omskrivningen af 4.2.14 baserer sig p4, at sivel H som L, er linezre operatorer
(Griffiths, 1995). I omskrivningen af ligning 4.2.15 har vi blot subtraheret H pa
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begge sider af lighedstegnet. Dividerer vi hgjre og venstre side af ligning 4.2.16
med ¢, fas:

L [LZfH]

0=0—i[L,, H] + ¢[L, —2=] +.. (4.2.17)

Ovenstaende ligning 4.2.17 skal gaelde for enhver vardi af ¢. Det kan kun vaere
opfyldt, safremt kommutatoren [L,, H] er nul, hvilket betyder, at de to opera-
torer kommuterer.

4.2.6 Impulsmomentet er bevaret, fordi [H,S,] =0

I den foregdende case s& vi, at man i klassisk mekanik kan formulere at en
storrelse —i form af en generaliseret impuls— er bevaret, hvis den tilhgrende
generaliserede koordinat er cyklisk. Kvantemekanikken formulerer noget tilsva-
rende ved brug af anden formalisme. Der gzlder generelt i kvantemekanikken,
at hvis en operator kommuterer med Hamiltonoperatoren, er den fysiske stor-
relse, der svarer til denne operator en bevaret stgrrelse. Dette vil vi vise i det
folgende.

At en stgrrelse er bevaret, betyder at forventningsvaerdien af denne stgrrelse
ikke aendrer sig i tid. Derfor ‘kunne vi differentiere ligning 4.2.2 implicit med
hensyn til tiden:

d d
F<@> = Z@[QY> (4.2.18)

| g<0> = (Gow)+(v|Re)+(v)oF) w21

Schrédingerligningen siger, at

o .
ih = HY (4.2.20)

(Hvor H er Hamitonoperatoren, der er hermitisk). Dette kan vi indszette i ligning
4.2.19:

d oQ

L <Q>=-2 (H\I' | QW) + < = > + Zl,-ioll | QHY) (4.2.21)

Vi udnytter nu, at H er hermitisk, hvilket vil sige at (Griffiths, 1995)
<HY|Q¥ >=< ¥ |HQY > (4.2.22)
og far:

5 <e>=1uma+(3) (42:23)

Denne ligning 4.2.23 er vigtig, fordi i de fleste tilfzlde afhaenger operatorerne
ikke eksplicit af ¢, hvorved sidste led forsvinder. Hvis kommutatoren [H, Q] = 0,
er forventningsvaerdien < [H,Q] >= 0, og dermed m4 venstresiden af ligning
4.2.23 ogsa vaere nul, hvilket svarer til, at forventningsveerdien af @ ikke sendrer
sig, og @ er folgelig en bevaret stgrrelse.




4 Cases

4.2.7 Opsamling og anvendelser

Vi har set, at operatoren for koordinatrotation om z-aksen er intimt knyttet til
operatoren for z-kompossanten for impulsmomentet,

R;(¢) = exp(—i¢L.)

Nar Hamiltonoperatoren er invariant under R, fandt vi, at [H, L,) = 0, hvilket
har to konsekvenser.

1. z-kompossanten af impulsmomentet er en bevaret stgrrelse,

2. De to operatorer har et felles szt af egentilstande.

Fgrste punkt har som konsekvens at der findes metastabile tilstande f.eks. for
hydrogenatomet (Griffiths, 1995) og udvalgsregler. Man kan vise, at Bohrs po-
stulat om impulsmomentets kvantisering til dels er en fglge af impulsmoment-
bevarelse (Christiansen, 1998). Andet punkt bruger man som hjzlp i lgsningen
af Schrédingerligningen, idet egentilstande for H ogsa skal vaere egentilstande
for L,.
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4.3 Molekylespektroskopi

Denne case beskzftiger sig med en anvendelse af diskret symmetri i forbindelse
med infrarpd (IR) absorptionsspektroskopi p& molekyler. Afsnittet baserer sig,
hvor intet andet er angivet pd en notesamling fra et kursus i “kemisk fysik”
(Spanget-Larsen, 1996). Af hensyn til vores malgruppe har vi valgt at anvende
mindre matematisk stringens, end eksempelvis Spanget-Larsen (1996) eller Bo-
ardman et al. (1973) benytter i deres symmetribetragtninger i forbindelse med
IR-spektroskopi. Forméalet med symmetribetragtningerne er, at forudsige nogle
* karakteristika ved gassen ethylens IR-absorptionsspektrum.

Som optakt introduceres begrebet normalvibrationer og punktgruppen Dsps ka-
raktertabel og symmetrioperationer. Dernzest fglger nogle semi-klassiske overvej-
elser om molekylets dipolmoment, og afsnittet slutter med at svare pa spgrgsma-
let om, hvor mange absorptionstoppe i ethylens IR-spektrum, der kan tilordnes
C-H strzkninger.

4.3.1 Ethylen

Molekylet ethylen er plant, og bestar af 4 hydrogen- og 2 carbonatomer for-
bundet som angivet p& figur 4.1. Bindingerne imellem atomerne er fleksible
(fjederagtige), og molekylet kan derfor svinge harmonisk.

4.3.2 Normalvibrationer

Ikke alle svingninger er mulige for ethylenmolekylet. Eksempelvis er den sving-
ning som bestar i, at et enligt hydrogenatom “vinker”, mens resten af molekylet
er i ro, ikke en tilladt svingning, for den er ustabil. Man kan forestille sig, at
ethylenmolekylet ved en kollision fir sat et enligt hydrogenatom i gang med at

Yh

Figur 4.1 Figuren er en teguning af ethylenmolekylet.
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Inversions punkt

Figur 4.2 Ethylenmolekylets inversionspunkt ligger midt mellem de to C-atomer.

“vinke”, men svingningen vil hurtigt forplante sig til resten af molekylet, der
herefter vil foretage en samordnet bevaegelse. SAdan en samordnet bevzegelse
kaldes en normalvibration.

4.3.3 Molekylets symmetri bestemmer normalvibratio-
nernes symmetri

Ved betragtning af figur 4.1 eller en molekylemodel kan man overbevise sig om,
at ethylen ud over at vere invariant under enhedsoperatoren ogsa er invariant
under tre rotationsakser, ét inversionspunkt, og tre spejlplaner.

Tre rotationsakser (Cs)

En rotationsakse er en akse, der gir gennem molekylet, og ved passende rotation
omkring denne akse gir molekylet over i sig selv, hvormed menes, at molekylet
er uskelneligt fgr og efter rotationen. Hvis man tager y-aksen i figur 4.1, og
placerer den siledes, at den gir igennem dobbeltbindingen mellem de to C-
atomer, kan man ved rotation 180° omkring y-aksen f& molekylet til at g over
i sig selv. Dette kalder man en Cs-akse, hvor C er det generelle betegnelse for
en diskret rotation og 2-tallet angiver, at man i lgbet af en rotation pa 360° to
gange opnar, at molekylet gér over i sig selv.2 Man kan ggre det samme med 2-
og z-aksen, og overbevise sig selv om, at de ogsa er Ca-akser.

Et inversionspunkt (i)

Et inversionspunkt er et punkt pa molekylet, hvor man kan fgre alle molekylets
atomer igennem, og opna, at molekylet gar over i sig selv (se figur 4.2).

2For en uddybende beskrivelse af navngivningskonventionen henvises til (Boardman et al.,
1973).
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Tre spejlplaner (o)

Et spejlplan betegnes o,, og udspandes af to akser, f.eks. udspznder z- og
y-aksen molekyleplanet o, (zy). Ved spejling af ethylenmolekylet i o, (zy), gar
molekylet over i sig selv. Ved at flytte molekylets inversionspunkt ned til koor-
dinatsystemets centrum, ville man kunne overbevise sig selv om, at 0,(zz) og
o,(yz) pa lignende vis er spejlplaner.

Molekylets punktgruppe

N&r man har fundet molekylets symmetrier, kan man finde den punktgruppe det
tilhgrer, ved opslag i tabelveerk (Atkins, 1994). En punktgruppe beskrives ved
en relation mellem symmetrioperationer og symmetri-typer, og punktgruppen
angives som regel pa tabelform. For at forstd casens symmetribetragtning er
det ikke ngdvendigt at vide, hvad en karakter eller en karaktertabel er. En
narmere forklaring af hvad disse begreber dakker over, kraever en sterre indsigt
i gruppeteori, og falder derfor uden for denne rapports rammer, men kan findes
i de fleste grundbgger i gruppeteori, se f.eks. Boardman et al. (1973).

Nedenstiende karaktertabel er gengivet fra Atkins (1994), side C34 -

Ca(z) Ca(y) Ca(z) ) oy(zy) ou(z2) oy (y2)
+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
+1 -1 -1 +1 +1 -1 -1
-1 +1 -1 +1 -1 +1 —1
-1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
+1 +1 +1 e | -1 -1 -1
+1 -1 -1 -1 -1 +1 +1
-1 +1 -1 -1 +1 -1 +1
-1 -1 +1 -1 +1 +1 -1

Tabel 1 Karaktertabellen for punktgruppen D2, angiver, hvilken sammenhzang der er
imellem symmetrioperationerne (gverste reekke) og symmetrityperne (farste kolonne)

Forste kolonne (A,, By, ...) angiver de symmetrityper, der hgrer til punktgrup-
pen kaldet D2y, navngivningen er igen gruppeteoretisk, og derfor mindre vigtigt
her. @verste reekke angiver de symmetrioperationer, som hgrer til punktgruppen
kaldet Dgy,. Sidste kolonne angiver stgrrelser, der transformerer ligesom symme-
trityperne. Selve skemaet angiver om en symmetritype er symmetrisk (+1) eller
antisymmetrisk (—1) med hensyn til de til gruppen hgrende symmetrioperatio-
ner (det er tallene, der kaldes karakterer). Som eksempel ser vi p& symmetritypen
Bj3,,. Bj, transformerer ligesom en vektor, der peger langs z-aksen (jvf. sidste
kolonne). Lader vi enhedsoperationen operere p& Bs,, er den uskelnelig for og
efter,
EBs, = B3,
Roterer vi en vektor, der peger langs z 180° omkring z-aksen, vil vi fa en vektor,
der peger langs —z,
02(Z)B3u = —Bs,
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Figur 4.3 Ethylenmolekylets C-H strkningskoordinater (q1, ¢z, g3, 94) har et positivt
fortegn, nar bindingen forleenges, og et negativt fortegn, nir bindingen forkortes.

Tilsvarende for rotation omkring y, mens en rotation omkring z efterlader vek-
toren usendret,
Cs(z)Bsy = Bau

Inverterer vi en vektor, der peger langs =z, vil vi fi en vektor, der peger langs
—z’
iBSu = —Bs,

Lader vi en vektor der peger langs z spejle i zy-planet, far vi den samme vektor,
o(zy)Bsy, = B3y

Tilsvarende for en spejling i zz-planet, mens vektoren ved en spejling i yz-planet
vil g& over i “minus” sig selv,

o(yz)Bsy, = —Bsy

Tabellen er en kortfattet form at angive relationerne mellem symmetrityperne
og symmetrioperationerne.

Strzkninger af carbon-hydrogen bindinger

Molekylet kan bgje og streekke pa mange mader men vi vil her ngjes med at se pa
svingninger, der svarer til streekninger af bindinger mellem carbon og hydrogen.
Til dette formal definerer vi nogle C-H straekningskoordinater, ¢1,¢2,¢3 0g s
som er angivet pa figur 4.3. Det viser sig, at en normalvibration altid vil trans-
formerer p4 samme made som én af punktgruppens symmetrityper (Spanget-
Larsen, 1996). Derfor er naeste skridt at identificere normalvibrationerne, og at
udlede hvordan de transformerer.

Man kan anskue C-H straek kombinatorisk: Der er fire variable (g1, ¢2,93,%),
der kan antage veerdien +1 svarende til en straekning, eller —1 svarende til en
forkortning, det giver som udgangspunkt 2* = 16 muligheder. Flere af dem
kan vi dog udelukke, eksempelvis den C-H straekningstype, som svarer til, at tre
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Figur 4.4 Nir alle C-H bindingerne forlnges og forkortes i takt, kaldes normalvi-
brationen for totalsymmetrisk, idet denne normalvibration transformerer som A,.

Figur 4.5 Figuren viser den normalvibration, der transformerer som Bi,.

straek er positive, og ét strazk er negativt, da disse er ustabile. Der findes ialt fire
C-H straekningstyper der ikke transformerer som en eneste af symmetrityperne
i Day, og er derfor ikke normalvibrationer.

Vi finder, at der findes fire C-H straekningstyper, som er normalvibrationer. De
har symmetrierne Ay, Byy, Bay 0g By, og er angivet pa figurerne 4.4, 4.5 og
4.6. Man ggr som fglger: P& forhand kan vi udelukke fire af symmetrityperne,
nemlig dem hvor der zendres fortegn i en spejling i zy-planet, fordi molekylet er
symmetrisk i zy planet. Ifglge figur 4.3, kan der ikke vaere en spejling i zy-planet
(se figur 4.1 for akserne), hvor strazkningskoordinaterne zndrer fortegn.

S4 skal vi kigge p&, om strackningskoordinaterne gir over i sig selv, nar vi la-
der de forskellige symmetrioperationer virke p& dem, idet vi taeller, hvor mange
af strekningskoordinaterne, der bliver p&4 samme plads efter operationen. Det
betyder, at hvis vi f.eks. udfgrer en rotation, skal vi se hvor mange af straek-
ningskoordinaterne, der ligger p&4 samme position, som fgr vi udfgrte rotationen.
Vi angiver fglgende tabel for straekningskoordinaterne:
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Figur 4.6 Denne normalvibration transformerer som Bs,, og svarer til, at molekylets
dipolmoment oscillerer langs y-aksen pa figur 4.1.

Figur 4.7 Ilustration af den normalvibration, der svarer til symmetritypen B, og
far molekylets dipolmoment til at oscillere langs z-aksen pa figur 4.1.
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Ca(z)  Ca(y)  Cafz)
0 0

ou(Ty) oy(z2) oy(yz)
4 0 0

o
o
o
N )
=3

0 0
0 0
0 0

(== v I o}

4 0 0
4 0 0
4 0 0

Tabel 2 Qverste raekke angiver som far symmetrioperationerne for punktgruppen Dap,
yderste venstre kolonne angiver den delmangde af D2x-punktgruppens symmetrityper,
som tkke skifter fortegn ved en spejling i zy-planet. Tallene i tabellen angiver, hvor
mange streekningskoordinater der er invariante under de respektive symmetrioperatio-
ner.

I tabel 2 angiver forste kolonne yderst til venstre en delmangde af Daj-
punktgruppens symmetrityper, nemlig dem som ikke skifter fortegn ved en spej-
ling i zy-planet. Dverste raekke angiver alle symmetrioperationerne for punkt-
gruppen Dyj. Tallene i tabellen angiver antallet af streekningskoordinater, som
er invariante under de respektive symmetrioperationer.

Man kan s finde ud af hvilke normalvibrationer, der svarer til hvilke symme-
trier. Fokusér eksempelvis® pa g;. Tabel 3 angiver, hvad straekningskoordinaten
q1 gar over i nar punktgruppens symmetrioperationer virker p4 den. Som fzl-
lesbetegnelse for den transformerede strackningskoordinat anvendes R (q1).

E - Cy2) Ca(y) Ca(z) i ov(zy) oy(z2) ov(yz)
R(q) Q Q4 qs Q2 a4 Q a2 as

Tabel 3 En angivelse af, hvad strakningskoordinaten gq; gir over i, nir Dg-
punktgruppens symmetrioperationer virker Pa qi.

Det naste skridt er at finde straekningskoordinaterne for R(q;). Dette gores
ved at “gange” den netop fundne tabel (tabel 3), pa karaktertabellen for punkt-
gruppen (tabel 1). Resultatet er den s3kaldte projektions-vektor, som er givet
ved:

P=3 Y {x(B)R(@)} (43.1)
R

Ligning 4.3.1 skal lzeses saledes: For hver af punktgruppens symmetrityper findes
der en projektionsvektor, dvs. i = {A,, By4, By, B3, }. Denne projektionsvektor
fremkommer som en sum af en rzkke produkter, der fremkommer ved fglgende
betragtning: Hver gang én af punktgruppens symmetrioperationer (R;) virker
p4 en straekningskoordinat, ¢1, dannes den transformerede streekningskoordinat
(Rj(gq1))- R;j(q1) ganges med den karakter (x(R;)), som symmetritypen i har
ifglge tabel 1. (Sammenlign eventuelt med eksemplet angivet nedenfor). Projek-
tionsvektoren beskriver en normalsvingning (Spanget-Larsen, 1996).

Tabel 4 viser resultatet:

3Resultatet bliver det samme hvis en anden straekningskoordinat veelges.
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E Ca(2) Ca(y) Co(z) 1 ou(zy) oy (z2) ov(yz)
A, +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
By, +1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 -1
Bay +1 -1 -1 -1 - -1 +1 -1 +1
Bsu +1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 -1
R(q1) qQ Q4 q3 Q2 Q4 Q Q2 Q3
Pa,(q1) la+tau+taste+auta+e+ae)=i(a+a+es+a)

Pg,,(q1) %((11 +tUu-—B-@+tuta-—@-g)= %(fh — Q2 —gs+qs)
Pp,.(q1) @ —ut+ts-e-u+ta—g+a)=ia—e+a—aa)
Pgy. (1) s -—u-—s+e-—u+at+te-6)=ia+ae—g-aq)

Eksempelvis kan vi finde projektionsvektoren Pg,, (q;) til at veere givet ved en
sum af fglgende:

+1(q1), fordi karakteren for enhedsoperationen E er +1.
—1(q1), fordi karakteren for rotation om z er —1.
+1(g), fordi karakteren for rotation om y er +1.
—1(q,), fordi karakteren for rotation om z er —1.
—1(q1), fordi karakteren for inversionsoperationen er —1.
+1(q1), fordi karakteren for spejling i zy-planet er +1.
+1(q1), fordi karakteren for spejling i zz-planet er +1.
—1(q1), fordi karakteren for spejling i yz-planet er —1.
Ved summation af ovenstidende opnés, at

1
Py, (1) = (@1 + ¢ — a3 — q4)
4

Dette svarer til, at der findes en normalvibration, hvor folgende deformationer
sker samtidigt: ¢; og g2 forleenges, mens g3 og g4 forkortes.

4.3.4 Udvalgsregler

Nu hvor vi har fundet ud af hvilke normalvibrationer, der er mulige, er nzeste
sporgsmél, hvilke normalvibrationer der giver anledning til absorption af IR-
straling. Ligesom for atomer findes der udvalgsregler for molekyler, ndr man
bruger IR-spektroskopi. I IR-spektroskopi findes udvalgsreglen, at normalvibra-
tionen skal fi molekylets dipolmoment til at oscillere (Atkins, 1994). Hvis vi-
brationen ikke s&ndrer molekylets dipolmoment, vil vibrationen ikke vise sig i et
IR-spektrum, og vibrationen siges at veere IR-inaktiv.

Dipolmoment, klassisk set

Forklaringen af et dipolmoment sker gennem to eksempler. Gassen nitrogen
bestar af to nitrogenatomer, der er bundet til hinanden (N3). Da de to halvdele
af molekylet er lige gode til at traekke i de elektroner, der udger bindingen
imellem dem, har molekylet intet permanent dipolmoment. En svingningstype
der svarer til strekning af bindingen mellem de to nitrogenatomer vil ikke give
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anledning til at dipolmomentet oscillerer i styrke, og svingningstypen vil derfor
vaere IR-inaktiv. Gassen hydrogenchlorid bestar af ét hydrogenatom bundet til
ét chloratom. Da chlor er vaesentligt bedre til at traekke i de elektroner, der udger
bindingen imellem de to atomer, vil molekylet have et permanent dipolmoment.
En svingningstype der svarer til at bindingen mellem de to atomer forlaenges (og
forkortes rytmisk) vil give anledning til at molekylets dipolmoment oscillerer,
og svingningstypen vil vaere IR-aktiv.

4.3.5 Hvilke C-H strazkninger for ethylen vil vaere IR-
aktive?

Hvad der ikke fremgik af ovenstiende eksempler er, at et molekyle ikke behgver
at have et permanent dipolmoment, for at kunne absorbere IR-straling (Atkins,
1994). Ethylen har intet permanent dipolmoment. Selvom hydrogen- og carbo-
natomerne har forskellig evne til at traekke i elektronerne, s& udbalanceres disse
forskelle pa grund af molekylets plane struktur. Som vi skal se, skal man forvente
to toppe i IR-spektret, som stammer fra C-H strak (Spanget-Larsen, 1996). Fi-
gur 4.4 viser den totalsymmetriske normalvibration, som har symmetrien A,.
Denne normalvibration giver ikke anledning til en top i IR-spektret, fordi der
ingen resulterende dipolmomentzendring er. Figur 4.5 viser normalvibrationen,
der har symmetrien B;4. Denne normalvibration vil heller ikke give anledning til
absorption af IR-straling, fordi der ingen resulterende dipolmomentzndring er.
Figur 4.6 viser den normalvibration, som har symmetrien Bs,. Da denne nor-
malvibration medfgrer et langs y oscillerende dipolmoment, vil denne vibration
give anledning til en top i IR-spektret. P4 figur 4.7 er angivet den normalvi-
bration, der har Bg,-symmetri. Da denne normalvibration svarer til et langs z
oscillerende dipolmoment, vil normalvibrationen give anledning til absorption
af IR-straling, svarende til en top i TR-spektret.

4.3.6 Opsamling

Ud fra betragtninger omkring molekylers symmetri er det muligt at identificere
de normalsvingninger, som opfylder de udvalgsregler der gzlder for absorption
af IR-straling. Disse betragtninger kan anvendes i en analyse af den pagaeldende
gas’ IR-spektrum.
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4.4 Symmetribrud

I modsztning til de andre cases er det ved symmetribrud ikke selve symmetrien
som er det centrale, men derimod ndringen af graden af symmetri i et system.

Man taler om et symmetribrud, hvis systemet gr fra en tilstand med en hgj
symmetri, til en med en lavere symmetri, f.eks. hvis et system gér fra en tilstand
med kontinuert translationssymmetri, til en tilstand med en diskret translations-
symmetri. Man finder sddanne overgange beskrevet mange steder i fysikken; i
nogle grene af fysikken er symmetribrud helt afggrende, mens de andre steder
mere har karakter af supplerende beskrivelse.

N&r man taler om symmetribrud for makroskopiske systemer, skal man vaere op-
mzrksom pi at den makroskopiske symmetri ikke er eksakt p& et mikroskopisk
niveau, som f.eks. i en gas. Hvis man betragter den makroskopisk er den bl.a.
symmetrisk med hensyn til den kontinuerte translationsoperator, mens den pa
mikroskopisk niveau ikke er symmetrisk med hensyn til nogen translationsope-
rator. Denne tilnzermelse har dog ikke nogen umiddelbar betydning, s4 lznge
det makroskopiske system er stort nok.

Det er vigtigt at skelne mellem to typer af symmetribrud. I den ene er det en
ydre agent som foretager symmetribruddet. Dette sker f.eks. ved den sikaldte
Zeeman effekt, hvor et atom palzgges et konstant ydre magnetfelt. Atomets Ha-
miltonfunktion er rotationssymmetrisk, men hvis et ydre magnetfelt palegges
tilfgjes et led til Hamiltonfunktionen som ikke er rotationssymmetrisk. Der sker
et symmetribrud i Hamiltonfunktionen. Denne type symmetribrud kaldes nogle
gange for et virkeligt symmetribrud. I modsztning til disse er der spontane sym-
metribrud som sker uden virkningen af en ydre agent. Weinberg beskriver disse
brud pé falgende made (Aitchison & Hey, 1989). Ideen om brudt symmetri er, at
Hamiltonfunktionen i kvantemekanik indeholder en eksakt symmetri, men at de
fysiske tilstande ikke kan indeholde en pzn reprasentation af denne symmetri.
Bruddet ligger ikke i, at lovene indeholder et asymmetrisk led, men i at man
kan opna en tilstand som er ikke-symmetrisk. En anden forfatter, Anthony Zee,
giver en analog med en tom vinflaske med den sedvanlige bule i bunden. En
sédan flaske er perfekt rotationssymmetrisk. Hvis vi nu taber en marmorkugle
ned i flasken, vil den lagge sig p4 bunden. Men da bunden er bulet, vil den
lzegge sig ude i kanten af flasken. Herved er rotationssymmetrien er brudt. I ste-
det for en geometriske rotationssymmetri, skal man forestille sig at virkningen (i
dette tilfzlde flasken) er rotationssymmetrisk. Hvis vi betragter en eller anden
genstand (svarende til marmorkuglen), det kan vare en partikel eller universet,
hvis historie vi skal bestemme, er det klart at den virkning som den er udsat
for, spiller en rolle (Zee, 1986). Pointen med analogien er at selvom virkningen
er symmetrisk, si vil genstandens historie ikke vaere det, svarende til at flasken
er rotationssymmetrisk og den foretraekker ikke nogen retning frem for andre.
Taber vi kuglen ned i flasken, brydes symmetrien.

En anden analog til spontan brud af symmtri i fysik, er beskrevet i Pagels
bog om symmetri, hvor han refererer den pakistanske fysiker Abdus Salam for
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Figur 4.8 Ilustrationen af det symmetribrud, der sker, hvis en person valger en
salatskil (Pagels, 1985, side 202)

folgende eksempel omhandlende brud pa en hgjre/venstre symmetri, dvs. en
diskret symmetri (Pagels, 1985).

Vi forestiller os et rundt middagsbord, hvor der er dackket op til seks personer —
se figur 4.8. Salatskélene er placeret symmetrisk mellem tallerkenerne. Hvis den
middagsgaest der forst raekker ud efter en salatskal, ikke kender til hgjre/venstre
salat-konventioner, vil gasten tage skilen til venstre med lige s stor sandsyn-
lighed som skilen til hgjre og dermed er systemet hgjre/venstre symmetrisk.
De andre middagsgeester er tvunget til at folge ham (hende), da der ellers vil
vare én uden salat. Nar skilen er taget, er den originale hgjre/venstre symmetri
brudt, og vi har med andre ord i begge tilfzelde en ikke-symmetrisk lgsning til
en symmetrisk udgangssituation.
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4.4.1 Symmetribrud set historisk -

Ifplge Steven Weinberg (citeret i Aitchison & Hey (1989)) startede ideen om
brudt symmetri i faststoffysik, hvorfra den blev overfgrt til partikelfysik.

Ifglge Zee var status af anvendelsen af symmetribetragtninger i partikelfysik
omkring 1960 folgende: P4 den ene side havde man med succes indfprt tilneer-
melsesvise symmetrier, s man f.eks. kunne opfatte protoner og neutroner som
nzesten ens partikler og de otte baryoner kunne relateres til hinanden gennem
symmetribetragtninger. Hvad angar eksakte symmetrier, havde man p3 den an-
den side startet med paritets- og rotationsinvarians og endt med ikke-abelske
symmetrier. Men udsigterne for anvendelsen af symmetribetragtninger i fysik
var pessimistiske. En symmetri som er mere tilnaermelsesvis end den som rela-
terer de otte baryoner, ville relatere partikler med s& forskellige masser, at vi
ville have store vanskeligheder med at opdage dem. Hvad angar eksakte sym-
metrier, var problemet at eksakte symmetrier fordrer, at verden ser mindre
forskelligartet ud end den ggr. Zee nevner som eksempel en teppevaever som
vil fremstille et perfekt cirkelsymmetrisk teeppe. Det eneste megnster som opfyl-
der dette er koncentriske cirkler, hvilket giver et temmelig kedeligt taeppe. Ved
at lette pa kravet om cirkelsymmetri kan tzeppevaeveren opnd mere spaendende
teepper. Vores verden svarer ikke til det symmetriske og uinteressante taeppe,
men til et mindre symmetrisk og mere forskelligartet teeppe. Hvis symmetri-
betragtninger fortsat skulle kunne bruges, krevede det et radikalt nyt begreb.
Dette var begrebet om symmetribrud (Zee, 1986).

4.4.2 Faseovergange

En faseovergang i termodynamik karakteriseres i nogle fremstillinger udeluk-
kende af makroskopiske betragtninger. F.eks. angiver Atkins (1994), at en fase-
overgang er en ndring af et stofs tilstand uden at dets kemiske sammensztning
ndres, og at sendringen sker spontant ved en karakteristisk temperatur for et
givent tryk (Atkins, 1994, side 183-184).

Man kan samtidig anse nzsten alle faseovergange for at veere en spontan over-
gang mellem en tilstand med hgj symmetri og en tilstand med lavere symmetri,
dvs. et symmetribrud.

For at illustrere dette gengives nedenfor eksempler beskrevet af henholdsvis
Callen (1985) og Pagels (1985).

Dannelse af CO, krystaller

Vi forestiller os en (uendelig) stor beholder med gasformigt kuldioxid. Gassen
afkgles langsomt. Ved en karakteristisk temperatur (bestemt af det pag=ldende
CO.-tryk), vil en krystal dannes et eller andet sted i gassen. Krystallen vil
vokse, indtil trykket er faldet til damptrykket af fast kuldioxid ved den aktuelle
temperatur.



4.4 Symmetribrud 57

Denne faseovergang kan som sagt beskrives ved et symmetribrud. Fgr konden-
sationen var gasfasen i den uendeligt store beholder symmetrisk med hensyn til
bl.a. den kontinuerte translationsoperation. Krystallen er derimod kun symme-
trisk med hensyn til translation, med visse diskrete skridt. Desuden er place-
ringen af krystallen fuldstzendigt uforudsigelig. Der er med andre ord sket en
spontan senkning af systemets symmetri, fordi den mindre symmetriske tilstand
er mere termodynamisk favorabel (dvs. stabil) ved den temperatur.

- Heisenbergs ferromagnet

Vi forestiller os en ferromagnet som en samling smi stangmagneter (kompas-
nale), der kan rotere frit. Denne ferromagnet forestiller vi os skzrmet fra ethvert
ydre magnetfelt, siledes at den enkelte stangmagnet udelukkende er pavirket af
sine naboers magnetfelt. Ved tilstraekkeligt hoje temperaturer vil kompasnalenes
retninger veere ukorrellerede og tilfzeldige, og det samlede magnetiske moment vil
folgeligt veere nul. Systemet er karakteriseret ved at veere rotationssymmetrisk;
hvis kompasnalene er fordelt pa et plan, vil systemet veere rotationssymmetrisk
med hensyn til dette plan. Under en karakteristisk temperatur (Curietempera-
turen) vil der kunne ske en spontan ensretning af kompasnilene — man kunne
forestille sig, at to kompasnale tzet pa hinanden tilfzldigvis var orienteret sa-
ledes at de pé&virkede naboerne til at rette ind. Denne ensretningsproces ville
spontant brede sig ud fra dette centrum, og ferromagneten ville ende med at
have et magnetisk moment forskelligt fra nul, og en lavere symmetri. Retnin-
gen af dette magnetiske moment vil vaere tilfzldig. Den spontane sznkning af
systemets symmetri vil ligesom i afnittet om CO, ske, fordi tilstanden med
lavere symmetri er mere termodynamisk favorabel end tilstanden med hgjere
symmetri.

Brud p4 en symmetri kan vare udgangspunkt for beskrivelse af mange tilsy-

neladende urelaterede fzenomener fra bl.a. termodynamik, over faststoffysik til
hgjenergifysik.




Kapitel 5

Case-analyse

Vi skal i dette kapitel analysere de fire cases, for at se hvilke typer symmetribe-
tragtninger (jeevnfer afsnit 2.2) der benyttes, samt hvordan de benyttes.

5.1 Symmetribetragtninger som er felles for de
fire cases

Om kvantemekanikkens grundantagelser skriver Merzbacher, at de fundamen-
tale antagelser bag alle kvantemekanikkens anvendelser er, at rummet er dels er
euklidisk, dels er fysisk set homogent og dels er isotropt. Denne antagelse be-
nzevner han det euklidiske relativitetsprincip (Merzbacher, 1970). En tilsvarende
antagelse ligger til grund for den newtonske mekanik (Ohanian, 1989). Men er
det kun disse to cases, der har antagelser om uafhzengighed af absolut tid, sted
og retning? Selvom det ikke eksplicit fremgar af eksempelvis casen om moleky-
lespektroskopi, si ville det ifplge Wigner (sammenlign med afsnit 3.2) vaere en
merkelig teori, dersom den forudsagde, at molekyler ikke vibrerer pa samme
méide uathengigt af, hvordan de peger, hvor de befinder sig, eller tidspunktet,
vi interesserer os for dem. Vi nar derfor frem til, at alle fire cases bygger pé et
symmetripostulat om invarians overfor absolut tid, sted og retning,.

5.2 Symmetri og bevarede stgrrelser i klassisk
mekanik

Lagrangeformalismen er et uundvzreligt redskab i analytisk mekanik jvf. Gold-
stein (1980).
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5.2.1 Hbvilke typer symmetribetragtninger benytter casen
sig af?

Lagrangeformalismen bygger p4 samme symmetribetragtninger som den klas-
siske mekanik formuleret af Newton, og som er diskuteret ovenfor. Man kan
diskutere, om Newton var opmarksom pa disse forhold, da han formulerede
lovene, men i dag ligger de fast.

Hvad angér hvilke symmetribetragtninger som anvendes i casen, afthznger det
af den fysiske situation, Lagrange-formalismen skal beskrive. I nogle tilfzelde
observerer man at det fysiske system indeholder en cyklisk koordinat, og altsd
en symmetri, hvilket er et eksempel pa det vi kalder en symmetriiagttagelse. I
andre situationer iagttages, at et system er tilnszrmelsesvist symmetrisk, og det
antages at systemet har en cyklisk koordinat. Denne anvendelse af symmetri
har vi klassificeret som en symmetriantagelse.

5.2.2 Hvilken rolle spiller symmetribetragtningerne i
denne case?

Pointen med Lagranges formalisme er, at man i en systemanalyse kan udnytte
tilstedeveerelsen af symmetrier i et system, til at finde bevarede stgrrelser og
dermed lgse systemets bevaegelsesligninger. For et konkret fysisk system skal
man alts levere en symmetri, enten i form af en symmetriantagelse eller sym-
metriiagttagelse. Lagrange-formalisme er i sig selv ikke i stand til at komme
med en bevaret stgrrelse, uafhangigt af antagelser om det fysiske system.

5.3 Rotationel symmetri i kvantemekanikken

I leerebgger om kvantemekanik fremhaeves overvejelser vedrgrende impulsmo-
mentbevarelse som vigtige, f.eks. i arbejdet med atomers spektra.

5.3.1 Hbyvilke typer symmetribetragtninger benytter casen
sig af?

Kvantemekanik i almindelighed ggr brug af alle tre typer symmetribetragtnin-
ger: Det er en symmetriiagttagelse at indse, at en isoleret atomkerner (sddan
som den beskrives i teorien) udggr et rotationssymmetrisk potential. Det er en
symmetriantagelse at antage, at et atom som befinder sig i et svagt B-felt, har
sfzerisk symmetriske omgivelser. Symmetripostulatet om det euklidiske relativi-
tetsprincip udger, som allerede navnt, et af de udgangspunkter, blandt andet
kvantemekanikken er bygget op omkring.

Da denne case beskriver situationen, hvor potentialet er sfarisk symmetrisk
uden at tage stilling til, om der er tale om en tilnaermet eller eksakt symmetri, ma
vi konkludere, at casen benytter sig af en symmetriiagttagelse. Her kan man dog
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diskutere om hydrogenatomet er sfeerisk symmetrisk. Kglge vores teorier er det
sfeerisk symmetrisk, men eftersom enhver naturbeskrivelse kun er approximativ,
kunne man ogsé kalde det en symmetriantagelse.

5.3.2 Hvilken rolle spiller symmetribetragtningerne i
denne case?

I 1913 fremsatte Niels Bohr (1885-1962) sine fire postulater (Ohanian, 1989).
Det fierde af postulaterne ville vi i vore dage formulere som, at elektronens im-
pulsmoment er kvantiseret. Dengang kendte man ikke kvantiseringen, men denne
case leverer en del af grunden til, at impulsmomentet er en bevaret stgrrelse,
hvis Hamiltonoperatoren er invariant under rotation. Symmetribetragtningerne
spiller en afggrende rolle bade i udledningen af bevarelsessztningen, og i un-
derstgttelsen af det fjerde Bohr-postulat, forstaet siledes at det ikke ville vaere
muligt at komme s& langt uden brug af symmetribetragtninger.

Hvis man skal lgse et problem i kvantemekanikken ved hjalp af symmetribe-
tragtninger, skal man udfra det konkrete fysiske system angive en symmetri.
Dette kan enten vare en symmetriantagelse eller symmetriiagttagelse. Har man
en sddan symmetri, giver kvantemekanikken en bevaret stgrrelse, som kan hjzlpe
til at lgse det oprindelige problem. Symmetribetragtninger i kvantemekanik spil-
ler saledes en analog rolle til symmetribetragtninger i klassisk mekanik.

5.4 Molekylespektroskopi

Overvejelser om symmetri i molekylespektroskopi er s& indgroet, at ingen af de
de lzrebgger, vi har anvendt, har undladt at omtale symmetribetragtninger.
Der findes leerebgger i anvendt IR-spektroskopi, som ikke benytter symmetribe-
tragtninger, fordi de ikke har til form4l at undervise i grundlaget for tolkning
af spektra, som f.eks. Allinger (1976).

5.4.1 Hbvilke typer symmetribetragtninger benytter casen
sig af?

Hvis man skal sztte molekylespektroskopi i en “kasse”, ma man sige, at sym-
metribetragtningerne hgrer ind under symmetriantagelser. Nir man ser pa et
molekyle som ethylen, er det ikke helt rigtigt, at det er symmetrisk. Eksempelvis
er den tegning, vi har af molekylet (figur 4.1), idealiseret, idet der er tale om
et ligevaegtsudseende for molekylet. Bindingerne ser ikke helt sadan ud; de kan
veere deformeret, f.eks. hvis to molekyler stgder sammen.
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5.4.2 Hvilken rolle spiller symmetribetragtningerne i
denne case?

Symmetribetragtninger var helt essentielle i tidligere tiders molekylespektro-
skopi. Som alternativ til symmetribetragtninger kan man nu udfere en sakaldt
ab inito-beregning, som er en computerbaseret forudsigelse af molekylets absorp-
tionsspektrum. Disse beregningstyper gor meget fi antagelser, og det er derfor,
de kaldes ab initio'. Teknikken er dog tidskreevende og meget mere besverlig
sammenlignet med symmetribetragtningerne, der kan ggres p3 bagsiden af en
konvolut. Forskellen mellem de to teknikker er ogsi at ab initio kommer med
forudsigelser om hvor toppene skal ligge, mens metoden baseret pa symmetri-
betragtninger alene angiver antallet af toppe.

5.5 Symmetribrud

Ved at interviewe Benny Lautrup og Eigil Praestgaard erfarede vi, at brudt
symmetri spiller en veesentlig rolle indenfor en rakke forskellige grene af fysikken.

5.5.1 Hyvilke typer symmetribetragtninger benytter casen
sig af?

Brudt symmetri adskiller sig fra de andre cases ved, at det er selve bruddet
der er det interessante, ikke si meget selve symmetrien. Det er dog stadig re-
levant at bestemme typen af de symmetribetragtninger, som indgér. I tilfaeldet
med overgangen fra gas til krystal for CQO, vil der hverken for eller efter over-
gangen veere tale om en perfekt symmetri. Gassen vil, som sagt tidligere, ikke
vaere fuldsteendig translationssymmetriske p4 mikroskopisk niveau, fordi mole-
kylernes tilfzeldige placering vil betyde, at der vil veere en vis forskel i, hvordan
molekylerne er placeret i forhold til translationsretningen. P3 et hgjere niveau
vil gassen kunne opfattes som nzsten symmetrisk, fordi forskellene er s& sma.
Tilsvarende vil krystallen p4 det mikroskopiske niveau ikke vzere fuldstzndig
symmetrisk med hensyn til diskret translation, fordi atomerne vil svinge om-
kring deres ligevegtsposition. Perfekt diskret translationssymmetri ville kraeve,
at atomernes udsving var lige stort til ethvert tidspunkt. I tilfzeldet med CO2
overgangen er der derfor tale om en symmetriantagelse, fordi et system som ikke
er fuldstzendigt symmetrisk, antages at veere det. Der sker sledes en idealise-
ring. Situationen er tilsvarende med Heisenbergs ferromagnet: Makroskopisk set
er symmetribruddet en iagttagelse, men ud fra et mikroskopisk synspunkt er
der tale om en antagelse.

latin: fra begyndelsen
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5.5.2 Hvilken rolle spiller symmetribetragtningerne i
denne case?

I de makroskopiske eksempler pa brudt symmetri i forbindelse med faseover-
gange spiller symmetribetragtningerne rolle af en efterrationalisering, forstaet
saledes, at betragtningerne ikke indgik i den oprindelige teori, men senere har
vist sig at kunne beskrive overgangene. Selvom disse eksempler er udtryk for
en efterrationalisering, har man overfgrt ideen til andre typer faseovergange,
men ikke pd en afggrende made. Heroverfor stir anvendelsen af betragtninger
om brudte symmetrier i hgjenergifysik. Zees fremstilling (Zee, 1986) viser, at
man ikke kunne have klaret sig uden introduktionen af dette begreb i denne
gren af fysikken. Anvendelsen af bide tilnzrmelsesvise symmetrier og eksakte
symmetrier, var naet til et punkt, hvor man ikke kunne komme videre af disse
veje. Disse symmetrier havde spillet en rolle som heuristiske vaerktgjer til frem-
komsten af nye teorier, dvs. som metoder til at opdage nye teorier. Denne rolle
overtog eftersggningen af brudte symmetrier. Man m4 konkludere, at det er
sveert at forestille sig, at begrebet om brudt symmetri kunne veere erstattet af
andre tankemader inden for hgjenergifysik og faststoffysik.



Kapitel 6

Diskussion

6.1 Diskussion pa baggrund af cases

Vi vil i dette afsnit tage en overordnet diskussion af de fire cases med henblik
pa en diskussion af begrebet fysikeradfserd.

Fysikere idealiserer

Idealiseringer er uden tvivl en vigtig del af fysikeres teenkemade. Det m3 skure i
en zoologs gre at hgre om tilnaermelsesvis kugleformede kalkuner, men efter en
tilvendingstid lzerer nye fysikstuderende at acceptere denne tankemade.

De problemer der optrzeder i kvantemekanikken, bliver meget hurtigt kompli-
cerede, dersom der ikke ggres idealiseringer. Skal man tro lzrebggerne, er det
naesten den eneste mulighed, man har for at komme igennem med en lgsning,
analytisk sivel som numerisk. Analogien om molekylet som en samling lodder
og fjedre kan ogs3 ses som en idealisering. De omtalte cases reprasenterer ingen
undtagelse fra reglen.

Hvad angér casen om brudt symmetri, er det sveert ud fra casen at argumentere
for eller i mod pastanden om, at symmetribetragtninger er en form for idealise-
ring, eftersom det vigtige i beskrivelsen er selve bruddet, ikke den symmetri som
indgar. I casen optrader der bade eksempler pa, at symmetrierne er tilnzrmel-
sesvise og pa at de er eksakte. For hgjenergifysikere og andre som beskaftiger sig
med de grundlzeggende mekanismer i naturen, er symmetrier en grundleeggende
egenskab, og ikke bare noget menneskene har opfundet. Det er derfor naturligt,
at forskerne indenfor disse felter opfatter symmetribrud som noget reelt. For-
skere indenfor andre omréder hvor de symmetrier som brydes, ikke er eksakte,
opfatter ligeledes bruddet som noget eksakt. Der er derfor ikke tale om, at sym-
metribrud opfattes som en idealisering; enten sker der rent faktisk et brud, eller
ogsa ger der ikke, men der er ingen vej i mellem. Hvis man mener, at fysikken
beskaftiger sig med idealiserede objekter af en tilpas ukompliceret natur, kan
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man havde, at begrebet om symmetribrud ggr fysikerne i stand til at beskrive
mere komplicerede objekter, sammenlignet med den situation hvor begrebet om
symmetribrud ikke var “opfundet”.

Gar fysikere med symmetribriller?

Det er muligt at fysikere gir med en bestemt type “briller”, nemlig symmetri-
briller. Disse briller ggr enten at man bedre kan se en eventuel underliggende
symmetristruktur, eller det forhold at man leder efter symmetrierne i problemet.
Som sddan kan man se symmetriantagelser som en méde at ggre sarlige idealise-
ringer ved at fokusere pa de dele af problemet som er invariante. Eftersom vores
cases er eksempler pa brug af symmetri i fysik, kan man indvende, at vi ikke vil
kunne svare andet end Ja til ovenstiende spgrgsmél. Vi er i lgbet af projektar-
bejdet stgdt pa talrige eksempler, og svarer derfor ikke udelukkende p& baggrund
af de fire cases, vi har valgt at omtale. Dertil kommer det faktum, at fysikerne
har opfundet en formalisme som Lagrange-formalismen, hvis berettigelse, til en
vis grad bygger p4, at der findes fysiske systemer med symmetrier. At fysikerne
har fundet det bekvemt at opfinde en formalisme som p& denne méde inddrager
symmetrier, er en indikator pa at fysikere gar med symmetribriller.

Ogsé casen der omhandler brudt symmetri tyder pi en bredere anvendelse af
symmetribriller. I 1960’erne var man ifglge Zee ved at n& graenserne for anven-
delsen af symmetribetragtninger i partikelfysikken, enten i form af eksakte eller
tilnzermelsesvise symmetrier, som indtil da havde veseret meget nyttige (Zee,
1986). Dette betyder dels, at (partikel)fysikerne havde set efter symmetrier i
verden som en grundleggende made at undersgge den pa, dels at denne ar-
bejdsmetode havde vist sig frugtbar. S& i dobbelt forstand havde disse fysikere
ghet med symmetribriller; dels havde de i en vis udstreekning kun set efter sym-
metrier, dels forbedrede disse briller deres syn, séledes at de bedre er i stand til
at observere grundlzggende strukturer. Indfgrelsen af begrebet om symmetri-
brud ligger i forleengelse af denne symmetriglaede, fordi man stadig undersgger
situationer, hvor der optrader symmetri.

Fysikere interesserer sig isar for bevarelseslove

Det forhold at en stgrrelse er bevaret, indgar ofte som en hjzlp i en udregnings-
situation. Tillige er det vores erfaring, at bevarelseslove ogsé kan vaekke interesse
hos fysikere, som interesserer sig for fysikkens grundiag.

Inden for den klassiske mekanik, er bevarelseslove helt centrale, men man er
dog i stand til at komme frem til bevarelseslovene ud fra argumenter, som ikke
gar omkring Lagranges formalisme. For en studerende uden kendskab til La-
granges formalisme kan den virke besverlig, men er man ferm til formalismen,
er det i visse tilfzelde en genvej. Casen er med andre ord et eksempel pé, at
fysikere interesserer sig for bevarede stgrrelser, og at de vil udvikle formalismer,
som sztter brugen af bevarede stgrrelser i system. Tilsvarende med impulsmo-
mentbevarelse i kvantemekanik. Det forhold at impulsmomentbevarelse har s3
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fremtraedende plads i leerebgger i kvantemekanik, mé antages at vaere en god
indikation for at bevarelsessetninger er noget som fysikere isar interesserer sig
for. At bevarelsesseetninger er interessante, betyder pa den anden side at sym-
metrier er interessante, p3 grund af den kobling der ifglge Noethers sztning er
mellem kontinerte symmetrier og bevarede stgrrelser.

Som et modeksempel kan navnes casen om molekylespektroskopi. I analyse af et
molekyles IR-spektrum er man ikke pa udkig efter bevarede stgrrelser, sa dette er
ikke grunden til at benytte symmetribetragtninger i denne case. Man kan deraf
slutte, at bevarelseslove ikke er den eneste grund til at fysikere interesserer sig
for symmetri.

Ved nogle symmetribrud optrader der kontinuerte symmetrier, som brydes hvor-
ved sterrelser ikke leengere er bevaret. Casen med brudt symmetri illustrerer
sledes, at det ikke kun er for at finde bevarelsessztninger, at symmetri er et
vigtigt begreb i fysikken. Man kan forestille sig situationer hvor et brud pa en
bevarelse af en stgrrelse, er lige s vigtigt for beskrivelsen af et system, som be-
varelselove er i andre tilfzelde. Casen med brudt symmetri betyder siledes ikke,
at man kan afvise, at vigtigheden af symmetri i fysik hidrgrer fra interessen for
bevarede stgrrelser.

Fysikere gnsker at samle flere fenomener under én hat

Vi vil diskutere om fysikere gnsker stgrst mulig almengyldighed i deres fano-
menteorier.

Det har vaeret en triumf for kvantemekanik, at den har kunnet udstraekkes til
ogsa at give forudsigelser for molekyler, og ikke kun de atomer den blev udviklet
til at beskrive. Lagrangeformalismen er ogsa en generalisering af Newtons meka-
nik med szerligt henblik p3 at kunne beskrive flere systemer smartere. Man kan
indvende, at casen om impulsmomentbevarelse i kvantemekanik har lille gene-
ralitet, da den “kun” omhandler én elektron i rotationssymmetriske potentialer.
Men strukturen i beviset for impulsmomentbevarelse, kan bruges i situationer
hvor Hamiltonoperatoren kommuterer med en anden operator, dermed kan man
vise andre bevarelsessztningen, som f.eks. impulsbevarelse. Den case hvor gene-
raliteten umiddelbart synes stgrst er casen om symmetribrud, der kan ses som
et eksempel pa at samle forskellige faenomener under én hat. Set fra en fysikers
synspunkt har tilstraekkelig mange systemer alle en bestemt symmetri, hvilket
ger det nyttigt at udlede resultater udfra denne symmetri, si disse resultater
gelder for alle systemer med samme type symmetri. Vi mener derfor at der er
baggrund for at slutte, at fysikere gnsker at samle flere fenomener under én hat.

6.1.1 Forbehold i diskussionen

Der kan vzere problemer med den metode, vi har anvendt. Vi har ikke beskaeftiget
os med historiske aspekter af symmetri i fysik; og de cases vi har beskrevet er
fra laerebgger. Det aspekt, at det forst er i vore dage, at ab initio-beregninger
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er fremkommet som egentligt alternativ til den symmetrihjulpne analyse af IR-
spektra gor, at dette eksempel pA symmetribetragtninger fir en placering, som
maske ikke er korrekt i et stgrre tidsperspektiv. Da vi i projektarbejdet heller
ikke har arbejdet med en formidlingsmaessig analyse af laerebogslitteratur ma vi
ogsa tage forbehold overfor paedagogiske grunde til f.eks. at anvende Lagranges
formalisme i udledningen af Keplers planetlove frem for eksempelvis Hamiltons
formalisme.

6.2 Bredere diskussion

Vi har valgt at dele diskussionen af hvad symmetribetragtninger siger om fysik-
ken i tre punkter. For det fgrste kan man diskuterer hvad det siger om fysikernes
adfeerd. For det andet kan man undersgge spgrgsmal af mere filosofisk karakter.
Dette punkt har vi delt op 1) erkendelsesteoretiske og 2) ontologiske sporgsmal.
De forste drejer sig om fysikkens muligheder og mader at opna erkendelse om
verden pé, mens de sidste angér verdens indretning. Den tredie deldiskussion gar
pa hvad brugen af symmetri siger om fysik i forhold til andre naturvidenskaber.

6.2.1 Beskrivelse af fysikernes adfserd

Fysikkens genstandsomréde er naturen, men ikke hele naturen, for fysikken deler
arbejdet med andre naturvidenskaber som kemi, geologi og biologi. Granserne
for denne opdeling af genstandsomride er ikke skarp, men de fleste har vist en
fornemmelse for hvorndr noget er fysik og hvornar det ikke er.

Wigner om fysikkens mal

Wigner sagde i sin tale ved overrakkelsen af Nobelprisen, at det oftest siges at
fysikkens formél er forklaringen af naturen, eller i det mindste den ubesjzlede
natur. Men hvad mener han med forklaring? Han fortsztter med at sige at
en forklaring er fastleeggelsen af nogle f& simple principper som beskriver de
egenskaber, som det som skal forklares, har. Hvis vi forstir noget, skal dets
opfgrsel — dvs. de haendelser det fremviser — ikke give os nogle overraskelser.
Vi skal altid have indtryk af at det ikke kunne vaere anderledes (Wigner, 1967).

Wigner mener ikke at fysikken i denne forstand er i stand til at forklare na-
turen. Fysikkens succes skyldes en restriktion af dens mal: Fysikken straeber
kun efter at forklare regulariteterne i objekternes opfgrsel. Denne opgivelse af
det bredere mal, og specifikationen af domznet hvor der kan sgges forklaringer,
mener Wigner nu fremtraeder som en abenlys ngdvendighed. Han mener at den
specifikation af hvad der kan forklares, er fysikkens storste opdagelse indtil nu.

Jeppe Dyre (fysiker pA RUC) har tidligere givet udtryk for noget tilsvarende,
idet han mener at kernen i teoretisk fysik er at sgge efter den simplest mulige
model, der reproducerer den/de makroskopiske effekter man undersgger (Hansen
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et al., 1992). Det er dog ikke altid muligt at komme med en forklaring som bade
er simpel og som reproducerer observationerne.

Symmetri er i stand til at forklare feenomener

Vi har i casen med impulsmomentbevarelse i kvantemekanikken set, at man kan
udlede impulsmomentbevarelse ud fra en symmetri. P4 baggrund af impulsmo-
mentbevarelse, kan man udlede nogle af aspekterne ved det periodiske system.
Kort sagt kan vi ud fra et simpelt princip beskrive nogle af de regulariteter, som
atomerne udviser. Dette er et eksempel p4 Wigners beskrivelse af fysikkens (be-
graensede) mal, som en beskrivelse af f2nomenernes regularitet ud fra et simpelt
princip.

P& denne baggrund er det ikke s& markeligt at symmetri spiller en vigtig rolle
i fysikken, hvis fysikkens mal er at beskrive regulariteter pa baggrund af simp-

le principper. For ifglge Noethers stning herer der en bevaret stgrrelse til en .

kontinuert symmetri, og bevarede stgrrelser er i stand til, som i eksemplet med
det periodiske system, at forklare regulariteter. Symmetribetragtninger bliver
altsd i stand til at levere den kravede forklaring.

Fysikkens mal og idealer

Man kan tro at fysikere forsgger at beskrive de f&nomener, som optrader inden-
for fysikkens genstandsomrade, men sidan er det ikke. I stedet sgger den bag om
disse foranderlige f2nomener, og prover at beskrive de grundleeggende mekanis-
mer som styrer fznomenernes fremtradelsesform. Dertil kommer en stor grad
af reduktionisme i fysikkens arbejdsmetode, idet man leder efter mekanismer,
der er s& generelle som muligt, og som daekker s& mange faenomener som muligt.
Derfor vil fysikken prgve at finde det karakteristiske for fznomener og derved
klassificere dem s& bredt som muligt. Et eksempel er bglger som beskrives i én
matematisk teori, bglgeleeren. Balgelzren forener faenomener som f.eks. elektro-
magnetiske bglger, vandbaglger, jordskzlv og lydbglger. Bglgebegrebet siger ikke
noget direkte om naturens forskelligartede fremtrzedelser, men nzrmere noget
om et eller andet bagvedliggende, som kan bruges til en forenende beskrivelse.
Tilsvarende forsgger man at henregne alle vekselvirkninger til fire fundamentale
kreefter, som man igen forsgger at forene til én fundamental kraft, et projekt
som endnu ikke (om nogensinde) er fuldendt.

Fysikkens mal er siledes at finde de fundamentale styrende mekanismer i na-
turen. Hvis denne opfattelse af fysikken er korrekt, er det ikke noget under, at
symmetribetragtninger er sa vigtige i fysikken, for de kan forene fzznomener, der
fremtraeder forskelligt, men har de samme symmetrier.

Symmetri og generalisering

Vi har i nogle af casene set at man udleder resultater ud fra én eller anden
form for symmetri, siledes at resultaterne galder for fzznomener, som har denne
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- symmetri. Forskellige personer har diskuteret denne sammenhang mellem ge-
neralitet og symmetri i forbindelse med de fysiske teoribygninger.

Halzen og Martin skriver i en elementarpartikelbog at en symmetri betyder at
en stgrrelse ikke er malelig. Translationsinvarians har f.eks. som konsekvens at vi
ikke kan bestemme en absolut position i rummet. I en bog om kvantefeltteoriens
filosofiske grundlag er Auyang inde pa noget af det samme. Hun skriver

Symmetritransformationer sletter seregenheder. En verden med hgj
symmetri karakteriseret af en hgj symmetrigruppe er uden mange
serprag; den beholder kun de vigtige trak.

(Auyang, 1995, Side 34)

Hun bruger Einsteins relativitetsteorier som illustration af fysikernes higen ef-
ter generalisering. Einstein strzbte efter at formulere det mest generelle og
fuldsteendigt universelle begreb om rum-tid og i dette forsgg udvidede han sym-
metrigruppen for rum-tid. Dette er karakteristisk for fysikere som kontinuerligt
spger stgrre symmetrigrupper i deres straeben efter forening og en stgrre gruppe
leverer mere omfattende begreber (Auyang, 1995). Zee naevner sammenkobling
af elektromagnetismen som et eksempel, hvor symmetri forener forskellige dele
af fysikken. Dels blev det opdaget at elektricitet og magnetisme var to sider
af samme sag, nemlig elektromagnetismen, dels blev optikken gjort til en del
af denne (Zee, 1986). Dette betyder, at symmetri, p4 grund af dens evne til at
forene tilsyneladende urelaterede aspekter af fysikken, er teet forbundet til ideen
om enhed (Auyang, 1995).

Symmetri er smukt

Historien siger om Albert Einstein at han var mere interesseret i skgnhed end i
sandhed og at han var overbevist om at skegnhed er et vejledende princip i sggen
efter vigtige resultater i teoretisk fysik (Zee, 1986). Zee som har beskaftiget
sig med elementarpartikelfysik, kalder sig selv og andre i fundamentalfysik, for
Einsteins intellektuelle efterkommere fordi de ligeledes sgger efter skgnhed. Men
hvad menes med skgnhed i fysik? Zee skriver, at det zestetiske system som fy-
sikere bruger til at bed¢gmme naturen er inspireret, ligesom klassisk arkitektur,
af geometri og symmetri (Zee, 1986). Han kommer ikke med en mere skarp be-
skrivelse af skgnhed i fysik end at han vil s®tte lighedstegn mellem skgnhed og
symmetri. Hvis man satter dette lighedstegn, er det klart at sggen efter skenhed
bliver til en sggen efter symmetri, og derved bliver det en cirkelslutning.

Andre fysikere ville stte lighedstegn mellem det, som er enkelt og det, som er
smukt; atter andre ville betegne et tredie karakteristika som afgorende for det
@stetiske. Vi ser os ude af stand til at gennemfgre en selvstendig diskussion
herom, fordi begrebet “smuk” er for upreecist.
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Symmetri er lgftestang til fremkomsten af nye teorier

Dette punkt haenger lidt sammen med punktet med at symmetri er smukt.
Nobelpristageren Murray Gell-Mann citeres i Arfken for fglgende udtalelse

Disciplineret bedgmmelse af hvad der er nydeligt og symmetrisk og
elegant har gang efter gang vist sig som en fortreeffelig guide til
hvordan naturen virker (Arfken & Weber, 1995, side 223)

Et af de vigtigste eksempler pa dette er Einsteins generelle relativitetsteori, hvor
Einstein ud fra et symmetripostulat opstillede sin teori. Dette star i modsat-
ning til udvikling af den specielle relativitetsteori, som gradvist blev udviklet pa
folgende méde: Over et lengere tidsrum var forskellige faenomener blevet beskre-
vet, vi tzenker blandt andet pa statisk elektricitet, dyrisk elektricitet og mag-
netisme. P& baggrund af Maxwells ligninger, der forenede beskrivelsen af oven-
nzvate begreber, lykkedes det at vise en symmetri, nemlig Lorentz-invarians.
Denne invarians blev brugt i opstillingen af den specielle relativitetsteori. Zee
skelner mellem disse to udviklinger, ved at kalde udviklingen af den specielle
relativitetsteori for en udvikling typisk for det nittende arhundrede, mens han
betegner udviklingen af den generelle relativitetsteori for specifik tyvende rhun-
drede. Fundamental-fysik falger sidstnaevnte udviklingsmodel, ved p3 baggrund
af symmetrier at opstille teorier hvis konsekvenser si tjekkes med observationer
(Zee, 1986).

Symmetri er et teoretisk vaerktdj

I en samtale med to eksperimentalfysikere her p4 stedet, Tage E. Christensen
og Petr Viscor, var de lidt tgvende overfor pistanden om at symmetribetragt-
ninger spiller en specielt vigtig rolle i fysik!. Da samtalen var temmelig uformel
og de var uforberedte, er det svart at tage deres udtalelser til indtagt for at
symmetribetragtninger ikke spiller en stor rolle for eksperimentalfysikere. De
teoretiske fysikere vi har lzest veerker af eller interviewet, giver alle sammen ud-
tryk for, at symmetri spiller en vigtig — ja afggrende, rolle i fysik. Vi vil p&
baggrund heraf konkludere, at der er forskel pa teoretiske og eksperimentelle
fysikeres opfattelse af hvor vigtig en rolle symmetri spiller. Det kan ogs3 vaere
et spprgsmal om ord. Hvis en eksperimentalfysiker siger, at man kan se bort fra
rand-effekter, og opfatte materialet som homogent, ville hun sandsynligvis selv
betegne dette som en idealisering. En teoretisk fysiker ville derimod kategorisere
idealiseringen som det, vi har kaldt en symmetriantagelse.

Efter at have sléet dette fast, kan man spgrge, hvad baggrunden for denne forskel
er? En mulig forklaring kunne vaere, at teoretikere bliver ngdt til at vaere mere
bevidste om, hvad der i en eller anden forstand “virker”, nar teorier skal udvikles.
Teoretikere som udvikler kvantefelt-teorier, har opdaget, at man kan n4 langt

1Vi ville gerne have interviewet en eksperimentalfysiker mere indgdende, men det blev der
desveerre ikke tid til.
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"~ med at postulere symmetrier og opbygge teorier p3 baggrund af disse postulater.
Faststoffysikere har oplevet, at beskrivelsen af symmetrier eller symmetribrud
er effektive til at beskrive faseovergange. Eksperimentalfysikere teenker méaske
mere i konkrete f2nomener, alts4 mekanismer som er mere direkte knyttet til
feenomenerne.

6.2.2 Fysikkens mader at opna erkendelse og fysikkens
verdenssyn

Kaskade-reaktion?

Vi har i projektarbejdet ikke beskzeftiget os indgdende med den historiske ud-
vikling. Det er dog vores indtryk, at ideen om at bruge symmetribetragtninger
har bredt sig, dels som fglge af Einsteins succes med introduktionen af sym-
metribetragtninger i teorier for tid og rum, og dels i forbindelse med Wigners
introduktion af symmetribetragtninger i kvantemekanik. Uanset det lgse grund-
lag er vores opfattelse af udviklingen, at en betragtningsmade kan komme “pa
mode”; i dette tilfzelde at lede efter symmetrier. Dette forhold mener vi dog ikke
er noget, som adskiller fysikere fra andre faggrupper: Det er trods alt menne-
skeligt at abe efter.

Er fysikkens erkendelsesméade ensporet?

I det fjerde drhundrede fgr vor tidsregning introducerede Aristoteles det geo-
centriske univers, hvor planetbanerne beskrives som cirkler. Denne model for
planetbanerne fik stor succes i begyndelsen, men blev i det andet arhundrede
for vor tidsregning aflzst af Ptolemaios’ epicykelmodel. Vi forestiller os, at da-
tidens naturvidenskabsfolk var si begejstrede for den symmetriske cirkel, at de
ikke kunne forestille, sig at noget som guderne havde skabt, kunne vere eliptisk;
i stedet opfandt de epicykelmodellen. Maske kan den store succes, som symme-
tribetragtninger har haft indenfor teoretisk fysik ende med p4 samme méde at
gore fysikken blind for andre muligheder. Hvad der i begyndelsen var en effektiv
“kickstarter”, ender méske med at blive en klods om benet. For omkring 10 ar
siden var kaosforskning langt fremme i medierne, og man fik det indtryk, at nu
skulle alt ses med “kaosbriller”. Det er vores indtryk, at kaosforskningen nu har
fundet et mere naturligt niveau. Er symmetribetragtninger p4 samme méade et
modefzenomen? Méske — men symmetribetragtninger har i hvert fald bevist
deres levedygtighed i henved 100 &r.

Er problemer som indeholder en symmetri de eneste som kan lgses?

Eksperimentelle undersggelser af amorfe stoffers fysik (eksempelvis deres elek-
triske og termiske egenskaber) viser, at nogle fysikere veelger genstandsomrader,
som ikke er specielt symmetriske. Som udgangspunkt er svaret pa ovenstdende
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spgrgsmal Nej. Hvis man udvider begrebet symmetri til ogsi at omfatte na-
turlovenes invarians overfor tid og sted, vil vi ikke svare lige s& handfast: En
eller anden form for symmetriantagelse er nok ngdvendig. I den granse hvor
problemet absolut ingen symmetrier indeholder, kan man stille spgrgsmalstegn
ved om man i det hele taget kan tale om en naturlov. Denne diskussion fglger
nedenfor.

Verdensbillede og erkendelsesteori

Den made fysikerne opfatter naturen pi, har ogsa betydning for deres made at
opnd erkendelse. Selvom fysik hgrer under naturvidenskab er det ikke givet, at
direkte naturbeskrivelse er mal for fysikere. Meget ofte handler fysiske spgrgsmaél
om meget isolerede fzznomener, der er renset for den stgj, som er f22nomenernes
naturlige omgivelser. Dette kan maske skyldes, at fysikerne anser naturen for at
bestd af fundamentale strukturer (naturlove), der er forurenet med stgj (sam-
menlign med afsnit 3.2). Som en del af arbejdsdelingen saetter fysikere fokus pa
de fundamentale strukturer.

Wigner refereres (i afsnit 3.2.4) i forlengelse af denne tanke, at de fundamentale
strukturer — naturlovene — er invariante under translation af tid og sted, og
pa baggrund heraf kan man argumentere for, at symmetribetragtninger indgar
i fysikkens erkendelsesteori.

Ingen symmetrier, ingen fysik?

Newtons anden lov er et eksempel p& en naturlov som ville forekomme os mzer-
kelig, dersom den afhang af absolut tid eller sted. Wigner (beskrevet i afsnit
3.2.3) gér s langt som at pastd, at uden visse invarianser ville faget fysik ikke
eksistere. I det scenario hvor naturlovene indeholder en afhengighed af absolut
tid og/eller sted, ville de givetvis veere mere komplicerede, men vi mener ikke,
at fysikfaget ngdvendigvis ville veere reduceret til botanik. Forestiller vi os, som
eksempel, at gravitationskonstanten afhang af absolut tid (siden det store brag)
s4 ville der veere meend og kvinder som ikke ville stille sig tilfredse med at skrive
gravitationsloven som F = G(t)m;mz/r2. De ville undersgge hvilken funktion
G(t) var, og hvad der var den bagvedliggende &rsag hertil. Muligvis ville ud-
viklingen af fysikken g langsommere, men vi tror pa, at mennesker ville veere
‘nysgerrige, om det s gjaldt om at finde hvilken orden der er (eller ikke er) i
Kaos.

6.2.3 Fysikkens ontologi

Realisme

Som vi for har givet udtryk for fremstiller Peirce den videnskabelige metode
som realistisk, og vi har den opfattelse at de fleste videnskabsmeend tror pa



74 Diskussion

eksistensen af virkelige ting (se eventuelt afsnit 3.1). Man kan i denne forbindelse
diskutere, om symmetrien er noget, som virkeligt eksisterer i verden, eller om
det er noget, vi opfinder som en beskrivelse af verden.

Bade Lautrup og Preestgaard giver udtryk for en realisme med hensyn til sym-
metri, dvs. de mener, at dele af fysikkens genstandsomréde indeholder virkelige
symmetrier. Ifglge Praestgaard er symmetri en betingelse som skal opfyldes for
sadan er naturen. Lautrup mener, at det kun er f& ‘objekter i naturen som er fuld-
stzendig symmetriske, f.eks. menes hydrogenatomer og neutronstjerner praktisk
talt at vaere kugleformede, mens alle andre fysiske objekter kun er tilnzermel-
sesvist symmetriske. P4 den anden side har han i sit arbejde med elementar-
partikelfysik brugt symmetrier, som for fysikere indenfor dette omrade béde er
virkelige og eksakte.

Praestgaard og Lautrup er méske uenige om hvilke faenomener som er symmetri-
ske, men de er enige om at der eksisterer fenomener som er symmetriske. Denne
realisme-holdning er helt i trad med Peirces opfattelse af at den videnskabelige
metode generelt er realistisk.

Gelder den realisme-holdning, der bliver praesenteret, ligeledes for de begreber,
som indgar i vores teorier; eksisterer eksempelvis bglgefunktionen i kvanteme-
kanikken p4 én eller anden made uafhaengigt af vores bevidsthed? Lautrup der
som den eneste udtaler sig om dette, giver udtryk for at vare anti-realist pd
dette punkt, idet han mener, at den kvantemekaniske bglgefunktion er opfundet
— ikke opdaget (se eventuelt interviewet afsnit 3.3). Man kan diskutere om det
er konsistent at veere realist hvad angar symmetrier i naturen, men anti-realist
med hensyn til bglgefunktionen. Denne diskussion handler ikke s meget om
symmetri, som om en generel tilgang til verden, s den vil vi udelade.

6.2.4 Forskelle mellem fysik og andre naturvidenskaber

I indledningen var vi inde p3, at symmetri ogs3 bliver brugt i andre naturviden-
skaber, og siledes ikke er noget, der er specielt for fysik, men at forskellen er
den status, som symmetribetragtningerne har. I fysik er de i nogle tilfaelde helt
afggrende, mens det er vores indtryk, at de i andre naturvidenskaber oftest blot
er praktiske at bruge.

Der kan vzre flere arsager til denne forskel. En af dem kunne vzere forskelle i det
genstandsomride, som man forsgger at beskrive. I fysik forsgger man at beskrive
ting, s de er helt generelle, mens det virker som om, andre naturvidenskaber
mere interesserer sig for specifikke problemer, og udelukker den generalitet, som
fysikere forsgger at indbygge i deres teorier. Tilsyneladende kan teorier, der
udledes alene pa baggrund af symmetribetragtninger dzekke flere omrader.

Fysik spzender over ting fra de mindste dele, til at omfatte hele universet. Hvis
man nu sammenligner dette med f.eks. kemi, kan man sige, at kemien ikke
spzender over et lige sA stort omride. Her sgger man at forklare et meget mere
snavert omrade, og ofte er teorierne baseret direkte pA observationer, f.eks. ke-
miske reaktioner. I organisk kemi ggres fglgende generalisering: Hvis et molekyle
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indeholder en karakteristisk gruppe, reagerer molekylet ligesom andre molekyler
med samme karakteristiske gruppe. Der foretages siledes ogs3 generaliseringer
indenfor kemien, si resultaterne kan bruges i andre kemiske sammenhzaenge. Ek-
semplet illustrerer en forskel mellem fysik og kemi hvad angir generaliseringer,
fordi flere af fysikkens teorier generaliseres si meget, at de kan anvendes pa
omrader udenfor fysikken, hvilket de faerreste kemiske teorier kan. Vi mener
at denne forskel ikke blot ger sig geeldende overfor kemi, men ogsa overfor de
andre naturvidenskaber, siledes at der findes generaliseringer indenfor andre
naturvidenskaber, men at de sjzldent peger uden for fagene.

En anden forskel kunne veere tendensen til at foretage idealiseringer. I fysik gores
tit idealiseringer, herunder symmetriantagelser. Her kan man antage, at et ob-
jekt er symmetrisk, hvorved man ggr opgaven lettere. I andre naturvidenskaber
er der ikke samme tendens til at ggre denne type idealiseringer. Det kan haenge
sammen med at det ikke er ngdvendigt for at lgse opgaven: I fysik er der ikke
noget i vejen for at antage, at et objekt er rotationsinvariant, mens man i f.eks.
biologi godt kan ggre den samme antagelse, men det er sjeldent ngdvendigt for
lgsning af problemet. Der findes dog eksempler p4 det modsatte. I embryologien
indgar symmetrier og brud pa disse, pa en afggrende méde (Christiansen, 1998).
Det er vores indtryk at disse eksempler er atypisk for biologien, og til en vis grad
skyldes fysikeres mellemkomst.

Nar alt kommer til alt, kan man sige, at fysikere straeber efter at finde fundamen-
tale strukturer i verden, og at binde dem sammen, mens andre naturvidenskaber
tager sig mere af de specifikke feenomener, som f.eks. molekylzre reaktioner eller
celledelinger.

Ser vi p4 naturen med symmetribriller, er der en tendens til, at der i forbindelse
med samlingen af objekter til stgrre objekter sker et symmetribrud. Dette skaber
et hierarki blandt byggestenene, med de simple dele som indeholder hgjt sym-
metriske byggesten (f.eks. atomer) i toppen, og de mere komplekse byggesten
med lavere symmetri (f.eks. molekyler) lengere nede. Dette betyder, at jo mere
fundamentalt et objekter man arbejder med, jo hgjere symmetri finder man. I
nogle dele af fysikken arbejder man med fundamentale objekter, og derfor kan
det ikke undre, hvis fysikerne finder mere symmetri end videnskabsmznd fra
andre videnskaber.

Den hgje grad af matematificering g¢r, at man kommer langt med
symmetribetragtninger i fysik

Som vi har set leder fysikere efter si generelle ting som muligt, dette giver sig
bl.a. udslag i at fysikkens sprog i meget hej grad er matematikken.

Da symmetri er et begreb som meget let kan beskrives generelt i matemati-
sksprog, betyder det ogsa at det bliver let at udpege symmetrier i noget som
er beskrevet matematisk, og det bliver let at afprgve forskellige typer af sym-
metribetragtninger pa et system som er beskrevet i matematik. Generaliteten i
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matematik giver en feelles basis, n&r man skal tale om symmetri i et fysisk sy-
stem, hvor det kan veare sveert at beskrive en kompliceret symmetri uden brug
af matematik; i et sprog hvor man bruger matematik er det let. Matematik
hjzelper dermed til at generalisere fysikken gennem lettere tilgang til beskrivelse
i generelle (symmetri) termer.

Man kan have mange syn p4 om matematik er virkeligt eller €j, f.eks. udtalte
Benny Lautrup under interviewet med ham, at matematikken og fysikkens tegn
er en socialkonstruktion, men ogsa at det forhold at matematiken kan udtale
sig om virkelige ting ikke er en sddan konstruktion (Lautrup, 1998). Dette kan
forstés pé fglgende made: Vores notationer og konventioner inden for matematik
og dermed fysik er skabt af os. De grundlaggende egenskaber inden for mate-
matik er derimod universelle, og vi forestiller os at en “marsmand” ogs& kender
til de fundamentale gruppeteoretiske aksiomer (se appendiks A), og derudfra
har konstrueret et matematisk veerktpj som kan give de samme resultater om
virkeligheden.




Kapitel 7

Konklusion

Her fglger opsamlingen af de pointer fra diskussionen, vi har fundet veesentlige.
Med reference til problemformuleringen har vi grupperet delkonklusionerne i to.

7.1 Kan vi sige noget nyt om fysikeres adfserd?

Vi vidste allerede inden vi gik i gang, at fysikere foretager idealiseringer, men
vi vidste ikke at symmetriantagelser i s3 hgj grad bruges som idealisering.

At der findes noget, man kunne kalde for symmetribriller, er nyt for os, og vi
mener igennem projektarbejdet at have fundet evidens for eksistensen af sddanne
briller i hvert fald inden for teoretisk fysik.

Vi har veeret mere eller mindre bevidste om, at fysikere gar efter stor almen-
gyldighed, men at der er en sammenhzng mellem symmetribetragtninger og
generalitet er ny for os.

Det er trivielt for nogle, at forskellen p4 fysik og andre fag blandt andet bestar i
forskelle i generalitet samt forskelle i genstandsomrade. Det er dog gaet op for os,
at der ogsd er forskel i graden af symmetri i de forskellige fags genstandsomrader,
og at dét kan veere én af forklaringerne pa at symmetri er sa vigtige i fysik i
forhold til andre fag.

7.2 Kan symmetribetragtningernes vigtighed
have arsag i genstandsomradet?

Vi vil samle op p4 andre grunde til at symmetri optraeder s ofte i fysik.

Der er forskel pa anvendelsen af matematisk sprogbrug i de forskellige naturvi-
denskaber, men dét leverer ikke hele forklaringen p4, at symmetribetragtninger
er vigtigere for fysikere. Forskellen i beskrivelsesveerktgjet skyldes en forskel i
det, man gnsker at beskrive, hvilket fgrer os videre til naeste delkonklusion.
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Efter dette projektarbejde er det vores overbevisning, at der findes symmetri i
naturen, iszr er den tydelig i den del af naturbeskrivelsen som fysikere beskeefti-
ger sig med. Vi finder ikke grundlag for at tro pi, at alt kan forklares ved hj=lp
af symmetribetragtninger, men forklaringer som afviser visse typer symmetrier
(invarians overfor absolut tid, sted og retning) kan ikke opna en szrlig hgj status
i naturvidenskab hvor reproducerbarhed af et forsgg spiller en central rolle.

Vi har fundet mange eksempler pd, at den ene eller anden type symmetribe-
tragtning pa en afggrende méde indgar i forklaringen eller opklaringen af et
problem. Eftersom vi ikke har undersggt den historiske udvikling af brugen af
symmetribetragtninger ma vores konklusioner herom tages med forbehold. Vi
mener, at kunne iagttage en stigende brug af symmetribetragtninger i dette
Adrhundrede, og man kan méaske tale om et modefeenomen. Men det mener vi
ikke er tilfzeldet og bredden i deres anvendelsesomradet er den bedste indikator
herfor. ’

Vi kan hermed konkludere at arsagen til symmetribetragtningers centrale pla-
cering i fysikken bide findes i fysikkens arbejdsmetode og i fysikkens genstand-
somrade.




Kapitel 8

Perspektivering

8.1 Hvad har vi lert?

I forbindelse med udarbejdelsen af dette projekt, synes vi at vi har leert noget
generelt om fysikken, som det er vigtigt, om ikke for andre, s& for os selv, kort
at beskrive. For det fgrste har vi fiet vores fysikhorisont udvidet, idet vi faet
indsigt i andre fysiske discipliner end dem vi kendte i forvejen. Graden af indsigt
varierer fra, at vi har sat os ind i regulzert lzerebogsstof til at vi kort har snuset til
avancerede emner. I den fgrste kategori hgrer f.eks. principperne for Lagrange-
formalisme for klassisk mekanik, mens vi i den anden ende af spektret har fiet
lidt sterre indblik i fx kvantefelteori og elementarpartikelfysik. Ind imellem disse
to yderpunkter, har dem af os som ikke laeser kemi ved siden af fysik, leert noget
om anvendelsen af fysik i kemi.

Udover det rent faglige fysik, har dette projekt givet os en indsigt i nogle af de
punkter man kan diskutere i forbindelse med fysikkens meta-aspekter. Vi har
afprgvet symmetri som et eksempel pa spgrgsmal om fysikkens sociologi, erken-
delsesteori og ontologi. Vi pastar ikke at vi er kommet rundt om alle punkter
man kan diskuterere i denne forbindelse, men vi tror at vi har nzvnt nogen af
de vigtige. Inden vi gik i gang med projektet havde vi en forestilling om hvad
disse diskussioner gar ud pa og hvad typiske svar er, s& i den forstand har vi ikke
leert s& meget nyt. Det nye er neermere, at vi har fiet en skarpere opfattelse af
hvad diskussionen gir ud p4, og at vi har set nogle eksemplariske illustrationer
af de forskellige pastande i diskussion. Kort sagt har vi fiet nogle af fysikkens
meta-aspekter under huden, hvilket vel er meningen med et metaprojekt.

8.2 Hvad kunne man undersgge videre

Brugen af symmetri i fysik er et stort emne, som det aldrig har vaeret intentio-
nen at vi skulle daekke, hverken i dybden eller i bredden. Det er ogsa p3 disse to
punkter, vi kan se undersggelser som ligger umiddelbart i forlengelse af vores.
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For det fgrste har vi forsggt at deekke fire omrader af fysikken, i stedet for at ga
i dybden med et eller to omrader. Dette har medfgrt at vores cases ikke er be-
handlet s& indgaende, og vi kunne méske vaere naet frem til mere grundleeggende
konklusioner hvis vi havde boret dybere i casene. Maske kunne symmetribrud
med fordel have varet undersggt grundigere. Hvad angéir bredden, har vi lgbet
af vores underspggelse fundet ud af, at de symmetrier som optraeder i elementar-
partikelfysikken dels adskiller sig fra dem, vi har beskrevet, dels benyttes p& en
anden méade. Denne gren af fysikken vil det derfor veere oplagt til at udspzende
brugen af symmetri i fysikken. Af historiske &rsager vil det vaere interessant at
undersgge Einsteins relativitetsteorier, hvor symmetripostulater skiftede status
i fysikken. Som det sidste eksempel p3 noget man kunne undersgge umiddelbart
i forlzengelse af vores projekt, er brugen af gruppeteori i fysikken. Det ville vaere
interessant at undersgge, dels fordi det er si vigtigt i forbindelse med symmetri
i moderne fysik, dels fordi det abner for en diskussion af matematik i fysik.
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Appendiks A

Gruppeteori

A.1 Gruppeteori

Gruppeteori er det matematiske sprog som symmetribrugere betjener sig af.
Derfor har vi udformet dette appendiks om gruppeteori, som giver et resumé af
nogen af de vigtigste begreber indenfor denne matematiske disciplin.

A.1.1 Grundlaget

Den grundlzggende definition af en gruppe er en samling of entiteter som er
relaterede til hinanden pd én bestemt mdde. Entiteterne som danner en gruppe
kaldes “Gruppeelementer”, og samlingen af gruppeelementer udggr en meengde.
For at mangden skal danne en gruppe, skal der defineres en relation mellem
elementerne som vi vil kalde et produkt. Hvis vi har en gruppe med elementerne
A,B,C,... kan vi f.eks. definere et produkt som

AB=C

Betingelsen for, at en mangde er en gruppe er, at de fire nedenstéende aksiomer
(Boardman et al., 1973) skal gzlde for alle elementerne i den mangde udstyret
med et produkt (I det fglgende er G en gruppe).

Ma=ngden er lukket Det skal gzlde, at VA, B € G : AB € G, eller med andre
ord, funktionen (a,b) — ab afbilder G x G — G. Det vil sige at hvis man
tager to vilkdrlige elementer fra gruppen s skal produktet mellem disse
elementer tilhgre gruppen.

Associativ VA,B,C € G : A(BC) = (AB)C. Det er underordnet om vi danner
produktet mellem A og B fgrst og s& tager produktet mellem dette produkt
og C eller vi danner produktet mellem A og produktet mellem B og C.
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Identitets element Der skal eksitere ét og kun et element (lad os kalde det
E)E € Gsaat VA€ G: EA = AE = A. Der skal veere et entydigt be-
stemt element F i gruppen som for et vilkdrligt valgt element A i gruppen
opfylder at produktet mellem E og A og mellem A og E giver A selv.

Invers element Det skal gelde, at VA € G eksisterer ét og kun et element,
lad os kalde det A~?, s34 at AA™! = A~'A = E. For ethvert element A i
gruppen skal der eksistere et entydigt element A~! s& produktet mellem
A og A™! og mellem A~! og A giver identitetselementet.

Man kan udtrykke egenskaberne ved en konkret gruppe gennem en multipli-
kationstabel. Som eksempel har vi nedenfor angivet multiplikationstabellen for
gruppen bestdende af 1 og -1, udstyret med den normale multiplikation som
produkt.

| 1 -1 | 1 -1
110 1(-1) = 1] 1 -1
-1 (-1 (-1)(-1) =-1|-1 1

A.1.2 Regneregler

Den kommutative lov geelder i almindelighed ikke for en gruppe:
AB # BA

Dette star i modszetning til gange-operationer med reelle tal (der ud fra det
foregiende kan betegnes som en gruppe). Her galder det for alle elementerne i
gruppen, at AB = BA; siddanne grupper kaldes for Abelske.

Hvis det om to gruppeelementer gelder, at
AB =BA

siges de to elementer at kommutere (Boardman et al., 1973). Dette er et vigtigt
begreb, som vi stifter neermere bekendtskab med i de kvantemekaniske cases.
En kommutator skrives som:

[A,B] = AB—_BA (A.1.1)

og det er hvis dette giver 0, s& kommuterer de.

A.1.3 Matrix-repraesentation

Elementerne i en gruppe kan reprasenteres pa forskellig vis. Matrix-
reprzesentation af elementerne i en gruppe, har vist sig at vaere en kraftfuld
teknik og er naesten universelt accepteret af fysikere. Brugen af matricer giver
ikke nogen restriktioner af betydning, og det kan vises at elementerne for enhver
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endelig gruppe og flere af de kontinuerte grupper, kan repraesenteres ved matri-
cer(Arfken & Weber, 1995). f.eks. kan rotationer om z-aksen gennem vinklen ¢
skrives som (Arfken & Weber, 1995)

cos(¢) sin(¢) 0
R.(¢) = ( —sin(¢) cos(4) 0 ) (A.1.2)
0 0 1

Denne méde at beskrive sddanne rotationer pa, er s& velkendt at det er sveert at
forestille sig en anden reprasentation af rotationsgruppen end p4 matrixform.
Men apriori kunne man forestille sig, at det er muligt.
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UNIVERSAL LOW TEMPERATURE AC CON-
DUCTIVITY OF MACROSCOPICALLY
DISORDERED NON-METALS

by: Jeppe C. Dyre

DIRAC OPERATORS AND MANIFOLDS WITH
‘BOUNDARY )

by: B. Booss~-Bavnbek, K.P.Wojciechowski

Perspectives on Teichmuller and the
Cahresbericht Addendum to Schappacher,
Scholz, et al.

by: B. Booss-Bavnbek

With comments by W.Abikoff, L.Ahlfors,
J.Cerf, P.J.Davis, W.Fuchs, F.P.Gardiner,
J.cost, J.-P.Kahane, R.Lohan, L.Loxch,
S.Radkau and T.Soderqvist

EULER OG BOLZANO - MATEMATISK ANALYSE SET I ET
VIDENSKABSTEORETTSK PERSPEKTIV

Progjektrapport af: Anja Juul, Lone Michelsen,
Tomas Hojgard Jensen

Vejleder: Stig Andur Pedersen

Genotypic Proportions in Hybrid Zones
by: Preddy Bugge Christiansen, Viggo Andreasen
and Ebbe Thue Poulsen

MODELLERING AF TILFALDIGE FANOMENER

Projektrapport af: Birthe Friis, Lisbeth Helmgaard,
Kristina Charlotte Jakobsen, Marina Mosbek
Johannessen, Lotte Ludvigsen, Mette Hass Nielsen

Kuglepakning

Teori og model

af: Lise Arleth, Kare Fundal, Nils Kruse
Vejleder: Mogens Niss

Regressionsanalyse
Materiale til et statistiklaursus
af: Jorgen Larsen

TID & BETINGET UAFRENGIGHED
af: Peter Harremoés

Determination of the Prequency Dependent
Bulk Modulus of Liquids Using a Piezo-—
electric Spherical Shell (Preprint)

by: T. Christensen and N.B.Olsen
Modellering af dispersion i piezoelektriske
keramikker

af: Permille Postgaard, Jarmik Rasmussen,
Christina Specht, Mikko @stergard

Vejleder: Tage Christensen

Supplerende kursusmateriale til
"Linesre strukturer fra algebra og analyse”

af: Mogens Brun Heefelt

STUDIES OF AC HOPPING CONDUCTION AT LOW
TEMPERATURES

by: dJdeppe C. Dyre

PARTITIONED MANIFOLDS AND INVARIANIS IN
DIMENSIONS 2, 3, AND 4

by: B. Booass-Bavnbek, K.P.Wojciechowski
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OPGAVESAMLING
Bredde-kursus i Fysik
Eksamensopgaver fra 1976¢-93

Separability and the Jones
Polynomial

by: Lars Kadison

Supplerende kursusmateriale til
"Line®re strukturer fra algebra
og analyse" II

af: Mogens Brun Heefelt

FOTOVOLTAISK STATUSNOTAT 2
af: Bent Seorensen

SPHERICAL FUNCTIONS ON ORDERED
SYMMETRIC SPACES

To Sigurdur Helgason on his
sixtyfifth birthday

by: Jacques Paraut, Joachim Bilgert
and Gestur Olafsson

Kommensurabilitets~-oscillationer i
laterale supergitre

Fysikspeciale af: Anja Boisen,
Peter Beggild, Karen Birkelund

Vejledere: Rafael Taboryski, Poul Erik
Lindelof, Peder Voetmann Christiansen

Kom til kort med matematik pé&
Eksperimentarium -~ Et forslag til en
opstilling :
af: Charlotte Gjerrild, Jane Hansen
Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek

Life is like a sewer ...

Et projekt om modellering af aorta via
en model for stremning i kloakrer

af: Anders Marcussen, Anne C. Nilsson,
Lone Michelsen, Per M. Hansen

Vejleder: Sesper Larsen‘

Dimensionsanalyse en introduktion
metaprojekt, fysik

af: Tine Guldager Christiansen,
Ken Andersen, Nikolaj Hermann,
Jannik Rasmussen

Vejleder: Jens Hojgaard Jensen

THE IMAGE OF THE ENVELOPING ALGEBRA
AND IRREDUCIBILITY OF INDUCED REPRE-
SENTATIONS OF EXPONENTIAL LIE GROUPS

by: Jacob Jacobsen

Matematikken i Fysikken.
Opdaget eller opfundet
NAT-BAS-proijekt

vejleder: Jens Hejgaard Jensen

272/94

273/94

274/94
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279/94
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Tradition og fornyelse

Det praktiske elevarbejde i gymnasiets
fysikundervisning, 1907-1988

af: Kristian Hoppe og Jeppe Guldager
Vejledning: Karin Beyer og Nils Hybel

Model for kort- og mellemdistanceleb
Verifikation af model

af: Lise Fabricius Christensen, Helle Pilemann,
Bettina Serensen

Vejleder: Mette Olufsen

MODEL 10 - en matematisk model af intravenese
anastetikas farmakokinetik
3. modul matematik, fordr 1994

af: Trine Andreasen, Bjern Christensen, Christine
Green, Anja Skjoldborg Hansen. Lisbeth
Helmgaard

Vejledere: Viggo Andreasen & Jesper Larsen

Perspectives on Teichmuller and the Jahresbericht
2nd Edition

by: Bernhelm Booss-Bavnbek

Dispersionsmodellering
Projektrapport 1. modul

af: Gitte Andersen, Rehannah Borup, Lisbeth Friis,
Per Gregersen, Kristina Vejre

Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek

PROJEKTARBEJDSPEDAGOGIK -~ Om tre tolkninger af
problemorienteret projektarbejde

af: Claus Flensted Behrens, Frederik Voetmann
Christiansen, Jern Skov Hansen, Thomas
Thingstrup

Vejleder: Jens Hejgaard Jensen

The Models Underlying the Anaesthesia
Simulator Sophus

by: Mette Olufsen(Math-Tech), Finn Nielsen
(RIS® National Laboratory), Per Fege Jensen
(Herlev University Hospital), Stig Andur
Pedersen (Roskilde University)

Description of a method of measuring the shear
modulus of supercooled liquids and a comparison
of their thermal and mechanical response
functions.

af: Tage Christensen

A Course in Projective Geometry

by Lars Kadison and Matthias T. Kromann

Modellering af Det Cardiovaskulare System med

Neural Pulskontrol

Projektrapport udarbejdet af:

Stefan Frello, Runa Ulsee Johansen,
Michael Poul Curt Hansen, Klaus Dahl Jensen

Vejleder: Viggo Andreasen
Parallelle algoritmer

af: Erwin Dan Nielsen, Jan Danielsen,

Niels Bo Johansen
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Granser for tilfaldighed

(en kaotisk talgenerator)

af: Erwin Dan Nielsen og Niels Bo Johansen

Det er ikke til at se det, hvis man ikke
lige ve' det!

Gymnasiematematikkens begrundelsesproblem
En specialerapport af Peter Hauge Jensen
og Linda Kyndlev

Vejleder: Mogens Niss

Slow coevolution of a viral pathogen and
its diploid host

by: Viggo Andreasen and
Freddy B. Christiansen

The energy master equation: A low-temperature
approximation to Bassler's random walk model

by: Jeppe C. Dyre

A Statistical Mechanical Approximation for the
Calculation of Time Auto-Correlation Functions

by: Jeppe C. Dyre

PROGRESS IN WIND ENERGY UTILIZATION

by: Bent Serensen

Universal Time-Dependence of the Mean-Square

Displacement in Extremely Rugged Energy
Landscapes with Equal Minima

by: Jeppe C. Dyre and Jacob Jacobsen

Modellering af uregelmassige belger

Et 3.modul matematik projekt

af: Anders Marcussen, Anne Charlotte Nilsson,

Lone Michelsen, Per Merkegaard Hansen

Vejleder: Jesper Larsen

1st Annual Report from the project

LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

an example of using methods developed for the
OECD/IEA and the US/EU fuel cycle externality study

by: Bent Serensen

Fotovoltaisk Statusnotat 3

af: Bent Serensen

Geometridiskussionen - hvor blev den af?
af: Lotte Ludvigsen & Jens Frandsen

Vejled:r: Anders Madsen

Universets udvidelse -
et metaprojekt

Af: Jesper Duelund og Birthe Friis

Vejleder: Ib Lundgaard Rasmussen

A Review of Mathematical Modeling of the
Controled Cardiovascular System

By: Johnny T. Ottesen

RETIKULER den klassiske mekanik

af: Peder Voetmann Christiansen
A fluid-dynamical model of the aorta with
bifurcations

by: Mette QOlufsen and Johnny Ottesen

Mordet p& Schrodingers kat - et metaprojekt om

to fortolkninger af kvantemekanikken

af: Maria Hermannsson, Sebastian Horst,

Christina Specht

Vejledere: Jeppe Dyre og Peder Voetmann Christiansen

ADAM under figenbladet - et kig pd en samfunds-

videnskabelig matematisk model

Et matematisk modelprojekt
af': Claus Draby, Michael Hansen, Tomas Hejgird Jensen

Vejleder: Jergen Larsen

Scenarios for Greenhouse Warming Mitigation

by: Bent Serensen

TOK Modellering af treers vakst under pdvirkning
af ozon

af: Glenn Meller-Holst, Marina Johannessen, Birthe

Nielsen og Bettina Serensen

Vejleder: Jesper Larsen

KOMPRESSORER - Analyse af en matematisk model for

aksialkompressorer

Projektrapport sf: Stine Beggild, Jakob Hilmer,

Pernille Postgaard
Vejleder: Viggo Andreasen
Masterlignings~modeller af Glasovergangen

Termisk-Mekanisk Relaksation

Specialerapport udarbejdet af:
Johannes K. Nielsen, Klaus Dahl Jensen

Vejledere: Jeppe C. Dyre, Jergen Larsen

304a/95 STATISTIKNOTER Simple binomialfordelingsmodeller

af: Jergen Larsen

304b/95 STATISTIKNOTER Simple normalfordelingsmodeller

af: Jergen Larsen

304c/95 STATISTIKNOTER Simple Poissonfordelingsmodeller

af: Jergen Larsen

304d/95 STATISTIKNOTER Simple multinomialfordelingsmodeller

af: Jergen Larsen

304e/95 STATISTIKNOTER Mindre matematisk-statistisk opslagsverk

indeholdende bl.a. ordforklaringer, resuméer og
tabeller

af: Jergen Larsen




305/95

306/95

307/95

308/95

309/95

The Maslov Index:
A Functional Analytical Definition
And The Spectral Flow Formula

By: B. Booss-Bavnbek, K. Furutani

Goals of mathematics teaching

Preprint of a chapter for the forth-
comming International Handbook of
Mathematics Education (Alan J.Bishop, ed)

By: Mogens Niss

Habit Formation and the Thirdness of Signs
Presented at the semiotic symposium

The Emergence of Codes and Intensions as
a Basis of Sign Processes

By: Peder Voetmann Christiansen

Metaforer i Fysikken

af: Marianne Wilcken Bjerregaard,
Frederik Voetmann Christiansen,
Jern Skov Hansen, Klaus Dahl Jensen
Ole Schmidt ’

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen og
Petr Viscor

Tiden og Tanken

En undersegelse af begrebsverdenen Matematik

udfert ved hjalp af en analogi med tid
af: Anita Stark og Randi Petersen

Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek
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312/96

313/96

314/96

315/96
a+b

Kursusmateriale til "lineare strukturer fra
algebra og analyse" (E1)

af: Mogens Brun Heefelt

2nd Annual Report from the project
LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

by: Héléne Connor-lLajambe, Bernd Kuemmel,
Stefan Kruger Nielsen, Bent Serensen
Grassmannian and Chiral Anomaly

by: B. Booss-Bavnbek, K.P.Wojciechowski

THE IRREDUCIBILITY OF CHANCE AND
THE OPENNESS OF THE FUTURE

The Logical Function of Idealism in Peirce's

Philosophy of Nature

By: Helmut Pape, University of Hannover
Feedback Regulation of Mammalian
Cardiovascular System

By: Johnny T. Ottesen

"Rejsen til tidens indre'" - Udarbejdelse af

et manuskript til en fjernsynsudsendelse

+ manuskript
af: Gunhild Hune og Karina Goyle

Vejledere: Peder Voetmann Christiansen og

Bruno Ingemann
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Plasmaoscillation i natriumklynger
Specialerapport af: Peter Meibom, Mikko Ostergird

Vejledere: Jeppe Dyre & Jern Borggreen

Poincaré og symplektiske algoritmer
af: Ulla Rasmussen

Vejleder: Anders Madsen

Modelling the Respiratory System
by: Tine Guldager Christiansen, Claus Draby

Supervisors: Viggo Andreasen, Michael Danielsen

Externality Estimation of Greenhouse Warming

Impacts

by: Bent Serensen

Grassmannian and Boundary Contribution to the
-Determinant

by: K.P.Wojciechowski et al.

Modelkompetencer — udvikling og afprevning
af et begrebsapparat

Specialerapport af: Nina Skov Hansen,

Christine Iversen, Kristin Troels-Smith

Vejleder: Morten Blomhej

OPGAVESAMLING
Bredde-Kursus i Fysik 1976 - 1996

Structure and Dynamiecs of Symmetric Diblock
Copolymers

PhD Thesis

by: Christine Maria Papadakis .

Non-linearity of Baroreceptor Nerves
by: Johnny T. Ottesen

Retorik eller realitet ?
Anvendelser af matematik i det danske
Gymnasiums matematikundervisning i

perioden 1903 - 88

Specialerapport af Helle Pilemann

Vejleder: Mogens Niss

Bevisteori
Eksemplificeret ved Gentzens bevis for
konsistensen af teorien om de naturlige tal

af: Gitte Andersen, Lise Mariane Jjeppesen,
Klaus Frovin Jergensen, Ivar Peter Zeck

Vejledere: Bernhelm Booss-Bavnbek og
Stig Andur Pedersen

NON-LINEAR MODELLING OF INTEGRATED ENERGY
SUPPLY AND DEMAND MATCHING SYSTEMS

by: Bent Serensen

Calculating Fuel Transport Emissions

by: Bernd Kuemmel
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The dynamics of cocirculating influenza
strains conferring partial cross-immunity

and
A model of influenza A drift evolution

by: Viggo Andreasen, Juan Lin and
Simon Levin

LONG-TERM INTEGRATION OF PHOTOVOLTAICS
INTO THE GLOBAL ENERGY SYSTEM

by: Bent Serensen

Viskese fingre

Specialerapport af:
Vibeke Orlien og Christina Specht

Vejledere: Jacob M. Jacobsen og Jesper Larsen
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336/97

337/97

338/97

ANOMAL SWELLING AF LIPIDE DOBBELTLAG
Specialerapport af:
Stine Sofia Korremann

Vejleder: Dorthe Posselt

Biodiversity Matters

an extension of methods found in the literature
on monetisation of biodiversity

by: Bernd Kuemmel

LIFE-CYCLE ANALYSIS OF THE TOTAL DANISH
ENERGY SYSTEM

by: Bernd Kuemmel and Bent Serensen

Dynamics of Amorphous Solids and Viscous Liquids

by: Jeppe C. Dyre

PROBLEM-ORIENTATED GROUP PROJECT WORK AT
ROSKILDE UNIVERSITY

by: Kathrine Legge

Verdensbankens globale befolkningsprognose

- et projekt om matematisk modellering

af: Jern Chr. Bendtsen, Kurt Jensen,

Per Pauli Petersen

Vejleder: Jergen Larsen

Kvantisering af nanolederes elektriske
ledningsevne

Forste modul fysikprojekt

af: Seren Dam, Esben Danielsen, Martin Niss,

Esben Friis Pedersen, Frederik Resen Steenstrup

Vejleder: Tage Christensen
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342/97

Defining Discipline
by: Wolfgang Coy

Prime ends revisited -~ a geometric point
of view -

by: Carsten Lunde Petersen

Two chapters on the teaching, learning and

assessment of geometry

by Mogens Hiss

LONG-TERM SCENARIOS FOR GLOBAL ENERGY
DEMAND AND SUPPLY

A global clean fossil scenario discussion paper
prepared by Bernd Kuemmel

Project leader: Bent Serensen

343/97 IMPORT/EKSPORT-POLITIK SOM REDSKAB TIL OPTIMERET
UDNYTTELSE AF EL PRODUCERET PA VE-ANLEG
af: Peter Meibom, Torben Svendsen, Bent Serensen
344/97 Puzzles and Siegel disks
by Carsten Lunde Petersen
345/98 Modeling the Arterial System with Reference to
an Anestesia Simulator
Ph.D. Thesis
by: Mette Sofie QOlufsen
346/98 Klyngedannelse i en hulkatode-forstevningsproces
af: Sebastian Horst
Vejledere: Jern Borggren, NBI, Niels Boye Olsen
347/98 Verificering af Matematiske Modeller
~ en analyse af Den Danske Eulerske Model
af: Jonas Blomqvist, Tom Pedersen, Karen Timmermann,
Lisbet Ghlenschlager
Vejleder: Bernhelm Booss-Bavnbek
348/98 Case study of the environmental permission

procedure and the environmental impact assessment

for power plants in Denmark

by: Stefan Kruger Nielsen

Project leader: Bent Serensen

349/98 Tre rapporter fra FAGMAT - et projekt om tal

350/98

351/98

og faglig matematik i arbejdsmarkedsuddannelserne
af: Lena Lindenskov og Tine Wedege

OPGAVESAMLING - Bredde-Kursus i Fysik 1976 - 1998
Erstatter teksterne 3/78, 261/93 og 322/96
Aspects of the Nature and State of Research in
Mathematics Education

by: Mogens Niss




352/98 The Herman-Swiatec Theorem with

applications

by: Carsten Lunde Petersen

353/98 Problemlesning og modellering i

en almendannende matematikundervisning

Specialerapport af: Per Gregersen og

Tomas Hejgaard Jensen

Vejleder: Morten Blomhej

354/98 A GLOBAL RENEWABLE ENERGY SCENARIO

by: Bent Serensen and Peter Meibom

355/98 Convergence of rational rays in

parameter spaces

by: Carsten Lunde Petersen and

Gustav Ryd

356/98 Terranmodellering

Analyse af en matematisk model til
konstruktion af terranmodeller

Modelprojekt af: Thomas Frommelt,
Hans Ravnkjar Larsen og Arnold Skimminge

Vejleder: Jjohnny Ottesen

357/98 Cayleys Froblem

En historisk analyse af arbejdet med Cayley
problem fra 1870 til 1918

Et matematisk videnskabsfagsprojekt af:

Rikke Degn. Bo Jakobsen. Bjarke K.W. Hansen,
Jesper 5. Hansen, Jesper Udesen, Peter C. Wulff
Vejleder: Jesper Larsen



