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Abstract:
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et supplement til bogen Griffel: Linear Algebra and
its Applications, Vol. I + II.
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Afsnit A: Invariante underrum

I dette afsnit vil vi vise nogle saztninger om invariante under-
rum, som vil blive anvendt i de to fplgende afsnit.

Lad os betragte et vektorrum V over C, og lad A: V -> V vare en
line®r operator pa V. Er videre W et underrum af V, da kaldes W
et invariant underrum over for A, hvis

Aw € W for alle w ¢ W

dvs, at
A(W) c W.

Eksempel Al. Er v, en egenvektor for operatoren A svarende til
egenverdien A, vil W = Sp{v,} vare et invariant underrum over for
A, da det for alle w € W galder, at Aw = AWw. #

Eksempel A2. Betragtes egenrummet E, for A svarende til egenvar-
dien A, vil ogsa dette underrum i V vare invariant over for A, da
det for alle v € E, gazlder, at Av = Av. #
Er p et polynomium af n-te grad med reelle koefficienter, fx

p(t) = a; + a,t + .... + at"
kan man forAden linezre operator A definere, at

p(A) = a, + aA + .... + aA".
Ved simpel udregning ses da, at

Ap(A) = p(a)A.

Er g tilsvarende et polynomium af k-te grad med reelle koeffici-
enter, defineres pd samme made

q(A) = b, + bA + .... + bAa~.
Man far igen ved simple udregninger, at
a(A)p(A) = p(A)q(A)
da A'al = ala',
Eksempel A3. Er p et polynomium af grad n, og er W = N(p(a)) -
nulrummet for p(A) - skal vi se, at W er invariant over for A.

Er w ¢ W, dvs at p(A)w = 0, kan vi slutte, at




p(A) (Aw) = p(A)Aw = Ap(A)w = 0
hvilket viser, at Aw € W. #
S@tning Al. Vi betragter nu en linear operator T: V -> V, der an-
tages nilpotent af grad k dvs, at der findes et v € V sadledes at
™lv #+ 0 og Tv = 0.

Det skal da vises, at mangden

s = (T, T%,...,Tv,v)

vil vere lineazr uafhengig, samt at W = Sp(S) vil vare invariant
over for T.

Betragtes nu linearkombinationen
TV + o, T + .... + 4TV + v = 0

skal man vise, at man kun finder den trivielle linearkombination.
Lader vi T¥' virke pa linearkombinationen, fas

ckTHV = 0.

Da T¥'v # 0 bliver ¢, = 0. Lader vi dernast T"? virke pa linear-
kombinationen, far man

k-1, —
C I v = 0,

heraf felger tilsvarende at c _, = 0. Sddant fortsazttes med T for
j =%-3, ... ,0 og man ser, at ¢, = .... = ¢, = ¢, = 0.

Da T(Tiv) = Ti*'v bliver T(S) ¢ S, og da tillige S er en basis for
W, er W invariant over for T. #
Eksempel A4: Er A: V -> V en line®r operator, og er A en egen-
verdi for A, sdledes at operatoren

T =A - AI

er nilpotent af grad k, da vil - som vist i sztningen - S vzre
linear uafhengig. Af

A(Tiv) = A(A - AT)lv

= A - AI)iv = A(A - AD)Iv + A(A - AD) v

(A - AT)*'% + A(Aa - AT)Iv
= Ti*'v + ATl

ses, at A(Tlv) altsi kan skrives som linearkombination af ele-
menter i S (der jo er en basis for W). Sdledes er A(W) c W. #
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Sztning A2. Lad nu p vere et polynomium af grad n, og lad der va-

re givet faktoroplesningen p(t) = p1(t)p2(t) , hvor p, og p, begge

er af grad =2 1 og med sterste fazlles divisor 1. Lad V vare nul-

rummet for operatorem p(A) - N(p(A)), da skal vi vise, at
V=W W,

dvs V er en direkte sum af W, = N(p,(A)) og W, = N(p,(4)).

Da p, og p, har sterste fzlles divisor 1, findes polynomier d, og

5, saledes at
g, (t)py(t) + g (t)p,(t)

1,

og derfor er
(*) q4,(A)py(A) + q,(A) p,(A)

Med v € V, er jfr (*)

I.

Vv = q(A)p,(RA)V + q(A)p,(A)V.
Her vil det forste led pa hejre side i ligningen tilherer W,, da
pz(A) (q, (A)p1 (A)v] = d;(A)p, (A)pz(A)V = d, (A)p(A)v = 0,
da v € N(p(A)). Tilsvarende vises, at det andet led tilherer w,,
og sidledes er V sum af W, og WT.Vi mangler at vise, at summen er
direkte, dvs at udtrykket
V=W, + W,

med w; € W,, i = 1,2, er entydigt fastlagt af v. Lader vi nu
qh(A)p1(A) v1rke pa summen er g

4 (A)p(A)V = g, (B)py(A)W,
da p,(A)w, = 0. Anvendes dernast (*) pa w, bliver
W, = q, (A) Py (A) W, = g, (a) P, (A)v,

0. Tilsvarende bliver

da p,(A)w,

W, = g,(A)p,(A)vV,

og dermed er w, og w, entydigt fastlagt ud fra v. #

Denne saztning kan umiddelbart generaliseres til:

Sztning A3. Lad p vare et polynomium af grad n, og lad der vere

givet faktoroplesningen p(t) = py(t) ... p(t), hvor p,,...,p,

alle er af grad 2 1 og med storste falles d1v1sor 1. Da er
N(p(A)) = N(py(d)) ® .... @ N(p(3d)).

Dette vises ved induktion. For k = 2 er det vist i sztning A2.
Lad os nu antage, at satningen er korrekt for k = j, dvs at
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N(q(A)) = N(ps(3)) ® .... @ N(p;(Aa)),

nar q(t) = py(t) ... p;(t), og polynomierne har storste fzlles di-
visor 1. Vi betragter nu

P(t) = py(t) -... pP;(t) P, (t)

hvor polynomierne har stegrste fazlles divisor 1. Da nu produktet
af de forste j af polynomierne, dvs

a(t) = py(t) -...p;(t)

opfylder sztningen, vil
N(q(A)) = N(p;(A)) @ .... @ N(p;(A)).
samtidig er P(t) = q(t) Py, (L),

hvor q og p;,, har sterste fazlles divisor 1; ifelge sztning A2
bliver da

N(p(a)) = N(q(A)) @ N(p;, (3))-
Med N(q(A)) indsat bliver derfor
N(p(a)) = N(py(Aa)) ® .... & N(p;(A)) & N(p;,,(3)).

Hermed er sztningen bevist. #

En simpel konsekvens af denne sztning bliver nu:
Satning A4. Lad polynomiet p have felgende faktoroplesning
p(t) = (t - a;)™(t - a,)™....(t - a)%,

hvor alle a;,~er er forskellige. Da vil N(p(A)) vare direkte sum
af underrummene U,, U,,...,U,, hvor

U, = N((A - a;,I)™).
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Afsnit B:  Nulrum for lineere differentialoperatorer

I dette afsnit skal vi arbejde pad at bestemme en basis for nul-
rummet til en line®r differentialoperator af n-te orden, fx

L=D"+b, D"+ ...... + b.D + byD°
hvor alle b; er reelle konstanter. I hele dette afsnit vil diffe-
rentlaloperatoren D virke pa vektorrummet c®, rummet af alle re-
elle, vilkarligt ofte differentiable funktioner.
Er polynomiet

p(t) = t" + b ,t"" + .... + bt + by,

kan vi direkte benytte sztning A4 pad differentialoperatoren D og
finde en basis for nulrummet N(p(D)).

Man skal igvrigt vere opmarksom pa, at speorgsmalet om at finde en
basis for dette nulrum, betyder det samme som at finde samtlige
leosninger til den n-te ordens linezre differentialligning

(D" + b, D" + ...... + b,D + bDY)£(t) = 0.
Safremt vi arbejder i et vektorrum V over C, har polynomiet p en

faktoroplesning i fgrstegradspolynomier som forudsat i satning
A4, dvs

p(t) = (t - a))™(t - a,)™....(t - a)™,

2

og ifelge sx#tningen kan en basis for N(p(D)) findes, nar man har
fundet en basis for hvert af nulrummene U, = N((D - aI))W)
Til dette formal fér vi brug for felgende sztning:
saztning B1. (D - aD?)"f(t) = e*D"(e ?'f(t))
Sztningen vises ved induktion efter m. For m = 1 far man
e¥D(e@f(t)) = e [-ae™@'f(t) + e ?'f’ (t)]
= f/(t) - af(t) = (D - aD®)f(t).

Antages sztningen nu korrekt for m = k, skal man vise, at den og-
sd gelder for m = k + 1. Det antages altsa, at

(D - aDY)k£(t) = eDk(e?'f (L)),
som vi skal bruge pa formen

e ¥ (D - aD®)kf(t) = D¥(e®f(t)).




Da er
e DX (e f(t)) = e*D[D¥ (e f(t))] =

e®D[e® (D - aD’)kf(t)] =
e®[-ae® (D - aDY)kf(t) + eD(D - aDd)kf(t)] =
(D - ab®) (D - aD”)kf(t) = (D - aD®)K'f(t). #
Vi kan af denne satnlng se, at man fastlezgger nulrummet for ope-
:ratoren (D - aDb )'“, ved at finde de funktioner_ £, som opfylder
(D - aD°)"'f(1;) =0 eller D"(e™f(t)) = o.

Funktioner, der opfylder D"g(t) = 0, er alle polynomier af grad
hejst m - 1, dvs

eE(t) = ¢y + gt + ... + ¢t
hvor alle c; kan valges frit. Derfor er
£(t) = (¢ + ot + ... + ¢, t" e

eller
N((D - aD”)™ = sSp{e®, te™,...,t" e},

Eksempel Bl. Er L = D?> + 4D + 3D’ er det tilherende andengrads-
polynomium p(t) = t% + 4t + 3 = (t + 1)(t + 3), og derfor bliver
nulrummet N(L) = Sp{e’t, e3%}.

Eksempel B2. Er L = D? + 4D + 4D° er det tilheorende andengrads-
polynomium p(t) = t2 + 4t + 4 = (t + 2)?, og derfor bliver nul-
rummet N(L) = Sp{e™®t, te’?%.

Eksempel B3: Er L = D* - 2D? + D? er det tilherende fjerdegrads-
polynomium p(t) = t* - 22 + 1 = (t + 1)%3(t - 1)?, og derfor bli-
ver nulrummet N(L) = Sp{e’!, te%, etf, te!).

Indtil nu har der kun vazret behandlet den situation, hvor faktor-
oplesningen er reel, men vi ved, at fx andengradspolynomiet
p(t) = t2+ 4t + 5 = (t + 2+ {)(t +2 - 1).
Vi ved imidlertid ogs&, at de komplekse redder i et andengrads-
polynomium med reelle koefficienter vil vare komplekst konjuge-
rede, dvs er a + {f rod vil ogsda a - if vare rod, og man har at
p(t) = (t - (e + iB))(t - (a - iB)) = t% - 2at + a® + B?

Derfor vil nulrummet for operatoren




p(D) = D2 - 2aD + (a? + g2)p°

have felgende basis
{e(aﬁB)t' e(a‘iﬁ)t}.

Disse funktioner er imidlertid ikke reelle, og tilherer derfor
ikke ¢®. Vi skal dog undersegge, om det med en passende valgt
(kompleks) linearkombination af disse funktioner er muligt at
finde en basis af reelle funktioner. Hertil kan vi benytte, at

(@Bt = ot(cosft + isinpt).
Man kan sdledes omskrive et element i nulrummet pd folgende made

f(t) = c, ™t 4 ¢ el@ibr

= c,e*(cospt + isinBt) + c,e®(cospt - isinpt)

e®[ (c,+c,) cospt + i(c,-c,)sinft]

k,e*cospt + k,e**sinpt
netop nar

c, = (k, - ik;)/2 og c, = (k, + ik,)/2
med k,, k, € R. Herved vil f blive en reel funktion.
Vi kan sdledes se, at ogsa {e%cosft, e%sinBt} vil vzre en basis

for N(p(D)), og den har tilmed den fordel, at dens elementer er
reelle funktioner. :

Eksempel B4. Er L = D° + 4D + 5D° er det tilherende andengrads-
polynomium p(t) = t2 + 4t + 5 = (t + 2 + {)(t + 2 - i) som vist
ovenfor, og man har da N(L) = Sp{e ?’cost, e?'sint}.

Hvis a + i er rod i polynomiet med multiplicitet k, vil tilsva-
rende a - if vare rod i polynomiet med multiplicitet k, og man
kan pa en tilsvarende made som ovenfor vise, at de to komplekse

basiselementer tie(®it og tie® it xan erstattes med de to reelle
basiselementer

tie®cospt og tie'singt.

Herefter kan vi opsamle vores resultater om fastlazggelse af en

~basis for nulrummet til den lineare differentialoperator L = p(D)

med
p(t) =t"+ b ,t"" + ... + bt + by.

a) Er a en enkelt reel rod i p(t) vil
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e® € N(L)

b) Er a en reel rod med multiplicitet k i p(t) vil
e, te®, ... , tk'le® e N(L)
c) Er a + lB og ¢ - {8 enkle, komplekst konjugerede

redder i p(t), vil
e®cosft, e™sinft e N(L)

d)  Er endelig a + if og a - 1B komplekst konjugerede
- redder med mu1t1p11c1tet ki p(t), v11

e cosﬁt te®*cospt, ... , t¥le*cospt,
e®singt, te®sinft, ... , t¥'e®sinBt e N(L)

Egenrum for line=re differentialoperatorer.

I Griffel, kapitel 5G er vist, at hvis p er egenvardi for en li-
nezr afbildning g: V -> V, vil samtlige egenvektorer for g sva-
rende til egenvaerdien u - sammen med O-elementet - vere et under-
rum. Dette underrum kaldes egenrummet for u - E,. Det er endvi-
dere vist, at dette egenrum er nulrummet for afbildningen g - ui,
dvs E, = N(g=-pi).

Er saledes L: C®° -> Cc® en linear differentialoperator kan man
eftersporge egenfunktionerne for L svarende til en egenvardi u,
dvs finde samtlige funktioner £ € c®, som opfylder

LEf = uf,

hvilket jfr den nevnte se#tning svarer til at finde en basis for
nulrummet N(L - uD)
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Afsnit C: Diagonalisering af matricer
og JORDAN’s normalform.

Som det fremgar af Griffel, kapitel 8A kan en nxn matrix A diago-
naliseres hvis og kun hvis der findes en basis for C" af egenvek-
torer for matricen A.

Med udgangspunkt i denne sztning antager vi nu, at A har egen-
verdierne A,,...,A, (hvor flere egenvardier kan vare ens) med de
tilhorende egenvektorer v,,...,v, (som er lineart uafhangige).
Det galder da, at

Vi : Av.==A:vV

1 1

Indfgres nu matricen 8§ = (v,,V,,...,V.), Vvil 8 1 se@jlerne netop
have alle de lineart uafhzngige egenvektorer. Da er
AS = (AV,,AV,,...,AV,) = (A\V, AV, ..., A V)
A, 0 ...... 0
O N ¢
= (V{,Vy,--0,V,) e e teeaes .
0 0 ...... A,
= 8D

hvor D er en diagonalmatrix med egenverdierne i diagonalen, netop
opskrevet i den samme rzkkefgplge, som egenvektorerne er opskrevet.
i transformationsmatricen S. Da s¢jlerne i § er line®rt uafhangi-
ge svarer AS = 8D til at

D = s'as.

Spergsmalet er nu, hvad der sker, nadr man ikke har en basis for
C" af egenvektorer for ‘A.

For det forste kan man nejes med at undersege de egenvardier,
hvor

gm(A) < algm(A).

Til de e¢vrige egenvardier er der egenvektorer "nok". Mangler der
egenvektorer suppleres listen af egenvektorer (der er dog altid

mindst én) med det antal linezrt uafhzngige vektorer, der svarer
til differensen ’

algm(i) - gm(A).

Det kan vises, at man altid pa en neje foreskreven made kan finde
en sadan linezrt uafhzngig mengde knyttet til egenvardien A.



Tilfazldet gm(i) = 1.

Vi betragter forst det tilfzlde, hvor den aktuelle egenvardi har
gn(A) = 1 og algm(A) = k. Sdledes er den eneste egenvektor be-
stemt af 7

Av, = AV, eller (A - AE)V, =0

De resterende vektorer skal da bestemmes af fgplgende algoritme

Av, = AV, + V, eller (A - AB)V, = Vv,
Av; = AV; + V, eller (A - AE)V; = v, _
Av, = AV, + V,, eller (A -~ AE)V, = V, ;4

Pastanden, som vi benytter uden bevis, er da, at man altid kan
finde disse vektorer v,,v;,...,V,, og vi skal senere vise, at
disse sammen med v, vil udgere en linezrt uafhangig mangde.
S@ettes som for s = (VY5 000,Y)

bliver AS = (Av,,AvV,,...,AV,)

(AVy, AV+V,, o oo AV HV, )

A 1 ....0 O

0O A ....0 O
= S o o eese s o

0O 0 .... A 1

0O 0 .... 0 A
= 8J

Denne matrix J kaldes en jordanmatrix, og den bestdr af egenver-
dierne for A i diagonalen og af et 1-tal lige over diagonalen i
netop de spjler, hvor der i 8 star en "konstrueret" (eller "syn-
tetisk" fremstillet) wvektor. De k linezrt uafhzngige vektorer,
der udger sejlerne i 8, kaldes tilsvarende en jordanbasis.

Eksempel Cl. Med matricen

1 o -1
A= 1 2 0
1 1l 0

bliver det karakteristiske polynomium det(A - AE) = (1 - 1)3,
dvs A = 1 er den eneste egenvardi. Af (A - AE)v, = 0 kan man
nu bestemme egenvektorerne svarende til egenverdien 1, dvs

0 0 -1\ /[ x 0
1 1 0 y | = 0

/
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og man far, at -z =0 og x + Yy = 0. Sdledes bliver den eneste
egenvektorretning fastlagt til fx

v, = (-1,1,0)".
Benyttes nu algoritmen skal vi altsd finde v,, sdledes at

(A - AE)V, = V,,

eller
0 0 -1 X -1
1 1 o0 vyl =11
1 1 -1 z 0
hvilket giver -z = -1 og x + y =1 dvs

v, = (1,0,1)7
Bemerk at man lige sa vel kunne have valgt (0,1,1)' eller (%,%,1)T
Algoritmen skal fortszttes, sdledes at man finder v; af

(A - AE)V; = V,,
eller

der giver -z =1 og x + Yy = 0, dvs vektorretningen bliver fx
v; = (0,0,-1)7.

Herefter bliver matricerne

-1 1 o 1 1 o
S={1 o0 o0 Jg=/0 1 1
o 1 -1 o o 1/

og for at sikre at der er regnet rigtig skal AS = SJ, hvilket en
simpel udregning bekrazfter. #

Vi skal nu vise, at den konstruerede mzngde R = (Vi) Vyyeeee, V) er
line®zrt uafhengig.

Betegner A den til matricen A svarende linezre operator pa C",
settes T = A - AI. Da bliver Tv, = v,,, TV, = TV, , = V., ..

eeo , ™™, = v, # 0 samt Tv, = Tv, = 0 (da v, er en egenvektor).
Sdledes er T en nilpotent operator af grad k, og mzngden

R

AT, T, ..., TV, v},
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er ifplge sztning Al lineart uafhangig. Vi sd samtidig i eksempel
A4, at underrummet W = Sp(R) var invariant over for A, og med R
som basis for W viste vi tillige jfr eksempel A4, at

aA(Tlv,) = Ti'', + ATiv,,

og den til operatoren A svarende matrix i basen R er da jordan-
matricen J.

Tilfeldet gm(i) > 1.

Vi gar nu over til det tilfzlde, hvor der er flere lineart uaf-
hzngige egenvektorer svarende til egenvardien A, men fazrre end
den algebraiske multiplicitet, fx algm(iA) = k. Er ViV, eee V5,
det maksimale antal lineart uafhzngige egenvektorer, siledes at
gnm(A) = j < k, ved vi fra eksempel Al, at hver af disse er basis
for et 1-dimensionalt underrum, der er invariant over for A.

Man bestemmer - i princippet - den eller de manglende vektorer
lige som i tilfazldet gm(A) = 1, men det er nu ikke umiddelbart
klart, hvilken vektorretning i egenrummet E, man skal benytte.
Men pastanden er, at man altid kan finde en vektorretnlng ue€E,
sdledes at algoritmen fra fer vil fungere, dvs at

AV, = AV;,, + u eller (A - AE)V;, = U

.« e e e AV, = AV, + V., eller (A - AE)V, = V_,.
Velges nu som feor disse vektorer som sejlerne i 8, dvs
8 = (u,ij, cs e s V)

Da bliver
AS = (Au,AvM,...,Avk)

(Au, AV +u, ..., AV +V, )

i+

= 8J

hvor J igen er en jordanmatrix, men nu med k-j+1 rakker og soj-
ler. Sammenholder vi imidlertid dette invariante underrum med det
invariante underrum, der blev udspandt af de resterende j-1 egen-
vektorer, vil A i en basis udspandt af disse to underrum tilsam-
men vare reprasenteret af matricen

/')....o 0 ... 0
0 .ov A 1 ...0
0 ...0 A...0

.0 0 ...

\o...o o...A;

hvor der star egenvardier i diagonalen og l-taller lige over dia-
gonalen i netop de sidste k-j se¢jler, svarende til at de tilhe-
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rende vektorer ikke er egenvektorer, men er "syntetisk" fremstil-
lede vektorer..

Skal man rent praktisk finde den pastaede vektorretning u (€ E),
som skal benyttes ved beregningen af de resterende “syntetlske"
vektorer, tager man udgangspunkt i matrixligningen

(A - AE)V;,, = u.

Vektoren u ma sdledes tilheore billedrummet for matricen A - AE,
hvilket imidlertid er identisk med, at vektoren kan udspzndes af
se¢jlerne i matricen A - AE. Da matricen A - AE er ’kraftigt’ sin-
gulzr vil billedrummet for den som regel vare udspzndt af én el-
ler meget f4 linezrt uafhzngige sojler.

Som i tilfeldet gm(A) = 1 kan man ogsa her vise, at den konstru-
erede mengde R = (W, Voo, V) vil vare lineart uafhangig.

Betegner A den til matricen A svarende linezre operator pa C",
seattes T = A - AI. Da bliver som for Tv, = v,,, .. ,T¥lvy, =u = 0
med T**'v, = Tu = 0 (da u er en egenvektor). Da er operatoren T
nilpotent af grad k-j+1, og mzngden R = {Tlv,,...,Tv,,v,} bliver
jfr sztning Al lineart uafhzngig.

Eksempel C2. Matricen

o =2 1
A= -3
1 -2 0
har det karakteristiske polynomium det(A - AE) = -(1 + )3, dvs

den eneste egenverdi er -1 med algm(-1l) = 3. Af (A - AE)V =0
far man tre ens ligninger af formen

X -2y +2 =0,

der jo udspander en plan i R, dvs gn(-1l) = 2, og en basis for
egenrummet E, er fx

{(2,1,0)7;(1,0,-1)T}.

Da matricen

f1 -2 1
A-AE=1}1 -2 1
1 -2 l//

ma det betyde, at vektorretningen (1,1,1) € E_ ; udspander billed-
rummet for matricen A - AE, og den vil derfor vare det eneste mu-
lige bud pa& vektoren u. Saledes vil ligningssystemet
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(A - AE)vV; = u
have tre identiske ligninger af formen
X -2y +z =1
og man far fx wv; = (1,0,0)7.
Bemark, at man ogsa kunne have valgt (0,0,1)' eller (0,-%,0)T.

Herefter bliver matricerne

1 1 7 -1 o
8 = J=|0 -1
-1 0 0 -1

Bemzrk, at egenvektoren (1,1,1)T skal std i matricen 8 som den
sidste af de to linezrt uafhzngige egenvektorer. Den er benyttet
til konstruktionen af den ekstra vektor, og den er derfor det
forste element i basen R. Det bekrazftes let ved udregning, at ma-
tricerne opfylder AS = 8J. #

Oopsummering

Vi betragter nu nxn-matricen A, som man om muligt vil diagonali-
sere. Man finder da feorst samtlige egenvardier A 1r++1h over C,
den samlede algebraiske multiplicitet af alle egenvardler er n.
Derpa bestemmer man for hver egenvardi A samtlige egenvektorer
og om ngdvendigt de "syntetiske" vektorer, sdledes at disse vek-
torer tilsammen udspaznder et underrum U., hvor dlmU = algm(A)
Som vi sa vil U, vare invariant over for A, og derfor vil

C"=U;e .... @ U.
I den saledes konstruerede basis kan vi fastlzgge den til A sva-

rende matrix ved at sammensztte den af blokke, der kun vedregrer
et underrum, saledes som det er vist i det foregdende.
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A

Afsnit D: Lasning af et system af fgrste
ordens linezre differentialligninger.

Vi tager udgangspunkt i de n koblede, linezre differentiallignin-
ger af forste orden

£,/(t) = apE(t) + cevvene + a3 £, (t)

£,7(t) = @yE () + ceennnn + a, £, (t)

£7(t) = a,£,(t) + connnn. + a £, (t)
Vi lader nu A reprasentere matricen af a;;—erne, og vi sztter vek-
toren

£(t) = (£,(t),6(t), ..... SE(E))T
Herved kan differentialligningssystemet i komprimeret form skri-
ves

(*) £/(t) = Af(L).
I afsnit C er der vist, hvordan man altid kan transformere en ma-
trix til jordans normalform. Man valger transformationsmatricen
8, saledes at matricens s¢jler netop bestar af jordanbasen. Der-
nezst kan man entydigt fastl®zgge en ny funktion g(t) ved
£(t) = Sg(t)

da 8 er invertibel. Indsattes dette f i ligningen (%), bliver

Sg’(t) = £’/(t) = Af(t) = ASg(t)
eller da matricen 8 er invertibel (s¢jlerne i 8 er en basis) er

g’ (t) = s8Tasg(t) = Ig(t).

Hvis alle spjlerne i 8 er egenvektorer for A, vil J vare en dia-
gonalmatrix, men hvis ikke alle vektorer i 8 er egenvektorer vil
der i J std et 1-tal lige over diagonalelementet i netop de soj-
ler, hvor der i den tilsvarende s¢jle i § ikke star en egenvektor

Der er herefter to tilfazlde at undersege (selv om tilfzldet med
diagonalmatricen blot er et specialtilfzlde af det andet):

1. Er alle spjler i 8 egenvektorer kan det transformerede dif-
ferentialligningssystem

g’(t) = Dg(t)
opdeles i n enkeltligninger, som ikke afha&nger af hinanden, dvs
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g;’ (t) = A;9;(t), hvor i = 1,...,n.
Disse ligninger har derfor lg¢sningen
g;(t) = c;et, hvor i = 1,...,n.

Lesningerne til det oprindelige system findes sa ved at transfor-
- mere tilbage med

f(t) = 8g(t).

2. Er ikke alle s¢jler i 8 egenvektorer, betragter vi_den del
* af hele systemet ’ - ' B

(*%)- | g’ (t) = Jg(t),
som kun vedregrer én egenverdi.

£ er en egenvardi for A, der har algm(f) = p (> 1) og tilsvarende
gm(f) = p - k + 1. De forste p - k sojler i J svarende til egen-
verdien £ vil derfor kun indeholde { som diagonalelement og el-
lers O0-er. Leosning af differentialligningssystemet svarende til
disse s@jler sker som under 1.

De sidste k s@¢jler af J svarende til egenverdien {, kan opfattes
som en kxk-delmatrix JE af J, der har formen

3

(=R

- s 0

O O dvjs

OO+ PO
Ovs OO

0
0
0

e

og den resterende del af differentialligningssystemet (**), som
skal leses svarende til £, bliver derfor

g,/ (t) = 591(t) + g,(t) , g, (t) = Eg,(t) + gz (t)
g1 (t) = Eg,4(t) + g (t) , g/ (t) = Eg,(t)
Loses dette differentialligningssystem bagfra, finder vi at
g (t) = ceft
g1 () = cktezt + ck-1eit

. - . 3

c .
g,(t) (—]::-:5?1:" 2eft + ... + ceft

l

C -
g,(t) ﬁc_-iﬁtk left + ... + ctel' + cieft.
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Losningerne til det oprindelige system findes sa ved at trans-
formere tilbage med

£(t) = Sg(t).

Eksempel D1. Vi betragter differentialligningssystemet

£,7(t) = - 2f,(t) + £5(t)

£, () = £,(t) - 3£,(t) + £5(t)
£,7(t) = £,(t) - 2£,(t).

Matricen A i dette system er behandlet i eksempel C2. Her finder
vi transformationsmatricen 8 og jordanmatricen J til

it 1 1 -1 0 0
s={ 0 1 o0 | J={0 -1 1
-1 1 0/ 0 0 -1

Her er den sidste sejle i 8 ikke en egenvektor, og derfor star
der i J et 1-tal over diagonalelementet i sidste se¢jle. Herefter
bliver differentialligningssystemet’

g’(t) = Jg(t)

til de tre differentialligninger

g,/ (t) = - g,(t)
g’ () = = g,(t) + gz(t)
g3’ (t) = - g3(t),
der far lesningerne
g,(t) = ce’t

gp(t) = ce’® + cstet
gs(t) = cse.

Nar man sa transformerer tilbage med f£(t) = 8g(t) bliver den
fuldstendige losning til det oprindelige differentialligningssy-

stem
/f1(t)' /1 1 1 et 0 0y [c

£,(t) :

\ L | \
\£3(t) / \-1 1 o/ 0 o0 et/ \ o

)
I

eller 1idt omskrevet
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(f1(t)\t 11 1'\ 1+t
fz(t)é =e'[c, | O la + 1 + ¢ t ]

,,"1/ 1/ t / #

\ste]

Eksempel D2. Vi betragter differentialligningssystemet

£,7(t) = £,(t) - £5(t)
£, (k) = £,(t) + 2f,(t) - . i
S fg0(t) = Fi(t) + £,(t) '

Matricen A i dette system er behandlet i eksempel Cl. Her fandt
vi transformationsmatricen 8 og jordanmatricen J til

-1 1 0 1 1 0
8 = 1 o 0 J = 0 1 1
0 1 -1 0 0 1

hvor kun den forste sojle i 8 er egenvektor, og derfor star der
i J et 1-tal over begge diagonalelementerne. Herefter bliver dif-
ferentialligningssystemet

g’(t) = Jg(t)
til de tre differentialligninger
g, (t) = g,(t) + g,(t)
g," (t) = g,(t) + gz(t)
gz’ (t) = g5(t).
ILpst bagfra bliver lesningerne
g,(t) = ce' + cte' + cytlel/2
g,(t)

g;(t) = cyet.

t t
c,e” + c3te

Nar man transformerer tilbage med 8 bliver den fuldstandige les-
ning
£,(t)] ‘-1 1 o0\ j1 t t%2 c,’
f,(k) \=e*1 1 0 o0 o 1 t c,
“\fz,(t) / o 1 -1 o 0o 1 e

eller 1lidt omskrevet
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£,(t) -1 {1 -t it - t?/2
£,(t) ) = ef[c, (
£5(t) \ 0/ 1

11+ o t +c3\t2/2 ]

t -1 #

Med denne gennemgang er spgrgsmalet om at bestemme den fuldstan-
dige lgsning til et system af forste ordens linezre differential-
ligninger besvaret helt. Det betyder, at ogsd de tilfzlde, hvor
egenverdierne er komplekse, er omfattet af denne gennemgang. Det
er imidlertid ikke klart, om de fundne lesninger ogsa vil vare
reelle, nar egenverdierne er komplekse. Der kraves 1idt forbere-
delse for at undersege dette.

Er matricen A reel, vil det karakteristiske polynomium ogsd vare
reelt, og hvis der optrzder komplekse rgdder i dette polynomium,
vil de vare parvist komplekst konjugerede med samme algebraiske
multiplicitet. De tilherende egenvektorer vil tilsvarende vare
komplekst konjugerede, og eventuelt supplerende elementer i jor-
danbasen vil ogsa kunne valges komplekst konjugerede. Disse pa-
stande vises ganske let, jfr det felgende.
Er ¢ + {f en egenvaerdi for matricen A med tilherende egenvektor
u, dvs at

Au = (a + iB8)u
vil man - da A er reel - ved at konjugere udtrykket fa

Al = (a - if)0.

Hermed er vist, at a - {8 er egenverdi for A med 1 som tilherende
egenvektor.

Er tilsvarende vektoren u, et element af jordanbasen svarende til
egenvardien a + {8, dvs at

Au, = (¢ + if)u, + u
vil man ved konjugering fa, at
AG, = (a - i)W, + 0,

hvilket viser, at @, vil tilhere jordanbasen svarende til egen-
verdien a - ig.

Lad os forste se pa et specialtilfzlde:

Eksempel D3. Betragtes differentialligningssystemet
£,/ (t) = af,(t) - bf,(t)

£," (t)

bE,(t) + af,(t),
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vil den tilherende matrix have det karakteristiske polynomium
P(A) = (a - )% + ¥,

der har redderne a + ib og a - ib. De tilhgrende egenvektorer
bliver

u= (1,-1)7 = (1,i)".

Velges transformationsmatricen 8 med disse to vektorer som soj-
ler, vil transformationen f(t) = 8g(t) give differentiallig-
ningssystemet

g, = (a + ib)g; og g, = (a - ib)g,.

der har lesningerne
ibt -ibt
’

g,(t) = c,ee og g,(t) = c,ee

hvor ¢;, c, € C. Disse lesninger er langt fra reelle. Transforme-
res lesningerne tilbage med 8, og valges konstanterne fx til

c, = (k + ik;) /2 og c, = (ky - ik,)/2

hvor k,, k, € R, bliver

£,(E) A 1) efbt 0 ) (k, + ik,)/2
= ea
(fz(t)) (— i (o e bt ((k1 - ik,)/2

Benyttes tillige, at

-ty

ibt

cosbt + isinbt

£,(t) ( cosbt  -sinbt) [ k,
£,(t) \ sinbt cosbt [ \ k,

bliver

Prov selv! Hermed er der i dette specialtilfazlde redegjort for,
at man kan finde reelle le¢sningerne, selv om egenvardierne for
matricen er komplekst konjugerede. #

Vi betragter nu et differentialligningssystem (som vi for nemheds
skyld antager, bestar af fire lineare differentialligninger)

£/(t) = Af(t),
hvor den reelle matrix A antages at have de komplekst konjugerede
egenvardier o« + {f og a - if med algebraisk multiplicitet 2 og

geometrisk multiplicitet 1. Hermed vil en jordanbasis i C* bestd
af

{u1ru2: u1ru2} ’

hvor u, og fi, er egenvektorer, mens de to andre ikke er. Valges
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transformationsmatricen 8 med netop disse fire sejler i denne
rzkkefolge, vil transformationen f(t) = 8g(t) give differential-
ligningssystemet

g’(t) =Jg(v),

hvor jordanmatricen har formen

[a+ip 1 0 0
0 a + iB 0 0
J:
0 0 a - i 1
0 /0 0 a - ip

Pa denne baggrund far man de fire differentialligninger

g’ (t) = (a + iB)g,(t) + g,(t) , g, (t) = (a + iB)g,(t)
g3’ (t) = (@ - iB)gsz(t) + g, (t) , g,/ (t) = (a - iB)g,(t)
der giver felgende lesninger
g, (t) = c,ee”t + cte®e' | g, (t) = c,ee't
gs(t) = cze®e ™ + cte™e ™t | g, (t) = e,

Nar vi transformere disse lgsninger tilbage til den oprindelige
basis med 8, bliver

f£f(t) = eat[(c1u1e€ﬁt + c3u1e-iﬁt) + t(czu1ewt + caﬁ1e'iﬁt)
+ (cue'® + cu,e ).

Skal man godtgere, at disse vektorligninger kan geores reelle, ind-
forer vi vektorernes reel- og imaginzrdele

u, =v, - iv, og u,=v; - {v,.

Endvidere valger vi koefficienterne c, hensigtsmassigt til

c, = (k, + ik))/2 , ¢, = (k; + ik,)/2
c; = (k, - ik))/2 , ¢ = (k; - ik,)/2,
og erindrer, at
e't = cosBt + isingt.
Dermed bliver
f(t) = e“t[v1(k1cosﬂt - k,singt) + v,(k,sinBt + k,cosft)

+ Vz(kzcospt - k,sinft) + V,(k;sinft + k,cosft)

+ v,t(k3cosﬁt - k;sinft) + v,t(k;sinBt + k,cospt)]
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eller

cosft -sinft tcospt -tsinﬂt (’k;

singt cospt tsinpt tcospt k,
£(t) = (Vy,V3, V35, V,) ,
0 0 cosfpt -singt P kg
Lo 0 sinft  cospt | ? X, /’

Hermed er den fuldstzndige lesning fundet, og som man kan se, er
den rent reel. Der er hermed dog ikke f¢rt fuldt bevis for, .at
man til et lineart differentialligningssystem med komplekst kon-
jugerede egenvardier med -algebraisk multiplicitet P og geometri-
ske multiplicitet k < p altid kan bestemme en fuldstandig le¢sning
pa reel form, men de her gennemfwrte udregninger sandsynllggwr,
at analoge betragtninger pa et sterre system vil give et tilsva-
rende resultat.

Alternativ fremstilling af den fuldstazndige le¢sning til en n-te
ordens linear differentialligning.

Man kan imidlertid ogsa pa baggrund af det foregdende bestemme en
basis for nulrummet svarende til en n-te ordens linezr differen-
tialoperator. Man omskriver den n-te ordens linezre differential-
ligning

(D" + a,,D"" +...+ a,D + a,D0)f(t) = oO.

til forste ordens linezre differentialligninger. Man indforer sa-
ledes funktionerne

f,=f, f,=0Df, .... , f =D"'t

n
og herved kan man dels opskrive ligningerne
£,0=f, £,'=1%f, ..., £, =f£f,
og dels ved indszttelse i den oprindelige ligning f&
£,/ = D'f = - ayf, - a;f, - ... - a,,f,.

Disse ialt n lineare differentialligninger af forste orden kan nu
med fordel opskrives pd matrixform f£’(t) = Af(t) sidledes

£,7 (o 1 0 teeeeeea. O £,
£, fo0 0 1 ......... 0 £,
| - . .  eeeecaees . . 1

\fn'f "8y T8 TAzccccseans -a""§ \fn X

V4

Skal dette ligningssystem l¢ses, skal matricen enten diagonalise-
res eller (i det mindste) brlnges pa jordans normalform. Hertil
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skal vi bestemme samtlige egenvardier for matricen A.
Vi skal altsd bestemme det karakteristiske polynomium, dvs

p(A) = det(A - AE)

eller
-A 1l 0 0 (0]
.0 - 1 ......0 0
P00 A .e.... 0 o
p(A) = ¢ . . e seeeee o .
0] 0 0 ...... -A 1
—a, ~a; ~a; ... =3,-3 "A

Ganges forst alle sojler med (-1), og foretages herefter folgende
sopjleoperationer:

Sn-1 = Sn_.' + A.Sn, ....... ’ s'l = S1 + A.Sz
bliver
o -1 0 .vevee 0 0
0 0O -1 ...... 0O 0 '
0 0 (o R 0 0| ,
p(l) = (-l)na - - e e ees e . .
| 0 0 0 .co... 0 -1
F(A) * X L LL... % *

hvor F(i) = a; + a,A + a,A%2 + .... + a,,A"" + A", og hvor * bety-
der et led uden interesse, da man udvikler determinanten efter
forste sejle. Dette giver

p(A) = (-1)"(-1)™F () (-1)""
eller
P(A) = (-1)"(3, + ajA + @A + ...+ a A" + AN

Egenvardierne for matricen A er altsa samtlige redder i polyno-
miet p(A). Dette polynomium er przcis det samme, som optrader i
afsnit B.

Skal man herefter bestemme den eller de egenvektorer, som svarer
til den fundne egenvardi, skal man jo finde samtlige vektorer,
som opfylder

(A - AE)V, = 0.
Dette giver folgende sammenherende ligninger
-AX, + X, = 0 , -A%X, + X; =0

. s

- X, - X, - ... - % 4 — (3,4 - A)x, = 0.
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= = = 32

= = 43 = = 4n-1
Xl. - AX3 - AX1 ? ° e e ’ Xn - Axn_1 - A X1'

og den sidste ligning pd forrige side omskrives herefter til

-¥,(ap + a,A + aA% + ... +a A"+ A7) =0
eller 7
-xX,p(A) = 0.

Da A er rod i det karakteristiske polynomium, er p(i) = 0, og vi
kan derfor valge x, frit fx til x, = 1. Da bliver egenrummet sva-
rende til egenvardien A -

E, = Sp{(1,A,A%,...,A"%,A" )T},

dvs uanset hvilken algebraisk multiplicitet A har, er gm(A) = 1.
Derfor vil matricen A transformere til en jordanmatrix med 1l-tal-
ler over diagonalen netop for alle de egenvardier, som har alge-
braisk multiplicitet sterre end 1.

I sadanne tilfzlde skal man altsd bestemme en vektor v,, som
opfylder
(A -~ AE)V, = v,

hvor jo v, = (1,A,A%,...,A"")7. Man far da de sammenherende lig-
ninger

-Ax, + %X, =1 , - AX, + %3 = A

- agX, = a;X, = ... = (a_; = A)x, = A"’

Disse ligninger kan nu omskrives til

X, =1+ AX, , X3 = A+ Ax, = 2% + A%x,
X, = A2+ Ax; = 322 + A%, , ...,
x, = A"% + Ax,, = A"? + A"¥(n-2 + Ax,) = (n-1)A"% + A"k,

og den sidste ligning ovenfor omskrives herefter til

- x,(a, + a, A + a.AZ cee Foa AT+ AN
- (a; + 2aZA +3a3l + ... + (n-1l)a,. A"z + nA"") = o0

eller
- xp(A) = p’(A) = O.

Er algm(A) 2 2, dvs nar savel p(A) = 0 som p’(A) = 0 kan en "syn-
tetisk" vektor fx valges til

VZ = (OI 1122-; 3)-2, .8y (n—l)An‘Z)T,

24



(hvor man har sat x, = 0). Bemark, at vektoren v, ogsd kan frem-
komme af vektoren v, ved differentiation mht A.

Er algm(i) 2> 3 kan man tilsvarende bestemme en vektor v; af
(A - AE)Vz; = V,.
En sadan vektor er fx
vy = (0,0,2,61,124%,...,(n-1) (n=2)A"3)7
Bemzrk, at vektoren v; ogsd kan fremkomme af v, ved differentia-

tion mht A.

Nar transformationsmatricen 8 er fzrdigkonstrueret efter denne
recept, kan vi overgd til lesning af differentialligningssystemet
£7/(t) = Af(t). Bemzrk, at vi udelukkende er interesseret i at
finde £, (ferste koordlnat i £). Benyttes som s®dvanlig transfor-
matlonen f(t) = 8g(t), vil differentialligningssystemet blive

overfort i
g’(t) = Jg(t)

hvor J er en jordanmatrix med 1-taller lige over diagonalen i ne-
top de s¢jler, hvor der i 8 star en "syntetisk" wvektor.

Er £ en egenvardi for A med algm(f) = k (> 1), vil som fgr vist
gn(f) = 1, og derfor vil den kxk-delmatrix Je af J, som svarer
11 Z, have formen
£ 1 0 ... 0 O
0o £ 1...0 o0
JE= . . e eee o .
0 0 0 ...¢% 1
0 0 ... 0 g

og den del af differentialligningssystemet, som skal leses sva-
rende til £, bliver derfor

g, (t) = Eg,(t) + g,(t) , g, (t) = Eg,(t) + gz(t)
A7) = Egq(t) + g (t) , g/ (t) = Eg. (%)
Loses dette differentialligningssystem bagfra, finder vi at
g (t) = ¢
geq(t) = cteft + ¢ eff

g,(t) = Tk—g—)—,t" Zeft + ... + cpeff
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g,(t) = (—k—fi—)—ft""eft + ... + cytelt + ceft.

Da imidlertid den del af transformationsmatricen 8, som er knyt-
tet til egenvaerdien {, er en nedre trekantmatrix med et 1-tal pa
forste plads i ferste sejle (jfr udregningen af v,, v, osv), vil
man af transformationen f£(t) = 8g(t) fa, at
‘£,(t) = g,(t) + bidrag fra e¢vrige egenvardier
dvs nulrummet for differentialoperatoren B
'L, =D"+ a, D" +...+ a,D + a,D°
vil - svarende til egenvzrdien £ - have felgende basis
(eft, telt, ..., tklelty .

Dette resultat er identisk med resultatet midt pa side 6.
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Afsnit E: Supplerende opgaver

1.

c er mengden af alle reelle, kontinuerte funktioner. Der
er givet felgende mzngder
F, = { fec® | £(1) = 0 }
{ fec® | £(0) =1 )
{ fec® | £(0) 0A £(1) =0 )
Afger da hvilke af disse mzngder, der er underrum i C°.

tf
W
o

P; er mzngden af alle reelle polynomier af hejst tredie
grad. Idet p’ betyder den afledede af p, defineres fgplgende
maengder
Q, = { aePs | q’(t) - 2q(t) = t* )
Q, = { qeP; | tq’(t) - 2q(t) = 0 )
Q; = { qePy | tig"(t) - 2tg’(t) + 2q(t) = 0 )
Q, = { geP; | tig"(t) - 2tg’(t) + 3q(t) =0 )
Afger da hvilke af disse mazngder, der vil vere underrum i

P;. Bestem endvidere samtlige de polynomier, som tilhgrer
mengden Q; henholdsvis m&ngden Q,-

CP er mangden af alle reelle, p gange (kontinuerte,) diffe-
rentiable funktioner. Idet f’ betyder den afledede af f, de-
fineres felgende mzngder

G, = { fec' | £/ + af = 0 }
G, = { fec' | £/ + £2 = 0 ) -
Gy = { fec? | f" + af’ + bf = 0 )

hvor a og b er reelle tal. Afger da hvilke af disse mang-
der, der vil vare underrum i c'.

En kvadratisk matrix A kaldes skav-symmetrisk, hvis det
gzlder at AT = -A.

a. Vis, at ethvert diagonalelement i en skev-symmetrisk
matrix vil vare 0.

b. Nedskriv en 3x3 skav-symmetrisk matrix.

c. Vis, at safremt en matrix skal vare bade symmetrisk

og skav-symmetrisk, ma den vare O-maticen.
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d. Vis, at enhver kvadratisk matrix kan skrives som sum

af en symmetrisk og en skav-symmetrisk matrix.
Der er givet matricerne
1 0}
E(1,1) = ( ) E(1,2)

0 1
0O o 0O o

0 0 ' 0 0
E(2,1) = (1 o) E(2,2) = (0 1)

Vis da, at E(i,j) -E(j,k) = E(i,k) for alle i,j,k = 1,2
og at E(i,j) -E(k,1) =0, hvis i,j,k,1 = 1,2 og 3 F k.
Vis derpd, at enhver reel 2x2-matrix pd entydig made kan

skrives som linearkombination af disse fire matricer.
M, , betegner mzngden af alle reelle 2x2-matricer. Vis, at
M, , er et vektorrum, og fastlazg rummets dimension.

Fastleg samtlige reelle 2x2-matricer B, der vil kommutere

=(30)

(dvs AB = BA). Vis, at me#ngden af sddanne matricer B vil

med matricen

vare et underrum i M,,, og bestem underrummets dimension.
+

Vi skal nu generalisere opgave 5 til nxn-matricer. Saledes
star E(i,j) for den nxn-matrix, der har 1 pa den i,j-te
plads og 0 pd alle ¢vrige pladser. Godtger da, at
E(i,3j) ‘E(k,1) = 6Lk-E(i,l)

hvor i,j,kx,1 =1,2,: -,n (6;, =1 for j = k og ellers = 0).
Idet Mnm betegner mzngden af alle reelle nxn-matricer, skal
det vises, at an er et vektorrum, og bestem rummets dimen-
sion.

U, , betegner m&ngden af alle reelle, evre nxn-trekantmatri-
cer. Godtger, at U, er et underrum i M, ., 09 bestem dimen-
sionen af U, . Tilsvarende betegner S, , m&ngden af alle re-

elle, symmetriske nxn-matricer og T me&ngden af alle de

n,n

skev-symmetriske. Vis, at savel S__ som T,, er underrum i

n,n n

M , o9 bestem rummenes dimensioner.
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10.

11.

12.

13.

14.

Idet P, er mengden af alle reelle polynomier af hejst anden
grad betragtes de fire polynomier .

Pe(t) =22 + t , p,(t) = t?

pp(t) = -t? + £ + 1, ps(t) = -t -1
Vis, at disse fire er line®rt afhzngige, og bestem et line-~
e#rt uvafhzngigt szt af tre af disse polynomier.
Vis endelig, at ethvert element i P, kan skrives som line-

arkombination af disse tre polynomier.

Man betragter vektorrummet C® over C. Der er givet folgende
set af vektorer
s, = { (,0,0); (0,1,i); (1,1i,-1) }
{ (1,-1,1); (i{,0,1); (0,1,%{) }
( (i,i,i)7 (1,1,-1); (1,1,0) )
Afger da hvilke af disse m@ngder, der linezrt uafhangige,

n 0
W
non

og bestem koordinaterne til vektoren (1,2i,-3) med hensyn
til s,.
Vis, at hvert af felgende szt af polynomier i P; (rummet af
alle reelle polynomier af grad < 3) vil udgere en basis for
P;.

{1, 1+¢t, t+1t% t+t3)

{1, 1+t, 1 +¢t% 1+ t3)
og fastleg koordinaterne til polynomiet p(t) = t3 - 2 i
forhold til hver af baserne.

Betragt vektorrummet € over R. Hvilken dimension har dette
vektorrum (se tillige i Griffel, kapitel 3, opgave 24).

Los ligningssystemet

3 -1 0 o0 X 1
-1 3 -1 o0 y| |2
o -1 3 -1 z| 1o

0 -1 3/ W 1

Angiv for hver vardi af det reelle tal a mazngden af

lgsninger til ligningssystemet
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15.

l6.

17.

18.

X +2z2+aw =1
X +y + 2 =1

y+z- w=1
X +y - w=1

Bestem det reelle tal b saledes, at ligningssystemet

X- y+ z+ w=
y+ 2+ w=

2X - 2y + 5z + bw =

X+ y-4z+5wW=0Db+ 4

1
0

1

har mindst en 1le¢sning, og fastleg for hvert sadant b

samtlige le¢sninger til systemet.

Der er givet matricen

Bestem savel rzkke- som s¢jlerang for matricen B. Betegner

M en matrix pa trappeform, som er razkkezkvivalent med B,

skal man udregne B? og M?. Vil disse to
rekkerang?

matricer have samme

Angiv en basis for lesningsrummet for ligningssystemet

X + 2y - 32 =0 -X - 2y + 3z =0

4x + 8y - 12z = 0 X - y + 5z =0,
og bestem de talszt (b,,b,,b;,b,) € R* for hvilke lignings-
systemet

X + 2y - 3z = b, =X - 2y + 3z = Db,

4x + 8y - 12z = b, X~ y+ 52 =Db

har mindst én lesning.

Bestem det reelle tal b sdledes at ligningssystemet

4x - By - 22 + 3w =
3 - 2y - 52 + 4w =
2X - 5y + 42 - w =

3
4
b

har mindst én lesning. Bestem den fuldstzndige lg¢sning til

30




19.

20.

21.

22.

23.

ligningssystemet med dette valg af b.

Bestem den fuldstzndige lesning til ligningssystemet
X, + 2%, + 3%; + 4%, + 5% = 1

2%, + 3%, + 4X%; + 5%, + x5 = 2
3x, + 4%, + 5%; + 5%, + 2%; = 3.
Der er givet matricen
2 1 o -1
1 i -1 1
A =
0 1 1 0
1 1 -2 2
og bestem l¢sningsmezngden til ligningssystemet Ax = 0.

Fastl®g derpa vektoren b, sdledes at ligningssystemet
Ax = b har mindst én lesning.

Idet P; er rummet af alle reelle polynomier af hejst tredie
grad, defineres operatorerne Q,, Q,: P; -> P; ved
Qp(t) = tp"(t) - 2tp’(t) + 2p(t)
Q,p(t) = t%p"(t) - 2tp’(t) + 3p(t)
for alle reelle t. Bestem nulrum og billedrum for begge
operatorer. '

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, er de fire differentialoperato-~
rer L,, L,, L;, L;: C€° -> ¢* givet ved

L,f = f" - 2f’ - 3f

L,f = f" 2f’ + £

L,f = £" - 2f’/ + Sf

Lf=f£f"+ f
Bestem en basis for hvert af nulrummene N(L;), N(L,) og

N(L,;) . Fastlazg dernast en basis for hvert af nulrummene
N(L,°L,) og N(L,°L,).

Nar M; ; er rummet af alle reelle 3x3-matricer, defineres en

linezr afbildning f: M;; -> M; . ved, at f£(X) = M-X, idet
matricen M er fastlagt ved
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24.

25.

26.

27.

0 1l 1
Bestem nulrum og billedrum for afbildningen f£.

Lad de lineare afbildninger f: R®* -> R* og g: R* -> R? i en
passende valgt basis vaere givet ved matricerne

1 2 1
7 - 3 1 -2 (5 2 -5 -1
A= B =
2 2 o0 3 2 -5 1
1 2 1

Vis, at B(f) = N(g), og fastlag pa denne baggrund B(gf).

En lineazr afbildning f: R* -> R* er givet ved matricen
"2 1 0 -1}

1 1 -1 1
0 1 1 0
1 1 -2 2

og bestem en basis for B(f), N(f) samt for B(f) 1 N(f), og
benyt dette til at bestemme en basis for B(f?).

En linear afbildning g: R* -> R* er givet ved matricen
1 1 1 0
2 1 o 1
-3 -2 -1 -1 |
-4 -3 -2 -1 /'
og bestem en basis for savel B(g) som for N(g). Godtger, at
B(g) = N(g), og bestem pa denne baggrund B(g?).

c® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: c® -> c® er for
alle tal a, b € R givet ved
Lf = £* + af’ + bf.

Bestem tallene a og b, nar funktionerne

$i(t) = et og @,(t) = e
er basis for nulrummet N(L). Bestem tillige en basis for
nulrummet, hvis a = 7 og b = 10.
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28.

29.

30.

31.

32.

Cc® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable

© -> c® er givet

funktioner, og differentialoperatoren L: C
ved

Lf = (D° - 3D - 2D%) f.
Fastle®g en basis for nulrummet N(L) samt en basis for egen-

rummet svarende til -4.

c® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner, og differentialoperatoren L: Cc® -> c® er givet
ved

Lf = (D* + 2D° + DY) f.

Vis, at det tilhgrende polynomium vil have redderne i og -i

med multiplicitet 2, og fastl®g derpa en basis for nulrum-
met - N(L) - af reelle funktioner.

Fastleg det reelle tal a, sdledes at matricen

1 V) 1
2 1 3
0 5 a

vil have egenvardien -1.

Lad A, , betegne matricen

s 1 0\
1 -3 1
0 1 t

Bestem tallene s og t, nar vektoren (1,1,1) er egenvektor
for matricen A e find derpa samtlige egenvardier for ma-
tricen. Er det muligt at bestemme en basis for R® af egen-
vektorer for matricen?

Bestem samtlige egenvardier til matricen
2 1 -1\
B={(1 1 -1
1 1 o/
og bestem de tilherende egenvektorer. Kan man fastlagge en

basis af egenvektorer for B?
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33.

34.

35.

36.

37.

Der er givet en linear afbildning L: ¢c® -> c® ved
Lf = (D® + 4D + D) f.
Vis, at funktionen ¢(t) = te® tilherer egenrummet svarende

til egenverdien -3, og bestem derpa en basis for dette rum.

Bestem det reelle tal s saledes, at matricen

2 s -1
: - -1 1 o\ ’ ’
. S 0 1/

har egenvardien -1. Bestem i dette tilfzlde alle egenverdi-
er og egenvektorer. Kan matricen diagonaliseres?

En linezr afbildning f: R* -> R* er i den szdvanlige basis
givet ved matricen

\2 -2 o0 1
Fastlzg en basis for R‘, som bestar udelukkende af egen-
vektorer for f.

Vis, at matricen

2 1 -1
B=11-1\,
L 1 o
kun vil have én egenvardi og én egenvektor, og bestem derpa

en basis for B?, s& B vil blive transformeret over i en
jordanmatrix.

Vis, at matricen

q/l -2 =2
B 4 1

=11
\1. 1 4

I'4
kun vil have én egenvardi med to linezrt uafhzngige egen-

vektorer, og bestem derpa en basis for R}, si B vil blive
transformeret over i en jordanmatrix.
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38. Bestem den lesning til det linezre differentiallignings-
system ’
£,7 = 2f, + £, - £
£, = £, + £, - £
£/ = £, + £,
som opfylder, at £(0) = (3,2,1)7.
39. Bestem den lg¢sning til det linezre differentiallignings-
system
g,/ = -11g, + g, + 2g;
9" = 49 - 119, - 4g;
9’ = -49; + 29, - 593
som opfylder, at g(0) = (1,2,-1)".
Opgavesat A: -
A 1. Angiv for alle talpar (a,b) € R’ antallet af lgsninger til
ligningssystemet
X -y+ 2z -2w=-1
X + 22 - w= 2
y+ z + 2w = a
X +y - 2z +bw= 1
og l¢s derpa ligningssystemet for (a,b) = (3,2).
A 2. Der er givet matricen
2 0 0 -3
A = -1 2 0 -3
1 0 2 3
0 0 o 3
Vis, at A ikke kan diagonaliseres.
Vis dernast, at A ved et passende basisskifte kan bringes
pa jordans normalform.
Benyt fx dette til at 1le¢se differentialligningssystemet
£r(t) = Af(t), med £(0) = (1,1,1,1)".
A 3. Idet C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte diffe-
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rentiable funktioner, defineres en operator L: C® -> ¢® ved
Lf = (D° + aD + bD")f
hvor a, b € R. Bestem a og b saledes at funktionen
a: t -> te®t
er egenfunktion for L svarende til egenvardien 8, og fast-
leg endelig en basis for egenrummet for L svarende til
egenvardien 8.
Lad U ;a v beteéne henhoidsvis nuirum og biiledrum for en
linear'afbildning g af R* ind i sig selv fastlagt ved ma-

tricen
1 1 -1 0
0 2 0 -1
5 3 -5 1
2 4 -2 -1

Angiv en basis for hvert af rummene U, V og U (lV. Fastlag
pad denne baggrund en basis for billedrummet for g2.

Opgavesat B:

B

1.

c® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner. Vis, at funktionen
a: t -> tcost
tilherer nulrummet for operatoren L: C® -> c® givet ved
Lf = (D* + 2p% + DV £,
og fastlzg herefter en basis for nulrummet. Fastleg tillige
en basis for egenrummet svarende til egenvardien 1.

Lad A vere matricen givet ved
"1 2 3 4 5
(54321)
og lad £ og g vare de lineare afbildninger svarende til
henholdsvis A og A'.
Bestem ortogonale baser for nulrummet for f - N(f) - og for

billedrummet for g - B(g). Vis, at disse to baser udger en
ortogonal basis for R°.
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B 3. Lad B betegne matricen

‘a 1 0
B =1 b 1
0 1 c J

hvor (a,b,c) er et szt af komplekse tal, hvorom det gazlder,
at (1,1,1) er en egenvektor for B. Find samtlige egenvar-
dier for B.

Afgor hvornar B er regular, og vis, at nulrummet 1 modsat
fald har dimension 1.

Begrund, at enhver basis bestdende af egenvektorer vil vare
ortogonal, hvis a, b og c er reelle tal.

B 4. De to matricer Vv og U er givet ved

o 1 o0 o o 1 1 1
v = 0 0 1 0 U = 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 o0 o, 0 0 0 0
Bevis, at U =V + V2 + V3, vt=v =0
og UV =V0="0U-V.
Satter vi A, = E + tV og B, = E + tU
vis da, at B, = a,.

Vis endelig, at det for alle reelle t + 0 gzlder, at A, eﬁ
jordans normalform for B,, og bestem en matrix 8,, sa »

= -1
B, = SA,8, 7.

Opgavesat C:

C 1. De linezre afbildninger f,g: R* -> R* er i en passende
valgt basis givet ved matricerne
1 2 -1 -2 3 3 3 2}
4 7 5 =10 0 3 3 1]
-3 -5 -6 8 ' 4 5 5 3 3
-3 -6 3 6 1 -1 -1 o}
Vis, at B(f) = N(g) og at B(g) 1 N(f) = {0}, og bestem
B(gf) og B(fqg).
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Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte

differentiable funktioner, defineres for alle reelle talpar
(a,b) en lineare operator L: c® -> c® ved

Lf = (D° + aD + bDY)f.
Fastleg talparret (a,b), sdledes at funktionen

B: t -> etcos2t
tilhgrer nulrummet for L.
Bestem derpa en basis for nulrummet, samt en basis for
egenru;ﬁet svarende til égenverdien -10. B

Vis, at matricen

vil have det karakteristiske polynomium

P(B) = (b + 4) (b + 2)3,
og vis tillige, at egenrummet svarende til egenvardien -2
vil have dimension 2.
Foretag derpd et basisskifte, saledes at matricen A vil
transformere til en jordanmatrix, og benyt fx dette til at
bestemme le¢sningen til differentialligningssystemet

£/(t) = Af(t), hvor £(0) = (0,1,2,0).

P;[-1,1] er vektorrummet bestdende af alle reelle polynomi-
er af hejst 3. grad givet pd intervallet [-1,1]. Pa dette
rum defineres det indre produkt

1
<p,q> = j_g(t)q(t)dt.

Fastleg en ortogonal basis for underrummet
Q = { peP; | p(1) =0 A p(-1) =0 }.

Beskriv dernast de polynomier, der tilherer @l (det orto-
gonale komplement til Q) og vis, at polynomierne

a(t) = 5t% - 1 , B(t) = 7t3 - 3t
er en ortogonal basis for ¢Qt.
De ortogonale baser i Q og 0l valges nu som basis for P;.
Bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet

p(t) = t2 + 3.
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Opgavesat D:

D 1.

Lad U og V vere nulrum og billedrum for den linezre af-
bildning f: R* -> R*, der er fastlagt ved matricen
(1 2 o 3
§0111

1 -2 -4 -1
Angiv en parameterfremstilling for hvert af rummene U, V og

5\-1 o 2 -1

U VvV, og fastleg endelig billedrummet for afbildningen f£2.

P,[-1,1] er vektorrummet bestdende af alle reelle polynomi-
er af hejst 2. grad givet pa intervallet [-1,1]. Pa dette
rum defineres det indre produkt

1
<@ = [parmat.

Med Q betegnes det underrum, der udspzndes af polynomierne
a(t) =t + 1 , B(t) = t2 - t.
Vis, at { a , B } er en ortogonal basis for Q.
Bestem derpa en basis for det ortogonale komplement til Q -
kaldet ol. | '
Man vazlger nu disse baser for Q og @l som basis for helé
P,, og bestem i denne basis koefficienterne for polynomiet
p(t) = t2 - 3.

Idet C* betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres en linear operator
L: c® -> c® ved

Lg = (D® - 3D + 2D%g.
Fastlag en basis for nulrummet for L.
Funktionen

a: t -> te’t
tilhgrer et egenrum for L. Bestem den tilherende egenvardi
samt en basis for egenrummet.

Den linezre afbildning F: R* -> R* er i den sadvanlige basis
givet ved matricen
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] o0 -3 1 -2

K~3 0 0 1
Vis, at afbildningen F vil have det karakteristiske poly-
nomium P(A) = (A - 4)%(r + 2)2 7
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.
Fastl®g endelig en basis i R*, sialedes at den til F sva-
rende matrix i denne basis vil vzre pa Jordans normalform.

Opgavesat E:

E 1.

En linezr afbildning f: R* -> R er fastlagt ved matricen

Bestem en ortogonal basis for bade billedrummet - B(f) - og
nulrummet - N(f) - for denne afbildning.

Vis, at disse baser tilsammen vil udgere en ortogonal basis
for R*, og fastlzg endelig en basis for billedrummet sva-
rende til afbildningen f£2.

Idet C® betegner rummet af alle reelle, vilkarligt ofte
differentiable funktioner, defineres for alle a,b € R en
operator L: ¢® -> c® ved

Lf = (D?® + aD + bD%) f.
Bestem tallene a og b, saledes at funktionen

B: t -> tet

er egenfunktion for L svarende til egenvardien -4.
Fastlag derpd en basis for nulrummet for L - N(L).
En anden operator M: C® -> C® er defineret ved

Mf = (D + 3D%) f
Bestem endelig en basis for nulrummet svarende til den
sammensatte operator MeL.
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1.

Vis, at matricen
=3 1 =1 2
1 -1 o -1
-1 o -1 1
0 i1 -1 -l/
vil have det karakteristiske polynomium
P(A) = (A +3)(a +1)°
at matricen A ikke kan diagonaliseres.
Foretag derpd et basisskifte, sdledes at matricen A trans-

og vis endvidere,

formeres til en jordanmatrix, og benyt fx dette til at
vise, at samtlige lesninger til differentialligningssyste-
met

£7(t) = Af(t) vil konvergere mod 0 for t -> o,
En lineazr afbildning g: R® -> R® er i standardbasen givet

ved matricen

-2 =2
B = 1l 4 1
4

Vis, at de tre vektorer
u, = (1,-1,0)7 , u, =

kan valges som basis i R3.

(21_11-1)T r Uz = (0101_1)1"

Et element x ¢ R® har i standardbasen et koordinatsat X, og
i u-basen - {u,,u,,u;} et koordinatszt x,. Fastlazg koordi-
natskiftematricen P, saledes at

X, = Px
Fastl®ag endelig den til g svarende matrix i u-basen.

Opgavesat F:

En line@r afbildning f: R* -> R* er i standardbasen fastlagt
ved matricen

1 0 1 -1

-1 2 1 -5

0 1 1 -3
K 2 1 0 -2,
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Bestem en basis for savel nulrummet - N(f) - som billedrum-
met - B(f) - for denne afbildning.

Bestem tillige en basis for N(f) /Il B(f) samt en basis for
billedrummet svarende til afbildningen f2.

En linezr afbildning g: R* -> R® er givet ved matricen

;11 1 2
4 -11 -4
- o -4 2 -5

Vis, at g kun vil have én egenvardi, samt at den til g sva-
rende matrix ikke kan diagonaliseres.

Fastlazg derpa en basis for R’, si den til g svarende matrix
i denne basis vil vare en jordanmatrix, og opskriv endelig
denne jordanmatrix.

Bestem samtlige egenverdier inden for C for matricen

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 1 -1

0 0 1 1
og vis, at A kan diagonaliseres inden for C.
Benyt fx dette til at bestemme den reelle lgsning til dif-
ferentialligningssystemet

£7(t) = Af(t) , £(0) = (1,-1,1,0)".

I B’ er de to underrum U og V givet ved
U Sp{ (11011101—2) ;(21010111-3) H (pl 110101-4) }
A% Sp{ (-1l3lll210);(-3lll_1lolq)}
Fastlag konstanterne p og g, sdledes at U L V. De her fund-

ne vardier af p og g anvendes i det feolgende.

Bestem derpa en ortogonal basis for savel U som V.
Fastlag endelig en mulig matrix for en linezr afbildning
F: B2 -> R’, hvor V = B(F) - billedrummet for F - og en ma-
trix for en linezr afbildning G: R’ -> R?>, hvor U = N(G) -
nulrummet for G.
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Opgavesat G:

G

1.

En linear afbildning f: R* -> R* er i en passende valgt
basis givet ved matricen
-1 1 1

(T
_,4:"‘-7-‘/

1 i1 -1 -5
R er i det folgende forsynet med/;et se&dvanlige indre pro-
dukt. Vis da, at N(f) L B(f) - dvs at nulrum og billedrum
for £ vil vere ortogonale.
Fastlzg derpa en ortogonal basis for savel N(f) som B(f),
og vis at disse baser tilsammen vil vere en ortogonal basis
for R*.
Fastlag tilslut en ortogonal basis for B(f?) - billedrummet
for afbildningen fof.

C® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differentiable
funktioner. En linear differentialoperator L pa dette rum
er givet ved

L = D> - 2D + D°.

‘Bestem en basis for nulrummet - N(L), samt en basis :for

egenrummet for L svarende til egenvardien -4.
Bestem endelig en basis for egenrummet for operatoren LeoL
svarende til egenvardien 16.

Vis, at vektorerne

b, =(1,1,1)" , b, = (-1,0,1)" , by = (2,1,-1)7
vil vare en basis for R®.
En linear afbildning g: R® -> BR® er i standardbasen
{e,,e,,e;} givet ved

g(e,) = 2e, + e4
g(e,) = e, + 3e,
g(es) = e, + e,.

Opskriv den til g svarende matrix i standardbasen, og fast-
leg tillige den til g svarende basis i forhold til b-basen
- {b;,b,,bs).
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Bestem samtlige egenvardier for matricen

1 0 1 2

0o 1 =2 0

o =2 1 0]

2 -1 0 1
og vis, at matricen A ikke kan diagonaliseres;
Fastlag derpa en basis i R* saledes, at den til A svarende
matrix i denne basis vil vare pa jordans normalform.
Benyt fx dette til at bestemme den lgsning til det lineazre
differentialligningssystem ' '

£/(t) = Af(t)
som opfylder £(0) = (1,2,0,-1)".

Opgavesat H:

H

1.

Rummet R* tznkes forsynet med standardbasen. I R* er givet
underrummene

U = sSp{(1,2,-1,1)":(3,1,0,2)T)

V = sp{(1,1,1,-2)":;(3,0,2,-1)T)
Vis, at dim(U n V) = 1, og fastl®g en basis for U n V.
Fastleg dernast en ortogonal basis B = (b,,b,,b;,b,} i R,
sdledes at b,, b, € U og b,, by € V.
Om en linezr afbildning f: R* - R* vides, at

N(f) =U og B(f) =V

Fastlag pa denne baggrund en mulig matrixreprazsentation for
f i B-basen, og bestem endelig med den valgte matrix en
basis for B(f?).

c® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differenti-
able funktioner. Pa dette rum er givet en fjerde ordens
linear differentialoperator L, ved

L = D*+ a;D° + a,D® + a,D + a,D’, a; € R.
Om denne operator L oplyses, at
a) funktionen a: t - t tilherer egenrummet for L svarende
til egenvardien 4/3, og

b) funktionen B: t - te' tilherer nulrummet for L.
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4.

Fastl®g pa denne baggrund differentialoperatoren L.

Vis, at matricen

0o 0 2 4
0 0 -2 0
A=19o -2 0 o

1 -1 0 ] )
vil have det karakteristiske polynomium
P(A) = (A% - 4)?,
og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.
Foretag et basisskifte, sd matricen vil transformere til en

jordanmatrix.

P; er rummet af alle reelle polynomier af hgjst tredie
grad. Pa dette rum defineres for alle heltallige vardier af
n en linear operator L 6 ved

Lp(t) = (1 - £3)p"(t) - 2tp’(t) + np(t).
Bestem de til L svarende egenvardier og egenpolynomier, og
fastleg de vardier af n, for hvilke L, vil vare invertibel.
Bestem endelig for n = 6 og for n = 8 -~ om muligt - et po-
lynomium p, der opfylder ligningen

Lp(t) = 5t° + 3t2.

[Vink: Man kan med fordel benytte en til Lnisvarende ma-
trixreprasentation].

Opgavesat I:

I

1.

En linear afbildning £: R* -> R* er i standardbasen givet
ved matricen
-1 2 1 2
2 -1 1 S5p
~ 1 0 1 -1
\\2 2 4 -1,
Bestem en basis for nulrummet N(f) og billedrummet B(f), og
vis at dim(N(f)nB(f)) = 1.

Fastlag dernzst ortogonale baser for sdvel N(f) som B(f).
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Benyt fx at dim(N(£)nB(f)) = 1.
Fremstil endelig en ortogonal basis for hele R*, som inde-
holder ortogonale baser for N(f) og B(f).

Bestem samtlige egenverdier for matricen

-2 0 -1
A=1| 1 -3 1
i - 1 0 -4 - )

og vis, at matricen ikke kan diagonaliseres.
Fastlzg derpd en basis for R® saledes, at den til A svaren-
de matrix i denne basis vil vare en jordanmatrix.
Benyt fx det ovenfor viste til at bestemme den lesning til
det linezre differentialligningssystem

£7(t) = Af(t)
som indeholder £(0) = (0,1,2)".

Idet ¢® er rummet af alle reelle, vilkarligt ofte differen-
tiable funktioner, defineres for alle reelle tal a og b den
lineazre operator L: C® -> c® ved

L = (D® + aD + bD%eD.
Funktionerne f: t -> te™ og g: t -> e er egenfunktio-
ner for L. Bestem den tilherende egenverdi samt konstanter-
ne a og b.
Fastlzg endelig en basis (af reelle funktioner) svarende
til nulrummet for L - N(L).

I R* er der udtrykt i standardbasis givet fire vektorer

v, = (0,2,2,0)7 v, = (1,0,0,-1)T7

vy = (0,2,-2,0)7 v, = (1,0,0,1)7
Vis, at v = {Vq/V5,V3,V,} kan valges som basis for R,
En linezr afbildning G: R* -> R* er i denne v-basis fastlagt
ved

G(vy) = =2v, G(v3z) = 4v;

G(vy) = =2v, + v, G(v,) = 4v, + v,
Opskriv den til G svarende matrix i v-basen, og find der-
nest den til G svarende matrix i standardbasen.
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Oopgavesat J:

J

1.

Den linezre afbildning f: R* -> R* har med hensyn til stan-

dardbasen matricen

a)

b)

9 -10 -5 -6
6 -7 -5 -6
A= 1-11 10 8 11
11 -10 -5 -8

Vis, at A har det karakteristiske polynomium
p(X) = (A - 3)%(1 + 2)%.
Vis, at A ikke kan diagonaliseres.
Bestem en basis for R‘, sa matricen for f med hensyn
til denne basis er pa Jordans normalform.

Den linezre afbildning g: € -> € har med hensyn til stan-
dardbasen matricen

0

2-21
2
6+1

A=

-
N O Wb

-ty

hvor c € C.

a)
b)

c)

Vis, at A er invertibel for c =# 1.

Bestem for ethvert c nulrummet N(g) og billedrummet
B(g) for afbildning g.

Vis, at N(g) n B(g) = {0}, og bestem billedrummet
B(g®) for afbildningen g2.

Med P,[-1;1] betegnes vektorrummet af alle reelle polynomi-
er af hejst 2. grad, defineret pa intervallet [-1;1]. Rum-
met P,[-1;1] forsynes med det sadvanlige indre produkt gi-
vet ved

1
<p,q> = j_g(t)q(t)dt-

Polynomierne p,, p, o9 p; defineres ved

a)
b)

p,(t) = 2t-1, p,(t) = t%+3, p;(t) = 5t%-8t-7.
Vis, at {p,,p,,pP;} er en basis for P,[-1;1].

Bestem koordinaterne for polynomiet p(t) = 3t%-2t-3
med hensyn til basen {p,,p,,Ps)-
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te differentiable funktioner, defineret pa R. For alle re-

Lad U vere underrummet U = Sp{p;} af P,[-1;1].
c) Bestem en basis for underrummet
V = { geP,[-1;1] | a(%) =0 },
og vis, at V = U*, dvs at V er det ortogonale komple- -
ment til U.
d) Bestem endelig ortogonalprojektionen af p, pa U‘.

Med C® betegnes vektorrummet af alle reelle, vilkarligt of-
elle tal a og b defineres en operator L: c® -> ¢® ved
L = D’ + ap? +5D + bD’.

Det oplyses, at funktionen ¢ givet ved ¢(t) = te! tilhgrer
nulrummet N(L).
a) Vis, at a = 4 og b = 2.
b) Bestem for a = 4 og b = 2 en basis for egenrummet for

L horende til egenvardien 2.
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