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Dette hefte er en del af undervisningsmaterialet til et kursus i statistik og statistiske
modeller. Undervisningsmaterialet omfatter blandt andet fplgende titler:

a.

Simple binomialfordelingsmodeller

b. Simple normalfordelingsmodeller

c. Simple Poissonfordelingsmodeller

d. .

e. Mindre matematisk-statistisk opslagsveerk, ‘indeholdende bl.a. ordforklaringer,

Simple multinomialfordelingsmodeller

resuméer og tabeller

Om kurset og kursusmaterialet kan blandt andet siges at

e nir det er et gennemgdende tema at papege at likelihoodmetoden kan benyt-

tes som et overordnet princip for valg af estimatorer og teststgrrelser, er det
blandt andet begrundet i ot likelihoodmetoden har mange egenskaber der fra .
et matematisk-statistisk synspunkt anses for gnskelige, at likelihoodmetoden er
meget udbredt og nyder stor anerkendelse (ikke mindst i Danmark), og at det
i al almindelighed er veerd at ggre opmarksom pd at man ogsé inden for faget
statistik har overordnede og strukturerende begreber og metoder;

ndr kursusmaterialet er skrevet pd dansk (og ikke for eksempel pd ‘scientific
English’), er det for at bidrage til at vedligeholde traditionerne for hvordan og
at man kan tale om slige emner p4 dansk, og si sandelig ogsa fordi dansk er det
sprog som forfatteren — og vel ogsd den forventede laeser — er bedst til;

nar heefterne foruden de seedvanlige simple modeller, metoder og eksempler ogsé
indeholder eksempler der er vasentligt svaerere, er det for at antyde nogle af de
retninger man kan arbejde videre i, og for at der kan vzre lidt udfordringer til
den kraevende laeser.
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Kapitel 1

No'rmalfordelingen

Man har meget ofte brug for en type sandsynlighedsfordelinger der kan be-
skrive hvordan méalinger varierer tilfzeldigt omkring et bestemt niveau, nir det.
skal vaere sddan at de faktisk observerede veerdier lige s& godt tilfaeldigvis kan
veere lidt over som lidt under det teoretisk rigtige niveau. For at kunne finde
frem til sddanne fordelinger ma vi precisere lidt ngjere hvad det er der sgges.

Fordelingerne skal benyttes til at beskrive den tilfzeldige variation af malinger
af leengder, masser, koncentrationer osv., altsammen stgrrelser der méales pd en
kontinuert skala. Fgrste punkt i problempreeciseringen er derfor:

Der sgges en type kontinuerte fordelingér.

Fordelingerne skal beskrive den tilfaeldige variation omkring et vist niveau. Dette
niveau skal indg8 som en parameter y, s modelfunktionen skal derfor veere en
funktion af bade en observationsvariabel ¢ og en parametervariabel p:

Modelfunktionen er f(z;p).

Parameteren p skal beskrive hvor pé tallinien fordelingen er beliggende, og en
®ndring af parameterveerdien skal svare til en forskydning af sandsynligheds- -
fordelingen hen ad tallinien uden at fordelingens form i gvrigt sndres. Mere
pracist vil vi antage at

Fordelingen svarende til parameterveerdien p fés ved at forskyde
fordelingen svarende til parameterverdien 0 stykket u, dvs.

flziw) = flz—w0)
hvor u 1 princippet kan antage alle mulige veerdier.

Denne betingelse udtrykker man ogsé pa den méade at u skal veere en positions-
parameter. ’

Disse tre betingelser er ikke nok til at fastleegge fordelingen, s& man er ngdt
til at stille nogle flere krav. Vi vil stille en statistisk betingelse, en betingelse
der handler om hvordan man skal analysere data fra den sggte fordeling: Da
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6 Normalfordelingen

parameteren y skal beskrive det niveau hvoromkring observationerne fordeler
sig, kan man mene at det m& vere rimeligt at den ukendte parameter u skal
estimeres ved gennemsnittet af observationerne. Da det tillige er et gennem-
giende princip at man altid skal benytte maksimaliseringsestimater, vil vi
stille fglgende krav: o

Maksimaliseringsestimatet for u skal vere gennemsnittet af ob-
servationerne. :

I nzste afsnit viser vi at disse betingelser fgrer frem til den sdkaldte normal-
fordeling med middelveerdiparameter 4 og variansparameter 02, det vil sige
fordelingen med taethedsfunktion

1 z — u)?
.f(z)p's 0.2) = W exp(—%(__o.;l’_)> » ZE R

1.1 Udledning af normalfordelingen

Vivili dette afsnit ggre rede for at normalfordelingen faktisk er svaret pa gnsket
om en type kontinuerte fordelinger pa den reelle akse siledes at fordelingerne er
parametriseret med-en positionsparameter, og sdledes at maksimaliseringsesti-
matet for positionsparameteren er gennemsnittet af observationerne. Det gar
for sig p4 denne made:

1. Modelfunktionen hgrende til et forsgg med én observation kaldes som
naevnt f(z; ir). Modelfunktionen svarende til et forsgg med n observa-

n
tioner z1,23,...,Z, er da ]__[ F(zi; 1), s& likelihoodfunktionen er

L) = T @in).

2. Da der skal veere tale om en positionsparameter ma der geelde at
flzip) = fl@—p0) = folz - p)

v hvor fy er brugt som en kort betegnelse for f( -;0). Likelihoodfunktionen
kan derfor skrives som .

L) = []fole:i—m),

i=1

og log-likelihoodfunktionen er tilsvarende

InL(p) = Y Info(z:i—p).

=1



1.1 Udledning af normalfordelingen 1

3. Vi har stillet som krav at In L skal antage sin maksimale veerdi i punktet
i = T. Hvis vi desuden gér ud fra at fy og dermed ogsi InL er en p=n
differentiabel funktion, s& er den afledede (ln L)' lig 0 i dette maksimums-
punkt: -

(nL)(@) = O

4, Af udtrykket for In L fas

n

> ~(in'fo) (mi — )

=1

= Zg(wi - ),

hvor g er en kort betegnelse for —(In fo)'. Kravet om at maksimaliserings-
estimatet skal veere lig gennemsnittet T, betyder derfor at funktionen g
skal opfylde betingelsen

(In L)' ()

Y g(zi—3z) = o (1.1)

i=1

5. Fidusen er nu at formel (1.1) skal gelde for alle valg af z1,%2,...,Zn,
og ved at indseette nogle tilpas snedigt valgte z-er kan man fa at vide
hvordan funktionen g ngdvendigvis m& se ud.

(a) Ved at vzlge n = 2 og 22 = —z; = y. (hvorved T = 0) fas af formel
(1.1) at g(~y) + g(y) =0, dvs. |
9(-y) = -g(v) (1.2)

for vilkarligt y. Specielt er g(0) = 0.
{b) Ved at vaelge n = k + 1 og lade de k fgrste z-er veere ens og lade
gennemsnittet vere 0, mere preecist ved at vaelge 21 = z2 = ... =
Ty = —Yy og Tp+1 = ky, fis at kg(—y) + g(ky) = 0, der ved brug af

formel (1.2) kan formuleres som

glk-y) = k-g(v) (13)

geeldende for vilkdrligt y og k = 1,2, 3, ... . Ved at bruge formel (1.2)
endnu en gang kan man nu slutte at formel (1.3) geelder for vilkarlige
reelle tal y og for vilkérlige hele tal k.

(c) I formel (1.3) kan vi vaelge y = J/x hvor j og k er heltal. Derved fas
at g(j) = kg(?/x), dvs. at g(3/x) = Y/k g(3)-
Men vi kan ogs& veelge y = 1 og k = j i formel (1.3), og derved
far vi g(j) = jg(1). Alt i alt er dermed g(7/k) = 7/x g(1), hvilket vi
formulerer sddan:

9v) = y-g(1) (1.4)
9(1) -y
for alle rationale tal y.







Normalfordelingen'

Medmindre g skal vere en ganske overordentlig useedvanlig funktion, er
det sadan at nar formel (1.4) gelder for alle rationale tal y, s& gelder den
ogs4 for alle reelle tal y. Vi vil g8 ud fra at formel (1.4) gelder for alle
y, og vi er altsa s& ndet frem til at funktionen g er en almindelig lineser
funktion:

9(z) = cz
for en passende valgt konstant .

. Da g blot var en kort betegz_lelse for funktionen —(ln f5)', kan vi dernaest
finde fo: Hvis —(In fo)'(z) = cz, sd er

Info(z) = —32ca®+ konstant,
dvs.
folz) - = konstant-exp (—3cz?). -
. Denne funktion f, skal veere en sandsynlighedsteethed hvilket vil sige at
den skal veere ikke-negativ og integrere til 1, altsd / v fo(z)dz = 1. For
-0

at dette sidste skal kunne lade sig ggre ma konstanten ¢ ngdvendigvis vaere
positiv; traditionen tro omdgber vi ¢ til 1/ o2 hvorved tzthedsfunktionen
far udseendet

2
fo(z) = konstant-exp(—%%).

Den betingelse at fy skal integrere til 1 fastlaegger konstanten; man kan '
vise at den skal vaere 1/v/2m02. Dermed har vi fundet at

1 L T2
we) = Zamree(-437)

og dermed
flziw) = folz —p)

o 1 1(3"‘1-")2
= Wexp(—ET .

. Det oprindelige problem bestod i at finde en type fordelinger hvor der ind-
gik en positionsparameter p. I den fundne lgsning optrader imidlertid
ogs4 en stgrrelse o2 der er kommet ind i billedet som en integrationskon-
stant. Denne stgrrelse udnavner vi til en parameter, og samtidig omdgbes

f(=zi ) til f(zip,0?):

1 (z = p)?
R T
f(fl:,/J.,O’ ) - Wexp<_%_—0_§_ .
Der gelder at for ethvert valg af 4 € R og o2 > 0 er dette en sandsyn-
lighedstzethedsfunktion, nemlig for normalfordelingen med positionspa-
rameter (eller middelverdiparameter) p og kvadratisk skalaparameter
(eller variansparameter) o2, kort N(u,0?).
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Resultatet af ovenstiende udledninger er siledes at hvis vi er pa jagt efter en
type kontinuerte sandsynlighedsfordelinger hvor der optrader en positionspa-
rameter, og hvis vi forlanger at denne positionsparameter skal estimeres ved
gennemsnittet af observationerne, sé er normalfordelinger den eneste type for-
delinger der kan komme pa tale. (Strengt taget har vi ikke vist at normalforde-
lingerne faktisk har den gnskede egenskab, men det kommer i det fglgende.)

Normalfordelinger kaldes ogsid Gauf-fordelinger. K.F.Gauf (1777-1855) be-
nyttede normalfordelinger til at beskrive bl.a. astronomiske malingers tilfzeldige
fra den sande veerdi. I veerket Theoria Motus Corporum Coelestium in Sectio-
nibus Conicus Arbientium (dvs. Teori om de himmelske legemers beveaegelser i
keglesnit omkring solen) argumenterede han for normalfordelingen p4 en méde
der meget ligner den der er benyttet her.

1.2 Egenskaber ved normalfordelingen

Her gives en oversigt (uden beviser) over forskellige egenskaber ved normalfor-
delingen: »

¢ Normalfordelingen med parametre i og o2, kort N (, o?)-fordelingen, er
den sandsynlighedsfordeling pa den reelle talakse R som har tzethedsfunk-
tionen ' '

fkm; u,0%) =

1 L[z —p)?
V2mo? P <_§ o2 )

Her kan parameteren p veere et vilkirligt reelt tal og parameteren o2 et
vilkérligt positivt tal.

o Parameteren p er en positionsparameter, dvs. hvis X er N(g, 0%)-fordelt
og a en konstant, s& vil a + X vere N (a + u, 0?)-fordelt. :
Desuden er y middelverdien i N'(u,o?)-fordelingen.

Endvidere er u medianen i N (u, 02)-fordelingen.

o Parameteren o2 er en kvadratisk skalaparameter, hvilket vil sige at hvis

X er N(0,0?)-fordelt og b en konstant, s& vil bX veere N(0, b202)-fordelt.

Desuden er o2 variansen i N(u, 0?)-fordelingen, og dermed er o stan-
dardafuvigelsen i N'(u, o?)-fordelingen.

Undertiden kaldes 1 /cr2 for preecisionen i fordelingen, fordi 1/0? er et
udtryk for hvor sneevert fordelingen er koncentreret om sin middelveerdi.

o Hvis X er N(u,o?)-fordelt, s& vil a + bX vare N(a + by, b?c?)-fordelt;
her betegner a og b konstanter.

e Den normerede normale fordeling er N(0, 1)-fordelingen. Dens tzthed
betegnes ofte ¢:

1 .
o(z) = \/z_ﬂexp(—%zz), zeR
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Ficur 1.1 Tathedsfunktioner for normalfordelinger med middelvaerdi 0 og varians
hhv. 0.5, 1, 2, 4 og 8.

Dens kumulerede fordelingsfunktion betegnes tilsvarende &, dvs. ®(u) er
sandsynligheden for at en A/(0, 1)-variabel er mindre end eller lig u:

d(u) = /_u p(z) dz

exp(—32?) dz.

1 U
vV 2m ./—oo
e En N (u,0?)-variabel har tathedsfunktion
1 fz2—pu
- )

og kumuleret fordelingsfunktion

z - é(z_l‘).
o

o Hvis o er et tal mellem 0 og 1 s& har ligningen $(u) = o netop én lgsning,
nemlig a-fraktilen uy i den normerede normale fordeling.

Ved at lzegge fem til fraktilerne fis de sikaldte probsts (dvs. probability
units):

probit(a) = ua+5.
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1.3

I statistiske tabelveerker findes tabeller over <I>(u) og over fraktilerne u,
eller u, + 5.

Opgaver

Opgave 1.1 .
Diskutér om det vil veaere rimeligt at benytte normalfordelingsmodeller (med
uafhaengige observationer) i de situationer der kort antydes her:

1.

9.
10.

Bredden af kraniet p& 20 toérige grenlandske sneharer fanget ved Sgndre
Strgmfjord en bestemt sommer. '

. Vindstyrken kl. 12 p& en bestemt lokalitet pa 50 p& hinanden fglgende

dage.
Vaegten af 100 tilfzeldigt udvalgte sild landet i Gilleleje en bestemt dag.

Koncentrationen af NO, kl. 16.30 ved Ngrreport Station hver dag i no-
vember méaned.

. Hpstudbyttet pa hver af 10 forsggsparceller (& 500 m?) med en ny sort

vinterbyg.
Veegten af leveren i 27 fem uger gamle forsggsmus.

Antal nyregistrerede AIDS-tilfeelde i Danmark i hver af 12 pa& hinanden
fglgende méaneder. '

Antal nyregistrerede leﬁkaemi-tilfaelde i Danmark i hver af 12 p3 hinanden
fglgende méaneder.

Levetiden af 50 elektriske 40W peerer af samme fabrikat.

Det &rlige antal trafikulykker i Kgbenhavn og Frederik:;.berg kommuner
hvor cyklister er indblandet, for hvert af &rene 1980-1990.

Opgave 1.2
Lgs ved hjzelp af passende tabeller fglgende delopgaver:

1.

2.

Find 25%-fraktilen i den normerede normalfordeling N (0,1).
Find 75%-fraktilen i den normerede normeﬂfordeling N(0,1).

Find et interval af formen [—z, z] som indeholder 50% af sandsynligheds-
massen i den normerede normalfordeling (0, 1).

Find et interval af formen [—z, 2] som indeholder 95% af sandsynligheds-
massen i den normerede normalfordeling A(0, 1).

. Hvor stor en del af sandsynlighedsmasseni den normerede normalfordeling

N(0,1) er indeholdt i intervallet [-1,1] ?
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Opgave 1.3
Lgs ved hj=lp af passende tabeller fglgende delopgaver:

1. Udtryk 25%-fraktilen i normalfordelingen N (u, o) ved p og o°.
2. Udtryk 75%-fraktilen i normalfordelingen N(u, 0?) ved u og o2.

3. Angiv et interval af formen [ — z, u 4+ z] som indeholder 50% af sandsyn-
lighedsmassen i normalfordelingen N (y, 02).

4. Angiv et interval af formen [y — z, 4 + ] som indeholder 95% af sandsyn-
lighedsmassen i normalfordelingen N (g, 02).

'5. Hvor stor en del af sandsynlighedsmassen i normalfordelingen NV (u, 02) er
indeholdt i intervallet [u — o, u+ 0] ? '

Tip: Udnyt eventuelt Opgave 1.2

Opgave 1.4 _
Generelt er en a-fraktil i en fordeling et tal z, med den egenskab at br¢kde1en
o af fordelingen ligger til venstre for z,.

Find a-fraktilen z, i N(u,o?)-fordelingen udtrykt ved u, o2 og ved o-
fraktilen u, i1 den normerede normalfordeling.

Tp: Vardien af den kumulerede fordelingsfunktion (for N(p, 0?)) udregnet i z, skal
vare lig a. Den kumulerede fordelingsfunktion kan udtrykkes ved &.







Kapitel 2

Enstikprgveproblemet i
normalfordelingen

Normalfordelingen blev i Kapitel 1 udledt i forbindelse med sggningen efter en
fordeling hvor positionsparameteren estimeres ved gennemsnittet af observatio-
nerne. Vi mangler imidlertid at ggre rede for at normalfordelingen faktisk har
denne eftertragtede egenskab, men det vil ske i indevaerende Kapitel som led i
behandlingen af » enstikprgveproblemet i normalfordelingen«.

Enstikprgveproblemet i normalfordelingen handler om en enkelt stikprgve,
altsd et antal uathaengige observationer, ¥, y2, . . . , Yn, fra en N (u, 02 )-fordeling.
Parametrene 4 og o2 er ukendte, og problemet er at bestemme estimater over
dem og méaske teste hypoteser om dem. En anden side af sagen er modelkon-
trolproblemet, dvs. spgrgsmélet om hvordan man vurderer om observationerne
nu ogsd med rimelighed kan beskrives som varende normalfordelte.

Eksempel 2.1 (Lysets hastighed)

I Arene 1879-82 foretog den amerikanske fysiker A.A.Michelson og den amerikanske
matematiker og astronom S.Newcomb en rzkke efter den tids forhold temmelig ngj-
agtige bestemmelser af lysets hastighed i luft. Deres metoder var baseret pd Foucaults
idé med at sende en lysstréle fra et hurtigt roterende spejl hen p& et fjernt fast spejl
som returnerer lysstrilen til det roterende hvor man méler dens vinkelforskydning
i forhold til den oprindelige lysstrile. Hvis man kender rotationshastigheden samt
afstanden mellem spejlene, kan man derved bestemme lyshastigheden.

I Tabel 2.1 er vist resultaterne af de 66 malinger som Newcomb foretog i perio-
den 24. juli til 5. september 1882 i Washington, D.C. I Newcombs opstilling var der
3721 m mellem det roterende spejl der var placeret i Fort Myer pé vestbredden af Po-
tomac-floden, og det faste spejl der var anbragt p& George Washington-monumentets
fundament. Den stérrelse som Newcomb rapporterer, er lysets passagetid, alts& den
tid som det er om at tilbagelzegge den pig=ldende distance.

Af de 66 vaerdier i Tabel 2.1 skiller to sig ud, nemlig —44 og —2, der synes at vare
voutliers«, altsd tal der tilsyneladende ligger for langt vaek fra flertallet af observatio-
nerne. Det er altid et vanskeligt spgrgsmal at afggre om det er forsvarligt at se bort
fra »outliere«.

I analysen af tallenei Tabel 2.1 vil vi vaelge at se bort fra de to nzvnte observationer
siledes at vi kun har at gore med 64 observationer.

13







. 14 ) . Enstikprgveproblemet i normalfordelingen

TABBL 2.1 Newcombs bestemmelser af lysets passagetid af en strakning 'pi 7442 m.
Tabelvaerdierne x10~3 + 24.8 er passagetiden i 108 sek.

28 26 33 24 34 44
27 16 40 -2 29 22
24 21 26 30 23 29
31 19 24 20 36 32
36 28 25 21 28 29
37 25 28 26 30 32
36 26 30 22 36 23
27 27 28 27 31 27
26 33 26 32 32 24
39 28 24 25 32 25
29 27 28 29 16 23

I den generelle situation foreligger der stgrrelser y1,ys, ..., yn der antages at
veere observerede veerdier af stokastiske variable Y1,Y2,...,7, som er uafhsen-
gige identisk N (u, o%)-fordelte; her er 4 og o? ukendte parametre. Modelfunk-
tionen er

fly1, 92 Ynil,02) = H exp< 1 (v = #)2)
yY2y 0y Yni H T __02

(=) o -5(1,—2;@]--#52 1)

Likelihoodfunktionen svarende til observationerne yi1,¥s,. .., Yn €r derfor

1

L(p,0%) = konstant- (c2)~™/2 exp —2—2 —-p?). (22)

2.1 Estimation af u og o2

Vi vil bestemme maksimaliseringsestimaterne for u og o2. Af udtrykket for

likelihoodfunktionen ses at ligegyldigt hvilken veerdi o2 matte have, si er den

bedste u-vaerdi, altsi den u-veerdi som maksimaliserer 4 — L(u, 02), den veerdi
n

som minimaliserer kvadratsummen Z(yj — u)?. Ved at benytte formlen for

j=1
kvadratet p& en toleddet stgrrelse kan kvadratsummen omskrives pé fglgende

méade hvor ¥ betegner gennemsnittet af y-erne:

> (y; — u)?

j=1

Z v -9+ T~ #))

j=1
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= > (-9 +200 - DF-w) +F-p)?)

j=

= Z(w y)2+z e #)+Z(y w)?

Jj=1 j=1
n

= Z(yg—y)2+2y u)z 7) +n(7-p)
Jj=

= > (v -9 +n@-u)’,

7=1

altsd
Yowi-n? = > (-9 +n@-w (2.3)
j=1 i=1

Heraf ses at kvadratsummen er mindst netop nar u er lig med ¥. Derfor er
maksimaliseringsestimatet for p faktisk gennemsnittet af observationerne,

B =7,

siledes som det jo ogsé var tanken at det skulle vaere. )
Herefter kan man bestemme maksimaliseringsestimatet for 0% som maksi-

mumspunktet for funktionen
o® = L7 0%,

og man finder at den antager sit maksimum nér o2 har veerdien
1o 2
= S22 -9
i=1

Imidlertid benytter man som regel tkke dette estimat over o2, men derimod

— > -9, (2.4)

17
[ M
|

hvor divisoren n — 1 i denne forbindelse kaldes for antallet af frihedsgrader for
variansestimatet s2,

Eksempel 2.2 (Lysets hastighed, fortsat)

Hvis vi g&r ud fra at de 64 positive vardier i Tabel 2.1 kan betragtes som observa-
tioner fra en og samme normalfordeling, s& skal denne normalfordelings middelveerdi
estimeres til ¥ = 27.75 og dens varians til s> = 25.8 med 63 frihedsgrader. Det betyder
at passagetidens middelveerdi estimeres til

(27.75 x 1072 + 24.8) x 10~ %sek = 24.828 x 10 °sek
og passagetidens varians estimeres til
25.8 x (107 x 10™%sek)® = 25.8 x 10~°(10%sek)?
med 63 frihedsgrader, dvs. standardafvigelsen estimeres til
25.8 x 10610 %sek = 0.005 x 10 °sek.
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Beregningstips og -tricks

Nar man skal udregne en konkret s?-vaerdi, kan man naturligvis bare indseette
talvaerdierne i formel (2.4), det vil sige fgrst udregne gennemsnittet 7, s& trakke
det fra alle y;-erne og kvadrere og summere, og til sidst dividere med n — 1.
Hvis man regner med hindkraft/lommeregner, er det imidlertid ofte en fordel
at udnytte at summen af de kvadratiske afvigelser kan omskrives pa fglgende
made:

z_:(yj—ﬂ)z = > (¥ -2w7+7)

i=1
n
= 2 2
= E Y; —ny
i=1
2
n
— 2 .
= Yi % ny
Jj=1 j=1

Summen af de kvadratiske afvigelser kan altsd udregnes ved at man fgrst finder
summen og summen af kvadraterne af observationerne, og si indsatter dem
i ovenstéende forholdsvis simple formel.! Bemark dog at metoden er temmelig
fglsom overfor afrundingsfejl (fordi den ender med at man skal traekke to ofte
meget store positive tal fra hinanden).

Metoden illustreres med et eksempel der samtidig omtaler endnu et par
‘smarte tricks. Betragt fglgende (konstruerede!) talmateriale:

yi = 59837021
Yy = 50837023
ys = 59837022
ya = 59837021
ys = 59837028
v = 59837023
yr = 59837025

Nér vi her skal udregne gennemsnittet 7 af y;-erne, er det smart at indfgre
et sikaldt beregningsnulpunkt a, f.eks. a = 59837020, og s& udregne ¥ som
a+7y — a. Med det omtalte valg af a blivery — a = (1+3+2+1+8+3+5)/7 =
23/, = 32/7 = 3.29, og dermed 7§ = 59837023.29.

Summen af de kvadratiske afvigelser ndres ikke n&r man traekker det
samme tal a fra alle y;-erne (fordi det netop drejer sig om afuvigelser). Ved
beregningen kan vi derfor lade som om observationerne er tallene y; — a, altsd
1,3,2,1,8,3,5; summen af disse tal fandt vi ovenfor til 23, og summen af deres

1Mange lommeregnere har en »statistikknap« {E+) der gor det let at udregne 7 og s2.
Lommeregneren benytter tre hukommelsesregistre hvor den gemmer henholdsvis n, Ey og
Z y2. N&r man indtaster et tal og trykker pi B-+-tasten, opdateres de tre registre. Til sidst
- trykker man pd nogle passende taster, og lommeregneren udregner ¥ pa den oplagte méde og
52 ved hjalp af den her prasenterede formel.
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kvadrater er 1 + 9+ 4+ 1 + 64 + 9 + 25 = 113 s8 summen af de kvadratiske
afvigelser (af y;-erne eller af y; — a-erne) er 113 — 1/7. 232 = 373/, ~ 37.43; -
endelig er s& s? = 1/7_; - 373/ = 65/21 = 6.24.

Men hvad nu hvis observationerne havde veeret f.eks. 106 gange mindre:

y1 = 59.837021
y» = 59.837023
ys = 59.837022

vs = 59.837021
ys = b59.837028
ys = 59.837023
yr = 59.837025

S& ville gennemsnittet ligeledes veere blevet 106 gange mindre, oé s? ville veere
blevet 10%-10° = 10'? gange mindre, altsd § = 59.83702329 og s* = 6.24x 10712,

Hvorfor benyttes 527

Det kan der argumenteres for pa forskellige méader. Det lettest hindterlige og forstielige
argument er at s2 (i modsetning til 52) er en central estimator over o2, hvilket vil sige at
middelveerdien af den stokastiske variabel s? er lig o2, altsd B s® = o2, siledes at estimatoren
»i middel« rammer den rigtige veerdi.

Bevis for at s? er central:
Antag at Y1,Y2,...,Yn er uathaengige N (g, 0?)-variable. Der gaelder at
n

25 =¥y o= 2 - )= F) + (- 7))

i=1 j=1

i

n

DY - w)? (¥ - )

=1

Ved at tage middelveerdi fas (idet vi undervejs benytter at B(Y) = u og Var(Y) = 02 /n):

By (% -7
i=1

D E(Y; - u)? = nE(Y - u)?
j=1

= nVar(Y) — nVar(Y)

(n — 1)Var(Y)

= (n-1)o?,

dvs.

E(ﬁ}:(yj—?)?) = o2
i=1

O

Mod dette argument kan man indvende at det er baserst pa et nyt princip (princippet
om centrale estimatorer) der tilsyneladende blot er hentet ind p4 scenen til denne lejlighed.
Hvis likelihoodmetoden virkelig skal veere noget der er veerd at beskaeftige sig med, si burde
man kunne basere sin argumentation udelukkende p4 den. Det kan man ogsi til en vis grad,
og det skal nu antydes hvordan. ) o
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De to parametre u og o i normalfordelingen opfattes szedvanligvis ikke som veerende
ligestillede. Man plejer at tenke pa middelveerdiparameteren u som den primzre da den
jo beskriver den systematiske variation, nemlig det nijveau hvorom observationerne fordeler
sig, hvorimod variansparameteren o? der »kun« beskriver den tilfeldige variation, kommer
i anden rakke. Som en konsekvens heraf kan man mene at man ikke skal estimere de to
parametre samtidigt, men at man forst skal estimere u og derneest 2. Man skal derfor til
estimationen af o2 kun benytte det der er tilbage af (informationen i) talmaterialet efter at
man fgrst har estimeret u.

Hvis der f.eks. foreligger de fem observationer 3.2,5.7,2.1, 7.4, 3.1 som tznkes at stamme
fra en N(u, 0?)-fordeling, s& estimeres fgrst den »Veegentlige« parameter u ved gennemsnittet
(3.24+5.7+2.1+7.4+3.1)/6 = 21.5/56 = 4.3. Dernaest skal man estimere o2 der skal beskrive
den tilfxldige variation omkring niveauet 4.3. Da det nu kan siges at veere givet at de fem
veerdier skal have gennemsnit 4.3, dvs. at de fem afvigelser fra gennemsnittet skal summere
til 0, s& er der pé sin vis kun fire forskellige afvigelser. Nir man skal estimere variansen (der jo
er den forventede kvadratiske afvigelse af en observation fra middelveerdien), bliver det derfor
som summen af de kvadratiske afvigelser divideret med fire:

((3.2 ~4.3)* + (5.7 - 4.3)? + (2.1 — 4.3)?
+(7.4-4.3)2 +(3.1-43)%) /4
= ((-11)% + 14> +(-2.2)* +3.1% + (-1.2)?) /4
19.08/4
= 477

Man siger at der er fire frihedsgrader fordi nir det er fixeret at de fem observationer skal have
et bestemt gennemsnit (f.eks. 4.3), s& kan man valge fire af de fem afvigelser fra gennemsnittet
frit. .

Ovenstiende argument for at dividere summen af de kvadratiske afvigelser med n — 1
i stedet for med n kan jo roligt siges at veere noget lgst og uprecist, men det kan faktisk
godt preciseres. Det forhold at variansparameteren o2 taenkes at spille en underordnet rolle i
forhold til middelvaerdiparameteren p, og at dette skal afspejles i den made parametrene skal
estimeres p, kan formaliseres p4 fglgende made: Man skal fgrst estimere p pd szedvanlig méde,
men dernzest skal man estimere o2 i den betingede model hvor man betinger med %, altsd med
7. Estimatet over o2 skal vasre maximum likelihood estimatet, men man skal vel at masrke
benytte likelihoodfunktionen svarende til den betingede fordeling af Y1,Ya,...,Yn givet at Y
er lig med y. Hvis det skal gd bare nogenlunde matematisk korrekt til, er det ikke noget simpelt
problem at bestemme denne betingede fordeling — det skyldes at der er tale om kontinuerte
fordelinger. Men hvis man i al naivitet regner med at der galder nogenlunde det samme som
for diskrete fordelinger, blot med taethedsfunktioner i stedet for sandsynlighedsfunktioner, s&
. skulle den betingede tathedsfunktion vere

tethedsfunktionen for Y¥1,Y2,...,Yn
taethedsfunktionen for Y ’

Da Y1,Y3,...,Yn er uafhengige N(u,03?)-variable, vil gennemsnittet ¥ vaere N (u,02/n)-
fordelt. Derfor bliver den betingede t=thedsfunktion

n
1 » 1
(_—,—————27'_0_2 ) - exp ) Z(yj - #)2
J=1

1 7 — u)?
B N _%(y_z_>)
\/2mo2/n o?/n
1 n
= konstam:-(cr”)‘ﬁi_l exp| =5 Z(yj—§)2

Opfattet som funktion af 02 skulle dette s4 vare den betingede likelihoodfunktion (hvor i
gvrigt © meget bekvemt er forsvundet ud af billedet), altsd den likelihoodfunktion der skal
benyttes ved estimation af ¢2. Den betingede likelihoodfunktion er en funktion af én variabel
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o?, og man finder at den antager sit maksimum i ét punkt, nemlig nr ¢ har veerdien s2.

Der gelder altsd at i den betingede model er stgrrelsen
n

1 -
- E : . 2
8 = 1 (y_‘l v)

j=1

et maximum likelihood estimat over o2.

2.2 Test af hypotese om middelvaerdien

Man er undertiden interesseret i at undersgge om de foreliggende data er forene-
'~ lige med en antagelse om at den teoretiske middelveerdi 4 har en bestemt veerdi
(f.eks. 0). Mere formelt gnsker man at teste den statistiske hypetese Hp : u = g
hvor ug er et kendt tal.

Hypoteser om parametre i normalfordelinger testes principielt pd samme
méade som alle andre statistiske hypoteser, nemlig ved brug af et kvotienttest
der sammenligner likelihoodfunktionens maksimale vaerdi under hypotesen med
den maksimale verdi overhovedet under den givne model. Likelihoodfunktionen
er givet i formel (2.2) pd side 14, og dens maksimale veerdi er L(7,52). Under
Hj er likelihoodfunktionen

Lo(6®) = L(uo,o?)

og den antager sin maksimumsveerdi nir o2 er lig med

~2 . 1 n
T = 3 (- w)

=1

Kvotientteststgrrelsen bliver derfor

=~2
Q = L(/“Oa (% )
L(y,0?)
n n
2\ —n/2 > i —m)® D (y —7)?
_'<i_> exp| — | = =t
52 552 552
—n/2
(yj ~ ko)?
=1 n n
| wi-n
> (v —9)°
=1
n —-n/2

> (%5 — ko)?
=1

> (-9

=1

3

“
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Her omskrives kvadratsummen i telleren ved hjzlp af formel (2.3) pa side 15
(med p erstattet af uo), og man far

n -n/2
> (U = 9)* + n(@ - po)?
Q = | &=
> (yi-9)?
j=1
-n/2
> Wi -7
j=1

(o)

) . 2\ —n/2
_ (gL (Fome
n—11\ /s?/n
Stegrrelsen {T — uo)/+/s%/n plejer man at betegne ¢:.
Y — Mo

Vs /n ’.

og med denne betegnelse har vi at

—ny2
Q = <1+ t > .

n—1

Nu er det jo sddan at smdé veerdier af ¢ tyder pad at hypotesen Hp ikke
er forenelig med data, og det ses at sm& Q-veerdier er ensbetydende med ?-
veerdier langt fra 0, dvs. med store |¢|-vaerdier. Man kan derfor benytte ¢ som
teststgrrelse i stedet for @, hvilket er praktisk da ¢ er lettere at beregne end @.
— Undertiden kaldes t-teststgrrelsen for Student’s t fordi W.S.Gosset der skrev
den fgrste artikel om t-testet (i 1908), skrev under pseudonymet ‘Student’.

Bemeerk at t-teststgrrelsen ogsa ud fra en umiddelbar betragtning forekom-
mer at vare en fornuftig teststgrrelse idet den maler afvigelsen 7 — uo mellem
den observerede og den teoretiske middelveerdi i forhold til 1/s%/n som er den
estimerede middelfejl p4 p& ¥ (dvs. standardafvigelsen pa 7).

N&r man har fundet vaerdien af teststgrrelsen ¢, er naste skridt i testpro-
ceduren at bestemme testsandsynligheden, altsd sandsynligheden for at fa en
mere ekstrem vaerdi af teststgrrelsen end den faktisk opnéede, forudsat at hypo-
tesen Hy er rigtig. En matematisk satning fortzeller at nar Hy er rigtig, sa fglger
t-stgrrelsen en bestemt fordeling, nemlig en sékaldt ¢-fordeling med f =n ~1
frihedsgrader; frihedsgradsantallet i ¢-fordelingen arves fra frihedsgradsantallet
for variansestimatet s2 i navneren.?

2NAar Hy er er rigtig, afhaenger fordelingen af t hverken af ug eller af 02, hvilket er bekvemt
da vi jo ikke kender de ngjagtige vasrdier heraf.
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I statistiske tabelvaerker kan man finde tabeller over fraktiler i ¢-fordelingen,
og ved hjeelp af sddanne tabeller er det let at bestemme testsandsynligheder i
t-testet. Man skal dog veere opmaerksom pé at en »mere ekstrem t-vaerdi« som
oftest vil sige en t-veerdi saledes at |t| > |tons|, dvs.

t > |tobs| eller &< —[tobs|.

Man vil alts& forkaste hypotesen bade hvis fon, €r meget stor og hvis den er meget
lille.® Der gzlder at ¢-fordelingen er symmetrisk omkring 0, hvilket medfgrer at

Po(t > [tawsl) = Po(t < —[tobsl)

og dermed

Po (Jt| > [tobal) 2Po(t > [tons]) -

Eksempe! 2.3 (Lysets hastighed, fortsat)

I vore dage er en meter pr. definition den straekning som lyset i vacuum gennemlgber
p& 1/299 792 458 sekund, hvoraf fglger at lysets hastighed er 299 792458 meter pr.
sekund. Med denne hastighed vil lyset vere 70 = 2.48238 x 10~° sekunder om at
tilbagelzegge streekningen pd de 7442 meter. Stgrrelsen 7o svarer til en tabelveerdi pa
((r0 x 10°%) — 24.8) x 10® = 23.8, s& det ville veere interessant at undersgge om de
foreliggende data er forenelige med hypotesen om at den ukendte middelvaerdi p har
vardien po = 23.8. Derfor vil vi teste den statistiske hypotese Hy : = 28.8.

Vi har tidligere fundet at § = 27.75 og s? = 25.8, s& t-teststgrrelsen er

i = 27.75 - 23.8 — 62,

\/25.8/64

Da der ikke er nogen grund til at tro at der kun skulle kunne forekomme afvigelser
i én retning, skal testet vaere tosidet. Testsandsynligheden er derfor sandsynligheden
for at f& ¢-vaerdier som enten er stgrre end 6.2 eller mindre end ~6.2. Ved tabelopslag
kan man finde at i t-fordelingen med 63 frihedsgrader er 99.95%-fraktilen lidt over 3.4,
dvs. der mindre end 0.05% sandsynlighed for at fA en vzrdi som er stgrre end 6.2, og
testsandsynligheden er dermed mindre 2 x 0.05% = 0.1%. En s4 lille testsandsynlig-
hed betyder at man mi forkaste hypotesen. Newcombs malinger af lysets passagetid
stemmer altsd tkke overens med hvad vi i dag ved om lysets hastighed.

Vi ser at Newcombs passagetider er en smule for store, og da den lyshastighed vi
her har benyttet, er lysets hastighed i vacuum, kan noget af forklaringen vaere at lyset
beveeger sig en smule langsommere i luft end i vacuum.

2.3 Histogrammer og fraktildiagrammer

For at f3 en idé om modellens rimelighed vil man ofte i et »enstikprgveproblem
i normalfordelingen« tegne histogrammer og fraktildiagrammer.

3Bt s&dant test kaldes et tosidet test, i mods=tning til et ensidet test der regner med at
de sekstreme« afvigelser kun kan vare til den ene side, f.eks. den positive, 83 at man kun
forkaster hvis den observerede t-vardi er meget stor.
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Figur 2.1 Histogram over 64 mélte verdier af lysets passagetid. — Den indtegnede
kurve er teetheden for normalfordelingen med parametre ¥ = 27.75 og 5% = 25.8.

Histogrammer
Et histogram over et szt observationer yi1,¥2, ..., ¥n fis pa fglgende méde:

1. Inddel observationsaksen i et antal delintervaller, gerne lige store, sddan
.at der ikke er nogen observationer i intervalendepunkterne.

" 2. Tel op hvor mange observationer der er i hvert interval.

3. Tegn rektangler hvis grundflader er delintervallerne, og hvis arealer er lig
med den brgkdel af observationerne som ligger inden for det pageaeldende
delinterval. (Hvis der er a observationer i et interval af leengde I, skal
rektanglets hgjde vaere a/nl.)

4. Histogrammet skal ligne taethedsfunktionen for den formodede sandsyn-
lighedsfordeling (her en normalfordeling). Det er derfor en god idé at
indtegne den estimerede fordelings tathedsfunktion i samme figur som
histogrammet, se Figur 2.1. '

. Ved udarbejdelsen af et histogram kan det veere lidt af et kunststykke at
vaelge den rigtige intervalinddeling sledes at fluktuationerne bliver passende
udglattet uden at taethedens form bliver alt for udjevnet. Hvis intervallerne er

for stor udjevning af taethedens form.
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Man kan godt opskrive deﬁnitioneﬁ pa et histogram over et szet observationer
Y1,Y2,...,Yn lidt mere formelt:

1. I det omrade hvor observationerne falder velges delepunkter (der som
regel bgr vere xkvidistante) zo < 21 < T3 < ... < &, hvor z¢ er mindre
end den mindste og z,, stgrre end den stgrste af y-observationerne.

2. Bestem antallet n; af y-er i det j-te interval (som er |z;_;, z;]).
3. Definer den stykkevis konstante funktion h som
n;/n

h(y) = Tj —Zj1
0 ndr y<zoellery> zm.

nar y € ].’1:_7'_1, .'Dj] )

S& ‘er histogrammet (svarende til den valgte inddeling) over observatio-
nerne yi, Ya, - - - , ¥n ganske simpelt grafen for A. ) .

Fraktildiagrammer
Nar man har et s=t observationer yi,yz,...,yn, benytter man traditionelt be-
tegnelsen y(1y), ¥(2), - - - » Y(n) for de ordnede observationer, dvs. y-erne stillet op

i voksende raekkefglge.

Nu er det sddan at hvis alle de observerede y-er er forskellige, s& er brgkdelen
(i — 1)/n af observationerne strengt mindre end tallet y(;), og brgkdelen i/n af
dem er mindre end eller lig med tallet y(;). Som et kompromis kan man da sige
at brgkdelen (¢ — 0.5)/n af dem er mindre end tallet y(;), med andre ord er y;
en t%é-fraktil i den empiriske fordeling. — Generelt defineres en a-fraktil i en
fordeling som et tal y, med den egenskab at brgkdelen o af fordelingen ligger
til venstre for y,.

Bt fraktildiagram er kort fortalt en tegning hvor man afseetter teoretiske
fraktiler mod empiriske fraktiler. Hvis y-erne er observationer fra A(u,o?)-
fordelingen, s& er den teoretiske fordelingsfunktion funktionen y — &(¥£)
(side 10). Derfor finder man den teoretiske a-fraktil y, ved at lgse ligningen
$(¥e=£) = q, hvilket giver yo = p+ 0 - €7 !(a). De n punkter hvis fgrsteko-
ordinater er de empiriske fraktiler, og hvis andenkoordinater er de tilsvarende
teoretiske fraktiler, det vil sige punkterne med koordinater

(v p+0-@7H(E28)), i=1,2,...,n,

bgr da ligge nogeniunde omkring en ret linie gehnem (0,0) med heldning 1.
Dette er ensbetydende med at punkterne med koordinater

(vy, @71(=28)), i=1,2,...,7,

ligger nogenlunde omkring den rette linie gennem (x, 0) med hezldning 1/0.
Konkret fremstiller man fraktildiagrammet ved at indtegne punkterne

(v, @7(E28)), i=1,2,...,n
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FIGuR 2.2 Fraktildiagram over 64 maélte veerdier af lysets passagetid.

i et koordinatsystem hvor man desuden indtegner den rette linie gennem (%, 0)
med hzldning 1/s; funktionen &~ findes tabelleret i statistiske tabelvaerker og
er en standardfunktion i statistikprogrammer til computere.

Med sandsynlighedspapir kan man fremstille fraktildiagrammer med hé&nd-
kraft uhyre let og uden at skulle bekymre sig om funktionen $~* (den er nemlig
indbygget i sandsynlighedspapiret). Sandsynlighedspapiret er indrettet pa den
méade at ordinataksen har to skalaer: en probit-skala som er akvidistant og
gér fra knap 2 til godt 8, og en (ikke-zkvidistant) sandsynlighedsskala med
sandsynligheder i procent, géende fra .0.05 til 99.95. Man afszetter nu punkterne
(@), i_:'s idet man benytter sandsynlighedsskalaen p4 ordinataksen; hvis tal-
lene er normalfordelte, skal punkterne fordele sig omkring den rette linie der
kan indtegnes ved at benytte probit-skalaen p& ordinataksen og lade linien g&
gennem punkterne (7 — s,4), (¥,5), (¥ + s,6) osv.

Figur 2.2 viser et fraktildiagram over de 64 malte vaerdier af lysets passagetid.
Savel histogrammet (side 22) som fraktildiagrammet viser, at det ikke er ganske
urimeligt at antage at méleresultaterne er normalfordelte.
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TaBeL 2.2 Data til Opgave 2.1.

0.606 0.619 0.645
0.693 0.740 0.761
0.768 0.798 0.843
0.849 0.891 . 0.965
0.970 0.996 1.129
1.265 1378 1.421

2.4 Opgaver

Opgéve 2.1 ' .
Tallene i Tabel 2.2 kan opfattes som et »enstikprgveproblem« i normalfordelin-
gen. Vi betegner tallene y;,va,...,¥n (n = 18).

1. Udregn gennemsnittet ¥ af observationerne.

n .
" 2. Udregn summen af kvadratiske afvigelser Z(y,- —7)? pa to mader,
=1

(a) dels pa den yumiddelbare« made, dvs. udregn de 18 differenser y; —7,
kvadrér differenserne og summeér dem,

(b) dels ved at benytte det snedige trick fra side 16.
3. Udregn variansskgnnet og skgnnet over standardafvigelsen.

4. Standardafvigelsen pa gennemsnittet 7 er 1/./n gange standardafvigelsen
pé y-erne. Udregn den estimerede standardafvigelse p& gennemsnittet.

(Standardafvigelsen pa gennemsnittet kaldes ofte middelfejlen p& y.)
5. Med hvor mange'cifre bgr man angive veerdien af 7 7

Opgave 2.2 (Kviksglv i svardfisk) ,
-Sveerdfisk kan vzere en kulinarisk oplevelse, men de er sundest nar de ikke
indeholder alt for mange tungmetaller. I en undersggelse af sveerdfisk pa det
amerikanske marked har man mélt kviksglvindholdet i 115 tilfaeldigt udvalgte
svaerdfisk og faet resultaterne i Tabel 2.3.4

liglge de amerikanske sundhedsmyndigheder bgr konsumfisk ikke indeholde
over 1 ppm kviksglv. Den fisk der szlges via de autoriserede salgskanaler, kan
man kontrollere (med stikprgvekontroller), og man kan s& kassere de partier der
indeholder for meget kviksglv. Imidlertid szlges der ogsa en del fisk uden om
kontrolmyndighederne — 1 USA regner man med ca. 25%. Man er interesseret
i at vide hvordan man skal veelge kassationsgraensen for de 75% kontrollerede
fisk for at opnd at gennemsnitsindholdet af kviksglv i de fisk der nir frem til
forbrugeren, bliver 1 ppm (eller derunder). Hvis man skal kunne beregne denne
greense, er man ngdt til at kende fordelingen af kviksglvindhold i sveerdfisk.

“Lee & Krutchkoff (1980): Mean and variance of partially-truncatéd distributions. Biome-
trics 36, 531-6.
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TaBaL 2.3 Opgave 2.2: Kviksglvindhold (ppm) i 115 svardfisk, de ordnede observa-
tioner.

0.05 0.07 0.07 013 013 0.19 024 025 028 032
038 045 046 053 054 056 060 060 0.61 0.62
065 071 072 075 076 079 081 0.81 082 0.82
0.82 083 083 083 084 085 0.89 090 091 092
092 093 095 095 097 097 098 1.00 1.00 1.01
1.02 104 105 105 1.08 110 1.12 112 114 114
115 116 1.20 120 120 1.20 120 121 122 1.25
125 1.26 127 127 129 129 129 129 130 131
132 132 137 137 139 139 140 140 141 142
143 144 145 154 154 158 158 160 160 1.62
162 166 166 168 169 172 174 185 189 196
2.06 210 223 225 272

1. Det ville veere bekvemt hvis observationerne kunne beskrives ved en nor-
malfordeling, s& det gnsker man at undersgge.

(2) Udregn estimaterne ¥ og s? over u og o2.

(b) Tegn et histogram over kviksglvindholdet i de 115 sveerdfisk. Indtegn
~ (skitsemassigt) den fittede normalfordelingstaethed (dvs. teetheden
for normalfordelingen med parametre ¥ og s2).

(c) Tegn et fraktildiagram (f.eks. p& sandsynlighedspapir). Indtegn den
rette linie der svarer til den fittede normalfordeling.

2. I den oprindelige analyse af tallene gik man ud fra at kviksglvkoncen-
trationen i sveerdfisk var logaritmisk normalfordelt, hvilket betyder at
logaritmen til koncentrationerne er normalfordelt. Diskutér denne for-
modning. '

T1p: Summen af observationerne er 126.70, og summen af kvadraterne er 168.0858. For
logaritmen (den naturlige logaritme) til observationerne er de tilsvarende tal —7.9070
og 56.8102.

Opgave 2.3 (fortszttelse af Opgave 2.2; sveer) :
Lgs det der er det overordnede problem i Opgave 2.2, nemlig hvordan skal man

fastsette kassationsgreensen for de 75% af fiskene der kontrolleres hvis man vil .

opnd at forbrugeren i gennemsnit hgjst udseettes for en kviksglvbelastning pa
1 ppm.

Opgave 2.4

Tabel 2.4 indeholder 20 stikprgver y3,s2,...,¥10 fra en normalfordeling med
parametre 4 = 5 og 02 = 3,

1. Hvordan fordeler de enkelte stikprgvers estimerede middelvardier 7 sig
omkring den teoretiske middelveerdi x4 = 57
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TABBL 2.4 Data til Opgave 2.4: 20 eksempler p& udfald af stokastiske variable
Y1,Yz,..., Y10 frembragt af en normalfordelings-tilfeeldighedsmekanisme med middel-

.vardi 5 og varians 3.
Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ye Yr Ys Yo Y10 ¥ s°
580 506 769 410 513 549 191 690 434 561 |5.20 250
743 7.03 492 469 843 524 586 226 4.17 4.81 | 548 3.18
6.45 4.06 7.48 6.57 487 642 500 6.05 411 125|523 3.23
363 555 690 580 390 679 471 3.97 549 8.99 | 557 2.76
479 6.01 271 731 518 448 650 421 7.98 505|542 244
3.67 492 172 680 514 508 585 5.03 3.49 521|469 1.99
532 7.16 563 470 438 718 553 525 4.99 509|552 0.89
2.34 357 510 403 3.17 748 537 4.05 547 543 | 460 216
556 532 625 7.43 1.16 262 6.87 531 170 6.42 | 486 495
7.79 6.08 813 498 327 6.01 326 182 3.28 579 (504 4.39
5,54 3.58 526 479 3.97 6.01 447 498 247 344 (445 1.18
387 579 556 536 825 748 3.21 437 181 5.26 |510 3.64
487 849 554 783 391 361 310 5.15 6.80 3.92 | 532 340
395 524 746 646 3.36 321 758 326 483 8.06 (534 369
8.75 419 341 817 346 3.8 462 7.08 6.18 4.16 | 5.39 4.00
532 649 6.13 4.28 552 437 537 6.00 4.51 298 510 1.13
7.10 557 376 531 415 453 399 509 425 653508 1.25
361 480 344 6.29 372 0.19 6.48 590 6.30 592|466 392
145 401 7.06 661 047 220 3.07 4.88 6.15 5.15 ] 4.11 5.10
421 690 506 560 7.80 412 6.22 5091 642 430 (565 1.53
2. Man kan bevise at gennemsnittet af n N'(u,0?)-fordelte stgrrelser kan

opfattes som en observation fra N'(u, 02 /n)-fordelingen. De 20 gennemsnit
Yy,Yg, - .-, Ugo skulle altsd veere observationer fra en normalfordeling med
middelveerdi 5 og varians 3/10. Ser det ud til at passe?

a) Udregn gennemsnittety = (§; + 7, + ... + Ya) /20 og den empiriske
17 % 20
1 _ =2
12 -9
i=1
Giver det cirka 5 0g 0.3 ?
(b) Tegn et fraktildiagram over 7,,%,,. .., ¥a0-

varians pa y;-erne, dvs.

. Udregn for hver af de 20 stikprgver ¢-teststgrrelsen for hypotesen x = 5.

Hvordan fordeler ¢-vaerdierne sig?
Udregn de 20 testsandsynligheder. Hvor mange af dem er under 5% ?

Er tingene som man skulle forvente —- og hvad skulle man egentlig forvente?

. I realiteten foreligger der jo 200 observationer fra en og samme normal-

fordeling. Skitsér hvordan man ud fra disse 200 observationer kunne teste
hypotesen om at den teoretiske middelvaerdi er lig 5.







