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Abstract

Vi vil i denne fremstilling fremkomme med den ide, at kaotiske
ligninger kan anvendes i forbindelse med generering af pseudotil-
faeldige tal.

Der konstrueres en talgenerator, som er baseret pa en kaotisk
ligning, og talgeneratoren bliver udsat for en statistisk analyse.
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Indledning

Pseudotilfeldige tal bliver ofte anvendt i samkvem med computere. De
nedenstaende eksempler skal illustrere en reekke computer-anvendelser,
hvori pseudotilfaeldige tal indgar:

Simulering: Til simulering af “uforudsigelige” eller “naturtro”
handelser. F.eks militeere “kamp-situationer™® eller til statisti-
ske tests.

Kryptologi: Bade civil kommunikation (“dankort”) og militeer
kommunikation.

Databaser: Placering (og s¢gning) af data i databaser er ofte ba-
seret pa talgeneratorer (“hashing”).

Underholdning: Denne kategori deekker fra-kommercielle “com-
puterspil” til kgbmandenes “Lyn-Lotto”.

Programmering: 1 forbindelse med udvikling af programmel —
pseudotilfeeldige tal kan indga som test-data.

Det er saledes klart, at talgeneratorer ofte bliver implementeret i
computer-programmel.

'Der er konstrueret programmeringssprog til udvikling- af “simulations-
programmel”. “SIMULA” er et eksempel herpa, og i standard klassen “SIMU-
LATION” optrader 10 forskellige procedurer til generering af pseudotilfeldige tal.

3
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Talgeneratorer, som fglger med til diverse programmer, er ofte af
darlig kvalitet. Disse talgeneratorer er som regel baseret pa modulo-
operatoren — i den primitive form kan talgeneratoren se saledes ud:

Z;41 = Az; mod m.

Vi kan hgjest fa m forskellige veerdier, og talgeneratoren er periodisk.

At den modulo-baserede talgenerator er periodisk giver anledning til
ideen til dette projekt: kaotiske ligninger er ikke periodiske — maske
kunne vi ud fra en kaotisk ligning konstruere en talgenerator?, som er
bedre end de klassiske.

Vor talgenerator er baseret pa den simple iterative ligning (hvor A er
valgt saledes, at periodicitet ikke forekommer)

Tiy1 = A:::.-(l - :l:,').

Denne ligning er valgt, da det er den mest simple og kendteste kaotiske
ligning.

For at vurdere, hvorvidt vor kaotiske talgenerator er god eller darlig,
vil vi gennem en reakke statistiske tests sammenligne denne med “en
god klassisk talgenerator”3.

Projekt-rapporten er opbygget pa fslgende made: i kapitel 1 angives
to statistiske kriterier for en god talgenerator. Med disse to kriterier i
handen forsgger vi i kapitel 2 at konstruere den kaotiske talgenerator.
I dette kapitel prasenteres ogsa en udvalgt klassisk talgenerator, som
vor kaotiske skal sammenlignes med. Denne sammenligning finder sted
i kapitel 3. I dette kapitel er en ngje beskrivelse af, hvorledes testene
er udfgrt, og hvilke resultater, der er opnaet. I kapitel 4 ser vi pa en
anden side af problematikken vedrgrende talgeneratorer — hvorledes en
kaotisk talgenerator skal konstrueres, saledes, at denne bliver hurtig.

2Denne talgenerator kaldes fremover den kaotiske talgenerator. Hvis denne talge-
nerator anvendes i computer-programmel, 8a er de genererede sekvenser selvfglgelig
periodiske, da en computer kun har et endeligt antal tilstande.

3Netop den anvendte talgenerator bliver anbefalet af Donald Ervin Knuth, side
27 vol. 2.




Kapitel 1

To kriterier for
uforudsigelighed

Formalet med dette projekt er at konstruere en kaotisk talgenerator,
der kan danne sekvenser, der kan betragtes som varende uforudsigelige.
Derfor vil vi opstille to statistiske kriterier for uforudsigelighed, som vi
vil referere til i resten af denne projekt-rapport.

P& det intuitive plan har vi alle en idé om, at uforudsigelige sekvenser
ma eksistere — vi har narmest en uformel definition: elementerne i
sekvensen fremkommer uafhengigt af hinanden, og de er ligefordelte’.

Ud fra dette intuitive plan skal vii afsnit 1.1 behandle sekvenser, hvori
elementerne er ligefordelte; i afsnit 1.2 skal vi behandle emnet stokastisk
uafhangighed. '

1.1 Ligefordeling

Lad os til en begyndelse betragte en sekvens af reelle tal

Y,¥%2,.- -y Yn: (11)

1Det er klart, at vi kunne veere interesseret i andre fordelinger. Disse fordelin-
ger kan imidlertid afledes af ligefordelingen, hvis den inverse til den pageldende
fordelingsfunktion kendes.
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Sekvensen kan betragtes som varende en observation af en n-
dimensional stokastisk vektor

Y =%, Ys,...,Y5) (1.2)

(eller: elementerne i sekvensen kan betragtes som observationer af en
stokastisk proces {Y;,i € {1,2,...,n}}). Vi er interesseret i, at de n
stokastiske variable i 1.2 er identisk fordelte stokastiske variable, som
er ligefordelte pa intervallet [0, 1].

Til hver af de n stokastiske variable i 1.2 har vi en tathedsfunktion,
som kan skrives saledes:

fly) = { 1 hvis y§ [0,1]

0 ellers.

Vi vil nu vise et eksempel® pa, hvorledes vi kan afggre, hvorvidt de
stokastiske variable i 1.2 er ligefordelte.

Fordelingsfunktionen F(y) vil se saledes ud:

0 hvisy €] — o00,0[
Fy)=4{ y hvisy€[0,1]
1 ellers.

Denne funktion kan vi sammenligne med den empiriske fordelingsfunk-
tion (eller den kumulerede frekvensfunktion) F,(y), som defineres pa
fplgende made:

Fay)= =3 Liy),

=1

hvor

on_J 1 hvisy; <y
ILy) = { 0 ellers.

Det er klart, at F,,(y) er en diskontinuert funktion, da sekvensen 1.1
bestar af et endeligt antal elementer.

2Eksemplet er Kolmogorov-Smirnov-testen, som er nzrmere beskrevet i afsnit
3.14.
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Hvis de stokastiske variable i 1.2 er ligefordelte (og uafhangige), sa vil
der vere fglgende relation mellem F(y) og Fu(y):

lim [F(y) - Fa(y)l = 0, Vy € R. (1.3)

Nu omhandler 1.3 imidlertid en grenseverdi for n — oco. 1 den sta-
tistiske analyse har vi givet en konkret vaerdi af n, sa den statistiske
analyse bestar i at afggre, hvorvidt sterrelsen

IF() = Fa(y)l, iy €R (1.4)

afviger signifikant fra 0.

I kapitel 3 har vi en reekke andre eksempler pa statistiske tests, som kan
afggre, hvorvidt 1.2 bestar af (uafhangige) identisk fordelte ligefordelte
stokastiske variable.

1.2 Stokastisk uafthaengighed

Det er imidlertid ikke nok, at elementerne i en given sekvens er lige-
fordelte. Elementerne skal ogsid fremkomme stokastisk uafhaengigt af
hinanden.

I praksis bliver vi ngdt til at tage til takke med et andet kriterium end
stokastisk uafthangighed, nemlig med kriteriet om ringe korrelation®.

Eksempelvis? kan korrelationen vurderes ud fra den sakaldte korrela-
tionskoefficient, som vi skal definere herunder: -

t

Hvis sekvenserne
Y92,y Yn

og
Y2,---3Yn, Yn41

3Vi vil dog alligevel anvende frasen stokastisk uafhangighed, hvor der egentligt
menes ringe korrelation. ,
4Eksemplet er Korrelations-testen. Denne er beskrevet narmere i afsnit 3.1.1.
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bliver opfattet som vaerende observationer af de stokastiske vektorer
X=M,Ys....,.Y5)og Y =(Y2,Y5,...,Ya41), kan vi vurdere korrela-
tionen mellem Y; og Yi4;. Korrelationskoeflicienten corr(X,Y) for de
stokastiske vektorer X og Y er givet ved fglgende:

E(X - EX)(Y — EY)
vVarX+/VarY

Sterrelsen corr(X,Y) antager vardier i intervallet {—1,1]. Vi har saer-
tilfeeldene:

corr(X,Y) =

e Hvis der er en (lineeer) korrelation mellem X og Y (dvs, at Y =
aX + ), sa er corr(X,Y) enten 1 eller —1.

o Hvis de stokastiske vektorer X og Y er stokastisk uafhangige, sa
er corr(X,Y) = 0.

Som vi kan se, er der ikke ensbetydende mellem stokastisk uaf-
hangighed og corr(X,Y) = 0 — vi kan konstruere eksempler hvor
corr(X,Y) = 0 og hvor Y = g(X) (i disse tilfzlde er g(z) en ikke-linezer
funktion). Imidlertid vil korrelationskoefficienten give et fingerpeg —
specielt hvis den er signifikant teet pa £1. I dette tilfzelde vil der vaere
en udpreeget korrelation mellem de stokastiske variable.

Vi skal i kapitel 3 give flere eksempler pa statistiske tests, som kan
afslgre forskellige former for korrelation.




Kapitel 2
Talgeneratorer

Vi vil i dette kapitel beskrive de udvalgte talgeneratorer — en klassisk
og vor kaotiske talgenerator. Den klassiske talgenerator beskrives kun
kort, mens der er en detaljeret beskrivelse af konstruktionen af den
kaotiske talgenerator. '

Vi skal anvende den klassiske talgenerator til at vurdere vor kaotiske .
talgenerator — den kaotiske talgenerator og den udvalgte klassiske tal--.
generator udsattes for de samme tests. Den udvalgte klassiske talge-
nerator kan saledes betragtes som vaerende en repraesentant. '

2.1 Den klassiske talgenerator

De klassiske talgeneratorer er en fellesbetegnelse for en rakke talgene-
ratorer, som ofte hgrer med til diverse program-pakker og andet pro-
grammel. De klassiske talgeneratorer er hurtige, da de er baseret pa
simple iterative ligninger — ofte indgar modulo-operatoren, som kan
implementeres szrdeles effektivt i computere.

Vi har valgt en klassisk talgenerator, som Knuth anbefaler til praktiske
anvendelser: :

1Ge Knuth side 27 vol. 2.
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ZTiyx = (Ti—ss + Ti—24) mod m,
Ti+1

Yiv1 = —.
m-—1

Elementerne z; tilhgrer mangden {0,1,...,m — 1}, og elementerne
yi € [0,1] udger den genererede sekvens. Vi har, at y; er rationale
tal.

Vi har valgt m = 10° — ifglge Knuth er perioden af l&ngden 2°(2°°-1),
hvor 0 < ¢ < log,(m). Der er saledes tale om en meget lang periode.
Der er i alt m mulige vardier for y;.

2.2 Den kaotiske talgenerator

Den kaotiske talgenerator vil vi basere pa fglgende iterative ligning
(eller transformation):

Ti41 = TI,’ = 4.’11,'(1 bt m.-), (21)

hvor z; € [0,1]. Denne iterative ligning er et skoleeksempel — eller
i hvert fald eksemplet, som kaos-tilhangere altid benytter — pa en
kaotisk ligning®.

Lad os til en begyndelse betragte sekvensen genereret af transformatio-
nen T
ToyT19.e-- -

Vi kan opfatte sekvensen som varende observationer af en stokastisk
proces: {X;,1 € Ng}.

2Der er tale om den logistiske vakst ligning z;41 = Az;(1 — z;). Der optrader
kaotisk opforsel for flere vardier af A (se Schuster side 33). Vi har valgt veerdien 4
for A, da dette kan udnyttes i implementeringen af talgeneratoren — multiplikation
med 4 i det binare talsystem er specielt simpelt og hurtigt — samt, at K-entropien
netop er hgjest for A = 4 (se senere). Vi bemarker, at der ikke optraeder kaotisk
opfgrsel for alle veerdier af zo € [0, 1] — f.eks zo = 0 og 2o = 1, som jo er hhv begyn-
delsespunkt og endepunkt i det betragtede interval. Imidlertid er sandsynligheden
for at veelge veerdier af zo, som ikke fgrer til kaotisk opfersel, lig nul.
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Hvis de stokastiske variable X, X;,... har samme fordelingsfunktion
F(z), har vi at gere med en stationzr proces (eller med andre ord:
transformationen T er mélbevarende: P(T~'A) = P(A)). Vikan danne
en sekvens yo,y1,. .., hvori elementerne er ligefordelte. Idet vi benytter
F(z), kan vi danne den gnskede sekvens yo,y1,... pa fglgende made:

1','+i = 41,'(1—1','),
Visn = F(zin).

Det er nu et spgrgsmal om at finde F(z) — dette kan selvfglgelig vare
et problem, men i dette tilfzzlde er F(z) elementaer?; F(z) er arcussinus-
fordelingsfunktionen:

F(z)= —72; arcsin /7. -

Vi kan kontrollere, at F(z) faktisk er den rigtige fordelingsfunktion.

Transformationen T skal vaere malbevarende: f(T'z) = fr(z), og pga
symmetrien Tz = T(1 — z) har vi:

fA-z) _ 2f(z)

RC) =
fr(2) IT"(1=z)]  [T'(z)]

T(2)]

+

De nedenstaende udregninger viser, at hvis

1 ‘
2) = 2.2
f(z) ) (2.2)

39(y) = 1 er teethedsfunktionen for ligefordelingen i [0, 1). Det ses umiddelbart,
at hvis t(z) settes lig F(z) sa galder:

4Schuster (side 58) navner den pageldende teethedsfunktion: f(z) = Py 7eers ’:1__:)-

Vi har, at denne er teethedsfunktionen for arcussinus-fordelingen; som er et specielt
tilfeelde af betafordelingen: f(z) = Be(z,},3).
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og Tz = 4z(1 — z), sa geelder f(Tz) = fr(z)%:

f(Tz) = fr(z) &

_ 2f(z)
A=) = i ®

1 2 1
m/4z(1 — z)(1 — (42(1 - z))) 7y/z(1-1z)[4 — 82| ®

1 ' 1
V1 -4z + 422 1 -2z|

Vi far da den kendte fordelingsfunktion

z 1 2
F(z) = ———————dt = — arcsin/z.
( ) 0 W\/t(l—t) s \/_

Talgeneratoren kan derfor se saledes ud:

Tipn = 4zi(1 — zi),

2 .
Yie1 = ;arcsm VIis1-

Imidlertid viser det sig efter et par sma-eksperimenter®, at denne talge-
nerator danner sekvenser, hvori elementerne kan betragtes som varende
ligefordelte — men til gengzeld kan elementerne ikke betragtes som vae-
rende stokastisk uafhengige. Dette er ogsa umiddelbart klart: hvis vi

5Vi viser kun, at pagzldende taethedsfunktion er en mulighed. Vi viser ikke, at
denne er den eneste mulighed.

SEn mere grundig analyse vil dog ogsa vise, at talgeneratoren ikke genererer
ligefordelte tal. Imidlertid bliver en hypotese om stokastisk uafhengighed prompte
forkastet.
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blot kender elementet yo, kan vi uden videre levere samtlige’ elemen-
ter 1 sekvensen y;,y2,... . Vi skal i det fplgende vise en metode til at
“tilslgre” denne abenbare determinisme. -

Betragt teethedsfunktionen 2.2 for arcussinus-fordelingen; denne er

. . — l
symmetrisk omkring z = 3.

Vi ser, at

S| 1 .
/o Ty =/ By rpery RS

Opfatter vi sekvensen zg, z;,... genereret af transformationen T som
varende observationer af den stationere stokastiske proces {X;,i €
No}, har vi sandsynlighederne

P(X; € [0,3]) = P(X: €]},1]) = 4. (23)

Vi kan transformere processen {X;,: € No} over i processen {Z;,t €
No} ved felgende transformation:

. _J 0 hvis X; €[0,3] ‘
{Zi,i € No} = { 1 hvis X; €)3,1]. (2.4)

Denne proces er en Bernoulli-proces® — dette kan erkendes af det fol-
gende: at processen {Z;,7 € Ng} er en Bernoulli-proces betyder, at
Ziv1yZig2, - - - er stokastisk uathaengige af Z;.

Da Z;y1,Z;i42,... er determineret af X;,,, skal vi vise, at Z; er uafhaen-
gig af X;41. Dette er det samme som at vise, at fordelingen af X4, er
uafhaengig af om z; € [0, ] eller z; €]3,1].

Vi har, at

- 1y = | 2w hvis y; € [0,3]
Yi+1 = FoToF (y!) - { 2(1_%) hvis i E]%,l].

8En Bernoulli-proces {Z;,i € Ng} er stationzr, og den kan befinde sig i h
tilstande 0,1,...,A — 1. Sandsynligheden for at processen befinder sig i tilstand

.k til “tiden” i, er givet ved P(Z; = k) = pe,k = 0,1,...,h — 1. Hvis Bernoulli-

processen er symmetrisk, s3 geelder pr = . For Bernoulli-processer geelder, at Z;

er stokastisk uatheengig af Zy, hvor k=10,1,...,i—-1,i+1,... .
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Betragt endnu en gang tathedsfunktionen 2.2. Vi ser, at transforma-
tionen S, givet ved S: £ — 1 — z, bijektivt transformerer taethedsfunk-
tionens restriktion pa [0, 3] til tzethedsfunktionens restriktion pa ]3,1],
dvs, at

= . 2.5
£ o f|1;.u (2.5)
Transformationen T transformerer 2.5 til
fToS [o.&[ = Tl}i,q.
DaT =T o S har vi
= , 2.6
fT (0.4l fT!lé.ll (2.6)

hvilket netop viser, at fordelingen af X4, er uafhengig af om z; € [0, ]
eller z; €]3,1].

Vi har nu opnaet, at processen {Z;,i € No} er en symmetrisk (pga 2.3)
Bernoulli-proces (pga 2.6). Sekvensen

21y ey Zmy Zmaly - o1 22my e e o3 Z(nm1)m4ls s - - 3 Znms (2.7)

som er genereret af 2.4, bestar saledes af symmetrisk-fordelte elementer,
og elementerne fremkommer stokastisk uafhaengigt af hinanden. En
forudseetning for dette er naturligvis, at vi har valgt en tilfeeldig veerdi
af zo — vi skal fgrst sztte processen {X;,: € N1} igang.

Vi kan nu danne den gnskede sekvens yo,y1,...,Yn-1 af rationale tal
ud fra 2.7 pa fglgende made:

m
Y = E 2_Jzkm+j7

=1

fork=0,1,...,n—1.
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Elementernei sekvensen yo, y1, - . -sYn—y €T ligefordelte og stokastisk uaf-

hangige i intervallet [0,3°7", 277]. Der er netop 2™ mulige veerdier for

Yx. Da 22 7 — 1 for m — oo, og antallet af mulige veerdier er 27,
J=1

bgr m veere “stor”. Vi har til den kaotiske talgenerator valgt m = 20;

vi far derved over 10 mulige vaerdier af y;.

Transformationen 2.4 transformerer {X;,i € Ng} til en symmetrisk
Bernoulli-proces {Z;,1 € Ng}. Vi kunne have valgt andre klasseind-
delinger af [0,1] end [0,3] og ]2,1] og stadig opnd en symmetnsk
Bernoulli- “proces. F.eks kunne vi valge klasseinddelingen [0,1]U}1,3
og ]1,1]U]2,1]. Men til gengeld skal parameteren A i

Tz; = Az;(1 — z;)

vare lig 4, hvis der skal eksistere en transformation af {X;,i € No}
til en symmetrisk Bernoulli-proces. 1 figur 2.1 ses K-entropien® K
af {X;,7 € Ny} afbildet som funktion af parameteren A (hvor A €
[3.85;4]). K-entropien er stgrst for A = 4; her er den log,(2).

Det er beviseligt, at vi kan transformere en stationar proces {S;,7 €
No} til en vilkarlig Bernoulli-proces { B;,z € Ny}, hvis blot K-entropien

af {Si,i € No} er storre end entropien af Bernoulli-processen. I visse

tilfeelde eksisterer der ogsa en Bernoulli-proces, hvis K-entropien af
{Si,1 € Np} er lig entropien af Bernoulli-processen. Det sidste er

9K-entropien af {X;,t € Ng} defineres saledes: Hvis A, A;1...,An-1 er en
klasseinddeling (her: af intervallet [0,1]), hvis P(X; € Ax) < f,k=0,1,...h—1,0g
hvis P(A,, ... A,_,) et sandsynligheden for, at X; € A;,, Xi+1 € Aiy,.. ., Xign-1 €
Ai,_,, sa er K-entropien af processen {X;,i € Ng} givet ved

i

K({Xi;,ie Ng}) = - lim lim ): P(Ai,..i.)10g.(P(Aio..50))-

'0 .u

Det er ikke hensigtsmaessigt at anvende denne definition, hvis vi skal udregne K-
entropien af en stationar proces vha computer-kraft (stiller helt urimelige krav til
lagerkapacitet og hastighed). I stedet kan vi med fordel anvende den til transforma-
tionen T hgrende Liapunov-eksponent; stgrrelsen af denne er i det en-dimensionale
tilfzelde lig stgrrelsen af K-entropien. Liapunov-eksponenten A er givet ved

n 1

A= hm —Zlog,(lT'(Tzo)l)

s=0

for neesten alle z¢.
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1 T T — : | | | |
K (A; :
08 F ]oge(z iy
0-6 ~ — s L .. :r\,-"'"‘ﬂ _
. P o F,-g-\..-n?_,_.\, Ang :‘
4 et i N ) f
04 \,-'.s'. LS b ) ' -
0.2 _:’; 1 -
; J v ! . 1 1 1 I )

38  3.88 3.9 392 394 396 3.98 4

Figur 2.1: K-entropi som funktion af parameteren A

tilfzldet med vor proces {X;,i € Ng}; entropien af den symmetriske
Bernoulli-proces med to tilstande er netop

— (3 1og.(3) + 1log.(3)) = log,(2).

Det er derfor klart, at valget af A er begraenset til A = 4, da K-entropien
af {X;,t1 € Ny} ellers bliver mindre end log,(2), og derved kan der ikke
eksistere en symmetrisk Bernoulli-proces med to (eller flere) tilstande.

Det kan synes underligt at foretage en raekke statistiske tests pa talgene-
ratoren, da vi ved, at den danner stokastisk uafhengige og ligefordelte
tal. Imidlertid skal den kaotiske talgenerator anvendes i praksis, dvs
i forbindelse med computer-programmel. En computer kan kun regne
med endelig precision; der regnes med et antal betydende cifre. I ap-
pendiks A forsgger vi at overbevise leseren om betydningen af dette
problem. Det fremgar af dette appendiks, at elementerne i sekvensen
genereret af 2.1 skal repreesenteres med omkring 11 betydende cifre,
hvis talgeneratoren skal fungere ordentligt. En konsekvens heraf, er, at
vi i alle testene i afsnit 3.4 benytter 19 betydende cifres pracision (den
maksimale pracision ved det anvendte programmeringsvarktgj).




Kapitel 3
Statistisk analyse

Som beskrevet i kapitel 1 er vi interesseret i talgeneratorer, der produ-
cerer sekvenser, hvori elementerne er ligefordelte og fremkommer sto-
kastisk uafhengigt af hinanden.

I afsnit 1.1 si vi Kolmogorov-Smirnov-testen for ligefordeling, og i afsnit
1.2 sa vi Korrelations-testen for stokastisk uafhzngighed. Det er ikke
nok, blot at udfgre disse to tests pa de genererede sekvenser. Der skal
anvendes en raekke forskellige tests, da de enkelte tests kontrollerer helt
bestemte egenskaber ved de genererede sekvenser.

Afsnit 3.1 omhandler en raekke tests, der med rimelighed kan anvendes
‘1 forbindelse med alle talgeneratorer, som forventes at generere ligefor-
delte og stokastisk uafhangige sekvenser.

I afsnit 3.2 gives en beskrivelse af, hvorledes den samlede test af tal-
generatorer finder sted (kombinationen af de tests, som er beskrevet i
afsnit 3.1); i afsnit 3.3 foretages en rakke valg for hver enkelt test, og
i afsnit 3.4 analyseres resultaterne af den samlede test.

3.1 De anvendte statistiske tests

Vi skal vurdere en talgenerators anvendelighed ved udfgrsel af en reekke

statistiske tests. Testene udfgres for at afggre, om elementerne i den
genererede sekvens kan betragtes som ligefordelte og fremkommet sto-
kastisk uafthzengigt af hinanden. I en test opstilles en af hypoteserne:

17
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¢ Elementerne i sekvensen er ligefordelte i intervallet [0,1].
o Elementerne i sekvensen er stokastisk uafhangige af hinanden.

¢ Elementerne i sekvensen er ligefordelte i intervallet [0, 1], og ele-
menterne fremkommer stokastisk uafhzengigt af hinanden.

Under hypotesen vil vi dernast, i den pagaldende test, undersgge om
der optraeder en bestemt systematik (i generel forstand) i den genere-
rede sekvens. Hvis der ikke opdages systematik, kan vi ikke forkaste
den pagezldende hypotese.

I de tests vi udfgrer, betragter vi sekvensen

YisY2,.. 3 Yn (31)

af reelle tal eller heltals-sekvensen

L13T2y+09Tn, (32)

hvor tallene i sekvensen 3.2 er frembragt vha en funktion, der forst
ganger et positivt heltal med et reelt tal, og dernzst nedrunder til
nzrmeste heltalsvaerdi. Funktionen skrives pa fglgende made:

int(d x ;), (3.3)

hvor d er et positivt heltal. At omforme sekvensen 3.1 til sekvensen 3.2
ved brug af funktionen 3.3 vil vi illustrere pa fglgende made:

z; = int(d X y;),

hvor i = 1,2,...,n. Derved kommer elementerne i 3.2 til at tilhgre
mangden {0,1,...,d —1}.

De fleste af testene gar ud pa, at vi skal vaelge en made at danne kate-
gorier pa. Vi skal danne kategorierne ud fra elementerne i sekvenserne
3.1 eller 3.2 eller delsekvenser af disse. Eksempelvis kan vi i en test!

!x?-testen, som bliver beskrevet i afsnit 3.1.3.
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danne kategorier ud fra elementerne i 3.2. Da elementerne kan antage
vardierne 0,1,...,d — 1, har vi d forskellige kategorier. I en anden
test? kan vi danne kategorier ud fra antallet af forskellige elementer
i delsekvenser af 3.2. Har delsekvenserne lzngden t, har vi min(d,t)
kategorier.

Nar vi i en test har valgt en made at kategorisere pa, kan vi finde det ob-
serverede antal forekomster i hver kategori. I det fgrste eksempel finder
vi det observerede antal ved at telle antallet af elementer i sekvensen
3.2, som kan antage vardierne 0,1,...,d — 1. I det andet finder vi det
observerede antal ved at teelle antallet af delsekvenser, med lengde n,
af 3.2 med hhv 1,2,...,min(d,t) forskellige elementer.

Under en hypotese i en given test kan vi, vha de stgrrelser der optrader,
nar vi danner kategorier, beregne det forventede antal forekomster i
hver kategori. I det fgrste eksempel beregner vi vha d og leengden n
af sekvensen 3.2, samt i det andet vha d, t og n, det forventede antal
forekomster i hver kategori.

Nar vi udferer en test, har vi altsa et observeret antal forekomster og
et forventet antal forekomster. Det, som vi nu ¢gnsker at na frem til,
er et mal for, hvor meget det observerede antal forekomster afviger fra
det forventede antal forekomster. For at kunne angive et sadant mal,
har vi brug for en teststgrrelse. Denne kan defineres pa flere mader. Et
krav til den er blot, at vi skal kende dens fordeling.

En ofte benyttet teststgrrelse er en teststgrrelse, der under visse forud-
seetninger vil vaere approksimativt y?-fordelt. Pointen med at benytte
en sadan approksimation er, at vi far en nemmere made at udregne
en testsandsynlighed pa, end hvis vi skulle bruge (finde) den eksakte
fordeling. Vi anvender fglgende teststgrrelse:

k

obs; — for;)?
q(px,pz,---,pm)=2(———;m,,—~)—, (3.4)
=1 s

hvor obs; og for; angiver hhv det observerede og det forventede an-
tal forekomster i den i’te kategori. k er det samlede antal kategorier.
P1,P2,- .-, Pm €I parametre, der bestemmer: antallet af kategorier, det

2Partitions-testen, som bliver beskrevet i afsnit 3.1.7.
3Pearson’s X2.
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samlede antal observationer, samt det forventede antal forekomster hg-
rende til de enkelte kategorier. Teststgrrelsen 3.4, er approksimativt
x2-fordelt med k — 1 frihedsgrader, nar det forventede antal observa-
tioner i enhver af kategorierne er stgrre end 5.

Testsandsynligheden ¢ er sandsynligheden for at f4 en veerdi @, der er
stgrre end den observerede veerdi q(p;, pz, ..., Pm) i x*-fordelingen med
k — 1 frihedsgrader. Denne findes saledes

E= P(Q > Q(pl,p%- ”,pm))' (35)

Vi har nu skitseret, hvorledes de fleste af testene er opbygget, dvs de
tests, hvor teststgrrelserne er approksimativt x?-fordelte.

To af testene afviger fra det ovenfor beskrevet, idet vi benytter
teststgrrelser, som fglger andre fordelinger. Det vil dog fremga af
de fglgende afsnit, hvordan teststgrrelserne beregnes, og hvorledes
testsandsynlighederne findes ud fra de respektive fordelinger eller ap-
proksimative fordelinger. I de fglgende afsnit, afsnittene 3.1.1-3.1.7, vil
vi give en narmere beskrivelse af samtlige anvendte statistiske tests®.

3.1.1 Korrelations-testen

Vi vil i denne test vurdere hypotesen om, at elementerne i sekvensen

Yo, Y1,---3Yn—1 (3'6)

fremkommer stokastisk uafhangigt af hinanden.

Vi har allerede i afsnit 1.2 omtalt et kvantitativt mal for vekselvirknin-
gen mellem elementerne i sekvensen 3.6, idet vi indfgrte korrelations-
koefficienten corr(X,Y). Vi kiggede pa vekselvirkningen mellem y; og
dens efterfglger yi41.

I denne test vil vi vurdere vekselvirkningen mellem elementerne y; og
Y(s+i) modn, hvor £ = 0,1,...,n — 1 og hvor f € {1,2,...,n—1}. f
kaldes forskydningsparameteren.

4De anvendte tests er alle hentet fra Knuth, kapitel 3 vol. 2.
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Den empiriske korrelationskoefficient C(f,n) mellem elementerne y; og
Y(f+i) mod n kan skrives pa fglgende made:

Z(yt - y) (y(f+i) modn — g)

C(fin) = —==2 =
Y @ =9%3 (v moan — )
1=0 i=0
n n 2
nzyi X Y(f+i) modn — (Ey.)
1=0 — - t2=0 ,
nZy? = (Zyi)
=0 =0
hv U = l Xn: R
R i=0 g
Vi vil benytte
~ n—2
q(f,n) = C(f,n) T=CU.n)

som teststgrrelse. Teststgrrelsen g( f, n) er approksimativt t-fordelt med
n — 2 frihedsgrader — nar n — oo er ¢(f,n) med tilnzrmelse (0,1)-
normalfordelt.

Testsandsynligheden ¢ bliver udregnet pa fglgende made:

e=2P(Q > lq(f,n)]),

da t-fordelingen er symmetrisk omkring 0. Store positive vardier af
g(f,n) er lige sa signifikante som tilsvarende store negative vardier.
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3.1.2 Permutations-testen

Vi vil i denne test vurdere fglgende hypotese:

Elementerne i sekvensen

Yo, ¥1,-- -y Yn-1, (3'7)

hvor n = st, er fremkommet stokastisk uafhengigt af hinanden.

Vi har en inddeling af 3.7 i s delsekvenser hver med t elementer. Vi
kan referere til elementerne i den j’te delsekvens

Yits Yit41s - - s Yjtde=1, ' (38)

hvor 0 < 7 < s. Vi har at

P(Y;=Y;) =0, (3.9)

for alle ¢ # j og ¢,7 < s — 1. Delsekvenserne kan inddeles i kategorier,
idet vi udnytter, at der findes en og kun en permutation 7: M — M
der opfylder

Yr(itmods) < Yr((jt+1)modj) < " < Yn((jt+t-1)modj)-

Vi har antaget, at lighed mellem elementerne ikke forekommer. Denne
antagelse skyldes 3.9. For hver af de t! mulige permutationer har vi en
kategori.

Vi lader nu II betegne mangden af de ¢! mulige permutationer. Vi kan
nu foretage fglgende observationer:

obs, = (Antal forekomster af permutationen 7),

hvor # € II. Hvis alle elementerne i 3.7 er fremkommet stokastisk
uafhengigt af hinanden, mé den forventede sandsynlighed, for, at en

vilkérlig valgt delsekvens tilhgrer en bestemt kategori, veere T Da der
er s delsekvenser, m4 det forventede antal i hver kategori veere
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. s
for, = (Forventede antal forekomster af permutationen 7) = —

5 (3.10)

hvor 7 € II. For at finde ud af, hvorvidt det forventede og det obser-
verede antal stemmer overens, vil vi benytte fglgende teststgrrelse

a(s.1) = Z (obs — for,)? ’

oy for,

som med tilnarmelse vil veere x?-fordelt, nar s > 5t! (mindst 5 elemen-
ter i hver kategori). Antallet af frihedsgrader vil veere t! — 1.

Testsandsynligheden € udregnes som

= P(Q > q(s,1)).

3.1.3 x’-testen

I denne test vurderes hypotesen:

Elementerne 1 den reelle sekvens

Yi,¥2y-- <y Yn . (311)

er ligefordelte i intervallet [0,1].
Vi vil antage, at elementerne i sekvensen er stokastisk uafhaengige.

I stedet for at betragte den reelle sekvens 3.11, vil vi reducere problemet
til at betragte en heltallige sekvens af formen:

= int(d x y;), C(3.12)

hvort:=1,2,...,n

Under hypotesen om ligefordeling, vil elementerne i den heltallige se-
kvens 3.12 vere symmetrisk fordelte.
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Elementerne z; vil tilhgre ma‘:ngden {0,1,...,d—1} — da der sdledes er
d mulige verdier for z;, har vi umiddelbart d kategorier. De observerede
vardier kan opdeles pa fglgende vis: '

obsp = (Antallet af gange, hvor z; = 0)
obs; = (Antallet af gange, hvor z; = 1)

obsq.; = (Antallet af gange, hvor z; = d — 1).

hvor:=1,2,...,n.

Da elementerne i sekvensen 3.12 forventes at vare symmetrisk fordelte,
. . ) n . . n

vil vi forvente — elementer i hver kategori, dvs, at for; = 7 hvor

t=0,1,...,d-1.

Som teststgrrelse vil vi benytte

d—1

q(d,n) = ZM,

=0 for;

der med tilnermelse vil veere y?-fordelt med d — 1 frihedsgrader (under
forudszetning, at der er mindst 5 elementer i hver kategori).

Testsandsynligheden € udregnes som

e = P(Q > q(d,n)).

3.1.4 Kolmogorov-Smirnov-testen

I denne test vil vi vurdere hypotesen:

Elementerne i sekvensen

V1,925 s Yn (3.13)
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er ligefordelte i intervallet [0,1]. Elementerne i sekvensen 3.13 antages
at veere fremkommet stokastisk uafhzengigt af hinanden.

Vi har allerede i afsnit 1.1 omtalt Ko]mogorov—Smirnov-testen. Vi de-
finerede her den empiriske fordelingsfunktion

1 n
Fu(z) =~ > 1),
i=1
hvor .
n_J 1 bvisy; <z
Ii(z) = { 0 ellers,

og vi ville vurdere, hvorvidt stgrrelsen

|F(z) - Fy(z)], Vz € R (3.14)

afveg signifikant fra 0.

F(z) er igen den i afsnit 1.1 viste fordelingsfunktion for ligefordelingen
i intervallet [0, 1]. I stedet for at vurdere stgrrelsen 3.14, vil vi vurdere,
hvorvidt fglgende stgrrelser:

v i_
K. = vnmax (n - ym),
K: = 1=
n = "1?,%’51 Yi) "
afviger signifikant fra 0.
Sekvensen y(;), ¢ = 1,2,...,n angiver den ordnede sekvens af 3.13 —

der geelder saledes, at y1) < y(2) £ < Y(n)-

K} og K er begge Kolmogorov-Smirnov-fordelte. ~Kolmogorov-
Smirnov-fordelingen er kendt for enhver stgrrelse af n (se Knuth side
48, vol. 2), men nar n — oo far vi fglgende simple fordelingsfunktion:

Gz)=1-¢e%" z>0. (3.15)
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Nar n er stor, kan vi benytte fordelingsfunktionen 3.15, da den derved
begaet approksimationsfejl er lille. Ird'ette tilfeelde skriver vi testster-
relserne K} og K som hhv K} og K.

Testsandsynlighederne ¢* og ¢~ udregnes som hhv
et = P(Q > K})

og
e =PQ>K)

3.1.5 Seriel-testen

Vi vil i denne test vurdere fglgende hypotese:

Betragt talparrene

(y25> ¥25+1), (3.16)
hvor j =0,1,...,n — 1. Disse talpar, som er udplukket fra sekvensen
Yo, Y2,---3¥Y2n-1, (317)

er ligefordelte og fremkommer stokastisk uafhangigt af hinanden.

Grunden til, at vi ser pa talparrene (y2;,¥2;+1) og ikke, som vi kunne
have forventet pa talparrene (y;,y;+1), er, at de sidstnzvnte talpar
netop ikke er stokastisk uathengige — nar vi har udplukket talparret
(¥j,¥j+1), sa kendes allerede den fgrste komponent i det efterfslgende

talpar (y;+1,¥5+2)-

I stedet for at betragte den reelle sekvens 3.17 reducerer vi problemet
til at betragte en heltallig sekvens

z; = int(d x y:), (3.18)

hvor:=0,1,...,2n ~ 1.

Elementerne z; vil derefter tilhgre meengden {0,1,...,d — 1}.
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Talparrene (zy;,23;41) fra 3.18 kan derefter inddeles i d? kategorier,
idet vi i alt kan danne d? forskellige talpar (s,r), nér

s,r € {0,1,...,d—-1}.

Vi har saledes, at

obs(,,) = (Antal forekomster af (xgj,z2j+1) = (s,1)),

hvor j =0,1,...,n - 1.

Hvis elementerne i sekvensen 3.17 er ligefordelte, og ta.lparren% 3.16
fremkommer stokastisk uathangigt af hinanden, vil vi forvente — ele-

d?

. n
menter i hver kategori, dvs, at for(,,) = —.

&2
Som teststgrrelse benyttes fglgende:

(obs(s sy — for(sr))?
LCOLEEDY (af:)r e
s,r€{0,1,...d-1} 108 (ar)

q(d,n) vil med tilnaermelse vare x-fordelt, hvis n > 5d* (mindst 5
elementer i hver kategori), idet antallet af frihedsgrader er d? — 1.

3.1.6 Afstand-testen

Vi vil i denne test vurdere fglgende hypbtese:

Elementerne i1 sekvensen

Y1,Y2,-+»Yn (3.19)

er ligefordelte i intervallet [0, 1], og elementerne er fremkommet stoka-
stisk uafhangigt af hinanden. '

Under hypotesen om ligefordeling, er sandsynligheden for, at ¥; ligger
i delintervallet [, 8] C [0, 1] fglgende stgrrelse:
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p=PYi€le,p))=p-c.

Og fglgelig bliver sandsynligheden for, at Y; ikke ligger i [a, §]

P(Y; €[0,1]\[a,8)) =1—p.

Lad sekvensen

Yo ¥Ui+1s - -y Yjtr=1,Yj4r

vere en delsekvens af 3.19.

Under hypotesen om ligefordeling og stokastisk uathengighed, er sand-
synligheden for, at Y, Yj41,...,Y]4r-1 tilhgrer intervallet (0,1} \ [a, A,
mens Y, tilhgrer [e, 8], givet ved udtrykket:

P(YJ, }/j+l’ L ,)/j+r—l € [0’ l] \ [aa B])’ Y:H—r € [a’ ﬂ]) =
p(1-p). (3.20)

Vi vil nu opdele sekvensen 3.19 i en raekke delsekvenser:

Y, 92y - 3 Yr=1,Yr
Yrg1sYra2y - - s Yrdo—-1,Yrss

Yrtattls Yrdat+2y o« oy Yrdatott=1s Yrdsttty

saledes, at elementerne y,, Yr4s,. - . , Yr4s4-4¢ tilhgrer intervallet [a, ],
og de resterende elementer tilhgrer [0,1] \ [a, A].

Sterrelserne r, s, ...,t er afstandene mellem forekomster-af elementer,
som tilhgrer intervallet [e, §].
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De observerede afstande kan inddeles efter deres stgrrelse i k + 1 kate-

gorier:
 obsy = (Antallet af afstande = 0)
obs; = (Antallet af afstande = 1)
obs; = (Antallet af afstande = 2)
obsi_; = (Antallet af afstande = k — 1)
obsy = (Antallet af afstande > k).
Stgrrelserne obsg,0bs,,...,obs skal sammenlignes med de tilsvarende -
forventede storrelser. Lad m vere det samlede antal af afstande. Vi
far da:
foro, = (Det forventede antal afstande = 0) = mp
fory = (Det forventede antal afstande = 1) = mp(1 — p)

for, = (Det forventede antal afstande = 2) = mp(1 — p)?

for,_, = (Det forventede antal afstande = k — 1) = mp(1 — p)*~!
fory, = (Det forventede antal afstande > k) = m(1 — p)*.

De forventede stgrrelser forg, fory, ..., fory_; fremkommer umiddelbart
af ligning 3.20.

Udtrykket for for, kraver en narmere forklaring: antallet af forventede
afstande, som er mindre end k er jo

foro + fory 4+ -+« 4 fory—y =

mZpl— =m(1-(1-p)).

1=0
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Antallet af forventede afstande stgrre end k bliver da

m—m(1-(1-p)) =m(l - p)t.

I testen benyttes fglgende teststgrrelse:

k

g(a, B, k,m) ="

=0

(obs; — for;)?

for;

g(a, B, k,m) vil med tilnermelse vil veere x*-fordelt, hvis mp(l —
p)* ! > 5 og m(1 — p)* > 5, séledes, at det forventede antal i hver
kategori er stgrre end 5. Antallet af frihedsgrader vil veare k.

Testsandsynligheden € udregnes som

£ = P(Q > Q(aaﬂa kvm))

3.1.7 Partitions-testen

Vi vil i denne test vurdere fglgende hypotese:

Elementerne i sekvensen

Yo, Y1y.--9Yn-1, (3'21)

hvor n =.st, er ligefordelte i intervallet [0,1], og elementerne er frem-
kommet stokastisk uafhangigt af hinanden. Vi vil vurdere hypotesen
ved i testen at betragte heltal. Derfor omformer vi 3.21 til en heltallig
sekvens

z; = int(d X y;), (3.22)

hvor ¢ = 0,1,...,n — 1, saledes, at elementerne tilhgrer meengden

{0,1,...,d—1}.

Vi har en inddeling af sekvensen 3.22 i s delsekvenser hver med ¢ ele-
menter. Vikan referere til elementernei den j’te delsekvens pa folgende
made:
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Tty Tjt+1y ooy Tit4t-1, (323)

hvor 0 < j < s. Delsekvenserne kan nu inddeles i kategorier, efter
antallet af forskellige elementer. I delsekvensen 3.23 er der ¢ elementer.
Hver plads udfyldes med et element fra mengden {0,1,...,d—1}. Der
er r forskellige elementer pa de t pladser og 1 < r < min(d,t). Fremover
vil vi antage, at d > t.

Vi skal nu lgse fglgende kombinatoriske problem:

Givet r forskellige elementer udtaget fra en mangde bestaende af
d forskellige elementer; pd hvor mange forskellige mader kan vi
placere disse pa t forskellige pladser.

Lesningen hertil er fgrst at udtage r forskellige elementer fra meengden
‘af de d elementer. Dette kan ggres pa d(d — 1)---(d — r + 1) mader.
Dernast findes antallet af mader, hvorpa vi kan inddele en mengde

bestdende af ¢t elementer i r delmangder. Dette kan ggres pa { : }5
forskellige mader. Kombineres de to resultater, bliver lgsningen til pro-
blemet d(d —1)---(d—r+1) : mader. I det vi minder om at

samtlige mader at placere d .'forskellige elementer pa hver af de ¢ plad-
ser er d', bliver sandsynligheden for, at en delsekvens befinder sig i en
kategori med r forskellige elementer: '

przd(d—l)-.(.lt(d—r+l){.: } )

Vi kan nu inddele observationerne i henhold til de ¢ forskellige kategorier
pa folgende made:

8{ '} er notationen for stirling tal, som er defineret ved rekursionsformlen:

{t }:m{ t-1 }+{ t-1 }.SeKnuth,side73vol. 1.
r r r—1
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obs; = (Antal delsekvenser med ¢ ens elementer)

obs; = (Antal delsekvenser med 2 forskellige elementer)
obs,.; = (Antal delsekvenser med t — 1 forskellige elementer)

obs, = (Antal delsekvenser med ¢ forskellige elementer).

Da der er s forskellige delsekvenser, har vi, ved brug af 3.24, fglgende
forventede stgrrelser:

for; = (Antal delsekvenser med ¢ ens elementer) = sp;

for, = (Antal delsekvenser med 2 forskellige elementer) = sp,
for;; = (Antal delsekvenser med t — 1 forskellige elementer) = sp,—;

for, = (Antal delsekvenser med t forskellige elementer) = spy,

hvis hypotesen om ligefordeling og stokastisk uafhangighed har sin gyl-
dighed. Som teststgrrelse benyttes

! . — for:)?
q(s,d,t) = E.(.M‘_)._,

; fOI‘,’
=1

der med tilnzrmelse vil vaere x?-fordelt, hvis sp, > 5, for 1 < r <
t, sdledes, at det forventede antal for hver kategori er stgrre end 5.

Antallet af frihedsgrader vil veere t — 1.

Testsandsynligheden £ udregnes som

€= P(Q > g(s,d,1)).
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3.2 Valg af test-metode

Vi skal, som tidligere beskrevet, vurdere en talgenerators anvendelighed
vha en razkke statistiske tests. De tests, som vi vil udfgre, er beskrevet
i afsnit 3.1. Vi skal vurdere bade den kaotiske og den udvalgte klassiske

talgenerator.

Inden vi gar igang med at udfgre testene, skal vi fgrst valge en test-
metode. En test-metode er en made at udfgre testene pa. Valg af
test-metode afheaenger af, hvilket formal testene har.

Hvis vi f.eks har mistanke om, at en given talgenerator er darlig, kan
vi benytte os af en test-metode kaldet sekventiel test. En made at kon-
struere en sekventiel test pa vil veere fgrst at opdele intervallet [0,1]
i 3 regioner. Afheengigt af hvilken region en testsandsynlighed tilhg-
rer, vil det fgre til, at vi hhv: forkaster en given hypotese, ikke forka-
ster en given hypotese eller, at vi udvider sekvensens lengde, saledes
at nye observationer tilfgjes de tidligere observationer. Derved kan vi
beregne en ny teststgrrelse, hvis beregning er baseret pa observatio-
ner bestaende af bade de tidligere og de ny observationer. Herefter
kan vi finde en testsandsynlighed, som pany evalueres. Vi kan nu ud-
nytte, at, hvis hypotesen er falsk (det er den, hvis den givne talgene-
rator er darlig), gzlder der om sekvensen af testsandsynligheder ¢;, at

lim €, = 0 (n er sekvensens lengde). I de tests, hvor elementerne i
N=+00

sekvenserne 3.1 eller 3.2 eller delsekvenser af disse kategoriseres, gal-
der der, at klim lim (tn) = 0 (k er antallet af kategorier). Fordelen

ved at benytte sekventiel test er, at vi kan starte med relativt korte
sekvenser (og hvis der i en test foretages kategorisering desuden et lille
antal kategorier), og relativt hurtigt {3 konstateret, om den pagzldende
talgenerator nu ogsa er darlig.

Hvis en talgenerator ikke viser sig at veere darlig, ved benyttelse af den
ovenfor beskrevne test-metode, vil vi endvidere gerne undersgge, hvor
god den er. Hvis vi i praksis ikke kan forkaste hypotesen i en test, nar
blot n og k er relativt store, vil vi betegne den pagaldende talgenerator
som varende god. Hvor stor vi kan ggre n og k, uden at det vil fgre til,
at hypotesen ma forkastes, giver os et mal for, hvor god den pagzldende
talgenerator er.

Knuth (side 27 vol. 2) giver en begrundelse for, at den udvalgte klas-
siske talgenerator ma opfattes som varende god. Vi har saledes ikke
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en begrundet mistanke om, at testsandsynlighederne’i de enkelte tests
vil konvergere mod 0 for relativt korte sekvenser, for vi gar igang med
at teste denne. Ud fra denne betragtning, sammen med gnsket om at
kunne sammenligne de to talgeneratorer, vil vi ikke benytte os af en
sekventiel test.

Den made vi har valgt at udfgre testene pa, er ved at beregne teststgr-
relserne (og testsandsynlighederne) ud fra delsekvenser af sekvensen:

Yis- ooy UngsYns+1se o oy Ynydngy o - ryz?’lln'-.q.]’ s 1y2?'11n.'+m’

Delsekvenserne er successive blokke af denne:

Y1.Y2y- -y Uny
L Ot
&
Uni41sYny+25- -5 yn1+na

”

£2

Yizini+1 YSiTini42r 0 BT nigm, -

"

&

yi'erne er de genererede tal, n;’erne er delsekvensernes lzengde og ¢;’erne
er testsandsynlighederne, dvs resultatet af hver af testene. t angiver
antallet af tests.

Fra afsnit 3.1 ved vi, at hypoteserne i testene er forskellige. De er
forskellige pa den made, at vi med nogle af testene kan afggre, om
elementerne i en sekvens er stokastisk uafhangige®, andre om de er
ligefordelte, samt nogle om de er ligefordelte og stokastisk uafhengige.
Hypotesen i en test indrettes selviglgelig efter, hvad der kan afggres
med den pagzldende test. I de tests, med hvilke vi kan afggre, om
elementerne i sekvensen er stokastisk uafheengige og ligefordelte, har
vi dobbelt-hypotesen: stokastisk uafhaengighed og ligefordeling. Disse
tests strider imidlertid mod almindelig praksis for hypotese-test, hvor
kun én hypotese vurderes ad gangen. Derfor er testene med dobbelt-
hypotesen tilrettelagt saledes, at vi har reduceret dobbelt-hypotesen til

$Dvs ringe korrelation, se afsnit 1.2.
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en enkelt hypotese med en antagelse. Dette kraever selviglgelig, at der
er foretaget tests, hvori vi har vurderet om antagelsen holder. F.eks,
hvis vi har reduceret dobbelt-hypotesen til en hypotese om ligefordeling
med antagelse om stokastisk uafhzngighed, da skal der fgrst foretages
tests med stokastisk uafhzngighed som hypotese. Spgrgsmalet er nu,
hvilken rakkefglge testene skal udfgres i.

I x*-testen og Kolmogorov-Smirnov-testen kreeves det, at vi antager,
at elementerne i en sekvens er stokastisk uafhangige. Det skyldes, at
hvis elementerne i en sekvens er stokastisk afhzngige og ligefordelte,
vil det f.eks i x*-testen kunne lade sig gere, ud fra en teststgrrelse, at
finde en testsandsynlighed i x*-fordelingen, der ville fgre til, at hypo-
tesen om ligefordeling ikke kunne forkastes. Dette har dog ikke nogen
mening, da teststgrrelsen ikke er x2-fordelt. Analoge resultater vil, un-
der de givne omstzndigheder, gelde for teststgrrelserne i Kolmogorov-
Smirnov-fordelingen.

Det er derfor oplagt ferst at udfgre tests med stokastisk uafhangighed
som hypotese, hvor vi ikke behgver at antage, at elementerne er lige-
fordelte. Til det formal benyttes Korrelations-testen og Permutations-
testen, da der i disse tests ikke kraeves nogen antagelse om, at ele-
menterne i en sekvens skal vere ligefordelte. Dernzest kan vi udfgre
tests, hvor vi har ligefordeling som hypotese og stokastisk uafhaengighed
som antagelse. Til det formal benyttes x2-testen, Kolmogorov-Smirnov-
testen, Seriel-testen, Afstand-testen og Partitions-testen. Det bemzer-
kes, at vi har reduceret dobbelt-hypotesen i Seriel-testen, Afstand-
testen og Partitions-testen til en hypotese om ligefordeling med an-
tagelse om stokastisk uafheengighed’.

Hvis hypotesen i hver test er sand, vil testsandsynlighederne
€1,€2,...,& vere ligefordelte. Om testsandsynlighederne er ligefor-
delte kan afggres vha Kolmogorov-Smirnov-testen, idet vi bruger K =
max(K;", K; ) som teststgrrelse.

7Selvom vi har reduceret dobbelt-hypotesen til en hypotese om ligefordeling
med antagelse om stokastisk uafhzngighed, vil Seriel-testen, Afstand-testen og
Partitions-testen, hvis antagelsen ikke holder, stadig kunne afggre om elementerne
i en sekvens er stokastisk uafheengige.
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3.3 Valg af parametre

I dette afsnit angives hvilke parametre vi har valgt til de enkelte tests,
som er beskrevet i afsnit 3.1. For hvert valg af parametre, er der ud-
fort to tests: en for den kaotiske talgenerator, og en for den klassiske
talgenerator.

I testene indgar to grupper af parametre. Den fgrste gruppe udger
parametrene a og (i Afstand-testen og f i Korrelations-testen. Valget
af disse parametre er beskrevet i afsnittene 3.3.1 og 3.3.6.

Den anden gruppe af parametre er mere interessant: det er fgrst og
fremmest parameteren n, som angiver leengden af den betragtede se-
kvens:

Y1,Y2y- -« s Yn.

Vi er interesseret i store veerdier af n, da sandsynligheden for ikke at
forkaste en falsk hypotese derved bliver lille (se afsnit 3.2).

I Permutations-testen, x2-testen, Seriel-testen, Afstand-testen, og
Partitions-testen indgar endnu en stgrrelse k, som er antallet af ka-
tegorier. Vi er interesseret i store vaerdier af denne stgrrelse, da igen
sandsynligheden for ikke at forkaste en falsk hypotese bliver lille.

For Korrelations-testen og Kolmogorov-Smirnov-testen er vi saledes in-
teresseret 1, at n — 0o — og i resten af testene skal ogsa k — oo.

Imidlertid ma vi valge verdier af n og k, saledes, at testene kan udfgres
indenfor en rimelig tidshorisont. Valget af n svinger mellem 10000 og
1680000 — men ofte veelges n = 100000.

k afhanger af valget af n (da k < n) — i alle tilfelde er det for-
ventede antal forekomster i hver kategori stgrre end 5 (af hensyn til
x*-approksimationen).
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3.3.1 Korrelations-testen

-1 Korrelations-testen er fglgende parametre: n, der er antallet af ele-
menter i sekvensen 3.6, samt forskydningsparameteren f. Vi har valgt
leengden n af sekvensen 3.6 “stor”, nemlig n = 100000.

Fglgende kombinationer af f og n anvendes:

{ n

1 100000
16667 | 100000
33334 | 100000
50000 | 100000

| QO DO} =

C(f,n) er en funktion af f, og der vil galde, at

C(f,n)=C(n - f,n).

Dette er af praktisk betydning, da vi herved kan reducere antallet af
tests. I stedet for at betragte vardier af f i mangden {1,2,...,n—1},
kan vi ngjes med at betragte veerdier af f i meengden {1,2,...,n/2}
for n lige eller i mengden {1,2,...,(n — 1)/2} for n ulige. I vort
tilfelde betragter vi saledes mengden {1,2,...,50000} — vi har valgt
“yderpunkterne” 1 og 50000, samt “inderpunkterne” 16667 og 33334.

3.3.2 Permutations-testen

‘I Permutations-testen er fglgende parametre: s er antallet af delsekven-
ser 3.8, og t er antallet af elementer i disse delsekvenser.

" Antallet af elementer n i sekvensen 3.7 er givet ved n = st. n skal vaere
“stor”. Vi vil ogsa have et stort antal kategorier, som er givet ved t!.
Vi har valgt t = 7 (saledes, at der er 5040 kategorier) og s = 100800
(det forventede antal er 20). Vi har da n = 705600.
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3.3.3 x’-testen

I x?-testen er fglgende parametre: n, som er antallet af elementer i
sekvensen 3.11, samt d, der angiver antallet af kategorier.

Vi har valgt en “stor” veerdi af d, nemlig d = 5000. n skal ogsa vere
“stor”. Da det forventede antal forekomster i hver kategori pga x?-
approksimationen skal vere stgrre end 5, har vi valgt n = 100000 (dvs,
at det forventede antal er 20).

3.3.4 Kolmogorov-Smirnov-testen

I Kolmogorov-Smirnov-testen er parameteren n, som er antallet af ele-
menter i sekvensen 3.13. Som sadvanlig skal n veaere “stor”. Normalt
plejer vi at veelge n = 100000 eller stgrre, men af tekniske arsager®
matte vi her vaelge n = 10000. Alligevel er n stor nok til, at approksi-
mation 3.15 kan anvendes — approksimationsfejlen bliver meget lille.

Med teststorrelserne K} og K er Kolmogorov-Smirnov-testen udfgrt
pa uafhangige sekvenser.

3.3.5 Seriel-testen

I Seriel-testen er parametrene n og d. 2n er antallet af elementer i
sekvensen 3.17; d? er antallet af mulige talpar 3.16.

Vi har valgt d “stor”, nemlig d = 70, saledes, at der er 4900 kategorier.

Tilsvarende har vi valgt n “stor”, nemlig n = 98000, saledes, at det
forventede antal forekomster i hver kategori er 20.

8Elementerne i sekvensen 3.13 skal gemmes og sorteres — dette er ikke ngdvendig
i de andre tests.
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3.3.6 Afstand-testen

I Afstand-testen er parametrene a og 3, der udggr hhv begyndelses-
og endepunkt i det betragtede interval [e, 8]; k som afger antallet af
kategorier (der er k + 1 kategorier), samt m, der er antallet af afstande.

Vi har valgt fglgende verdier:

al B |k m

0 |0.1]40( 10000
0.7] 1 |20 30000
0.2{0.7 | 13| 50000
03| 1 | 8 | 100000
0 109 4 [ 100000

] | O] DO

Det ses, at vi har valgt interval-leengderne 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, og 0.9;
intervallerne er ad hoc “spredt” ud pa intervallet [0,1]. Stgrrelserne k og
m er bestemt ud fra valget af a og 5. Helst vil vi have k “stor”, samt m

“stor”, da den betragtede sekvens 3.19 skal vare lang — det estimerede
m

antal elementer n i sekvensen 3.19 kan udregnes saledes n ~ .n

-a
forventes i alle testene at vaere stgrre end eller lig mied 100000. I alle
tilflde er m valgt, saledes, at det forventede antal forekomster i hver

kategori stgrre end 5 (pga x*-approksimationen).

'3.3.7 Partitions-testen

I Partitions-testen er fglgende parametre: d, som er det mulige antal
forskellige elementer i delsekvensen 3.23; ¢, som angiver antallet af ele-
menter i delsekvensen 3.23, samt s, som er antallet af delsekvenser. Vi
har, at antallet af elementer n i sekvensen 3.21 er givet ved n = st. Som
sedvanlig vil vi have n “stor”, og vi har valgt s = 120000 og t = 14,
-séledes, at n = 1680000. d skal veere stgrre end eller lig med ¢, og vi
har valgt d = 17.

t afggr antallet af kategorier — og t skal derfor vaere “stor”. Imidler-
tid er der en rakke kategorier, hvor det forventede antal forekomster
er meget sma. Vi bliver ngdt til at sammenlegge disse kategorier af
hensyn til x?-approksimationen. Efter sammenlegningen af de forste 5
kategorier (se side 32) har vi reelt 10 kategorier.
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3.4 Arialyse af testresultaterne

I afsnit 3.2 er beskrevet, hvorledes testene udfgres. Testene udfgres for
bade den kaotiske talgenerator og for den klassiske talgenerator.

Valget af parametre er beskrevet i afsnit 3.3.

3.4.1 Hypotese om stokastisk uafhaengighed

Som det fgrste skridt i analysen, vil vi vurdere, hvorvidt hypotesen om
stokastisk uafhengighed kan forkastes eller ej. Til dette formal har vi
Korrelations-testen og Permutations-testen.

Vi har udfgrt Korrelations-testen og Permutations-testen pa hhv den
kaotiske og klassiske talgenerator med de parametre, som er beskrevet
i afsnit 3.3 — resultaterne af disse tests er placeret i de nedenstaende
skemaer:

I Korrelations-testen I
Parametre Kaotisk || Klassisk
f n £ £

1 100000 || 0.0885 | 0.8149
16667 | 100000 || 0.3234 | 0.7838
33334 | 100000 || 0.5522 | 0.9512
50000 | 100000 |[ 0.1383 | 0.2816

I Permutations-testen |

Parametre Kaotisk || Klassisk
14 ] £ £
5040 | 100800 || 0.6479 0.8122

Som det ses, er de opnaede testsandsynligheder for hhv den kaotiske
og klassiske talgenerator alle stgrre end 0.05. Da 0.05 er et ofte an-
vendt signifikans-niveau, vil vi ikke forkaste hypotesen om stokastisk
uafhengighed.
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3.4.2 Hypotese om ligefordeling

Vi vil i dette afsnit antage, at hypotesen om stokastisk uafthaengig-
hed er sand — vi testede jo for stokastisk uathengighed i afsnit 3.4.1.
Vi vil nu afggre, hvorvidt hypotesen om ligefordeling kan forkastes.
Vi har x2-testen, Kolmogorov-Smirnov-testen, Seriel-testen, Afstand-
testen og Partitions-testen til dette formal (Seriel-testen, Afstand-
testen og Partitions-testen vil ogsa kunne afslgre korrelation).

Disse tests er udfgrt pa den kaotiske og klassiske talgenerator, og resul-
- taterne heraf er placeret i de nedenstaende skemaer:

I x*-testen . [

Parametre | Kaotisk [| Klassisk
d n £ €
5000 | 100000 || 0.9710 | 0.4350

[ Kolmogorov-Smirnov-testen |
KZ || Parameter || Kaotisk || Klassisk
n € 3

KX 10000 0.3899 || 0.2018

K- [ 10000 | 0.7137 || 0.1522

l Seriel-testen Il

Parametre || Kaotisk || Klassisk
d n € €
70 | 98000 || 0.4288 0.1243

( Afstand-testen |

Parametre Kaotisk || Klassisk
al| B | k m € 13
0 |0.1{40 | 10000 ] 0.0961 0.5968
0.7 1 (20| 30000 || 0.1064 0.3396
0.2 0.7 (13| 50000 | 0.9530 0.6998
03] 1 | 8 | 100000 || 0.4716 0.9159

0 |09 4 | 100000 || 0.5549 | 0.1631
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[[ ) Partit;i;ns-testegr — I
Parametre Kaotisk || Klassisk
dlt s € €

17 | 14 { 120000 {| 0.7978 || 0.0779

Med et signifikans-niveau pa 0.05 kan vi ikke pa dette grundlag forkaste
hypotesen om ligefordeling.

3.4.3 Analyse af testsandsynlighederne

Vi har i de ovenstdende 2 x 15 tests opnaet to sekvenser af
testsandsynligheder — og testsandsynlighederne er alle over et
signifikans-niveau pa 0.05. Imidlertid er testsandsynlighederne li-
gefordelte, hvis de pagzldende hypoteser er sande. Derfor ud-
fores en Kolmogorov-Smirnov-test pad hver af de to sekvenser af
testsandsynligheder.

For sekvensen bestaende af de 15 testsandsynligheder for den kaotiske

talgenerator, far vi
K = 0.4972

og

K, = 0.3428.
Idet vi bruger K;s = max(Kj%, K;;) som teststgrrelse, far vi ved
tabelopslag® testsandsynligheden ¢ > 0.5. Pa dette grundlag kan vi
ikke forkaste hypotesen om ligefordeling og stokastisk uafhengighed —
men ma acceptere den kaotiske talgenerator som vaerende udmeerket til
generering af pseudotilfeldige tal.

For den klassiske talgenerator far vi

K = 0.5094
og
K, = 0.4537.
Ved anvendelse af K;5 = max(K%, K;) som teststgrrelse, far vi

€ > 0.5. Pa dette grundlag kan vi ikke heller ikke forkaste hypote-
sen om ligefordeling og stokastisk uafhzngighed — og vi vil ligeledes
acceptere den klassiske talgenerator som vaerende udmeerket til genere-
ring af pseudotilfaldige tal.

9Knuth, side 48 vol. 2.



Kapitel 4

God talgenerator = stor
K-entropi + simpel
transformation

Vi har i dette projekt undersggt muligheden for at danne pseudotilfeel-
dige tal vha en kaotisk talgenerator. :

Ud over, at en talgenerator skal opfylde, at de genererede elementer
er ligefordelte og fremkommer stokastisk uafhzengigt af hinanden, skal
talgeneratoren ogsa veare hurtig.

De klassiske talgeneratorer udmaeerker sig ved, at disse kan implemente-
res meget effektivt i lav-niveau programmeringssprog — de bliver meget
hurtige. Den kaotiske talgenerator, som er beskrevet i denne projekt-
rapport, vili et lav-niveau programmeringssprog vare langsom i forhold
til klassiske talgeneratorer. Vi har implementeret den kaotiske og den
udvalgte klassiske talgenerator i et hgj-niveau programmeringssprog —
i dette tilfzlde er den klassiske talgenerator ca. 17 gange hurtigere end

den kaotiske.

Muligvis kunne vi reducere dette gab, hvis vi valger en anden trans-
formation end

T:L‘.' = 4.'1:,' X (1 - z,-) (4.1)

som udgangspunkt for en kaotisk talgenerator.

43




God talgenerator = stor K-entropi + simpel transformation

44

I afsnit 2.2 opfattede vi sekvensen z¢, 23, . . ., derer genereret af trans-
formationen T, som verende observationer af en stationzr stokastisk
proces {X;,i € No}. Det fremgar af afsnittet, at K-entropien af denne
proces er lig log.(2). Processen

N _ [ 0 hvis X; € [O’%]
{an € NO} - { 1 hvis X; e]'lz'al]’

er en Bernoulli-proces, og vi kunne generere den gnskede sekvens
Y0, Y1, - - -, Yn—1 ud fra sekvensen

21y ey Zmy Zmals e o1 Z2my e+ o3 Z(ne1)mtly - - - 2 Znms (4.2)

pa fplgende made:

m
Ye = E 2_Jzkm+j?
Jj=1

for ¥k = 0,1,...,n — 1. Det ses, at vi fortolker delsekvensen
Zkm+1s Zkm+2s -+ - - s Zkm+m 1 4.2 som en repraesentation af yi 1 det binere
talsystem: yx = 0.2km+12km+2 " * Zkm4m-

Vi vil nu generalisere dette: lad os opfatte sekvensen zo,z;,... gene-
reret af transformationen G som varende observationer af den statio-
pare proces {X;,i € Ng}. Hvis K-entropien af {X;,i € No} er stgrre
end (og i visse tilfelde lig med) log,(h), sa eksisterer klasseinddelin-
ger Ao, A1,...,An-1 af intervallet [0,1] (eller hvilken mangde vi end
betragter), saledes, at

0 hvis X; € Ap
1 hvis X; € A;

{Z:,i € No} = (4.3)

h—1 hvis X; € Ar4
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er en symmetrisk Bernoulli-proces. Entropien af denne proces er netop
lig log.(h)!. Pointen er nu at representere den gnskede sekvens i h-
talsystemet.

Har vi sekvensen

Z1ye vy Zmy Zmalye ey 22my e oy Z(ne1)m41y - - - 3 Znms (4.4)

som er observationer af 4.3, kan yi, hvor k =0,1,...,n —1, dannes pa
felgende made:

Yk = Z h-Jka.H'. (4.5)
=1
Elementerne y; vil tilhgre intervallet [0,(h—1) 372, h~7]. Det er klart,
at vi er interesseret i at kunne generere et stort antal forskellige elemen-
ter ved hjzlp af formel 4.5. Antallet af mulige genererede tal i dette
interval er givet ved A™. .

Helst vil vi have k “stor”, men m “lille”. Grunden er, at vi skal have m
observationer af processen {X;,7 € No} for hvert element i den gnskede

1Vi kan ogsi anvende andre Bernoulli-processer, hvor entropien er mindre end
log,.(h). 1 disse tilfeelde skal vi dog “snyde”. F.eks kunne vi betragte Bernoulli-
processer {Z;,i € Ng} med tilstandene 0,1,...,A—1,h,h+1,...,5, hvor

P(Zi=0)=P(Zi=1) = --- =P(Zi=h-1)
og
\: P(Z; = k)log,(P(Z; = k)) < K({Xi,i € Ng}),
samt =

’
Y P(Zi=k)>0.
k=h
Ved at betragte sandsynlighederne

P(Z;=0]Z; €{0,1,...,h—1})
P(Z;=1Z;€{0,1,...,h—1})
P(Zi=h-1Z;€{0,1,...,h-1})

er vi tilbage til “det symmetriske tilfeelde”, idet vi ignorerer forekomster af tilstan-
dene h,h+1,... s ' '
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sekvens yo,¥1,---,¥n-1. ldeelt set behgvede vi kun én observation af
processen {X;,i € No}, hvis K-entropien af {X;,t € Ng} var “stor”. I
dette tilfzlde har vi, at y; = h712;.

Hvis vi skulle danne en hurtig kaotisk talgenerator, er der to ting vi
skal vaere opmearksomme pa:

o Hvilket talsystem, vi kan tillade os at reprasentere den gnskede
sekvens yo,¥1,- - .,Yn-1 i (afheengig af hvor stor K-entropien er).

e Hvor kompliceret transformationen G er (dvs antallet af multipli-
kationer, subtraktioner osv i G).

Som det fremgar af side 15, skal der for hvert tal, som vor kaotiske
talgenerator leverer, udfgres 20 iterationer af 4.1. For hver iteration
skal der udfgres en multiplikation (vi ser bort fra muitiplikationen med
4 i 4.1, da denne er triviel), samt en subtraktion. Det hgjeste antal
forskellige elementer, som den kaotiske talgenerator kan danne, er 2%°.

Hvis nu K-entropien var stgrre end (evt. lig med) log,(4), sa kunne vi
bruge den symmetriske Bernoulli-proces med fire tilstande som model,
og kunne ngjes med 10 iterationer af 4.1 for at fa 4'° = 2?° mulige
elementer. Dvs, at vi i dette tilfzlde har 10 multiplikationer og 10
subtraktioner — da multiplikation er meget tidskreevende, bliver talge-
neratoren en del hurtigere. Dette (fiktive) eksempel skulle vise, at jo
stgrre K-entropien er, og jo simplere (fa multiplikationer, subtraktioner
osv) transformationen er, jo hurtigere bliver talgeneratoren.

En udvidelse af dette projekt kunne vare at finde (eller konstruere)
en transformation, saledes, at vi har en stor K-entropi at arbejde med.
Transformationen skal selviglgelig veere simpel — men hvor simpel den
skal vzre, afhanger af K-entropien; hvis K-entropien er stor, kan vi
tillade at benytte en knap sa simpel transformation, og dog bevare
effektiviteten. Vi vil dog ikke forvente, at kaotiske talgeneratorer kan
blive hurtigere end de klassiske.



Konklusion

Vi har i dette projekt fremkommet med ideen, at kaotiske ligninger
kan anvendes i forbindelse med generering af pseudotilfzldige tal. Som
eksempel pa en kaotisk ligning er fglgende benyttet:

‘27.'4.1 = 41,'(1 - .‘t,').

Den kaotiske talgenerator, som er baseret pa ovenstaende ligning, er
- blevet sammenlignet med den klassiske talgenerator, som er blevet an-
befalet af Knuth (se afsnit 2.1).

I kapitel 2.2 har vi fremfert teoretiske argumenter for kaotiske ligningers
anvendelighed i forbindelse med generering af pseudotilfzldige tal.

Tilsvarende har vi i kapitel 3 fremfort statistiske argumenter. Vi har
lavet en statistisk sammenligning af den kaotiske talgenerator og den
klassiske talgenerator; i afsnit 3.4 sa vi, at den kaotiske talgenerator
klarede sig lige sa godt som den udvalgte klassiske talgenerator. Se-
kvensen af testsandsynligheder, som blev dannet ud fra de enkelte tests,
var tilsyneladende ligefordelte. Vi vil derfor acceptere hypotesen: den
kaotiske talgenerator danner ligefordelte sekvenser, og elementerne i
disse sekvenser fremkommer stokastisk uafhengigt af hinanden.

Det veesentlige punkt for dette projekt er folgende: talgeneratoren, der
er baseret pa den kaotiske ligning ma betragtes som varende udmaer-
ket til generering af pseudotilfeeldige tal. Den er hverken darligere eller
bedre end den udvalgte klassiske talgenerator. Imidlertid er vor ka-
otiske talgenerator al for langsom i forhold til den udvalgte klassiske
talgenerator, sa talgeneratoren i sin nuverende form er ikke aktuel for
praktiske anvendelser.
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Appendiks A
Beregningspraecision

Effektiviteten af den kaotiske talgenerator er afheengig af, hvor mange
betydende cifre der regnes med. Som regel bliver elementerne
ThyThels- .-, Tn-1 fra sekvensen o, Zy,...,Zk,...,Tn-1, d€T €I genere-
ret af den kaotiske ligning - :

Tipr = 4zi(1 — 29),

0, hvis beregningsprecisionen er for lille. I det nedenstiende skema er
resultaterne af fire testudfgrelser. Disse testudfgrelser skal illustrere,
hvor stor betydning beregningspracisionen har pa de genererede se-
kvenser. 1 alle fire testudfgrelser er.der brugt x*-testen med parame-
trene d = 5000 og n = 100000, og samme “startvaerdi” zo er benyttet.
€ er de opnaede testsandsynligheder.

Antal betydende cifre £
7 0.0000
11 0.8718
15 0.6198
19 0.4330 .

Testsandsynlighederne viser, at de genererede sekvenser i de fire tilfaelde
er meget forskellige — specielt viser de, at vi ikke kan ngjes med at
anvende 7 cifres pracision.
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50 ' Beregningspreecision

Til testudfprelserne, som er beskrevet i afsnit 3.4, har vi anvendt en
beregningspracision pa 19 cifre — og da testene “godkendte” talge-
neratoren, er der saledes ikke til praktisk brug behov for en stgrre
beregningspracision.
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