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Abstract

Man kan ikke dele en vilkarlig vinkel i tre 1lige
store dele med passer og lineal. Vi gennemgdr be-
viset for dette, og diskuterer hvilke vinkler, der
faktisk kan tredeles. Endelig behandles og afvises
et bud pad en metode til tredeling af vinkler med
passer og lineal.







Roskiide, Juni 1992.

Forord

Denne rapport er et resultat af projektarbejdet udfgrt af Karen
Birkelund og Bjgrn Christensen i foraret 1992. Projektet er et modul 1
projekt ved matematik-overbygningen pa Roskilde Universitetscenter.

Vi takker vores vejleder Johnny Ottesen for inspirerende og engageret
stgtte 1 projektarbejdet.
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Kapitel 1
Indledning

Enhver barnlig sjeel har moret sig med at tegne figurer af streger, cirkler
og andre simple geometriske objekter. Hvad enten vi har brugt papir
og blyant eller tegnet med en pind i sandet ved en strandkant, har vi
alle veeret ude for i vores leg at skulle fordoble og dele liniestykker, og
somme tider ogsa vinkler.

De fleste af os har foretaget sadanne konstruktioner pa gjemal og veeret
tilfredse med det. Andre har imidlertid vaeret mere ngjeregnende og
interesseret i at lave sa praecise konstruktioner som muligt. For disse
" mennesker er det en sport at finde frem til konstruktionsmetoder, der
i princippet er korrekte, ogsa selv om gjemalet i visse situationer ville
vaere lige sa anvendeligt. '

Saledes er det kendt for de fleste, hvordan man praecist kan mangedoble
lzengden af et liniestykke, mangedele leengden af et liniestykke og hal-
vere en vinkel. Alt dette kan nemlig udfgres med en passer og en lineal,
og det har mange mennesker selv prgvet i deres skoletid.

De nysgerrige er imidlertid lgbet ind i et overraskende problem, nar det
geelder om at dele en vinkel i tre lige store dele. Det er aldrig lykkedes
nogen at finde en metode, der tredeler en vilkarlig vinkel preecist -
alene med passer og lineal. Alle forsgg herpa har enten varet gode eller
dérlige tilnsermelser til en tredeling, eller ogsa har man veeret ngdsaget
til at anvende andre midler i en eller anden form.

Vinklens tredeling er et teoretisk problem. Ved praktiske anvendel-
ser, hvor man har brug for at mangedele vinkler, findes gode approxi-
mationsmetoder, hvor man kan dele en vilkarlig vinkel inden for den
tolerance, som opgaven fordrer.







2 Indledning

1.1 Vores motivation

Da vi i foraret 1992 fgrste gang hgrte om vinklens tredeling, var det en
overraskelse for os at hgre, at man ikke kan tredele en vilkarlig vinkel
pracist. Dette stred imod de forventninger, vi umiddelbart havde om
deling af vinkler. Man kan jo let dele en vinkel i to, sa hvorfor ikke
ogsa i tre ?

Med til historien hgrer ogsa, at naesten alle store matematikere gennem
tiden har forsggt at 1gse tredelingsproblemet. Lige fra de gamle graekere,
der for ca. 2000 ar siden var de fgrste, der beskrev problemet og frem
til for 200 ar siden, hvor problemets ulgselighed endelig blev bevist.

Endnu i dag er der stadig mange laegfolk, der sgger efter en konstruk-
tionsmetode, der tredeler en vilkarlig vinkel preecist. Saledes er vi blevet
praesenteret for en metode udarbejdet af John Gjerrow Jensen i 1989.
Han haevder, at hans metode tredeler en vilkarlig vinkel preecist - alene
med passer og lineal.

Hvad skal man sa tro pa ? Pa den ene side havder det etablerede mate-
matiske samfund, at tredeling af vinkler er umuligt. Pa den anden side
star der en mand og siger, at han faktisk har lgst tredelingsproblemet.
Det er jo fgr set, at matematikere har fremfgrt "bevis” for seztninger,
der siden hen har vist sig at veere falske. Og hvad John G. Jensens
metode angar, kan det jo vaere, at den er rigtig.

Som matematikstuderende er vi selvsagt interesserede i det principielle
i tredelingsproblemet. Det valter frem med spgrgsmal som: Hvad vil
det sige at tredele en vinkel ? Hvordan defineres en vinkel ? Hvad kan
man konstruere med en passer og en lineal ? Hvad er en passer 7 og
hvad er en lineal ? '

Vi er heller ikke tilfredse med, at der i en bog star et bevis for ulgselig-
heden af tredelingsproblemet. Det kraver en ngjere undersggelse. Vi
ma gennemga beviset fra ende til anden, for at undersgge om det er
korrekt eller ej.
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1.2 Problemformulering

Hovedproblemet under projektets forlgb har veeret at fa svar pa fgl-
gende: '

1 Hvordan er tredelingsproblemets historie - fra dets opstaen hos
grekerne til dets lgsning af Gauss. Hvorfor skulle der ga over
2000 ar far et tilfredsstillende bevis blev fremfgrt.

2 Er beviset for uléseligheden af vinklens tredeling teknisk set i
orden, og kan vi forstad det godt nok til selv at vare overbeviste
om det.

3 Er John G. Jensens konstruktionsmetode til tredeling af vilkarlige
vinkler korrekt eller €;j.
Hvis JA, hvordan stemmer det med punkt 2.
" Hvis NEJ, hvilke vinkler kan John G. Jensens metode tredele
korrekt, og hvor teet kommer de resterende vinkler p3 at blive
tredelt ?

1.3 Besvarelse og Konklusion

Problemformuleringens tre spgrgsmal er i rapporten besvaret saledes:

Vi har undersggt det historiske forlgb af vinklens tredeling. Det er
ikke vor hensigt at give en dybtgaende fremstilling af matematikkens
historie. Det er gjort udmeerket i f.eks. ”A history of mathematics”
af Carl B. Boyer. Vi vil blot give nogle historiske hgjdepunkter om
vinklens tredeling, nok til at forsta, hvorfor det har vaeret ulgst 1 2000
ar. Det er givet i rapportens nastfglgende kapitel.

Her ser vi, at datidens store matematikere ikke var 1 stand til at finde
en metode til tredeling af vinkler ved geometrisk konstruktion - dvs.
konstruktion alene ved anvendelse af cirkler og linier. Alle frembragte
metoder, der kunne tredele vilkarlige vinkler, benyttede sig af mere
komplekse kurver som f.eks. parabler.

Pappus klassificerede i ar 320 tredelingsproblemet sammen med andre
geometriske problemer. Her fik tredelingsproblemet plads blandt de
‘rumlige’ problemer, der var karakteriseret af at kunne lgses ved hjzlp af
keglesnit. Dette var en af de fgrste antydninger af, at vinklens tredeling
ikke kan lgses med passer og lineal.
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I renzessancen udvikledes algebraen og blev sat pa symbolsk form af
blandt andre Viete og Descartes. Dette betgd en operationalisering af
algebraen, der gjorde det muligt, at lave algebraiske fortolkninger af
gamle kendte problemer. Hemmeligheden bag beviset for ulgselighe-
den af tredelingsproblemet er netop, at man hidtil havde opfattet det
som et geometrisk problem. Ved at give tredelingsproblemet en alge-
braisk fortolkning, kunne man i 1800 tallet benytte de landvindinger,
udviklingen af den abstrakte algebra havde givet inden for opfattel-
sen af talsystemet. Ulgseligheden af tredelingsproblemet er netop neert
knyttet til, at de konstruerbare tal ikke er fuldstaendige.

_0_

I de neeste tre kapitler giver vi et yderst udfgrligt bevis for ulgseligheden
af vinklens tredeling. Det er vor hensigt, at det skal kunne laeses af alle,
der har en baggrund svarende til matematisk studentereksamen. Dette
har vi valgt, dels af hensyn til de lagfolk blandt vinkeltredelerne, der
matte leese vores rapport, dels for at uddybe beviset sd meget, at vi
selv blev overbevist om dets rigtighed.

I vores undersggelse af hvilke vinkler, der kan tredeles med passer og
lineal, konkluderede vi, at der er uendeligt mange, og at de ligger teet
1 meengden af alle vinkler. Der er altsa stadig hab for vinkeltredelerne
om at finde en metode, der tredeler alle disse vinkler korrekt.

Endelig viser vi, at man kan tredele en vilkarlig vinkel, om end ikke
preecist, sa med vilkarlig stor ngjagtighed.

-O_

Behandlingen af John G. Jensens konstruktionsmetode gav fglgende
resultat. Metoden viste sig at vaere ukorrekt i den forstand, at den ikke
kunne tredele en vilkarlig vinkel ngjagtigt.

Herefter undersggte vi metoden ngjere for vinkler i intervallet |0, ], og
fandt, at den kun delte vinklerne 7 og 7 korrekt. Da vi samtidig ved,
at der i dette interval findes uendeligt mange vinkler, der faktisk kan
tredeles med passer og lineal, konkluderer vi, at metoden ikke bare fejler
for vinkler, der ikke er tredelelige (hvad der jo er meget forstaeligt), men
ogsa fejler for vinkler, der faktisk kan tredeles med passer og lineal.

Til slut undersggte vi sa, hvor teet metoden kom pa at tredele vinkler i
intervallet )0, 7]. Her fandt vi, at metoden kunne tredele en vinkel med
en absolut afvigelse pa op til 0.005 radianer.



Kapitel 2

Historisk overblik’ -

Nar man taler om matematikkens og naturvidenskabernes faedre, falder
tanken pa de gamle graekere. Men grakerne selv menes at have hentet
megen af deres viden fra zldre kulturer, specielt gennem studierejser
til Egypten. Man har idag vidnesbyrd om at ikke kun aegypterne, men
ogsa babylonierne meget tidligt havde en veludviklet sans for matema-
tik og naturfaznomener, omend den var mere praktisk orienteret end
teoretisk velbegrundet. Grakerne havde en mere filosofisk indgangs-
vinkel, og de forsggte at trange ind i tingenes inderste vaesen. Den
mere praktiske side overlod de til slaverne.

Bagerst i dette kapitel pa side 17 findes en tidstavle, der giver et overblik
over de historiske haendelser, som omtales i det fglgende.

2.1 /Egypterne og Babylonierne

I begyndelsen af det 3.artusinde fkr. blev @vre- og Nedre-Egypten
samlet i en enhedsstat, og omkring denne tid startede den aegyptiske
kulturs gkonomiske opblomstring. Agypten var beskyttet af grken til
begge sider, hvilket betgd en politisk stabilitet i ca. 2500 ar.

I denne tid var der flere forhold, der var med til at fremme den ma-
tematiske udvikling. Administration af staten kreevede embedsmaend
med feaerdigheder i regning og skrivning. Den eegyptiske skrift blev da
ogsa til i denne periode. At agypterne havde en veludviklet sans for
praktisk geometri, bevidnes af monumentalarkitekturen, der kan ses
den dag idag. Det er ogsa fra Egypten, man i dag har de zldste be-
varede kilder til matematikkens historie. Dels findes der inskriptioner
indhugget i tempelvagge, pa gravmeeler eller malet pa sarkofager, dels
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6 | Historisk overblik

er der dokumenter skrevet pa papyrus eller laeder. Blandt de vigtigste
matematiske dokumenter pa papyrus skal navnes Papyrus Rhind, der
kan dateres til perioden 1800-1500 f.kr. Papyrus Rhind er den leengste
matematiske tekst, der kendes fra tiden fgr graekerne, og den betragtes
som en matematisk leerebog. [Pedersen, side 17]

Egypternes matematik fremstar dog som rent empirisk. Man kendte
ikke til teoremer og beviser. Indlering skete gennem numeriske ek-
‘sempler ved brug af nogle standardprocedurer, der aldrig var teoretisk
begrundet. I Papyrus Rhind fremgar det, at segypternes matematik var
meget praktisk orienteret. Heri findes over 100 gennemregnede eksem-
pler, nogle tabeller samt en raekke opgaver, der blandt andet omhandler
fordeling af brgd blandt et vist antal personer, der far forskellige ratio-
ner; det kvantum korn, der skal til for at fremstille en givet mengde
brgd og ol; arealbestemmelse af marker og rumfangsbestemmelse af
kornmagasiner. [Pedersen, side 28]

En anden kultur, der var langt fremme 1 matematisk henseende, var den
babyloniske i Mesopotamien. Det babyloniske samfund var mere uro-
ligt end eegypternes. Det var ikke ligesa isoleret som Agypten og havde
derfor heller ikke den samme etnografiske ensartethed og stabilitet som
herskede i Agypten. De bevarede imidlertid deres gkonomiske struk-
tur, som var baseret pa agerbrug. Agerbruget kraevede et veludviklet
vandingssystem og dermed en vis teknisk indsigt.

Kilder til babyloniernes matematik findes fra omkring ar 1800 f. kr. og
bestar af braendte lertavler. Af disse lertavler kan man finde informa-
tion om deres talsystem. Babylonierne opererede med et positionssy--
stem, som vi selv ggr i dag, blot brugte de tallet 60 og ikke tallet 10 som
grundtal. Et sidanne system kaldes for et sexagesimalsystem.[Liitzen,
side 13] ‘

At de pa nogle punkter kom leengere med matematikken end sgypterne
skyldes muligvis deres talsystem. Agypterne havde ikke et positions-
system og var derfor babylonierne underlegne, specielt nar det gjaldt
brgkregning. Babylonierne var faktisk ogsa i stand til at lgse andeng-
radsligninger og uddrage kvadratrgdder.

I Babylon blev matematikken som i Egypten varetaget af kongens em-
bedsmend, og matematikken fremstar ogsa her som eksempler eller
praktiske problemer. Der blev ikke formuleret satninger, ligesom der
heller ikke eksisterede stringent bevisfgrelse.
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2.2 Graesk matematik

Mens agypterne og babylonierne var meget praktisk orienteret i de-
res matematiske formulering, beskrives grackerne langt mere filosofiske.
Omkring &r 530 f.kr. opstod den pythagoraiske skole. Den skulle vare
grundlagt af Pythagoras, en halvt legendarisk, halvt historisk person,
hvis eksistens der hersker tvivl om, [Rohde, bind 2 side 256]. Men
sikkert er det, at pythagoraeerne organiserede sig i noget, der lignede
broderskaber eller sekter med et tydeligt religigst mal. Deres mal med
~ skolen var at finde en hgjere erkendelse om sjalens eksistens og tilvae-
relsens sammenhang og mening gennem studiet af de fire discipliner:
aritmetik, geometri, astronomi og musik. Samlet gik de under beteg-
nelsen matematik af greesk mdthema.

Blandt pythagoraeerne havde talteorien en vigtig placering. De opere-
rede dog kun med hele positive tal. Pythagoreaernes filosofiske grund-
setning skulle have varet at "alt er tal”, hvormed der menes, at alle
forhold i naturen kan udtrykkes ved forhold mellem naturlige tal. Dette
siges at have sit udspring i musikken, hvor man havde iagttaget, at
de harmoniske intervaller i musikken opnas ved at dele en vibrerende
streng i bestemte talforhold; saledes f3s 1 ~ oktav, ¢ ~ kvint, % ~

2 3
kvart osv.

Pythagoraerne fordybede sig siledes i tallenes mystik og kom herved
til at afslgre noget af deres veesen.
2.2.1 Geometriseringen

Pythagoraeernes filosofiske grundsaetning viste sig imidlertid at veere
uholdbar, hvorfor geometrien far en mere central rolle i matematikken.
Dette skete ved opdagelsen af de inkommensurable tal.

Kommensurable og inkommensurable tal

Man siger to stgrrelser a,b er kommensurable, hvis deres forhold kan
beskrives som forholdet mellem to naturlige tal m, n:

3|3

[ I~

Hvis dette ikke er tilfaldet, siges stgrrelserne a,b at veere inkommen-
surable. :
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Det siges, at det var pythagoraeren Hippasos (ca. &r 470 f.kr.), der
afslgrede, at der fandtes inkommensurable stgrrelser. Herved forsvandt
grundlaget for pythagoraernes filosofi. Legenden fortzller videre, at
guderne blev si vrede pa Hippasos, fordi han havde afslgret deres ufuld-
komne opbygning af verden, at de lod ham omkomme ved et skibbrud.

I Euklids Elementer findes et indirekte bevis for, at siden og diagonalen
i et kvadrat er inkommensurable. Beviset er givet af Aristoteles (ar 384-
322 f.kr.) [Liitzen, side 20], og fglger her i en moderne udgave:

B a C
a d
A D

Figur 2.1: Inkommensurable stgrrelser

Antag at diagonalen BD = d af et kvadrat ABCD er kommensurabel
med siden AB = q, se figur 2.1. Sa kan deres forhold skrives

d m

a n

hvor m og n er indbyrdes primiske hele tal. Da geelder

& m?

a2 n?
Af den pythagorziske leereseetning har vi at d2 = 2a? og derfor ogsa at
m? = 2n%. Da ma m?, og derfor ogsa m vere et lige tal, der kan skrives
pa formen m = 2p, hvor p er et helt tal. Da haves

m? = 4p® = 2n’ eller n? = 2p’

heraf fglger at ogsd n?, og dermed n ma veere lige, hvorfor m og n ikke
kan veere indbyrdes primiske. Modstriden kan kun haves, ved at vi
lader forudsaetningen om at g kan skrives pd formen 2 falde.

Det var rystende for pythagoraeerne at erfare, at der fandtes simple geo-
metriske stgrrelser som for eksempel siden og diagonalen i et kvadrat,
hvis forhold ikke lod sig udtrykkei tal. Babylonierne ville dog ikke vaere
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blevet sa forbavset, for de havde leenge arbejdet med approksimerede
veerdier, for eksempel for /2. o

Denne opdagelse har sandsynligvis veeret medvirkende arsag til det
pythagoraiske broderskabs oplgsning omkring ar 400 f.kr.

Allerede fgr opdagelsen af de inkommensurable stgrrelser var der hos
grakerne en tendens til at geometrisere algebraen. Det vil sige, man
benyttede sig af geometriske konstruktioner til lgsning af problemer,
som vi i dag ville lgse algebraisk. Geometriseringen blev dog total
ved opdagelsen af de inkommensurable tal. Resultatet heraf var, at
den ordinere algebra blev lagt pa hylden helt indtil Diophantes tid
omkring ar 300 e.kr. N

2.3 Ulgselige problemer

Den greeske astronom Oinopides fra Chios (ar 450 f.kr.) har haft en vis
indflydelse pa den graske matematiks udvikling, da det var ham, der
har formulerede kravet om kun at tillade geometriske konstruktioner,
" der kan udfgres med passer og lineal. Dette strenge krav tager Euklid
helt til sig, og af hans postulater i hans veerk Euklids Elementer fremgar
det da ogsa, at alle konstruktioner udelukkende udfgres med cirkler og
rette linier.

Kravet bevirker naturligvis, at der er mange problemer, der ikke kan
lgses ved brug af passer og lineal. Der opstod i denne tid da ogsa mange
"ulgselige problemer”, hvoraf de tre mest omtalte er:

o Terningens forldobling - at konstruere en terning med det dobbelte
rumfang af en given terning.

o Cirklens kvadratur - at konstruere et kvadrat med samme areal
som en given cirkel.

¢ Vinklens tredeling - at konstruere en vinkel, der er en tredjedel
af en given vinkel.

Felles for de tre problemer er, at de alle blev formuleret af graekerne,
at de let lader sig lgse, hvis man lader kravet om passer og lineal falde,
og at deres ulgselighed fgrst blev bevist over 2000 ar senere.
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Terningens fordobling

Problemet om terningens fordobling skulle stamme fra en matematisk
uskolet greesk tragedieskriver. Han lod et stykke opfgre, hvor den myti-
ske kong Minos var utilfreds med stgrrelsen af hans sgns Claucus grav-
kammer. Han beordrede derfor, at volumet af graven skulle fordobles
uden at gdelaegge dens form ved at fordoble hver dimension i graven.

Herved begik tragidieskriveren en fejl, for ved at fordoble siderne, ot-
tedobledes rumfanget. Matematikerne begyndte derfor at undersgge,
hvorledes man kan fordoble et givet legeme uden at gdeleegge dets form.
Dette problem blev kaldt terningens fordobling, da deres udgangspunkt
var en terning. [Eves, side 83]

En tid senere blev nogle Delere stillet over for samme problem. De
plagedes af en pest og spurgte Oraklet til rads. Dette svarede, at for
at slippe af med pesten skulle de fordoble stgrrelsen af Appollons ku-
biske alter uden at gdeleegge dets form. Anekdoten forteller videre,
at man fordoblede alterets sider, hvorved pesten blot blev veerre. Det
er pa baggrund af denne historie, at problemet ogsa kaldes det Deliske
problem.{Eves, side 83]

Problemet blev studeret ved Platons akademi, og den fgrste rigtige
fremgang skete, da Hippokrates fra Chios (ca. ar 440 f.kr.) reducerede
problemet til konstruktion af to mellemproportionaler mellem to givne
liniestykker.

Mellemproportionalen z mellem to givne liniestykker [ og m er defineret
ved at den opfylder relationen

8 |~

-2
T m
Har liniestykkerne, hvor imellem de to mellemproportionaler skal kon-

strueres, laengderne l og m, og er de to mellemproportlonaler betegnet
ved z og y, sa vil z og y opfylde relationen:

Iz y
CIJ_ —m

@ |8

dette giver at z? = ly og y> = mz. Elimineres y finder vi at z° =
>’m. Settes liniestykket m = 2 fas 2® = 2I3. Og si er z siden i
en terning med dobbelt sa stort rumfang som terningen med siden .
Problemet blev nu at konstruere to mellemproportionaler mellem to
givne liniestykker ved brug af passer og lineal.
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Cirklens kvadratur

Den fgrste graeker, der forbindes med cirklens kvadratur, er Anaxago-
ras (ca. ar 425 f.kr.). Men man er ikke klar over i preecis, hvilken
forbindelse problemet opstod.

I det 5. arhundrede f.kr. kendte man til arealleeren. Allerede i den
forgraeske matematik kendte man til formler for arealet af rektangler
og trekanter. Det var imidlertid matematikeren Hippokrates fra Chios
- en af Anaxagoras’ samtidige - der bidrog til en noget mere avanceret
arealleere, idet han forsggte at bestemme arealet af krumlinede figurer.

"Baggrunden for Hippokrates’ arbejde var erkendelsen af, at arealerne
af ligedannede figurer forholder sig som kvadratet pa det linezre for-
hold. Han beviste, at arealet mellem en halvcirkel og en kvartcirkel er
det samme som arealet af en trekant med halvcirklens diameter som
grundflade og halvcirklens radius som hgjde, se figur 2.2.[Knorr, side
31]

Figur 2.2: Areal mellem en halvcirkel og en kvartcirkel

Visheden ‘om at arealet af visse krumlinede figurer kunne bestemmes
eksakt, kan meget vel have veret starten til en raekke problemer heri-
blandt cirklens kvadratur.

De gamle agyptere beskaftigede sig med problemet allerede omkring
ar 1800 f.kr., men dette skete pa grundlag af tilnzermede veerdier af 7,
hvilket de graeske matematikere naeppe havde stillet sig tilfreds med.

Vinklens tredeling

Problemet at tredele en vinkel med passer og lineal opstod i forbindelse
med geometriseringen. Man er ikke sikker pa oprindelsen af problemet,
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men det kan tankes, at graekerne opdagede problemet i forbindelse med
at mangedele en vinkel. Det kan ogsa taenkes, at problemet opstod
i forbindelse med at konstruere en reguleer ni-sidet polygon. For at
konstruere en sadan polygon, er det ngdvendigt at tredele en vinkel pa
120°. [Eves, side 85]

At todele vinkler og mangedele liniestykker med passer og lineal er en
enkel sag - og det var det ogsa for de gamle graekere. Tredeling af en
vinkel falder da som en naturlig udvidelse af disse udfoldelser.

Beviset for problemernes ulgselighed kom fgrst mere en 2000 ar efter
problemernes formulering - og det skyldes at beviset herfor ikke findes
inden for geometrien, men skal hentes i den gren af matematikken, der
kaldes abstrakt algebra. En disciplin der fgrst blev almindelig i midten
af 1600-tallet. :

Den Alexandrinske matematiker Pappus (ar 320 e.kr.) inddelte geome-
triske problemer i tre klasser. Hans klassifikation findes i den tredje bog
af hans veerk ”Collectiones”. Problemerne blev inddelt i plane, rum-
lige og lineeere problemer, saledes at de plane problemer kan lgses med
cirkler og linier, rumlige problemer kan lgses med keglesnit, og linezere
problemer kan lgses med andre kurver end cirkler, linier og keglesnit.

De tre klassiske konstruktionsproblemer blev nu klassificeret sa, vink-
lens tredeling og terningens fordobling hgrte til de rumlige problemer,
mens cirklens kvadratur var et linesert problem.

Pappus haevdede her, at de tre klassiske problemer var ulgselige med
passer og lineal, da de ikke var plane problemer, men han fgrte ikke
noget bevis herfor. [Boyer, side 205]

Diophantes

Algebraen var underkastet en lang udvikling, som allerede startede sa
smat pa Diophantes tid (ca. ar 300 e.kr.). Diophantes betegnes ofte som
algebraens fader, [Boyer, side 198] - men det, han reelt beskaftigede
sig med, var snarere det, vi i dag kender som talteori.

Algebraen havde indtil da veret retorisk, det vil sige at alt blev sprog-
ligt formuleret uden brug af symboler. Diophantes vaesentligste bidrag
til matematikken var synkoperingen af den graeske algebra, det vil sige,
at han indfgrte forkortelser for de mest benyttede stgrrelser og opera-
tioner. Denne indfgrsel af symboler i matematikken er skyld i, at han
har faet betegnelsen algebraens fader.[Eves, side 158]
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I Europa forblev algebraen retorisk helt frem til det 15. arhundrede, og
den blev fgrst symbolsk ved den franske matematiker Francois Viete’s
indfgrsel af symboler i slutningen af det 16. arhundrede.

Efter Pappus og Diophantes gik det stgdt ned ad bakke for graesk mate-
matik. Det skyldes hovedsageligt at Romerriget vandt indpas, og prak-
tiske som de var, interesserede de sig ikke for at stgtte videnskaben i
deres imperium. Centrum for videnskaberne var Alexandria i Agypten,
og her blev efterhanden oprettet et stort bibliotek. Men da romerne
indtog Alexandria brzndte store dele af biblioteket, og megen viden
gik tabt. I slutningen af det 6. arhundrede lukkede de sidste skoler, og
flere matematikere drog st pa medbringende deres bgger.[Liitzen, side
67]

Det var greesk matematiks tradition, at lerdom viderebragtes af de
zldre til de yngre verbalt. Herigennem tilegnedes de veje, der fgrte til
resultater. Men de forringede kar for videnskaben bevirkede, at denne
mundtlige overlevering blev vanskelig, evnen til at finde nye resultater
blev derfor ogsa vanskelig. Et andet problem ved den graske matematik
var, at der ikke var nogen generel notation, sa alene leesningen af de
matematiske vaerker var vanskelig.

2.4 Europaisk matematik

Efter den greeske matematiks forfald, blomstrede den orientalske vi-
denskab op. Inden for matematik skete de stgrste fremskridt inden for
algebra og trigonometri. ' ‘

I middelalderens Europa (ca. ar 500-1000) skete der ingen stor viden-
skabelig udvikling. Uddannelse eksisterede stort set ikke, kun munke
og nogle fa kultiverede lzzgmend bevarede en smule graesk og latinsk

leerdom. [Eves, side 206]

Fgrst 1 renaessancen begyndte der atter at ske noget inden for det vi-
denskabelige omrade i Europa. En vaesentlig arsag til dette var, at
europaeerne i 1100-tallet fik kontakt med den orientalske verden. Det
var 1 denne periode, at man fik oversat flere matematiske veerker som
for eksempel Euklid, Ptolemaios og al-Khwarizmi til latin, [Liitzen,
side 80]. Endvidere grundlagdes i det 13. arhundrede universiteterne i
Bologna, Paris, Oxford og Cambridge.

Dette var begyndelsen til en opblomstring af blandt andet naturviden-
skaberne 1 Europa efter ca. 1000 ars stilstand.
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11440 opfandt tyskeren Guttenberg trykpressen. Der blev nu mulighed
for spredning af den intellektuelle viden, som folk sad inde med fundt
omkring i Europa.

Cardano

I 1545 udviklede Cardano en generel formel til lgsning af tredjegrads-
ligningen
3+ ax +8=0

samt en metode til at omskrive den generelle tredjegradsligning
az® + b’ +cx+d=0

til ovenstdende form. Dette nedskrev han i sin bog " Ars Magna”. Car-
dano lgste ligningen ved brug af radikaler, der var datidens betegnelse
for roduddragning.

Viét_e

Frangois Viete (1540-1603) var mere generel i sin notation og tankegang
end tidligere matematikere inden for algebra. Han sagde at ”matema-
tik er en form for raesonnering, og ikke en taske fuld af tricks, som
Diophantes besad” [Boyer, side 334]. Med dette mente han, at tidligere
beskzftigelser inden for algebra hovedsageligt havde bestiet af speci-
altilfzelde med tal som koefficienter, som lgstes afhzngig af, hvordan
problemet s3 ud.

Viete indfgrte symboler for kendte og ukendte stgrrelser. Siledes blev
konsonanter symbol for kendte parametre, mens vokaler betegnede de
ukendte stgrrelser. Han var derfor i stand til at opskrive generelle
ligninger, hvor man kunne skelne mellem kendte og ukendte stgrrelser.
Han benyttede sig ogsd af tegnene + og —, men han kendte ikke til
lighedstegn. Ligeledes kendte han ikke til potensoplgftning, s& skulle
han skrive 4, A% og A%, benyttede han skrivemaden A, A quadratum og
A cubum, [Eves, side 223], s4 hans algebra var stadig delvis synkoperet.

Han bidrog til de tre klassiske problemer ved at vise, at kvadratrods-
udragning kan konstrueres med passer og lineal. Han udledte form-
lerne for cos nx og sin nz. Endvidere viste han, at tredjegradsligninger
kan Igses ved vinkeltredeling eller terningfordobling. Omvendt havde
de arabiske matematikere Abii’l-Jiid og Al-biriini allerede omkring &r
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1000 vist, at vinklens tredeling kan lgses ved at lgse en tredjegradslig-
ning. Det fandt de i fgrste omgang ud af ved et specialtilfzelde, hvor de
viste at siden z i en reguleer 18-kant indskrevet i enhedscirklen opfylder
ligningen:

341 =3z

idet siden i polygonen er korden til 20°. Dette svarer til tredeling af
en vinkel pa 60°. Den generelle tredjegradsligning blev fgrst opstillet
af Al-Kasi i 1400-tallet. Det skete i forbindelse med udarbejdelsen af
trigonometriske tabeller. Man fandt herved sin 1° ud fra sin 3° ved at
lgse den tilhgrende ligning.

Vinklens tredeling og terningens fordobling var nu et spgrgsmal om
konstruktion af rgdderne til de tilhgrende ligninger med passer og lineal.

Descartes

En anden stor matematiker der bidrog til den abstrakte algebra var
René Descartes (1596-1650). Han fik ideen, igvrigt samtidig med og
uafheengig af Pierre de Fermat, at knytte kurver i planen til ligninger.
Det blev starten til den analytiske geometri.

Descartes opstiller i sin bog ”La Geometrie” et program til lgsning af
geometriske konstruktionsproblemer. Programmet gar ud pa ferst at
opstille en ligning, som konstruktionen skal opfylde. Denne ligning lgses
da ved skeering mellem to kurver, som udtrykkes ved en ligning mellem
z og y, der er afsat i et koordinatsystem. Han pointerede at de to
kurver skal veere sa simple som muligt, det vil sige kurvernes ligninger
skal veere af lavest mulige grad.[Liitzen, side 86]

Descartes udbyggede i den forbindelse Pappus klassifikationssystem sa
plane problemer svarede til 1. og 2. gradsligninger og kunne lgses ved
skeering mellem cirkel og linie; rumlige problemer svarede til 3. og 4.
gradsligninger og kunne lgses ved cirkel, linie og keglesnit; en tredje
klasse problemer var dem, der svarede til 5. og 6. gradsligninger, de
kunne lgses ved at medtage en hgjere ordens parabel. S3ledes fortsatte
han med at klassificere geometriske problemer og algebraiske ligninger.

Det geometriske problem cirklens kvadratur hgrer ikke hjemme i nogen -
af hans klasser, da problemet ikke giver anledning til nogen polyno-
miumsligning. Han betegnede den slags problemer for mekaniske pro-
blemer, [Litzen, side 87]. Terningens fordobling og vinklens tredeling
hgrer naturligvis til rumlige problemer, som Pappus ogsa angav.
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Descartes var klar over, at terningens fordobling og vinklens tredeling
ikke kan lgses ved brug af passer og lineal, men heller ikke han var i
stand til at bevise det stringent.

Descartes var mere grundig end nogen tidligere i hans symbolsprog,
-ikke kun i hans algebra, men ogsa i hans geometriske fortolkning af
algebraen. Den formelle algebra kulminerede i Descartes ”La Geome-
trie”. Han benyttede alfabetes fgrste bogstaver som kendte stgrrelser
og alfabetets sidste bogstaver som ukendte stgrrelser, som vi ggr det
i dag. Han opererede ogsd med eksponentiel notation for potensop-
lgftning (A2, A3, ...), og benyttede notationen + og — for addition og
subtraktion.

Gauss

Der skulle dog stadig ga nasten 200 ar, fgr algebraen var sa udviklet, at
man var i stand til at bevise ulgseligheden af de tre klassiske problemer
fra antikkens Graekenland.

I 1801 lgste Carl Friedrich Gauss (1777-1855) i sin bog ”Disquisitio-
nes arithmeticae” et andet af antikkens store matematiske problemer,
nemlig hvilke regulzere polygoner kan konstrueres med passer og lineal.
Siden phytagoraerne havde man vidst, hvordan man konstruerer en
regulaer tre- og fem-kant, men ingen andre reguleere polygoner med et
antal sider, der er et primtal. I 1796 fandt Gauss en metode til at
konstruere en reguleer 17-kant, og herefter viste han, hvilke regulere

polygoner, der kan konstrueres med passer og lineal og hvilke, der ikke
kan. [Liitzen, side 90].

Specielt geelder der, at en reguler ni-kant ikke kan konstrueres. En
konsekvens heraf er, at man ikke kan tredele vinklen pa 120°. Gauss
forte ikke bevis for dette, men af det gvrige indhold i hans bog ses, at
det ville have veret en let sag for ham.

Et bevis for terningens fordobling og vinklens tredeling blev fgrste gang
offentliggjort af en mindre kendt tysk matematiker Pierre Laurent Wan-
tzel 1 1837.

Ulgseligheden af cirklens kvadratur ved konstruktion blev bevist i 1882
af Lindemann (1852-1939). [Jones, side 2]

I de fglgende kapitler vil vi udfgrligt gennemga beviset for ulgseligheden
af vinklens tredeling med passer og lineal. Det vil dog ikke blive i den
form Wantzel gav, men en moderne udgave.
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3000 — Agypten: Hieroglyffer for tal

2400 —— Mesopotamien: 60-tals positionssystem
1500-1800 —— Agypten: Papyrus Rhind

530 —— Phytagoraerne

470 —— Hipassos - inkommensurable tal

450  —— Oinopides - Definition af geometriske konstruktioner

427-347 —— Platon - formulering af ’de tre klassiske problemer’ |
384-322 —— Aristoteles
300 —— Euklid - "Elementerne”
0 —t

150 —+ Ptolomaus - jorden i centrum, tilneermelse til 1°

300 —— Diophantes -

320 —— Pappus - ”Collections”

600 — Indien: titals positionssystem

1000 —— Abd’l-Jud og Al-birdni .

1440 — Guttenberg opfinder trykpressen
1473-1543 —— Kopernikus - solen i centrum
1501-1576 —— Cardanos - trediegradsligning i ” Ars Magna”
1540-1603 —— Viete
1596-1650 —— Descartes - ”"La geometrie”
1777-1855 —— Gauss

1837  — Pierre Wantzel - fgrste bevis

2000 -

Figur 2.3: Tidstavle
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Kapitel 3
Legemer

Den algebraiske struktur legeme og legemsudvidelse er centrale begre-
ber i beviset for ulgseligheden af vinklens tredeling. Derfor vil vii dette
kapitel redeggre for disse begreber. .

3.1 Legemer

Definition 3.1 En komposition i en mengde M er en afbildning
p:MxM-—-M

Vi benytter ofte et kompositionstegn *, og skriver da a * b istedet for
(a,b). Det fglger af definitionen, at p afbilder ind i M. Derfor har vi
at Va,be M :axbeE Mogbrxa€ M '

Eksempel 3.1 Som et eksempel pa en komposition i en
mezngde kan man taznke pa addition + i de reelle tal R.

Definition 3.2 Lad « vere en komposition 1 en mangde M. En del-
mengde A C M kaldes stabil overfor x hvis

Va,be A:axb&€ Aogbxa€ A

Eksempel 3.2 Da summen af to hele tal er et helt tal, er
mezngden af hele tal 7ZZ C IR stabil overfor +.

19
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Definition 3.3 FEn komposition i én mengde M kaldes associativ
hvis '

Va,b,c€ M : (a*b)*c=ax(bxc)

og kommutativ huvis

Va,be M :axb=bxa

Definition 3.4 Lad x vere en komposition @ M. Et element e € M
kaldes neutralelement for x hvis

YVoeM:exa=axe=a

Definition 3.5 Lad * vere en komposition i M med neutralelement e,
og lad a € M. Et element b € M kaldes inverst element til a hvis

akb=bxa=c¢
Hvis a € M har et inverst element betegner vi det a~!.

Definition 3.6 En gruppe (M,x) er en ikke-tom maengde M med en
associativ komposition %, hvor M indeholder neutralelementet for x og
ethvert element i M har et inverst element i M. Huvis  er kommutativ,
kaldes (M, *) en abelsk gruppe.

Eksempel 3.3 (Z,+) er en abelsk gruppe med neutralele-
ment 0.

Hidtil har vi betragtet meengder med en enkelt komposition. Vi skal
nu se pa mangder med to kompositioner x og ©.

Definition 3.7 Lad x og ¢ vere kompositioner i en mengde M. Vi
siger da, at o er distributiv med hensyn til * hvis

Va,bc€ M :ao(bxc)=(aob)*(acc) og (axb)oc=(aovc)x(boc)
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Eksempel 3.4 I de reelle tal er multiplikation distribu-
tiv med hensyn til addition.

Definition 3.8 Etlegeme (L,*,9,¢,w) er en mengde med to kompo-
sitioner x og ¢ saledes at:

1) (L,*) er en abelsk gruppe, hvor neutralelementet kaldes e
2) (L\ {e},o) er en abelsk gruppe, hvor neutralelementet kaldes w

3) o er distributiv med hensyn til x

Eksempel 3.5 (R,+,-,0,1) er et legeme. Dette vil blive
godtgjort i naste afsnit.

_o_

Szétning 3.1 Lad (L,*,0,€,w) vere et legeme. Hvis en delmengde M
af L er

o stabil overfor x og o,

{e,w} C M,

o alle elementer i« M har et inverst element med hensyn til « i M
og ‘

o alle elementer i M \ {€} har et inverst element med hensyn til o
i M

sd er (M, %,0,¢e,w) et legeme.
Bevis:

e Da M er stabil overfor * og ¢, udggr disse ogsa kompositioner i

M.

e Disse kompositioner vil saledes veere kommutative, associative,
og distributive i M, som de er det i L.
Vi viser her at * er kommutativi M :
Lad a,b € M. Da M C L vil a,b € L. Da % er kommutativ i L
har vi a x b = b« a, og dermed at » er kommutativi M.
Pa tilsvarende made vises de gvrige pastande.




22 _ . Legemer

o Derfor ses nu at (M, *) er en abelsk gruppe med neutralelement
€, og (M \ {e},0) er en abelsk gruppe med neutralelement w.

0

Skegnt et legeme er defineret ved fem dele: En mengde L, to komposi-
tioner og to udpegede elementer i L, vil vi ofte blot omtale mangden
L som et legeme og lade kompositionerne og neutralelementerne vaere
underforstaede. '

3.2 Reelle tallegemer

Definition 3.9 Et reelt tallegeme er et legeme (L,+,-,0,1), hvor
L C R, + og- er sedvanlig addition og multiplikation af reelle tal og 0
og 1 er neutralelementer for henholdsvis addition og multiplikation.

Eksempel 3.6 (R,+,-,0,1) er et legeme. For at vise
dette skal vi godtggre

1) at + og - er kompositioner i IR,
'2) at + og - er associativ og kommutativ,
3) at - er distributiv med hensyn til +,

4) at 0 er neutralelement for +, og alle elementer i R
har et inverst element med hensyn til +,

5) at 1 er neutralelement for -, og alle ‘
elementer i IR\ {0} har et inverst element med hensyn
til -

ad 1) + og - er kompositioner i IR idet vi har:
Ve, ye R:z+y€R ogy+z€R ogz-ycR og y-z€R

ad 2 og 3) Velkendt.  Beviset bygger imidlertid pi en
mere grundlazggende beskrivelse af de reelle tal end
vi vil give her. Et komplet bevis findes i [Niss].

ad 4) :
Neutralelement: Ve R:z+4+0=0+z=2
Inverst element: VreRIyeR:z+y=0 ogy+z=0,
nemlig y = —2
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ad 5) :

Neutralelement: VzeR:z-1=1l-z=z

Inverst element: Vz € R\{0}3ye€R:z-y=1o0gy-z=

1, nemlig y=1

T

P3 tilsvarende made vises at de rationale tal  er et legeme.

Saetning 3.2 Ethvert reelt tallegeme (M, +,-,0,1) indeholder ).

Bevis: Som udgangspunkt har vi at 0,1 € M:

e dal € M og + er en komposition pa M vil de naturlige tal
INCM.

e da alle elementer i M har et inverst element med hensyn til +,
vil ogsa alle hele negative tal tilhgre M. Vi har altsd at ZZ C M.

¢ da alle elementer i M \ {0} har et inverst element med hensyn til
-, vil ogsa alle brgker tilhgre M. Det vil sige at § C M.

Da vi tidligere har godtgjort at {3 faktisk er et legeme, har vi at

Setning 3.3 Q er det mindste reelle tallegeme med hensyn til C.
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3.3 Legemsudvidelser

Definition 3.10 Lad (L,*,0,6,w) og (M,*,0,€6,w) vere to legemer.
Hvis L C M siger vi at M er en udvidelse af L. ‘

Vi har allerede set, at IR er en udvidelse af .

Satning 3.4 Lad L vere at reelt tallegeme, oglad 1l € L, 1 > 0 sdledes
at V1¢ L. Da vil M = {{a+ b/1)|a,b € L} vere en udvidelse af L.

Bevis: Vi skal vise at L C M, og at M er et reelt tallegeme.

Nar vi skriver (a + bv/1) € M mener vi samtidig at a,b,l.€ L, | > 0 og
VgL |

Da L er et reelt tallegeme, indeholder det 0. Ethvert element i L kan
nu findes i1 M ved at satte b = 0, derfor er L C M. »

Da L ¢ R vil (a + bV/1) € R. Derfor er M C R. For at vise at M er
et tallegeme, godtggr vi nu, at M opfylder forudsaetningerne i szetning
3.1.

M er stabil overfor + og - :
Lad (a + bV1), (c + dV1) € M, s vil
(a+ VD) +(c+dV)=((a+¢)+(b+dV) eM
idet (a+¢),(b+d) e L
(a+bV1D) - (c+ dV/1) = ((ac+ bdl) + (ad + be)V1) € M
idet (ac+ bdl),(ad + bc) € L
Neutralelementerne 0,1 tilhgrer M, idet 0,1 € L og L C M.
Inverst element for + : Lad (a + b\/Z) eEM.
Sa vil
(—a)+ (-0)V) e M
idet (—a),(—b) € L, og vi har at
(a+b6VD) + ((—a) + (-0)V]) = 0

Det vil sige, at ((—a) 4+ (—b)V/1) er inverst element il (a+bV1) i
M med hensyn til +.
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Inverst element for - : Lad (a+bv1) € M\{0}. Daer (a,b) # (0,0).
Sa vil : o
1 a—b/1 a—b/1 B a

—b
7= = = + VieM
a+bv/l (a+bVD)(a—bV/l) a*—b  a® -0 a?— b2

idet 257 og a2:?721 € L, og vi har at

1 1
a+ b1

Det vil sige, at a+}7\/7 er inverst element til (¢ + bv/7) i M med
hensyn til -.

(a + V1)

0

Vi siger at M er en kvadratisk legemsudvidelse af L og betegner M
med L(+v/1). Nar vi i det fglgende skriver at (a 4+ bV1) € L(v/I) mener
vi samtidig at a,b,1 € L, 1 >0 o0g V1 ¢ L.

-0_

Nu udvider vi Q med /Iy, hvor lp € Q, lp > 0 og /Ip ¢ Q, og far det
reelle tal-legeme L; = Q(v1o) = {(a + bv/I)|a, b € R}.

P& samme made udvider vi L; med /I;, hvor I; € L;, I; > 0 og
Vvl ¢ Ly og far L, osv.

Definition 3.11 En hvilken som helst samling af reelle tallegemer
QcLicL;c...cL;,Cc...CR

frembragt pd ovenstiende mdde, kalder vi for en keede af kvadratiske
legemsudvidelser fra Q.

Eksempel 3.7 Det reelle tal \/3++/5 er element i et le-
geme L, der er et led i en kade af kvadratiske
legemsudvidelser fra ().

Danner vi fgrst udfra () legemet L, = Q(\/f_)), vil 3+5 €
Li, og V3+V5¢ L ‘

Danner vi dernast legemet L, = Li(v/3 +5), vil V345 ¢
L, .
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Szetning 3.5 Lad L(V1) vere en kvadratisk legemsudvidelse of L. Et-
hvert element i L(+/1) kan skrives entydigt pd formen (a + b/1), hvor
a,be L, ogV1¢L. :

Vi viser fgrst fglgende lemma:

Lemma 3.1 Lad a,bl€ L, 1 >0 og+/1¢ L. Da gelder:

a+b/l=0&a=b=0
Bevis:

& : er triviel.

= : Lad a 4+ bv/1 = 0, og antag at b # 0. SivilJZ:—%GL
hvilket strider mod at /1 ¢ L. Altsa er b = 0, og dermed er
a=-b/1=0. ' '

c
Bevis: (for sztning 3.5)
Lad (a + V1), (c + dV1) € L(V/1). S vil
a+b/l = c+dVl &
((a-c)+(b—d)\/l) = 0 &
a—c=0 og b—d=0 &
a=c og b=d
O

Definition 3.12 Lad (a + bv/I1) € L(+/1). Betragt afbildningen f :
L(V/1) = L(/1) givet ved

fla+bVD) = (a = VD)

Da L er et legeme vil (a — b\/i) € L(\/Z) Vi kalder (a — b\/i) den
adjungerede til (a + bW1), og i stedet for f(z) skriver vi Z. ‘
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Seetning 3.6 Afbildningen L(v/1) — L(\/1) givet ved z — T er linezer.
Det vil sige Vz,y € L(V/1) -

i
8

z+y +y

ogVz € L(vV),Va € L

T

oT

Bevis: Lad 2 = (a + bV/1),y = (¢ + dV1) € L(\/1). Vi har da

z+y = (a+/1)+ (c+dVI)
= ((a+¢)+ b+ VD)
= ((a+c) = (b+ dVT)
= (a=bV1)+ (c—dVl)
= (a+bV/1) + (c+dVI)

Lad z = (a + bV1) € L(v/1) og o € L. Vi har da

@@ = ofa+bVl)

= (aa+ abVl)
= (aa ~ abV)
= a(a~ bV

= ofa+ bV])

= aT

Seetning 3.7 Afbildningen L(v/1) — L(V/1) givet ved z — T er mul-

—
tiplikativ. Det vil sige Vz,y € L(\/])

TY=%F
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Bevis: Lad ¢ = (a + bvl),y = (c + V) € L(VI). Vi har da
7 = (a+bV1) (c+dV)
= (ac+ bdl + adv1+ beVl)
= (ac+ bdl) + (ad + bc)Vi
= (ac+ bdl) — (ad + bc)V1
= (a=bV1)-(c—aVl)
= (a+oVD)- (c+aVl)

= x-y

<

O

Seetning 3.8 For afbildningen L(V1) — L(V/1) givet ved 2 — T gelder
for alle z € L(V1) ogn € IN:

" =7"

Bevis: Lad z € L(\/i) og n € IN. Vi viser sztningen ved induktion
over n.

Induktionsstart: For n =1 fas

8|

T =

Induktionsskridt: Vi antager at 2™ = T" og far ved brug af setning.
3.7 '
~ gl =77 z=2"-T=32" T =21

hvor andet lighedstegn kommer af setning 3.7, og tredje lighedstegn
kommer af induktionsantagelsen. !

S=tning 3.9 Afbildningen L(v1) — L(\1) givet ved  — T er en
isomorfi.

Bevis: Vi har allerede set at afbildningen bevarer strukturen i L(v/1).
Vi mangler blot at vise, at afbildningen er surjektiv og injektiv, og
dermed bijektiv. ' ‘
Afbildningen er surjektiv da ethvert element (a + bV/1)-€ L(V/1) er et
billede af (¢ — bv/7) € L(V])

Af sztning 3.5 fglger at (a— b/1) p4 entydig made beskriver et element
i L(v/1). Afbildningen er derfor injektiv. 0
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3.4 Polynomier

Vi betragter polynomiet

P(z) = az2™ + 12 14tz + ap

med koefficienter fra et reelt tallegeme L. Vi gnsker at undersgge even-
tuelle rgdder fra L(V/1) i dette polynomium.

Satning 3.10 Lad L(\/1) vere en kvadratisk udvidelse of L, og lad
P(z) = apz™ + n12™ ...+ a1z + ap
veere et polynomium med koefficienter fra L. Da gelder
P(e) = P(3) |
for alle z € L(V1).

Bevis: Lad z € L(/1). Vi har da

P(z) = an:v"+an_1a:"‘1+..‘.+a1x+ao
= T+ 02" 4.+ T+ T
e T+ AT 4 .. 4 T + o
= anfn+an_1§“—l‘+...+a1?€+ao
= P(T)

0

Szetning 3.11 Lad L(\/1) vere en kvadratisk udvidelse af L, og lad
P(z) = apz™ + apyz™ '+ ...+ agz + 0
vaere et polynomium med koefficienter fra L. Hvis zo € L(V/1) er rod i

P, er ogsd den adjungerede Tg rod i P.

Bevis: Vi antager at zo € L(v/1) er rod i P. Dvs P(zg) = 0. Vi har
da
P(Z5) = P(zo) =0=0

Hvoraf ses at T er rod i P. o
Hvis (a + bV1) er rod i P, kalder vi (a — bv/1) den adjungerede rod.
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Vi skal senere se, at tredjegradspolynomiet har en seerlig betydning for .
ulgseligheden af vinkeltredelingsproblemet. Vi vil derfor vise en saet-
ning, der kun gzelder for tredjegradspolynomier, men ikke polynomier
i almindelighed.

Lemma 3.2 Lad L(V/1) vere en kvadratisk udvidelse af L, og lad
P(z) = asz® + oz’ + a4z + ap

veere et tredjegradspolynomium med koeﬁcienter fra L, og hvor a3 # 0.
Hvis P har en rod i L(\/1), sd har P ogsd en rod i L.

Bevis: Antag at (a + bv/1) € L(+/1) er rod i P.

Hvis b = 0 vil (a + bV/1) € L, og sxtningen er bevist.

Hvis b # 0 benytter vi seetning 3.11, og far at ogsi (a — bv/I) er rod i
P. Vi faktoriserer nu P(z)

P(z) = as(z—(a+bVD)(z~(a—bVI)(z—c)
= a32® — a3(2a + ¢)2? + a3(2ac + (a + V1) (a — bV))z
—as(a + bV1)(a — bV1)c

og ser at P har en tredje rod c¢. Ved at betragte koefficienten til 22
udregnes ¢
az = —az(2a +¢)

0

Da a,a;,a3 € L vilogsd c € L. m]

Lad os antage, at r er rod i et tredjegradspolynomium
P(z) = czz® 4 oz’ + anz + o

med koefficienter fra @, og at r € L;, hvor L; er et legeme i en keede af
kvadratiske legemsudvidelser fra Q.
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Af seetning 3.11 fglger at P ogsd har en adjungeret rod T € L;, og
lemma 3.2 giver at Pharenrod c € Li—1. : : ‘

QC.L1C...CL,'_1CL,'C...CIR,

Ved gentagende anvendelse af lemma 3.2 ses, at ¢ € 2. Vi har nu vist
fslgende szetning:

Satning 3.12 Hvis et tredjegradspolynomium med koefficienter fra {Q
har en rod i et legeme, der er et led i en kede af kvadratiske legemsud-
videlser fra , sd har det ogsd en rod i QQ.
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Kapitel 4

Konstruerbare punkter og
tal

Oinopides formulerede at geometriske konstruktioner, er konstruktioner
udfgrt alene med passer og lineal. Konstruktion af en vinkel, der er en
tredjedel af en vilkarlig vinkel, skal altsd udfgres med passer og lineal.
Lineal skal her forstas som et redskab, hvormed man kan tegne rette
linier og intet andet. Dette er til forskel fra en malestok, der i daglig
tale kaldes en lineal. Vi skal nu ggre klart, hvad der overhovedet er
konstruerbart.

4.1 Konstruerbare punkter

De operationer, der kan udfgres med passer og lineal, kaldes de funda-
mentale konstruktioner og er fglgende:

F1 Med en lineal kan man tegne en ret linie gennem to i forvejen
fundne punkter.

F2 Med en passer kan man tegne en cirkel med et allerede fundet
punkt som centrum og afstanden mellem to i forvejen fundne

punkter som radius.

F3 Man kan finde skeeringspunkter mellem allerede fundne rette li-
nier og cirkler.

33
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Definition 4.1 Mengden af konstruerbare punkter U i planen
R x IR er de punkter, der kan konstrueres ved gentagen anvendelse
af de fundamentale konstruktioner ud fra punkterne P, = (0,0) og
P1 = (1,0)

De konstruerbare punkter er altsa en delmangde af planen R x IR,
og vi udpeger to punkter Py og P, som vi kan konstruere alle andre
konstruerbare punkter udfra.

P4

P2 PO P1 P3

P5

Figur 4.1: Seks konstruerbare punkter

Eksempel 4.1 De konstruerbare punkter kan findes ved suc-
cessiv anvendelse af de fundamentale konstruktioner ud
fra punkterne P, og P, se figur 4.1

Fgrst tegnes en linie gennem punkterne P, og P (F1).

Dernest tegnes en cirkel med centrum i Py og |PoPy| = 1
som radius (F2).

Derved dannes et nyt punkt P, ved cirklens skaring med
linien (F3).

Ligeledes kan der tegnes en cirkel med centrum i P, med
radius 1 (F2).

Hvorved dannes endnu tre punkter, nemlig et punkt P; hvor
cirklen skarer linien, og to punkter Py og Ps hvor de to
cirkler skazrer hinanden (F3).
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Ud fra disse punktef kan igen tegnes linier og cirkler,
~hvorved nye skzringer og dermed punkter konstrueres.

Sztning 4.1 Mengden af konstruerbare punkter U er teellelig.

" Bevis: En mangde kaldes tellelig, hvis den kan bringes i enentydig
korrespondance med mangden af naturlige tal IN.

Vi starter med at have to punkter Py og P;. For hvert par af funda-
mentale konstruktioner (F1 efterfulgt af F3 eller F2 efterfulgt af F3)
dannes et endeligt antal punkter. Vi kan nummerere punkterne som vi
har gjort det med de seks fgrste punkter i eksempel 4.1.

Denne nummerering bringer de konstruerbare punkter i enentydig kor-
respondance med IN. ) ]

Da R er overtellelig, er ogsa IR x R overtellelig. Derfor ma der galde

Satning 4.2 [ planen findes der punkter, som tkke er konstruerbare.

Her fglger et par eksempler pa hvad man kan konstruere i planen udfra
punkterne Py = (0,0) og P, = (1,0).

b e
Eksempel 4.2 Udfra punkterne P, = N
(0,0) og P, = (1,0) kan man tegne z-
aksen og y-aksen i et szdvanligt
ol

koordinatsystem i planen. o]
Man kan tegne enhedscirklen med
centrum i Fy og radius 1.

Eksempel 4.3 Har man et konstru-
erbart punkt P = (a,b) i planen,
kan man nedfzlde den vinkelrette
fra dette punkt til z-aksen,

og dermed konstruere punktet P, =

(a,0). \ /.

Tilsvarende kan man projicere \\ 7 7
punktet ind pa y-aksen, og dermed \AKVV
konstruere punktet P, = (0,b).

> %
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e
A

. , o

Eksempel 4.4 Udfra et givet punkt :

P = (0,c) pd y-aksen kan man finde ' :

et punkt pd z-aksen med ' S

koordinaterne P' = (c,0). Jre®

Eksempel 4.5 Udfra en linie | gen-
nem to konstruerbare punkter P, og
Py, kan man tegne en linie gennem
et tredje konstruerbart punkt P,
parallelt med [.

4.2 Konstruerbare tal

Definition 4.2 Koordinaterne til konstruerbare punkter kaldes kon-
struerbare tal. Mengden af konstruerbare tal benevnes K.

Da der findes punkter i planen, der ikke er konstruerbare, ma der geelde:
Sazetning 4.3 Der findes tal i R, der tkke er konstruerbare.

Vi ser altsa at de konstruerbare tal er en aegte delmengde af de reelle
tal. ‘

- 0 -
Eksempel 4.6 Givet to konstruer-

bare punkter (a,b) og (c,d) i planen
vil afstanden r = /(a —c)?+ (b— d)?

vegre et konstruerbart tal. Vi kan 54 \
nemlig finde afstanden ved at \&
sztte passerens ben i de to punk- “Gab)

ter, og derefter tegne en cirkel
med denne radius med centrum i \
(0,0) (F2). Skaringspunktet med PO G2
z-aksen er da et konstruerbart

punkt (F3) med koordinater (r,0).
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I de foregaende eksempler har vi set, dels at afstanden mellem to kon-
struerbare punkter er et konstruerbart tal, og dels at alle konstruerbare
tal findes som abscisser pa z-aksen.

Vi vil nu undersgge hvilke tal, der er konstruerbare.

Fgrst vil vi i seetning 4.4 vise, at alle tal, der er dannet udfra iforvejen
kendte konstruerbare tal ved brug af operationerne +,—,-,/ og V) er
konstruerbare. Skal vi relatere dette resultat til udvidelseslegemerne i
kapitel 3, betyder det, at ethvert legeme, der er et led i en kaede af kva-
dratiske legemsudvidelser fra {J, er en delmaengde af de konstruerbare
tal.

Dernaest vil vi i seetning 4.6 vise, at der ikke er andre konstruerbare tal
end dem, der kan konstrueres ved gentagende anvendelse af ovenstaende
operationer. Husker vi pa, at et kvadratisk udvidelseslegeme netop er
fremkommet ud fra ) ved brug af disse fem operationer, skal vi altsd
vise at:

Va € IK3L; hvor:
QcLicL,c...cL;c...cR

saa€ L;

Szetning 4.4 Hvis a,b € IK sa vil ogsa

1) (a+b) €K

2) (a—b) e K

3) (ab) € K

4) 2 €K, forb#0,

5) /la] € K

Bevis: Lad punkterne Py = (0,0) og P; = (1,0) veere givet i planen,
og lad a,b € K
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<(a+b)eﬂ(og(a—b)eﬂ(

Y
., /N ’/—M\
Da a,b € K findes konstruerbare punkter - ’ \
P, = (a,0) og P, = (b,0). Med en pas- \
ser udtages afstanden b ved at satte pas- I \\ .
~ serens ben i punkterne Py og P,. Med b ® LR 7’**‘"

som radius tegnes en cirkel med centrum i \ Y
P, (F2) \ /

* ' \\ o

Herved dannes to skaringspunkter P,y og P,_; med z-aksen (F3).
Disse punkter har koordinaterne P4y = (a + b,0) og P,y = (a —.b,0).

Det fglger nu af definitionen pa konstruerbare tal, at (a + b) € K og
(e —-0) e K

(ab) e K

7

Tegn en linie [ i planen gennem F,, som X

vist pa figuren. Da a,b € K findes kon- bpc
struerbare punkter P, = (a,0) og P, sa P, b/

ligger pa | og |PyFPy| = b. Vi tegner nu J -
linien gennem P; og Py, samt linien paral- i k&*ﬁ !
lel hermed gennem PF,, og finder skaerings-

punktet P.. : '

Bemeerk, at alle punkterne er konstruerbare. Specielt er P. konstruer-
bart, hvorfor afstanden | P, Fy| er et konstruerbart tal (jaevnfgr eksempel
4.6).

Da de to trekanter APyP, P, og APy P, P, er ligedannede galder:

|PePo| _ |PoFol
|PPo| | PP

|PaP0|
P.P| = ——|P, Pyl =abe K
I 0| |P1Po|l b 0'

eK

o|a

Tegn en linie [ i planen gennem P, som X
vist pa figuren, og lad b # 0. Daa,b € K - / Pa
findes konstruerbare punkter P, = (5,0) a X
og P, 53 P, ligger pa log |PoPo| = a. Vi 2
tegner nu linien gennem P, og P, samt it
linien parallel hermed gennem P, og finder
skaeringspunktet P.,.
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Bemeerk, at alle punkterne er konstruerbare. Specielt er P, konstruer—
bart, hvorfor afstanden |P,Py| er et konstruerbart tal.

Da de to trekanter A.PoPan og APyP. P, er ligedannede gelder:
|Pebo| _ [P R
|P.Pol  |PoPo|
|PLRo|
| Py Py

B Pabol =7 €K

|P6P0|_ b

Vil € K

Da ¢ € KK findes ifglge det ovenstaende NN
konstruerbare punkter P, = (1 + a,0) og ’
P, = (142,0), se figuren. Vi tegner en cir-
kel rned centrum i Py og radius —2t- Der-
neest tegnes en linie parallelt med y-aksen
gennem P, og skaringspunktet P, findes.

>\

Vb
;.

Bemark, at alle punkterne er konstruerbare. Specielt er P. konstruer-
bart, hvorfor afstanden |P.P,| er et konstruerbart tal.

Da de to trekanter AP, PP, og AP, P.P, er ligedannede gaelder:

|PPi| _ [P R
|PaP1| |PcPl|
'PCP1I2=IP1P0|'|PGP1|=1'CLA=G =

"IPcPIIZ\/Ee]K

Vi kan nu vise
Satning 4.5 De konstruerbare tal IK er et reelt tallegeme.

Bevis: Vi har allerede set, at IK C IR. Ifglge definitionerne 4.1 og 4.2
er neutralelementerne 0,1 med i K.

Endelig viser satning 4.4 at IK er stabil over for kompositionerne + og
-, samt at IK indeholder invers elementerne for + og -. O

Endvidere giver kvadratrodsoperationen at alle kvadratrgdder af tal i
K er konstruerbare.

Spergsmalet er nu, om der findes andre konstruerbare tal end de tal,
man far ved at bruge operationerne +,—,-,/ og / gentagne gange.
Svaret pa dette er nej. Og det vil nu blive godtgjort.
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Saetning 4.6 For alle konstruerbare tal k gelder, at der findes et reelt
tallegeme L, i en kede af kvadratiske legemsudvidelser fra

QcL,c...cL,c...CR

sakelL,

Bevis: Da mengden U af konstruerbare punkter ifplge seetning 4.1
er tallelig, kan vi indeksere elementerne i U saledes at

U= {Po = (0,0),P1 = (l,O),...,P; = (a:,-,y,-),...},i € IN.

Da de konstruerbare tal pr. definition er koordinaterne til punkterne
i U, skal vi vise at seetningen gelder for alle koordinater (z;,y;) € U.
Dette ggres ved induktion over z. ‘

Induktionsstart: :

Fort: =0o0gi=1er P, = (0,0) og P, = (1,0). Dette giver os
to konstruerbare tal {0,1} € Q.  er trivielt et led i en keede af
kvadratiske legemsudvidelser fra ) - nemlig den trivielle keede:

RQCR

Induktionsantagelse:
Antag at de konstruerbare punkter Py = (0,0), P1 = (1,0),..., P =
(zi,y;) alle har koordinater, der opfylder satningen.

Det vil sige at z;,y; € L, for 0 < j <1, hvor

QcLic...cL,CR

Vi skal da vise, at koordinaterne x;11,yi41 til det z + 1’te punkt Py
tilhgrer legemet L, eller en kvadratisk legernsudvndelse L.(v1) af Ly,
hvor [ € L,, 1> 00g VI¢ L,.

Induktionsskridt:
Det 7+ 1’te punkt P;;; kan dannes ved de fundamentale konstruktioner
ud fra de forrige punkter Py, P,,..., P; pa fglgende tre mader:

1) som skeringspunkt mellem to linier
2) som skeeringspunkt mellem en linie og en cirkel

3) som skeringspunkt mellem to cirkler
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Petiy)

Pk

Figur 4.2: Liniens og cirklens ligning

I de fglgende regninger er pointen at leegge maerke til, hvilke tallegemer
de forskellige variable viser sig at tilhgre.

Ligningen for en linie - se figur 4.2 - gennem to punkter P; = (z,,y;)
og Pr = (zk,yx), hvor P; # Py er:

(z —ze)(y; — yx) = (y — ye)(z; — zk)

0
0

(yi —ye)e — (z; —ze)y — (v; —yr)ze + (25 — z1)yr = 0

ar +by+c=0

hvor @ =y; —yr, b= —(z; — z¢) og ¢ = —(y; — ye)zx + (zj — z4)ys. Vi
bemeerker at (a,b) # (0,0) idet P; # Py.

Hvis j <t og k < 2 vil zj,y;, 2k, yx ifolge induktionsantagelsen tilhgre
L,,og da L, er et legeme vil ogsa a, b,c € L,.

Ligningen for en cirkel - se figur 4.2 - med centrum i P; = (z;,y;) der
gar gennem Py = (x,yx), hvor P; # Py er:

| (@ —2)" + (v —y5)* = (2 — 25)" + (& — v5)’
T
2’ — 2z;0 + 22 + y° — 25y + y) = 2} — 2Tk + 5 + Yl — 2y + )

)
)

o* 4y’ — 2252 — 2y5y — o + 2u4z; — Yi + 24y, = 0

4yl tdetey+f=0
hvor d = —2z;,e = —2y; og f = —z% + 2z42; — y? + 2yry;. Hvis j <4
og k < vil zj,y;, zk, yx iplge induktionsantagelsen tilhgre L,, og da
L, er et legeme vil ogsa. d,e, f € L,,.
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Vi kan nu finde koordinaterne til skeeringspunktet P;;; fremkommet af
1)-3):
ad 1) Skeering mellem to ikke parallelle linier med ligningerne:
az+biy+e = 0 og
az+by+c; = 0

hvor ay, as, by, bs,¢1,¢o € Ly, giver koordinaterne

Czbl — Clbz aqC1 — (1162)

Piiy = (3i41,4ir1) =
+1 = (Tiy1, Yit1) <a1b2—azbl T arby — agby

hvor a;b; — azby; # 0, da linierne ikke er.paralle'lle.

I dette tilfeelde er z;41,yi41 € Ly
- 0 -

ad 2) Skaring mellem en linie og en cirkel med ligningerne:

ar+by+c = 0 og
2 4+y’+de+ey+f = 0
hvor a,b,¢,d, e, f € L,. Isoleres = af liniens ligning fas

by —c
T =

Jor a#0

som indsat i cirkelens ligning giver
—by — e\ 2 —by —
() () v

der er af formen:

Ay +By+C =0

hvor A, B,C € L,. Vi lgser med hensyn til y og far

24 sziﬂ

hvor D € L,. Hvis D < 0 er der ingen skaeringspunkter, hvis D = 0 er
der et skaringspunkt, og hvis D > 0 er der to skearingspunkter.
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For D = 0 far vi:

b
($i+1,yi+1) = (;5“ - ;, '—ﬂ

B ¢ B
A
hvoraf vi ser at z;41,¥Yi41 € Ln.

For D > 0 skal vi godtggre, at begge de to skeringspunkter Q =
(zq,yq) o8 R = (zr,yr) kan udnaevnes til P;y; og have koordinater,
der opfylder seetningen. Vi far:

bB c b -B 1
(w0, v0) = (“2-;{ ~ 2 5aaYPagt ﬂ@)

/B ¢ b B 1
@) = (35~ =+ 525V0 73~ 34Y0)

Hvis VD € L, s& vil zQ,YqQ 0g Tr,Yr of dermed Zni1,Ynt1 € Ln.
Hvis VD ¢ L, s& vil zg,yg og TR, yr og dermed Zni1,Yni1 € Ln(v/D)

Bemaeerk her at begge koordinater z,11,Yn+1 tilhgrer samme legeme Ly,
eller L,(v/D). For hvert nyt punkt vi konstruerer er det alts3 tilstraek-
keligt, at udvide kaeden en gang, selvom vi faktisk konstruerer to tal.

Hvis a = 0 er b # 0, se side 41. Vi kan derfor isolere y af liniens ligning,
og indsaette dette i cirklens ligning. Da ligningerne for linien og cirklen
er symmetriske i z og y, vil dette fgre til udregninger og resultater, der
er helt analoge til de netop opnaede for a # 0.

..O-

ad 3) Skaering mellem to cirkler med ligﬁingerne:
2 +y*+diz+ey+fi = 0 og
4yt dirteytf = 0
Trackkes de to ligninger fra hinanden fas
(di —da)z + (er —e2)y + (fr — f2) =0

hvilket jo er ligningen for en linie. Skeering mellem de to cirkler kan
altsa reduceres til skeering mellem denne linie og den ene af cirklerne.
Dette tilfzelde er behandlet under ad 2). O

Vi har hermed vist, at ethvert nyt konstrueret tal vil tilhgre et legeme
L,, eller en kvadratisk udvidelse heraf.




44 ’ Konstruerbare punkter og tal

Ideen med at karakterisere de konstruerbare tal pa denne made, er at
vi nu kan benytte setningerne fra kapitel 3 om legemer pa konstruer-
bare tal. Specielt gnsker vi at benytte saetning 3.12, der siger, at hvis
et tredjegradspolynomium med rationale koefficienter har en rod i et
kvadratisk udvidelseslegeme, sa har det ogsa en rod i Q.




Kapitel 5

Vinklens tredeling - |
problemets ulgselighed

Vi skal 1 dette kapitel fremfgre beviset for, at det ikke kan lade sig gore
at tredele en vilkarlig vinkel i tre lige store dele ved brug af passer og
lineal.

Vi bemaerker, at det er muligt at tredele nogle vinkler f.eks. 90° og
180°, men det er ikke muligt at tredele enhver vinkel. For at bevise
dette er det nok at finde een vinkel, der ikke kan tredeles. Traditionelt
fgres dette bevis for vinklen 60°, og det ggr vi ogsa her.

5.1 60° kan ikke tredeles

Lad os pracisere problemet lidt:

Vi betragter punkterne P, = (0,0) og A = (1,0) i planen. Udfra
disse konstruerer vi punktet P, som skering mellem linien z =
og enhedscirklen, se figur 5.1. Vi ser, at P; har koordinaterne P, =
(cos 60°,sin 60°) = (3, 525), og at linien gennem Py og P, danner en
vinkel pa 60° med z-aksen. '

At tredele vinklen pa 60° gar ud pa at trakke en linie gennem Py, der
danner en vinkel pa 20° med z-aksen.

Satning 5.1 Vinklen 60° kan tredeles hvis og kun hvis cos 20° er et
konstruerbart tal.

45
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ay

Figur 5.1: Tredeling af 60°

Bevis:  Antag at vinklen 60° kan tredeles. S& kan punktet P =
(cos 20°,sin 20°) konstrueres som skeering mellem tredelingslinien og en-
hedscirklen. Af definition 4.2 fglger da, at cos 20° er et konstruerbart
tal.

Antag at cos20° er et konstruerbart tal. Sa er punktet (cos20°,0) et
konstruerbart punkt. Ifglge eksempel 4.5 kan vi tegne en linie parallelt
med y-aksen gennem (cos20°,0), der skaerer enhedscirklen i punktet
P = (cos20°,sin 20°). Saledes kan vinklen 60° tredeles. O

-0_

Lad os nu undersgge om cos 20° er et konstruerbart tal. Ud fra addi-
tionsformlerne har vi fglgende sammenhaeng (se appendix B)

cos 3v = 4 cos’ v — 3cos v (5.1)

Vi indsatter cos 3v = cos 60° = ; og cosv = z og far

1
'é‘ = 41133 — 3z
Dernast ganges der gennem med 2:
82° — 6z —1=0 (5.2)

Denne tredjegradsligning har netop tre lgsninger inden for de komplekse
tal. Samtidig ved vi fra ligning (5.1) at cos 20° er lgsning til (5.2).
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Lad os antage, at en af lgsningerne zo til ligning (5.2) ligger inden for
de konstruerbare tal IK. Sa vil der ifslge setning 4.6 findes et reelt
" tallegeme L, i en keede af kvadratiske legemsudvidelser fra {)

QcLic...cL,c...CcR

sa zo € L,
Vi bringer nu satning 3.12 fra kapitel 3 i spil overfor tredjegradspo-
lymomiet i ligning (5.2). Da vi har antaget at zo er rod og zo € K og

dermed zg € L, folger det af setning 3.12, at ligning (5.2) har en rod
i de rationale tal . '

Saetning 5.2 Lad P vere et polynomium med heltallige -koefficienter:
P(z) = o™ + Q12" V4. oz + ap

hvor a,, # 0.

Hvis den uforkortelige brok r = E - hvor p og q er hele tal - er rod ¢ P,
sd-gar p op 1 ap 0g ¢ gar op i .

Med denne satning undersgger vi nu om ligning (5.2) har nogle ra-
tionale rpdder. Ifglge saetningen skal eventuelle rationale rgdder sgges
blandt tallene +1, :i:%, :i:i, :i:%. Ved indsattelse ses at ingen af disse er
rgdder i ligning 5.2.

Ligning (5.2) har altsa ingen lgsninger i {) og dermed ingen lgsninger
i nogen kvadratisk udvidelseslegeme af {3. Ligningen har altsd ingen
lgsninger inden for de konstruerbare tal. Men da cos20° faktisk er
lgsning til (5.2), kan cos 20° ikke vaere et konstruerbart tal.

Hermed har vi bevist:

Saetning 5.3 Det er ikke muligt at tredele en vinkel pd 60° i tre lige
store dele med passer og lineal.
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5.2 Hyvilke Vinklei' kan tredeles ?

Vi skal nu undersgge lidt neermere hvilke vinkler, der kan tredeles ved
konstruktion, og hvilke der ikke kan. I denne sammenheng skal vi
generalisere szetning 5.1

Satning 5.4 Vinklen v kan tredeles ved konstruktion, hvis og kun hvis

cos 5 er et konstruerbart tal.

Beviset herfor er helt analogt med beviset for seetning 5.1.

Satning 5.5 Der er uendeligt mange vinkler, der kan tredeles med
passer og lineal.

Bevis:  For hvert konstruerbart tal £ € [—1,1] findes en vinkel
v = 3arccosk, v € [0,3n], sa v kan tredeles med passer og lineal.
Da 3 arccos z er bijektiv pa intervallet [—1,1], er v € [0,37] entydigt
bestemt af k£ og omvendt.

Der er uendeligt mange konstruerbare tal. Specielt er der uendeligt

mange konstruerbare tal k£ € [—1,1]. Da der til hvert af disse entydigt
svarer en vinkel v € [0, 37], der kan tredeles, fslger sztningen. a

Szetning 5.6 Mengden U af vinkler, der kan tredeles ved konstruktion
ligger tet i mengden V af alle vinkler.

Det vil sige, at for alle vinkler vy,v, € V findes en vinkel u € U, sd
v < U< vy,

Bevis: Lad v;,v; € V vare vilkarlige vinkler hvor v, < v,.

A) Antag fgrst at vy,v; € [0,37], 58 %, % € [0, 7]. Da funktionen cosz
er aftagende i [0, 7] vil
Ccos a > COs ke
3 3

Vi saetter r; = cos 4 og r2 = cos . Da de rationale tal ligger teet i de
reelle tal, findes et ¢ € ) C IK sa

ro <qg<Tmy

Af setning 5.4 fglger, at vinklen u = 3arccos ¢ kan tredeles ved kon-
struktion. Da funktionen arccos z er aftagende i [—1,1] er

M < U< v
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B) Ovenstaende argument holder for vy, v, tilhgrende alle intervaller af
formen [p3, (p + 1)3x],p € Z, dvs for %,% € [pr,(p + 1)7],p € Z.
Blot benyttes at cos z er aftagende for lige p og voksende for ulige p.

C) Hvis vy, v, tilhgrer hvert sit af disse intervaller, bemeerker vi, at der
findes en vinkel v*, hvor v; < v* < v, sa at vy,v* tilhgrer et af disse
intervaller.

Punkt B viser, at seetningen er opfyldt for vinklerne v;,v*. Der findes
altsd et u € U sd v; < u < v*. Men da v* < vz vil ogsd v; < u < vy. O

_O_

Hvad ggr vi nu med de vinkler, som vi ikke kan tredele 7 Det bedste
vi kan ggre er at finde en tredelelig vinkel, der ligger 'meget teet pa’.
Dette ggres med en fglge af vinkler, der kan tredeles ved konstruktion.

Det er en konsekvens af opbygningen af de reelle tal, at for alle r € IR
findes en fglge (g¢n)» af rationale tal, sa ¢, — r for n — oco.

Da 3 C K vil fglgen (¢.)» samtidig vaere en fplge af konstruerbare tal.
Vi har altsa, at for alle r € IR findes en fglge (k). af konstruerbare
tal, sa

kn, — r for n — oo (5.3)

Saetning 5.7 Lad v vere en vilkdrlig vinkel. Da findes der en folge af
vinkler (vy)n, der alle kan tredeles med passer og lineal, som tilnermer
v vilkarligt godt.

Bevis: Hvis v selv kan tredeles med passer og lineal, er satningen
trivielt opfyldt af den konstante fglge (v)n.

Antag nu at v ikke kan tredeles. Lad sa v vare en vinkel, hvor v #
pr,p € Z, og st r = cos § €] —1,1[. Da findes ifglge (5.3) en fglge af
konstruerbare tal (k). sa

k, = rforn — o0

Fra et vist trin i denne fglge vil alle k,, €] — 1,1[. For hvert af disse k,
findes ifglge seetning 5.4 en vinkel v,,, der kan tredeles ved konstruktion,
sa k, = cos ¥2. Vi har derfor

U, v
cos?——rcoszi—forn—»oo
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Da 3 arccos z er kontinuert pad intervallet | — 1,1 vil’

v, = v forn —

Hvis v = pr,p € ZZ, har vi at

1 for p = 6n, n €7

v pr_ )L forp=1+46n5+6n, necZ
COSg =cosgm= -7 forp=2+46n,44+6n, ncZ
—1 for p =3+ 6n, ne

Alle cos Z,p € Z er altsa konstruerbare, og dermed alle v = pr,p € ZZ
tredelelige. m]

Lad os til sidst filosofere lidt over, hvorfor der er vinkler, der ikke
kan tredeles ved konstruktion. Vi gnsker at relatere dette faznomen til
egenskaberne ved vort talsystem.

Vi bemarker forst, at tredeling af en given vinkel, svarer til at lgse
en bestemt tredjegradsligning. Hvis tredigradsligningen har Igsninger
inden for de konstruerbare tal, kan vinklen tredeles ved konstruktion -
ellers ikke.

Nu ved vi samtidig, at enhver tredjegradsligning har mindst en lgsning
inden for de reelle tal. Hvis vi kunne konstruere alle reelle tal, ville vi
altsa kunne tredele enhver vinkel ved konstruktion.

I vort talsystem er de reelle tal fremkommet ved fuldsteendigggrelse af
de rationale tal. Vi har at afslutningen af ) er lig R, og skriver = R.
Da ‘

QCKCR

far vi at L
R=QCIKCR=R
Derfor ma IK = IR. Hvis de konstruerbare tal var fuldsteendige - hvis

altsd IK = IK - ville de vere de samme som de reelle tal, og dermed
ville alle vinkler kunne tredeles ved konstruktion.

Imidlertid ved vi, at de konstruerbare tal ikke er fuldstendige. For
eksempel indeholder de ikke 7. Dette ggr, at ikke alle vinkler kan
tredeles ved konstruktion.




Kapitel 6

John G. Jensens
konstruktionsmetode

I dette kapitel vil vi gennemga en konstruktionsmetode foreslaet af John
Gjerrow Jensen i 1989.

Metoden er beskrevet af John Gjerrow Jensen i haftet ”Tredeling af
vinkler ved konstruktion”. Her pastas det, at det efter denne metode
er muligt at tredele en vilkarlig vinkel 100 procent ngjagtigt alene med
passer og lineal.

Vi vil nu fgrst gennemgd konstruktionsmetoden, og derefter vise, at
den ikke tredeler enhver vinkel korrekt.

De fglgende udregninger ggres uden at skele til det allerede givne bevis
for ulgseligheden af tredelingsproblemet, og benytter alene John G.
Jensens egne definitioner samt trigonometriske regneregler.

6.1 Konstruktionsmetoden

Nu gennemgds konstruktionsmetoden - med tilladelse fra John G. Jen-
- sen, der har Copyright pa metoden.

1) Med en lineal tegnes to rette linier, som
skeerer hinanden i et punkt O. Linierne
danner den vinkel v, som skal tredeles.
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2)

Med passer tegnes en cirkel med centrum i
O og vilkarlig radius.

Der laves to korder K; og K,. Med en
passer konstrueres en ligesidet trekant, der
har K, som den ene side, og modstaende
spids betegnes P.

Korden K, deles i tre lige store stykker pa
fglgende vis:

Gennem de to korders endepunkter tegnes
to parallelle linier. Ud af hver af disse linier
afseettes med passer en vilkarlig afstand a
ud fra K;’'s endepunkter. Pa den ene side
af korden afsattes endvidere den dobbelte
afstand 2a. Gennem disse punkter tegnes
to linier, der skeerer K; og deler den i tre
lige store dele.

Gennem punktet P tegnes to rette linier -
en gennem hvert af K,’s tredelingspunkter.
Disse linier skeerer cirkelbuen to steder.

Gennem hvert af disse to skaringspunk-
ter tegnes en ret linie gennem punktet O.
Disse linier deler v i tre lige store dele.

John G. Jensens konstruktionsmetode
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6.2 Analyse af konstruktionen

Af forrige afsnit ser man let, at konstruktionsmetoden kun benytter
lovlige konstruktionstrin. Endvidere ser man at konstruktionsmetoden
kun er defineret for vinkler i intervallet 0, 7).

Spgrgsmalet er nu, om den faktisk tredeler en wvilkdrlig vinkel i dette
. interval.

Figur 6.1: Analyse af konstruktionsmetoden

Betragt figur 6.1, hvor John G. Jensens konstruktion er udfgrt for at
dele vinkelen /P,OP,. Vi lader cirklens radius veere 1.

Vi deler tegningen i to med linien OP og havder, at tredeling af
LP,OP,, er &kvivalent med tredeling @f LP,OA idet
LP,OP;, = 3/P,0OB hvis og kun hvis ZP,OA = 3/BOA

Vi bemaerker ogsa, at |[DE| = L|P E|.

I det fglgende lader vi V = (P,OP,, v = LP,OA og z = LBOA. Vink-
len V er altsa givet, og vi skal underspge om z = tv. Betragter vi de
retvinklede ligedannede trekanter APBC og APDE gelder fglgende



54 John G. Jensens konstruktionsmetode

|DE| _ |EP| :
BC| = [CP| (6:.1)
indseettes
|DE| = 3sinv
|BC| = sinz
|EP| = cosv+1
|CP] = cosz+1

|=|OP] = cosv++/3sinv
hvor alle disse leengder er forskellige fra 0 - i llgnmg 6.1 fas

%sinv _ cosv 41 |
sinz  cosz + 1
1 .
3 sinv(cosz +1) = sinz(cosv + ) (6.2)

Af denne ligning kan vi finde z ud fra den givne vinkel v. Dette er
- imidlertid en besveerlig udregning at foretage, s& vi antager istedet, at
vinklen v bliver delt i tre, og indszetter 3z = v i ligningen.

1
gsin(3a:)(cosx+l) = sinz(cos(3z) + 1)

sin(3z) = —4sin®z + 3sinz

cos(3z) = 4cos’z —3cosz ] (se appendix B) fés

1
5(——4sin3m + 3sinz)(cosz + 1) = sinz(4cos’ ¢ — 3cos z + 1) &

. . 4 . 3 - 3
sinzcosz + [sinz — §s1n TCosT — glsm T =

3

4sinzxcos’z —3sinzcosz + Isinz o

4 4
0=—4cosz+gsinzxcosm+4c083x+glsinzx
| = cosv++3sinv

idet = cos(3z) + /3 sin(3z) fas
= 4cos®z ~3cosz +3\/§smm — 4\/§sm T



6.3 Yderligere analyse af. konstruktionsmetoden , __55

4 .
0 = —4cosz+ —sin®zcosz +4cos’z

3
+§(4 cos® ¢ — 3cos ¢ + 3v3sinz — 4v/3sin® z)sin® z

= —4cosz — gsin2xcosx+4cosax

1 . 16 .
+—fi sinzcos®z + 4/3sin s — —sin®z

3 v

og idet [ —4cosz +4cos®z = —4cosz(l — cos? z) = —4cos zsin’ z ]
fas
6 16
0 = —23—0sin2:tcos:1: + 1?sinzrl:cos:B:c—}-4\/£_$sin3.1: — 7§sin5m &
20 16 16 ‘
0 = —3 cos® + 3 cos®z + 4v/3sinz — 7 sin® & (6.3)

Da cosz,cos®z,sinz og sin®z er linezert uafheengige (se appendix

C), kan ligning (6.3) kun opfyldes for alle z, hvis koefficienterne
—-239, %,4\/5 og —1,—% alle er nul - og det er-de jo ikke. Hermed har
vi vist, at John G. :{;nsens tredelingsmetode ikke virker for enhver vin-

kel.

6.3 Yderligere analyse af konstruktions-
metoden

Vi vil nu undersgge om John G. Jensens konstruktionsmetode tredeler
nogle vinkler korrekt, og hvis den ggr - hvilke vinkler er det da.

For at besvare dette vil vi undersgge, for hvilke z ligning (6.3) er op-
fyldt.

John G. Jensens metode tredeler vinkler V' €]0,7]. I vores analyse af
metoden betragter vi den halve vinkel v = %, dvs. v €]0,%] og da z er
en tredjedel af v ma z €]0, Z].



56 ‘ John G. Jensens konstruktionsmetode
F(z) ’
1.00 7

>l
ol
a

0.00

-1.00 }

-2.00 t

=3.00 L

Figur 6.2: Funktionen F(z)

Ligning (6.3) er imidlertid ikke umiddelbar at lgse med hensyn til z,
men vi har ved indsattelse fundet at + = % og = = {5 opfylder ligningen.
For at se om der er yderligere lgsninger = €]0, Z], undersgger vi, hvor

mange ekstrema funktionen

20 1 1
F(z) = —E-cos:c-f- ?6c0s3w+4\/§sinfv—.76§sin3m

har 1 dette interval. Det gor vi ved at differentiere F'(z) med hensyn til
z og satte lig nul.

Da cosz er en kontinuert monoton funktion i intervallet ]0, £], kan vi

foretage substitutionen y = cosz,y € [32@, 1[, uden af sndre monotoni-
forholdene for F'. For overskuelighedens skyld benaevnes koefficienterne
med a, b,c og d s3

Fly) = ay + by® + e/ T g + (\/1 - y2)3
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. Fgrst differentieres F(y):

2y 2 _9y
F'(y)=a+3by?+c——2— +3d (/1 - y?) —=2—
(y) = a+ 3by e f—l_y2+ ( _ y) Wi

dernaest sattes F'(y) lig nul:

a+ 3by® = Y (c+3d(1-y%)) =

N

w2

(a+3by%)" = (ﬂ
(a2 + 9b%y* + 6aby2) (1 - y?) '
=y® ((c+3d)* + 9d°y* — 6d(c +3d)y*) <&
—9 (8% + d2) 4® + (962 — 6ab + 6d(c + 3d)) y*
+(6ab—a’—(c+3d)?)y’ +a*=0 &
Ay®+ By*+Cy*+ D=0

((c+3d) - 3dy2)) &

hvor
A = —9(0*+d?)
B = 9b% — 6ab+ 6d(c + 3d)
C = 6ab—a®— (c+ 3d)?

D = a?
Substitueres endnu engang med u = y? haves tredjegradsligningen:

A+ Bu?+Cu+D =0

og vi er ude efter lgsninger u € [3,1[. Indsattes koeflicienterne fas

4864 400
—10244® + —836—u2 — g%oﬁu + 95 - 0 (6.4)
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)
50.0 T

0.0 R . A /_\ ;U

-50.0Q L
8.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figur 6.3: Den afledede funktion F’(u)

Ved hjelp af regneprogrammet Derive har vi faet fglgende tre lgsninger
til ligning (6.4):

arctan —3C21415B§°9)
V70 cos T -3 9

o= 18 + 36
~ 0.65
arctan —‘Cn;ssiog )
V70 cos 3 + %
v = L1
? 18 36
~ 0.85
arctan (-—35214158209 )
\/ﬁcos — + %’r
us = + 19
’ 18 ' 36

14

0.08
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Som det fremgar, er u, den eneste lgsning til (6.4), der tilhgrer inter-
vallet [2,1]. : :
Substitueres tilbage fis y = £,/uz, hvor kun y = /fu; € [-‘4—5,1[.
F'(y) = 0 har altsa kun een lgsning i dette interval, og derfor har
F(y) hgjst et ekstremum i intervallet.

Da F(y) og F(z) har samme monotoniforhold, har F(z) ligeledes hgjst
et ekstremum i intervallet ]0, £] og hermed hgjst to nulpunkter i dette
interval.

Disse nulpunkter har vi allerede bestemt. De er nemligz = Z ogz = £,
der svarer til en korrekt tredeling af vinklerne V = 90° og V = 180°.

6.4 Numerisk analyse af konstruktions-
metoden

Som vi netop har set, tredeler John G. Jensen’s konstruktionsmetode -
kun to vinkler korrekt. Vi stiller derfor spgrgsmalet: Hvor meget afviger
den konstruerede vinkel fra en agte tredeling af vinklen?

Vi gnsker at undersgge metoden for vinkler V €]0, 7], det vil sige for
v €]0, 7). .

Med udgangspunkt i ligning (6.2), definerer vi for enhver fast vinkel
v €0, 7] funktionen

) v
fo(z) = 3 sinvcosz — (cosv + [)sinz + %lsinv
Ligning (6.2) er akvivalent med

fo(z)=10 - (6.5)

Hvis f,(%) = 0 betyder det, at konstruktionsmetoden er korrekt for
dette v. '

_0_

Vi vil nu for fastholdt v €]0, 5] opsgge rgdder i ligning (6.5) for z €]0, Z]
og se hvor teet rgdderne z ligger pa %.

Betragter vi den afledede af f,(2) med hensyn til =

1
fi(z) = —gsinvsinx — (cosv+l)cosz < 0
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observerer vi at, f,(z) er steerkt aftagende i intervallet ]0, Z].

Vi undersgger nu fortegn for f,(z) i endepunkterne 0 og Z. Bemeerk at
vi godt kan beregne f, i 0, selv om 0 ikke er med i det interval vi sgger
rgdder i.

' ' 1
fu(0) = %sin'v + g(cos v+ v/3sinv)sinv > 0
for alle v €]0, 1.
1 .
fv(%) = §sin v? — (cosv + cosv + V3sin v)—;-

1
+§(cos v + V3sinv)sinv

V3 1

= —~Zsinv—cosv+ —sinv + gcosvsinv

3 3
: 3 . 1.
= (smv—1)—3—smv+(§smv—l)cosvSO

for alle v €]0, 7].

Da f,(z) er en kontinuert og steerkt afta- g

gende funktion, der har modsat fortegn i 0
og %, har f,(z) netop en rod zo i intervallet

[O’ zGL : . a Xo\ ‘V/;.?

Denne rod z, opsgger vi ved bisektion [Heefelt, side 9] af intervallet
[0, £1.

Metoden bestar i at halvere intervallet I

omkring z¢ gentagende gange, indtil vi har

fundet et interval I,, med en passende lille

intervalbredde ¢. Da zy € I, har vi be- N

stemt zo med en tolerance mindre end e. I ¥ ¥o iy

Vi lader intervallets midtpunkt z* reprae- z
— in

sentere zg.
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Den absolutte afvigelse &, for vinklen v pa konstruktionsmetoden er da
_ . _
by = |z* — =
o~ 2|

der er bestemt med en tolerance mindre end €.

Den relative afvigelse for vinkelen V er .%‘L.
- 0 -

Vi har udregnet absolut og relativ afvigelse for vinklerne an=1...48
i intervallet ]0, 7]. Beregningerne er foretaget pa computer med et pro-
gram skrevet i programmeringssproget C. Det er udskrevet i appendix
D. For hver vinkel V, har vi fundet z* med en tolerance ¢ pa 10~°
radian. De matematiske operationer er pa computeren udfgrt med en

ngjagtighed pa 15 betydende cifre.

Resultaterne foreligger i tabellen side 62. For hver af de undersggte

vinkler angives den absolutte afvigelse 6§, samt den relative afvigelse

[
¥

Vi bemeerker, at for vinklerne 7 og 7 er afvigelsen 0, hvilket stemmer
overens med den analytiske undersggelse af konstruktionsmetoden.

Den stgrste afvigelse finder vi for V = 2% med en absolut afvigelse pa
0.005 radian og en relativ afvigelse pa 0.2 %.

Endelig ser vi, at tolerancen ¢ hgjst er af stgrrelsesordenen 1073 i forhold
til afvigelsen é,. Den numeriske metode til at tilnzerme zo med z*, har
altsa ingen indflydelse pa beregningen af afvigelserne.




62

Pi=3.141592653589793

V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
S Y=
V=
V=
V=
V=
. V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
\=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=
V=

Figur 6.4: Den absolutte afvigelse &, og den relative afvigelse ‘%}.
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Appendiks A

Tredeling af vinkler med
andre hjzlpemidler

Det er muligt at tredele en vilkarlig vinkel, hvis man lader kravet om
passer og lineal falde. Grzekerne benyttede blandt andet forskellige for-
mer for kurver, som ikke kan konstrueres ved brug af passer og lineal.
Af sddanne kurver kan naevnes Hippasos’ kvadratrice, Nikomedes’ kon-
koide og Archimedes’ spiral. Arcimedes tredelte ydermere vinkler ved
indskydning.

Vi skal her se, hvordan det er muligt at tredele en vinkel ved brug af
1) kvadratricen og 2) ved indskydning.

A.1 Tredeling ved brug af kvadratricen

Det var Hippasos fra Elis (ca. ar 420 f.kr) der indfgrte kvadratricen, som
den fgrste ikke-cirkuleere kurve i den graeske matematik. Det formodes,
at han indfgrte kvadratricen i forbindelse med tredeling af vinkler, men
det vides ikke med sikkerhed. Navnet kvadratrice kommer af, at Me-
naichmos (ca. ar 350 f.kr.) benyttede kurven til at kvadrere cirklen..
[Litzen, side 60]

Kurven fremkommer pa fglgende made (se figur A.1): -

Betragtes kvadratet ABCD med cirkelbuen BD, fremkommer kva-
dratricen ved at lade AB rotere om A med jeevn vinkelhastighed sam-
tidig med, at siden BC forskydes parallelt mod siden AD med jeevn
hastighed. Kvadratricen er da den kurve, der beskrives af skaerings-
punkterne mellem de to bevagede linier,[Liitzen, side 61].
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64 Tredeling af vinkler med andre hjalpemidler

B C

A IT D

Figur A.1: Kvadratricen

Det fglger da at

~BD _ BA
~ED _ ZL

Ved brug af kvadratricen kan en vilkarlig vinkel snildt tredeles:

B

D F

C Z
A - T

Figur A.2: Tredeling af en vinkel ved brug af kvadratricen

Lad vinklen v = (BAZ vare den vinkel, der skal tredeles, (se figur
A.2). Nedfeld den vinkelrette til AB gennem Z. Liniestykket BC

tredeles, og den vinkelrette til D konstrueres. Vinklen FAZ er da lig
1
3V.
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A.2 Tredeling ved indskydning
Indskydningskonstruktion gar ud pa at indskyde et liniestykke af en gi-

ven lengde mellem to rette linier og pa en sadan made, at det indskudte
stykke gar gennem et givet punkt. (Se figur A.3).

P

Figur A.3: Indskydningskonstruktion

Liniestykket ! skal indskydes mellem linierne m;og m,, og forlengelsen
af [ skal ga gennem punktet P. Pa linealen afmeerkes liniestykket | ved
endepunkterne A og B. Linealen leegges, sa den gar gennem punktet
P, og sa punktet A ligger pa linien m,, og punktet B ligger pa linien
ma.

Det er her veerd at naevne, at en drejning af linealen om P, saledes at
A bliver pa m; og B bliver pa mg, vil beskrive en konkoide.

Det var Archimedes, der som den fgrste tredelte vinklen ved indskyd-
ning af et liniestykke mellem en cirkelbue og en ret linie. Tidligere
tredelte man vinkler ved indskydning af et liniestykke mellem to linier.
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Figur A.4: Tredeling af en vinkel ved indskydning

" Lad LAOB vare den vinkel, der skal tredeles (se figur A.4). Tegn en
cirkel med centrum i O og vilkarlig radius. Indskydes liniestykket CD

séledes, at CD er lig cirklens radius og forlzengelsen af C'D gar gennem
B, da er LCOD lig en tredjedel af ZAOB.

At LCOD virkelig er lig en tredjedel af ZAOB, kan godtggres pa fgl-

gende vis:

Seet LCOD =v. Da AODC og AOC B begge er ligebenede galder der
at LOCD = 180° — 2v, men s& ma LOCB = 2v = LOBC og dermed
LBOC = 180° — 4v. Heraf ses at LAOB = 3v.




‘Appendiks B
cos(3z) og sin(3z)

Vi skal i dette appendix udlede formlerne for cos(3z) og éin(3m),
cos(3z) = 4cos’ x.—— dcosz
sin(3z) = —4sin®z + 3sinz

som de er anvendt i teksten, ud fra additionsformlerne:

cos(A+ B) = cosAcosB —sin Asin B
cos(A—B) = cosAcosB +sinAsinB

ved addition af disse ligninger fas
cos(A+ B) + cos(A— B)=2cosAcosB <&
cos(A+ B) = 2cos Acos B — cos(A — B) (B.1)
Saett'es nu A‘= B i (B.1) fas |
c0s2B = 2cos? B — 1 | (B.2)
Saettes A = 2B i (B.1) fas
cos3B = 2cos2Bcos B —cos B
= 2(2cos’ B —1)cos B —cos B
= 4cos®B—3cos B
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68 cos(3z) og sin(3z)
Fra additionsformlerne for sinus fas

sin(A+ B) = sinAcos B —cos Asin B
sin(A— B) = sin Acos B + cos Asin B

ved addition af disse ligninger fas

sin(A+ B) + sin(A— B)=2sinAcosB &

sin(A+ B) = 2sin Acos B + sin(B — A) (B.3)
Seettes B = 2A i (B.3) fas

sin3A = 2sin Acos2A +sin A ‘ (B.4)
Af (B.2) har vi
cos2A = 2cos? A— 1= 2(1 —sin? A) —1=1-2sin’ A4
der indsat i (B.4) giver
sin3A = 2sin A(1 — 2sin® A) +sin A

—45sin® A + 3sin A




Appendiks C
Linezer uafhaengighed

Det skal her godtggres at funktionerne cos z,cos®z,sinz og sin’z er

linezert uafhengige. Et argument, der bliver benyttet til at vise at
John G. Jensens metode ikke tredeler alle vinkler. Se kapitel 6 side 55

Funktionerne cos z, cos®

z,sinz og sin® z siges at veere linesert uafheen-
gige hvis identiteten : '

acosz + bcos®z + csinz +dsin®z =0 , forallez € R (C.1)

kun er opfyldt fora=b=c=d =0

Seet £ = 0, da haves

a+b=0 & a=-b

og seet = 7 da haves

c+d=0 & c=-d

dette giver ved indsettelse i (C.1):

3

acosz —acos’z +csinz —csin®z = , forallez€e R &

¢

acos z(1 — cos® z) + csin z(l —sin’z) = , for allez € R

acoszsin’z + ¢sinzcoslz = , foralleze R &

o o o o

coszsinz(asinz + ccosz) = , forallez € R
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Linear uafhangighed

70

Dette er kun opfyldt for

hvilket medfgrer at ogsa

Funktionerne cos z, cos®

d=0 og

z,sin & og sin

3

b=10

z er altsa lineeert uafhaengige.l



Appendiks D

Program til numerisk
analyse

Til beregningerne af, hvor pracist John G. Jensens konstruktionsme-
tode tredeler en vinkel, er fglgende lille program benyttet.

. #include <stdio.h>
#include- <math.h>
#define STEP 48

double Pi,A,B,C,1;
double f( double x ){ return A*cos(x)+B*sin(x)+C; }

int Sign( double x ){ if (x>=0) return 1; else return 0; }
double FindRod( double pl, double p2, double precision )

doubie m=(pl+p2)/2; /* middle of interval [pl,p2) */
if(f p13==0 3 return pl;
if { f(p2)==0 ) return 2;

if { precision>(p2-pl) turn m;
if ( Sign(f(pl)) 1= Slgn(f(m)) )
. return FldeOd( pl, m, precision);
else
return FindRod( m, p2, prec1s1on),

—}
void main( void )

B double V,v,rod,d;
int i;
Pi=acos(-

printf( "P%=415 151f \n\n", Pi );
for (i=1; i<=STEP; i++)

V= Pi;i/STEP'

y =

1= coss ;+sqrt(3)*s1n(v),

A = sin {3

B - Seosvls

C = (1*51n(v)5

rod = FindRod( o _Pi/6, 0.000000001 );
d = fabs rod-v/3

printf( V= %2i/% 1P1 Afvigelse= %8.81f Relativ afvigelse= %3.31f %% \n", i, STEP, d, (d*100)}/V );
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Betegnelse

Appendiks E

'Oversigt over talmaengder

Navn Definition Eksempler pa elementer i mzngden Mzgtighed
b der ikke ligger i mengden ovenfor
N naturlige tal {1,2,3,4,...} tallelig
Z hHele tal {...-3,-2,-1,0,1,2,3...} -5,0 tellelig
D rationale tal 1pa€z A g+ 0} 17 L tzllelig
q ' 2’3 "' 721
K konstruerbare tal lengder der kan konstrueres ud V2, V17 - \/3 ta;lleiig
' fra 0 og 1 (eller @) ved hjelp
af passer og lineal (side 94)
dvs. tal dexr fremkommer. ved gen-
tagen brug af +,-, .,: og
V- ud fra § (side 97 og 104).
; 3
A algebraiske tal (reelle) tal der er rgdder i V2 tzllelig
Eiiﬁz::ier med rationale koeffi- alle (reelle) rgdder
i x*-3x-1=0
IR reelle tal antages bekendte; ethvert punkt n, e overtzlleliqg
pa en abscisse akse svarer til
et reelt tal
[ komplekse tal {a+V~1b | a,b € R} ; svarer til rgdderne 1 x? = -1, som IR.
. punkterne (a,b) i planen Alle polynomier af n'te
grad har n redder i ¢
transcendente "R~A (eller ¢~A) i.e. tal n, e er transcendente som R
tal .der ikke er rod i noget rationalt
polynomium
en del-

Indtil dobbeltstregen er talmengder ordnet i voksende rzkkefplge, sd at en talmangde er

mengde i1 dem der stdr nedenunder.

(kilde: [Liitzen])
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