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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

1 ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER.

Reelle funktioner af en og flere variable.

Der stilles ialt seks opgaver, hvor korrekt besvarelse

af fem opgaver anses for fuldstandig besvarelse af sattet.

3 30

mandag, den 10. januar 1977 kl. 0932 - 13
Alle hjalpemidler er tilladt.

lO

Kan konstanterne a,b og ¢ samt funktionen- f:RZ~R
fastlegges saledes,. at differentialformen

w = bx(yz)2dx+bx2f(y,z)dy+(xz)2y%az
er exakt?
Angiv i bekreftende fald potentialet til w.

Funktionerne f,g:R~R forudsattes to gange differen-
tiable, og funktionen z:R%~R er defineret ved

z:(x,y)~ x£(y) + %zg(x) 7 y>o

Bestem en partiel differentialligning uafhangig af

f og g,
Fastlag

der har z som lgsning.
funktionerne £ og g sdledes, at z tillige er

lgsning til differentialligningen

Zn -

g.z.=o; X>0
Xy

Xy 6°

Inertimomentet for et legeme D i forhold til z-aksen

defineres ved

I = [[m(x,y) (x*+y?)dxdy
D

hvor m er massefordelingen over D. Beregn da inertimo-

mentet for legemet D bheskrevet ved:
D er en kvadratisk plade med kantlangde 1

placeret vinkelret p& z-aksen, der tillige _1
2

rgrer i pladens ene higrne. m(x,y)=(x2+y?)

En funktion f£:M~R, hvor M = {(x,y)Ixy>-1}, er defi-

neret ved

Y *0

l-1n(l+xy)
f:l{x,y)~ { Yo

X y=o

Udregn for y#+o0 de partielle afledede af fgrste orden
til £, og vis, at f er differentiabel i hele M.
For n€N er Dn=((x,y)|l<y<nAo<xy<l}.

o frtemnnd
Udregn da integralet ~

[J£(x,y)dxdy "
D )
Idet D = {(x,y)|x>0ay>laxy<l}, skal det undersgges,

om integralet

[ff(x,y)dxdy er konvergent.
D

Vis, at differentialligningen
(*)  (x-y)+(x+y)y' =0
ikke vil have en integrerende faktor, som kun afhanger
af den ene variabel. Opstil den betingelse som u:gR2~R
méd opfylde, hvis den skal vare integrerende faktor til (*).
Vis, at funktionen @(x,y) = (x*+y2?)7! tilfredsstiller denne
betingelse.
Lgs ved brug heraf (*), sdledes at punktet (1,0) tilhgrer

lgsningskurven.

En funktion f:[-7,71]J~R er en ulige funktion.
Angiv fourierrakken for £ og redegpr for udseendet af
denne razkke samt for centrale dele af teorien for fou-

rierrekker.

Redeggrelsen gnskes belyst med eksempler.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

Reélle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles ialt seks opgaver, hvor Korrekt besvarelse
af fem opgaver anses for fuldstandig besvarelse af
sattet.

mandag, den 27. juni 1977 kl. 0922 - 1329,

Alle hjzlpemidler er tilladt.

Vis, at integralet

1

dxdy
D 1+ (x+y)"

hvor D er fgrste kvadrant, er konvergent, og udregn

integralets verdi.

Inden for gkonomi arbejdes med forskellige makropro-
duktionsfunktioner af formen z=f(x,y), hvor
f:Ri~R+..Disse beskriver den samlede produktion z
som funktion af landets samlede kapitalapparat x og
arbejdsstyrken y.

To af disse typer er

Py17P

z = ax (Cobb-Douglas typen)

-
(ax P+y7P) /P , (CES-typen)

A

hvor a og p er positive konstanter. Vis, at begge
typer er lgsning til samme partielle differential-
ligning af fgrste orden. (Det anbefales at betragte

lnz).

Massetatheden for et omrdde D i xy-planen betegnes
p{x,y}. Tyngdepunktet (a,b) for D beregnes, da af

. ;
a = =5y {jxp(x,y)dxdy
b = -

mD) g]yp (x,y)dxdy R
hvor massen af D bestemmes af m(D)=[[p(x,y)dxdy.
D

Beregn da tyngdepunktet af det homogene omrade D,
der begraznses af akserne og en kurve med parameter-
fremstillingen

(x,y) = (cos®t,sin’t) o

A
ot
it A
[N



Funktionen f:R%~R er defineret ved

1 exy_
xy(e 1) x#0Ay*0O

fx,y)= .
X=0Vy=0

Vis, at f er differentiabel i hele R?

Vis, at differentialligningen
(*)  (x-yVxi+yDy' = y+xVxi+y?
ikke vil vare exakt.
Vis derpd, at funktionen :RZ~R
1

@: (x,¥y)~ 2. 2 ¢+ (xyy)#(0,0)
x°+y

vil vere integrerende faktor til (*).

Lg¢s differentialligningen, og opskriv (f.ex. ved
polare koordinater) den lgsningskurve, som gar
gennem (1,0).

Bestem fourierrzkken til funktionen sin% i
intervallet [-w,7],og benyt denne razkke til
at beregne

§ 1" 4n+2
n=o (4n+l) (4n+3)

Roskilde Universitetscenter

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

Reelle funktioner af en eller flere variable

Der stilles ialt 6 opgaver.

Eksamen afholdes d4. 5.1. k1. 9.30-13.30.

Alle hj=zlpemidler er tilladt.

Opgavesattet kan beholdes.




OPGAVE 1.

Vis, at funktionen f:R%-R, defineret ved
£(x,y,2) = Vixyzl

er differentiabel i (0,0,0).

Angiv ogsd et punkt, hvori f ikke er differentiabel.

OPGAVE 2.

Vis, at funktionen f:R®-R, defineret ved

f(x,y,2) = %ax2+by2+bzz+byz+(a+b)x

ikke kan have strengt lokalt extremum i (0,0,0) ligegyldigt
hvordan a og b er valgt.

OPGAVE 3.

Vvis, at funktionen f:Ri*R, defineret ved

2 2 .
fix,y) = %x - f xt yl tdt, X>0, y>O0
(o]

har et stationart punkt i (1,1).

OPGAVE 4.

Om en C'-afbildning £ = (f;,f,):R?-+R?
antages det, at

u+y? = x?+y?
ux+vy = o,

hvis (u,v) = £{(x,y).

Bestem Jacobimatricen, £7(1,0), i begge fglgende tilfalde:

a) £(1,0) (c,1)

b} £(1,0) (0,-1)




OP&AVE &

OPGAVE 5. Vas ot fplﬁau\d.e @»e Lnteo/\alar W AGmng

For et éivét sat af konstanter a, b, c og r defineres

2
kurven K som lgsningsm@ngden til ligningssystemet, be=~ jf lnr sw 9&(&9 -
stdende af de to ligninger: : [v)
9 (x-a) 2+y?+9z2 = 2r? -U 2w xzyz - dx dy e
. +*
%245 (y-b) 2+4z% = %irz E ! .
2.
, _”[ rsn 6 dedodé
med de tre ubekendte x, y og z.
m ol dadyae
XBp e
Vi interesserer os nu for de sat {(a,b,c,r), for hvilke
fglgende betingelse er opfyldt: P= {(V‘|0)l o<r $smb, 0£6< 211}
= Ly g L (0,01
* = - (4]
) Kurven K har punktet P = (1,0,1) f=zlles E g(x,\ﬂ‘ T (9 k\i }
med den kugleoverflade F, som har centrum F= Q( %% 9)‘0(}‘ < S-w-e csq< ir,c 5 6 < IC}
i (a,b,c) og har radius r. G = { (x‘q‘,_)i “‘K\ ~ 2 " e y® }\{(oo o)}
1. vis, at (¥) er opfyldt, hvis (a,b,c,r) = (2,-2,-1,3). 0 .
! _ YRR e T DQﬁSMMdem,ertnﬂuZ%,at
Vis, at der i dette tilfalde endvidere gzlider, at kurve-
tangenten i P ligger i tangentplanen i P for F. y E
nﬂRL 4
2+ y* 3
2. Vis, at der til hvert r svarer pracis et sat (a,b,c) ot
sdledes, at (*) galder, hvis (a,b,c,r) ligger i en %9 2 2 .
omegn af (2,-2,-1,3). Pracisér selv dette udsagn yder- Xy e mk{,smlxel v & '
2, .4
ligere. X+ ytre -
3. Fortolk resultatet i 2 som et udsagn om beliggenheden .

af de centre for F, for hvilke (*) er opfyldt.



Skriftlig eksamen i reelle funktioner.

TORSDAG DEN 8. JUNI 1978

KL. 9.00 - 13.00

Alle hjelpemidler er tilladt.

Der er ialt 5 opgaver.

Der tillagges hver 25 points, altsd ialt 125 points.

Sattet anses for tilfredsstillende besvaret,

hvis der opnds 100 points.

Opgave 1.
Funktionen f: R2-R er defineret ved

xy sinf; for x + 0 Ay $0
f(x,y) = ’

0 for x = 0 v y =0

Afggr hvilke af de fglgende udsagn a) - e) der er sande.

er differentiabel i (0,0)
er kontinuert i (0,0)
har partielle afledede i (0,0)

.

har partielle afledede i en omegn af (0,0)

[L B © VRS B o S 1
FhooFh Hh Hh b

har kontinuerte part. afl. i en omegn af (0,0)




Opgave 2.

a: Vis at (a,b,q) = (0,2m,1) er 1lgsning til ligningssystemet

n
o

b
1 < t
T ja sin(2ng 7)dt

"
—

b
1 t
—5;([ cos (2ng ) dt
a

b: Vis at lgsningerne i en omegn af (0,2w,1) kan fremstilles

ved en parameterfremstilling af formen
(a,blq) = (a,9(a) , lIJ(a))

hvor ¢ og § er C'-funktioner defineret i en omegn af 0.

c: Bestem @' (0) og yY'(0)

Opgave 3.

Funktionen f£: R*~» R er givet ved
£(x,y) = %a2b2x2+ 2c2xy + (b+c)y? + (4a2-b2-3c?)x.

Det antages at " £ har (0,0) som stationart punkt.

Betragt herefter fglgende muligheder: *
A: f har strengt minimum i (0,0)
B: f har minimum i (0,0), men ikke strengt minimum ¢
C: f har strengt maximum i (0,0)
D: f har maximum i (0,0), men ikke strengt maximum
E: £ opfylder hverken A,B,C eller D
1) For hver af de to muligheder A og E g¢gnskes angivet et

set (a,b,c) for hvilket den pdgszldende mulighed reali-

seres.
2} Vis at B indtreffer for (a,b,c) = (1,1,1)
3) Med M betegnes ma&ngden af st (a,b,c) for hvilke B

indtraffer.

Vis at der findes en omegn w af (1,1,1) og en kurve K

gennem (1,1,1) s8ledes at den del af M, som ligger i o,

ogsa ligger p3 K, dvs. Mhw < K. Der skal ikke tages

stilling til om hele kurven kan bruges til at realisere

B.

s,
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Opgave 4.

For hvert par (p,qg) € R? er der givet to ellipsoideoverfla-

der E og F Disse har ligningerne

pP,q p.,q’
(E :) x2 y2 2
+ + z = 3
P,qg ? q—z
(F ) x? 2 2 _ 21
P,q ? + %7 + z = T

{Bemark rakkefplgen af p? og q? i navnerne)

De to ellipsoid keri - NF bete s C .
(o] ipsoiders sk&ring, Ep,q P.q gne P,q

1) Bestem et sat (p,q) sdledes at (1,2,1) ligger pa

skaringskurven C .
P,q

2) Bestem for dette valg af (p,q) en parameterfremstilliné

for kurvetangenten i (1,2,1)

3) Vis at der findes en kurve K med fplgende egenskab:
NAR (p,q) LIGGER PA K VIL PUNKTET Pr = (r?,2r,r)

IGGE P& C .
L p,q

4) Bestem tangenten til K i et punkt efter eget valg

16

Opgave 5.

I et x,z-koordinatsystem er der anbragt to ellipser E,

og E,;, som i polare koordinater har ligningerne:

jfr. fig. 1, 2 og 3.

Med D betegnes den skraverede mazngde p& fig. 4.
Den udgpres af det omrdde, som ligger mellem de to ellipéér

og mellem linjerne OA og OB, der danner vinklerne henholdsvis

<
o og B med x-axen, idet der skal gzlde 0§a<8=%

Med H betegnes den m@ngde, som fremgdr ved en rotation af

D om z-axen.

1
Bestem Jf §7I§TIET dx dy dz.
H




o1e

Skriftlig preve i1 MATEMATIK,
emnekredsen "reelle funktioner

af en eller flere variable",

onsdag den 6. juni 1979, k1. 10 - 14,

Opgaveszttet bestar af fem opgaver. Opgavesattet
regnes for fuldstendigt besvaret, dersom fire af de

fem opgaver er korrekt besvaret.

Ved preven er alle hjzlpemidler tilladt.

=



OPGAVE NR. 1.

©0

Lad £(x,y) = S (1 -e"t/%y oty %- at , x>0, y>O.

a)

[<}

Ger rede for; at f har partielle afledede med hensyn
til x og y og at

P -
g T(x3) = ;(;%;7 )

2

55 £(x,y)

Indfer nye variable u = Srogvo=x.

b)

c)

a)

Bestem den mzngde som (u,v) gennemleber, ndr (x,y)
gennemlgber ]O,oo [2 .

Udtryk x og y ved u og v..

Vis at de partielle afledede af funktionen (u,v) = £(x,y)

_er henholdsvis % og O.

Slut af ¢) at f m& vere af formen

£f(x,y) = In u + konstant = 1n Z%X + konstant.

Vis endelig (f.eks. ved at benytte uligheden 1-¢ 2 < a

 som gzlder for alle a) at £f(x,y) —> 0 for x—> o , y fast,

og vis derved at f(x,y) = 1ln §§X .

20

OPGAVE NR. 2.

Betragt funktionen £(x,y) = xy - sin %%X , defineret for x # O.

Indfer videre en mzngde

a)

b)

c)

na
=]

]
\4
o
|

V=Y
H*—’

Moo= {(x,y)e R? ’ x|

Gor rede for, at ndr x # O s& er f(x,%) 20 og
f(x,—-%) <o0. Benyt dette til at vise, at til ethvert

x> 27% findes mindst et y s&ledes at (x,y)e M og f(x,y)=0.

Vis at funktionen y > f(x,y), |y|§ % , er strengt voksende,

1
for ethvert x> 272,
Ger rede for, at betingelserne

£(x,y) = 0, (x,y)e "

entydigt fastlegger y som en differentiabel funktion af x,
og udtryk den afledede af denne funktion ved almindeligt

kendte funktioner af x og y (det bliver ikke noget "pant").

OPGAVE NR. 3.

Bestem den sterste og den mindste verdi af x2+y2, nar x
og y er reelle tal som opfylder
2x2 + 323Xy + Ey? =4 . .



21 22
OPGAVE NR. 4. o OPGAVE NR. 5
. 2
Lad A(u) betegne arealet af figuren ){(x,y) €R l s(x,7y)su } , I det felgende betegner ¢ en positiv konstant. Tad
u>0, hvor g(x,y) = |x| + 4|y| , (x,y)e]RE. D = { (x,y7)€ 5 | o< y<x }
a) Beregn A(u), og vis at A'(w) = u . St
u = 1 - e—C(X_y)
-1 -c(x+y)
b) Udregn hvert af integralerne Vs - ° )
u‘ £(g(x,y)) dxdy og a) Gor rede for at der siledes defineres en bijektiv afbild-
" N ning (x,y) > (u,v), (x,y)eD.
L~
g 2(u) A7 (w) du ¢ - Xf(u) a.du ) Hvad er billedmengden ?
© [ Bestem den totale afledede af afbildningen.
. . . 2 _-2¢x
for nedenstdende to valg af funktionen f: [0,+®] — EO, toof Vis at funktionaldeterminanten er 2c” e )
1°. f(u) = &Y . : b) Udregn dobbeltintegralet
2 <ug
2. e - u® for O0fusg1l ﬂ‘ (1 - e-c(x+y) )4 ¢ 1- e—c(x—y) )2 &~ 20X axdy .

0 for udl. )

ey



ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en og flere variable

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-

dig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

onsdag, den 6. juni 1979 k1. 1022 - 1429,

Bestem konstanterne a,b€R sdledes, at

w = (—2ax3+axy+yb)dx+(axy+xb)dy

er exakt.

Beregn derpd potentialet f i punktet (x,y), ndr £(1,l)=o.

Bestem talvardien af integralet

v
I x2-x2
o lnx

dx o<a<b

ved at udregne integralet

IID x¥ dxdy

hvor D = {(x,y)€R?|o<x<lra<y<b}

Fastlag funktionen f:R+~R s&ledes, at funktionen u

giveét ved
-x2/4t
u(x,t) = f(t)e

opfylder varmeligningen

Vis, at afbildningen f:R2~R defineret ved

—X (x,y)#(0,0)
(x2+y2) 2
f(X'Y) =
o (x,y)=(0,0)

ikke er kontinuert i (o,0).

(opgave 4 fortsattes)
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3f 32 f 2
3% og ——; eksisterer for alle (x,y)€R°, samt

3x

Vis, at

at £ for alle (x,y)ER? opfylder Laplace's ligning

2 2
a°f + 3° f
2 dy?

=0
ax

S. Angiv den fuldstendige lgsning til differentiallig-
ningen

xcosy dx + (l+x?)siny dy = o

6. Bestem rumfanget af den punktmzngde i R’ som bestemmes ved

1

(x,y)€D , 03z8 ————r
x? (x2-y?)

og D = {(x,y)€ER*Ix>onx?~y221}.

26

OPGARVER  TIL SkRIFTUG
PRoVE | MATEMATIK
(Rolle fublinac op v elles flor canichle)
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Gpguse L.
‘7&.0(3?:4?2—>//€2 var givel wed
f( 3) = (exng eXMy).

B %MWWﬁf@pe.

9&-0( (i MW Jﬂém o ('\’,3)‘/34““-%

/ww( %m*w - (=1, ‘1)) (2, -1) °s (2,1).
- Bosln arall of Gldd  f(T) af T

_'WC “%Zd‘“"‘é"‘” f

‘Oé;cw{, J.
30‘*4-% o, Rokiniotly Oemﬂ‘tan. f R*— R
ot e

f(}«,j) -

2° Gir weds ad 17 e

/

M
.‘(xg) = (2] follagpr ailedime.

e’ 1

J?("fi) = 5

ki




: . A ﬁ— : o &4@& - %OWW,,%M g : ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
e aﬁm@r&%ém {(xg)eﬂ?”(i—g({]
o O&P %&e: Skriftlig eksamen i.matematik i emnekredsen

3 4 Reelle funktioner af en eller flere variable.
. L X 2
fc»cg) = e - (x - 2y’ )

Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for
fuldst®ndig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

00 _ 4,00

- 14

T onsdag, den 4. juni 1980 k1. 10

é“d P M?/W. 2 gm » A A . Alle hij=zlpemidler er tilladt.

{(xg,z)elk , x20, 3>o z 20, A’+9+2 1}

cﬁr d’éwﬁﬁm . o

f(x’g,z) =.'i_ Xy t yz + =2x .




1.
¥
'
2.
3.
A"J
[

En funktion f:R%*~R er givet ved
£(x,y)=2(1-xy) 2+x2+y?

Undersgg, om f£f har lokale ekstrema.

Bestem derpd stgrste- og mindste verdi for £
pa& mengden

D= {(x,y)] IxI22 A 03y%2 A Ixyl52)

Bestem den mengde DSR2, hvor dobbeltintegralet

I = I in(x*+y?) dxdy a>l
(x2+y2) ©

vil antage sin stdrste vardi. Udregn integralet
over denne mengde D og fastlzg o sdledes, at
I = 41 '

Vis, at funktionen @:R®\{(0,0)}~R defineret ved

_‘ 2+2
’ o(x,y) = In (1+x"+y°)
. . x2+Y2

vil have en graznsevardi a for (x,y)-(0,0).
Suppleres funktionen med ¢(o,0)=a, vis da,

at ¢ er kontinuert p3 hele RZ.

Afger tillige, om ¢ er differentiabel pd hele R2.
[Det forudszttes bekendt, at

In(l+z) = z - %zz+%zz-.... for lzi<l].

(opgaven fortsattes)

(opgave 3 fortsat)

Gor endelig rede for, at relationen

@w(x,y) = %lnB

i en omegn af (x,y)=(1,1) entydigt fastlagger y som
funktion af %, og bestem y'(x) (udtrykt ved x og y).

Beregn rumfanget af legemet

3
{(x,y,z)ll<xy<3 A l<x<2 A 0O<z< ———3LJL———-}
- . (x2+xy-1)2

Idet funktionen g:R3~R er defineret ved
gl{x,y,z) = —xysin(gz)+zsin(g(x+y))+x2+%y2+l
skal det vises, at der ved g(x,y,2z)=o i en omegn af

(1,2,1) er defineret en funktion z: (x,y)~z(x,y) -
Undersgg, om z har lokalt ekstremum i punktet (1,2).
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1°  En funktion f:R2~R er givet ved
ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
O
Fx,v) = 4 22X
(L+x2+y?) 3
Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen Redeg@r for, at £ vil have sdvel én stgrste -
Reelle funktioner af en eller flere variable. som en mindste vgrdl, og beregn disse Verdlgr.
(I bilaget er skitseret den del af funktionens
graf, som afbildes af [-1,1]x[-1,11)
Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses
for fuldstandig, hvis fire opgaver er korrekt be-
svaret. °
2 En mengde M i R® er beskrevet ved, at
-xZy £x
00 00 Xz-zz
torsdag, den 8. januar 1981 kl. 09— ~ 1322, ) 02 zg (1) » o>l

{(1+x2+y2) @
Med V(a) betegnes volumenet af M.

Alle hjzlpemidler er tilladt.
a) Redegg¢r for, at V(a) eksisterer for a>2.
b} Vis, at man for o>2 fir, at

_ 1
Via) = T{a=2)

3° En funktion @:R2~R er defineret ved

w(x,y) = (1+x?)sinhy - x?tghy - sinhx
a) Redeggr for, at

@w(x,x}>0 og w(x,-x)<0, nar x€R_
samt, at

©(x,x})<0 og w©l(x,-x)>0, ndr x€R_

b} Vis, at afbildningen y~p(x,y) for hvert x vil

vaere strengt voksende. (opgaven fortszttes...)
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d)

a)

b)

a)

b)

¢) Redegor pd baggrund af a) og b) for, at der

ved relationen

o(x,y) = o .
for ethwvert x entydigt fastlagges en differen-
tiabel funktion y (x)

Udregn til slut y(o), y' (o) og y" (o).
(I bilaget findes definitioner pd de hyperbolske
funktioner)

Et parameterskift (u,v) = ¥Y(x,y) er givet ved

X
u = e"coshy (x,y) €R?

X _ .
v e“sinhy

Gg¢r rede for, at ¥ er injektiv og bestem billed-

mzngden ved Y.

Udregn derpd funktionaldeterminanten for ¥ samt
dobbeltintegralet

JJ(1+excoshy)"3 e?Xdxdy

R? '

(I bilaget findes definitioner pad de hyperbolske
funktioner).

En funktion f:R?~R er defineret ved

isinh(xy) X 0
f(X:Y) =
Yy X =0

Vis, at f er kontinuert pi hele R2.
Redeggr for, at
v = " _l!
fx(o,y) = 0o og fxx(o,y) =3y
og for, at f er differentiabel pi hele RZ.

(I bilaget findes definitioner pd de hyperbolske
funktioner).

7 (7
D s
KR
‘ SN0

2_,2

f(x,y) = 4 —X¥
- (1+x2+y?) ®

Om de hyperbolske funktioner kan oplyses fglgende:

_ 1,z -z, _ z? z$ z’
sinhz—i(ee )—Z+~3-T+-s—-:—+?-+ .....
1 _ 2 y 25
coshz = E(ez+e 2y = 1+ %T + %T L R

2z
tghz = 51ngz - e2 1
coshz z,,
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for

fuldstendig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

onsdag, den 3. juni 1981 kl. 0922 -~ 1382,

Alle hj=lpemidler er tilladt. °

En funktion @:R2~R er defineret ved
©(x,y) = (x+b) (x+ay) *+3a® (y-1)2-27cxy

hvor (a,b,c)€ER3.

a) Fastlag talsattet (a,b,c), siledes at punktet
(0,1) er stationart punkt for o.

b) Bestem samtlige talsat (a,b,c) sdledes, at
punktet (0,1) tillige er strengt lokalt minimum a

for .

mezngde i Rj, som er fastlagt

Bestem rumfanget af den
ved

(x,y)€ED A o 2z % x*-y"
hvor

D = {(x,y)€R?I1<x?~y? <4AVIT<x*+y*<5}

En afbildning f:R*~R er givet ved

£(x,y,2) = z°-x+3xy?-3yz?-6.

a) Fastlag samtlige punkter (a,b,c), hvor der ved
relationen
fi{x,y,z) = o
i en omegn af (a,b,c) entydigt er fastlagt en
funktion i
z = P(x,y).
b) Bestem derpd de punkter (a,b,c), som tillige
opfylder i
z;(a,b) =1 og z;(a,b) =1
c) Udregn med de fundne vardier af a,b og ¢

z''(a,b).
YY




o

beregnes

_3/2
I, ‘JJ x (1+x24y2) - dxdy

) X
) J3/,
I, = IJ (1+x%+y?) dxdy

K

5 En funktion g:R?~R er defineret ved

x2+2 2

2x2+ y? (x,y)*(c,0)

g(x,y) =

o (x,y)=(0,0)

a) Vis, at g er kontinuert og differentiabel

overalt i RZ.

b) Vis videre, at

t = ’ -
gx(o,y) 2y og gy(x,o)
samt

t N s
g;x(o,o) ¥ gxy(o,o).

Idet K = 10,1[x]0,1[ skal fglgende integraler

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Funktioner af en eller flere reelle variable.

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

fredag, den 5. marts 1982

kl. 1022 - 14 99,

Alle hj=zlpemidler er tilladt.
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En funktion f:R?~R er defineret ved - )
k(x,y)= J (e—(x-y)t—e—(X+y)t)§%2£dt

f(x,y) = (4-x?-y2)e~X"Y R

a) Bestem de stationzre punkter for f. a) Vvis, at

_ b) Afggr derpd om f vil have lokale ekstrema. k(x,0) = o samt at
' _ 1 - 1
kx (x,y) = (x+y)Z +1 (x-y)+1
En afbildning g:R2~R er defineret ved 1 1

ky(x,¥) = 7737 F mpEET

3y-2x~-1+sin (x+y)

g(x,y)
a) vis, at Der indfgres nu de nye variable
14
u=3x+y 0g V = X~y

(x,y) £ 0o ndr y = x
g 3 som overfgrer K i Ri
dg, at
2 2 b) Vis, at funktionen, hvorved
g{x,y) 2 o nadr y = 3X+3-

(u,v)~k(x,y)

b) Vis derpi, at der ved relationen har de partielle afledede

g(x,y) =o 1 . -1
w+1l °9 vIiI
entydigt fastlagges en differentiabel funktion y = ¢ (x).

c) Benyt dette til at vise, at

c) Udregn ' (x) (udtrykt ved x og y) samt bestem vardi- k(x,y) = Arctgu-Arctgv+c
mengden for ¢'. a-v
= Arctgm + C

Arctgﬂ—ikyr + C

d) Vis endeligt, at ¢ vil vare en bijektiv afbildning
af R p3d R.

samt, at ¢ = o.

En mezngde KSR? er defineret ved
. I opgaverne 4 og 5 benyttes punktmengden
K = {(x,y) Ix>0A-x<y<x } P9 J ! P g
H = ER? [x+y2
o¢ en funktion k:K~R er defineret ved, at Lix,y) Ix+y2o}
samt funktionen @:H~R defineret ved

gp(x,y) = _XM)L
(opgaven fortsattes) (34y) 5 + %%



Et omrdde DpcH afgranses af linierne

Xty = n ,X=0 ,Y =0
ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

samt x+y = 2n
AY

Udregn da integralet

In = Jf @(x,y)dxdy Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
D . .
n Funktioner af en eller flere reelle variable.

og vis, at . .
Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for

. 1
iig In = [3 in2 fuldstandig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

le

Undersgg om funktionen ¢ vil have st@grste- og mindste-

- eo
verdi pd H, og bestem i givet fald vardierne. *

mandag, den 10. januar 1983 k1. 1022 - 14

Alle hjzlpemidler er tilladt.



f:R*~R er defineret ved

En funktion .

fix,y) = x+y+(y—x2)’.

a) TUndersgg fortegnsvariationen for f langs
--- kurverne y=x2? og y=-x
b) Vis, at funktionen y~f(x,y) (dvs for fast x)

er monotont voksende.

¢) Vis pd denne baggrund, at der ved relationen

f(x,y) = o
entydigt fastlzgges en differentiabel funktion
y=¢(x) . ’
d) Udregn (1), ¢'(1) og y''(1).

En funktion g:R%~R, som er to gange kontinuert,

differentiabel, kaldes harmonisk, s&fremt

ey [ I,
ng gyy °

Bestem de funktioner Y:R~R som sikrer, at

gx,y) = ¢v(y/x), x>0

er en harmonisk funktion.

En funktion @:R2~R er givet ved

@(x,y) = (17-x%-y?) (xy-4)

a) Bestem samtlige stationare punkter for o

b) Fastle®g derpd de lokale ekstrema for o .

Idet m=zngden
Ci1y = {(x,y)€Rilx2+yzfl7}
skal man fastlzgge den mengde CcC,,,

hvor integralet (¢ er defineret i opgave 3)

j[w(x,y)dxdy

vil antage sin stgrste vardi.

Udregn derpd denne vardi.

Bestem det talsat (a,b), hvor integralet

1
[ (at®+bt - 3(1—%t2)_%)2dt
o
antager sin mindste vardi.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Funktioner af en eller flere reelle variable.

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstazndig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 10. januar 1983 kl. 1022 - 1422,

Alle hjelpemidler er tilladt.

En funktion f£:R?~R er defineret ved
£lx,y) = x+y+(y-x?)?3.

a) Undersgg fortegnsvariationen for f langs

kurverne y=x? og y=-x

b) Vis, at funktionen y~f(x,y) (dvs for fa
er monotont voksende.

c} Vis pd denne baggrund, at der ved relati
f(x,y) = o

entydigt fastlagges en differentiabel funktion

y=(x).
d) Udregn (1), ¢'(1) og ¢''(1).

En funktion g:R?~R, som er to gange kontinu
differentiabel, kaldes harmonisk, sdfremt
1 [ R
Ixx T Iyy °
Bestem de funktioner Y:R~R som sikrer, at
gix,y) = v(y/x), x>0

er en harmonisk funktion.

En funktion ©:R?*~R er givet ved
w(x,y) = (17-x2-y?) (xy-4)

a) Bestem samtlige stationzre punkter for
b) Fastlag derpd de lokale ekstrema for ¢

Idet mengden
Cy7 = {(x,y)ERilxz+y2517)

skal man fastlagge den mangde CcC,,,

hvor integralet (v er defineret i opgave 3)

[{w(x,y)dxdy
C
vil antage sin sterste vardi.

Udregn derpd denne vardi.

st x)

onen

ert,

®
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En differentialform w er defineret ved

x3

w = h{x,y)dx + ————— 3y
(x2+a2y2) 2
hvor a€R og hvor h er en vilkdrlig kontinuert differen-
tiabel funktion for (x,y)*(o0,0).

Fastlag en funktion h, siledes at differentialformen
w bliver exakt, og udregn derpd integralet

o

c
hvor ¢ er en vilkarlig lukket kurve omkring. (o,o0).

5¢C

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Funktioner af en eller flere reelle variable

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

tirsdag, den 7. juni 1983 kl. 1092 - 1499,

Alle hjelpemidler er tilladt.




1.
.

2.

3.
5

En funktion f : R2 ~ R er defineret ved

2 2
f(x,y) = __EXiE_iZ_lT__
(x2+y2)® + ~/2

Vis, aﬁ f wvil have sdvel en stgrste - som en mindste-
verdi pa Rr? og beregn disse vardier.

Beregn rumfanget af mangden

‘ 22
{(x,y,2) x>0 A x2-y2 > 1 A0 <z <=2 _}
. - (x2+y2)3

To funktioner G,g : Ri ~ R er defineret ved

3

]

dt
G(x,y) "
5 x%cosh?t + y?sinh’t

og
-1

{ dt
i (x?cosh?t + y?sinh?t)?

gi(x,y)

og a(l,l) = L samt, at rela-

vis, at G(1,1) = >

tionen

SE]

xG)’((‘x,y) - ¥G (x,y) = 2xyg(x,y)
er opfyldt i hele Ri .

Udregn p& denne baggrund integralet (dvs g(x,y))

@

J dt
5 (x%cosh?t + y?sinh?t)?

En

a)

b)

c)

a)

b)

c)

52

funktion ¢ : R3 ~ R er defineret ved

o(x,y,z) = z° + 6x%z - 8y® + 24xy + 6z .

Vis, at der for alle x€R gazlder, at
o(x,y,2y) 2 0 og @(x,y,-2y) < 0 for

y>0 og at

o(x,y.2y) £ 0 og @o(x,y,~2y) > 0 for

y<0.

Benyt dette samt funktionen @;(x,y,z)
til at vise, at der ved
Q(XIYIZ) =0

2

overalt i R®° er defineret en funktion =z =

Unders¢g, om z vil have lokale ekstrema.

differentialform w er defineret ved

= 2. =2xydx +(x?-y2-1)dy
(x2+y2_l)2 + 4y2

w

Fastl®g den me&ngde P < Rz, hvor w ikke er
defineret.

Vis dernast, at w er exakt p& rR%p .

Vis endelig, at funktion h : C ~ R, hvor
C c Rz, givet ved

hix,y) = arctg——gx——;

for passende valg af C, vil vare en potential-

funktion til w .



ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt be-—

svaret, hvis besvarelse skal anses for fuldstandig.

fredag den 6. januar 1984, kl. 10.00 - 14.00.

Alle hjzlpemidler er tilladt.

1.

En

a)

b)

En

a)

b)

c)

w
o

funktion g:R2~R er for alle a,beR defineret ved, at
g(x,y) = (yP-ax)2-b(y-x) 3.

Fastlag de talszt (a,b), hvor (x,y)=(2,1) bliver et stati-
onart punkt for g.

Undersgg for hvert af ae fundne talsat (a,b), om punktet
(x,y) = (2,1) er (svagt eller starkt) lokalt ekstremum for

g.

Lo

funktion f:R2~R er defineret ved, at
f(x,y) = (y3+x)3+2(y—x).

Unders¢g fortegnsvariationen for f langs kurverne

X =y og x = -y>.

Benyt dette samt funktionen fy til at godtggre, at der ved
relationen

f(x,y) = o0
overalt i R er defineret en differentiabel funktion y =@ (x}.

Vis, at punktet (x,y) = (-3,1) tilhgrer grafen for ¥, og ud-
regn tillige ¢' (-3) og @"(-3).

Funktionen f:R2~R er som defineret i opgave 2. Fastlag da rum-

fanget af det omrade, der afgranses af

X>0 R xl/3<y<(2—x)l/3 -

o<z<f(x,y).



hod

+“

Idet D = {(x,y)!x*+y? S a?}, a€R

betegner ¢ komplementarm@ngden til D i R?,

Fra ethvert punkt (x,y)€C trakkes de to tangenter
til randen af D. Disse to tangenter danner vinklen
20 med hinanden , [hvor ¢ 3jo afh®nger af punktet
(x,y31.

Vis da, rumfanget af mengden

{x,v,2) V(X,¥)EC A o<z<tgy - o}

eksisterer, og angiv rumfangets verdi.

Bilag til opgave 2

Dette viser den del af funktionen f's graf, der har definitions-
mengde [~3,3]x [-1,1].




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt be-

svaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

fredag den 17. februar 1984, k1. 10.00 - 14.00.

Alle hjzlpemidler er tilladt.

Funktionen ¢:R3~R er defineret ved
w(x,y,z)=3xy223+-%;—-3yzz+2x3y3+2.

Vis, at der ved relationen w(x,y,z)=o i en omegn af punk-
tet (-1,-1,1) er defineret en differentiabel funktion

z=p(x,¥) .

Udregn dernast Yy (-1,-1) og w;y(-1,—ﬂ

Funktionen f:R?~R er for alle a,b€R fastlagt ved

f(x,y)=arctg(ax+2y)—-%—x2+bxy—-%—y2.

Fastleg de talsat (a,b), hvor punktet (x,y)=(1,1)_bliver
et stationart punkt.

Undersgg dernast for hvert af de fundne talsat (a,b), om
punktet (x,y)=(1,1) vil vere lokalt ekstremum for £.

Et omrdde G i R? er givet ved
G = {(X,y)lx2+xy+y2§4} ,

og en funktion g:R%2~R er fastlagt ved
g(x,y) = x’-y?-3x+3y.

Beregn stgrste - og mindstevardi af g pd omradet G.

Et omrdde D i RZ er fastlagt ved, at
D = {(x,y)lxy<2sz—y2>1}.

Bestem rumfanget af den figur, som er beskrevet ved




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredseh-’

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fem opgaver. Besvarelsen anses for fuldstendig,

hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 4. juni 1984 k1. 1022 - 1499 .

Alle hjzlpemidler er tilladt.

Et omrdde CcR? er fastlagt ved, at

cC = {(XIYIZ) 1 z>\2x +y }

og en funktion f:C~R ved, at
£(x,y,2) = In(z?-y?-2x%) - 22° - 2x’y .

Vis, at der ved relationen

fix,y,2) =2

i en omegn af punktet (1,-1,2) er defineret en
kontinuert og to gange differentiabel funktion
z: (x,y)~z(x,y). Vis, at punktet (1,-1) er et

"lokalt maksimum for z .

.

Idet D = {(x,y) | x>oay>l}, vis da, at integralet

-x
JJ _2e ~ dxdy

3 X
p YieT+y

er konvergent med vardien 21n2-1.

Bestem stgrste- og mindsteverdi af funktionen,

hvorved
(%,y) ~ x*+y" - (x-y)?,
p& mangden

{(x,y) | 3x2+4xy+3y2:10},



4. Idet
T = {(x,y) lo<y<x<l}

skal rumfanget beregnes af mengden

{(x,y,2) 1 (x,y) ETro<z< ——EiXiif:XL——}
(1+x?y+2xy?)?

[Det anbefales at benytte transformationen
u=x%y, v=xy? og at vise, at T herved
afbildes i T ={(u,v)lo<v<uc<l}] .

5. Vis, at talsattet (t,x,y) = (~1,1,-1)
er en lgsning til ligningssystemet

tx -~ (t¥+l)y - x® = o

{(t?-1)x + ty - y? =2

Vis derpd, at lgsningerne til ligningssystemet
for alle t g - V3/2 kan skrives p3 formen

(t,0(t), ¥(t))

hvor ¢,¢:]1-2,~V3/2]~R er differentiable funk-
tioner.

Bestem til slut en ligning for tangenten til
lgsningskurven i punktet (-1,1,-1).

62

SKRIFTLIG EKSAMEN I FUNKTIONER AF FLERE VARIABLE 4.6.84
ALLE HJELPEMIDLER ER TILLADT.

OPGAVE 1
Et omrddeCC Rer fastlagt ved, at

C={oyz>: z> J2x*+y* }

og en funktion f:C—y R ved, at

f(x/)rlz) = llx(z"_y"_ 2)(1) ___;_’23_2,@7

Vis, at der ved ligningen

J‘Cﬁy:z) =-2
i en omegn af (1,-1,2) er defineret en to gange differen-

tiabel funktion 2i1(x,y) > z(x,y) . Vis, at punktet (1,-1)
er et stationart punkt for denne funktion, og underseg om

den har lokalt extremum i (1,-1).

OPGAVE 2
Lad f vare den funktion pd R}, som er defineret ved

fixy,2z) = x l [y*-z‘[

Bestem de mazngder, hvorif henholdsvis

a: er kontinuert
bt er differentiabel
c: har kontinuerte partielle afledede

OPGAVE 2
Bevis, at ligningen

8 ~ sin(nx) = 0

: ! !
har lesningsmazngden (—'7:> o, 7 }
Bevis dernast, at ligningen

83 = sin(7x) = a

_for ethvert 2 e R har hejst tre lesninger.
Vis, ‘@t der findes en konstant by0 sdledes at ligningen

()  &¢—n(mx) -8y~ sn(ny) =0

for ethvert y, som opfylder betingelsen |y| < b, har netop
tre lgsninger (med X som den ubekendte).

Angiv det approximerende andengradspolynomium med O som
-udgangspunkt, for en funktion V¥, om hvilken det galder,
at (g&r(y)ly) er lesning til (f) for ethvert y & 1—b,bLl.
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OPGAVE 4
For ethvert:parametersat (a,b)eRt er der givet et dyna-
misk system pi R® med Erembringerfunktionenﬁb, som er
givet ved, at for (x,y)t—Rzer ’

Lty = (a-Xwy, 00,

I skal forst undersege tilfaldet (a,b) =( ). Lad f vare

31
2'2
betegnelse for f; '

2’1
Find fixpunkterne for f ., 09 bevis,.at de (begge) udger
ustabile ligevagtstilstande.

Find s3 fixpunkterne for fvf , altsd de tilstande, som
er periodiske med perioden 2. Det kan betale sig at be-
merke, at fixpunkterne for f ogsd er fixpunkter for fof.

D T I T e T T e

Det er ikke en forudsatning for, at s®ttet anses for fuld-
standigt besvaret, at folgende del af opgave 4 regnes korrekt.

Underseg om de fundne fixpunkter for fof er stabile
ligevagtstilstande for det af _fof frembragte dynamiske
system, .

vis, at der find&s en omegn U' af (%-%), sdledes, at fer
l1le (a,b)e !V har o det samme antal fixpunkter.
== L'l

ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fem opgaver. Besvarelsen anses for fuldsta=ndig,

hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

den /$ august k1. 1092 - 1422,

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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Idet m®ngden D er f@rste kvadrant, skal det
vises, at integralet

—y) 2
JJ 2T ey
1+ (x+y) ®

er konvergent. Udregn tillige integralets verdi.

Fastleg sdvel stgrste - som mindsteverdi for

funktionen g:R*~R givet ved

gai(x,v) = (3-xy)2+x?+y?

p& cirkelskiven

{(x,y) I1x%+y? < 10}

For alle vaerdier af a€R er fastlagt ligningen

ax222—4ayzz—%—a2xy = 1.

Vis, at der ved denne ligning i en omegn af
punktet (0,0,-1) er defineret en kontinuert,
differentiabel funktion z:(x,y}~2(x,y).
Fastlag dernast de vardier af a, for hvilke

z vil have strengt lokalt maksimum i (0,0).

66

Beregn rumfanget af den del af omridet
z > x%+y?, som ligger inden for ellipsoidan
x%+y?+2z2 = 1.

En funktion f:R?2~R er defineret ved

f(x,y) = yi+arctg(x+y) - %x.
Unders@gyg fortegnsvariationen for f langs kurverne
1

., /3
y =-xo09 y= (zx) -

Vis udfra dette og funktionen £y, at der ved re-
lationen f£(X,y) = o entydigt fastlagges en
differentiabel funktion y = @(x).

Vis, at punktet (1,0) tilhgrer grafen for o,

og udregn tillige ¢'(l) og v''(1).




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fem opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-

dig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

torsdag, den 3. januar 1985 kl. 1022 - 1420 |

Alle hijalpemidler er tilladt.

[4a]
[«

Fastl®g den kontinuert, differentiable funktion
f:R2~R samt de reelle konstanter a,b og c, sa-

ledes at differentialformen
w = (xz)2%y%dx + bf(x,y)z%dy + b(xy) zdz

bliver exakt.
Udregn derpd potentialet til w gennem (1,1,1).

Beregn rumfanget af den del af omrddet z>x2+y?,

som ligger inden for ellipsoiden

x2+y2+22% =1,

Godtggr, at der ved relationen

- -_ 3,2, 2-Bx%-y? _ 1
(By x 58 e =3

i en omegn af punktet (x,y,8) = (-1,1,1) er de-
finéret en kontinuvert, differentiabel funktion

B : (x,y) ~ B(x,y).

Vis, at funktionen 8 har lokalt maksimum i
(-1,1).

Idet ma@ngden D er givet ved
D = {(X,y)ERilxy < 2 A x2-y% > 1}

skal det vises, at integralet

2 2
J J 2y YD) gy
b (l+x2_y2)2

er konvergent. Udregn tillige integralets vardi.




5.

€9

Bestem den ellipsoide af formen

2 2 2
X z
X ¥z - a,b,c’> o

aZ b2

som indeholder punktet (1,-3,2), og som har stgrst

muligt rumfang.

c?

Udregn dette rumfang.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

fredag, den 7. juni 1985 k1. 1022 - 1422,

Alle hjalpemidler er tilladt.




Idet
D = {(x,y) Ix>oay>1l}

skal det vises, at integralet

Jj coshx g, 4y
p Y+tysinhix

er konvergent med vardien

[(ME]
L]

En funktion f£:R?~R er defineret ved

1
. 2
£(x,y) = Jf <xt3 + yt - —#—) at
) ] l-%t2
Udregn f(o,0),

Fastlazg dernast det talsat (x,y), hvor £ antager sin
mindstevardi, og udregn til slut denne mindstevardi for f£.

Der er givet fladerne

x? + y? + %zz =3

Xy + 2{(x-y)z - %z = 3

Godtger, at skaringskurven mellem fladerne i en omegn af

punktet (%, 1) kan skrives som en parameterfrem-

-1
2’
stilling af formen

(x,0(x) , ¢ (x)
hvor © og ¢ er differentiable funktioner i en omegn af

—; Udregn dernast o', ', ¢'' og P'' i x = 2,

Idet D = {(x,y)!x*+y? 5 a?}, aeRr
betegner C komplementzrmangden til D i R2.
Fra ethvert punkt (x,y)€C trzkkes de to tangenter

til randen af D. Disse to tangenter danner vinklen
2¢ med hinanden ,[hvor ¢ jo afhanger af punktet

(x,y) 1.
Vis da, rumfanget af mangden

{x,¥,2) 1 (x,¥)EC A o<z<tgp - ¢}

eksisterer, og angiv rumfangets vardi.
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1. Idet
ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER D = {(x,y) Ix>oay>1}

skal det vises; at integralet

. . o [(__coshx
Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen il ., dxdy
Sy +ysinh“x
D
Reelle funktioner af en eller fiere variable. er konvergent med vardien %.
Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.
2. Fastlag stgrste~ og mindstevardi, som z kan antage

pé en skaringskurve mellem fladerne

2 2 Y2 _ 3
x+y+2z 3

22 = 11 |

xy + 2(x-y)z - vy

3. Lgs differentialligningen

fredag, den 7. juni 1985 k1. 1022 - 1429,

Zy,, v 2~ Zzg' + 2(2;—2') +2=0
Alle hjzlpemidler er tilladt. SR Y Y

fx ved overgang til koordinaterne u = x+y, VvV = x-y.

Fastleg dernzst den lgsning til differentialligningen,

som opfylder randbetingelserne

Z{x,0) = x ; Z;(x,o) =1 .




7€
4. En funktion F:R;Zak er defineret ved, at
A £ (x-y)
F(x,y)= J;J = arctg (—L) dat.
xXy+t ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
a) vis, at F(1,1)=0, samt at Fx og F§ eksisterer i hele R4 . i

b) Vis hermed, at

F(x,y) = qz_r

1n (%}) + C

samt at ¢ = o.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare

korrekt besvaret, hvis besvarelsen skal anses

for fuldstendig.

tirsdag, den 7. januar 1986 k1. 1022 - 1492,

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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En funktion f:R%~R er givet ved
fix,y) = x2(1-y)3 + 4xy?.
Bestem stgrste— og mindste-vardi af f pé

mezngden

{(x,y)1 0 £x 210 Ao =y S 4}.

Bestem dernast vardimezngden for £ over Ri .

Idet

D = {(x,y)! x> o0 a x%-y? > 1}.

skal det vises, at integralet

x2-y? <4
D

er konvergent med vardien

TN
.

Fastleg det fuldstandige lgsningssat til de

sammenhgrende differentialligninger

LI =
2, 2z w

Bestem derpd det lgsningsset, som opfylder
randbetingelserne

z(x)-x) = 72, w(x;-x) = 2e7 %%,

~3
i)

vis, at (x,y,z) = (0,1,1) er en lgsning

til ligningssystemet

"
INE]

Y t
J arctg(z )dt
X

2t

y
f Ln(l+z° " )dt = &n2.

X

Vis dernast, at lgsningerne i en omegn af
(0,1,1) kan fremstilles som en parameter-

fremstilling af formen

(x,y,2) = (x,a(x),B(x))

hvor o og B er differentiable funktioner

i en omegn af O.

Bestem til slut a'(o) og B'{(o).
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Reelle funktioner af en eller flere variable.

Der stilles fem opgaver, som alle skal vare
korrekt besvaret, hvis besvarelsen skal anses
for fuldstandig.

onsdag, den 21. januar 1987 kl. 1082 - 1499.

Alle hjelpemidler er tilladt.

80

Vis, at der ved relationen
x? = 2% - y?z - ¥’y = x +y

i en omegn af punktet (1,14-1) er defineret en

kontinuert, differentiabel funktion z:(x,y) ~

z(%x,y).

Vis tillige, at punktet (1,1) vil vare lokalt

minimum for =z.

I l.kvadrant er givet omradet

D = {(x,y)ERi!xz—yZ:GAx2+y2§12} .
Bestem rumfanget af den mengde som er fastlagt ved
(x,y)€D A o Sz % _8xy
X' -y

[vink: Det kan anbefales
at benytte koordinatskiftet u = x2+y?, v = x2-y?]

Et firma skal fremstille transportkasser uden 1l&g.
Fremstillingen sker ved at udskare papplader (som vist
pad figuren), som dernast foldes (langs de stiplede

linier). Der er skdret langs de fuldt optrukne linier.

(opgaven fortsztter)
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Siderne foldes op, og den lgse flap limes pé&
siden udvendig. Kassen skal rumme to liter.
Bestem kassens dimensioner, sdledes at materiale-

forbruget bliver minimeret.

Vis, at integralet

JJ dxdy
b (x%+y?+1)?

med D = {(x,y)!x>0ax%-y?>1}

vil vere konvergent, og udregn integralets vardi.

Lg¢s differentialligningen

’e e e
4 + 2 + 2z + 2 = o0
XX Yy Xy

ved at benytte koordinatskiftet u = x+y , v = x-y .

Fastleg derpéd den lgsning, som opfylder randvardiproblemet

L]
z(x,0) = cosx , zy(x,o) = sinx

[Vink: Differentialligningen ¢"'(t) + A%0(t) = o
har den fuldstandige lgsning ¢@(t) = k;cosit + k:sinit ,
ki ,k2€R]
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Skriftlig eksamen i
emnekredsen
REELLE FUNKTIONER AF FLERE VARIABLE
tirsdag den 16.6.87

kl.lo.00-14.00

Alle sadvanlige hjzlpemidler er
tilladt.

Opgavesattet bestdr af fire op-

gaver



»
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OPGAVE 1

Vi betragter funktionen f: R?~ R defineret ved

) S—— , hvis x >0 og y > o0
v&2+y2

fix,y) = —=XY ___, hvisx <oogy<o
Vx2+y?

o , ellers

(1) Begrund at f er en C -funktion i hver af de fire &bne
kvadranter i (x,y)-planen. og kontinuert i hele R2.
) besse .
(2) Vis at f ikke har partielle affedede i andre punkter
pa x-aksen eller y-aksen end (o,0). Vis at £ i (o0,0) har
retningsafledede i enhver retning, og bestem disse af-
ledede. Men vis ogsd, at f ikke er differentiabel i (0,0).

(3) Lad D = {{(x,y) € Rl x > 0, y > 0, x%+y? < r?}.
Bestem

f[f(x,y)dx dy.
D

OPGAVE 2

Baggrund: Lad der vare foretaget n (n > 1) par af sammenhg-
rende mélinger (al,bl),...(an,bn) af fysiske stgrrelser, hvor
b-erne tankes at afh@nge af a-erne. Af en eller anden grund
antager man at de n mdlepunkter teoretisk burde ligge tat ved
en parabel med ligningen y = ax?+8 , hvor « og B er ukendte
parametre. For at finde den parabel - dvs. det talsat (a«,8) i
R2 - der giver "bedst tilnazrmelse" til mdlepunkterne, betrag-
tes funktionen f af (a,Bf defineret som kvadratet p& den eu-
klidiske afstand i R"” mellem sattet af teoretiske y-vardier,

altsé (ua§+8,... ua:+B), og szttet af mdlte y-vardier, (bl,..bn).

Dvs. n
=V 2 - 2
£(c,B) —ign(aai + 8 - b2,
Man benytter sommetider den sé&kaldte mindste kvadraters metode

84

til aﬁ fastlagge (a,B8). Den bestdr i - hvis det er muligt -
at valge det/de parametersat (a,B) € R2 der giver f den

mindste verdi.
(1) Under forudsatning af at

n
i

[N aete]

4 ? 2 42
a; % () a?)
1t it

(en forudsatning der ikke altid er opfyldt, f.eks. ik-
ke for a, = ... = an), skal det vises, at der hgjst
findes &t parametersat (ao,B) € R2?, for hvilket f anta-

ger en ﬁindste verdi, nemlig

n 2 n n 2
n§ biai - (g bi"§~ai)

T8 ¥ L2y
n} a - () a?)
1 1

og

(2) Antag at m&lesattene opfylder uligheden

Pty g
n) a, > (Ya2)2,
1 * I+

Vis at under denne antagelse har f egentligt lokalt

minimum for det wundet (1) navnte parametersat.

(Settet fortsattes)



OPGAVE 3

Lad funktionerne g: Ri ~ R og h: Ri ~ R vare givet ved

n
g{x,¥y:¥5) ] %( sin[(x+y1+y2)t] - sin t )dt . F =
kU
2
(1)
o9 Y 1
h(x,y;,¥,) = i £ cos[(x+y,+y,)t] = cos t )dt -+ Y, -3
2
(1) Begrund, at g og h er Cl-funktioner p& Ri, og bestem

(2)

(3)
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Vg(x,¥y+¥,) 09 Vh(x,¥,,¥,)s  (X,¥7.¥,) € R}.

; ) 111 (2)
Ggr rede for at sattet (x,yl,yz) = (3,5,3) er en lgsning
til ligningssystemet

’

*){ gx,yy,¥y) =0 4 R3
h(x,yl,yz) =0

og vis at der findes en omegn af formen AxB, hvor
A= {x] Ix - %l < a}l og

B = {x(llfyl,yz) - (%,%)ll < b} for passende a og by
af (%,%,%), s& at *) i denne omegn fastlagger Yy o9
y, som cl-funktioner af x, x € A.

Vis at funktionen f: Ri ~ R, defineret ved

£(x,y,/¥,) = X ¥ ¥y

.1 11 RS
har sterstevardi i (3,3,3) under bibetingelserne
g(xlyllyz) = 0 -

h(xlyl:yz) =0
X + ¥y + ¥y - 1l = o.
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OPGAVE 4

Betragt omradet F i (x,y)-planen fastlagt ved

{(x,y})| x>0, y>0, x <y < x+tl, ¥ < xy < 1}.

Vis at transformationen f: Ri ~ R? defineret ved

fl(x,y) = xy
£(x,y) = y-x

er injektiv pd F.
Udregn arealet af F.

(Der kan maske under udregningerne blive brug for
af fglgende resultater:

JVu2+ a? du = Y(uvu2+ a? + aZln (u + Vu?+ a?))

1
J———— du = 1n (u + Vu?+ a?),

Vu2+ a?

hvor a er en konstant).

Opgavesat slut
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OPGAVE 1
(1) Vis, at for enhver lgsning (xo,yo,zo) til ligningssyste-
met

(x+y+z) e*¥Z ~

B~ &l
]
-
[
o

(x2+ y2+ 22) -

beliggende i omradet
D= {(x,y,2) | x>0, 0 <y < z},

kan lgsningen til systemet i en omegn af (xo,yo,zo) frem~

Skriftlig eksamen i stilles som en regular C -kurve i rummet, parametriseret af
- : emnekredsen ' . ' x 1 et interval A omkring %t
. y = ¢(x), z = y(x), x € 3,
ﬁEELLE FUNKTIONER AF FLERE VARIABLE ¢, ¥ € Cw(A) .
' {2) Bestem det approksimerende polynomium af hgjst 1. grad
onsdag den 6.1.1988 - . for ¢ og ¢, nér (xé,yo,zo) = (%,%,%)

(3) vis, at £,
1
£(x,y,2) = (x+y+z) Y% 7 3% - 1,

(x,y,z) € D, hverken har stgrste- eller mindstevardi i D un-
Alle hjzlpemidler er tilladt. Der er .

der bibetingelsen x+y+z = 1.
fire opgaver fordelt p& tre ark. Prg- _
ven -afholdes kl. lo.oo-14.00.

R OPGAVE 2
Begrund eksistensen af, og beregn, rumintegralet
IA xyz sin (x2+ y2?+ 22) ax dy dz,

hvor & = {(x,y,2) } 0 < x,y,2 < 1}.

“ o " OPGAVE 3
En funktion g: RE ~ R af n variable x = (xl,...xn), kaldes
homogen, hvis der galder

v . ’ i g(tx) = t g(x), x € R:, for ethvert t > o.
(1) vis; at -funktionen .f, defineret ved

_ oy, L @ N
f(xl,...xn) =k 3% xnn, (xl,...xn) € R+,

hvor k > 0 og alle ai'(;'= 1,...n) er > 0, er en Cw—funkt;pn,
og at den er homogen netop hvis cxl+...+'an = 1. (En sddan funk-

)
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tion kaldes en Cobb-Douglas-funktion'af n variable og spil-
ler en stor rolle i g¢konomisk teori.)

(2) Begrund, at stgrrelsen

af
; £
e(f;x.) = lim ’
* ax,»0 &%
i X
hvor Af = f(xl""xi-l'xi+ X eXgqreeeX) - By, cox ),

eksisterer for alle i, og bestem dens vardi.
(e(f;xi) kaldes elasticiteten af £ med hensyn til xi.)

Lad g: R: ~ R vare en differentiabel funktion.

(3) For fast x € Rz betragtes funktionen
t ~gl(tx), £t > 0.
Den kaldes L Begrund, at », er differentiabel, og bestem

(4

) (a) Lad g vare en homogen,differentiabel funktion. Vis
- f.eks. ved at betragte @0, - at g opfylder

g({x) = x.Vg(x)
(hvor som sadvanlig Vg(x)

xy,...,220m:0)).

(b) Lad omvendt g vare éﬁ'd¥fferentiagel funktion der
opfylder

g(x) = x-Yg(x).
vis, at s& er funktionen t ~ wx(t)/t, t > 0, konstant pd R,
og benyt dette til at vise, at—g er homogen.

(Bemzrkning: (a) og (b) udggr til sammen Euler's satning: En
differentiabel funktion pa Ri er homogen hvis og kun hvis funk-
tionen (g) opfylder g(x) = x-Vg(x).)

OPGAVE 4
Vi betragter fglgende skare af parabelbuer med det ene ende-
punkt L (0,1) og det andet pd linjen med ligningen t = 1 (idet
vi forestiller os givet et sadvanligt retvinklet koordinatsy-
stem) :

p(t) = t2 +bt +1, t€ [o,1]

for b € R.

—
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Vis, at der findes netop &n parametervardi af b, for hvilken
den dertil svarende parabelbue. har minimal buelazngde, og an-

giv denne vardi af b.

OPGAVESET SLUT
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Skriftlig eksamen i emnekredsene
E3 Ikke-linezre strukturer fra analyse (ny ordn.)
Reelle funktioner (gl. ordn.)

fredag, den 19. januar 1990

kl. 10.00 - 1l4.00

Alle szdvanlige hjzlpemidler er tilladt.

Opgavesattet bestlr af fire opgaver.

92

OPGAVE 1

I mengden A = {(x,y) € g2 | x+y > o} er der givet

en differentialform

1. vVvis, at w er eksakt.

2. Find samtlige stamfunktioner til o .

OPGAVE 2
Lad f£:R? ~ R betegne funktionen givet ved

Flx,y) = x* + 9x? + 6y2 + 12xy , (x,y) € R?

1. Find de stationzre punkter for £, og afger for hvert
af dem, om f har lokalt ekstremum dé&r.

2. Gor rede for, at restriktionen af f til mengden

{(x,y) e R 1 (x| %4, lyl £4)

har en mindsteverdi og en stgrsteverdi. Find disse

samt de punkter, hvori de antages.

(opgavesattet fortsatter)
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(opgavesattet fortsat)

OPGAVE 3

Betragt den uendelige funktionsrakke

-nx
X e ’ X €

(o]

fe~1 8

n

1. Vis, at razkken er konvergent for ethvert XE€{o, =
og divergent for ethvert x€]-«,0f.

2, Vis, idet e ¥ - (e—x)n’ at razkkens sumfunktion

f: [o,»[ ~ R er givet ved

X
1-e"¥ for x € lo, «[
f(x) =
o for x =o

3. Vis, at rakken ikke er uniformt konvergent pd
[o,=[ . (Vink: Hvad er lim f(x) ?)

K-
9

4. Vis, at razkken er uniformt konvergent pa ethvert inter-

val af formen [a,»[ , hvor a > o .

nxl

(Vink: Find sup {x e x € [a, »[} for n > %).

(opgavesattet fortsatter)

Q4
(opgavesattet fortsat)

OPGAVE 4

A. Betragt den linezre differentialligning

3
(*) ax , dx  _ t, t €ER .

at’ dt

a) Find de reelle lgsninger til den tilsvarende

homogene ligning.

b) Gat en lgsning til den inhomogene ligning (*)
og angiv samtlige reelle l¢gsninger til den.

B. Betragt differentialligningen

2

(*%) dy = - ¥

at ol {t,y) € Ry X R -
t

(a) Ggr rede for, at funktionen y(t) givet ved y(t) = o
for alle t € Jo, [ er den eneste maksimale lg¢sning

til (**) som antager vardien o .

(b) Find samtlige maksimale l@gsninger til (**).

Angiv de maksimale lgsninger gennem (1,1) og (1,-1).

(opgavesattet SLUT)




Skriftlig eksamen i emnekredsene

E3 Ikke-Linezre strukturer fra analyse (ny ordn.)

Reelle funktioner (gl.ordn.)

fredag, den 8. juni 1990
kl. 10.00 - 1l4.00

Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladt.

Opgavesattet bestdr af fire opgaver.

(*)
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Opgave 1.

Betragt for ethvert a € R differentialligningen

3 2 _
dx _3dx , dx . ax = et , teng.
at? at? dt

1. Bestem a, sdledes at cost er en lgsning til den
homogene ligning svarende til (*).

2. Bestem for denne verdi af a samtlige reelle

lgsninger til den homogene ligning.

3. Bestem for den fundne vardi af a samtlige

reelle lgsninger til (*)-.
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Opgave 2.

I mengden A = {(x,y)€ R? | x%y > -1} betragtes

for ethvert par (m,n)€ N: differentialformen

2x™ x"
w = —=X¥ _ gx + dy .
1+ x%y 1 + x%y

1. sSkitsér A og vis, at der findes netop &t par
(m,n}€ Noz' for hvilket formen w er eksakt.
2. Bestem for de fundne vardier af m og n

samtlige stamfunktioner til w og angiv den,
der har verdien 0 i punktet (o,0).

a8

Opgave 3.

En

funktion f£: Ry" ® R er givet ved

- 4 4 2
fix,y) = x*y + 5t v for (x,y)€ R,® -

Bestem samtlige stationere punkter for f.

Vis, at f ikke har nogen stgrste verdi.

Vis, at f har en mindste vardi,og find den.
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Opgave 4.

Betragt potensrakken

@«
2 X P X €ER .

w
1. Bestem konvergensradins p for razkken.

2. Vis, at rzkken er uniformt konvergent i inter-
vallet [-p,p] .

3. Bestem razkkens sumfunktion f(x) for x € J]-p,pl .

4. Bestem rzkkens sum for x = -p og for x = p .




ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen
LINEEZR ALGEBRA,

Tirsdag den 20. januar 1976 kl. 9.00-13.00
Alle hjdlpemidler tilladt.

OPGAVE 1
Den linezre afbildning Ga: R3 ~ R3'er givet ved matricen
1 -1 a
B, = 3 a -3 , & € R.

at2 -1 -1
(1) Bestem de a € R, for hvilke G, er bijektiv.

(2) Uhders¢g for hvilke a, Ba kan diagonaliseres,
seres, og angiv en basis for R3 bestdende af egenvektorer
til G-2'
(3) Undersgg, om der findes en ortonormeret ba-
sis for R> bestdende af egenvektorer for G_2.

(4) Betragt for ethvert a € R ligningssystemerne

X - X, + axy = o0

3xl tax, - 3x3 =0

(a+2)xl - Xy - X3 =0
og

X T X, + ax, = 1

3xl tax, - 3x3_= o

(a+2)x1 - X, - X3 =0

og angiv for begge systemerne dimensionen af lgsningsmangfol-

digheden, hvor den er ikke-tom.

(Opgavesattet fortsatter)
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OPGAVE 2

Lad V vare vektorrummet af alle polynomier p af hgjst fgrste
grad over R.

(1) Godtge¢r, at afbildningen @:VxV ~ R, defineret ved
1
vlp,q) = {p(X)q(x)dx, p,q € V

er et skalarprodukt og angiv en i forhold hertil orto-
normeret basis for V.

(2) vis, at afbildningen F_: V ~V, defineret ved (for c € R)
(Fc(p))(x) = (=2c+1l)xp' (x) + c2p(xf, x € R

er en linear afbildning. Bestem m@ngden af egenvardier
og egenvektorer til Fc for ethvert ¢ € R, og angiv for et-

hvert ¢ € R dimensionen af billedrummet for Fc.

(3) Vis, at der ikke findes noget ¢ € R, for hvilket Fc'er iso-
metrisk. Findes der noget ¢ € R, for hvilket restriktionen
F IW: W~ W af underrummet W af V bestlende af alle poly-
nomier uden konstantled ind i W er isometrisk?

(4) Bestem de polynomier p € V, for hvilke p 1 Fl(p).

OPGAVE 3

Giv en oversigt over de forskellige metoder til beregning af
determinanter. Konstruer en 4x4-matrix, der egner sig til at
belyse disse metoder, og illustrer disse ved hjzlp af denne ma-
trix.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

LINEEZR ALGEBRA

tirSdag den § juni 1976 ki.
Alle hjalpemidler tilladt.

OPGAVE 1

Idet 1>2 er det lineare rum af alle polynomier af grad mindre
end eller lig 2, defineret pd intervallet [-1,1 ] , defineres
ved

o, ={per, p1) = o}
: 2 4 i . .
et underrum af P2' Vis, at {t ﬁé; t-1} udger en basis for Q2
I Q2 defineres et skalarprodukt ved
1
(qitr) = fq(t)r(t)dt

Bestem det ortogonale kcmplement i Q2 til underrummet frembragt
af p, hvor p{t) =t - 1, te{-1,1].

OPGAVE 2
Lgs for enhver vardi af a¢R ligningssystemet

y+ 2+ w=2

X -y -2z + wW=o0

X'~y +4z - w=2

X - 2+ aw = a
OPGAVE 3

Lad for ethvert (s,t)€ Rz A(s,t) betegne matricen

1l Q t
Als,t) = o s+2t -1
-2 o s

(1) Vis, at U = {(s,t)l A(s,t) ikke regular} er et underrum af
32 og angiv en basis for dette underrum.

2

(2) For hvilke (s,t})€ R® er 1 en egenvardi til A(s,t)?
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(opgave 3  rfortsat)

(3)

(4)

(5)

(1)

(2)

(3)

(4)

Bestem for ethvert par (s,t), for hvilke 1 er egenvardi til
A(s,t) (jvE. (2)) egenvektorerne til 1.
Bestem de t € R, for hvilke A(l-2t,t) har lutter reelle
egenverdielr
Bestem dimensionen af sgenrummene svarende til matricen
A(=-3,2).

-
OPGAVE 4

Lad den lineare afbildning F(a,b), (a,b) ERi, af
det euklidiske rum E" ind i sig selv vare givet ved

matricen

b -a ~a a

M(a,b) = -a b -a a
-a -a ba

a a akb

Bestem de {(a,b), hvor F(a,b) ikke er bkijektiv.

Angiv spektret for M(a,b).

Udregn proliektionen af vektoren X = (2,-1,2,-1) pi

egenrummene for M(a,b).

Udregn tillige projekticnen af F(a,b) (X!} p& egenrummene.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

LINEZR ALGEBRA, der stilles ialt fire opgaver. a) Bestem de a€R, hvor F_ ikke er bijektiv.

b) Bestem de a€R, hvor Ba har mindst to reelle

mandag, den 10. januar 1977 kl. 0922 - 1319. egenvardier.

Alle hjzlpemidler tilladt. i , ¢c) Bestem derpd de a€R, for hvilke B_ kan diago-

naliseres med lutter reelle egenverdier.

d) Find a sdledes, at

-1

1° Lad en linesr afbildning F af det euklidiske rum E® .
Fa (-2,1,-3) = (2,~1,3)

ind i sig selv vare givet ved matricen
og angiv spektret for Ba.

5 2 0
A=|2 6 -2
0 -2 7

47 En linear afbildﬁing L inden for det linezre rum
¢” af alle reelle vilkarligt ofte differentiable

a) Vis, at F er bijektiv.
. i funktioner er for alle a,b € R givet ved
b) Angiv spektret for A samt en basis for egen- :
rummene ved A. L = D% + aD + bD°

c) Udregn (4 IF7" @), nér d = (-3,6,-9) i den d.v.s. VEER:(LE)(t) = £''(t) + af'(t) + bf(r) , f&C

oprindelige basis i E?. .
a) Egenrummet svarende til L og egenverdien -2 vides

at have funktionerne fi:t~e®% og f,:t~e*% som

2° aAngiv den fuldstandige lgsning til ligningssystemet: basis, fastlag p& denne baggrund a og b.

(De fundne verdier af a og b forudszttes benyttet i

X - y+z+ w= 0 det fglgende).

2x - Sy - z + 4w = -1 R . . .
b) Angiv en basis for egenrummet svarende til L og

-X + 2 - 2w =
Y egenvaerdien - %

y;FZ—W.:l ' o © :
’ c) En linear afbildning G:C ~C er givet ved

(2]

G =0 - 20°

3° En line=r afbildning F_:R*~R’ er for alle a€ '
9 FaiR7R R d.v.s. VtER:(GE)(t) = £'(t) - 2£(t) , fec"
givet ved matricen
2 a -1 Angiv en basis for egenrummet svarende til GoL
B.=f11 o0 o og egenvardien -4.
ca 0 1

(opgaven fortsattes
naste side)
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SKRIFTLIG EKSAMEN I LINEER ALGEBRA

mandag, den 27. juni 1977.
Alle hjzlpemidler tilladt.

OPGAVE 1

Lad for ethvert a€R. Ba"betegne matricen
Ba - a 2 [e]
1- a -1 1

(1) Angiv for ethvert a€R en basis for nulrummet Na,
ved Ba, samt dimensionen af billedrummet.

(2) Undersgg, om der findes noget a€R, for hvilket (o,l,o)EN‘La

(3) Bevis, at for ethvert a€R er enhver egentlig vektor i Na
egenvektor for matricen B;Ba (B; er den transponerede til

Ba).
(4) Undersgg, om B!B_ er regular for noget a.

(5) Bestem egenvardierne til B{B;.

OPGAVE 2

(1) Bestem for ethvert a€R dimensionen af lgsningsrummet for
ligningssystemet

t2a? - 2a + 1)x; + (3a-1)x, + (l-a)xs
(*) (3a~1) x; + 5 X, - Xs = o0

(1-a) x) - X2 + X3 = 0O
og bestem samtlige systemets lgsninger.
(2) Lgs derefter systemet

(2a? - 2a + 1)x; + (3a-1)x2 + (l-a)xs = 2a% + 1
(a) (3a-1) x; + 5 X - x3 = 3a + 3

(1-a) xi - X2 + %3 =1 - a

(opgaver fortsat...

OPGAVE 3

Lad V vare vektorrummet af alle polynomier af hg¢jst l.grad,

altsd

v = {P| 3(a,b)eR?vx€R: P(x) = ax + bl.

(1) vVvis, at der ved
<P; P> = aya; + 2byb; + a;b; + azb;
(hvor P; og P, er bestemt ved (ai,b1) og (az,bz) hhv.)
defineres et skalarprodukt i V. Opskriv for et polynomium
P bestemt ved f(a,b) normen af P, I{| P!l i forhold til
dette produkt.

-

Lad L betegne afbildningen fra V ind i R? bestemt ved
L(P) = (P(o),P(1)).
(2) vVis, at L er linear og opskriv i en passende basis for V
matricen for L.
(3) vVvis, at L er en isometri, opfattet som afbildning fra Vv
.forsynet med < | > ind i R? forsynet med det “sadvanlige"

skalarprodukt.

(4) Vis, at samtlige grafer for elementerne i'{Po}'L har &t
punkt fzlles og bestem dette, idet P, er defineret ved

Po(x) = x, for alle x€R.

OPGAVE 4 4

Giv en oversigt over, hvad der galder vedrgrende diagonalisering

af matricer.
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1° P4 mangden C{0,l] af reelle, kontinuerte funktioner
pé& intervallet [0,1] defineres et skalarprodukt ved

(£1g)

1

[ £(t)g(r)at
(=3

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

4 . Bestem to funktioner f og g i C[0,1) af formen a+be®

Linezr Algebra. a,bER, sdledes at f og g er ortonormale.
Der stilles ialt fire opgaver. . 20 Angiv for ethvert talsat (a,b)€R? lgsningen til lignings-
systemet
. 30 30
onsdag, den 4. januar 1978 kl. 09— - 13—

. x -2z-w =1
Alle hjelpemidler er tilladt. ' y+ z+ w = 0
x+2y+ z+aw = atb

X- Y -2w =1

3° Idet C betegner ma@ngden af vilkarligt ofte differentiable
funktioner p& R, defineres afbildningen L:C ~C ved

il I3 2n2 o :
VEEC :Lf(t) = (£°D°+6t°D°+4tD-4D ) f({t), t€ER

Vis, at L er linear.

Det antages nu, at t€R , vis da at funktionen 0:t~te,

c€R er egenfunktion for L, ¢g angiv den til ¢ hgrende egen-
vardi.

. . Betegner KA egenrummet svarende til egenvardien A, ¢nskes

en basis for hvert af egenrummene K_z, K_, ©9 K_.
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For hvert talsat (a,b)€R? defineres en linear afbild-

ning F_ af R} ind i sig selv ved matricen

’

o a b
A ={b a~b b
b a o

Bestem de (a,b) for hvilke Fa b ©F bijektiv.

Angiv for hvert talsat (a,b) dimensionen af de til A

svarende egenrum.

I de tilfalde hvor A kan diagonaliseres, g¢gnskes en basis

for R?® bestiende af egenvektorer til A.

Fastlag (a,b) s&ledes, at de til A svarende egenrum er‘

ortogonale, samt at detA = ab.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Line®r Algebra.

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstandig,

hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

[e]e]
torsdag, den 8. juni 1978 k1. 0922 - 13%C.

Alle hjzlpemidler er tilladte.
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1. Angiv for hver verdi af aeR lgsningsmengden til lignings-l' 4. En linear afbildning Ft:R3~R3 er givet ved matricen
systemet
X +z+aw = 1 t 2
Cxty+z =1 A(t) = -t
ytz- w = 1 2 -2t
‘ Xty - w =1

; : a) Bestem de t€R, hvor F_ er bijektiv.
Begrund, hvorfor lgsningsmengden for visse valg af a er tom. ot
' b) Bestem de til A(t) svarende egenvardier, og

¢) i de tilfelde, hvor A(t) kan diagonaliseres gnskes
2. Idet C betegner mengden af vilkdrligt ofte differentiable ’ en basis for R? af egenvektorer for A(E) .
* funktioner pd R, defineres afbildningen L:C ~C"  ved

VEECTLE = (D3+aD+bD%) £, (a,b)ER. d) Fastlag t sdledes, at

Vis, at L er.lineer. Ftl(_l'z'-3) = (2.3

Bestem (a,b), nd&r funktionen m:t~te—t er egenfunktion for L

svarende til egenvardien 3.

Angiv en basis for K; (egenrummet svarende til egenvaerdien 3). 5.. Idet P, er det linemre rum af alle polynomier af hgjst
anden grad, defineres pd intervallet [0,1] et skalar-

produkt ved

3. Ved ]
(pla) = [ p(oig(t)at
©® ¥ w . \plg Op( )a
} t af polynomiet g(t) = 2t-1.
Weo,p,w) =[o"' ¢' w'l ; W(o,p) = @ W ’ ) Et underrum Q er frembragt af poly q
s Y
" Y w" to'  u! ) Beskriv samtlige polynomier i Q. ‘
Angiv en ortonormeret basis for P,, siledes at

hvert basiselement er i enten Q eller Ql.

defineres Wronskideterminanter, hvor o,y,w€C? (henholds-
Fastleg polynomiet p(t) = t?+t+l i den fundne basis.

vis ¢,y€C'). Det forudszttes bekendt, at ©,y,w (henholds-
vis ©,¥) er lineart uafhangige hvis og kun hvis W(y,¥,w)*0

(henholdsvis W(yp,¥)+0), hvor o betyder o-funktionen.

Antages nu ©,V€C? lineart uafhengige. Vis da, at
Wio?,0b)+0, Wioy,v?)l+o og Wip?,p?)+o.

vis tillige, at ©*, ©y og 1? er lineart uafhangige.
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Skriftlig eksamen 1 matematik i emnekredsen

Linear algebra

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-
dig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

%0

torsdag, den 4. januar 1979 ki. 1022 - 14

Alle hj=lpemidler er tilladt.
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Idet C°(I) er det lineazre rum af alle reelle,
kontinuerte funktioner p& intervallet I = [e_l,e],

defineres et indre produkt i dette rum ved

e
(flg) = J f(t)g(t)dt.
e—l
Vis, at funktionerne @:t~l og w:t~t'llnt er ortogonale
pad C°(I). Bestem derpé tre funktioner af formen

1

wit~atbt Y+ ct”lint

a,b,c€R, som er parvis ortogonale pd C°(J).

Beskriv for hvert talsat (a,b)ER2 lgsningsmengden til
ligningssystemet A
X~y +z+w-=1
y+2+w=20
x - y +4z -5w =b-a
2x -2y +5z +aw = 1

Idet Ci betegner mazngden af vilkdrligt ofte differen-
tiable funktioner pa R, . defineres afbildningen
L:C~C” ved

ercf : Lf = (t°D%+at?D?+(a+b)tD + bD°) £
(a,b)€R?.
Vis, at L er linear.

Bestem derpd (a,b), ndr funktionen w:t~tlnt er egen-
funktion for L svarende til egenverdien -1.

Angiv endelig en basis for K_, (egenrummet svarende

1
til egenvaerdien -1).
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Idet P2 er det linezre rum af alle polynomier p

med grad p§2, defineres en line®r afbildning F:Pzan

ved
VPEP:F (p(t)) = £2p' (8) - (2tHL)p' (D) + p(b) + B¢t
tER.

Bestem egenvardier og egenpolynomier for F.

1

Redeggr for, at F'! eksisterer, og bestem F~ (t2-2¢).

En line®r afbildning G:R3~R3 er givet ved matricen

102 2
aA=|2 -1 2
2 -2 1

Vis, at G er bijektiv.

Vis, at A har to egenvardier, samt at A ikke kan dia-

gonaliseres. Betegner A den egenverdi, som har alge-
braisk multiplicitet 2, og vV er den tilhgrende egenvek-
tor, bestem da en vektor W saledes at

— - -
Gw AW+V.

Er 4 egenvektoren svarende til den anden egenvardi, og
betegner S den matrix, hvis sgjler netop er (3,3,3)

udregn da
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Linear algebra

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstaen-

dig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

fredag, den 8. juni 1979

kl. 1022 - 1429,

Alle hjalpemidler er tilladt.
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Idet C°(I) er det lineare rum af alle reelle,
kontinuerte funktioner p& intervallet I = [e—l,e]}
defineres et indre produkt i dette rum ved

e
(flg) = J f(t)g(t)at.
-1
e -1
Vis, at funktionerne w:t~l1 og $:t~t “1lnt er ortogonale
pa c®(1I). Bestem derpd tre funktioner af formen

1 1

w:t~a+bt "+ ct” "1lnt

a,b,c€R, som er parvis ortogonale pd c®(m .

Beskriv for hvert talsat (a,b)ER2 lgsningsma&ngden til
ligningssystemet
X~y+z+w=1
y+2z+w=20
X -y +42z -5w =b-a
2x -2y 45z +aw = 1

Idet CT betegner mangden af vilkdrligt ofte differen-
tiable funktioner p& R,, defineres afbildningen

L:c~C” ved
+ e

ad In3 22 o
Vf€C+ : LEf = (£°D°+at“D +(a+b)tD + bD ) f
(a,b)€R>.
Vis, at L er linear.

Bestem derpéd (a,b), ndr funktionen @:t~tlnt er egen-
funktion for L svarende til egenvardien -1.

Angiv endelig en basis for K_, (egenrummet svarende

1
til egenvardien -1).
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Idet P2 er det lineare rum af alle polynomier p~
med grad p§2, defineres en linea@r afbildning F:P2~P2
ved

VPEP,:F (p(t)) = P ()= (t-1)p' (£)+3p (L)

tER.

Bestem egenvardier og egenpolynomier for F.

1

Redegpr for, at F~ ! eksisterer, og bestem F ' (t2+1).

En linear afbildning G:R3~R3 er givet ved matricen

l. 2 2
A=f2 -1 2
2 -2 1

Vis, at G er bijektiv.

Vis, at A har to egenvardier, samt at A ikke kan dia-
gonaliseres. Betegner A den egenverdi, som har alge-
braisk multiplicitet 2, og vV er en tilhgrende egenvek-

tor, bestem da en vektor w saledes at

GW = AW+V.

Er 4 egenvektor svarende til den anden egenvardi, og
betegner § den matrix, hvis sg¢jler netop er (3,3,3)

udregn da
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Linear Algebra

Der stilles ialt 4 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 3 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 7. januar 1980 k1. 1022 - 1422,

Alle hjelpemidler er tilladt.

1.

122

En linear afbildning F:R“~R" er givet ved matricen

21 o-1
11-1 1
A= ol 1 o
11-2 2

Bestem N(F) - nulrummet - og V(F) - billedrummet
ved afbildningen F,

angiv for hver vardi af a€R l¢sningsmangden til
ligningen

F-(X,y,ZIW) = (2,5,2,a),

Idet C: betegner me&ngden af alle vilkirligt ofte
differentiable funktioner pa R,, er en lineer dif-
ferentialoperator L:CT~Ci_defineret ved

L=t3D3+at?D?-2atp+bD’

a,b€ER,

Bestem tallene a og b sdledes, at funktionen

w:R+~R givet ved

e(t) = t?lnt

er egenfunktion for L svarende til egenvardien -a.

Angiv - med de fundne vardier for a og b - en basis
for K_a (egenfummet for L svarende til egenvardien
-a)

Redeggr for, at

U = {fex__1£(1) = o}

er et underrum og angiv en basis for U.
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Idet a,b,c,d€R defineres fglgende 2x2-matricer

g s R & E L CH B

Vis, at AB=BA og I? = -E

Betegner At den transponerede matrix af A, defineres

en 4x4-matrix ved

t
M = A Bt
-B A

Vis, at detMms>o for (a,b,c,d)#(0,0,0,0) og, at
detM=o for a=b=c=d=o0. (VINK: Udregn f.ex. MMt)

01
-10

F
ﬂibetegner mengden af alle 4x4-matricer af samme form

som M.

Vis, at7ﬂ,med sedvanlig matrix~addition og skalarmulti-

plikation er et underrum i rummet af alle 4x4-matricer.

Vis tillige, at matricerne

E . E -
Jy = OBI J2=<o \I J3=I ol Jh=<o >
O E -E O 0O -I -I O,
er en basis forﬁ?ﬁ samt at
1) Jpz = -3, for p=2,3,4
2) Jng = 'J3J2
Bestem M~! for alle matricer M:0, og vis, at
@%“O},-) er en ikke abelsk gruppe. (- betyder sadvan-

lig matrix-multiplikation).

)
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Lad for ethvert tals=t (s,t)€R?, A(s,t) betegne

matricen
s 2t -s
A(s,t) =/ s 2t-s o
-s S 2t

a) Beskriv mangden

N = {(s,t)eR?|A(s,t) ikke regular}

b) Vis, at 2t altid vil vare egenverdi’ for
A{s,t), og bestem det tilhgrende egenrum.

c) Vis, at A(s,t) altid kan diagonaliseres.

d) Bestem spektret for A(2t,t) samt de tilhgrende

egenvektorer, nar t#o-

e) Udregn projektionen af egenvektoren svarende
til 2t p& den plan, som er udspandt af de to
gvrige egenvektorer, som er fundet under d).
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Linece~ adg2bree.

: - -
27 €2,

126

[

GPeAVE L

Vis om de te lignigasystemar

() X =By -22 +3w =9
83X ~24 -5 +4w =

(2) x+4y~llz +btw =0
(0% ~l6y+ 22 +41 =0

(3) 2x-5_9 +42-90 =0
~6Xf|§_9 243w =0

ot lpsningsmaengde Bl (1) & dew  pamume sone

loswingamangden. Wl (2), mew ew eyt deluiaugde
. J

ay l@smugswmuamw (3).

OPEAVE 2

Vis ok losnangsmeeng dens il Aig mng scistemads
4x—§_9—22 +3w =05,

3X-~W~By+%w = b,
Ax =By +93 ~ W =b,

Udteer-ivm/ nu-o-toﬁw-»:

4 -5 b(
3 -2 b,{ =0.
2 -3 b;,,

Las lig nngasystomer i tilfaldet (4,5 b) = (34,-0).

J 2173
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° -3

° -3

2 3

0 3/

Fend dow Jpsning W diffendiolligningsays feusat
EI = %\25)

Som opfaldir  X(o) = (44,4,4).

Det eplyses, ot der fan foretages ot badioskifle, sZlo-

des at dew Lineere a{(n.ld.uu\jl mMAsmmaMx,

¢ dew mﬁbbaﬁﬂhAN mehncen

OP6AVE 4

Fivd, projeedionen. af jevmietet D pd de plam, sawn,

90 gennem A B 7 C, wéi

A=Glo,e) B=(0,0), C= (0,2, ~1), D=(o,,1)

oremE 5 -

Foretag an dlagonelisoning of dew lovadmdizhe for
Rex g = 4y ~ ay®

{w a=3% a'a a=0.
SLUT
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SKRIFTLIG EKSAMEN
I

LINEER ALGEBRA

Tilladte hjzlpemidler: alle

Varighed: 4 timer.

3. Jjuni 1981
kL. 0922 - 1322



129

OPGAVE 1

Lad T vare en line&r operator, som i en vis basis har

matricen

1. Vis, at nulrummet og billedrummet er identiske.

2. Bestem B?
3. Vis, at ingen 5-dimensional operator kan have identisk
nulrum og billedrum.

4. Angiv for en vilkarlig operator S en relation mellem

nulrum og billedrum, som er tilstrazkkelig til at sikre,

at S? = SeS er nulafbildningen.

OPGAVE 2

Find den lgsning til differentialligningssystemet

£1(8) = Af(t),
for hvilken f (o) = (l,0,1), idet
1 -2 =2
A = 1 4 1
1 1 4

(fortsattes)
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OPGAVE 3

Angiv en betingelse i form af et st af ligninger og ulig-
heder i a,b,c og 4, som er tilstrakkelig til, at der

blandt de fire vektorer

er mindst 3 af dem, som er lineart uafhangige, mens hele
sattet skal vare lineart afﬁangigt.
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OPGAVE 4

Lad m&ngden M; vare givet ved ligningssystemet

-3x +y = -3
z = 1
- X +Ww = =1,

og mangden M, vare givet ved ligningssystemet

-8x + 4y + 10z = 0

2x + 4y -5w = 0 .

Vis, at (1,0,1,0)¢M, og find det punkt i M, ,
som ligger narmest ved (1,0,1,0).

Find dernast det punkt i M,;, som har den mindste afstand

til M».

(For et punkt P forstds der ved afstanden til M,,
afstanden til det punkt i M,, der er nzrmest ved P,

nemlig projektionen af P pd M;).
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

SKRIFTLIG EKSAMEN I MATEMATIK I EMNEKREDSEN
LINEER ALGEBRA

nandag, den 18. januar 1982 k1. 1022 - 1422

Der stilles ialt fire opgaver.
Alle hjzlpemidler er tilladt.



1. Angiv en basis for lgsningsrummet til ligningssystemet

x + 2y - 3z = 0

-x - 2y + 3z = 0 !

4x + 8y - 12z = 0

x - y + 5z = 0

Bestem de (bl, b2' b3, b4) € R4 for hvilke ligningssystemet

x + 2y - 3z = bl

-x - 2y +' 3z = b,

4x + 8y - 12z = b3

X - y + 5z = b,

har en lg¢gsning.

2. Bestem determinanten for den reelle nxn-matrix

a
n

a

Vink: Fgrst gattes lgsningen (ved at beregne determinanten for de

fgrste par n) og s& fgres induktionsbevis.

3. Hvilke "elementare omformninger"” (ombytning af to razkker, multi-
plikation af en rakke med en skalar X # 0 eller addition af et
vilkédrligt multiplum af en rakke til en anden ~ og tilsvarende for

sgjlerne) fgrer fra matricen

0 1 1
A = 0 2 2
0 3 3
til matricen
1 0 0
A' = 0 0
0 0 0 ©?

Lad nu L og M vare lineare rum med (ul, u,, u3) basis i L
og (vl, Vo v3) basis i M og lad F : L - M vere givet
ved matricen A i de to baser. Angiv nye baser i L og i M

sddan at F er givet ved A' i de to nye baser.

4. En linear afbildning F : Rz - Rz er givet ved matricen

: )
2 1 .
Diagonaliser F (ved at bestemme egenverdier og egenrum). Lad U

vere egenrummet svarende til den stgrste egenvardi af F .

Vis at "kvotientrummet" [Rz/U (dvs. {(x,y) + U | (x,y) ¢ le} med
passende addition og skalar-multiplikation) er isomorft med mangden
M = {(x,¥y) | x, v eR og x+y = 2}
forsynet med additionen
(x1,¥7) + (x,,7,)
og med multiplikationen
A x,y)

(xl + Xy = 1, ¥y + Yo = 1)

(Ax + 1 - A, Ay + 1 - 2A) .
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SKRIFTLIG EKSAMEN i LINEZR ALGEBRA, marts 1982.

Udleveres den 5. marts 1982 kl. 1099,

afleveres den 5. marts 1982 kl. 1422,

Alle hjzlpemidler m& benyttes.
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OPGAVE 1

Lad £:R?® » R* og g:R* » R?* vare de lineare
afbildninger, som i forhold til standardbaserne har

matricerne
1 2 1 -
3 1 =2 5 2 -5 -1
A= og B =
2 2 (o] 3 2 -5 1 . \
1 2 1
Vis, at

(1) Billedrummet for £ er nulrummet for g.
Bestem de talsazt (a,b,c,d)€R* for hvilke (1) galder,
nér

OPGAVE_2

Angiv de vardier af a for hvilke matricen

1 a(a+l)

a(a-1) 1

kan diagonaliseres til en diagonalmatrix med reelle

verdier.

(fortsaettes)



OPGAVE 3

Der er givet fire punkter

A = (-5,-10,-1), B = (4,b,2), C = (-2,-3,-1), D= (2,4,2).

i rummet udstyret med et retvinklet koordinatsystem.

Bestem projektionen E af A p& BCD.
Bestem hgjden fra A i ABCD.

Bestem volumen af ABCD ved to forskellige udregninger.

OPGAVE 4

Bestem lgsningen til differentialligningen

1

X1 (t) = BX(t), X(0) =| 2

3
hvor -1
A= 1
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ROSKILDE UMIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Der stilles ialt 5 opgaver. 3esvarelsen anses for fuldstendig,

nvis & opgaver er korrekt besvaret.

fredag, den 18, juni 1582 ki, 1699 - 1499 ,

Alle hjelpemidler er tilladt.
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Find en linemr afbildning af ﬂ3 ind i R3 for hvilken

oy o~ b

1, fz) er en basis for billedrummet og (e;) er en basis
or

nulrummet, hvor

Fo= (0’1’3/2) y Foo= (1,2,3) og e, = (2,3,4) .

2, Les ligningssystemet
X - Yy + u o 4 = a
2x - 5y + 4y - z = b
=X + 2y = 2w = c
y - wa+ 2z = d

A) for (a,b,c,d) (0,-1,1,1)
B) for (a,b,c,d) = (5,-1,3,2) .

Opgaver til

3. Den linezre afbildning Ga : R3 2> cRS er givet ved matricen
a+l -1 a Linear Algebra
B, ={ 0 a 0 , aeR
a -1 -1
p) Bestem de a for hvilke G_ er bijektiv. 7. marts 1983.
B) Underseg for hvilke a , Qa kan diagonaliseres, o0g angiv
en basis for R3 bestdende af egenvektorer til B, .
c) Bestem derpd a saledes, at vektoren ¢ = (1,1,-1) bliver

egenvektor til B_, og udregn derpd Ga-l(Z,l,—S) .
4, T det line=re rum 62 af alle reelle to gang kontinuert
differentiable funktioner pd i defineres en linesr afbild-
ming L ved Alle hjzlpemidler tilladt.
(LFY(t) = fF"(t) = (t+1) Fr(t) = 3 £(t), teR
Lad PZ vare det linez=re rum af alle polynomier p med

grad p € 2 .

A) Vis at P, er "invariant" overfor L , hvormed menes at Der er ;alt 4 opgaver, som alle skal regnes.
L{f)e P, for alle fe?, .
B) B8estem egenvardier og egenpolynomier for M = restriktionen

af L til Pz .
c) Redegar Eor, at nt eksisterer, og bestem ﬁ"l(g) hvis
g(t) = t“ + 1 for teR .

S. Sestem determinanten for den reelle nin-matrix
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OPGAVE 1 ’ OPGAVE 3
Afbildningen f fra R" ind i R" er givet ved Bevis, at det karakteristiske polynomium R for ma-
' tricen
; 0 0 0 b
f(x1,%X2,%x3,%Xy) = (0,01,0%3+BX, ,-BxX3+oxy) .

o 0 0o 1 o

Bestem billedrum og nulrum for £ og bevis, at disse A= 01 0 0

rum er ortogonale pd hinanden.
. a 0 0 o0
Al

.er givet ved
R(A) = (A%-1) (A%-ab).

OPGAVE 2

Angiv for hvilke reelle vardier af a og b

Lad M betegne vektorrummet af 2x2 matricer med
det er muligt at diagonalisere A.

reelle elementer.

For en matrix A€M lader vi Com(A) betegne mangden Angiv i tilfaldet a=0, b=1 lgsningen til differen-
af matricer, der kommuterer med A, alts& ) tialligningssystemet
Com(a) = {X€MIXA = XA} . x! = ax, x(o) = (1,1,1,1).

a: Vis, at Com(A) er et underrum i M

1 3
b: Lad A = Bestem en basis for Com(3)
2 4 [
a c¢
¢: Lad B = Angiv et ligningssystem
b 4 ‘

i x,y,z,w, som er en ngdvendig og tilstrakkelig
betingelse for at X € Com(B), hvor

5 ' X z
y wl .

For hvilke B er Com(B) = M.

[§o5

(fortsattes)



143

NOGLE BETEGNELSER
F betegner vektorrummet af kontinuerte funktioner
Pa [-111].
. betegner det skalarprodukt pd F, som er givet ved
1
f-g = j £(t)g(t)e *tat
-1
P, betegner det underrum, som er udspandt af
fo,fl,fz givet ved
£() = %%, £.(0) = te®F, £,(8) = t%e®; te(-1,1)
OPGAVE

Find en ortogonal (ikke ngdvendigvis ortonormal) basis

for

Lad

P,.

b3 betegne det underrum, som udspzndes af de to

ferste funktioner af den fundne basis.

Bestem projektionen af h pd P, hvor

h(t) = e?F(1-2¢+£2), te [-1,1].
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Linear Algebra

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-

stendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 6. juni 1983 k1. 1092 - 1422 |

Alle hjzlpemidler er tilladt.
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1. Idet A er en nxn-matrix og p er et positivt helt tal,

er <
- X + + =

AP = a.a......-2 (p gange). z v 10

y+2z+wZl 7

Endvidere betyder E nxn-enhedsmatricen og 0 nxn- X+ 2y + z <1

nulmatricen. X+ y 4+ w 511
Vis da, at nir a° = 0, er

- (B-2) ! = E+a+a®s. ... .4aP7t samt

(x,y,z,w) 2 (0,0,0,0).
Benyt dette til at udregne
[N o 2 1 -1

1 1 0 . 4. N&r (u, Vv, w) er en ortonormal basis for R3 og kE€ER,
er en linear afbildning fk H R3 ~ R3 defineret ved

£(0) = u+ 2v+ (k-2)w
2. En linezr afbildning fra E4 til B er givet ved fk(v) =du - v+w
matricen fk(G) = (k-1)Uu + v + w .
0 -2 2 Fastle®g de k, hvor fk ikke er injektiv, og bestem med
B = 0 1 2 -2 , disse valg af k nulrum (N ) og billedrum (V ) for f .
-2 2 1 k K ko

Godtggr, at der findes en basis for E4 af egenvek- 5 Et omrdde M c R3 er fastlagt ved at
. ’

torer til B. ' ’

Fastle®g derpd et sddant (gerne ortonormalt) szt af (1) 3x+ y+ 2z 5 80

egenvektorer til B.
(2) 2x+2y+ 2z £ 75

. (3) x + 3y + 4z - 130
(4) (x,y,z) 2 (0,0,0) .
3. Bestem (fx ved simplexmetoden) maksimum for ‘
. Bestem det hjgrne i M, hvor (x,y,z) > (0,0,0).

Q= x+y+ 2 +w

under bibetingelserne Bestem dernast en parameterfremstilling for detAllple—

‘stykke & 1 M, som ligger p& randen af sivel (1) som (2).

(opgaven fortsattes)
(opgaven fortsattes)
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Fastlag tallene a og b, sidledes at niveaufladen
Q = ax + by + 3z
vil antage vardien 155 pd hele &.

Undersgg til slut, om tallet 155 vil vare maksimum for
Q péd M.
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LINEER ALGEBRA
\Shf\;}'th.a duomew_, rvw«? den 6‘)00‘4 l:,[ (o°°___ l4°a

%mmﬂ&ba‘a’t,&‘#«.%w a?mto Jeum fov futds
beswanet fhwr alle opgaver st logt lonnelet,
Auehic?lpwv(dlﬁ(u {iladt.

1 Iat A ec en e makix o3 p et]oo-acuot-tnﬁalerrr.
definilion.
P A AL . ( )
A AA LA P Pange
1 dut 'f°’91’““’e o E nwn--eonhedonmednen o5 O nen-
hbmadricen,
s da, ot wn A'=0O, da er E-A inventivel med.
(B-AY' = E+A+A% ..+ 4.

Benut dite {4 ot wdregne

(i)

2. En unemr#biwﬁ"g,jf,ﬁo.&fﬂﬂf er givet ved malricen
L o -22

ot a-=2

B 22 1o

2-2 ol
KOV\SWrmeSISfUVRq)SGm bestar o eﬁwuddowfvrf
Konstrues, b, dat 2n muligt, en tlsuanende ortonormal

basis for ®'.
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3. T wummeb or dor qrtwt et qudxm-liet reknwelex  keordinotsysten.
Idd:ui/ldw.i{icelvwk}u mmed, dects kordinedsel, er der
oxiud: e tu.uwki@r' A,A' 03 B_M

A=(4 4 1), A= (,0,-1) e3 B= (-40,-1):

Bevio ot den  pumbhmangde, som bestommes of ng»?wxi"aﬁ“t

(2 et

o ,&njijw« Arz A‘Isd“m tn lategner a.

Linen & er givet wed ponametorfomstilingon

-6

09 det punkt, som suvanen it panametermndion t betegnes By
Bestem t siledes at B =5

Med Ay betegner vt S}Ezth'ngéﬁuﬂ\kt?r mellem 2 o dew
!!Jam&ﬁhledmir—:b)scmgaﬁfgennm B . .
Argir plumen af tetmederet AABB, 03 angw den stesle

9 ineholt and( q( dddie yolumen., ndr B, shal »Ua_)ae pa.°
Linjestigkket 8B, .

4. Idet (i,7%,@) 2 en bass for K o5 keR oplysen dat
am den Lingere aflildning i :R— K, ot
fo (D)= L+ 20+ (e-2)W
fh(7)=4(-/:——\7 +W
f, (W)= (R-1)EX+V+W.
Bestem de vendier ¢f k, foc huilke fj, 4eke on Lnj'ek,l;v.
An@n’v{«hvna.\’dxmc owzdieraf k 2n panametesfremalidivg
af mulusamet 7 ot lgnangarydem. for billeduummek, SLuT

1s0

EKSAMEN | LINEER ALGEBRAJ

FREDAG DEN 6. JANUAR 1934 KL 10 =— |4
Ale l}jae(fam«dtef a Jijhadt)

3 .
() For (s, ER tador vi MEBy) betagne mancen

ID‘O(Q-
15%)
by y*

For hwilke Ry 2 MEBY) inventibel 2
Beatem M(1,2,3)71,

@ lad A 8 & C vmne de de punktar, som 4 for-
hotd Wl 2t o t reetvinklet keordinatoy-

(4)0,0)) (o,-;,o) a (00,1)

Fov ot glvet pukt P pd Linjestylcect A8,
saledes at Pt B, findes dr da mebop ot

Mkﬁ/&ym‘gmd?c, dledes b
PQ an vinketnet pd AB & QR m vinkelet pd
8¢, |

Bestem velumen af ttnedndt OPQR, war P
0 midtpusbctet 4/ AB.

Beatew ot P, for hurthet tetnedeet OPOR hon

maxmalt Votumen . Pusnkd 0 ¢ koordin Yotemess 0':1’}0.
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@Ladfgjvwwdebwma/(n‘wuh_qu,sm
har mamicenne A o3 B, hwov
: D
, B=(§ ¢ s )
4 2 0

Vis at Fa9 har samme nudnum (VV(/)=‘/V9))J
Mew at billedrummene Bif) oy Bg) 0 fookellipe.
Angiv & Mguingasgstea for Bif) 9 fr B

A:

MO -~
raop
anle
— 0 -
N o= o

@ los difpeticligningen 4
x!(t) = Axa;))- X (o] '—'(o)

Q.

hoer

o~ 0
A=1{00 -
o0
Som en hiwlp oplyscsr odat, at A e makix
ST en i drsgning, scloom opgavens losning
dkke  forudogtton oenne plyoring. Opdyoningen
™ gomne bengltes som ot bevist fukctum.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Line®r Algebra

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

mandag, den 4. juni 1984 k1. 1028 - 1422 |

Alle hj=zlpemidler er tilladt.
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1. Bestem determinanten for den reelle nxn-matrix 3
/0 1 P 0
1 0 1 ...... 0
0 0 ceee e 0 0
> .
0 0o 0o ...... 0
0] 0 ceeenn
-
2. For hvert talpar (a,b)€R? er givet lignings-
systemet
X+ y + 22 4+ 5w = 2
X~ 2y - 2z + 5w = -1
y - 22 + aw = 1
-y + zZ + 6w =
Y 4.

Angiv for hvert talpar (a,b) lgsningsmengden til
ligningssystemet.

Opskriv specielt lgsningsmangden svarende til
(a,b) = (-6,1). '

e
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En linear afbildning F:R¥*~R? er fastlagt ved

matricen
0 -2 1
a = 1 -3 1
1 -2 0 .

Bestem spektret for A og vis, at A ikke kan

diagonaliseres.

Betegner a den egenvardi, som har algebraisk
multiplicitet stprre end 1, og er vV en tilhg-
rende egenvektor, fastlag da en vektor 3, s~
ledes at

F(¥) - aw = v

-
Er u endnu en egenvektor for F, vis da, at
- - -
{u, v, w}

den til F svarende matrix i denne basis.

udggr en basis for R?*, og fastlag

) -]
Idet C
ofte differentiable funktoner p&d R, er en linier

betegner méngden af alle vilk&rligt

differentialoperator L:C ~C" defineret ved

L = D*+aD’+bD2-aD+cD’
hvor a,b,cER.

Fastlag samtlige talszt (a,b,c), sdledes at funk-
tion @:R~R. givet ved

@(t) = te®

tilh#érer N(L) - nulrummet for L.

Bestem det af talszttene (a,b,c)., hvor tillige
funktionen Y:R~R givet ved
2
wie) = %t

er egenfunktion svarende til egenvardien 9.

Angiv med den fundne vardi af a,b
for N(L).

og ¢ en hasis
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER 1. P, stdr for det line=re rum af alle polynomier
af grad hg¢jst 2 defineret pd [-1,1]. Endvidere
er .
Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen - Q2 = {p€P,Ip(-1) = 0} .
Fastlag en basis for Q..
Linear Algebra
I P, defineres et skalarprodukt ved
1
(plq) = J p(t)g(t)dt.
-1
Der stilles fire opgaver, som alle skal vere korrekt Bestem en basis for Ql - det ortogonale komplement
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig. til Q2 i Pj. 2

Udregn endelig den ortogonale projektion af

q(t) = (t-1)2

P& Q.
2 N . . —
mandag, den 4. juni 1984 k1. 1022 - 1490 | 2. For hvert talpar (a,b)€R er givet lignings
systemet
Alle hjalpemidler er tilladt. X+ y+2z45ws= 2
X -2y - 2z + 5w =-1
y-2z+aw= 1
-y + z + 6w = b

Angiv for hvert talpar (a,b) lgsningsmengden til
ligningssystemet.

Opskriv specielt lgsningsmengden svarende til
(a,b) = (-6,1).
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En line@r afbildning F:R%~R? er fastlagt ved

matricen

Bestem spektret for A og vis, at A ikke kan

diagonaliseres.

Betegner a den egenvardi, som har algebraisk
multiplicitet stgrre end 1, og er V en tilhg- .
rende egenvektor, fastlag da en vektor W, sa-
ledes at’
el - -
F(w) - aw = v

Er U endnu en egenvektor for F, vis da, at

{8, ¥, W} udggr en basis for R?®, og fastlag
den til F svarende matrix i denne basis.

Idet C betegner mazngden af alle vilkarligt

ofte differentiable funktoner p& R, er en liniarx

differentialoperator L:c”~c” defineret ved
L = D*+aD’+bD?-aD+cD®

hvor a,b,c€R.

Fastleg samtlige talsat (a,b,c), séledes at funk-

tion 9w:R~R givet ved

w(t) = tet

tilhgrer N(L) - nulrummet for L.

Bestem det af talsattene (a,b,c), hvor tillige
funktionen ¢:R~R givet ved

o(e) = "
er egenfunktion svarende til egenvardien 9.
Angiv med det fundne talsat (a,b,c) en basis
for N(L).
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SKRIFTLIG EKSAMEN
I

LINEZR ALGEBRA

Den 6. juni 1985, kl. lo.oo-1l4.00

Alle hjzlpemidler er tilladt.
En fuldstendig besyarelse kraver,
at .alle opgaver er korrekt besvarede.
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OPGAVE 1 Vi betragter de to reelle ligningssystemer

-(a+l)x2 + (a+l)x3 - (a+l)x4 = a+l
aXl + (a—b)x2 + bx3 + (2a—b)x4 = a+b
(l—b)xl - (a+b+l)x2 + (a+2)x3 - (a+2b)x4 = a-b+3

-(a+1)x2 + (a+l)x3 - (a+l)x4 = -2{a+l)
axl + (a—b)x2 + bx3 + (2a—b)x4 = 3a-2b
(l—b)x1 (a+b+l)x2 + (a+2)x3 - (a+2b)x4 = —-2a-3b-1

hvor a € R ~ {-1}, b € R.

(1) Vis, at begge ligningssystemer har lgsninger.

s
(2) vis, at for sgjlen| t| har ligningssystemet

u
—(a+l)x2 +'(a+l)x3 - (a%l)x4 =5
ax, + ' (a-b)x2 + bx3 + (Za-b)x4 =

(l—b)x1 - (a+b+l)x2 + (a+2)x3 - (a+2b)x4
lgsninger netop hvis der findes A,p € R, for hvilke

a+l -2(a+l)
x|l atb + u 3a-2b
u a-b+3 -2a~3b-1

(2]

(3) Hvad er dimensionen af nulrummet for matricen

[¢] -(a+l) a+l ~-{a+l)
a a-b b 2a-b ?
1-b -(a+b+l) a+2 -~(a+2b)

(Begrund svaret.)

OPGAVE 2 Lad A vare en reel 4x4-matrix. Det forudsattes at
A som matrix for em afbildning af R4 ind i R4 (udstyret med

standardbasen) har egenvardierne

a): -1 med (1,0,0,0) og (0,1,0,0) som hertil hgrende
egenvektorer

b): -2 med (0,-2,1,0) som tilhgrende egenvektor

¢c): -% med (0,0,-2,-3) som tilhgrende egenvektor.
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(1) Bestem A,

(2) Vis, at A kan diagonaliseres, og angiv en basisskifte-

matrix der fgrer A over i en diagonalmatrix.

OPGAVE 3 Lad Pn[o,ll vere vektorrummet (over R) af alle
reelle polynomier af hgjst n'te grad p& intervallet [o,1].

Vi definerer en afbildning F: P_[o,1] ~ R ved for
p € Pn[o,ll at satte
Fip) = 0™ (), p™ 1 (0),...,p' ) ,plo)),

hvor p(k)(o) angiver den k'te afledede af polynomiet p i
punktet o.

(1) vis, at F er en isomorfi mellem (P [o,1],+,-,R) ©og

(Rn+l .; R)

. n

(2) Idet vi minder om, at de n+l polynomier l,x,xz,...x

udggr en basis for Pn[o,l] , ¢nskes angivet den til F hegren-
. n+l

de matrix, nér Pn[o,l] er udstyret med denne basis og R

med standardbasen.

Vi forestiller os dernast Pn[o,l] forsynet med "det sa&dvanli-

ge skalarprodukt" i funktionsrum:

1
(plg) = [ p(t)a(r)dt
_O

(3) vis, at der galder

a.b.
3 = 7 —
(pla) l=50l= FEST
: _ n n-1
hvis p(x) = a x +:nllx +...+a1x + agyr
g(x) = b X +b 1% +...+blx + b ,
og at der for v11kar11ge sat (a ,an [EEREL-I NN ) i R n+l gel-
der uligheden
aja.
z {_1+3+1 z o
i=0j=0

(4) Godtg¢r endelig, at F ikke er en isometri, idet ogséd
+1

r" forsynes med det deri sadvanlige skalarprodukt

—




»

n
(xly) = Zx.y.,
l—'O

hvor x = (x /Xy,-- X )s ¥ = (Yor¥ys--.¥) -

OPGAVE 4 (1) vis, at matricen

. 2 1 o :
A(a) = 2a a a-l , a €R
a+l o a

har 1 som egenvardi.

(2) Bestem dernast de a € R, for hvilke A(a) har tre for-
skelle reelle egenvardier.
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OPGRVE 41
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Side.2 Side:3

OPGRVE &4
Bﬁdekawrdinatﬂua{c(@c—gg_ o, n,feN.
| lad A vee 2w W fxn mahix 0330115=Rf_

lod w,¥ o ¥ Vme de veloes, Sow wsdgores of ,
broclinabietions {5r A, B oy C. ' 1° Bewn ot dit ¢ olle kowplie tal X qotds ub
;\?WW{_ZNB,M;\MWWA'

Vo at (4, Y, W) 1 en Sasis for R

[od o). ' wmbm{brcn,@hdfmdew
MFWM%B,"iaémynmaMIu'% &nma{&-wulga{: C‘M(C",SGNNWMI
gels, toe fwilkew -
) = (55:53 o =" ((g")=5‘.
F(A)=A) 'F(B)=C) Fl©c) = D. ‘F )‘f P) )‘g( )
2 dngv i dodotd A basew ad;..., u" on makrix foc

lad § detegne den aftildwing, som, sdinghher F wae af do Ginese ofiildwinger § 458, 4.
4 koordinadens A fototd AL basew (u,v,w). Det

wkaogo, ok § e Linews. ({zz]fo{’ ,(’={o{af)eb)

Besteun mabicew fr< €. Bookown opem e wakix 3 Bewi, (ved ot benytle ° a 27D, ot dit fu alle kem-
fo £ i fodwtd W standadlmone i R, pebese ol X gqeldu, of =1 s A er egpuwmals

pulk 2

‘ N 4°Bmdq9:dolmwdﬂzmr,nmh%atenwkm%pm
Vin_at b sr mavgdon af fixpumdelss for F. logning, A Bb ligningew =1 35 en cgewumeli for
' %@Wmmmvﬂdﬂ,dm"wrﬁ“wm’“.

5° Avgir en bosin beokrende of caewvelemer fov 3 4
—————————————— Hélg& n=4%.

Y P o fipundt for F e FO =P (defnidion)

lad, @meWAQE.

Vio at Fan bijockiv, o at F ' = FoF
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Side:4

OPGAVE 3

LmAmmMm
i1 4 2 3
2 3 3 2
(333

N} lad. fvf etuant + elt) ?5£ vane wmahicen,

(z-t 44 2.-21‘_)

1 2 1

t 1 &t
Dewmd#ﬁ’dmv\gu "r)‘#)gédagt ‘Udb}«"\ere.da.
th) ot de i f’%JOi.ﬂ} Stamdardlmavine hon ma—
e 4 A*) B, B:’ Respeledive..

(Shennen belesgner e < oo poveniing )

For o Linear offldmng T helegner N(T)  B(T)
henholdorss mubrume og mwm,f« T

Bevr inkluaionene (ﬁw alke. t<%RJ

Y, E(ﬁ) < ﬁ’(f)
() W@ 2w

@ beslowe Ao usdie of £ for lnlee ideluamvme
A E@Z&.

is at begge mkluaioner ar gols, fun. o é; al

Ao 45 EEQEE.
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OPGAVE 1
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SKRIFTLIG EKSAMEN I LINEER ALGEBRA
11. JUNI 1986, 10.00-14.00

Alle hjzlpemidler er tilladt.
Der er tre opgaver, fordelt pd to sider.

I et sadvanligt retvinklet koordinatsystem er der givet
tre punkter
A, med koordinatszttet (0,1,0),
- By med koordinatsattet (1,1,1) og
© ¢, med koordinatsattet (1,0,1),
linjen
1

planen

o gennem A, 09 B,
T med ligningen x=0
og planen
g, gennem C, ©og med normalen i C, giende gennem

begyndelsespunktet.

For ethvert QER lader vi Agp betegne det punkt, som A
afbildes i ved en drejning med maltallet @ om z-axen.

Analogt defineres BQ, C?, l?, ﬂ§ og o&,
1) Bestem en parameterfremstilling for l,.
2) Bestem ligninger for nP og a‘;
3) Vis at skaringspunktet P?A, mellem l<T og‘m+(hvis de

da skarer hinanden) har koordinatsattet

A(—sinq + tcos¢@, cos@ + tsinT,t), hvor tctg(?—?)

4) Bestem nogle vardier af ¢ og § sdledes at ¢=2¢ og

P ligger i 4.
o 99 ?

OPGAVE 2

OPGAVE 3

For ethvert r € R betegner Mr matricen

4~x r+1 0
0 1 r+l
0

1-3r2 . 3rferel
Vis at Mr har spektfet
53:2,4—r2,2+r}
og angiv de verdier af r, for hvilke Mr er regulear. 4

Kan rangen af Mr vere 1 ?

I denne opgave benyttes betegnelserne fra opgave 2, og
resultaterne derfra md benyttes uafhangigt af, hvordan

opgave 2 er besvaret.

Angiv for ethvert helt tal n antallet af elementer i
spektret for Mn.

Argumenter for, at My kan diagonaliseres for ethvert
helt tal n, forskelligt fra -2, -1 og 1.

Find en basis bestdende af egenvektorer for Mg .
Vis at Mn kan diagonaliseres for n=-1, men ikke for n=1.

Angiv en vektor u sdledes at sattet (u, Nu, Nzu) er en

basis for R3, idet N=M1-E.

Kan M_, diagonaliseres ?
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SKRIFTLTIG EKSAMEN

LINEER ALGEBRA

Den 21. januar 1987

Alle hj=zlpemidler er tilladt.

S@ttet bestdr af 3 opgaver, der ikke vagtes ens.

Opgave 1

Opgave 2

170

Find for hvert talpar (a,b)ERz Jordans
normalform og en Jordan basis for fglgende
matrix

2-b- a b+ a-1

2-b-2a b+2a-1

Lad V betegne rummet af vektorer i rummet og
lad,s for en vektor ae€v, fa betegne den lineare
afbildning

£f :Vv ~ Vv
a

fa(b) = axb (krydsproduktet)

a) Lad der vare givet et sadvanligt retvinklet
koordinatsystem, i hvilket a har koordina-
terne (aj,az2,a3). Find matricen Aa for ta

i dette koordinatsystem.

b) Find den reelle Jordan normalform Ba for fa

og en reel Jordan basis.

Antag B er en diagonaliserbar 3x3-matrix,
dvs der findes en regular 3x3-matrix D med

invers D~! s&

Ay © ©
B =D o A 0 p-!
o o] Xg

selvom B er reel, md Xi,A2, 3 og D gerne
vare komplekse.

Man kan vise (hvad I ikke skal), at matricen

' expi fe) o
D o expl, o p~!
o fo) expxa

er uafhengig af valget af D, og at den er reel,
hvis B er det.

(opgaven fortsatter naste

side)




(opgave 2

Opgave 3

fortsat)

Vi definerer nu

:"
expii o] o)
exp(B) = D o expiz o D!
o) o) eXpAj

c) Find exp(Ba) og giv en geometrisk fortolkning
af den tilsvarende afbildning exp(fa):v ~V

I rummet er givet 3 planer o, 8 og Y som
i forhold til et sadvanligt retvinklet koordinat-

system (o0,i,Jj,k) har ligningerne

(1-2V2) x+ (2+2V2) y+(2-V2)z = 3
B : X+2y+2z = o

: y~z = o

a) Vis, at de tre planer skarer hinanden i pracist
et punkt A og bestem dets koordinater.

I forhold til det samme koordinatsystem har
linierne & og m parameter fremstillingerne

L (x,v,2) = t(1,2,2)
t(0,1,-1)

m : (x,y,2)

b) Vis, at a skarer & i pracist et punkt B
Oog m i pracist et punkt C og bestem koordi-
naterne for disse to punkter.

c) Vis, at vektorerne OA, OB og OC udggr en
ortonormal basis og bestem sidernes langde i
trekant ABC.

Lad E betegne projektionen af ©0 pa o .

d4) Find et punkt D pé& linien gennem O og E s&
ABCD er et ligesidet tetraeder og bestem
koordinaterne for D.

(opgaven fortsatter naste side)

(oﬁgave 3

e)

f)

fortsat)

Lad f vare en afbildning af rummet ind i sig
selv, som udtrykt i det givne koordinatsystem er
linear og som opfylder

f(d) =B, £f(B) =C og £(D) =D

Bestem f(C) og find matricen for f dels i
basen (OA, OB, OC) og dels i basen (i,3,k).

Vis, at f er regular og at f£-! = f£2 ,

(opgavesattet slut)
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SKIFTLIG EKSAMEN
I
LINEAZR ALGEBRA

Juni 1987

Pl

Alle hjeelpemidler er tilladt.
Sacttet bestdr af 4 opgaver, der ikke vagtes ens.

174

OPGAVE 1.
i) Find den fuldsteendige lgsning til det inhomogene ligningssystem

z1 + 223+ 3z3 + 4z + 525 =1
23|+31‘3+423+534+ 25:2
331+423+523+524+225=3

ii) Find den fuldsteendige losning til det tilsvarende homogene ligningssystem.

OPGAVE 2.

Find en Jordan-basis for matricen

1 0o o
A= (o 1/2 1/2)
0 —1/2 38/2

og for produktet

1 0 0\ (1t o0 0
A‘A=k0 1/2 —1/2) (o 1/2 1/2)

0 1/2 3/2) \0 -1/2 3/2

OPGAVE 3.
Lad A vaere en reel n X n-matrix og lad A* betegne den transponerede matrix.
i) Vis at hvis x er en egenvektor for A med egenveerdi A sd er X en egenvektor
for A% med egenveerdi A2.
Lad x -y betegne det szdvanlige skalar produkt i R".
ii) Vis at (Ax) -y = x- (4%y).
it} Vis at 4”4 har lutter ikke negative egenvardier.
iv) Vis at der findes en reel matrix B s& B? = A*4. (Vink: benyt at A*4 kan
diagonaliseres).
v) Lad 4 veere matricen fra opgave 2 og bestem B s B? = AA.
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OPGAVE 4.
Lad V betegne rummet af skeev-adjungerede komplekse 2 x 2-matricer med spor nul.
DvsA=(::)thviaogkunhvis

T:(% ;):—-(: :):—A og a+d=0.

i) Vis at V er et reelt vektorrum og at de sikaldte Pauli’s spinmatricer

w=(3 8) m=(53) wa= (2 )

udger en basis for V.

ii) Vis at afbildningen VXV — R givet ved (4, B) — %spor(Aﬁ‘) er et skalarpro-
dukt pd V, og at Pauli’s spinmatricer er en ortonormal basis mht. dette
skalarprodukt.

Lad SU(2) betegne rammet af uniteere komplekse 2 X 2-matricer med determinant 1.
(S& hvis D € SU(2), er D~ =D°).

ili) Vis at hvis D € SU(2) og A€V sk er DAD™ ' €V.
For D € SU(2) definerer vi nu afbildninger. fp: V — V ved fn{4) = DAD"L.

iv) Vis at fp er lineeer og at fp © fp, = fpp,-

v) Vis at fp er en isometrisk afbildning.

vi) Vis at o
D= (g_;' g)esv(z)

og bestem matricen for fp mht. basen (0,03, 03).
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SKRIFTLIG EKSAMEN I LINEER ALGEBRA

Torsdag den 7. januar 1988 kl 10-14

OPGAVE 1
Angiv for etlivert (a,b, ¢} € R? en paraweierfrewstilling for lésningsiang-
den til igningssystemet.

1 a a? [z 1+a+a?

1 b B yl=]1+b+02

e & z 1+ec+¢?
OPGAVE 2

Lad T betegne den Lnexre afbildning af R* ind i R4, sow i forhold
il standardbasen har matricen
4 1 -2 -1y
1)

1 2 =2
4=1o 3 -3 o |
1 2 -2 -1/

og lad M Letegne dei trediwensionale underruw i 2%, som er ortogunale
pA vektoren (1,0,—1,0).

Bestew en ortogonal Lasis {0y, by, bz, bs) for RBY. siledes at folgende
tre hetingelser er apfyldt

(1)} (b)) er en basis for nulrummet for T

{2) (b1.bo.ba) er en basis for billedrummet for T

{3) {41,b2,04) er en basis for M

QOPGAVE 3

Lad T betegne den Lnewre afbilduing af B* ind i B*, sow i forhold

standardbasen har matricen

30 0 —23
a 2 0 —a
4=19 02 o
100 0

(1) Bestem det karakteristiske polynomium for T

(2) Angiv de veerdier af o for hvilke T kan diagonliseres

(3) Tind for alle andre verdier af a en basis for R, s&ledes at ma-
tricen for T i forhold til denne basis kun afviger fra en diagonal-
matrix pé en enkelt plads.

OPGAVE 4
(1) Vis at
I N =l s . ~ Y
P S EEP AN 100 I 0y
ll G‘ = : ‘J'l og at {1 1 0 =!-1 1 0
\1 1/ -1 1/
N / 111 RS S |

(2) Get en formel som gzlder for n X # matricer ug som generaliserer
resultaterne i {1). Bevis formien.
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fiv)
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ROSKILDE .UNIVERSITETSCENTER

EKSAMEN I EMNEKREDSEN LINEXER ALGBERA MANDAG DEN 9.JANUAR 1989.

Alle hjzlpemidler er & .ik

Sattet bestdr af fire cpgovaer.

I opgaverne benyttes betegnelsen R for de reelle tal, C for
de komplekse tal. .

OPGAVE 1

Bestem for ethvert a € R 1lg¢sningsmangden La til det homogene

line®re ligningssystem

.

Xy * 2x2 + 3x3 = 0
Xy +(a+2)x2 +(a+2)x3 = 0
(az—a)x3 = 0

2

Bestem nu for ethvert a € R 1l¢sningsmangden Ma til det

line®re ligningssystem

X, + 2x2 + 3x3 = 3
Xy +(a+2)x2 +(a+2)x3 = a+3
(az—a)x3 = a

Idet C(a) beu:egner koefficientmatricen for ovenstaende lig-
ningssystemer, onskes en basis for ker C(a) og en basis for
span C(a) bestemt.

Idet D(a) Dbetegner konstantsgjlen i lig:ingssystemet i1
spprgsmidl (ii), g¢nskes en bestemmelse &f me&ngden

K = { a € R| D(a) € span C(a)}

180 side 2

OPGAVE 2

Lad f : R3 ~ R3 vaere den lineare afbildning, der m.h.t.

standardbasen i R3‘ er givet ved matricen

4 0 2v2
A = 0 6 ] *
2vz 0 2 .

(i) Find dimensionen af ker A (= ker f), og find en basis for
ker A
(ii) Find dimensionen af billedrummet f(R3) = span A , og find
en basis for f(R3)_
(iii) Bestem en diagonalmétrix D o¢ en ortogonal matrix Q ,
sdledes at D = Q_lAQ
(iv) Begrund, at der findes en ortonormal basis bestdende af

egenvektorer for A , og angiv en sidan.

OPGAVE 3

I R® er givet ssttet & = ((1,1,0) , (0,1,1) , (0,1,2)).
(1) Begrund, at o er en basis for R3.
(1i) Beregn koordinatsattet i standardbasen (givet som

((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) for den vektor X i R°,
der i «a -basen har koordinatsattet (2,8,3) . -
.(iii) Lad f Dbetegne den linezre afbildning af R3 - R3 , der

m.h.t. standardbasen er givet “ved matricen

1 0 1 .
T = 103
o 5 8

Udregn den til £ he¢rende matrix m.h.t. a -basen.
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side 3
OPGAVE 4
Lad £: C3 - C3 vaere den lineare afbildning, der m.h.t. stan-

dardbasen i 03 er givet ved matricen

1 0 O
B = 0 i -i
0 i -i

(i) Bestem egenvardierne for f .

(11)

(iii)

Afger, om der findes gp'basis for c3 bestdende af egenvek-
torer for f

Udregn3en Jordan-normalform for B og find en tilhorende basis
for C

Opgavesattet er slut.
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LINFAR Al GFBRA 17 JANUAR 1990

OPGAVE 1
1 rummet, forsynet med et sadvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet fire punkter

A=(1,3,-1)
B =(1,5,-2)
¢ =(3,-5,1)
D =(2,2,0)

Bestem en parameterfremstilling for den linje m, som gér gennem D, er parallel med planen bestemt
af A,B og C og er vinkelret pa linjen gennem A og D.

Bestem det punkt E pad m som har mindst afstand til B.

Bestem volumen af det af A,B,D og E bestemte tetraeder.

OPGAVE 2
Den linezre afbildning f af R? ind i sig selv er givet ved formlen f(z) = Az, hvor

2 1
(1)
Bestem en ny basis {u;, u) saledes at f i forhold til denne er bestemt ved en diagonalmatrix, og angiv
den matrix F , for hvilken det gelder, at Fz er koordinatsattet for z mht den nye basis.

Visat f* (= fofo---of)iforhold til den oprindelige basis er givet ved matricen

L/3"+1 3" -1
213"-1 3" 41

Hertil kan med fordel benyttes den nye basis og dennes sammenhzng med den gamle, men et (korrekt)
induktionsbevis vil ogsa blive accepteret.

OPGAVE 3

Bestem de veerdier af s for hvilke matricen
1 s 4

A=1s 1 s
00 s-3

har en egenvaerdi med den algebraiske multiplicitet 2 og angiv for hver af disse veerdier den geometriske
multiplicitet.

Angiv en vaerdi af s for hvilken det ikke er muligt at diagoinalisere A

OPGAVE 4

Lad U og V vaere henholdsvis nulrum og billedrum for den linezere afbildning

Tyt Tx—123
212 - I3
5zy + 3z2 — Bzg + 24
22y 4 4zo — 223~ x4

R' 3 (23,2, 73, 24) — € R

Angiv parameterfremstillinger for U,V og U N V.
4
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OPGAVE 1
| rummet, forsynet med et sadvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet fire punkter

A=(5,-1,-1)
B =(3,0,0)
C=(3,4,2)
D =(3,6,0)

Bestem parameterfremstillinger for den linje m;, som gar gennem A og B, og for den linje my , som
gar gennem C og D. ' :
Bestem ligningen for den plan m, som er parallel med bide m; og my og desuden ligger lige langt fra
dem begge. Angiv en parameterfremstilling for den finje mg, som er vinkelret pa de to finjer og skarer
dem begge.

OPGAVE 2

Bestemn mangden af relle tal a for hvitke matricen

1 0
0 a
0 -—a

-1 0

e
n
— O

0
1
1
0

er regulaer og find for disse vardier dens inverse matrix.
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L INEAR Al GEBRA 26 EEBRIAR. 1990

OPGAVE 3

Vis at det for alle vaerdier af a galder at matricen

a*=1 2l-a) 21+a)
A=|2a+1) a®-1 2(l—a))
21-a) 2(1+a) a®~1

har egenvaerdien a3 4 3 og bestem det hertil hgrende egenrum .
Lad f vaere den til A hgrende lineare afbildning.
Vis at f i forhold til fglgende basis:

((1,1,1),(1,-1,0),(1,1,-2))

har fgigende matrix

a®+3 0 0
B= 0 a?-3 —6a
0 2 a*-3

Vis at A har de to egenvaerdier (a2 — 3) £ (2v/3a)i.

Kan A diagonaliseres for alle reelle vardier af a?

(Ogs3 i det tilfelde, hvor du har valgt kun at besvare ovenstiende spgrgsmal for udvalgte vaerdier af
a, kan der gives nogle point for opgaven).

OPGAVE 4

Lad U og V vesre henholdsvis nulrum og billedrum for den linezre afbildning

Ty~ 229+ 23 — 224
—523 - 52‘4 4
21—221+23—224 €R
5zy + 5z4

R 3 (21,22, 23, 24) —

Angiv ortogonale baser bide for U og V og vis at disse underrum er indbyrdes ortogonale.
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OPGAVE 1

I rummet, forsynet med et s=dvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet tre punkter

A=(=1,5-4)
B =(-1,-4,5)
€ =(~4,5,-1)

samt vektoren
v=(-3,3,0)

Lad my vare linjen gennem A og B.

Lad mo vaere linjen gennem C med retningsvektoren v.
Lad mg vaere linjen givet ved ligningerne
z+3y+zr=~2

r4+5y+z=—4

Vis at de tre linjer ligger i samme plan og angiv en ligning for denne.

Vis at linjernes indbyrdes skaeringspunkter danner hjgrnerne i en ligesidet trekant og bestem dennes
areal.

OPGAVE 2

Lad Af vaere lgsningsmazngden til ligningsystemet

2z + 22+ 423+ 324 =0
zy+za+2z3+24=0
2z) — 222 + 4z3 +6z4 =0

og lad Ny veere lgsningsmaengden til ligningsystemet

=2z 4 llzs ~ 1023 + 1124 =0
(2= 2a)zy + (3 +4a)zs + (=4 — 3a)z3 + (3 +4a)zs =0

Vis at M D NF for alle ¢ og bestem en vardi af a, for hvilken M # N,.
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LINEAR Al GEBRA 8 1UNI 1990

QOPGAVE 3

Der er givet matricen
0 0 0 4
0010

A=10 4 0 0
1 000

Vis at A har det karakteristiske polynomium
(/\2 - 4)2

Lad f veere den til A hgrende lineare afbildning.
Bestem en ny basis siledes at f i forhold til denne er bestemt ved en diagonalmatirix.
Angiv koordinatskiftematricer for overgang fra nye til gamle og fra gamle til nye koordinater.

Vis at [ er invertibel og angiv en matrix for f~! i forhold til bide gammel og ny basis.

OPGAVE 4

Lad den linezre afbildning f vaere givet ved matricen

0 4

1 1

1

1 -

-1

Angi.v et ligningssystem for billedrummet for f.
Angiv en linezr afbildning g, hvis nulrum er billedrummet for f.



OPGAVE 1
| rummet, forsynet med et sadvanligt retvinklet koordinatsystem, er der givet fire punkter

A=@2,1,-1)
B=(3,-1,1)
€ =(3,1,-3)
D=(4,2,2)

E betegner projektionen af D pa den plan =1, som gir gennem A,B og C, mens F er midtpunktet af
DE

Bestem en ligning for den plan 75, som er parallel med 7, og gar-gennem F.

Bestem volumen af den del af tetraederet bestemt af 4,B,C og D, som ligger pd samme side af 72
som D.

OPGAVE 2
Vis at sattet af vektorer (by, bo, ba) udggr en basis for B3 idet

()1 =(1,0,1)
ba = (0,1,0)
by =(2,0,3)

Den linezre afbildning f af R3 ind i sig selv er bestemt ved at der gaelder

f(br) = b2+ by
fb2) = b3+ b
F(bs) = by + b2

Bestem matricen for f i forhold til standardbasen.
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LINEAR AL GFBRA 14 SEPTEMBER 1990

OPGAVE 3
Vis at matricen
-4 0 3 0
_ 18 5 -6 -6
A= -18 0 11 O

9 3 -3 -4
har det karakteristiske polynomium
(A+1)(A=2)*(A=5)

og benyt dette til at bevise, at den ikke kan diagonaliseres,

OPGAVE 4

Vis, at der i nulrummet for den lineare afbildning afbildning

R43($1,$2,23,x4)l—’( Tyt Ty~ 23 >€R2

229 — 3 + 2z4

ikke findes nogen Igsning til ligningssystemet

Tz, + 923+ 1023 = 66
4z +4z2 + 523 — 24 = 32

Foretag en wndring af en af hgjresiderne i ligningssystmet, si den fremsatte pastand ikke leengere er
sand.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen:

Differentialligninger.

Der stilles ialt seks opgaver, hvor man kan vaelge mellem
opgaverne 5A og 5B, og en fuldstandig besvarelse omfatter

sdledes opgaverne 1-4 samt en af opgaverne 5A og 5B.

onsdag, den 4. januar 1978 kl. 0932 - 1339

Alle hjalpemidler er tilladt.
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Der er givet en differentiaibel funktion a:R~R samt

differentialligningssystemet

Dx = —ty+%a(t)z
Dy = x-(l+a(t))z
Dz = tx+ta(t)y

Funktionen g‘:R+~R3 givet ved
a(t)

v, (8} =|-t

1

vides at vare lgsning til systemet. Angiv samtlige funk-

tioner g‘,_som opfylder denne betingelse.

Lps for t&€R_differentialligningen

(£*D*-3£2D%2+9tD-9D%) £(t) = o.

Bestem derpd a€R sdledes, at funktionen w:t~at? er legsning

til differentialligningen

(£*D*-3£2D2+9¢D-9D°) £ (t) = 2

Lg¢s endelig differentialligningerne

(t*D*~3t2D%+9tD-9D°) £ (t) t

(£*D*-~3t2D2+9¢D-9D°) £ () = t3

Lys differentialligningen
(cos?eb?-costsintD-D°) £ (&) 3i12§

cos” T

og vis, at den lgsning, som gar gennem (0,1,1) er af

formen

—

sin(t+%)
git~ V2 ————

cosit



-

5A

5B

Angiv den fuldstendige lgsning til differentiallignings-

systemet

Dx
Dy

htx-hv+t

(5£2-1) x~4ty+t?

fl

Givet differentialligningssystemect med a,beR\{o}

Dx = ay +bz
Dy = bx+(a-b)y+bz
Dz = bx+ ay

Angiv for hvert valg af {(a,b) den lgsning til systemet,

.som til t=o0 gd&r gennem (x,v,z) = (3,1,-1).

Idet a,b er differentiable Zfunktioner, skal man eftervise
fplgende s@tning:
Hvis v,y er lgsninger til differentialligningen
(D2+aD+bD°)f = o, da vii o?,v¥, »? vare lpsninger til
differentialligningen

(D¥+3aD?+ (2a%+a'+4b) D+ (4ab+2b ') D°) £=o

Benyt cdenne sa@&tning til at lgse differentialligningen

(D¥+(6tgt-3cott) D+ (18tg?t-5+3cot?t) D+24tg’tD°) £=0
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-

stendig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

tirsdag, den 6. juni 1978 kl. 0922 - 1322,

Alle hjzlpemidler er tilladte.
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5. En integrallinging har formen

1. Lgs hver af differentialligningerne
‘™
(D-20°) *£(t) = e 2°F (3
= sin2t - 3| sinlt-xlu(x)dx.
(0-20°) *£(t) = 2t , u(e) = sin 2
2t (o]
(D-2D°) % (t) = te
Idet u:R~R forudszttes to gange differentiabel, skal lig-
ningen omskrives til en differentialligning med passende
2. Bestem den fuldstendige lg¢sning til differentialligningen randbetingelser. )
Lg¢s differentialligningen.
02 (¥ = m2 (M
(y MLy
o 6 Bestem den fuldstandige lgsning til ligningssystemet
hvor M = -1 2 . S
Dx = x+ Y-z
Dy = -x+2y +t
Dz = -x+ y+z

3. For t>o er funktionen w:t~t-11nt lgsning til differential-
ligningen
(t*D3+at?D?+ (a+b) tD+bD°) £ = o.
Benyt dette til at fastlagge (a,b)€R’.
Bestem derpd den lgsning til differentialligningen, som gar

gennem (t,y,y',y") = (1,1,0,0).

4. Lgs differentialligningen

-k
Y
D(;) =
% + 2ty
: t2-4

og angiv den maksimale l¢sning, som gdr genncm
(t,x,y) = (0,1,2).
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-

stendig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

0 - 1422,

torsdag, den 4. januar 1979 kl. 10

Alle hjelpenmidler er tilladt.

19¢ -

Bestem den lgsning til differentialligningen

(t3D%+6t2D2+4tD-4D°)f = o

som opfylder betingelserne

£(1) = o, £'(1) = o og £"(1) = -9

Fastlag derpd for t>o den fuldstendige l@sning til
hver af differentialligningerne

(t°D*+6t?*D2+4tD~4D°) £ (L) = t
(£°D%+6t2D2+4tD-4D°) £(t) = t
(t°D°+6t?D2+4tD-4D°) £(t) = t-2

Idet man har a€R og matricen

2 1
M:
=1 2
skal man, idet gt betegner den transponerede matrix til

M, bestemme a, sdledes at differentialligningen

Do = (M + aM%)g

har lgsningsmengden

0 _[ cos2t sin2t C . [oF] 2 .
{_‘!IiEC \gb_(t) _(-sinZt cosZt\<C2> ! (€z\ ER}

2
Vis, at funktionen ¢:t~e®® for passende valg af a€r
vil vare lgsning til differentialligningen

(D2+2tD+ (£2+1)D°) £(t) = o

0g bestem endnu en l@sning til ligningen.

OPGAVEN FORTSATTES
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Lg¢s derpd differentialligningen
(D*+2¢D+(t2+1)D°%) £(t) = t"-3.

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Angiv for t>o den fuldstandige lgsning til diffe- Differentialligninger

rentialligningen

(tD°-2D%+4tD-8D°) £ (t) = 4t
Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuldstan-

dig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

Lgs differentialligningssystemet
gssy fredag, den 8. juni 1979 k1. 1022 - 1499,

2 -1, _ 2.x
y?Dy = 3v° - Je
Dx = 1 + 2yle™*

og angiv den maksimale lgsning til systemet gennem
(t,X.y) = (0,311'12,2)

Bestem den fuldstazndige lgsning til differentiallig-

ningssystemet
Dx = -2x+2y+ z
Dy = -6x+ yt6z

Dz = ~3x+2y+22z
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Bestem den eller de reelle funktioner, som pd et

‘delinterval af R, tilfredsstiller ligningen

t
tE(E) = 1+ Il(f(u))zupdu,

nar PER, og p#*l.

Fastlag for t>o den fuldstandige lgsning til differen-

tialligningen

(£°D?+t?*D2) £ (t) = o.

Bestem endvidere en partikular lgsning til hver af

ligningerne
(£3D%+t2D2)£(t) = 1
(£°D3+t2D2)£(t) = t
(£°D3+t2D2) £(t) = 1nt

Inden for kraftforskning har man ud fra omfattende
observationer godtgjort, at volumenet V af en kraft-
svulst - 'som funktion af tiden t - i det vasentlige

vokser i overensstemmelse med differentialligningen

v (e) = re *ty(e)

Her er 'I‘o = i%z fordoblingstiden ved uhazmmet cellevakst

og a en individ- og krafttypeafhangig dampningsparameter.

Lgs differentialligningen, nar V(o):Vé. Bestem derpa
den til V svarende (tidsafh@ngige) fordoblingstid TOl
samt det interval IcR,, hvor Ta<+m.

Vis endelig, at limT =T .
a0 a "o

200

For en to gange differentiabel funktion w:R~R+galder,

1

at funktionerne 9? og ¢ ! vil vere lgsninger til diffe-

rentialligningen

2
(D% - I _p- 2t poe(e) = o

t{1+t?) (1+£2) 2

Bestem p& denne baggrund den fuldstandige lgsning til
ligningen. Lgs derpd ligningen

(0? - Y

t(1+12%) (1+£2)2

D°) £(t) = t?

Bestem samtlige reelle lgsninger til differentiallignings-

systemet
Dx = 3y
Dy = -3x +4z
Dz = -4y

Der er givet en differentialligning
(1) (g2D%+g,D+goD°) £ = h
hvor h,90,9:1,9,€C°(I), IER.

Endvidere forudsattes, at g,€C!(I) og g.€C?(I), samt at

YtEI: D3g, (t)-Dg, (t)+go (t) = o.

Vvis da, at der findes funktioner a,b sdledes, at (1) er ens-
betydende med

(2) D{(aD+bD®) f=h
P& hele I. Angiv explicit a og b udtrykt ved go.9: ©9 g2-
Fastlag pd denne baggrund den fuldstendige lgsning til dif-

ferentialligningen
((£2+2)D%+4tD+2D°) £(£) = sint.

O
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 7. januar 1980 kl. 1022 - 14°°,

Alle hj=zlpemidler er tilladt.

202

Bestem det reelle tal a s3ledes, at funktionen
w:R+~R er defineret ved

e(t) = tZlnt

er lgsning til differentialligningen
(t®p3+at?p?-2atp+2abp®) f = o
+>0, og fastlag - med den fundne vardi af a -

den fuldstendige lgsning til denne differential-
ligning.

Idet L = t®D°+at?D?-2atp+2aDp’ bestem da den
fuldstendige lgsning til hver af differential-

ligningerne
Lf = t°
Lf = t
Lf = t2,

Vis, at funktionen ¢:R+~R defineret ved
=31 -1

P(t) =1 T
opfylder Riccatiligningen
pDg + g2 + %q -1=o0

Benyt dette til at bestemme den fuldstandige l¢sning
til differentialligningen

(D% + %D -pYf =

!
s
|
o

for t>o.



o,

5.
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Funktionen f:R~R forudsattes to gange differen-
tiabel samt at vare lgsning til integrallignin-

gen

t t
t? Jlf(s)ds -t Jlsf(s)ds = tf(t) - t?

Omskriv integralligningen til en differentiallig-

ning med startbetingelser.

Bestem derpd den funktion, som tilfredsstiller
integralligningen.

Bestem den fuldstzndige lgsning til differential-

ligningssystemet
Dx = x- y+2z+t
Dy = 2x-2y+2z+t
Dz = x+2y- z+t

Bestem den fuldstendige lg¢sning til differential-
ligningssystemet

‘Dx = 2x+ y + w

Dy
Dz = 2y+ 2z

X+ y+2z+ w

Dw = X- vy +2w
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for
fuldstendig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

onsdag, den 4. juni 1980 k1. 1022 - 1499,

Alle hjalpeﬁidler er tilladt.
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Bestem det reelle tal a sdledes, at funktionen

V:R ~R er defineret ved

o(t) = t%1nt

er lgsning til differentialligningen

(t®p3+at?p?-2atD+2ap’) f = o

t>0, og fastlag - med den fundne vardi af a -
den fuldst@zndige lgsning til denne differential-

ligning.

Idet L = t’D3+at?D?®-2atD+2aD’ bestem da den
fuldstendige lgsning til hver af differential-

ligningerne

Lf = t3
Lf = t
Lf = t2_

Vis, at funktionen ¥:R ~R defineret ved

=1-1
vle) =1 - 2
opfylder Riccatiligningen
Dg + g? + %q -1l=o0

Benyt dette til at bestemme den fuldstandige 1lg¢sning
til differentialligningen

(0? + 2p - D) f =

)
[
1
=

for t>o.

266

Funktionen f:R~R forudsettes to gange differen-
tiabel samt at vare lgsning til integrallignin-

gen

t t
t2 Ilf(s)ds -t Ilsf(s)ds = tf(t) - t?

Omskriv integralligningen til en differentiallig-

ning med startbetingelser.

Bestem derpd den funktion, som tilfredsstiller

integralligningen.

Bestem den fuldstendige lgsning til differential-

ligningssystemet
Dx = x- y+2z+t
Dy = 2x-2y+2z+t
Dz = x+2y- z+t

Bestem den fuldstandige lgsning til differential-

ligningssystemet

Dx = 2x+ y + w
Dy = x+ y+2z+t w
Dz = 2y+ z

Dw = X-y - +2w




e
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Skriftlig eksamén i matematik i emnekredsen

Differentialligninger-

Der stilles ialt 5 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-
stezndig, hvis 4 opgaver er korrekt besvaret.

mandag, den 18. januar 1982 k1. lO.ooA— 14.00.

Alle hjalpemidler er tilladt.

288

Funktionerne o,{:R4~R, givet ved, at

®(t) =% og y(t) =t

antages at vare lgsninger til differentaialligningen

(t*p%+at?p?+btD+ (a+b) D°) £(t) = o

hvor a,b€ER og t>o.
Fastlag pa denne baggrund a og b samt den fuldstendige
lgsning til differentialligningen.

Bestem derpd (med de fundne vardier af a og b) en parti-
kulaer lgsning til differentialligningen

(t*D*+at?D2+btD+ (a+b) D°) £(t) = t

L¢s ved en passende transformation hver af ligningerne

y' = 2% + 1 for t>o

v (%V - 2 for t>o.

Funktionen ¢:Ry~R antages at vare to gange differentiabel.
Videre er funktionen Y:R;~R defineret ved

Vit) = tro(t).

Nir funktionerne ¢ og ¢ vides at vare lgsninger til d4if-

. ferentialligningen (t>o)

(D2~ (2t+ £ ) D+E2DO)y (£) = o
skal man fastlagge ¢ samt den fuldstendige lgsning til
differentialligningen.
Bestem derpd den lgsning til differentialligningen
(Dz—(2t+%)D+tZD°)y(t) =t

som indeholder linieelementet (VZ,G,V?).
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Fastlag den fuldstendige lg¢sning til differentiallignings~

systemet

X' = 3x +22
Y' = 2x+y
z' = % (y-x)+3z

Der gnskes en beskrivelse af forlgbet af lgsningskurverne

til differentialligningssystemet

x'= f(x,y)
(1)
y'= g(x,y)
hvor
£(x,y) = F(lo-x) - X

gx,y) = y(a- 2

efter nedenstdende retningslinier.

a) Bestem de punkter (a,b), hvor lgsningerne til systemet er
i ligevagt, dvs. hvor x' = o og y' = o.

b) Med henblik p& at lave en linear tilnarmelse til funk-
tionsparret (£f,g) skal man udregne funktionalmatricen

fx(x,y) fy(x,y)

gx (x,y) gy (x,¥)
c} Er (a,b) et ligevagtspunkt fastlagges
fx(a,b) £y(a,b)
A =\gx(a,b) g¥(a,b)
og derpad lgses ligningssystemet

OPGAVEN FORTSETTES
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x' X

1]
>

(2)
y' Yy

(PS: Lgsningerne bliver ikke “pazne% men beskriv det karak-

teristiske forlgb).

d) Ligningssystemet (2) kaldes en linearisering af (1) om-
kring ligevaegtspunktet (a,b). Hvad kan man ud fra lgsnings-
kurverne til (2) slutte om forlgbet af lg¢sningskurverne til

(1) i narheden af (a,b)?
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SKRIFTHG ERSAMEN | DIFFERENTIALLISNIVGER

opewe 4
Bestom den Woﬂwn«d{fe {ejn&'@ “l
:ngx = «/lyi , (yy)e RY,

Skrifely ekoamen o Lmmndknedonn
OPGAVE 2

Funktionerne Ccosh 9 sk er Aefineret el
césh(é) :é(ef-f e,'t))— Snh) =2L(e¢—e"t),

DIFFEREN TTALLIGNMEER

MANDAG DEN /8 JANUAR
1982
A, Bevir at

kg /000~/ oo
4 ( © o')t coshit)  anhlt)
€= (.uwf.; wzw),

8. Beus 'Wtéomﬁm/m'
cosh (t+u) = coshit) coshiu) + Sinh(u)sink(t)
Sinh (t4w) = cosh(t) sinh(u) + sinh (t) coshiw)
C. Om h differcntioble fudedime~ 7,9 R—-R
plys ac

b fitsay = feerfw + gergom
g(t+w) = fl&)13m) +96) f(«)

L f)=1, flo)=0; 9le)=0, 9'to)=1
Vo, at f:cos& 7 g =snh.

FORTSETTES
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OPGAVE 3

les  dffnetialigningssyotenet

X')=AXt)+ Btt),

/
Ko)=[o
fo)=¢
r o
Z 0o o o {
1 2 2 - t
A= = &t
6 o 2 - )B(t)_ o
oo { 2 snt

Late SWW

214

Skriftlig eksamen

i emnekredsen

DIFFERENTIALLIGNINGER

Varighed 4 timer

Alle hjelpemidler er tilladt.
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OPGAVE 1.

En 2.ordens linear, inhomogen differedtialligning
af formen

£17(8) + p(t) £'(t) + q(t) £(t) = r(t),

hvor p, g og r er reelle funktioner p& 10,«[,
vides at have fglgende lg¢sninger p& ]0,«[:

2 2

fl(t) = =-cos“t - t
_ 2
fz(t) = -cos“t
2
f3(t) = ~-cos t - t

(1) Find samtlige maksimale lgsninger til differentiallic-
ningen.

(2) Bestem koefficientfunktionerne P, 94 o9 r pd 10,x[

(3) Find samtlige maksimale lgsninger til differential-
ligningen
£'0(8) + p(t) £'(t) + g(t) £(t) =t

pé& intervallet ]0,w[ .

216

OPGAVE 2.

Lad A angive matricen

0 -1
A =
1
7 1
Angiv eA.
OPGAVE 3.

Om funktionerne g:]0,1[ ~ R, h:]0,1[ ~ R vides,
at
gh er lgsning til differentialligningen

£1(x) = -2x (1 +ﬁ) £(x), x € 10,1[

3
— e

med (gh) F) = 2

2
og at
g + h er lgsning til differentialligningen

fl(x) = - Xf(x)r X € ]011[

med (g+h) (5) = e

LS

Bestem g og h.



(1)

(2)
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OPGAVE 4.
Lad £ : ﬁ? ~ R vare defineret ved
X for t $x
f(t,x) =
t for t > x

Lgs differentialligningen

x'(t) = f£(t, x(t)) pad R

Vis, at der gennem ethvert punkt (to,xo) € R?

gdr netop én l¢gsning til differentialligningen.

2183

EKSAMEN | EMNEKREDSEN
DIFFERENTIALLIGNINBER,

ONSDAG DEN 16 JUN| 82 KL {0- (4
Awlqdwud&m/n filadt,

OPGAVE 1

A Om funledsonanne 403 3 wdes :
I et difineuiiable funtebioun, pd R
9 l)=1, gl)=0
{(o)=a, g/)=b
3 ¥trer:
{lees)= {1t)65) ~ getrges)
gltes)= [(4) 96 + G418
Vis hnudpa at
() = ot
90 = sinbt
B: Los dffinentialilnig e
a -b
14} = “ b t (b &)t
x()-(lo Q)X‘f)"‘ e

med, beg yndelses balingelsen

713

VEND
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

OPGAVE 2

A Los de to diferentialigniger

(1) %“:u‘,. (t,u) €R”

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

. z |
() dve ___* . (¢) ek, t 4~

at [+4t
Differentialligninger.
B: Det ophyser al ‘
M (XI'V) L& eh ’P‘”“tﬁ u W: Der stilles ialt fem opgaver. Besvarelsen anses for fuld-
‘ 4x(x stendig, hvis fire opgaver er korrekt besvaret.

(y-X)"-‘f=x272+ D)
a& [+4¢t

Y G T 1
Vae =" T ik

4y y) € {(f/r,y)/ xwy}
itt an ('u,v):[{ry, x‘r‘y) om lasﬁuny 2
systemet bestiende of (1) » (2).

Benyt denne Plyoming Al at wnansuge,
hutthe lométgu‘ @y) Al (3), den gpppdn .
bm'@m fredag den 6. januar 1984, k1. 10.00 ~ 14.00.

(xt), yt2)) < (4)'1).

C: Berns qplypwingen < B : ' Alle hjzlpemidler er tilladt.
OF&GAVE 3 ‘
Angiv den /td:tatowtge fpaning Al déﬂmd/éadgné@ao

4
dy ] X hoe X2n
ws ’”“‘”"““‘[x/j’} =

Y n‘M X<y

SETTET BESTAR AF TRE OPGAVER 06 FYLoER T6 SIDER
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Differentialligningen

y' = ay- (1-1n(by))
er for a>o og o<b<<1 en model for en populations udvikling.
Godtggr ud fra modellen, at populationen vil have en bareka-
pacitet - dvs. en ¢vre graznse for, hvor mange individer, der

forbliver i populationen.

Fastlag til slut den lgsning til differentialligningen, som

indeholder y(o)=1.

For hver verdi af A€R er givet et differentialligningssystem

)\x+y-x3

xl

3

y' = Ay-x-y
Det oplyses, at systemet for A<2V2 kun har et ligevagtspunkt.
For A=2VZ opstdr fire stabile ligevagtspunkter, og for A>2vVZ
oplgses hvert af disse i to ligevagtspunkter - et stabilt og
et ustabilt (Dette ¢nskes ikke bevist).

Vis, at punktet (o0,0) for alle X vil vare et ligevagtspunkt,
som for A<o er stabilt og for A>o0 er er ustabilt.

Vis dernast, at systemet for A=o undergdr en Hopf bifurkation
- dvs. at der for o<A(<2VZ) er en stabil gransecykel omkring
det ustabile ligevagtspunkt.

Vis til slut, at s&vel gransecykel (0<A<2V2) som de resteren-
de ligevagtspunkter (A22VZ) vil ligge i cirkelringen

A§x2+y2§2X.

222¢

3. Der findes for hvert reelt a fastlagt det line=zre differenti-

alligningssystem
X' = -X +(a-1)z
y' = -y -z
z' = -(atl)x+y -z

Bestem for hvert a r¢dderne i det karakteristiske polynomi-

um, som svarer til systemet.

Opstil derpd et sat af lineart uafhzngige reelle (vektor-)
funktioner, som udspander den fuldstazndige lgsning til syste-
met. (PS: Husk ogsd at behandle tilfzldet a=o0).

4. En meget simpel model for en pladespiller er beskrevet ved dif-

ferentialligningerne

x" ~UX+XY

1

Yy ‘I—Ay—x2

(A,u>0), idet x stdr for effekten af dynamoen, cog y stdr for
vinkelhastigheden af den roterende skive.

Undersgg denne models stabilitetsforhold - udtrykt ved A og u.

Der ¢gnskes en seperat redeggrelse for det tilfazlde, hvor
Au = 1.

5. Fastlag den fuldstandige lgsning til hver af ligningerne

y" +y"+y +y=et

cost

ylu +yu+yl+y
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger

Der stilles fire opgaver, som alle skal vare korrekt
besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

mandag, den 4. juni 1984 k1. 1022 . 1499 |

Alle hjelpemidler er tilladt.

Der er givet den lineare differentialoperator

L = D® + aD? + bD- + cD°

hvor a, b og ¢ ‘er reelle konstanter. Fastlag
disse konstanter, s8ledes at differentiallignin-
gen

Lf = o

har funktionerne t~tet og tr-e-2t som lgsninger.
Udregn dernast - med de fundne vardier for a, b og c
~ den fuldstandige lgsning til differentiallignin-
gen

t

LE = t(ef+e™ ).

For alle reelle vardier af A*o er givet differential-

ligningssystemet
x' = )\ya - Xyz
y' = =Ax + x%y

Godtggr, at-systemet altid har tre ligevagtspunkter,
og redeggr for systemets stabilitetsforhold i nar-

heden af disse ligevagtspunkter.

Bestem samtlige reelle lgsninger til Qifferential-
ligningssystemet
‘= -2x + y

-2y + 2z
' o= -2z + w

TN X

' o= x - 2w



En differentialligningsmodel for et "rovdyr-bytte- ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
dyr"-system er ved passende scalering transforme-

ret til differentialligningssystemet
Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

vo= X - - =X __
X 72(57 9x) TxeD)
Differentialligninger.
V= X :
y y(1 U
Giv en analyse af systemets stabilitetsforhold ved Der stilles tre opgaver, som alle skal vare korrekt
bl.a. at vise, at systemet har to (relevante) lige- besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

vagtspunkter, hvoraf et er stabilt,og et er et
sadelpunkt.

00 _ 1429 |

mandag, den 7. januar 1985 k1. 10

Alle hjzlpemidler er tilladt.




-
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Lgs for t>o differentialligningssystemet

Dx = x + ty + =z
thy = 2x - y - 2z
Dz = X - ty + =z

sdledes at punktet (0,2,0) for t=1 tilherer

lgsningen.

Idet der er givet den lineazre differentialoperator
L = Dp*-p?
skal den fuldstazndige l@sning til differentiallig-

ningen
Lf =0

opskrives.

Find dernast en partikiler lgsning til hver af lignin-

gerne
Lfl = e2,t ) sz = et
Lfy; = te” , Lf. = efcost
‘Lfs = sint.

228

For alle r>o0 er givét et differentiallignings-

system
X' = 9y - 9x
y' =rx -y = xz
z' = xy - 4z
a. Godtggr, at systemet er uandret under -transfor-

mationen (x,y,2z) ~ (-x,-y,z)
Fastlag systemets ligevagtspunkter.

Godtggr ved en linearisering af systemet omkring
hvert af ligevagtspunkter, at (0,0,0) for >l
ikke er stabilt, men at de to gvrige ligevagts-
punkter for l<r<36 vil vefe stabile.

Vis, at (0,0,0) for rgZl vil vare globalt stabilt.
(Vink: Vis, at V = rx?+9y2+9z? vil vare en Lia-
ponov-funktion) .
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Skriftlig eksamen i emnekredsen

DIFFERENTIALLIGNINGER

" mandag, den 9. juni 1986

Bestem den fuldstandige lgsning til
differentialligningen

3 Z2xt - ax = £(b)

i tilfaldene
-t

a) f(t) = e \ ;
b) £(t) = cost
c) £(t) = e “sint.

Der er givet differentialligningssystemet

x' = 1-ax - y?

y' Xy - ay

Find for hvert a > o samtlige stationzre
lgsninger og undersgg deres stabilitetsforhold.

Der er givet differentialligningssystemet

y - x°

xl

y' By - 3x - y?

Undersgg for alle f€R stabilitets~forholdene
for den stationare lgsning (x,y) = (o,0).

Der er givet differentialligningssystemet

xl
yl
z‘

Find de vardier (a,b,c)€R? for hvilke samtlige lgsninger
(x(t) ,y(t),z(t)) er begransede for t gdende mod

uendelig. . . (opgavesattet fortsatter)

2x - y - 2z + a
6x - 3y - 6z + b
-4x + 2y ~ z + ¢

]
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(opgavesattet fortsat)

5. 1Idet det oplyses, at den partielle differentialligning

azw 32LD _ 1.2 BZ(D
_— ——;) = (x°-y )axay X >0

ax? 3y~

xy (
har den fuldstendige lgsning.

e(x,y) = xf(-}%) + g{xZ+y?)
hvor f og g er vilkirlige C?-funktioner, skal
man bestemme den lgsning, som tilfredsstiller rand-

veardibetingelserne

: 3
o1,y) = y? og -5‘;”(1,3;) =1,

Vink:
Vis fgrst, at f opfylder differentialligningen

(1+E2) £ (£) - tf(E) = t.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger.

Der stilles fem opgaver, som alle skal vare korrekt

besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldétandig.

Den skriftlige eksamen er tilordnet modul 2

mandag, den 9. juni 1986 k1. 1022 - 1429,

Alle hjzlpemidler er tilladt.



1. Der er givet den lineasre differentialoperator ]
3. Bestem samtlige funktionspar (x(t),y(t)) som til-

L =0n% - 2p - 4p° fredsstiller differentialligningssystemet

tx' = -x + %
Fastlag den fuldstendige lgsning til hver af ’ t>o
differentialligningerne ty' = ~y - by
LE, (£) = e2t , L5 (t) = cost i 1. kvadrant.
Fastlag den lgsning, som gdr gennem punktet (1,1)
LEs (t) = e sint for t = 1.

4. Bestem den fuldstandige lgsning til differential-
2, Om den partielle differentialligning ligningen

2_v(e) + 2880t ) o ogine

cos?t cos’t

tgtey'' (t) +

Yy

[ ) Tt _ 2 2 1
xy(zxx - zyy) = (x"-y )zx
i et passende interval.

kan det oplyses (dvs skal ikke vises!),

at for x > o er den fuldstendige lgsning Fastlag dernast den lgsning, som indeholder linie-

elementet (t,y,y') = (%

givet ved 10y = ).

z(x,y) = x£(¥/x) + g(x2+y2),
5. Der er givet differentialligningssystemet

hvor £ og g er vilkédrlige, to gange

x' = -x+ + + a
differentiable funktioner. Y z
Bestem nu den lgsningsfunktion, som tilfreds- y' o= X - z+b
stiller randvardibetingelserne z' = x+2y - z + ¢
(x,x2) = x2 ' 2, _ 2.,
z(x,x7) = x ’ zy(x,x ) = x'+ hvor a,b og ¢ er reelle konstanter.

Fastlag konstanterne a,b og ¢ sdledes, at
punktet (2,0,1) er et ligevagtspunkt for systemet,
og unders¢gg om systemets lgsningskurver vil konver-

gere mod punktet.
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger.

LA Der stilles fem opgaver, som alle skal vare korrekt

besvaret, hvis besvarelsen skal anses for fuldstandig.

Den skriftlige eksamen er tilordnet modul 2

mandag, den 9. juni 1986 k1. 1022 - 1429,

Alle hjalpemidler er tilladt.

<«

1. Der er givet den lineazre differentialoperator

L =Dp° - 2D - 4D°

Fastlag den fuldstazndige lg¢sning til hver af
differentialligningerne

2t

Lf; (B) e , Lf,(t) = cost

LEs (t) = e “sint

2. For alle o > o er givet differentiallignings-

systemet
x' =1 - ox - y?
y' = Xy - ay.

Undersgg systemets stabilitetsforhold, nér

o varierer.

3. Bestem samtlige funktionspar (x(t),y(t)) som til-
fredsstiller differentialligningssystemet

tx' = - x + =
Y

2
= - - =
ty Y p
i 1. kvadrant.

Fastleg den lg¢sning, som gir gennem punktet (1,1)
for t = 1.



4.

Et differentialligningssystem er for alle
B givet ved

x'" = y - x

By - 3x - y°

yl

Det oplyses (dvs skal ikke vises!), at systemet
for B < 4 kun har et ligevagtspunkt.

Redegpr for systemets stabilitetsforhold, nar

B er tet ved o.

Vis, at systemet for 8=4 ogsi har punkterne
(1,1) og (-1,-1) som ligevagtspunkter, og
undersgg systemets stabilitetsforhold, nér
g=4.

Der er givet differentialligningssystemet

X' = -x+y + z + a
y' = X -2 +Db
z' = x+2y - z + ¢

hvor a,b og ¢ er reelle konstanter.
Fastl®ag konstanterne a,b og c siledes,

at punktet (2,0,1) er et ligevagtspunkt
for systemet, og undersgg om systemets lgs-
ningskurver vil konvergere mod punktet. '
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Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentialligninger. -

Der stilles fem opgaver, som alle skal vare
korrekt besvaret, hvis besvarelsen skal anses

for fuldstandig.

onsdag, den 21. januar 1987 k1. 1022 - 1492,

Alle hjazlpemidler er tilladt.
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Et differentialligningssystem er givet ved

x(1 - x? + y?)
y(1 - 3x% - y?)

x'

Fastlag systemets ligevagtspunkter samt disses stabi-
litetsforhold.

Omskriv dernast systemet til pol®re koordinater og
skitsér p& denne baggrund lgsningskurvernes forlgb,
specielt omkring enhedscirklen.

Fastlag den fuldstandige lgsning til differential-
ligningen

(D?4D°) £ = tsint - Zcost

Bestem samtlige funktionspar (x(t),y(t)) i 1l.kva-
drant, som tilfredsstiller differentialligningssyste-

met
x!' = _t.
Y
y' = - %4+ 2
X t%24 08

Fastlag derpid den lgsning, som for t = o g&r gennem
punktet (2,6).

Fastlag den fuldstandige lgsning til differential-
ligningssystemet

X+ y+z-t
y' = 2y + z - t
z' = ~x + t

(opgavesattet fortsatter)
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Der er givet differentialligningen

x'"' + x' = x"¥ +x* = o

Omskriv ligningen til et system af to koblede
differentialligninger ved at satte x' =y

og vis, at (o,0) vil vare det eneste ligevagts-
punkt for systemet.

Fastlag dernast konstanterne a,b i funktionen

Vix,y) = x° + by? ,

sdledes at V bliver en Liapunov-funktion for
systemet. Bestem til slut et stabilitetsomrdde
for (0,0), dvs find et tal ¢ > o, sdledes at

V' £0 nar v £ c .




SKRIFTLIG EEKSAMEN I DIFFERENTIALLIGNINGER
den 8. Januar 1988

Der stilles 4 opgaver som alle skal regnes, for at besvarelsen er fuldstendig.
Alle hjeelpemidler er tilladt.

(Opgave 4 findes i to varianter beregnet for forskellige pensa.) I

Opgave 1
Der er givet differentialligningen:
o 2y +(1+ )y =13 +3L
Vis, at funktionen p: ¢+~ et fot passende valg af a, vil veere en lgsning til den homogene
ligning.
Fastleg p& denne baggm.nq ‘den fuldstendige lgsning til differentialligningen.

Opgave 2
Der er givet differenti

ty -2y =12
Find samilige lgsninger til de;l;_i"homogene ligning, dels p4 intervallet | — oc, 0] og dels pd

intervallet ]0,00[. Find dern’a{gt samtlige lgsninger til differentialligningen pd hele den
reelle akse. Hvor mange gange kan disse lgsninger differentieres?

Opgave 3 .
Bestem samtlige reelle lgsninger il differentialligningssystemet:
' =—z +z
= —y—-z
Z=-8z+y-=z

Opgave 4a
Der er givet differentialligningssystemet:

d=(-a")z-y-4"
’:=x_y8

med < 1.
Fastleeg systemets ligeveegtspunkter, og redeggr for systemets stabilitetsforhold, ndr
B varierer. Vis i denne forbindelse, at funktionen V: R? — R givet ved

Vig.g) =2 +¢" +ay*
for passende valg af a bliver en stzrk Liapunov funktion for systemet, ndr 3 = 0.

Opgave 4b
Find samtlige maksimale lgsninger til differentialligningen

)t =01-4)° med ¥=20

1242

Los for t > o differentialligningen

3
,'7_y+ t

t t243y2

(Det kan anbefales at benytte transformationen y = tz)
Vis, at funktionen &:R -> R, givet ved

2
3(t) = eat

for passende valg af a er en le¢sning til differentiallig-
ningen

Cty"™ - (2t2+1)y' + t3y = o.

Fastleg pd denne baggrund den fuldstendige lesning til dif-
ferentialligningen

2
ty" - (2t2+41)y' + t3y = t2et7/2

Lgs differentialligningssystemet

X' = ~-x+2y+22
y' = 2x+ y+2z
2' = 2x-2y- z

For alle p > o er givet differentialligningssystemet

X' = 5(y—xy+x—x2/10)
y' = (2-y-xy)/5
2' = p(x~2z)

(Dette ligningssystem er en model for en kemisk reaktion,
hvor x,y,z er koncentrationer af de indgaende stoffer).

Fastlag de relevante ligevagtspunkter for systemet.
Foretag en linearisering af systemet omkring hvert af

ligevaqtspgnkterne, og godtgoer, at det ene punkt vil
vare ustabilt, samt at det andet punkt vil vare stabilt.
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Skriftlig eksamen i matematik,
vinteren 1977/78.

Emnekreds: statistik og sandsynlig-
hedsregning.

Opgave 1.

P4 en fabrik arbejder man i tre skift: morgenskift,
eftermiddagsskift og aftenskift. En stikpreve fra
produktionen i hver af de tre skift viser, at af

200 undersegte enheder var antallet af defekte en-
heder henholdsvis 12, 10 og 23. Kan man konkludere
noget om, hvorvidt arbejdstidens beliggenhed pavirker
kvaliteten af de fremstillede produkter ?

Opgave 2.
Tad f vzre en funktion af R ind i R af formen
0 for x €0
26-1 i
f(x) = c(e) x for 0<x<1
‘ 0 for 1< x ’

hvor ©6€IR, ©>0.

A, Vis at man kan velge c¢(©) , sdledes at f er
tzthed for en sandsynlighedsfordeling pd IR. -~ I det
folgende tankes c¢(©) valgt pd denne méade. :

(fortsz=ttes)

Lad Xl, X2, sesy Xn vere stokastisk uafhzngige,
identisk fordelte stokastiske variable, der feolger
en fordeling givet ved tetheden f , og lad end-
videre xl, X5, +.., X, VEre observationer af

(o]

S S

B. Opskriv likelihoodfunktionen.

C. Estimer © .

D. Opstil kvotientteststerrelsen for hypotesen
HO: e =1,

Opgave 3.

Ved en undersegelse af forureningen i en fjord har
man pé& tre vanddybder foretaget to vandprever,

hvori man bestemte koncentrationen af coli-bakterier
(der kan anvendes som et mdl for vandets forurening).
Resultaterne fremgér af nedenstaende tabel.

Koncentration af coli-bakterier
1 tre vanddybder,

dybde H om : 4 m E 8 m
kone. || 2.15 | 2.15| 2.00
2.56 i

1.95  1.65

Opstil en model for disse data.

Undersog hvordan vandforureningen afhanger
dybden.

- 1

(opgaveszttet fortsetter)
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Opgave 4.

P4 et bestemt locus hos billen Tetraopes tetra-
ophthalmus findes tre allelle gener A, B og C.
Der er derfor seks forskellige genotyper:

AA, AB, AC, BB, BC, CC.

Alle disse seks genotyper kan skelnes ved elektro-
forese, sd der er ogsd seks fznotyper.

A. Vis at hvis der i en population er tilfzldig
parring og ingen selektion med hensyn til-dette
system, s& mi man forvente, at genotyperne fordeler
sig i forholdet

2 .
p- : 2pg : 2pr : q2 : 2qr : r2 .

hvor p+g+r =1 , og hvor p, 4 og r betegner gen-
frekvensen af henholdsvis A, B og C -genet.

En population, hvor forholdet mellem de seks geno-
typer er pd denne form, siges at vere i Hardy-
Weinberg-ligevegt.

Fra en population af biller pé Long Island blev der

indsamlet 287 biller, og disse blev klassificeret
efter genotype sdledes:

AA AB AC BB BC CC
9 8 16 99 66 12 .

B. Underseg om denne population er i Hardy-
Weinberg-ligevagt.
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Opgaver til skriftlig eksamen i
Talsystemets opbygning, 3. juni 1981

Opgaverne tankes lgst inden for den opbygningsramme, som er
afstukket af teksten til kurset i talsystemets opbygning, for-
dret 1981. Hvis en anden ramme valges, praciseres denne.

-Varighed: 4 timer

Alle hj=zlpemidler tilladt

Opgave 1 I mengden D = QxQ defineres kompositioner - & og @

ved
(a;ray) ® (by,b,) = (a;+b,,a,+b,)
og
(alraz) © (bllbz) = (albl, a1b2+a2bl)

(1) vis, at (D,®,0) er en kommutativ ring med ételement, hvori

nulreglen ikke gzlder.

(2) Bestem et dellegeme (M,®,0) af (D,8,0), som er isomorft
med (Q,+,°).

(3) Godtge¢r, at hvis (Q,+,+) identificeres med (M,9,0) ved

hjzlp af isomorfien, kan ethvert element i D skrives som
(al,az) = a; + pay,

hvor p= (0,1) og pz= (0,0)

Opgave 2 Lad A vare en delmzngde af de naturlige tal, N, og
lad A have egenskaben

(a) Vm € N: S(m) € A = m€ A

(S betegner efterfglgerfunktionen i R)

(1) vis, .f.eks. ved induktion, at hvis A opfylder (a), da og-
sé

(b) Ym € R vn € N: m€ A Aan<m = n¢€A

For n € N forstds ved begyndelsesafsnittet hgrende til n meng-

den

I,= m€RN| mg<n}

L 4




o~
N
—

Vis, at (a) og dermed (b) er opfyldt for ethvert begyn— vn € N: Ibn+l - a
delsesafsnit A.

[~
w
o

Vis, at en vilkarlig delmengde A af N er et begyndelses-

afsnit, hvis og kun hvis A opfylder fglgende to betingel- Opgave 4 Skitser kort hovedlinjerne i opbygningen af tal-

ser: systemet, fra N, over 2 og Q til R.

(a) (som ovenfor)

og

(¢) der findes et n, € A, sé at S(no) ¢ A. SLUT
1 4
Opgave 3 En fglge (an)n af reelle tal kaldes som bekendt
voksende, hvis
vn € N: a a4
og aftagende, hvis
vn € N: a > ai1e
En reel talfglge kaldes monoton, hvis den er voksende eller
aftagende.
(1) Vvis, at enhver monoton og begranset talfglge i R er kon- A
vergent i R.
Vi betragter nu afsluttede intervaller i mengden af reelle
tal, dvs. mengder af formen
[a,b] = {x €ER | a <x <bl , a,b € R, a <b.
Ved en intervalindsnevring forstds en fglge af afsluttede in-
tervaller ([a_ ,b 1) , hvorom det gelder, at [al,bl] 2 [a2,b2] >..
’ dvs.
vn € N: a <a, g < b .y <b.
(2) Vis, at i enhver intervalindsnavring har alle intervaller-
o

ne mindst ét fzlles punkt.

En intervalindsnavring kaldes en ruse, hvis ethvert af ind-
snavringens intervaller er venstre— eller hgjrehalvdel af det
foregdende interval.

(3) vis, at i en ruse har alle intervaller netop &t fzlles

punkt. (Benyt f.eks., at
(fortsattes)
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Skriftlig eksamen i emnekredsen

GECMETRI (Differentialgeometri)

Varighed: 4 timer.

Alle hj®lpemidler tilladt.
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OPGAVE 1.

Betragt for o > o “kurven med parameterfremstillingen

a a+l

t"f_(t)r=(tlt ). te]olw[ L}

(1) Skitsér kurven, og vis at den er en overalt vil-
kdrligt ofte differentiabel kurve, der tillige v
er monoton.

(2) Begrund at kurven har en evolut hvis og kun hvis

a > 1, og find en parameterfremstilling for evo-

lutten.

OPGAVE 2.

Lad r(u,v) = (ucosv, usinv, uzsin2v),
u€ [o,»[, v € [o,2n(
vare en parameterfremstilling for en flade.
(1) GCodtggr at fladen er en differentiabel C -flade
.overalt, bortset fra i punktet :
(0,0,0).
(2) vVis, at parameterskiftet (u,v)~(x,y), hvor
X = ucosv, ¥ = usinv,
for u € lo,»[, v € [o,2r[ er et tilladt pérame-
terskift, og bestem en parameterfremstilling for

fladen med =x og y som parametre.

(3) Godtggr, at fladen, bortset fra i punktet (o0,0,0),
er overalt hyperbolsk krummet.

(4) Find hovedkrumningerne og hovedretningerne i punktet

V2 2
7, 1).

2



¢

OPGAVE 3.

For+ a € 10,1l er der givet en vilkdrligt ofte

differentiabel rumkurve ved parameterfremstillingen

r(t) = (x(t), y(t), z(t)) = (t, va cosht, Vi-a cosht),

t € R

(1) Angiv en naturlig parameterfremstilling for

denne kurve, regnet ud fra t = o.

(2) Vis, at for ethvert t € R ligger positionsvek-
toren r(t) i kurvens oskulationsplan i t, og at
oskulationsplanen er vinkelret pd yz-planen.

(3) Bestem kurvens ledsagende koordinatsystem..

(4) Vis, at kurven ligger i en plan, og angiv en ligning

for denne.

252

SKRIFTLIG EKSAMEN i
GEOMETRI (DIFFERENTIALGEOMETRI)
Varighed: 4 timer

Alle sadvanlige hjalpemidler tilladt

August 1982
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OPGAVE 1

Indvendig pd en cirkel med radius r ruller en cirkel med
radius r/3 i planens positive omlgbsretning Vi betragter
den kurve der beskrives af et bestemt punkt pa den lille
cirkel. Denne kurve kaldes
en hypocykloide. Nu rul-

ningen begynder har punk-~

tet koordinaterne (r,o). /

(1) Begrund, f.eks. med

;
stptte i vedstdende fi- :

gur, at hypocykloiden har

i
’i.
parameterfremstillingen 4

3
A

X=ngOSt+

3 cos 2t Hﬂ

sin 2t

Wi WK

y = %r sin t -

- ot
(t € !_o,%ﬂL). Det oplyses,
at denne parameterfremstilling kan udstrakkes til hele in-
tervallet te [o,zn[.

(2) Vis, at kurven, bortset fra i punkteffsvarende til t = o,
t = %ﬂ og t = %ﬁ , er en vilk&rligt ofte differentiabel kur-
ve, og at den for t = o, t = %W , b= %4? har en spids.

(3) Vis, at buen for te€ Jo, %11[er monoton og har en evolut

for te¢ [o, ';_z] . Vis, at den indeholder punktet (%r, % 3r).

OPGAVE 2

En tre gange differentiabel rumkurve er i et retvinklet koorxr-

dinatsystem i rummet givet ved parameterfremstillingen
r(t) = (x(t),y(t),2(tv)), t € I.

Rumkurven underkastes en homoteti ud fra koordinatsystemets

begyndelsespunkt, dvs. t-» a r(t) {a> o) Udtryk ved hjzlp af

buel®ngde, krumning og torsion for den oprindelige kurve, de

tilsvarende stgrrelser for den nye kurve. Komment&r resultatet.
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OPGAVE 3
En rumkurve har i et sadvanligt retvinklet koordinatsystem

parameterfremstillingen

t in t
E(6) = (x(t),y(t),z(8)) = (550,20 tgh t), £ € R

(1) Vvis, at kurven ligger p& enhedskugleoverfladen, og find
buelazngden ud fra det til t = o svarende punkt.

OPGAVE 4
En flade har parameterfremstillingen

r(t,u) = (t-2tu, t24u,t%+u?), tE€ R, u € R.

(1) Vis, at en af fladens parameterkurver er en plan kurve,
og angiv en ligning for den plan, hvori den ligger. Vis, at

2 . 11
fladen er en differentiabel C®-flade overalt, pi nar i (O'E’E)’

(2) Vis, at fladen i ethvert punkt pad parameterkurven svarende
til u = o er elliptisk krummet. Bestem hovedkrumninger og ho-

vedretninger i punktet (0,0,0).




SKRIFTLIG EKSAMEN

IEMNEKRETDSEN

GEOMETRI

januar 1985

Varighed: 4 timer

Alle hjzlpemidler tilladt.

For at besvarelsen anses for fuldstandig
mi alle fire opgaver vare tilfredsstillen-
de besvaret.

Y]

Lo
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OPGAVE 1
En plan kurve har i pola&re koordinater ligningen

m A s
r=1- (6 - F)Z, 6 € [0,5
(1) Bestem langden af kurven.
(2) Vis, at kurven er monoton, og at krumningen er maksimal
for 8 = %; Bestem det til denne parametervardi svarende
krumningscentrum.

OPGAVE 2
Lad F betegne fladen med parameterfremstillingen

r(u,v) = (v cos u, v sin u, 1n v)

- -u
2

(w,v) € Jo, 3l x Jo,ml.

Vis, at i ethvert punkt p& parameterkurven svarende til v=1

er fladen hyperbolsk krummet.

OPGAVE 3

Lad enhedskuglen vare énbragt i et koordinatsystem med begyn-
delsespunkt i kuglens centrum. Tenk pd kuglen som en gfobus

~ " og p& punkterne med ikke-negativ
treaje-koordinat som den nordlige
halvkugle. Ved langdebuen svaren-—
de til vinklen 6 forstds storcir-
kélbuen fra Ekvator til Nordpolen
liggende i den halvplan der frem-

o K gar af x,z-halvplanen med x>0 ved

L "// en drejning pd vinklen 8 (mdlt i

radian). Denne langdebue, der be-
navnes le, har fglgende parameterfremstilling:

1,0 1ly(uw) = (cos 8 cos u, sin 6 cos u, sin u)
u€[o,§[ (e€lo,nl).

Vi betragter nu en rumkurve k med parameterfremstillingen

k: r(t) = (cos 4(t) cos t, sin ¢(t) cos t, sin t)
hvor tE[o,%[, og hvor ¢:[o,%[~[o,n[ er en C!-
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funktion med ¢'(t)>0 for te[o,;[.

(1) vis, at kurven k er en differentiabel kurve beliggende p&
enhedskuglens nordlige halvkugle.

(2; Bestem den vinkel hvorinder kfékarer langdebuen le (ee¢([p,gri)
pad den nordlige halvkugle. :

(3) Vis, at for ¢(t) = c In tg (L + %), tefo,§ - ¢, hvor

w Skriftlig eksamen
© < e < %, 0g hvor ¢ er en positiv konstant opfyldende at

i
¢ 1n tg (% - ¢) < w, bliver den i (2) omtalte vinkel konstant
for alle eé¢([p,%D(En konsekvens heraf er, at skib der sejler -_—
GEOMETRI

langs den til det her betragtede ¢ svarende kurve k holder en

konstant kompaskurs.)
(differentialgeometri og projektiv geometri)

OPGAVE 4 .
(1) I den projektive plan er givet to forskellige linjer p og Den 7.juni 85
g, hvis skeringspunkt betegnes med S. Lad A, B og C vare tre
k . 2 :
. forskellige punkter pd p og D, E og F tre forskellige punkter Alle hjzlpemidler er tilladt. Ek-

pd g, s& intet af disse seks punkter er sammenfaldende med S.
samen varer fra kl. lo.oo-14.o00
Lad P betegne skaringspunktet mellem linjerne AF og CE og Q

skaringspunktet mellem BF og CD. .
En fuldstandig besvarelse forudsatter at alle

P o) . . opgaverne er fuldstandigt besvaret.
Ved p 9% P fastlagges en projektivitet ¢: p 1 P- Bestem
$(B) og ¢(sS).

Vis, at ¢ er hyperbolsk, hvis P, Q og S ikke ligger pd samme
linje.

(2) Lad der i den euklidiske plan ganske analogt vare givet to
forskellige linjer p og g med skaringspunkt S. Lad atter A, B
og C vare forskellige punkter pd p og D, E og F forskellige
punkter pad q, alle forskellige fra S. Som f¢r betegner P ska-
ringspunktet mellem AF og CE og Q skaringépunktet mellem BF og
CD.

Vis, at hvis linjerne AD og BE er parallelle, er ogsi linjerne
PQ og AD parallelle.

Opgavesat slut.




254

OPGAVE 1 En plan kurve har parameterfremstillingen

r(t) = (cos t + % cos 4t, sin t + % sin 4t), t € [o,2n(.

A

N

o
—C

o
(1) Vis, at kurvestykket svarende til parameterintervallet
[o, %[ er en differentiabel. kurve, og bestem buelangden af
dette stykke.
(2) Vis, at det under (1) omtalte kurvestykke har en evolut,
og angiv en parameterfremstilling for denne.
OPGAVE 2 I et (x,y,z)-koordinatsystem er givet to cylinder-
flader med parameterfremstillingerne henholdsvis
(x,¥v,2) = (X, cos u, sin u), x € R, u € [o,2n[,
o9
(x,y,2) = (acos t, y, a sin t), y € R+‘U {0}, t € [o,2n(,
hvor o < a < 1. N
7] .
’I, .
\\c"‘ PN _--(%;\l -
O l-;’- L3 , S
\ e 1 7Y
s v\

.’ oL

[ R N

a <!

"Endelig fastlagges ved p % afr=
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- (Opgave 2Afortsat)

(1) - Angiy en parameterfremstilling for skaringskurven mellem
de to cylinderflader, idet t benyttes som parameter. Godtggr
at denne kurve er differentiabel netop nir (o <) a < 1.

9
{2) vis, at for a = 1 ligger dentdel af skaringskurven, der

svarer til ikke-negative fgrstekoordinater, i en plan, og
at denne kurvedel er en ellipsebue.

OPGAVE 3 Lad en flade have parameterfremstillingen
E(urv) = (u,v,ue—v ), (u,v) € RZ-

(1) Bestem for ethvert af de punkter pa fladen, hvor v = o,

hovedkrumningerne og hovedretningerne for punktet.

(2) vis, at fladen er overalt hyperbolsk krummet for v + o.

OPGAVE 4 I den projektive plan er der givet tre forskelli-
ge linjer p, q og r gennem samme punkt S. Lad A og B vare
to forskellige punkter pd p, begge forskellige fra S. Lad
endvidere P og Q vare to forskellige punkter, der ikke lig-
ger p& nogen af linjerne p,q og r. ’

Q
A
R betegnes skaringspunktet mellem linjerne Ag(A) og By (B).
Q . B

ved p % q r fastlagges en projektivitet ¢: p X Med

p en projektivitet ¢: p ~ P-

(a) Ggr rede for, at y(A) = A.

(b) Vis, at ¢ er den identiske afbildning af p.

(c) Vis, at P, Q og R ligger p& samme linje.
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SKRIFTLIG EKSAMEN

I

EMNEKREDSEN

TOPOLOGI

Januar 1986.

OPGAVE 1

Lad f:)Ja,bl ~ R vare injektiv og kontinuert (i den
sedvanlige topologi)
{a) Lad a<c<d<b, vis—at f£f(lc,d{) = ]Jc,p{ hvor - -
{c,p} = {£f(c), (D) }.
(b) Vis, at f(J)a,bl) er et &bent interval (eventuelt .

kan et eller begge endepunkter vare 2= ).

(c) Vvis, at den omvendte funktion f‘izf(]a,b[) ~ Ja,bl

er kontinuert. . {

OPGAVE 2

Lad V vare et reelt vektorrum med en norm 1! !} ~og

lad f:V ~ R vare en linear funktion.

Vis, at hvis f er kontinuert i nul, s& er f kontinuert
overalt (kontinuitet er med hensyn til normen |1 1 p&
V og den sa&dvanlige topologi pd R).

OPGAVE 3

Lad (S,d) vare et metrisk rum og lad x € S .

Set B(x) = {y € 8 | d(x,y) < 1}
°g
c'Lx : S ~R, dx(y) = d(x,y).
(a) Vis, at d, er kontinuert (med hensyn til d p& § A

og den sadvanlige topologi p& R).

(b) vis, at B(x) € {y€s | da(x,y) 5 1} (B(x) betegner af-
slutningen af B(x)). s

(c) Galder der altid B(x)= {yes ! d(x,y) S 1} 2

Begrund svaret.

(opgavesattet fortsatter)



(a)

(b).

(c)

(d)
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(opgavesazttet fortsat)
OPGAVE 4
Lad for et a€pR G =1]-= ,al

Vis, at systemet T = {Ga! a€RrR}U{g,R} er en
topologi p&d R- )

Vis, at (R,7) opfylder andet numerabilitets aksiom.

Beskriv de afsluttede mangder i (Rr,7T).
Lad To vare den sadvanlige topologi pa R , ©og

betragt afbildningerne

£i,£2 : (R,Tg) - (R,T) givet ved

1 for X -0

£1(x)
0 for X <0

-

for X > 0

£2(x)

o

for X - 0o

Undersgg, om f, og £f; er kontinuerte.

(opgavesattet slut).
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skriftlig prgve i MATEMATIK,
emnekredsen Sandsynlighedsregning

og statistik,

tirsdag 4. 7.1.1986 kl. 10.00 - 14.00,

Opgavesazttet bestdr af fire opgaver og fem sider.

Ved prgven er alle hjslpemidler tilladt.



Opgave 1.

I en boligforening bor der 10 bilejere, men foreningen
bygger kun 9 carporte. Man indfgrer derfor fglgende
regel til fordeling af carport-plads: Hvert ar trzkkes
der lod mellem bilejerne om, hvem der kan f£& en car-
port-plads det kommende &r; men nar man &t 3r ikke har
haft nogen carport, er man automatisk sikret en carport
i de to n®ste &r. Ved bégyndelsen af det fgrste &r,
trzkker alle lod pd lige fod.

1} Hvad er sandsynligheden for, at bilejer Olsen har
carport i de to fgrste &r, men ikke i det tredje ?

2) Hvad er sandsynligheden for, at bilejer Alibert har
carport i de tre fgrste 4r, men ikke i det fjerde ?

3) Hvad er sandsynligheden Py for, at bilejer Schmidt
har carport i netop de fgrste k &r, hvor k = 0,1,2,... ?
(p0 skal forstds som sandsynligheden for ikke at have
carport i det fgrste ar.)

4) Bilejer Blihk md i det fjerde &r undvare carport.
Hvor lang en uafbrudt periode kan han derefter forvente

at have en carport ?

5) Hvor mange ar (regnet fra ordningens start) kan
bilejer Schlange forvente uafbrudt at have carport til

sin bil ?
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Opgave 2.

Det er velkendt, at blodtrykket hos ménnesker alminde-
ligvis stiger med alderen. For narmere at undersgge,
denstdende talmateriale, der bestdr af sammenhgrence
vardier af blodtryk og alder for 38 kvinder.

Tabel 1. Sammenhgrende verdier af blodtryk (mm Hg)
og alder (&r) for 38 kvinder.

82.17 28 88.19 46 89.66 63 81.45 36 85.16 42
89.77 59 89.11 54 107.96 77 74.82 21 83.98 57
92.95 47 79.51 34 87.86 51 76.85 27 76.93 24
87.09 41 97.55 66 92.04 69 100.85 72 96.30 60
86.42 50 94.16 57 78.12 32 89.06 59 94.58 74

103.48 77 81.30 41 83.71 36 68.38 20 86.64 47
87.91 51 86.42 57 103.87 69 83.76 36 84.35 54
68.64 24 100,50 61 100.42 80

Talmaterialet blev analyseret af et computer-program.
En del af udskrifterne fra computer-programmet er gen-

givet p& naste side.

Kommenter computer-resultaterne. Hvad er det for en
statistisk model der er underforstdet ? Hvad er skgn-
nene over modellens parametre ? Hvad kan man sige om,

hvor godt modellen passer ?
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*¥**** REGRESSION ANALYSIS ‘*¥***
Y-VARIATE: BLODTRYK

*** REGRESSION COEFFICIENTS ***

ESTIMATE S.E.
CONSTANT 63.04315 2.01596
ALDER . 0.49830 0.03825

- **%* ANALYSIS OF VARIANCE ***

DF ss MS

REGRESSN 1 2647.7 2647.69
RESIDUAL - 36 561.6 15.60
TOTAL 37 : 3209.3 ’ 86.74

PERCENTAGE VARIANCE ACCOUNTED FOR 82.0
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Opgave 3.

Ved et amerikansk universitet foretog en kunststuderende
en undersggelse, der skulle klarlzgge, om kunstnere i
hgjere grad end andre mennesker tror pa ESP (ESP = Ex-
tra Sensory Perception, dvs. sansning ad "overnaturlig"
vej). Han spurgte 114 kunstnere og 344 ikke-kunstnere
om, hvor meget de troede p& ESP, idet de fik fplgende
svarmuligheder: "tror p& ESP", "tror til en vis grad pid

~ESP", og "tror ikke pd ESP".

Blandt kunstnerne var der 67 der troede pd ESP, 41 der
til en vis grad troede pd ESP, og 6 der ikke troede pé
ESP. Blandt ikke~kunstnerne var de tilsvarende tal
129, 183 og 32.

Hvad kan man p& denne baggrund sige til spgrgsmalet om,
hvorvidt kunstnere i hgjere grad end andre mennesker
tror péd ESP ? Begrund svaret.
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Opgave 4.

I slutningen af skoledret 1982~83 foretog man en spgr-
geskemaundersggelse blandt l.g-matematikere i fire gym-
nasier i Arhusomrddet. Blandt andet blev eleverne

bedt om at angive deres seneste karakter i hvert af fa-
gene Matematik, Fysik og Kemi; resultaterne heraf ses

i Tabel 1.

Tabel 1. Karakterfordeling i hvert af fagene

Matematil, Fysik og Kemi for 384 l.g- SKRIFTLIG EKSAMEN

matematikere. I
Matematik Fysik Xemi EMNEKREDSEN
13 0 TOPOLOGI
11 7
10 67 31 32
9 119 92 98
§ 8 111 128 130
] 7 59 97 82
fg 6 22 25 32
2 5 2 6
03 0

Januar 1986.
Xan man p3 denne baggrund sige noget om, hvorvidt der
er forskel p& de karakterer der gives i de tre fag ?

(Ved besvarelsen kan man eventuelt benytte disse hjalpe-
stprrelser:
Mat. Fysik Kemi
sum af karakterer: 3230 3056 3082

sum af kvadrater
p3 karakterer: 27708 24848 25262 .)
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(opgavesattet fortsat)

OPGAVE 1

Lad f:Ja,bl ~ R vare injektiv og kontinuert (i den
s@dvanlige topologi) ’

(a) Lad a<c<d<b, vis at £(]c,d[) = 1¢,D[ hvor OPGAVE 4
’ {c,p} = {f(c),.£(Q)}. : ! Lad for et a €R G = ] -=» ,al .
(b) vVvis, at f(la,bl) er et &bent interval (eventuelt (a) Vis, at systemet T = {Gal a€R U {g,R} eren
kan et eller begge endepunkter vare o ), topologi pd R.
’r (c) Vis, at den omvendte funktion f_i:f(]a,b[) ~ la,bl (b} Vvis, at (R,T) opfylder andet numerabilitets aksiom.
er kontinuert. . (c) Beskriv de afsluttede mangder i (R,T).
(d) Lad To vere den sadvanlige topologi p& R, og
OPGAVE 2 betragt afbildningerne '
tad V vare et reelt vektorrum med en norm Il Il og
lad f:V ~ R vare en linear funktion. ' ) fi1,£2 3 (R,To) - (R,T) givet ved
Vis, at hvis £ er kontinuert i nul, s8 er f kontinuert ) >
overalt (kontinuitet er med hensyn til normen !i Il p& - 1 for *-0
V og den sadvanlige topologi pd R). ' B0 = 0 for X < o
OPGAVE 3 £ (x) = 1 for x>o
Lad (S,d) vere et metrisk rum og lad x € S . 0 for x So
Szt B(x) = {y € 8 | d(x,y) < 1}
og Undersg¢gg, om f; og £, er kontinuerte.
. d.x : S ~R, d(y) =dx,y).
o
- {a) Vis, at &  er kontinuert (med hensyn til d p& S
0g den sadvanlige topologi p& R).
v (b) Vis, at B(x) S {y€S | d(x,y) 1} (B(x) betegner af-

slutningen af B(x)).

(c) Gelder der altid B(x)= {ye€s ! d(x,y) 5 1} 2

Begrund svaret.

(opgavesattet slut).
(opgavesattet fortsatter)
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Skriftlig prgve i
emnekredsen

SANDSYNLIGHEDSREGNING OG STATISTIK

mandag den 19;1.1987

Alle sadvanlige hjalpemidler er tilladte.

v

Der ggres opmarksom pd, at opgaverne ikke
vil blive tillagt samme vagt ved bedgmmelsen.
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OPGAVE 1

" I 1650'erne behandlede matematikerne Fermat (franskmand)

og Huygens (hollander) folgende problem, vistnok pé& be-
stilling:

A og B spiller plat og krone med en fair ment om en pulje
penge. Det er aftalt, at A far hele puljen, hvis der kommer
8 krone for 8 plat, mens B stryger puljen, hvis det gar om-
vendt. Imidlertid bliver spillet afbrudt i utide i en stil-
ling, hvor der er kommet 6 krone og 5 plat. Hvordan ber pul-
jen deles mellem A og B? Fermat og Huygens ndede frem til,
at‘A bor have 11/16 og B 5/16 af puljen. Deres tankegang

fremgdr ved besvarelsen af nedenstdende spergsmil.

Vi forestiller os, at spillet i stedet for at vere blevet
afbrudt var bragt til afslutning efter de aftalte regler.
Lad S vere den stokastiske variable der angiver antallet af
yderligere kast der skal til for at opna dette.

(1) Hvilke vardier kan S antage? Bestem fordelingen af S og
udregn ES.

Lad X vare den stokastiske variable der angiver antallet af
krone opndet i de ydérligere kast, mens Y angiver antallet
af plat.

(2) Bestem den simultane fordeling af S og X. Udregn deref-

ter sandsynligheden for at A, henholdsvis B, ville vinde det
fuldferte spil.

(3) Bestem den betingede middelvardi af S givet at A vandt
det fuldforte spil.
OPGAVE 2

Vi antager at en partikel har stokastiske koordinater (X,Y)
i et sadvanligt retvinklet koordinatsystem, hvor X og Y
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er indbyrdes uafhazngige normalfordelte N{o,0?) stokastiske
variable. Med Z betegnes den stokastiske variabel, der an-
giver partiklens afstand til koordinatsystemets begyndelses-
punkt. '

(1) vis, at det om Z galder at Z2?/o? er x?-fordelt med 2 fri-
hedsgrader, og at Z har t®thedsfunktionen

22

3 - 557

,§zz’ 2o for z > o
f(z) =

o ellers

(Den dertil svarende fordeling kaldes Rayleigh-fordelingen
med parameter o?).

(2) Godtger, at Z har middelverdien

EZ = <X /7

2
°g
2 "
VZ = o*(2 - 5).

for ¢?, ud
fra observationssattet 23+-.-2,, og gor rede for, at %3 5?2
er x’-fordelt med 2n frihedsgrader. Bestem pd dette grundlag

Z

(3) Bestem maksimum-likelihood-estimatoren &2

et 95%-konfidensinterval for o?, ud fra en stikprove 2

1" ""lo

af 2 (og brug af en passende tabel).

OPGAVE 3

(1) Lad 1 > o og vy > o vere givne. Bestem a i R, udtrykt
ved A og vy. sd at
a e MX for x > y
f(x) =
o ellers

er en tethedsfunktion.

‘ {2) Antag, at Xl'xz""xn er indbyrdes uafhengige stokastiske

variable med tathedsfunktion f. Bestem tethedsfunktionen f2
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for xl + X2. Vis derefter, f.eks. ved induktion, at tatheds-

funktionen fn for Xyt Xyt X, er givet ved

n
THéTTT (x = n)" b ogmrix ny) for x > ny
f(x) =
o ' ellers.
(3) Lad atter xl'XZ""xn vere indbyrdes uafhangige stokasti-

ske variable med tethedsfunktion £. Vis, at maksimum-likeli-
hood-estimatoren for parametrene y og X er henholdsvis

Yy = X(l) = min (Xl,...xn}
og 1 -
= — (forudsat, at ikke alle Xyeeo X, er ens),
7 n
X - X
(1)
L1
hvor som sazdvanlig X = = zixi.

Bestem tathedsfunktionen for ¥.

4) Opstil en likelihood-kvotientteststorrelse for den sammen-

" satte nulhypotese

Ho: vy 2 v,
hvor A antages kendt, og angiv for dette test formen pd den

kritiske mengde svarende til signifikansniveau a.

OPGAVE 4

To forékellige metoder, I og II, til konservering af ked on-
skes sammenlignet. Fra samme kedparti udtages tolv portioner,
hvoraf de seks udsattes for metode I, de ovrige seks for me-
tode II. Ved forsegsperiodens afslutning mdles for hver por-
tion udbyttet af holdbart ked i % af den oprindelige vagt.

Det giver:

I: 58.5 58.5 59.0 58.4 59.9 58.5
I1:58.2 57.9 58.1 60.0 57.7 59.1

Bedom -~ ud fra en forudsatning om at de to stikprever hidrerer
fra to normalfordelinger med samme (ukendte) varians - om der

er forskel i effektiviteten af de to metoder.

Opgavesat slut
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Skriftlig eksamen i emnekredsen
statistik og sandsynlighedsregning*

17. januar 1990 kl. 10.00 ~ 14.00

Opgave 1

Hr. Hansens store lidenskab er at spille pa spilleautomater. I automathallen
er der de sadvanlige spilleautomater af merket Everluck, og s3 er der netop
kommet nogle nye af merket Immergliick. Hr. Hansen beslutter sig for at
foretage en systematisk sammenligning af de to maerker. Han gir frem pd
den made, at han spiller p3 hver enkelt maskine, indtil han netop har vundet
tre gange pa dén maskine (han tager ikke hensyn i, hvor stor gevinsten er).
Derved far han spillet 14, 11, 24, 27 og 11 gange pa de fem Everluck-maskiner
og 22, 18, 21, 20 og 15 gange pa de nye Immerglick-maskiner.

1. Opstil en statistisk model og den tilhgrende modelfunktion.

(Hjelp: Sandsynligheden for at man skal spille netop = gange for at {3 netop
-1
2

for at f3 gevinst i et enkelt spil.)

tre gange gevinst er (2 ) p2(1 = p)*=3, hvor p betegner sandsynligheden

2. Tyder tallene pa, at der er en reel forskel pd nye og gamle spillemaski-
ner?

Opgave 2

Man har undersggt hvordan rismelsbiller ( Tribolium castaneum) overlever i
forskellige populationstaztheder. Man har anbragt forskellige koncentrationer
af bille-zeg i det mel, de lever i, og efter et givet stykke tid har man undersggt,

*Alle hjeelpemidler m& medbringes.

Tabel 1: Brgkdel overlevende Tribolium castaneum ved fire forskellige koncen-
trationer af &g i mel-mediet.

Kg-tethed (antal pr. g)

5 20 50 100
0775 0.812 0.730 0.640
0725 0.794 0.675 0.585
0875 0.750 0.725 0.574
0.775 0.713
0.875

hvor stor en del af 22ggene der er blevet til endnu levende biller. Resultaterne
af et sddant forsgg er vist i Tabel 1.

Undersgg hvordan overlevelsesgraden afhanger af den oprindelige 2g-tzthed.

Opgave 3

Et supermarked pynter ved juletid op med juletrzer med elektriske lys. Der
er fem juletraer, som hver er forsynet med en juletraeskade med 40 peerer.
Efter fire ugers forlgb, hvor traerne har varet teendt 20 timer pr. dag, er en
del af paererne brzendt over: pa de fem trazer er der henholdsvis 12, 10, 11, 8
og 12 peerer der ikke ikke lengere virker (ved periodens begyndelse virkede
alle peaerer).

Supermarkedsbestyreren var blevet lovet, at paererne havde en middellevetid
pé& 2000 timer. — Det kan antages, at en elektrisk paeres levetid er ekspo-
nentialfordelt.

1. Gor rede for, hvordan de foreliggende data (altsa antal paerer der ikke
duer) har noget at ggre med pzrernes middellevetid.

2. Hvordan er de foreliggende data forenelige med antagelsen om, at mid-
dellevetiden er 2000 timer?

[
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Tabel 2: Nitrogenindhold i jord, bestemt af fem forskellige laboranter p& hver

af tre dage.
laborant
: A B C D E
& tirsdag | 500 512 532 506 500
onsdag | 505 507 542 520 519
fredag | 465 472 498 483 475
¥ |
Opgave 4
Som led i en undersggelse af, om forskellige laboranter far overensstemmende
resultater ved rutineundersggelser af nitrogenindholdet i jordprgver, gjorde
man- pa hver af tre dage det, at man delte en jordprgve i fem dele, som
blev fordelt tilfzeldigt mellem de fem laboranter, der indgik i denne del af
undersggelsen. Laboranterne bestemte hver gang nitrogenindholdet i deres
portion jord, og man fik resultaterne i Tabel 2.
Hvad kan man pa denne baggrund sige om, hvorvidt der er forskel pa labo-
ranternes nitrogenbestemmelser?
i
N

Slut pd opgavesattet.



