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Basisstatistik er en lrebog der giver en introduktion til et
grundlag for matematisk-statistisk tankegang og til de tradi-
tionelle simple statistiske modeller. Overalt er det likelihood-
metoden der er den paradigmatiske metode for analyse af sta-
tistiske modeller.

De enkelte kapitler i fremstillingen er i nogen grad uafhaen-
gige af hinanden, men det anbefales afgjort at man laser ka-
pitlerne nogenlunde i rekkefglge. Kapitlerne er forsynede med
resumeer, der i kort form giver nogle konkrete hovedpointer.
De forskellige metoder illustreres omhyggeligt med gennemreg-
nede eksempler.

Der forudseettes et vist beskedent kendskab til grundlaeg-
gende begreber og terminologi fra sandsynlighedsregningen.
Der henvises i denne forbindelse til Grundbegreber i Sandsyn-
lighedsregningen, IMFUFA-tekst 166/1988.




Indhold - |

Indledning: om statistik _ 1
1 Prasentation af et talmateriale 5
2 Binomialfordelihgen 25

3 Statistisk analyse af den simple binomialfordelingsmo-

del - ‘ . 41

4 Sammenligning af binomialfordelinger 55

5 Multinomialfordelingen ‘ 79

5.1 Den simple multinomialfordelingsmodel . ... . . . . . .. 80

5.2 Sammenligning af multinomialfordelinger . e e 89

Liste over eksempler 103

Liste over resumeer ' 105

6 Tosidede kontingenstabeller 101

7 Poissonfordelingen ‘ 113

\ , 8 Statistisk analyse af Poissonfordelte observationer 125
N 8.1 Sammenligning af to Poissonfordelinger . . . . . . . ... 125
8.2 Multiplikative Poissonmodeller: et eksempel . . . . . . . 135

9 Kontinuerte fordelinger; eksponentialfordelingen 157

10 Normalfordelingen 175




11

11 To- og flerstikprgveproblemer i normalfordelingen 199

11.1 k-stikprgveproblemet i normalfordelingen . . . . . . . .. 204
11.2 Bartlett’s test for varianshomogenitet . . . . . .. .. .. 207
11.3 Ensidet variansanalyse . . ... .. ............ 213
11.4 Tosidet variansanalyse . . ... ... ... ........ 220
11.5 Tostikprgveproblemer i normalfordelingen . . ... ... 245
12 Regressionsanalyse af normalfordelte observationer 261
12.1 Simpel linezer regressionsanalyse . . . . . ... ... ... 264
12.2 Multipel linezer regressionsanalyse . . . . . .. ... ... 296
Liste over eksempler 305
Liste over resumeer 307
Liste over anvendte symboler 309

Stikordsregister ' 317




~

Indledning: om statistik

Faget statistik beskeftiger sig med analyse og pracsentation af talmate-
rialer. Engang drejede det sig, hvad man endnu kan se al navnet, isar
om tal vedrgrende statens tilstand og gkonomiske og militare styrke (og
om de fjcndtlige staters mangel pa samme). - [ vore dage er der stadig
dele af statistikfaget der har med (indsamling,) praesentation og formid-
ling al numeriske oplysninger at ggre, men faget bestar nu fortrinsvis af
aktiviteter der har til formal i talmaterialer at skille det vaesentlige fra
det uvaesentlige. Som det slagordsmassigt blev formuleret (i 1922) af
R. A. Fisher (1890-1962), en af den klassiske statistiks grundlzggere,
malet med statistiske metoder er datareduktion: man sgger at reduce-
re talmaterialet til nogle fa stgrrelser der udtrykker det veasentlige, og
resten, det uveesentlige, anses sa for at.veere tilfeeldigt. Det er i den
forbindelse en vigtig pointe, at det uvasentlige ikke anses for at veere
blot uspecificeret tilfaeldigt, men for at veere tilfaeldigt i henhold til en
neermere angivet sandsynlighedsfordeling. Ved saledes ogsa at pata-
ge sig at beskrive den sakaldte tillldige variation bliver statistikeren
nemlig i stand til at vurdere, om tilsyncladende forskelle, [.cks. mel-
lem virkningerne af visse behandlinger, er signifikante, dvs. om de er sa
store at de ikke med rimelighed kan tankes at veere fremkommet ved
tilfacldigheder. ‘

En statistisk model for et talmateriale er kort fortalt en beskrivelse
af, hvilke trak ved talmaterialet man p.t. anser for at veere vacsentli-
ge, systematiske, og hvilke man p.t. anser for at veere tilfeeldige. (Den
statistiske model foregiver altsa tkke at vare en model af den del af vir-
keligheden som talmaterialet vedrgrer!) Ordentlige statistiske modeller
bliver saedvanligvis kun til gennem et (ofte langvarigt) samarbejde mel-
lem statistikeren og den fagmand der har “produceret” talmaterialet.
Statistiske modeller formuleres i matematiksprog, hvor beskrivelsen af
det tilfeeldige sker ved hjzlp af sandsynlighedsregningen. Takket vaere
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9 INDLEDNING

den matematiske formulering er man i stand til at deducere egenska-
ber ved de statistiske modeller og de mader de analyseres pa. Ved
brug af forskellige statistiske principper kan man fra en statistisk mo-
del udlede den statistiske metode der bgr benyttes i et konkret tilfzlde;
metodens praktiske udfgrelse kraever undertiden en del regnearbejde,
hvilket dog takket vaere de moderne regnetekniske hjzlpemidler ikke er
noget problem (1 modseetning til tidligere, hvor man i hgj grad sggte
efter regnemaessige tilnaermelser til komplicerede udtryk og efter stati-
stiske modeller der godt nok ikke var helt rigtige, men til gengzld gav
lette beregninger).

Er statistik et handverk eller en videnskab? Mange introduceren-
de statistikbgger praesenterer faget som et ugennemskueligt sammen-
surium af metoder og tommelfingerregler med en besynderlig vekslen
mellem pa den ene side tilsyneladende lgse og ubegrundede antagelser,
og pa den anden side stringent matematik og numerik; det kan naesten
synes som om laseren skal i leere hos handvearksmesteren, den prak-
tiserende statistiker, for at indfgres-til nogle af dette esoteriske fags
hemmeligheder! — Faget statistik som vi kender det i dag har naeppe
hundrede ar pa bagen, men takket vaere den gren af faget som gar under
betegnelsen matematisk statistik eller teoretisk statistik er der alligevel
sket en betydelig begrebsafklaring og -preecisering og en deraf mulig-
gjort systematisk behandling af centrale problemer pa mader som ggr
1 hvert fald dele af statistikken fortjent til at benaevnes en videnskab.

Lad os udskille tre typer hovedingredienser i et statistisk problem:

1. den aktuelle praktiske problemstilling,
2. den statistiske model,

3. den statistiske metode (dvs. den made man analyserer tallene pa).

Den statistiske videnskab har langt overvejende beskaftiget sig med
den opgave der bestar i at udlede adxkvate statistiske metoder ud fra
en given statistisk model for det praktiske problem. Pa det seneste
beskeftiger man sig ogsa en del med den “modsatte” opgave: givet
den statistiske metode man vil benytte i den foreliggende problemstil-
ling, hvad er da den underliggende statistiske model? Derimod ligger
det betydelig tungere med en systematisk behandling af de for alvor
interessante opgaver for den statistiske videnskab: hvordan bezrer man
sig egentlig ad med at komme fra den praktiske problemstilling til den
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“rigtige” statistiske model (og dermed en statistisk metode), eller al-
ternativt, hvordan barer man sig egentlig ad med at komme fra den

~ praktiske problemstilling til den “rigtige” statistiske metode (og der-
med statistiske model); og de tilsvarende normative opgaver: hvad vil
det sige at en statistisk model/metode er “den rigtige”?

Hvad er det da man skal laere, nar man laerer statistik? Man skal
leere de grundlaeggende principper (for sa vidt de findes) og lere hvor-
dan de anvendes. Man skal altsa ikke lzre seks forskellige statistiske
metoder som anvendes i seks forskellige situationer — for hvad sa nar
det er en helt syvende situation der foreligger! Den der kan og kender
de grundleeggende principper vil i nogen grad ogsa veare den nye situ-
ations herre, mens den der kun kan de seks metoder tvaertimod ender
med at blive slave af denne sin kunnen.

Det man skal laere er ikke hvordan man laver regnestykkerne, ejhel-
ler hele det formelle matematiske apparatur der i stgrre eller mindre
omfang matte bringes i anvendelse; skgnt ofte besvarlige og tidskree-
vende er der kun tale om hgjst ngdvendige hjalpédiscipliner, som bare
er noget man kan! Det man egentlig skal leere er

¢ hvordan finder man frem til en statistisk model for en given pro-
blemstilling?

o hvordan hestemmer man de statistiske metoder der skal anvendes
for at analyscre data i forhold til den statistiske model?

o hvad er det for en slags svar man far i forhold til sin problemstil- ‘
ling? '
\







Kapitel 1

Praesentation af et
talmateriale |

I dette kapitel pracsenteres ct stgrre talmateriale, som vil blive benyt-
tet til eksempler i nogle af de fglgende kapitler. Desuden ggres nogle
indledende tillgb til at vise, hvad en statistisk model for et talmateriale
er og hvad den kan bruges til. ' ' ‘

Talmaterialet

I forbindelse med en undersggelse af studieforlgb ved Roskilde Universi-
tetscenter har man oprettet en database som omfatter alle studerende
~ der har veeret indskrevet ved centeret et kortere eller leengere tids-
rum inden for perioden 1972-84. Oplysningerne i databasen vedrgrer
personernes kgn, alder, valg af basisuddannelse, valg af overbygnings-
udddannelse, startar, samlet studietid etc. Databasen blev oprettet i
forbindelse med et overbygningsprojckt!. — T dette og i nogle af de
fulgende kapitler vil vi studere cksempler der beskacftiger sig med en
del af dette talmateriale, nemlig den del der handler om basisuddannel-
ser. Denne del af databasen vedrgrer de 5665 personer der har vaeret
indskrevet ved en basisuddannelse inden for perioden 1972-84, og for
hver af disse personer har vi fire oplysninger, nemlig personens kgn,
bastis, startar og alder; et eksempel er vist i Figur 1.1,

M. W. Johansen, P. Kattler og T. Andreasen (1985): COX [ STUDIETIDEN
- Coz’s regressionsmodel anvendt pd studenteroplysninger fra RUC. IMFUFA-tekst
109/85. : '
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Figur 1.1: En personoplysning fra databasen. Denne person er en pige - -
der i en alder af 21 &r begyndte pd SAM-BAS i 1980.

| koN K
BASIS SAM
STARTAR | 80
ALDER 21

Man har almindeligvis ikke nogen serlig forngjelse af en oprems-
ning af K@N, BASIS, STARTAR og ALDER for hver af de 5665 personer.
Det er statistikkens og statistikerens opgave at formidle indholdet af
databasen. I fgrste omgang kan man foretage simple opteallinger der
prasenteres i tabeller og grafer.

Klassifikation efter ét kriterium

Variablen STARTAR kan antage en af de 12 veaerdier 72, 73, ..., 83. Vi
kan inddele de 5665 personer i grupper, klasser, efter hvornar de er
startet. Man siger at man klassificerer personerne efter STARTAR. Vi
kan sa teelle op hvor mange der starter i hvert af de 12 forskellige ar,
dvs. hvor mange der kommer i hver klasse. Resultatet ses 1 Tabel 1.1.

En tabel giver de ngjagtige tal, men det er ikke altid at det ngjagti-
ge er sa foreneligt med det overskuelige, sa derfor er det undertiden en
hjalp hvis man supplerer en tabel med en (overskuelig) grafisk frem-
stilling. Figur 1.2 er et forspg pa en grafisk fremstilling af indholdet
i Tabel 1.1%. Vi kan naturligvis ogsa klassificere efter f.ecks. K@N (Ta-
bel 1.2 og Figur 1.3) eller efter Basis (Tabel 1.3 og Figur 1.4).

Klassiﬁkation'efter to kriterier

Det er velkendt, at der pa NAT-BAS er forholdsvis feerre piger end pa
de to andre basisuddannelser, men det er ikke noget man kan se af de

2En storartet introduktion til moderne principper for grafisk fremstilling af sta-
tistiske data er W. S. Cleveland: The Elements of Graphing Dala. Monterey, Cali-
fornia. 1985.
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Tabel 1.1: 5665 studerende fordelt efter startar.

STARTAR | antal
1972 755
73 688
74 413
75 - 397
76 354
77 226
78 433
79 387
80 495
81 537
82 537
83 443

i alt 5665

Tabel 1.2: 5665 studerende fordelt efter kgn.

KON | antal
M | 3170
K | 2495

1 alt | 5665

Tabel 1.3: 5665 studerende fordelt efter basisuddannelse.

BASIS | antal
HUM | 1893
SAM | 2643
NAT | 1129
i alt | 5665
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‘Figur 1.2: Antal personer der starter p3 en basisuddannelse i hvert af
arene 1972-83 jf. Tabel 1.1.
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Figur 1.3: 5665 studerende fordelt efter kgn, jf. Tabel 1.2.
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Tabel 1.4: 5665 studerende fordelt efter kgn og basisuddannelse.
BASIS:

HUM SAM NAT | sum
K@N: M 918 1482 770 | 3170
‘ K 975 1161 359 | 2495
sum | 1893 2643 1129 | 5665

Tabel 1.5: 5665 studerende fordelt efter basisuddannelse og ken.

KON

M K sum
HUM || 918 975 | 1893

BASIS: SAM || 1482 1161 | 2643
NAT 770 359 | 1129

sum || 3170 2495 | 5665

tabeller dg grafer vi indtil nu har fremstillet. Det kan man derimod se
ved at foretage en klassifikation efter de to variable K&N og BASIS pa
én gang, se Tabel 1.4. '

Tabel 1.4 er en sakaldt KONXBASIS-tabel, dvs. en tabel hvor de
forskellige rekker svarer til de forskellige vaerdier af KON og de forskel-
lige sgjler svarer til de forskellige veerdier af BAsIS. Tabeller af denne
slags hedder kontingenstabeller. Vi kunne ogsa stille tallene op i en
BASISXK®@N-tabel, Tabel 1.5. Man kalder ofte en tabel som Tabel 1.4
for en 2 x 3 -tabel og en tabel som Tabel 1.5 for en 3 x 2 -tabel. At Ta-
bel 1.5 er en 3 x 2 -tabel betyder, at tabellens fgrste inddelingskriterium
(BASIS) har tre niveauer og dens andet inddelingskriterium (K@N) har
to niveauer. Vi kan se at 3 X 2 -tabellen har tre rakker (plus reekken
med de to sgjlesurnmer og totalsummen) og to sgjler (plus sgjlen med
de tre r&kkesummer og totalsummen).

Tabeller som Tabel 1.4 og Tabel 1.5 er tosidede eller todimensionale
kontingenstabeller, fordi der er to inddelingskriterier. I en todimensio-
nal tabel som Tabel 1.5 kalder man sgjlen bestaende af reekkesummerne
for tabellens rekkemarginaler og rackken bestaende al sgjlesummerne
for sgjlemarginalerne. 1 Tabel 1.5 udggr reekkemarginalerne netop den



10 PRASENTATION AF

Tabel 1.6: 5665 studerende fordelt efter basisuddannelse, startar og kgn.

- HUM SAM ~ NAT
arj| M Klsum M K]sum M K|sum

72 1197 132|329 {190 97 | 287 || 92 47 | 139
73 |1 137 102|239 || 223 125 | 348 || 84 17| 101
749 72 58 (130 || 121 97 | 218 | 48 17| 65
75 49 88 137 || 117 86| 203 || 43 14| 57
76| 49 90| 139 | 93 74|167 |36 12| 48
771 72 66 (138 | 12 13| 25|44 19| 63
78 || 65 65| 130 || 117 121|238 |46 19| 65
79 43 50| 93101 105|206 | 53 35| 88
80| 61 83144 102 130232 (76 43| 119
81| 84 85169 || 123 116|239 || 87 42| 129
82 53 105|158 || 148 99 | 247 || 83 49| 132
83 36 51| 87 ||135 98| 233 (78 45123

endimensionale tabel Tabel 1.3 og sgjlemarginalerne netop den endi-
mensionale tabel Tabel 1.2. Tabellens raekkemarginaler bestemmes ved,
som man siger, at summere over sgjlerne, og sgjlemarginalerne bestem-
mes ved at summere over rekkerne.

Figur 1.5 og 1.6 er to grafiske fremstillinger af vores todimensionale
tabel.

Flerdimensionale tabeller

En tredimensional tabel er resultatet af at klassificere efter {re kriterier.
Hvis vi klassificerer de 5665 personer efter BASIS, STARTAR og K®@N
far vi den tredimensionale BASISXSTARTARXK®@N-tabel, som bliver en
3 x 12 x 2 -tabel og som bestar af tre lag, 12 rekker og to sgjler som
antydet i Figur 1.7. Man kan skrive en tredimensional tabel ved at
skrive hvert lag for sig; vores 3 x 12 x 2 -tabel kan saledes skrives som
tre 12 x 2 -tabeller, hvilket vises 1 Tabel 1.6.

En tredimensional tabel har mange marginaler. 1 Tabel 1.6 er med-
taget (lag,rackke)-marginalerne, som fremkommer ved summation over
sgjler (K@N). Derimod cr (lag,sejle)-marginalerne, som fremkommer
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Figur 1.4: 5665 studerende fordelt efter basisuddannelse, jf. Tabel 1.3.
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Figur 1.6: 5665 studerende fordelt efter basis og kgn, jf. Tabel 1.5.
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ved summation over rackker (STARTAR) ikke medtaget, men disse mar-
ginaler udggr praccis BASISXK@N-tabellen Tabel 1.5. Endvidere er f.cks.
rackkemarginalerne for Tabel 1.6.simpelt hen Tabel 1.1.

Figur 1.8 er en grafisk fremstilling af Tabel 1.6. Figuren (og tabel-
len) kan nu kommenteres pi mange mader af uddannelsesforskere og
sociologer, og laeseren opfordres til at ggre sig bekendt med RUC’s hi-
storie for eventuelt at kunne fornemme hvad der kan ligge bag kurvernes
udseende.

Spergsmal til talmaterialet

Af Figur 1.8 fremgar det ret tydeligt, at der pa NAT-BAS altid er flere
drenge end piger, hvorimod det méske cr mere hip som hap pé de to
andre basisuddannelser. For nacrmere at belyse dette forhold kan man
f.eks. udregne brgkdelen af drenge pa hver basisuddannclse og derved
blive i stand til at tegne Figur 1.9, hvor de faktiske brgkdele sammen-
holdes med tallet 51.2% som cr brgkdelen af mend i aldersgruppen
20-29 r i hele landet. Figur 1.9 viser at der er en vis fluktuation® i for-
holdet mellem kgnnene. Det kunne godt se ud som om M-procenten pa
SAM-BAS varierer omkring den “rigtige” vardi, mens M-procenten pa
HUM-BAS synes at vacre aftagende og at have temmelig store udsving,
. og endelig ligger M-procenten pa NAT-BAS afgjort over den “rigtige”
veerdi 51.2%, dog synes afvigelsen at vere aftagende. Man kan nu stille
sig spgrgsmal af typen

e Afviger M-procenten pd SAM-BAS reelt ikke mere fra 51.2% end
hvad der kan forklares som varende tilfeeldige afvigelser?
Sporgsmalet kan (f.eks.) konkretiseres til: 1 argang '83 er der
58% drenge pa SAM-BAS, hvor man cllers kunne formode at der

var 51.2%. Kan man forklare det som vierende en tilfeldighed at

SAM-BAS ’83 har sa mange drenge?

e Kan de observerede forskelle mellem de tre basisuddannelser for-
klares som veerende tilfeeldigheder?

Et konkret eksempel: 1 Argang '83 er der hhv. 41%, 58% og 63%

drenge pa de tre basisuddannclser. Kan man tillade sig at sige,

3dvs. (tilfzldig) stigen og falden.
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Figur 1.8: Det arlige optag pd hver basisuddannelse, fordelt pa kgn.
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- Figur 1.9: Den arlige andel af drenge pad hver basisuddannelse.
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. Tabel 1.7: Den procentvise fordeling pa basisuddannelser for hvert ar.

procent

ar | HUM SAM NAT | sum
1972 | 44 38 18 | 100
1973 | 35 51 15 | 101
1974 |- 31 53 16 4 100
1975 | 35 51 14 | 100
1976 | 39 47 14 1 100
1977 | 61 11 28 | 100
1978 | 30 55 15 | 100
1979 | 24 53 23 | 100
1980 | 29 47 24 | 100
1981 31 45 24 | 100
1982 | 29 46 25 | 100
1983 | 20 53 28 | 101

at der egentlig er samme andel drenge de tre steder og at de
observerede forskelle blot skyldes tilfeeldigheder?

Det er den slags spgrgsmal somn statistikeren kan hjalpe med at besvare.

Man kunne ogsa interessere sig for hvordan styrkeforholdet er mel-
lem de tre basisuddannelser. Til det brug kunne man for hvert af de
12 ar udregne den relative fordeling pa hver af de tre basisuddannelser,
se Tabel 1.7.

P& grundlag af Tabel 1.7 kan man tegne figurerne 1.10 og 1.11.
Figur 1.10 viser hvordan fordelingen pa de tre basisuddannelser ndrer
sig med tiden. Figur 1.11 viser hvordan hver enkelt basisuddannelses
andel andrer sig med tiden. Figurerne kunne antyde, at der maske er
en tendens til at NAT-BAS vokse rclativt, pa bekostning afl HUM-BAS.
Man kan derfor stille sig spgrgsmal af typen: -

e Sker der en reel andring i styrkeforholdet mellem de tre basisud-
dannelscr? (I vurderingen heraf skal man naturligvis se bort fra
aret 1977 hvor der var lukket for tilgang til SAM-BAS.) Vi kan
forsimple spgrgsmalet til (f.cks.):
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Figur 1.10: Den Srlige fordeling pa de tre basisuddannelser, jf. Tabel 1.7.
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11974 fordeler de 413 optagne sig med 31% pa HUM, 53% pa SAM
og 16% pa NAT, og i 1982 fordeler de 537 optagne sig med andele-
ne 29%, 46% og 25%. Kan man tillade sig at sige, at der egentlig
bestar det samme “styrkeforhold” mellem basisuddannelserne de
to ar og at de observerede forskelle blot skyldes tilfaldigheder?

'Till¢b til en statistisk model

[ forbindelse med pracsentationen af (nogle track ved) studiestatistiktal-
lene fandt vi pa at formulere forskellige statistiske spgrgsmal, statistiske
problemer. | de Mlgcnde kapitler skal vi beskacftige os med, hvordan
man nar frem il ct svar pa sadanne (og pa nere sofistikerede) spgrgs-
mal. Der findes “standardopskrifter” pa hvad man stiller op med slige
problemer. Dissc opskrifter bygger imidlertid pa visse grundlaeggende
forudsatninger, der sadvanligvis udmgntes i en statistisk model for det
talmateriale der er tale om. Nar man fgrst har formuleret den statisti-
ske model for talmaterialet er alle problemer pa sin vis lgst, fordi der
findes almindeligt anerkendte statistiske principper for, hvordan man
sa bgr udfgre den videre analyse. Det svaere er at finde en brugbar
statistisk model.
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Figur 1.11: Hver basisuddannelses arlige andel af den samlede tilgang,
jf. Tabel 1.7. — De stiplede referencelinier angiver gennemsnitsvaerdien for
alle arene excl. 1977.
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Tabel 1.8: SAM-basister 1983 fordelt efter kgn.

KON antal andel
M 135 58%
K 98  42%

sum 233  100%

Hvad er dog en statistisk model da sa, vil laeseren spgrge. Det
kan der ikke gives et kortfattet forstaeligt svar pa, men i de fglgende
kapitler kommer der mange eksempler pa statistiske modeller, og det
skulle forhabentlig give en idé om hvad det er. Som en begyndelse vil
vi nu ggre visse tillgb til formuleringer af statistiske modeller for nogle

af de situationer der blev neevnt i det foregaende.

Der blev naevnt (side 13) det spgrgsmal, om der pa SAM-BAS ar-
- gang '83 var flerc drenge cnd man egentlig skulle forvente, jf. Tabel 1.8,
eller om det ikke er andet end hvad der kan forklares som tilfeeldighe-
der. Qjensynligt ligger den observerede andel af drenge noget over de
godt 51% der gealder for den danske befolkning i de aldersklasser der
“normalt_sgger ind pa et universitel. Men er det mere end hvad man
“kan forklare som tilfeeldigheder? For at kunne give et fornuftigt svar
. pa det ma vi precisere, hvor tilfeeldigheder skal komme ind i billedet
" og hvordan de nzrmere er beskafne. En sadan praecisering er i en vis
- forstand netop den statistiske model. '

En og anden ville maske foresla en naturalistisk model gaende ud

' pa, at man udvalger 233 personer tilfacldigt fra populationen bestaende

_af den danske befolkning og sd spgrger om sandsynligheden for at fa
netop 135 M (eller ¢t andet bestemnt, antal M) og resten K. Men hvad er
“den danske befolkning” i den forbindelse? Vi ma i hvert fald fraregne
personer under 17 ar, og der ma ogsa ske en vis vacgtning fordi det langt
overvejende er unge mennesker det drejer sig om, og den viden skal man
vel udnytte. Men skal man si ogsa udnytte viden om, at drenge i hgjere
grad end piger far langerevarende uddannelser? og viden om ... Sadan
kunne man nok blive ved med at finde pa indvendinger.

Vi vil overhovedet ikke bruge en naturalistisk model med 233 perso-
ner der udvalges som en stikprgve fra en virkelig population. I stedet
ma man taenke sig en ‘“hypotetisk uendelig population” af SAM-basister
argang 1983; heraf udggr drenge en vis brgkdel p. Vores model skal nu
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Tabel 1.9: Absolut og relativ fordeling efter kgn for hver basisuddannelse,
argang 1983.

HUMV SAM NAT
antal andel | antal andel | antal andel

M || 36 41% 135 58%| 78 63% |
kK | 51 59%| 98 " 42% | 45 37% |
ialt| 87 100% | 233 100% | 123 100% |

ga ud pa, at der fra “populationen” veelges 233 personer tilfaeldigt og
uafhangigt af hverandre; hver gang er der chancen p for at personen
viser sig at veere en dreng?. Stgrrelsen p er en sakaldt parameter; dens
veerdi er ukendt men kan estimeres ved p = den relative hyppighed =
135/233 = 58%. Det oprindelige spgrgsmal, om det forholdsvis store
observerede antal drenge kan forklares som en tilfaeldighed, konkreti-
serer man nu til: Er observationen 135 drenge ud af 233 noget man
ma regne med forekommer i praksis nar personerne udvelges pa den
beskrevne made og nar p har vaerdien 0.51 7 Hvis ja, er der ingen grund
til at antage at p ikke rent faktisk skulle have vardien 0.51; hvis nej,
tyder observationerne pa at p faktisk er forskellig fra 0.51.

Lad os tage endnu et eksempel. Der blev nacvnt (side 13) det spgrgs-
mal, om der i 1983 egentlig er den samme andel drenge pa hver af de tre
basisuddannelser, sa at de observerede forskelle ikke er andet end hvad
der kan skyldes tilfeeldigheder. Den talmeessige situation fremgar af Ta-
bel 1.9. Igen vil vi ikke bruge en naturalistisk model; i stedet bruger vi
en model der er en narliggende udvidelse af den forrige: Man ma denne
gang forestille sig hele tre “hypotetiske uendelige populationer”, en for
hver af de tre basisuddannelser anno 1983. De tre “populationer” har
hver deres egen brgkdel py, ps og py af drenge; de tre p-er er ukendte
parametre. Fra hver “population” udvalges et bestemt antal personer
(hhv. 87, 233 og 123) tilfeeldigt og uafheengigt af hverandre. I denne
“model” skal spgrgsmalet, om der egentlig er den samme brgkdel dren-
ge de tre steder, konkretiseres til spgrgsmalet om py = ps = py. Mere
udfgrligt er det nu statistikkens opgave at vurdere, o de foreliggende
observationcr er noget man ma regne med forckommer 1 praksis nar

“Det vil fremga af naste kapitel, at det sammlede antal drenge derved bliver
binomialfordelt.
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Tabel 1.10: Absolu"t%g’?g relativ fordeling efter basisuddannelse for hver af
3rgangene 1974 og 1982:

A
3

1974 1982
antal andel | antal andel

HUM || 130 31% | 158 29%
SAM || 218  53% | 247  46%
NAT | 65 16% | 132  25%
ialt || 413 100% | 537 100%

personerne udvalges pa den beskrevne made og py = ps = pn. 1 givet

fald er der nemlig ikke grund til at antage at parametrene og dermed

“populationerne” skulle vaere forskellige; i modsat fald tyder observa-

tionerne pa, at de tre p-er og dermed de tre “populationer” faktisk ikke
er ens.

Som et sidste cksempel i denne omgang vil vi se pa det spprgsmal
. (fra side 17), om der er sket nogen andring i styrkeforholdet mellem
de tre basisuddannelser nar man sammenligner drene 1974 og 1982. De
forngdne tal er gengivet i Tabel 1.10. Denne gang skal man tanke sig to
“hypotetiske uendelige populationer”, en for hver argang. Hver argang
skal have sin basisfordeling: i “populationen” for argang '74 udggr
HUM-er brgkdelen p;7, SAM-er brgkdelen p;s og NAT-er brgkdelen
min (hvor pig + pis + piv = 1), og i “populationen” for argang ’82 er
de tilsvarende brgkdele payy, p2s og pan (hvor poy + pas + panv = 1);
alle p-crne er ukendte parametre. Fra hver “population” udvelges nu
det forngdne antal personer (hhv. 413 og 537) tilfeeldigt og uafhaengigt
af hverandre, og hver gang cr der en bestemt chance, givet ved det
relevante af p-erne, for at den valgte person viser sig at hgre til den
og den basisuddannelse. (I dette eksempel er der altsa tre forskellige
klasser som hver person kan tilhgre.) At der ikke er nogen forskel i
styrkeforholdet mellem de tre basisuddannelser kan nu formuleres som
at ’

P1H = P2H ©O8 P1S = P2s Of PiN = P2N

og opgaven bestar i at vurdere, om de foreliggende observationer er
noget man ma regne med forekommer i praksis nar personerne udveelges
pa den beskrevne made og piy = pair, pi1s = p2s og piv = pan. 1 givet
fald er der nemlig ikke grund til at antage at “populationerne” skulle
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veere forskellige, dvs. at der skulle veere forskel pa styrkeforholdene de
to ar; i modsat fald tyder observationerne pa at der faktisk er cn forskel.

Afrunding

Afslutningsvis vil vi fremdrage nogle generelle traek-ved statistiske-mo-
deller som ‘man kan fa gje pa ogsa i'de just prasenterede “nasten-
modeller”. Udgangspunktet er ct statistisk problem: man skal pa bag-
grund af et talmateriale udtale sig om bestemte spgrgsmal. Problemets
strukturer og begreber udmgntces i forskellige modelingredienser:

1. Visse stgrrelser der anses for at vacre faste, givne konstanter.

2. Visse stgrrelser der anses for fremkommet ved ¢t narmere angivet,
tilfeeldigt valg. Disse stgrrelser kaldes gerne observationer.

3. Nogle “hypotctiske uendelige populationer” hvorfra obscrvatio-
nerne er udvalgt tilfacldigt.

4. Nogle principielt ukendte starrelser, parametre, der beskriver ka-
rakteristika ved de “hypotetiske uendelige populationer”. Para-
metrene kan i visse situationer fortolkes som beskrivende forhold
i virkeligheden.

Lad os som eksempel se pa det senest omtalte spprgsmal, hvorvidt
styrkeforholdet mellem de tre basisuddannelser er det samme i de to
ar 1974 og 1982. Her vil man anse de totale antal studerende hvert ar
(dvs. 413 og 537) for faste eller givne, fordi vi af de to tal i sig selv
ikke kan uddrage information om styrkeforholdene. Det interessante er
ikke at der kom 413 basister i 1974, men at de 413 fordelte sig med
130, 218 og 65. Nu vil/kan vi ikke beskrive de mekanismer og arsager
osv. der faktisk har afstedkommet dennc fordeling. Tvertimod satter
vi en (temmelig hgj) granse for beskrivelsesniveauet og siger, at hvad
der ligger derunder anses for tilfeldigt. Vi opfatter saledes hver af de
413 personer som tilfzldigt udvalgt ra en “hypotetisk uendelig popu-
lation” som bestar af uendelig mange “individer”, hvoraf en vis brgkdel
er HUM-er, en vis brgkdel SAM-er og resten NAT-er; disse brgkdele er
den “hypotetiske uendelige populations” parametre. Derved anses det
altsa for tilfaldigt at de 413 fordelte sig med netop 130, 218 og 65. —
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P& denne made gar vi ud fra, at vi ville kunne beskrive f&znomenet fuld-
stendigt pd det valgte beskrivelsesnivean, hvis blot vi kendte verdierne
af de nazvnte parametre. '

Der ggres ganske tilsvarende overvejelser hvad argang 1982 angar.
De toargange far hver sin “hypotetiske uendelige population” med hver
sit sat -ukendte parametre. — Inden for disse rammer er det nu me-
ningsfuldt at spgrge, om det er rimeligt at mene at de to sat ukendte
parametre kan antages at vare ens. I det omfang parametersattet hg-
rende til en bestemt argang kan siges at udtrykke styrkeforholdet mel-
lem de tre basisuddannelser i den pagaldendeargang, er det oprindelige
spgrgsmal nu fortolket ind i modellens rammer.

Vi ser, at den statistiske model ikke foregiver at give en beskrivelse
af faktiske tilfeeldighedsmekanismer. Derimod patager den statistiske
model sig at beskrive, hvilke andre observationer end de faktisk fore-
liggende man ogsa kunnc have faet og med hvilke sandsynligheder, ndr
" man opererer med dét bestemte beskrivelsesniveau og siger at hvad der
ligger derunder anses for tilfeldigt. '
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Kapitel 2

Binomialfordelingen

I Kapitel 1 blev bl.a. fremsat det spgrgsmal (side 13), om observa-
tionen “135 drenge og 98 piger pa SAM-BAS i 1983” er forenelig med
antagelsen om, at drengc og piger rekrutteres i forholdet 51 : 49, dvs.
at den teoretiske brgkdel af drenge er 0.51. Den observerede brgkdel
af drenge er 135/233 = 0.58 hvilket jo ikke er 0.51, sa nar spgrgsma-
let overhovedet stilles, er det fordi der er en underliggende antagelse
om, at det faktiske udfald (135 ud af 233) i et eller andet omfang har
veeret bestemt af tilfeeldigheder og derfor sadan set lige sa godt kunne
veere blevet noget andet. Vi vil nu sgge at opstille en statistisk model
der siger disse ting mere pracist. Det er (som allerede sagt i Kapi-
" tel 1) ikke meningen at det skal vaere en naturalistisk model der s vidt
muligt inddrager alle taenkelige relevante faktorer ( - der ville maske
til sidst slet ikke vaere plads til/brug for tilfeeldigheder i dét projekt!).
Tvertimod benytter vi en model der er helt uden ambitioner hvad an-
gar detaljeringsgrad: Vi antager, at det ligger fast at der er netop 233
- personer i alt, og at hver af de 233 er udvalgt tilfaldigt (og uafhaengigt
af de andre) fra en “hypotetisk uendelig population”?. I denne “popu-
lation” er brgkdelen p af personerne drenge og dermed brgkdelen 1 —p
piger. Vi kender ikke veerdien af p (fordi vi kender ikke hele den “hy-
potetiske uendelige population”), men pa grundlag af de foreliggende
data kan vi udregne et skgn over (et estimat over) veerdien. af p, nem-
lig p = 135/233 = 0.58. Det oprindelige spgrgsmal kan nu formuleres
som: er den foreliggende observation forenelig med en antagelsc om at

'Man kan eventuelt tanke pa “populatio.ncn” som en mangde af potentielle
SAM-basister 1983.
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parameteren p har verdien 0.517 I den statistiske jargon vil man sige,
at vi skal teste hypotesen Hy : p = 0.51. - Lgsningen af dén opgave
ma vente til Kapitel 3. Her vil vi ga i gang med at formulere modellen
i matematiksprog; vi vil i den forbindelse benytte forskellige begreber
og resultater fra haftet om grundbegreber i sandsynlighedsregningen.

Den simple binomialfordelingsmodel

Vores model gar ud pa, at der vaelges n = 233 personer tilfaeldigt fra
en “hypotetisk uendelig population” hvor brgkdelen p er drenge. Det
betyder, at hver gang der valges en person, er der sandsynligheden p
for at det bliver en dreng og sandsynligheden 1 — p for at det bliver en
pige. Vi indfgrer en indikatorvariabel I for hver person:

1 hvis person nr. j er cn dreng

I, = , 7=12,...,n.
0 hvis person nr. j cr en pige

Dermed er Y = I} + I, + ...+ I,, det samlede antal drenge i stikprgven
pa n personer. I vort ekscinpel kender vi ikke de enkelte /;-er men kun
Y, som har vardicn y = 135; det ggr imidlertid ikke noget her, hvor
gvelsen gar ud pa at bestemme, hvilke (andre) verdier Y kan antage
og med hvilke sandsynligheder.

I;-erne er stokastiske variable om hvilke det antages at

1. I, I5,..., I, cr stokastisk uafhangige.

) P(Ij=1) = p
.{Wh=0)= 1—-p

for cthvert j.

(Parameteren p er den ukendte brgkdel drenge i “populationen”.) De
to formler i 2. kan med fordel samles til én formel, der sa angiver
sandsynlighedsfunktionen for I;:

P(lj=z) = p"(1-p)"7" z=0,1.

Da [;-crne er stokastisk uafhangige, er den simultane sandsynligheds-
funktion f for I, /I,,..., I, givet som

flay, 2, 20)
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= P(ly=2)x Pl =23) x ... x P(I, = x,,)

= .p""(l —p)' 7" x p™(1 — )" x X ptr (L = p)t T

Ty 4To4+...+Tn (1 )n-(:c; +.172+...+.'L‘n)

=P =P

nar (z,,z,,...,T,) er et talset bestaende af 0-er og 1-er. Det ses at
hvis (2, z4,...,Z,) er et talsat bestaende af k 1-er og n — k 0-er, sa er

f(-'l?l,:llg,...,.’l?n) = pk(l_p)n_k'

Da vi nu kender den simultane sandsynlighedsfunktion for I;-erne,
kan vi bestemme? sandsynlighedsfunktionen for Y = I, + I, +... 4+ I,,.
Man far at

P(Y = k) = Zf(.xlam%"-azn)a

hvor der summeres over alle talset (z;,z,...,2,) bestaende af 0-er og
1-er og for hvilke zy + z2 + ...+, = k, dvs. alle talseet (z1,22,...,2,)
bestaende af k 1-er og n — k 0-er. Som vi netop er naet frem til, har
ethvert af disse talsaet sandsynlighed p*(1 —p)™~*, si derfor bliver

P(Y =k) = Axp*(l—p)*,
hvor A star for antallet af forskellige talsact (z),2,...,2,) bestiende
af k l-ecr og n — k 0-cr. Antallet A afhenger af vaerdierne af n og
k, og man plejer at betegne dette antal (Z) (udtales “n over k”).

(: kaldes en binomialkoefficient. Sandsynlighedsfunktionen for Y far

dermed udseendet
P(Y = k) = (Z) pk(l — p)"—k, k=0,1,2,...,n. (2.1)

Den sandsynlighedsfordeling for Y som er fastlagt pa denne made hed-
der binomialfordelingen med sandsynlighedsparameter p og antalspara-
meler n, og man siger at Y er binomialfordelt med parametre n og p. —
Antalsparamoteren n er ct kendt heltal, og sandsynllghedsparameteren
p, som typisk er ukendt, er et tal mellem 0 og 1.

2Det generelle problem: at bestemme fordelingen af en sum af stokastiske vari-
able, er behandlet 1 heftet om grundbegreber i sandsynlighedsregningen.
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Stokastiske variable der som /;-erne kun kan antage veerdierne 0
“og 1, kaldes undertiden for 0I-variable. Med denne sprogbrug kan vi
udtrykke hovedpointen i det hidtil udledte pd den made, at hvis Y er
en sum af et bestemt antal uafhengige identisk fordelte 01-variable, sd
er Y binomialfordelt.

Den statistiske model for tallene vedrgrende drenge og piger pa
SAM-BAS 1983 kan nu formuleres kort sledes: .

Obscrvationen y = 135 drenge er en observeret vardi af
en stokastisk variable Y som cr binomialfordelt med antals-
paramcter n = 233 og ukendt sandsynlighcdsparameter p
(0<p<l).

Inden for rammerne af denne model gnsker vi at teste den statistiske
hypotese Hy : p = 0.51.

Fgr vi kan give os i kast med statistisk analyse af binomialfordelte
observationer er det ngdvendigt at lere forskelligt om binomialforde-
lingen og om binomialkoefficienter.

Binomialkoefficienter

Binomialkoefficienter vil vi definere pa fglgende made:

Definition:
Binomialkoefficienten (1,\7) er antallet af forskellige mader

hvorpa man kan placere to forskellige slags symboler (1 og
0) pa n pladser, saledes at det fgrste symbol (1) kommer
pa k af pladserne og det andet symbol (0) kommer pa de
resterende n — k pladser.

Det fglger uden videre af denne definition, at antallet af forskellige
talseet (zy,z,,...,2,) bestaende af k 1-er og n — k 0-er netop er (Z) ,

saledes som det blev pastaet pa side 27.

Ud fra definitionen kan man i princippet bestemme talveerdier af en-

hver binomialkoefficient ved simpel optalling. Eksempelvis er (1;) lig
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med fire, fordi der er de fire placeringer (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1)
og (0, 1,1,1) af tre 1-er og et 0 pa de fire pladser (, , , ).

1 déﬁnitionen‘ af TZ skal man placere k 1-er og n — k 0-er. Hvis

. man i en sddan placering kalder 1-erne for 0 og O-erne for 1, s3 har vi
1 stedet en placering af n — k 1-er og k 0-er. Heraf {glger en nyttig
relation: '

n n = 0,1,2,... (2.2)
n—k)> k = 0,1,...,n

‘-

Det bliver let en uoverkommelig opgave at bestemme talvardier af
binomialkoeflicienter ved at taclle antal placeringer - teenk hvis man

f.eks. skulle bestemme & den made! Der kan derfor veere grund

37
15) P
til at vie beregningen af binomialkoefficienter lidt opmarksomhed.

Fra definitionen og fra (2.2) fir man uden videre®

n - (n
(0) =1 og dermed (n) =1, fgrn =0,1,2,...

n n '
(1) = n og dermed (n—l) =n, forn=1,2,3,...

Der findes en formel der fortaller hvordan man kan beregne en
“svaer” binomialkoefficient som en sum af to lidt mindre “svaere” bino-
mialkoefficienter. Her er forst et eksempel der illustrerer reesonnementet

bag formlen: Vi sgger vardien af den “svaere” binomialkoefficient ;),
der jo er antallet af placeringer af to 1-er og tre 0-er pa fem pladser. Vi

3At (8) skal vare 1 er nok til dels en konvention.
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skriver alle disse placeringer op pa en smart made:

,

0100 f ringer af en
1000 l-er og tre
k 0-er

0 0011 )
0 0101 (4) place-
0 0110 .2
5 0 1001 ( ringer af to
(2) place- 0 1010 l-er og to
ringer af to{ 0 1100 | er .
(l)—e"rog tre | 1 0001 ) (111) place:
-er. 1 0010
1
1

2
ringer med et 0 pa fgrstepladsen” + “antal placeringer med et 1 pa
fgrstepladsen”. Man kan uden videre generalisere resonnementet, og
man far derved den vigtige rekursionsformel

Det ses at (5 kan findes som (;) + [11), nemlig som “antal place-

yooeo (2.3)

Vi kan nu bestemme talvacrdien af (g) ifplge (2.3) er (g) = (;) +

(?) , sa hvis vi kender talveerdierne af og 11 , kan vi lgse opgaven.

4
2
4 . ' A o 4
Men (1) er 4 (fordi generelt er (1) lig n), sa det er kun (2) der er

. s . . 4
et problem. Vi benytter sa rekursionsformlen (2.3) cn gang til: o) =

(g) + (i’), her er (:13) lig 3, og (g) er ogsa 3 (fordi (n i 1) = n).

Altsa er (;) =3+ 3 = 6, og dermed (g) = (g) + (;1) =6+4=10

— hvad man jo ogsa kan se ved sinpel optelling.
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Figur 2.1: Pascals trekant.

binomialkoéfﬁciénterne (Z)

n
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 - 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

Pascals trekant

Rekursionsformlen (2.3) er i og for sig ikke seerlig velegnet nar man gn-
sker at beregnc en enkelt binomialkoefficient, men den er overordentlig
praktisk nar man gnsker at bercgne alle binomialkoefficienter op til en
eller anden gvre greense for n. Vi kender pa forhdnd binomialkoeffici-

enterne med n = 0 og n = 1 (de er (8) =1, ((l)) = G) =1). Ved
hjelp af formlen kan vi beregne alle koefficienter med n = 2, derefter

alle med n = 3, derefter alle med n = 4, osv. Man plejer at stille resul-
taterne op i et skema der kaldes Pascals trckant, se Figur 2.1. Det ses

at f.eks. er ; lig 21. Hvert tal i Pascals trekant fremkommer, ifglge

(2.3), som summen af de to narmeste tal i rackken ligé ovenover, f.eks.
er 21=6+15.

Ved brug af Pascals trckant vil det vicre muligt at bestemme tal-
vaerdier af enhver binomialkoefficient; man skulle dog udfgre en hel del
additioner og have et Lemmcllg stort stykke papir for at udregne f.eks.

37

15
metode, hvor man sa til gengald skal lave nogle multiplikationer og
~ divisioner. Som forberedelse til denne metode skal vi bruge endnu en
formel for binomialkoefficienter.

. Heldigvis findes der ogsa en anden og mindre pladskraevende
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Lad os fgrst se pa et taleksempel. Pa fem pladser vil vi placere nogle
symboler, men denne gang skal det vare tre slags symboler, nemlig 0,
1 og 2. Der skal placeres tre 0-er, et 1 og et 2. Vi gnsker at bestemme
antallet af forskellige placeringer. Det kan vi ggre pa to mader. Enten
kan vi starte med at placere tre 0-er og to “ikke-0"-er, hvilket kan

ske pa (5) mader, og hver gang vi har en sadan placering, kan de to

2
“ikke-0"-er pa to mader &ndres til et 1 og et 2:

o~ 53
o~ 0
o~
o =
oor L
o 12
2000z — ‘.12888?
RN
20200 — ;gfgg
-

ialt 2 x (g) forskellige placeringer. Eller ogsa kan vi starte med at

i mader, og hver
gang vi har en sadan placering, kan de fire “ikke-1-"-er pa 4 mader

placere et 1 og fire “ikke-1"-er, hvilket kan ske pa
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endres il bre 0 og ct 2:

00021
00201
02001
20001

zzzzl —

00012
00210
02010
20010

00102
00120
02100
20100

zzzls —

zxlzx —

01002
01020
01200
21000 .

“zlxzr —

10002

lezzr — 10020
’ 10200 °

12000

1alt 4 x (Z) placeringer. Heraf kan rﬁa.n se, at 2 X (g) =4 X (i)

Reasonnementet kan uden videre generaliseres til den situation der
handler om at placerc k — 1 1-cr, et 2 og n — k 0-er pa n pladser. Hvis
man fgrst fordeler cfter 0 eller ikke-0, og derefter deler “ikke-0"-erne op
n
k

forst deler op efter 1 eller ikke-1, og derefter deler “ikke-1”-erne op 1

i1 og 2, saecrder kX forskellige placeringer. Hvis man derimod

Dog2 saerder(n—k+1)x (,‘_ i ]) forskellige p]a,ccrvinger. Deraf

kx(Z) = (7I.-Lf-+—])><(k:,_,;l)a

falger at
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og ved at flytte rundt pa faktorerne fas

ny _ n—k+lx n k= 1,2,...,n
k] — k T\k=1)" n = 1,2,...

n hvis man
i | hvis

Denne rekursionsformel fortzller hvordan man finder (

n
kender (k _ 1).

Ved gentagne anvendelser af rekursionsformlen fas i gvrigt

n\ n—k+1 n
I ko S \k—1

n—k+1 n—k+2 (n)

K k-1 k-2
n—k+1 n—k+2 n-k+3 ( n )
ot » k

ko k=1 " k-2 ~3
_ n—lc-+-1><n—lc-{—2>< Xn—2xn—1x7_1_
- k. k—1 3 2 1’
dvs.
n) _ Exn—:lxn——Qx.“xn___kj'_l, k=0,1,2,....
k 1 2 -3 n

(2.4)
(Hvis k er 0, er hgjresiden “det tomme produkt”, som er 1.)

Ved hjelp af denne formel (eller algoritmen, hvilket kommer ud pa
det samme) kan man med papir og blyant og lommeregner let finde at

37
(15) = 9364199 760.
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Bihomialformlen

Hvorfor hedder det en binoxhialkocfﬁcicnﬁ

Et bi-nomium er en to-leddet qtcmelse som f.eks. a + b. En formo-
dentlig velkendt formel fortaller hvad l\vadratet pa en toleddet stgrrelse
er: ‘
(a + b)i = a® + 2ab + V*.

Denne formel kan generaliseres il at ha,nd]( om n- l( pol(ns( n af en
toleddet stgrrelse. Hvis man i
(a +6)" = (La+b)((t+b)...,(a+b)l

o

-n

ganger palcntcscme ud, far man 2" led der hver isar er ct produl\t af
n faktorer, én fra hvert af de n binomier. Af disse 2" led er der netop

<1c) der bestar af k a-er og n'— k b-er. Falgelig er

n  _ n On n. ‘1 n—1 n 2pn—-2 n n10
(a+b)" = (O)ab +(1>ab +(2)ab +...+(n)ab

- Z (7,:) akbﬂ-—k.

k=0

Denne formel hedder binémialformlr:n_ fordi den handler om n-te po-
tensen af et binomium. De koefficienter der indgar 1 binomialformlen.
ma selvfglgelig hedde binomialkoefficienter.

Binomiavlfordelingen'

Definition: _

Binoniialfordelingen med sandsynlighedsparameter p og
antalsparameter n er den diskrete sandsynlighedsfordeling
som er givet ved sandsynlighedsfunktionen

fly) = <Z>P”(1—p)"_y,y=0,1,2,...,n
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Her er p et (som oftest ukendt) tal mellem 0 og 1, og n er et positivt

heltal.

Som udledt tidligere i dette kapitcl (side 28) kan en binomialfordelt
stokastisk variabel Y fremkomme som en sum af uafhangige identisk
fordelte 01-variable. Denne kendsgerning ggr det uhyre let at bestemme
middelvardi og varians af en binomialfordelt stokastisk variabel: "Antag
at I, I,..., I, cr uafhangige 01-variable med P(/;/= 1) = p for alle 7.
Dén stokastiske variabel Y = I) 4+ I 4 ... + I,, er da binomialfordelt
med parametre n og p. Ifglge regnercglerne for middelvaerdi og varians?
har Y middelverdi .

EY = EL+EL+...+EI,

= nlkl
og varians

VarY = Varly+Varl,+ ...+ Varl,

= nVarl,,

sa problemet er nu reduceret til at bestemme middelvaerdi og varians

af I,. Men

E]] = OXI)(]]=O)+1XP(]1=I)
= 0x(1—-p)+1xp
= P,
og

Varl, = E(I?)-(EL)?

= EL - (EL)?
= p-p
= p(1—-p),

M3 og V8 i sandsynlighedsregningshaftet
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sa alt 1 alt har vi

Hvis den stokastiske variabel Y er binomialfordelt med
parametre n og p, sa er '

EY = np
- VarY = np(l —p).

Hvis man skal udregne binomialsandsynlighederne

J(y) = (y) P = p)

fory =0,1,2,...,n, cr det som regel ikke hensigtsmassigt bare uden
~ videre at indsactic i formlen. Man kan med fordel benytte en rekur-
- sionsformel. Ved simple omskrivninger finder man

) onwdl o,
Jy=1) y cl-p

saledes at f(y) let kan beregnes ud fra f(y/ - 1). Metoden bliver dermed

f(0) = (1-p)
Jy) = Jy—-1)x

i

Eksempel 2.1. En binomialfordeling

Som cksempel vil vi beregne og tegne sandsynlighedsfunktionen
for binomialfordelingen med n = 18 og p = 1/6. (Denne fordeling
kunne f.eks. beskrive antallet af seksere ved 18 kast med en almin-
delig terning.) Fordelingen har i pvrigt middelvacrdi 18 x 3 = 3
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Figur 2.2: Sandsynlighedsfunktionen f(y) for binomialfordelingen med
n=180gp=1/6.

0.5

0.45 |

0.05 -

og varians 18 x 1 x 2 = 2.5 (svarende til standardafvigelsen 1.58).
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-~ ‘Man finder ved den beskrevne mctode

) =('f’) (4)(2)
0 ~  .0038
1 0.135
2 ©0:230
3 0245
4 ©0.184
5 10.103 -
6 '0.045
7 0.015
8 0.004
9 0.001
10 0.000
11 - 0.000
12 0.000
13 0.000
14 -~ 0.000
15 © 0.000
16 0.000 -
17 0.000
18 0.000

~T1.000

Denne sandsynlighedsfunktion cr vist i Figur 2.2.

39



Kapitel 3

Statistisk analyse af den
simple
binomialfordelingsmodel

Dette kapitel introducerer nogle grundlaeggende principper for hvor-
dan man analyscrer cn statistisk model, og vi gennemgar det simpleste
cksempel pa statistisk analyse af binomialfordelte obscrvationer.

Estimation af p

Det er i visse simple tilfzelde ret klart, hvordan man “selviglgelig” skal
analyscre sin statistiske model, idet der er en “umiddelbart indlysende”
fremgangsmade osv. I andre tilfaclde (de fleste) er det knap sa klart. Vi
skal i dette kapitel introducere et st overordnede principper for, hvor-
dan man bgr analysere en statistisk model. Principperne (med visse
tilfgjelser) galder for “enhver” model. Indfgrelsen af principperne be-
tyder ikke at man slipper for overvejelser over hvad man “selviglgelig”
skal ggre og hvad der er “umiddelbart indlysende”, men at man i stedet
for at skulle ggre overvejelserne igen og igen i hvert enkelt tilfeelde sa at
sige overstar dem alle p& én gang ved at have dem fra enkelttilfeeldene
op til et overordnet niveau, et meta-plan, hvor de udnavnes til gene-
relle principper. — Et princip er i denne sammenhang en norm, en
retningslinie, som ikke bliver logisk-deduktivt bevist, men som retfeer-
digggres dels gennem generelle betragininger og overvejelser, dels ved
at levere rimelige resultater i konkrete situationer.

41
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Som gennemgaende eksempel til at ledsage praesentationen af prin-
cipperne bruger vi eksemplet fra begyndelsén af Kapitel 2; det handler
om, at der i 1983 begyndte 135 drenge og 98 piger pa SAM-BAS, og
spgrgsmalet er, om den faktiske overreprasentation af drenge kan til-
skrives tilfeldigheder. Den statistiske model for dette talmateriale skul-
le veere, at y = 135 opfattes som en observation af en stokastisk variabel
Y der er binomialfordelt med antalsparameter n = 135 + 98 = 233 og
ukendt sandsynlighedsparameter p (0 < p < 1). Inden for rammerne af
denne model gnsker vi at teste den statistiske hypotese Ho : p = 0.51.

Sandsynlighedsfunktionen for Y er

n

y) p'(1—=p)™ ¥ ,y=0,1,2,...,n.

fly) = (

For at fremhave at udtrykket afhaenger bade af y og af p udskifter vi
betegnelsen “f(y)” med “f(y;p)”, dvs.

n

y)py(]__p)'n—y’ OSPSL/ y=0’1321---an-

fly;p) = (

Funktionen f er nu en funktion af to variable, en observationsvariabel
y og en parametervariabel p. Denne funktion kaldes modelfunktionen
for den statistiske model, idet den fuldstandig specificerer modellen:
for enhver kombination af en mulig observation y og en mulig parame-
terveerdi p angiver den sandsynligheden for at observere netop det y
hvis netop det p er den rigtige parameterveardi.

e Hvis vi i modelfunktionen fixerer p og kun opfatter funktionen
som en funktion afl y, sa har vi sandsynlighedsfunktionen svarende
til parametervacrdien p. Figur 3.1 viser en “typisk” sandsynlig-
hedsfunktion.

e Hvis vi i modellunktionen fixerer y og kun opfatter funktionen
som en funktion af p, sa har vi en ny funktion som vi ikke tidli-
gere har mgdt. Denne nye funktion hedder likelihoodfunktionen
svarende til observationen y og betegnes L(-) eller L(-;y):

n

L(p) = L(p;y) = ( )P”('l —-p)Y, 0<p< 1.

[}

Figur 3.2 viser en “typisk” likelihoodfunktion.
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Figur 3.1: En sandsynlighedsfunktion f(-;p).

f
“Ir ¥

Figur 3.2: En likelihoodfunktion L(-;y) = f(y; -).

¥

o -1
B
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Figur 3.3: En likelihoodfunktion L(p), samt p.

A

I vort eksempel er

9233
L(p) = L(p;135) = (135) p¥(1-p)*®,0<p<L.

L(p) er sandsynligheden for at observere det man faktisk har ob-
serveret, forudsat at den ukendte parameter har veerdien p. Likeli-
hoodfunktionen kan derfor anvendes til at sammenligne forskellige p-
vaerdiers evne til at beskrive den faktiske observation y. For hvis f.eks.
L(p)) < L(p;), s& er chancen for at observere nctop dette y stgrre nar
p er lig p, end nar p er lig p;, og det ma betyde at p, giver en bed-
re beskrivelse af data end p; ggr. Den p-vaerdi som giver den bedste
beskrivelse efter disse retningslinier er den p-veerdi som maksimaliserer
likelihoodfunktionen. Denne p-veerdi hedder maksimaliseringsestima-
tet (eller mazimum likelihood estimaltet) for p og betegnes p (“p hat”).
p er altsa bestemt ved at

L(p;y) > L(p;y) for alle p.

Bemark at p er en funktion af y.

Af bekvemmelighedsgrunde opererer man tit med “log-likelihood-
funktionen”, dvs. funktionen In L(p), og man bestemmer p som maksi-
mumspunktet for In L (resultatet bliver jo det samme). I vort cksempel
er log-likelihoodfunktionen

It

In L(p)

233
In (135) +135Inp +981In(1 —p) .
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f Figur 3.4: En log-likelihoodfunktion.

P P
;) v 11 v

Imidlertid vil talvaerdierne let ggre racsonnementerne ugennemskuelige,
sa vi vender tilbage til den generelle binomialfordelingsmodel, hvor log-
likelihoodfunktionen er

In L(p) = In (7;) +ylnp+(n—y)in(l —p). (3.1)

Hvad er p i denne model? Svarct herpa far vi ved at lgse den matema-
tikopgave der hedder:

Bestem maksimumspunkt(er) for funktionen p — In L(p)
nar 0 <p <.

(Denne funktion ser “typisk” ud som skitserct i Iigur 3.4.) Fra mate-
matikken ved vi, at kandidater til maksimumspunkter er dels interval-
endepunkterne p = 0 og p = 1, dels de stationare punkter, dvs. punkter
hvor 2‘% Inf(p)=0. Nuer

d y n-—y
- ' I/ = - —
dp n L(p) p l1—p
_ y-—np
p(l —p)

for 0 < p < 1, og det betyder at hvis 0 < y < n, sa er punktet
p = y/n et stationart punkt for In L(p). 1lvis stadig 0 < y < n, sa er
endepunkterne p = 0 og p = 1 i hvert fald ikke maksimumspunkter, for
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dér er In L lig —oo. Altsa er p = p(y) = y/n, forelgbig nar 0 < y < n.
Hvis y er 0 er In L(p) = nln(1 — p); dette er et ikke-positivt tal, og det
er lig 0 nectop nar p = 0, sa derfor er p = 0 = y/n ogsa i dette tilfelde.
Hvis y er 1 er pa tilsvarende made p = 1 = y/n. Vi er hermed naet
frem til at

I binomialmodellen med modclfunktion

y(1 _ \n-y Y
)p(l p) ' 0

Y

- n 0,1,2,....n L
fly;p) = (y p<1

IA

er maksimaliseringsestimatet p for p givet ved p = y/n.

At p skal estimeres ved den relative hyppighed y/n kan nappe over-
raske nogen, det er naesten hvad man kan sige sig selv. Derimod kan
det maske vacre en smule overraskende, at svarct p = y/n altsa fak-
tisk ogsa er det svar man nar frem til ved at benytte den generelle
fremgangsmade der lyder

e opstil modelfunktionen,
e dan derudfra likelihoodfunktionen,

e bestem p som maksimumspunktet for likelihoodfunktionen.

Det er vigtigt at have in mente, at der taenkes at vacre en bestemt
sand parameterveerdi, som er et bestemt, ukendt tal, et treek ved en
“hypotetisk uendelig population”. Vi kan principielt aldrig crfare den
sande parametervaerdi, men ud fra forcliggende observationer kan vi
estimere den.

Maksimaliseringsestimatet p = y/n er det bedste bud vi kan give pa
den ukendte p-vardi, nar vi har observeret antallet y ud af n. Den stati-
stiske model fortaller, at y er at opfatte som en observation af en stoka-
stisk variabel Y. Det medfgrer at vi ogsa ma opfatte estimatet y/n som
en observation af den stokastiske variabel Y/n. Denne stokastiske vari-
abel p = p(Y) = Y/n kaldes maksimaliseringsestimatoren for p. Da Y
er binomialfordelt med parametre n og p, er middelverdien EY af Y lig
np, og ifglge regnereglerne for middelvardiersa Ep(Y) = (EY)/n = p,
hvilket betyder at maksimaliscringsestimatoren p for p i middel' giver

'En estimator hvis middelvaerdi er lig den parameter der skal estimeres kaldes
en cendral estimator (pa engelsk: an unbiased cstimator).
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det riglige svar p ( -~ men deraf fglger ikke noget om det konkrete
enkelitilfielde 135/233). For at fa en idé om stgrrelsen af maksimalisc-
ringsestimatorens tilfaldige variation omkring sin middelvardi p kan vi
bestemme variansen af p(Y) eller standardafvigelsen af 5(Y'). Da Y har
‘varians np(l — p), har p(Y) = Y/n varians np(1 — p)/n* = p(1 —p)/n,
dvs. standardafvigelsen af p(Y) er /p(1 — p)/n. 1 vores konkrete ek-

‘sempel er standardafvigelsen af p lig /p(1 — p)/233, der kan cstimercs
il /A1 = p)/n = \/0.58 x 0.42/233 = 0.03.

Sammenfattende kan vi sige, at binomialparameteren p estimeres
ved f = 0.58 med en standardafvigelse pd 0.03.

Kvotientteststgrrelsen

Det blev pastaet, at man ved hjalp af likelihoodfunktionen kan sam-
menligne forskellige parametervacrdiers evne til at beskrive det faktisk
observerede y: hvis L(p1) < L(p2), s& giver parameterverdien p; en
bedre beskrivelse end parameterveerdicn p, ggr, inden for rammerne af
den aktuelle statistiske model. I saerdeleshed giver maksimaliserings-
estimatet p = p(y) den bedst mulige beskrivelse af observationen y.
Parameterveerdier der giver en vierdi af likelihoodfunktionen som lig-
ger teet pa den maksimale vaerdi L(p), ma give en nasten lige sa god
beskrivelse af observationen y som p(y) ger. Nar vi derfor skal teste en
statistisk hypotese Hy : p = py om, at den ukendte parameter p kan
antages at have den kendte vardi po ( -1 vort taleksempel er po lig
0.51), s& mé det foregd ved at vi sammenligner likelihoodfunktionens
vaerdi L(po) i punktet po med likelihoodfunktionens maksimale verdi
L(p). Mvis L(po) er nasten lige sa stor som L(p), betyder det at pg be-
skriver observationen y nasten lige sa godt som j ger, og det betyder
igen at man kan tillade sig at mene at po er den sande vaerdi for p: man
akcepterer eller godkender hypotesen Ho. Hvis derimod L(po) er va-
sentlig mindre end L(f), betyder det at po giver en vaesentlig darligere
beskrivelse af observationen y end p ger, og det er derfor ikke rime-
ligt at mene at po skulle vaere den sande veerdi al po: man forkaster
hypotesen H,.

Man skal sammenligne L(po) og L(p) ved at dividere den mindste
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med den stgrste: man danner kvotienten

L{po) _ L(po;y)
L(p LBy

@ bliver et tal mellem 0 og 1, og veaerdien benyttes sd pa den made at

Q = Qy) =

o En Q-vardi neer 1 betyder at po er stort set lige si god som p,
dvs man akcepterer Ho ) '

o En Q-veerdi langt fra 1 bctyder at po er vaesenthgc re da.rllgere end
P, dvs. man forkaster Hp. ;

Q hedder kvotientteststorrelsen for den statistiske hypotese Hy.

I binomialfordelingsmodellen er L(p) = (Z) pY(1 — p)*7¥, sa at

Q@ = Qy)

idet p = y/n. 1 eksemplet er n = 233, y = 135, po = 0.51, sa den
observerede vacrdi Qgps af Q er

233 x 0.51\!3% /233 x 0.49\%
Qobs = ( 135 ) ( 98 ) = 0.105.

Tallet Q,ps = 0.105 i sig selv kan vi ikke stille noget op med, —
det har ingen mening at spgrge om 0.105 er neer 1 eller langt fra 1, sa
lzenge vi ikke har nogen malestok, noget sammenligningsgrundlag?. Den
statistiske model forteeller, at vi skal betragte y som en observation af
en stokastisk variabel Y'; dermed skal vi ogsa betragte Qs = @(y) som
en observation al den stokastiske variabel @ = Q(Y). Fordelingen af YV’
beskriver hvilke y-vaerdier man ogsa kunne have faet (i stedet for den
faktisk observerede) og med hvilke sandsynligheder, og den tilsvarende
fordeling af @ = Q(Y) beskriver dermed hvilke @Q-veerdier man ogsa
kunne have faet (i stedet for 0.105) og med hvilke sandsynligheder.

2Det har heller ikke nogen mening at spgrge, om en 185cm hgj kvinde er hgj;
hvis hun feerdes i Hamburg vil hun ikke virke udsadvanlig hgj, men hvis hun faerdes
i en landsby i Syditalien vil hun afgjort vaere hgj.
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Takket vicre sandsynlighedsfordelingerne kan vi altsa sammenholde den
faktiske vaerdi Qgps = 0.105 med alle de andre Q-vacrdicr man ogsa
kunne have faet nar p har vardien py = 0.51.

o Hvis det er sadan at der, nar p = po, er en pan chance for at fa
Q-verdier som ligger langere vk fra 1 end Q¢ gor, dvs. for
at fa @Q-verdier for hvilke Q@ < Qgpg, s& vil man sige at Qypg
ikke ligger specielt langt fra 1, og man vil akceptere hypotesen

1‘10 - p = Do-

e Hvis det derimod er sadan at der, nar p = py, er meget lille chance
for at fa Q-verdier som ligger laengere fra 1 end Q5 ger, dvs.
for at fa Q-vaerdier for hvilke @ < Qg)s, sa vil man fortolke det
som at Qg 1 sig selv ligger usaedvanlig langt fra 1, og man vil
forkaste hypotesen fy : p = po.

Nar man skal teste hypotesen Hg, skal man derfor bestemme testsand-
synligheden '

e = Po(Q < Qons)-

(Fodtegnet 0 pa P-et betyder, at sandsynligheden skal udregnes under
antagelse af at hypotesen Iy er rigtig.) Testsandsynligheden er sand-
synligheden under # for at fa en varre, dvs. mindre, Q-veerdi end den
faktisk observerede Q-

Hvis testsandsynligheden ¢ er meget lille, sa forkaster man Hy pa
grund af fplgende rasonnement:

L. Vi har fact en Qgps-vierdi der er sa langt fra 1 at der, forudsat
at. Hy cr riglig, kun er den meget lille sandsynlighed ¢ for at fa
en vaerre Q-vaerdi.

2. I praksis plejer man ikke at fa sarlig ckstreme ohservationer, sa
der ma vere noget galt med grundlaget for beregningen af €.

3. Da viikke kan lave om pa observationerne, ma dct vaere hypotesen
Hy det cr galt med.

Hvis testsandsynligheden ¢ har en rimelig stgrrelse, sa kan man ikke
forkaste Ho. Racsonnementet er denne gang saledes:
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1. Vi har faet en Q- vaerdi der ikke ligger specielt langt fra 1, thi
der er nemlig, forudsat at Hy er rigtig, en rimelig chance ¢ for at
fa en veerre Q-vardi.

2. Den faktiske veerdi Qg er derfor udmarket forenclig med hypo-
tesen Hy og der er dermed ikke grundlag for at forkaste Hy.

Hvis testsandsynligheden € er sa lille at man forkaster hypotesen, sa
siger man at teststgrrelsen Qgpg er signifikant eller at der cr signifikans.

Bestemmelse af ¢

Vi vil nu for en stund holde inde med generelle betragtninger over
tests og i stedet vende tilbage til den konkrete binomialfordelingsmodel,
hvor der viser sig et patreengende problem, nemlig hvordan bestemmer
man rent faktisk €? Pr. definition cr ¢ lig med sandsynligheden (nar
p = po) for at Q(Y) < Qg Af forskellige grunde, hvoraf nogle er
regnetekniske og andre vil fremga lidt senere, udregner man ofte —21In @
i stedet for @, og testsandsynligheden er da sandsynligheden for at
—2InQ(Y) > —21In Qgps- Ud fra det tidligere fundne udtryk for @ far

vi at

-2InQ(y) = 2 (y]ni-{-(n—y)ln—&),
npo n(l — po)

sa i vores talcksempel cr

_ — Y (933 — )l _2_3_3_1)
2nQy) = 2 (y]“ 533 x 051 T (2B v g0
y 933 — y)
- 33 — )1
2 (”1" Tsg3 T B -v)n T
og dermed
2InQyy, = —-2InQ(135) = 4.51.

Testsandsynligheden € fremkommer nu ved at summere binomialsand-

+

=2 Q(Y) > -2InQ), dvs.

£ = > (:/') Po(l = po)" ™" . (3.2)

y: "2‘l" Q(?’)Z'—z In Qolm

synlighederne f(y;po) = (Z) po(l — po)™~¥ for alle de y for hvilke
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Her har vi € udtrykt ved Iutter kendie stgrrelse. T taleksemplet er
saledes

e = 3 (223) 0.51¥0.49%%¥ |

y: =2InQ(y)>4.51

hvor —21In Q(y) cr som ovenfor. Fremgangsmaden er derfor

1. udregn —2InQ(y) for y = 0,1,2,...,233,
2. bestem de y-er for hvilke —21n Q(y) > 4.51,
3. bestem binomialsandsynlighederne for de sdledes udpegede y-er,

4. € er summen af disse sandsynligheder.

Man finder at —2InQ(y) > 4.51 for y = 0,1,2,...,102 og y =
135,136,...,233. Videre finder man at Po(Y < 102) = 0.0161 og
Po(Y > 135) = 0.0198, sa al den cksakte testsandsynlighed cr € =
0.0161 + 0.0198 = 0.0359 = 3.6%.

Ganske vist er der 1 Kapitel 2 vist en udmaerket algoritme til bereg-
ning al binomialsandsynligheder, men alligevel ma man nok sige, at o-
vennavnte regnestykke ikke er noget man lige klarer i en handevending,
medmindre man da har en datamat eller en programmerbar lommereg-
ner til sin radighed. Heldigvis kan matematikken komme os til hjelp,
idet den kan fortaelle hvordan man uden stgrre besveer kan bestemme en
god tilnzermet vaerdi af testsandsynligheden €. Man kan nemlig bevise
generelt, at for binomialmodellen (og for en lang rackke andre statisti-
ske modeller) er den sandsynlighedsfordeling som kvotientteststarrelsen
—21In @ fglger nar den testede hypotesc er rigtig med god tilnaermelse
af en ganske hestemt type: den er ca. en sakaldt y?-fordeling (“khi-i-
anden fordeling”) med et vist antal frihedsgrader, som i vores aktuclle
tilfelde er 1. Da ¢ jo er sandsynligheden for at. fa en —2 In Q-vaerdi som
‘er stgrre end —21nQyps, betyder det, at € med god tilnarmelse er lig
med sandsynligheden for at {8 en vardi stgrre end =21In Qgp,s i en x*-
fordeling med 1 frihedsgrad, og den sandsynlighed kan let bestemmes,
f.cks. ved hjalp af tabeller over fraktiler i y2-fordelingen.

v2-fordelingen med | frihedsgrad cr den kontinuerte sandsynligheds-

fordeling som har teethedsfunktion

1

flz) = N

a2 exp(—z/2), >0 .
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Figur 3.5: Tatheden for x*-fordelingen med én frihedsgrad.
A
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Funktionen ser skitsemaessigt ud som vist i Figur 3.5. I en tabel over
fraktiler i y?-fordelingen finder man, at svarende til 1 frihedsgrad er
95%-fraktilen 3.84 og 97.5%-fraktilen 5.02. Den aktuclle —21n Q-
veerdi 4.51 ligger mellem disse to fraktiler, hvilket betyder at (det til-
nzrmede) ¢ ligger mellem 5% og 2.5%. (Dette harmonerer udmaerket
med at den cksakte testsandsynlighed er 3.6%.)

x2-fordelingen er som naevnt kun en approksimation til den rigtige
fordeling af —2In @ under Hy. Man er naturligvis ngdt til at have
nogle retningslinier for, hvornar approksimationen er god og hvornar
ikke. Man plejer at ga ud fra, at hvis begge de forventede antal npy og
n(1—po) (det forventede antal drenge hhv. piger) er mindst fem, sa kan
man anvende y2-approksimationen. Ellers ma man regne den eksakte
testsandsynlighed ud efter “slavemetoden™.

De mange udregninger ma fglges op af en konklusion: Vi fandt en
testsandsynlighed pa 3.6%, dvs. hvis hypotesen Hy er rigtig, sa er der
kun en 3-4% chance for at fa en stgrre veerdi end den faktisk observerede
verdi —2In@Q = 4.51. En sa lille testsandsynlighed vil almindeligvis
fgre til at man forkaster hypotesen Hy. Vi ma altsa konkludere, at i
1983 er andelen af drenge pa SAM-BAS signifikant stgrre end andelen
af drenge i den samme aldersgruppe i befolkningen som helhed.
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Afrunding
Dette léapitél har behandlet to forskellige emner. Pa den ene side har
det praesenteret en raekke gencerelle begreber og tcknikker vedrgrende
" den sakaldte likelihood-inferens; dette tema dukker op igen og igen i de
felgende kapitler, og laeseren skal derfor ikke fortvivle over det allerede

her. Pa den anden side har kapitlet handlet om analyse af en bestemt
statistisk model, og det kan der vare grund til at give et resumé af.

Resumé 1. Statistisk analyse af den simple binomialfordelingsmo-
del. ‘

Situation: n individer er klassificeret i to klasser:

klasse | obs. antal
lll" y

“0" n-—y

i alt n

Model: y er en observation fra en binomialfordeling med parametre
n og p, hvoraf p er ukendt.

Estimation: p estimeres ved p = y/n. Middelvardien af estimato-

ren p er p. Standardafvigelsen af p estimeres til \/p(1 — p)/n.

Hypotese: Man gnsker at teste den statistiske hypotese H, : p =
Po, hvor p, er et pa forhind givet tal.

Teststgrrelse: Under f/, er situationen

klasse | obs. antal  “forventet” antal
1" y i = npo
“0" n—y n—g=n(l—py)
1 alt n n

Kvotientteststgrrelsen er

2@ = ‘2<yhlg—i+(n—y)ln n—g:/\).
¥

n~j

Testsandsynlighed: Testsandsynligheden ¢ bestemmes siledes:




54

1. Hvis begge de “forventede” antal er mindst 5, kan £ med
god tilnarmelse findes som sandsynligheden for at fa en
veerdi stgrre end —21n Q). i x*-fordelingen med 1 fri-
hedsgrad: '

€ = P(fo—anQobs).

2. | modsat fald ma man udregne den eksakte testsandsynlig- =
hed :

N

y:=2InQ(y)2-2InQops \V

Konklusion: Hvis ¢ er meget lille, si er der en signifikant afvigelse
mellem det observerede og det som I/, foreskriver: man ma da
forkaste H,.

Hvis ¢ ikke er meget lille, er /{, forenelig med det observerede:
man kan ikke forkaste fi,.



Kapitel-4 ..

Sammenligning af
binomialfordelinger

I Kapitel 1 blev bl.a. fremsat det spprgsmal (side 13), om der i 1983
egentlig er den samme andel drenge pa hver af de tre basisuddannelser,
saledes at de faktisk observercde forskelle ikke er andet end hvad der
~ kan skyldes tilfaldigheder, se Tabel 4.1.

For at vi skal kunne tale om at noget eventuelt kan skyldes tilfael-
digheder, ma vi have en statistisk model der nzermere specificerer, pa
hvilke punkter der kommer tilfacldigheder ind i billedet. Da formalet er
at sammenligne de tre drenge-andele, ma totalantallene 87, 233 og 123
anses for uinteressante, forstact pa den made at det er uinteressant at
der er netop 87 HUM-basister (og ikke 86 eller 90 osv.). Derfor vil vi i

den statistiske model ikke opfatte totalerne 87, 233 og 123 som observa- -

tioner af stokastiske variable, men tveertimod betragte dem som givne

Tabel 4.1: (= Tabel 1.9) Absolut og relativ fordeling efter kgn for hver
basisuddannelse, argang 1983.

HUM SAM NAT
antal andel | antal andel | antal andel
M 36 41% | 135 58% 78 63%
K 51 59% 98 42% 45 37%
i alt 87 100% | 233 100% | 123 100%
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konstanter. Det der er interessant er, at der ud af de hhv. 87, 233 og
123 er netop 36, 135 og 78 drenge. Derfor er det tallene 36, 135 og 78
der i den statistiske model skal opfattcs som observationer af passende
stokastiske variable.

I Kapitel 2 blev der formuleret en model for den del af det nu ak-
tuelle talmateriale som handler om SAM-BAS. Der blev argumenteret
for en model gaende ud pa, at man 233 gange havde udvalgt en person
tilfzeldigt fra en vis “hypotetisk uendelig population” med en bestemt
brgkdel drenge, og som resultat heraf havde man faet “udtrukket” 135
drenge. Den matematiske formalisering heraf var sa, at det observerede
antal (135) skulle betragtes som en observeret vardi af en binomialfor-
delt stokastisk variabel med antalsparameter 233 og med en ukendt
sandsynlighedsparameter. Det er narliggende at udvide denne model
for SAM-BAS til en model for alle tre basisuddannclser pa fglgende
made.

e Der er forestille sig tre forskellige “hypotetiske uendelige popula-
tioner”, kaldet H, S og N.

e Fra disse “populationer” udtrekkes hhv. ny = 87, ng = 233 og
ny = 123 personer tilfeldigt og uafhaengigt af hverandre.

e I de tre “populationer” er andelene af drenge pyy, ps og py som
er ukendte parametre.

e Vi har faktisk observeret vy = 36, ys = 135 og yny = 78 drenge.

Ved at anvende reesonncmentet fra Kapitel 2 pa hver af de tre tilfael-
de far vi, at vi ma betragte de observerede antal y;, ys og yny som
observerede verdier af binomialfordelte stokastiske variable Yy, Ys og
Yy med antalsparametre ny, ns og ny og med ukendte sandsynlig-
hedsparametre py, ps og py. Det faktum, at vi taenker os tre separate
“hypotetiske uendelige populationer” og at alle udvalgelser sker uaf-
hangigt af hverandre, medfgrer, at de tre stokastiske variable Yy, Ys
og Yn skal veere stokastisk uafhaengige. Vi har hermed specificeret for-
delingen af de stokastiske variable Yy, Ys og Y fuldstendigt (nemlig
at de er stokastisk uafhangige og hver iser binomialfordelt pa naermere
angivet made), og vi er dermed i stand til at skrive modelfunktionen
op, men {grst repeterer vi selve modellen:
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De observerede antal drenge yy = 36, ys = 135 og yy = 78
opfattes som observationer al stokastiske variable Yy, Ys og
Yy, som er stokastisk nafhangige og binomialfordelte med
antalsparamctre ny = 87, ng = 233 og ny = 123 og med
ukendte sandsynlighedsparametre py, ps og pn.

Modeclfunktionen, dvs. den simultane sandsynlighedsfunktion opfattet
som en funktion af bade y-crne og p-crne, er derfor

f(y1,ys, YN P, Ps, PN)

87 T
= ( )P’/’/I(I—PH)S e

Yn
233\ ey | 233-yg
X (ys)ps (1 —ps)
123 -
X ( )P?v"(l — pn )BT
YN

Det oprindelige spgrgsmal, om der cgentlig er den samme brgkdel
drenge pa hver af de tre basisuddannelser, kan nu inden for rammerne
" af den opstillede model praciseres til spgrgsmalet, om det kan antages
al de tre ukendte parametre py, ps og py er ens, dvs. til den statistiske
hypotese Hy : pjr = ps = pn. '

Vi skal 1 dette kapitel vise, hvordan den statistiske analyse af denne
model forlgber nar man henytter de principper der blev lanceret i Ka-
pitel 3. Vi vil dog ggre det hele en anelsc mere generelt ved at se pa en
situation med s binomialfordclinger der skal sammenlignes.

Modellen |

Antag at vi har klassificeret nogle individer i to forskellige klasser “1”
og “0”. Individerne cr pa forhand delt op i grupper, idet der er s
forskellige grupper med hhv. ny,n,, ..., n, individer. Det har vist sig,
at 1 gruppe j hgrer y; af individerne til klassen “1” og de resterende
nj — y; af individerne til klassen “0”, 7 = 1,2,...,s. Skematisk ser
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situationen sadan ud:

gruppe nr.
klasse 1 l 2 I 3 l . l s
“1” n Y2 Y3 Ys Lo
“W llmi—y |ne—y2 [ Na—ys|... | ny—Yys
ialt m N N3 e N,

I eksemplet svarer grupperne til de tre basisuddannelser sa s =3, og
klasserne er M og K. : :

Den statistiske model der benyttes til at beskrive denne situation
er, at ¥1,%2,.--,¥ys betragtes som observerede vardier af stokastiske

variable Y1,Y,,...,Y,, der er indbyrdes uvafhangige binomialfordelte,
saledes at Y; har antalsparamcter n; og ukendt sandsynlighedspara-
meter p;, 7 = 1,2,...,s. — Modellen tager altsa udgangspunkt 1 at

grupperne er forskellige (mht. den aktuelle klassificering), hvilket giver
sig udtryk i at der er en sandsynlighedsparameter for hver gruppe. Op-
gaven er at underspge om grupperne kan anses for ens, dvs. den er at
teste den statistiske hypotese Hy: py = p, = ... = p,.

De generelle retningslinier for hvordan man analyserer en given sta-
tistisk model siger, at vi nu fgrst skal opskrive modclfunktionen og
likelihoodfunktionen. Modclfunktionen cr den simultanc sandsynlig-
hedsfunktion for Y-erne, opfattet som en funktion af bade observationer
og parametre, altsa '

s n. _
f(ylay%"'ays; PI,P%---,Ps) = H(y])l)-!;.r(]__p])"; v

j=1 \J

Ved her at holde y-erne fast og kun opfatte udtrykket som en funk-
tion af p-erne far vi likelthoodfunktionen svarende til observationen

(yhy%'"ays):
> [(n; e
L(pl';p?a"'aps) = H ( J) P.l;)(] _pJ) 17
=1 Yi

og dermed log-likelihoodfunktionen

In L(py,pa2y---,ps) =

il“ (Z;) +Z (vilnp; +(n; —y;)In(1 = p;)) . (4.1)

i=1

o
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I taleksemplet er saledes log-likelihoodfunktionen

87 233 123
In L(pl!apSva) = In (36) + In (135) + In (78)

+ 36Inpy +51In(1 — py)
+ 135Inps +98In(1 — ps) -
+ T8lnpy +1231In(1 — py) .

Likelihoodfunktionen er sandsynligheden for at observere det fak-
tisk observerede, som funktion af det ukendte saet parametre. Det
bedste estimat over de ukendte parametres veerdier er derfor det tal-
set (py, P2, ---,Ps) som maksimaliserer likelihoodfunktionen cller log-
likelihoodfunktionen. Log-likelihoodfunktionen er en funktion af s va-
riable, men heldigvis en meget skikkelig funktion, idet den (bortset fra
et konstantled) er en sum af s led der hver iser kun er en funktion af
én variabel. Det j-te led hedder y; Inp; + (n; —y;) In(1 — p;), og vi ved
allerede fra Kapitel 3 (side 46) at dette udtryk antager sit maksimum
nar p; = y;/n;. Vi har hermed fundet at maksimaliseringsestimatet
for (p1ypay...,ps) e (PryP2y---»Ps) = (&, 2,...,2). I cksemplet er

n1 ' ng’?

specielt (pyr, ps,pn) = (0.41,0.58,0.63).

Hypoteseprgvning

Vi skal herefter undersgge om det er rimeligt at antage at hypotesen
Hy : pp = p» = ... = p, om ens sandsynlighedsparametre holder.
Under Hp er der ingen forskel pa de s grupper, og i sa fald kan vi
lige s& godt sla dem sammen til én stor gruppe bestaende af n. =
ny +ng+ ...+ n, individer, der fordeler sig med y. =y, +y.+ ... + y,
individer i klassen “1” og resten, dvs. n. — y., i klassen “0”. Derfor
ma man formode at den fzlles p-vecrdi skal estimeres ved y./n., men
lad os benytte likelihood-metoden og se hvad den siger om estimation
af den falles p-vardi.

Vi kalder den fealles vaerdi (under Hy) af py,pg,...,ps for p. T'den
gamle log-likelihoodfunktion (4.1) erstatter vi alle p;-erne med p og
far derved log-likelihoodfunktionen under Hy svarende til observationen

(ylay2" e 1y8):

lnL(p,p,...,p)
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il

XS: ( )+ s (yjlnp+ (n; —yJ)ln(]—p))

i= =1
= i:ln (Z;) + y.Inp+ (n. —y.)In(1 —p) . (4.2)

Makszmalzscrzngestzmat(’t p for p er den p-veerdi der maksnmahserer
(4. ) 7 dvs. den P vacr(ll der maksnmahsercr .

ye 1np+(n ~y.)In(1 = p)

mht. p. Vi ved {ra Kapitel 3 (side 46) at svaret herpa cr p = y./n..
Likelihoodmetoden giver altsa det svar som vi formodede matte vacre
det rigtige. - I vort ekscmpel bliver j = 249/443 = 0.56.

Likelihoodfunktionen bruges til at vurdere et saet paramcterveerdiers
evne til at beskrive det faktisk observerede. Det bedste sat parame-
tervaerdier overhovedet er (py, pa,...,P,). Under Hy er det bedste saet
verdier (p,,...,p). Vi sammenligner disse to paramecterseets beskri-
velsesevne ved hjalp af kvotientteststorrelsen

L(p,p,---.P)
[’(ﬁhﬁ%' B aﬁs)

Q

@ antager vaerdier mellem 0 og 1; en Q-vardi tact pa 1 betyder, at
seettet (p,p,...,P) beskriver det observerede nasten lige sa godt som
(p1, P2, - -,ps) gor, dvs. vi kan godtage hypotesen Hy, hvorimod en Q-
vaerdi langt fra 1 betyder, at Hy giver en vaesentlig darligere beskrivelse
af det ohserverede end grundimodellen ggr. Som oftest udregner man
dog ikke ) men —21In @, som er

~2nQ = 2(WL(p,p...,5) = InL(p1,fa,. .., Ps))

1—5.
= Z (y] In= + (n; —y;)In p,f) .

l-p

Hvis vi indfgrer betegnelsen ; = n;p, sa kan —21n @) omskrives til

-1

-2InQQ = QE(yjln'—?i (n; —JJ)lnn '{j); (4.3)
“— Y;
=1 J

n; —yYj

man kan tanke pa §; som det “forventede” antal individer fra gruppe
7 der klassificeres som “1” og pa n; — y; som det “forventede” antal
individer fra gruppe j der klassificeres som “07.
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I eksemplet er de “forventede” antal’

jy = 87x249/443 = 489
ny — _in = 87 — 48.9 = 38.1
js = 233 x249/443 = 131.0
ng —js = 233-131.0 = 102.0
Gy = 123 x249/443 = 69.1
ny—in = 123-69.1 = 539
sa at
36 51
— = 6 I 511
21nQobs 2(36]n48.9+51 n38-1+
135 98

sl In ———
1351n 31.0 + 98In 102.0 +

78 45

= 10.6.

Q-vardier tact pa 1 svarer til —2In Q-veerdier teet pa 0. Det vil sige,
at hvis —21n Qs er tact pa 0 sa kan vi godtage Ho, hvorimod en stor
veerdi af —21n Q¢ tyder pa en signifikant afvigelse mellem det obser-
verede og det som Hy foreskriver, dvs. vi ma forkaste Hy. For at afggre
om tallet —21n Qg er stort cller lille er vi ngdt til at sammenligne
det med alle de andre verdier man ogsa kunne have fact ifglge den
aktuelle model nar Hy er rigtig. Derfor skal vi bestemme testsandsyn-
ligheden € som er sandsynligheden for at fa noget vaerre end det faktisk
observerede, dvs. en stgrre —21In Q-veerdi end den observerede, under
forudsaetning af at Ho er rigtig:

e = Po(—2Q 2 —2InQqps)- (4.4)

Mere udfgrligt er € defineret pa fglgende made: Den statistiske model si-
ger, at observationerne yy,y2,-..,¥s €r observerede vardier af stokasti-
ske variable Y, Ys,...,Y, der er binomialfordelte med antalsparametre

'der passende kan udregnes med én decimal men uden at bruge den afrundede
veerdi 0.56 af p
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ny,na,...,ns og, da fy antages rigtig, med samme sandsynlighedspa-
rameter p. Testsandsynligheden ¢ er da sandsynligheden for, at disse
stokastiske variable antager veerdicr som giver anledning til en —21n Q-
vaerdi der er storre end den faktisk observerede —21In Q¢

Det lyder til at vaere en omstzndelig opgave at beregne ¢, men tak-
" ket veere matematikken far statistikeren nu alligevel mulighed for at
_ pleje sin dovenskab. Der er nemlig en generel satning der forteller, at

nar Hp er rigtig, sd er —2InQ med god tilnzermelse x*-fordelt med et

- antal frihedsgrader som er s — 1. Det betyder, at € med god tilnarmel-
se kan bestemmes som sandsynligheden for at fa en verdi stgrre end
—21In Qg 1 en x*-fordeling med s — 1 frihedsgrader, kort

e = P (x.f_l > —2In Qobs) ’

og den sandsynlighed er let at bestemme, f.eks. ved hjeelp af tabeller
over fraktiler i y2-fordelingen.

Antallet af frihedsgrader for —21n () findes som &ndringen 1 antallet
af frie parametre: i grundmodellen er der s frie parametre py, pa, . . ., ps,
under Hy er der én {ri parameter p, derfor bliver der s — 1 frihedsgrader
til teststgrrelsen.

I eksemplet er —21n Qs = 10.6 og der er tre grupper, dvs. test-
stgrrelsen har to frihedsgrader. [ en tabel over fraktiler i x?-fordelingen
finder man, at 10.6 netop er 99.5%-fraktilen i y?-fordelingen med to fri-
hedsgrader, og det vil sige at testsandsynligheden ¢ er 0.5%. Verdien
10.6 er altsa sa stor at der, under forudseatning af at hypotesen er rigtig,
kun er 0.5% chance for at fa en endnu stgrre veerdi, dvs. 10.6 er en saer-
deles stor vaerdi. Vi ma derfor forkaste hypotesen Hy, eller sagt pa en
anden made: Der er en signifikant forskel pa de tre basisuddannelsers
brgkdele af drenge.

Som naevnt er y*-fordelingen kun en approksimation til den rigtige
fordeling af —21n Q). For at approksimationen skal kunne bruges, skal
alle de “forventede” antal §; ogn;—4;, 7 =1,2,...,s vere mindst fem.
Hvis denne betingelse ikke er opfyldt kan man eventuelt udelade de
problematiske grupper eller sla nogle af grupperne sammen pa forhand.
Hvis der kun er to grupper i det hele taget, sa duer det ikke rigtig at
udelade en gruppe eller at sla nogle grupper sammen; man kan da i

2En pikant detalje , at for at kunne beregne talvaerdien af ¢ skal man formodentlig
kende talverdien af p, som er en ukendt parameter! Ganske vist har vi et estimat
over vacrdien af p, men alligevel ...
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stedet lave of sakaldte Fisher’s eksakte test. Fgr vi gar i gang med det,
kommer der dog et kort resumé af de generelle ideer og principper og
definitioner der er prassenteret i det foregaende.
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Resumé 2. Nogle begreber og principper for statistisk inferens

En statistisk model for nogle observationer er et udsagn om, at
observationerne opfattes som observerede vardier af en bestemt
slags stokastiske variable (dvs. at observationerne opfattes som
vaerende fremkommet som tilfeldige tal fra en bestemt slags
sandsynlighedsfordelinger).

Parametre. | den fuldstzndige angivelse af de stokastiske variables
{fordelinger indgar ogsa nogle ukendte parametre.

Modelfunktionen er sandsynlighedsfunktionen opfattet som en
funktion af observationer savel som parametre. Modelfunktio-
nen angiver sandsynligheden for at f3 et bestemt udfald nar de
ukendte parametre har en bestemt vardi.

Likelihoodfunktionen svarende til et bestemt sat observationer
fremkommer ved at man i modelfunktionen indsaetter dette sat
observationer og derved far en funktion af de ukendte parame-
tre.

En statistisk hypotese er et udsagn om at de ukendte parametre
opfylder visse betingelser (f.eks. at nogle af dem er ens, eller lig
0, etc.).

Maksimaliseringsestimatet (under en vis hypotese) for de ukend-
te parametre er den vaerdi af parametrene som maksimaliserer
likelihoodfunktionen eller log-likelihoodfunktionen (og som op-
fylder de betingelser som hypotesen angiver).

Kvotientteststgrrelsen () for en bestemt hypotese er kvotienten
mellem den maksimale likelihoodfunktion under hypotesen og
den maksimale likelihoodfunktion under den aktuelle grundmo-
del.

Testsandsynligheden ¢ er sandsynligheden for at ) < Q5. dvs.
—2InQ > —2In Q. under antagelse af den hypotese der
testes.

Man kan bevise en matematisk satning der fortaeller, at i visse naer-
mere angivne situationer er —21n @@ med god tilnaermelse \2-fordelt
med et antal frihedsgrader der findes som “antal frie parametre i den
aktuelle grundmodel” minus “antal parametre under den hypotese
der testes”.

Det var nu nogle matematiske definitioner og en enkelt satning.
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Disse henter deres interesse fra nogle statistiske principper (som ikke
er matematiske definitioner eller setninger):

Likelihood-metodens grundprincip gir ud pa, at nir man har
lagt sig fast pa sin statistiske model, s3 gzelder, at al den infor-
mation vedrgrende de ukendte parametre som observationerne
kan give kan man hente ud af likelihoodfunktionen (dvs. man
kan smide observationerne vaek og ngjes med at gemme like-
lihoodfunktionen). — Dette princip har indtil nu ikke i saerlig
grad vaeret inddraget i diskussionen.

Dernaest nogle principper om, hvordan man benytter den information
~der siledes er i likelihoodfunktionen.

Om sammenligning: At et sat parametervardier er bedre end et
andet til at beskrive de foreliggende observationer betyder, at
det fgrste st giver en hgjere vaerdi af likelihoodfunktionen end
det andet.

Maximum likelihood princippet: Det bedste estimat over de u-
kendte parametre er det sat parametervaerdier der maksimali-
serer likelihoodfunktionen, altsd maksimaliseringsestimatet.

Princippet om kvotienttest: Nir man gnsker at teste en bestemt
statistisk hypotese skal man som teststgrrelse bruge kvotient-
teststgrrelsen ). En Q-vaerdi nar 1 betyder, at hypotesen giver
en nasten lige s3 god beskrivelse af det observerede som grund-
modellen ggr. En Q-vaerdi langt fra 1 betyder, at hypotesen ikke
er srlig forenelig med det observerede.

Om vurdering af Q): En Q-vaerdi Qs ligger langt fra 1 hwvis det
er usandsynligt at f3 en vaerdi der ligger endnu laengere fra 1
end Q. 89r. Det man egentlig har brug for at vide er derfor
ikke vaerdien af Q),ps, men den tilsvarende vardi af testsand-
synligheden.

Om signifikansgraenser. Hvis man skal have nogen forngjelse af
det sidste princip, s3 ma man have nogle retningslinier for, hvor-
nar man skal sige at testsandsynligheden ¢ er s3 lille at det er
usandsynligt at f3 en vaerre Q-vaerdi, altsi at ) er signifikant.
Man vil ofte sige, at hvis € er vasentlig mindre end 5%, f.eks.
2.5%, sa er Q signifikant, dvs. hypotesen er uforenelig med det
observerede; hvis omvendt ¢ er paent stgrre end 5%, f.eks. 10%,
sa er () ikke-signifikant, dvs. hypotesen er pant forenelig med
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det obseverede; hvis endelig ¢ er tet pd 5%, s3 er vi havnet i
et “grit omrade” hvor de ikke er noget klart svar. — Det ma
dog siges at vare god tone altid at angive vaerdien af ¢ og ikke
blot skrive om teststgrrelsen er signifikant eller ikke-signifikant.
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Det eksakte test

Som neevnt tidligere i kapitlet (side 62) kan der opstd tvivl om anven-
deligheden af x2-approksimationen til —21In Q) nar nogle af de “forven-
‘tede” antal er sma. Vi skal nu se hvordan man kan sammenligne to bi-
nomialfordelinger hvor nogle af antallene er for sma. Tag som eksempel
den situation der er skitseret i Tabel 4.2. Ved at efterligne reaesonne-
menterne i begyndelsen af dette kapitel kan man na frem til fglgende
(forslag til den) statistiske model for observationerne i Tabel 4.2:

De observerede antal drenge y; = 2 og y, = 6 opfattes
som observationer af stokastiske variable Y) og Y3, som er
stokastisk uathangige og binomialfordelte med antalspara-
metre n; = 6 og n, = 9 og med ukendte sandsynlighedspa-
rametre p; hhv. pa. Den tilsvarende modelfunktion er

6 o 9\ ., _
f(ylay’z; Pi,P2) = (1 )7’!1“(1 —771)6 X ( )Pg (1 —Pz)g .
5] _ Y2

Maksnmallserlngscstlmaterne for py og pzerpy =2/6 =1/3
og p. =6/9 =2/3.

Lad os satte, at opgaven cr at underspgge, om der er en signifikant
forskel pa kegnsfordelingen i de to grupper, eller om det tveertimod er
sddan at de observerede forskelle ikke er andet end hvad man kan kom-
me ud for pa grund af tilfeeldigheder. Vi vil derfor teste den statistiske
hypotese Hy : py = p2.

Tabel 4.2: Fordeling efter kgn i to projektgrupper.

” gr.1 gr.2 J SUM

M 2 6 8

K 4 3 7
ralt f 6 9 15 )
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Tabel 4.3: Forventet kgnsfordeling under Hy i de to projektgrupper.

” gr-1 gr. 2J SUM
M 32 438 8
K || 28 4.2 7
1 alt 6 9 15

Problemet

Da vi har at ggre med et specialtilfaelde af det generelle problem “sam-
menligning af binomialfordelinger” der blev behandlet, tidligere 1 kapit-
let, kan vi nu blot ga frem efter opskriften. Under Hy er maksimalise-
ringscstimatet for den faclles vacrdi af py og p, givet som p = 8/15 = 0.53
og de “forventede” antal 7, = np, osv. er derfor som i Tabel 4.3.
Kvoticntteststgrrelsen —21n @ er dermed

obs antal
2 4 6 3
= 2 —_ 4 a0 19 ( 49
(21n 3.2+ In 2.84-6111 4'8+3]ﬂ4'2>

= 1.63.

Store veerdier al —21In @ tyder pa at hypotesen Hy ikke holder; for at
afggre om 1.63 er en “stor” veerdi, skal vi bestemme testsandsynlighe-
den g, dvs. sandsynligheden for at fa en —2In Q-veerdi som er stgrre
end 1.63 under forudsatning af at Hy er rigtig:

e = Po(-2In@Q > 1.63) .

Der gaclder, at hvis de “forventede antal” alle er mindst fem, sa kan €
findes med god tilnzrmelsec som sandsynligheden for at {a en vardi pa
mindst 1.63 i en x*-fordeling med én frihedsgrad. Men i vores tilfzlde
er ingen af de “forventede” antal (Tabel 4.3) over fem, sa vi kan ikke
ga ud fra at x2-approksimationen er anvendelig.
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Et betinget test

Derfor ma man prgve at udregne ¢ fra ‘first principles’. Hvis man
udtrykker —21n @ ved y, og y, far man (jf. (4.3))

. o -
—2InQ(y1,y2) = 2 (yx In nyly. + (1~ y1)In ;,(—II—LZI—:)_’_

n,

Y2 ' n2 — ¥z
] —y2)In —=—~
Y2 n'nz;yf_—*—(m yz)nng(l—:—:))’

hvor y. = y; + y2 og n. = n; + n,. Her kan parret (y,,y2) antage
70 forskellige szt veerdier svarende til at y» = 0,1,2,...,6 og y2 =
0,1,2,...,9. Man kunne sa udregne —21n @) for hvert af de 70 mulige
udfald og derved bestemme de udfald (y;,y;) for hvilke —21n Q(y1,y2)
er mindst 1.63 . Man finder at det er de kombinationer (y;,y;) som er
markeret med * i nedenstaende skema:

Kombinationer af (y;,y2) for hvilke
—2In Q(ylay2) 2> 1.63

Y
01 2 3 4 5 6
0 * * * *
1 * k k k
21 * * K K*
3| * * Kk K
y2 4| * *  x
5% * *
6* * % *
Tl* * % *
8l * * =
9[*x * » * =

Testsandsynligheden ¢ kan sa findes som summen af sandsynlighederne
f(y1,¥2; p,p) for alle udfald (y1,y,) for hvilke —21In Q(y1,y2) > 1.63.
Denne fremgangsmade indeberer, som man hurtigt vil erfare, en hel del
regnearbejde®, men der er ogsa en komplikation af mere fundamental

3men alle de moderne regnetekniske hjlpemidler taget i betragtning kan det nu
ikke vaere nogen alvorlig endsige principiel hindring for at benytte fremgangsmaden.
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karakter.

I Kapitel 3 testede vi hypotescr gaende ud pa at den eneste ukendte
parameter havde en bestemt, pa forhand givet, veerdi. Nar en sadan
hypotese var rigtig, var der ikke flere ukendte parametre inde i bille-
det — den slags hypoteser plejer man at kalde simple hypoteser. De
hypoteser vi tester i indevarende kapitel er af en anden slags: Der er

tale om modeller med mere end en ukendt. parameter, og hypoteserne___
gar ud pa at nogle af disse parametre er ens. Nar en sadan hypotese -- -

er rigtig, er der stadigvak ukendte parametre i modellen — den slags-
hypoteser plejer man at kalde sammensatte hypoteser.

I det aktuelle hypoteseprgvnings-problem, der altsa handler om en
sammensat hypotese, naede vi ovenfor frem til at testsandsynlighe-
den ¢ matte skulle bestemmes som en sum af nogle sandsynligheder
f(y1,v2; p, p) hvor der summeres over en vis mangde (y;,y2)-er, og hvor
der indgar den falles men ukendie parameter p. For at beregne ¢ skal
vi altsd kende (den rigtige vacrdi af) den ukendte parameter p! Nu
ville leeseren maske nok uden at blegne indsatte vacrdien af p (som er
8/15) og sa udregne ¢ pa det grundlag (hvorved man far ¢ til 27%),
men det @ndrer ikke ved det principielle problem. Der findes imidler-
tid en fremgangsmade ved hjzlp af hvilken man helt kan eliminere det
famgse p:

Parameteren p er sandsynligheden for at en tilfaeldigt valgt person
er en dreng, nar gr.1-populationen og gr.2-populationen er ens. Den del
af observationsmaterialet der indeholder information om p ma veere, at
der ud af de i alt 15 personer viste sig at vare netop 8 drenge. Nu kan
man sige, at det er uinteressant at der netop er 8 (og ikke 7 eller 10)
drenge; det interessante er at de 8 fordeler sig med 21 gr.1 og 61 gr.2.
Derfor skal man (sadan siger et statistisk princip) se pa den betingede
fordeling givet at der netop var 8 drenge. 1 denne betingede fordeling
vil det vise sig, at den oprindelige sammensatte hypotese Hy bliver til
en simpel hypotese. For at se hvordan det gar til ma vi oversztte det
netop sagte til matematik.

Modelfunktionen i grundmodellen er som allerede naevnt
6 V1 6—yy 9 Y2 9-y2
fynyspnp) = {, Jpv(1—p) g ) P2 (L—P)T7

Nar Hj er rigtig har p; og p; den felles vaerdi p, og modelfunktionen
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kommer sa til at se sadan ud:

~ 6 o [9 9
fy,y2ip,p) = (1 )p’“(l —p) X( )zr)’”(l—lﬂ)J ”
: Y Y2

6 9
— w pYrtyz(] — 15— (y1+y2) )
(yl) (yz) p"' (1 - p)

Heraf fremgar, at likelihoodfunktionen under Hy er
L(p) = konstant x putu(] — p)ls-—(yx+yz) ,

dvs. man kan hestemme likelihoodfunktionen (panaer en konstant fak-
tor) blot man kender det totale antal drenge y; + y2 — man behgver
ikke at kende y, og y; hver for sig?.

Pastanden er, at i den betingede fordeling givet det samlede antal
drenge Y, + Y, bliver hypotesen Hy til en simpel hypotese®. For at
indse det vil vi bestemme den betingede fordeling af Y og Y, givet at
Y +Y; = 8. Ifglge de sazdvanlige formler for betingede sandsynligheder
er

P(Y, =y1,Y2:y2|Y,+Y2=8)

PYi=p) x P(Ya=8-y) |
{ P(Y, + Y2 = 8) hvis 41 + y2 = 8

0 hvisy; +y2 #8

og udtrykket svarende til tilfzeldet y, + y, = 8 kan videre omskrives
saledes (hvor y; erstattes af y):

P(Yi=yn)xP(Yo=8 - )
P(Y; + Y, = 8)

[y, 8=y p1,p2)
8
Zf(z,S - 2,p1,P2)
z=0

6 _ 9 - —(8—
(y) PY(L = py)®7¥ x (8-—3/) Py V(1 = pg)°- Y
8
6 z -z 9 -z —(8—z2
zgo(z) pi(1 —p1)°% x (8— z) Py (1 — py)°~ 8%

4Statistikeren udtrykker dette pa den made, at y, + yo er en minimalsufficient
reduktion af data.
5Det heenger i gvrigt sammen med at under Hy er Y) + Y2 minimalsufficient.
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- hvor
- g — PP
" ' : l—pi1—ps
_ p(l—p2)
7’2(1 —p1)

Det ses, at hvor grundmodellen har to ukendte parametre p; og ps,
har den betingede model kun én parameter, nemlig §. Modelfunktionen

for den betingede model er
o) s2,)*
- y) \8—y
fy;0) = =

(0)62)

Da parameteren 6 afhanger af grundmodellens parametre pa den
made at

m(l —I’z)
p2(1=p1)

er det klart at grundmodellens hypotese
Ho: pr=p,

er ensbetydende med hypotesen

HOZ 0=1

i den betingede model. Den sammensatte hypotese i grundmodellen er
blevet til en simpel hypotese 1 den betingede model.

Vi kan nu teste hypotesen H, ved brug af de seedvanlige princip-
per, og da H, er en simpel hypotese opstar der ikke nogen principielle
problemer®. Der foreligger observationen y = 2. Det tilsvarende bedste

5Til gengald er der regnetekniske problemer, sa vi er stadig ikke néet til den
metode man plejer at benytte.




BINOMIALFORDELINGER , 73

skgn 6 over 0 er den 0-vaerdi der maksimaliserer den betingede likeli-
hoodfunktion

L) = f(%9),
dvs. den #-veerdi som er lgsning til
d
d_OL(o)
Man finder at 0 = 5(2) = 0.276. Kvotientteststgrrelsen for Hg cr

Ly _ L)
(

Q= Q(2) = To@) ~ T0.216) = 0.468.

Hvis Q er langt fra 1 er det tegn pa at Hy skal forkastes. For at vurdere
om 0.468 ligger langt fra 1 skal vi udregne testsandsynligheden ¢, som
er sandsynligheden (under Hy) for at fa ety saledes at Q( ) er mindre
end eller lig med 0.468:

€ = Yo ).

y: Q(y)<0.468

Bestemmelsen af ¢ er ukompliceret men noget besvaerlig. Man ﬁnder
folgende resultater:

y Qy) f(y;1)
0 0.002 0.001
1 0.069 0.034
-2 0468 0.196
3 0979 0.392
4 0713 0.294
.5 0.166 0.078
6 0.006 0.006
7 - 0
8 - 0
- 1.001

Det ses heraf, at de y-er som giver en @)-veerdi der er < Q(2) = 0.468,
dvs. de y-er der er mindst lige s& uforeneligec med Hy som y = 2 er, er
y-erne 0,1,2,5,6 , siledes at testsandsynligheden cr

e = FO;1)+ f(1;1)+ f(2;1) + £(51) + J(6;1)
= 0.315.
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Der er altsa ca. 31% chance for at fa et “lige sa slemt eller vaerre” y
end det observerede y = 2, nar Hy er rigtig. Man vil derfor sige at der
ikke er nogen signifikant uoverensstemmelse mellem hypotesen H, og
det observerede y = 2.- Sagt pa en anden made: vi kan ikke forkaste

Ho.

Vi er gact meget let hen over, hvordan man cgentlig skal finde tal-

‘vardien af 0 og hvordan man egentlig beregner vacrdier af funktionerne ==~

L og f. Grunden hertil er, at den just beskrevne metode, som er den -
principielt rigtigste, faktisk saeedvanligvis ikke bruges. Den er nemlig ™
besveerlig rent regnemaessigt, safremt man skal regne med handkraft.
Det er ganske vist ingen sag at skrive et lille computer-program der kan
udfgre beregningerne, men man bruger alligevel (endnu) for det meste
en regnemaessigt simplere metode, som vi nu vil beskrive i detaljer.

Det eksakte test

Det man ger nar man tester en statistisk hypotese er, at man udreg-
ner veerdien af en vis teststgrrelse, saedvanligvis kvotientteststgrrelsen
Q eller —21InQ, der er et udtryk for hvor godt hypotesen cr forenelig
med de foreliggende data; dernacst bestemmer man testsandsynlighe-
den, dvs. sandsynligheden for at fa et szt observationer som er mindst
lige sa “uforenelige” med hypotesen som de faktiske observationer er.
I den simplere metode til lgsning af det aktuelle testproblem benytter
man ikke () som teststgrrelse, men derimod sandsynlighedsfunktionen
f(+;1) svarende til at hypotesen H) er rigtig. (Derved slipper vi bl.a.
for at skulle bestemme 6.) Denne funktion er forholdsvis simpel:

(S) (8 - y)

RGN

(Man kan i gvrigt vise, at naevneren er lig (185) .) Det sakaldte eksakte

(4.5)

test for Hy forlgber nu pa fglgende made.

Vi har observeret y = 2. Vi skal bestemme de y-er for hvilke
f(y; 1) < f(2;1). For at ggre det udregner vi teclleren i (4.5) for alle de
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mulige y-er, hvilket er hurtigt gjort, f.eks. ved brug af Pascal’s trekant
(side 31). Man far

6 9 .

| (5) x (52,) = 7w
0 1 x 9 = 9
1] 6 x 3 = 216
2015 x 84 = 1260
3 20 x 126 = 2520
4] 15 x 126 = 1890
5| 6 x 84 = 504
6| 1 x 36 = 36
7 0 x 9 = 0
8| 0 x 1 = 0

6435

Det ses at de y-er som er mere ekstreme end y = 2 (i den forstand at
f(y;1) < f(2;1) = 1260/6435 ) er alle y-erne undtagen y = 3 og y = 4.
Testsandsynligheden, dvs. sandsynligheden for at fa en mindst lige sa
ekstrem observation som y = 2, er derfor
e = 1-(7(3;1) + 14 1))
- 2520 + 1890
6435

= 31%.

* Det eksakte test giver saledes (i dette eksempel) preecis samme resultat
som det rigtige betingede test.

Hvad angar det oprindelige praktiske problem kan vi i fgrste om-
gang konkludere, at Hy ma akcepteres, dvs. der er ikke nogen signifi-
kant forskel pa kgnsfordelingen i de to grupper set fra den betingede
models synspunkt. Da man kan sige (jf. side 70), at det der adskiller
den betingede model og den oprindelige (ubetingede) model er noget
som er uinteressant for spgrgsmalet om ens kgnsfordeling i de to grup-
-per, kan vi videre konkludere, at ogsa Ho ma akcepteres, dvs. heller
ikke fra grundmodellens synspunkt er der nogen signifikant forskel pa
kgnsfordelingen i de to grupper.
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Resumé 3. Sammenligning af binomialfordelinger

Situation: n; individer fra gruppe j er klassificeret i to klasser, j =

1,2,...,s:
gruppe nr.
klasse 1 ] 2 | [ $ l sum
“1” "N Y2 e Ys Y-
0" Imy—yi [ na—y2|-.. | ns—ys | - — -
1 alt n, ng n, n.

Model: y;,y,,...,y, er uafthaengige observationer fra binomialfor-
delinger, sdledes at y; stammer fra en binomialfordeling med

parametre n; og p;.
P1,P2, - - -, Ps €r ukendte parametre.

Estimation: p; estimeres ved p; = y;/n;, 7 =1,2,...,s.
Hypotese: Man gnsker at teste den statistiske hypotese

Ho: pp=p2=...=p, (=p).

Teststgrrelse: Under Hy er den “forventede” situation

gruppe nr.
klasse 1 l 2 | | 3 sum
“1” a U2 Us Y.
“0” ny — :l71 o — :172 e Nng — _173 e — Yo
i alt n na ... Ns n.

hvor §; = n;p og p = y./n..
Kvotientteststgrrelsen er

- Ys n —Y;
-2lnQ = 2 (y-lnA + (n; —y;)In A).
; g, Fi e T,

2

Testsandsynlighed:

1. Hvis alle de 2s “forventede” antal er mindst 5, kan test-
sandsynligheden ¢ med god tilnermelse findes som sand-
synligheden for at f3 en vardi stgrre end —21In Q) 1, 1 X*-
fordelingen med s — 1 frihedsgrader:

e = P (X?‘:_, > ~21nQ0bS) .
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2. | modsat fald m3 man prgve at sld nogle smagrupper sam-
men, siledes at 1) bliver opfyldt. Eller hvis s = 2 kan man
benytte det eksakte test.

Det eksakte test nar s = 2: Udregn stgrrelsen

_ n n,
o= (1))
for2=0,1,2,...,y., samt 5 = g(0)+g(1)+ ...+ g(y.) (der

Yo

i gvrigt er lig (nl + nz)) Testsandsynligheden er da

e = = . g(2).

 z:g(z)<glyr)

Konklusion: Hvis ¢ er meget lille, s3 er der en signifikant afvigelse
mellem det observerede og det som H foreskriver, og man vil da
forkaste . | modsat fald er F, forenelig med det observerede,
og man kan ikke forkaste .
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Kapitel 5

Multinomialfordelingen

Dette kapitel beskeeftiger sig med multinomialfordclingen og med
sammenligning af multinomialfordelinger. Endnu en gang tager vi ud-
gangspunkt i et af spgrgsmalene fra Kapitel 1, nemlig spgrgsmalet (si-
de 17) om der er nogen reel forskel pa styrkeforholdene mellem de tre
basisuddannelser i de to ar 1974 og 1982. Det talmateriale det drejer
sig om er vist i Tabel 5.1.

Hvis vi skal kunne tale om at de obscrverede forskelle mellem de. to
_ar eventuelt kan skyldes tilfeldigheder, ma vi have en statistisk model
der n&ermere specificerer, hvor der kommer tilfeldigheder ind i billedet.
Vier ude pi at sammenligne fordelingerne pa de tre basisuddannelser,
og derfor ma vi anse totalantallene 413 og 537 for uinteressante, siledes
forstaet at det er uinteressant, at der i 1974 netop er 413 (og ikke 414
eller 410 osv.) og at der i 1982 netop er 537 optagne; i den statistiske

Tabel 5.1: (= Tabel 1.10) Absolut og relativ fordeling efter basisuddan-
nelse for hver af drgangene 1974 og 1982.

1974 1982
antal andel | antal andel

HUM || 130 31% | 158 29%
SAM || 218 53% | 247 46%
NAT 65 16% | 132 25%
talt | 413 100% | 537 100%

79
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model skal totalantallene derfor indga som givne konstanter. Det der
er interessant er, at de 413 fordelte sig med 130, 218 og 65, og at de 537
fordelte sig med 158, 247 og 132 pa de tre basisuddannelser; i den sta-
tistiske model er det derfor talsattenc (130,218,65) og (158,247,132)

der skal opfattes som observationer af stokastiske variable.

Lad os i fgrste omgang se pa aret 1974. Talsattet (130, 218, 65) er

- fremkommet pa den made, at man har klassificeret n = 413 personer
* 1 tre klasser (HUM, SAM, NAT), hvorved det har vist sig, at der kom

y1 = 130 personer i klasse nr. 1, y, = 218 personer i klasse nr. 2
og y3 = 65 personer i klasse nr. 3. Vi vil ggre diskussionen lidt mere
generel ved at se pa en situation hvor n individer klassificeres i r klasser

Ay, Ay, ..., A,
5.1 Den simple multinomialfordelings-
model

Antag at vi har klassificeret n individer i r klasser Ay, Az, ..., A,. Ske-
matisk ser situationen saledes ud:

) observeret
niveau klasse
antal

1 A, Y1

A Y2

3 Az Y3

T A, Yr

1 alt n

Vi gar ud fra, at de n individer stammer fra en og samme “hypotetiske
uendelige population”, som er indrettet pa den made, at hver gang man
tilfeeldigt udvelger et individ fra “populationen”, sa cr der sandsynlig-
heden p, for at individet tilhgrer A,, sandsynligheden p; for at individet
tilhgrer Az, osv. Sandsynlighederne py,pa,...,p, (der summerer til 1)
cr ukendle parametre der er karakteristiske for “populationen™.

Hermed har vi sadan sct beskrevet den statistiske model for ét, indi-
vid. Nar der er et stgrre antal individer angiver man ikke hvert cnkelt
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individs klasse, men man angiver kun de observerede vardier af de
stokastiske variable Y}, Y,, ..., Y, defineret ved

antal individer der ved den
Y; = tilfeldige udvelgelse viser (:=1,2,...,7).
sig at tilhgre klassen A; - '

Den statistiske model vi skal na frem til skal derfor specificere
sandsynlighedsfordelingen for (Y7,Ys,...,Y;), dvs. vi skal bestemme
PM=y,Ya=y, ..., =y)

Hvis der kun er to klasser, sa star vi med et problem der allerede er
lgst i Kapitel 2, hvor vi leerte, at nar man klassificerer i to klasser “1”
og “0”, sa er antal individer der klassificeres som “1” binomialfordelt.
Ved at generalisere rasonnementet fra begyndelsen af Kapitel 2 kan
~vi finde den sggte fordeling ogsa nar der er mere end to klasser. Det
kommer til at forlgbe pa fglgende made:

Vi indfgrer nogle hjalpevariable X, X,,..., X, saledes at X, er
'navnet ‘pa den klasse som individ nr. d tilhgrer, dvs. X; = A; hvis
og kun hvis individ nr. d tilhgrer klassen A;. Der galder si, at
. P(X4 = A;) = pi. Da individerne taenkes valgt uafhaengigt af hverandre,
ma de forskellige Xy-er vare stokastisk uafhaengige, saledes at f.eks.

P(de = Ain Xdz = Aiz) = PiuPi, -

Hvis vi har en stribe klassenavne zy, @y, ..., @, hvor ¥, al z-erne er et
Ay, yg af z-crne er et A, osv., sa cr
P(‘Xl =TIy, )(2 =T34, ‘Xn = wn)
= P(X] = .'171) X P(.XQ = 1132) X ... X P(Xn = :Cn)
PR

= pipy .-

Ved at summere disse sandsynligheder over alle mulige sat
(zy,Z2,...,%,) bestacnde afl y, Aj-er, yy Ag-er, ..., y, Aq-er far vi
den sggte sandsynlighed:

P()/l=yla)/2=y2,...,)/r=yr)
= ZP(XI=xla‘\,2=$2,...,xn=$n)
- Lot

(Z l) X py'pst..pY



82 MULTINOMIAL-

hvor summationstegnet hver gang betyder “summation over de
(z1,%2,...,2,) som bestar af y, A;-er, y, Az-er osv.”. Symbolet
Y1 betyder pa den made antallet af forskellige sadanne n-tupler
(z1,2z2,...,2,). Nar vi far bestemt dette antal, som man plejer at

betegne
n -
) 5.1
(") 2

har vi fundet det fuldstzendige udtryk for den sggte sandsynlighed.
Antallet hedder i gvrigt en multinomialkoefficient (eller polynomialko-
efficient), og den fundne sandsynlighedsfunktion

P()/I:yla}/Z‘:y%"'a}/r:yr)

— n Y1, Y2 yr 5.2
(ylyz.__yr)plpz pr (5.2)

er en sandsynlighedsfunktion for en multinomialfordeling (eller polyno-
mialfordeling) med parametre n og p, hvor

P1
P2

a~
{l

Pr

Hvad angar den statistiske model for 1974-tallene kan vi altsa sige,
at de observerede antal y; = 130, y2 = 218 og y3 = 65 er observa-
tioner fra en multinomialfordeling’ med antalsparameter n = 413 og
med ukendte sandsynlighedsparametre py, p2 og ps (p1 + p2 + p3 = 1).
Modelfunktionen er

413 ) V1, Y2, Y3

, Y33 )3) = :
f(y1,92,¥3; P1,P2,P3) (y1 yp ys) P1 P2 PS

Hvis man her holder y-erne fast og kun betragter udtrykket som en
funktion af p-erne, har man likelihoodfunktionen. 1 seerdeleshed er like-
lihoodfunktionen svarende til y; = 130, y, = 218 og y; = 65

413
L(p1,P2,P3) = (130 218 65) pisopglspgs .

1som i dette tilfelde er en tri-nomialfordeling, da der er tre klasser.
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(Man skal gaﬁske afgjort ikke give sig i kast med at udregne multi-

. . 413 ) .
nomialkoefficienten (130 918 65)’ resultatet‘ bliver et heltal med 176

cifre, og vi skal ikke bruge det til noget.)

Multinomialkoefficienter

Multinomialkoefficienten (5.1) er hurtigt bestemt. Vi illustrerer fgrst
fremgangsmaden med et eksempel: Bestem talveerdien af (2 ; 2) . Det

spgte tal er antallet af forskellige:mader hvorpa man kan placere tre
~ forskellige symboler A;, A, og A3 pa syv pladser, saledes at der er to
Aj-er, tre A,-er og to As-er. Een mulig placering er

A As A Ay Ay Ay As

Vi kan bestemme en placering ved fgrst at bestemme hvilke to pladser
der skal have et A,, dernast at bestemme hvilke tre pladser der skal
have et A,, og sa endelig placere et A3 pa de to tiloversblevne pladser.

Der er ; = 21 forskellige placeringer af de to Ay-er, jf. definitionen

af binomialkocfficienter; her er nogle af dem:

Al A - - - - -
Al—Al_f” -
A - - A - - -
- A A - - - =

- A - A - - -
- - = = = A AL

Hver gang vi har placerer de to A,-er er der fem pladser tilbage,
og pa de fem pladser skal vi fordele tre A;-er og to Asz-er; dette kan

gores pa (g) = 10 forskellige mader. Hver gang vi har en af de (;)

placeringer af A, er der g placeringer af A; og Aj; derfor er der i alt
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(7) X (g) forskellige placeringer af A-erne. Alt i alt er

SRR
B O

= 21x10
= 210.

Vi kan benytte formel (2.4) fra side 34 og fa

(232) = )< C)

232 2 3
7x6x5x4x3
1x2 1x2x3
Tx6x5x4x3
(1x2)x(1x2x3)

Tx6x5x4x3Ix2x1
(Ix2)x(1x2x3)x(1x2)°

Man benytter tit betegnelsen k! for 1 x2x 3 x ... x k 2. Udtrykket for
vores multinomialkoefhicient kan sa skrives

7T\ _ 7
232) T 21312l

Et generelt udtryk for koefficienten (5.1) fas pa ganske tilsvarende
made. Man skal placere y; Aj-er, y, As-er, ..., y, A,-er pa n pladser

(n=wy1+y2+...4+y,). Forster der ; forskellige placeringer af A;-
1

erne. P3 de resterende n—y; = y3+y3+...+y, pladser er der (n ; yl)
2
forskellige placeringer af A;; dernzest er der n—y; —y2 = ya+ya+.. .4y,

2k! udtales ‘k fakultet’ eller ‘k udrabstegn’. Funktionen k — k! hedder fakultets-
funktionen.
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pladser hvor der skal placeres yy As-cr, osv. Slutresultatet er at

( n ) _ n!
Yiy2 --- Yr vi'lye!. . y,!

nary; +y2 +...+y, =n.

Estimation af parametrene

I den generelle situation er modelfunktionen givet ved (5.2) og likeli-
hoodfunktionen er dermed

v, ¥2

L(p,p2,---,p;) = konstant x p{'p¥? ...p¥" .

Spergsmalet er nu, hvordan man estimerer parameterszttet

"

De almene principper for analyse af statistiske modeller (jf. Re-
sumé 2) pabyder, at vi skal estimere parametersattet (py,ps,...,p;)
ved det talset (py, p2,...,Pr) der maksimaliserer likelihoodfunktionen.
Likelihoodfunktionen er en funktion af r variable py, p, ..., p, der ikke
kan variere frit, men opfylder “bibetingelserne”

- p20,p220,...,p,20, D p=1.

i=1

I specialtilfeldet r = 3 kan vi anskueligggre mulighedsomradet, dvs.
mengden af p-er der opfylder bibetingelserne, som et trekantet omra-
de, det sakaldte sandsynlighedssimplex, i det tredimensionale rum, se
Figur 5.1.

Opgaven er at bestemme det punkt
P1
P2

~

Pr
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Figur 5.1: Sandsynlighedssimplexet i det tredimensionale rum.

Py

i mulighedsomradet hvor likelihoodfunktionen L antager sin stgrste
verdi. I matematikken diskuteres generelle metode til bestemmelse
af maksimumspunkter for funktioner af mange variable, men disse me-
toder skal vi ikke komme ind pa her. Derimod vil vi lgse det specielle
problem der vedrgrer multinomialfordelingen. Dertil skal vi bruge fgl-
gende

Satning 5.1 Antag at ay,a,,...,a, er givne tkke-negative tal, og be-
tragt funktionen

fi(zy, 22y .,2,) — Pz .z

defineret pa maengden af ikke-negative talseet (z,,z,,...,z,) der sum-
merer til 1.

Da gelder

1. f antager sin maksimumsvardi i punktel (Z,,Z,,...,%,) hvor
Z; =a;fa., 09a. =a;+a; +...+a,,

2. hvis (IL'],.'Eg,...,.T,-) # (f],ig,...,ir) sa er f(.’l?],fl,'g,.,.,.'l?r) <
f(§17§27"'1§r)'
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Bevis: Beviset for seetningen bygger (maske lidt overraskende) pa at
logaritmefunktionen har den cgenskab at

Int < t—1forallet >0, ' (5.3)

jf. Figur 5.2. Endvidere gelder der lighedstegn i (5.3) hvis og kun hvis
t = 1. Nu indsaetter vi i (5.3) t = z;/Z;, hvor Z; = a;/a. og far

n= < Z2—-1. 5.4
ne S 3 (5.4)

Gang sa med Z; pa begge sider og summér:

Yahz < Y& (ﬁi— ) (5.5)
i=1 T; ' ]

i=1 T;
()6
i=1 i=1
= 1-1

= 0.

Endvidere kan venstresiden i (5.5) omskrives saledes:

r I r
~ 1 ~ -~
Zx,«ln:- = Zz;(lnm,-—lnx,-)
=1 T

i=1

r T
= Ziiln:ci - Zf;lnf;
1=1 =1

Figur 5.2: Grafernefory =Inrogy =z — 1.
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1 r . -
= = (Za,- In z; —;a; In Iti)

=1

= (Z Inz{ — ) In 'E,“‘)
1=1 1=1

Ql,.._

(In f(z1, 22, 20) = In f(Z1, 80, 30)) -

8 | -

Da vi netop har vist at dette altid er < 0, er pastand 1 hermed vist.
Antag sa at (z1,22,...,%,) # (%1,%2,...,%,). Eftersom }y_z; =1 =
3> Z;, ma der veere et indeksnummer ¢ for hvilket Z; # 0 og ©; # Z,.
For dette ¢ cr ulighedstegnet i (5.4) og dermed ogsa i (5.5) skarpt, dvs.
f(zy,2ay. .-, 2.) < f(Z1,%9,...,7,). Dermed er saetningen bevist.

Anvendt pa funktionen

Y1 ,.y2

(P1,P2s--sPr) = pi'p7 - pY

forteeller saetningen, at likelihoodfunktionen L antager sit maksimum i
et entydigt bestemt punkt, nemlig (y,/n, y2/n, ..., y./n). Derfor:

Maksimaliseringsestimatet p for p er givet ved

P yi/n
- p2 Y2/
p=1.1=1".

Pr yr/n

Parameteren p;, der jo er sandsynlighéden for at et individ tilhgrer
klassen Aj, skal altsa estimeres ved den relative hyppighed yi/n af A;-
individer i stikprgven.

I taleksemplet vedrgrende fordclingen pa de tre basisuddannelser
i 1974 bliver estimaternc over de tre sandsynlighedsparametre

51 = 130/413 = 031,
5, = 218/413 = 053,
Py = 65/413 = 0.16 .
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5.2 Sammenligning af multinomialforde-
linger

Dette kapitel indledtes med at der blev prasenteret et spgrgsmal der
handler om at sammenligne fordelingerne i to forskellige ar. Hidtil
har vi set pa, hvordan man kan opstille og analysere en model for
fordelingen i et enkelt ar. Hvis vi skal kunne sammenligne de to ar, ma
det ske med udgangspunkt i én énkelt model for hele materialet (dvs.
for de to ar).

Nar vi overhovedet stiller det spgrgsmal, om der en forskel pa for-
delingen pa basisuddannelser i de to ar, er det ud fra en forestilling om,
at det faktiske udfald Tabel 5.1 i et eller andet omfang er bestemt af
tilfeeldigheder, saledes at resultatet lige sa godt kunne have veret lidt
anderledes. Den statistiske model skal beskrive disse tilfeldigheder.
Det ma vere rimeligt at mene,

e at vi for hvert af arene kan benytte en multmomla.lfordehngsmo-
del, jf. diskussionen tidligere i kapitlet, og

e at hvad der sker i 1974 er stokastisk uafha:nglgt af det der sker i
1982.

Det betyder, at den samlede modelfunktion bliver et produkt af model-
funktionerne for hvert af de to ar:

f(y1,74, Y2,74,Y3,74, Y1,82, Y2,82, Y3,82; 1,74 P2,74, P3,745 P1,82> P2,825 P3,82)
f74 (3/1 74> Y2,745 Y3,745 P1,74, 2,74, P3,74) X

f82(y1,82a Y282, Y3,82; P1,82, P2,82, Pa,sz)

_ 413 537 x
Y1,74 Y2,74 Y3,74 Y1,82 Y2,82 Y382

Y1,74 __Y2,74 __Y3,74 Y1,82 _ Y2,82 Y382
P1,74 P2,74 P3,74 X P182 P2g2 P382 -

Spergsmalet om der er nogen forskel pa styrkeforholdene mellem de tre
basisuddannelser bliver i modellens sprog til den statistiske hypotese

Hy : (P1 74,P274,P374) (Pl 82,P282,P382)-

Som vanligt behandler vi situationen generelt.



90 MULTINOMIAL-

Modellen

Antag at vi har klassificeret nogle individer i r forskellige klasser
Ay, Ay, ..., A,. Individerne er pa forhand delt op i grupper, idet der er
s forskellige grupper med hhv. ny,n,, ..., n, individer. Det har vist sig,
at i gruppe j hgrer y, ; af individerne til gruppen Ay, y2 ; af individerne
til gruppen A,, y;; af individerne til gruppen As, osv. Skematisk ser
situationen sadan ud:

gruppe nr.
klasse | 1 2 3 ... s
Ay |y vi2 wis -0 Yis

Ay |y Y22 Y3 ... Y2s

Ar Y1 Yr2 Yr3z ... Yrs
ialt | ny ny n3 ... ng

Med andre ord, y;; betegner antal individer fra gruppe j der tilhgrer
klassen A;. — I vort eksempel er der s = 2 grupper svarende til de to
ar og r = 3 klasser svarende til de tre forskellige basisuddannelser.

Den statistiske model der benyttes til at beskrive denne situation
er:

e For hvert j (dvs. for hver gruppe) opfattes det r-dimensionale
talsaet

Yr;
som en observeret vardi af en r-dimensional stokastisk variabel

Yi;

o De stokastiske variable Y,Y,,...,Y, er stokastisk uafhangige
(dvs. de forskellige grupper er stokastisk uafhangige).
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¢ Y, er multinomialfordelt med antalsparameter n; og ukendt sand-
synlighedsparameter

P1j

P25
p, = .
prj

hvor p;;-erne er ikke-negative tal med py; + p2; + ...+ pr; = 1 for
hvert j.

Modellen tager altsa udgangspunkt i at grupperne er systematisk for-
skellige (mht. den aktuelle klassificering), og den beskriver den syste-
matiske variation mellem grupperne ved hjeelp af de s sandsynligheds-
parametre p,,p,,...,p,- Den tilfeldige variation inden for grupper
beskrives ved sandsynlighedsfordelingerne (multinomialfordelingerne).

Opgaven er nu at undersgge om grupperne kan anses for ens, dvs.
den er at teste den statistiske hypotese

Hy: py=p,=...=p,,
eller mere udfgrligt
P P12 Pis
P21 P22 P2s
Ho . . = . =...=
Pri1 Pr2 Drs

De generelle retningslinier for hvordan man analyserer en given sta-
tistisk model siger, at vi skal begynde med at opskrive modelfunktionen
og derudaf fa likelihoodfunktionen. Da de enkelte grupper er stokastisk
uafheengige, er den samlede modelfunktion lig med et produkt af del-
modelfunktionerne for de enkelte grupper, dvs. den samlede modelfunk-
tion er

i n, . . i
F= (0
o1 N TAE
Likelihoodfunktionen er dermed

L(py,pss---»p,) = konstant x [ piypey -..pt7 ,  (5.6)
J=1
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hvor konstanten er produktet af de s multinomialkoefficienter. 1 talek-
semplet er likelihoodfunktionen altsa

_ - 130_218_65_158_247, 132
L(Pwl’sz) = konstant x p;y"p3, P3iP12 P22 P32 -

Likelihoodfunktionen er sandsynligheden for at obscrvere det fak-
tisk observerede, betragtet som funktion af det ukendte szt parame-
tre. Som szdvanlig er det bedste estimat over de ukendte parame-
tres veerdier de vaerdier der maksimaliserer likelihoodfunktionen (eller
log-likelihoodfunktionen). Nu er likelihoodfunktionen ct produkt af s
del-likelihoodfunktioner der hver isar vedrgrer én enkelt gruppe-og ét
enkelt p;. Nar vi skal maksimaliserc L mht. p;, p,,...,p, kan det derfor
ske ved at maksimalisere hver del-likelihoodfunktion for sig. Det j-te
delproblem er en simpel multinomialfordelingsmodel, sa derfor fglger
det uden videre af resultatet pa side 88 at

s Y
p!] n] .
I taleksemplet er specielt
P74 130/413 0.31
Pra= |Para| = |[218/413| = 053] |
P3,74 65/413 0.16
D182 158/537 0.29
Pgy = | P2s2| = |247/537) = | 0.46
D382 132/537 0.25

Hypoteseprgvning

Vi skal hercfter undersgge, om det er rimeligt at antage at hypotesen
Hy : p, = p, = ... = p, om ens sandsynlighedsparametre holder.
Under Hj er der ingen forskel pa de s grupper, sa da kan vi lige sa godt
sla dem sammen til én stor gruppe bestaende af ne = ny +ny+ ...+,
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individer, der fordeler sig med
Yie = Yynt+ynt.. oty = Tioyy i klassen A
Yo = Yntym+...+y, = Ljo1¥z iklassen 4y,

Yo = Yat+Yi+...+¥s = Lo ¥ij iklassen A;,

¢

Yo = Yrat Yzt -t ¥s = Tl Yy 1 klassen A, .

Man ma derfor formode, at den falles vaerdi p; af sandsynligheden for
at tilhgre klassen A; skal estimeres ved y;./n., men lad os preve at ga
frem efter likelihoodmetoden.

Vi kalder den faclles vaerdi (under Iy) af py,p,, ..., p, for p,

41
P2

P

I likelihoodfunktionen (5.6) erstatter vi alle p;-erne med p og far derved -
likelihoodfunktionen under Hy:

S
L(p,p,...,p) = konstant x [ p{"p5” ...pL
i=1
= konstant x p}""pi¥ ...pi"
Det valg af p,,p,,...,p, der maksimaliserer denne likelihoodfunktion
er ifglge satningen pa side 86 netop p; = y;./n. som formodet.

I taleksemplet bliver

288/950 0.30
p = |465/950] =]0.49
197/950 0.21

Nar vi vil vurdere hvor godt det faktisk observerede kan beskrives
under Hy i forhold til den bedst mulige beskrivelse vi kan fa med den
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foreliggende grundmodel, skal vi udregne kvotientteststiprrelsen

L(p,p,...,P)
L(i’l’i)m s vi’s)
eller —2In Q. En Q-verdi tet pa 1, dvs. en —21In Q-vaerdi taet pa 0,
betyder at Hy beskriver data nesten lige sa godt som grundmodellen
 gor, hvorimod en @-vaerdi naer 0, dvs. en stor —2In Q-vardi, betyder
at H, giver en vaesentlig darligere beskrivelse end grundmodellen ggr.
Man plejer at udregne —21n @) (og ikke Q). .

Nar man indsatter udtrykkene for L 1 Q far man let at

Q

3 " . B r
-2InQ = ZZ (yljln —ii]- + 3,5 In ?ﬁ +... 4y, ln 1{—1)

£ 711 .

1=1 S

Y25 Yrj

23" i In 22 (5.7)

=1i=1 371'1’
hvor
Yii = pin; (5.8)
= y.nj/n.
er det “forventede” antal individer fra gruppe j der klassificeres som
A;.

For i taleksemplet at bestemme —21In () udregnes fgrst de “forven-
tede” antal ved brug af (5.8). Man far

1974 | 1982
antal | antal
HUM | 125.2 | 162.8
SAM | 202.2 | 262.8
NAT 856 | 111.4
i alt || 413.0 | 537.0

og dermed
130 218 65
_9] - ( 1 2181 5
n Qobs 2{130In 5 + 2181n 5o +651In 2%
158 9247 132
1 1391
+188In reos +247In oesg 1821 111.4)

= 11.5.
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For at afggre om en opnact —2In Qg ps-vierdi (som f.eks. 11.5) nu
er taet pa 0 cller ¢) skal vi sammenligne den med alle de andre =21n Q-
veerdier man ogsa kunne have fact ifglge den aktuelle model nar Hy er
rigtig. Vi skal derfor finde testsandsynligheden e, dvs. sandsynligheden
for at fa en veerre (stgrre) —21n Q-veerdi end den observerede, under
forudseaetning af at Hp er rigtig:

e = Po(—2InQ > ~2InQqps) -

Nar man skal bestemme ¢, kan man udnytte, at der findes en generel
matematisk satning der fortaller, at nar Hy er rigtig, sa er —2 In ) med
god tilnazrmelse x2-fordelt med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader, siledes at
¢ med god tilnermelse kan bestemmes som sandsynligheden for at fa
en vardi stgrre end —2In Qg 1 en x*-fordeling med (r — 1)(s — 1)
frihedsgrader, kort

£ = P(x?r_x)(,;l)Z—ﬂnQobs) :

og denne sandsynlighed er let at Bestemme ved hjelp af tabeller over
fraktiler i x2-fordelingen.

Antallet af frihedsgrader for —2In @) findes som @&ndringen i antallet
af frie parametre: i grundmodellen er der for hver af de s grupper r —1
parametre (fordi der er r klasser og dermed r sandsynligheder der skal
summere til 1), altsa i alt s(r—1) parametre; under Hy er der i realiteten
kun én gruppe og dermed r — 1 frie paramctre; antallet af {rihedsgrader
for teststprrelsen er dermed s(r — 1) — (r — 1) = (r = 1)(s — 1).

Bemark at x2-fordelingen kun er en approksimation; for at man
skal kunne bruge den skal alle de “forventede” antal (5.8) vere mindst
fem. Hvis denne betingelse ikke er opfyldt, kan man maske opna at den
bliver opfyldt ved at man udelader nogle grupper eller klasser eller slar
nogle grupper cller klasser sammen.

I vores gennemgaende taleksempel er der ingen problemer med
at nogle af de “forventede” antal er for sma. Vi kan derfor u-
den videre sammenligne —21InQyp, = 11.5 med x2-fordelingen med
(3—1)(2—1) = 2 frihedsgrader. Da 99.5%-fraktilen i denne fordeling
er 10.6, er testsandsynligheden ¢ mindre end 0.5%. Da det saledes er
temmelig usandsynligt at fa en vearre vaerdi af teststgrrelsen —21n Q
end 11.5, er teststgrrelsen signifikant og vi forkaster Hy. Man ma altsa
sige, at hvad angar fordelingen pa de tre basisuddannelser er der en
signifikant forskel pa de to argange. Hvis man vil have en idé om, hvad
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Tabel 5.2: Fordeling efter basisuddannelse for drgangene 1974 og 1982,
absolutte tal. De observerede vardier ssmmenholdt med de vardier der
- matte forventes under antagelsen om, at forholdet mellem basisuddannel-
serne er det samme i de to ar.

1974 1982
obs. forv. | obs. forv. |

HUM || 130 125.2 | 158 162.8
SAM || 218 202.2 | 247 262.8
NAT 65 856|132 1114
1alt || 413 413.0 | 537 537.0

Tabel 5.3: Fordeling efter basisuddannelse for drgangene 1974 og 1982,
relative tal. De observerede vardier sammenholdt med de vardier der
matte forventes under antagelsen om, at forholdet mellem basisuddannel-
serne er det samme i de to ar.

1974 1982
obs.% forv.% I obs.% forv.% ” o
HUM 31 30 29 30
SAM 53 49 46 49
NAT 16 21 25 21
i alt 100 100 100 100
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Figur 5.3: Fordeling efter basisuddannelse for argangene 1974 og 1982,
relative tal, jf. Tabel 5.3.
i | 1

HoM | oeoeenenmee 0
‘{Q'ﬂ( SAM | eeicimrreie i @

”97" SCETEERY ]

HU" s sese casaesdD

(qu SAM kit @
NAT feeenee e . @

T | 7
o 25 5o 75 %

forskellen bestar i, kan man se pa tallene i Tabel 5.2 og 5.3 eller man
kan se pa en tegning som f.eks. Figur 5.3.
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Resumé 4. Sammenligning af multinomialfordelinger

Situation: n; individer fra gruppe j er klassificeret i r klasser:

gruppe nr. sum

A lyn Y2 --- Yis | Yo

Az (Y Y22 .- Y25 | Y2r

klasse A; [y w2 ... ¥is | Ui
Ar Y1 Yr2 -+ YUrs | Yre
talt{ny ny ... ng; | n.

Model: De enkelte sgjler af y-er er uafthangige observationer fra
multinomialfordelinger, siledes at multinomialfordelingen hg-
rende til sgjle nr. j har antalsparameter n; og sandsynligheds-
parametre py;, paj, ..., Prj.
pij-erne er ukendte parametre saledes at py;+py;+...+p,; = 1
for alle j.

Estimation: p;; estimeres ved den observerede relative hyppighed
af A; i gruppe 7, dvs.

S s

nj '

Hypotese: Man gnsker at teste hypotesen

P11 Pi2 Pis

P21 P22 Pas
Hop : .1 =1 1 F-=1 .

Pr pr2 Prs

om at der ikke er forskel pa sgjlerne.
Teststgrrelse: Under Hy er den “forventede” situation

gruppe nr. sum

Ay |y Y2 - Ts | Wre

Ay |Y2s Y2 - Y2s | Yoo

klasse  A; | §a Y2 - Gis | Yie
Ar grl ?7r2 .. grs Yre

valt | ny ny ... n, | n.
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hvor §;; = yi.n;/n..
Kvotientteststgrrelsen er

-—21nQ = 2223/,'1'111;—’:]:- .
1]

j=1i=1

Testsandsynlighed:

1. Hvis alle de rs “fo?ven_tede" antal er mindst fem, kan test-
sandsynligheden ¢ med god tilnzrmelse findes som sand-
synligheden for at f3 en stgrre vaerdi end —21n Q¢ | X*-
fordelingen med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader:

e = P (X%r—l)(s—l) 2 —2In QObS) )

2. | modsat fald ma man prgve at sla nogle smagrupper sam-
men eller at sld nogle klasser sammen el.lgn. for at opna

at 1 bliver opfyldt.

Konklusion: Hvis ¢ er meget lille, s3 er der en signifikant afvigelse
mellem det observerede og det som H), foreskriver, og man vil da
forkaste Hy. | modsat fald er H, forenelig med det observerede,
og man kan ikke forkaste H,.
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Kapitel 6

Tosidede kontingenstabeller

En af pointerne i kapitlet om multinomialfordelingen (Kapitel 5) er,
at nar man klassificerer et antal individer (fra en eller anden popula-
tion) efter ét kriterium med r klasser A;, A,,..., A,, sa kan det veare
fornuftigt at forsgge sig med en model der siger, at hvis Y; betegner an-
tallet af A;-individer i stikprgven, ¢ = 1,2,...,r,sa er (¥;,Y,...,Y;)

multinomialfordelt. ' '

I dette kapitel skal vi se, hvorledes en bestemt art struktur @ ind-
delingskriteriet kan afspejle sig i den statistiske model. Den struktur
der er tale om, er, at inddelingskriteriet rent faktisk bestar i, at man
inddeler efter to kriterier pa én gang. Inden vi gar i gang, kommer
en prasentation af det talmateriale der benyttes som gennemgaende
eksempel i dette kapitel.

Eksempel 6.1. Hjernesvulstpatienter

141 hjernesvulstpatienter er blevet klassificeret efter svulstens
art (GODARTET, ONDARTET, ANDET) og placering i hjerneveevet
(VED PANDEN, VED TINDINGEN, ANDRE STEDER). Resultaterne
heraf fremgar af Tabel 6.1. Man er interesseret i at finde ud af,
om disse tal tyder pa, at der er en sammenhang mellem svulstens
art og placering. a

101
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Tabel 6.1: 141 hjernesvulstpatienter fordelt efter svulstens art og place-
ring.

placering
pande tinding andet | sum
~ godartet | 23 21 34 | 78
art ondartet 9 4 24 37
andet 6 3 17 | 26

sum 38 28 75 | 141

Eksemplet gar ud pa, at man har klassificeret n = 141 patienter’
som hgrende til én af ni forskellige klasser. Ifglge overvejelserne i1 Ka-
pitel 5 kan man da betragte det observerede talseet (23, 21, ..., 17)
som en observation af en multinomialfordelt stokastisk variabel. Imid-
lertid kan man ogsa tenke pa situationen pa den made, at patienterne
er klassificeret efter to kriterier pa én gang, hvor hvert kriterium har
tre niveauer. Den generelle beskrivelse kommer derfor til at se ud pa
fglgende made.

Grundmodellen

Antag at vi har klassificeret n individer efter to kriterier. Det fgrste
kriterium har r niveauer og klasserne Ay, Ay,..., A,, det andet har s
niveauer og klasserne By, By, ..., B,. Skematisk ser situationen sadan

ud:
kriterium 2
klasse | By, By ... B, |sum
Al |y Y2 - Yis | Ui
kriterium 1 Ay {yar ¥Ya2 --- Yas| Yoo
Ar Y1 Yr2 oo Yrs | Y
SUM | Yoy Yoz .-. Yos | M
hvor
yi; = antal individer i klassen A;B; (= A; N B;),

Hra en forhibentlig ensartet gruppe.
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Yie = Zy.-j = antal individer i klassen A;,
=1

r .
y; = 9_yi; = antal individer i klassen B;.

i=1

Da der er tale om, at nogle individer er klassificeret i et antal grup-
per, bruger vi som grundmodel en multinomialfordelingsmodel: Den
rs-dimensionale observation

Yrs
er en observeret veerdi af en rs-dimensional stokastisk variabel
Y
Y12
Y = ]
Y,
som er multinomialfordelt med antalsparameter n og sandsynligheds-
parameter

P
M2

=
i

Pr.o

Derved betegner p;; sandsynligheden for at et individ udvalgt tilfaeldigt
fra “populationen” vil tilhgre klassen A;B;. Stgrrelsen p;; estimeres
ved

Pi; = ¥ii[n. (6.1)

Uafhangighedshypotesen

Den struktur der er i inddelingskriteriet (nemlig at der inddeles efter
to kriterier pa en gang) har forelpbig kun givet sig udslag i den made
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de variable og parametrene er navngivet pa (med index zj). Vi skal
nu udlede en model der gar ud pa, at der ikke er nogen sammenhaeng
mellem de to inddelingskriterier.

Den “sammenheeng” der skal vare tale om er ikke en arsags-
sammenhang, men en statistisk sammenhaeng. At der ikke er nogen
sammenhang mellem kriterium A og kriterium B skal betyde, at A og
- B i en vis forstand “virker” uafhangigt af hinanden, saledes at forsta
. at en oplysning om, hvilken B-klasse et individ tilhgrer ikke indeholder
nogen information om, hvilken A-klasse individet tilhgrer, og omvendt.
Det ma vi oversatte til matematik for at kunne se hvad det betyder.
Vi indfgrer? nogle hjelpevariable Xy = (Xy4, Xap), saledes at Xgy er
navnet pa den A-klasse som individ nr. d tilhgrer, og tilsvarende for
Xap , dvs.

X4 = (A, B;) hvis og kun hvis individ nr. d tilhgrer A-
klassen A; og B-klassen B;.

At der ikke er nogen sammenheng mellem A og B betyder hermed,
at en oplysning om verdien af X,p ikke indeholder nogen information
om veardien af Xy, (og omvendt), og det betyder, at de stokastiske vari-
able X441 09 Xap er stokastisk uafhengige. At Xqa og Xqp er stokastisk
uafheengige betyder at

P(X4a = Ai, Xap = Bj)
= P(XdA = A,') x P()(dg = Bj) .

Nu er pr. definition P(X44 = Ai, Xup = B;) = pi;, sa at der ikke
er nogen sammenhang mellem A og B betyder altsa, at p;; = a; x §;
hvor a; = P(X4a = A;) og B; = P(Xys = Bj). Sammenfattende
kan vi derfor sige, at antagelsen om, at der ikke er nogen (statistisk)
sammenheng mellem kriterierne A og B oversat til matematik belgber
sig til at

pi; = aiff; foralle:ogj,

hvor ia; = zs:ﬂj = 1.
=1

=1

2i lighed med side 81
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I stedet for at tale om, at der ikke er nogen sammenhang mellem
A og B, taler man ofte om, at der er uafhengighed mellem A og B, og
den statistiske hypotese

Ho : p;; = oiff; for alle i og j,

hvor de ukendte parametre (e, ay,...,a,) og (b1, P2, ..,B,) er ikke-
negative talsaet der hver iseer summerer til 1, hedder da uafhengigheds-
hypotesen. o

‘At der er uafhangighed mellem A og B udtrykker man undertiden
pa den made, at der ikke er nogen (signifikant) vekselvirkning mel-
lem A og B. Nar der ikke er nogen vekselvirkning mellem A og B,
beskrives hele den systematiske variation i talmaterialet ved hjeelp af
rekke-virkningerne (A-virkningerne) ay,ay,...,a,, der beskriver den
systematiske forskel mellem rackker, og ved hjelp af sgjlevirkningerne
(B-virkningerne) B, B,,. .., s, der beskriver den systematiske forskel
mellem sgjler.

Estimation af parametrene

Likelihoodfunktionen i grundmodellen er en almindelig multinomial-
likelihoodfunktion: '

r S
L(p) = konstant x [T [[ »iy » (6.2)
i=13=1
hvor konstanten er en multinomialkocflicient.

De bedste sk¢n over parametrene a;,as,...,a, og By,82,...,0; 1
uafheengighedsmodellen cr de verdier der maksimaliserer L(p) hvor
man for p;; indsatter p;; = ¢;f3;, dvs. de vardier der maksimaliserer

Lo(01,02,~-~,araﬂ1,ﬂ2,---,ﬂ3)

= konstant x H H(aiﬂj)y-’:’

=1 j=1

= konstant v fIfI v ﬁ fI 7

1=1 3=1 =1 j=1

r ]
= konstant X [ ai* x ] ﬁjj .
1=1

i=1
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Tabel 6.2: Skgnnene over grundmodellens parametre p;; og uafhaen-
gighedsmodellens parametre «; og §; i1 hjernesvulsteksemplet. Tallene er
sandsynligheder i procent.

placering sum =

pande tinding andet Q;
godartet | 14.9 11.0 294 55.3
art ondartet 7.1 5.2 14.0 26.2
andet 5.0 3.7 9.8 18.4

sum=48; | 270 199 532 [ 100.0

Det ses at Lgy er et produkt af en funktion af a-ernc og en funktion
af B-erne. Ifglge Seetning 5.1 antager disse to funktioner deres maksi-
mumsverdier 1 hhv.

(@1,82,...,8) = (y—'”i?—) (6.3)
n n n
og
) A Y1 Y2 Yes
(ﬂlaﬂ%"'aﬂs) = (_1’_)"',—) - (64)
n n n

Hermed har vi bestemt maksimaliscringestimaterne over parametrene
1,09, ...,0., 31, P2,...,0;. Resultatet er i gvrigt hvad man umiddel-
bart skulle forvente, idet f.eks. sandsynligheden ¢; for at tilhgre A-
klassen A; estimeres ved den observerede relative hyppighed y;./n af
A;.

I taleksemplet bliver

L = konstant X plipi}piapyi PaaPasPa PrePas -

Ved at indszette de aktuelle talvaerdier i (6.1), (6.3) og (6.4) fas estima-
terne over de ukendte parametre, se Tabel 6.2.
Test for uafhaengighed

Teststgrrelsen for uafhengighedshypotesen Hy er likelihoodkvotient-
stgrrelsen @ cller —21n Q. Nar man indsatter de fundne estimater i
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udtrykket for @) far man

LO(al’a%' o 1araﬂl)ﬂ2a" '1ﬂs)
L(ﬁll,ﬁl%" '751'3)

11 (a:8,)"

- Q

-

hvor

- LA y,'.y.'
Gij = néify = == (6.5)

er det “forventede” antal individer i klassen A;B; under uafhangig-
hedshypotesen. Dermed bliver

-—21nQ = ZZZyﬁln%—i—’; .
y

i=1 =1

—2In Q-vaerdier taet pa 0 tyder pa, at Hy giver en neasten lige sa god
beskrivelse af data som grundmodellen ggr, hvorimod store —21In Q-
veerdier betyder, at Hp giver en vasentlig darligere beskrivelse end
grundmodellen ggr, og i sa fald vil man forkaste hypotesen om uaf-
hangighed mellem rakker og sgjler.

De “forventede” antal i hjerncsvulsteksemplet cr vist i Tabel 6.3;
herudfra far man

23 21 34
) — 2(23In =2 =l 4 34n =
In Qobs ( 3in o7 H2lin g5 +34n o5

4 24

9

6 3 17
In — 2 _
+6In == +3In = + 171 13_8)

= 8.1.
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Tabel 6.3: Den “forventede” fordeling af 141 hjernesvulstpatienter under
forudsaetning af uafhangighed mellem svulstens art og placering.

placering

pande tinding andet | sum
godartet | 21.0 155 415 78

art ondartet | 10.0 7.3 197 | 37
andet 7.0 52 138 | 26

sum 38.0 28.0 750 | 141

Nar vi skal afggre om en opnact —21In Qy,-veerdi (som f.eks. 8.1)
er signifikant stor, skal vi sammenligne den med alle de andre —21n Q-
vaerdier man ogsa kunne have fact safremt uathangighedshypotesen Hy
var rigtig. Viskal derfor bestemme testsandsynligheden €, dvs. sandsyn-
ligheden for at fa en verre (stgrre) —2In Q-veerdi end den observerede,
under forudsactning af at Hy cr rigtig:

e = Po(—2IQ > -2InQy) -

Nar man skal bestemme ¢, kan man udnytte, at der findes en generel
matematisk satning der forteller, at nar [, er rigtig sa er —21In ) med
god tilneermelse x?*-fordelt med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader, sdledes at
¢ med god tilnaermelse kan bestemmes som sandsynligheden for at fa
en verdi stgrre end —2In @, 1 en x*-fordeling med (r — 1)(s — 1)
frihedsgrader, kort

e =P (X(zr—l)(s—l) > —2In Qobs) .

Denne sandsynlighed er let at bestemmec ved hjzlp af tabeller over
fraktiler i xy*-fordclingen.

Antallet af frihedsgrader for —2In Q) findes som @ndringen @ antallet
af frie parametre: i grundmodellen er der rs sandsynlighedsparametre
der summerer til 1, dvs. der er rs — 1 frie parametre; under Hg er der r
rakkeparametre der summerer til 1 plus s sgjleparametre der summerer
til 1, dvs. (r — 1) + (s — 1) frie parametre; antallet af frihedsgrader for
teststgrrelsen er dermed

(rs=1) = ((r=D+(s=1)) = (r=1)(s~1).
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Bemerk at x2-fordelingen kun er en approksimation; for at man
skal kunne bruge den skal alle de “forventede” antal (6.5) vaere minds!
fem. Hvis denne betingelse ikke er opfyldt, kan man eventuclt sla nogle
raekker eller nogle sgjler sammen.

I hjernesvulsteksemplet er de “forventede” antal over fem, sa vi kan
roligt anvende x?-approksimationen. I x?-fordelingen med (3 — 1)(3 —
1) = 4 frihedsgrader er 90%-{raktilen 7.78 og 95%-fraktilen 9.49, saledes
at teststgrrelsen —2In Qgps = 8.1 svarer til en testsandsynlighed pa
mellem 5% og 10%. Pa det grundlag vil man sedvanligvis ikke forkaste
Hy. Det kan altsd konkluderes at der tilsyneladende ikke er nogen
sammenhang mellem svulstens art og dens placering. Det vil (bl.a.)
sige, at man ikke ud fra kendskab til placeringen af en svulst kan sige
noget om, hvorvidt den vil vare godartet eller ej.

Javnfgring med andre tilsvarende model-
ler

Den laser der har studeret Kapitel 5 vil maske have bemarket, at me-
toderne i det kapitel har store ligheder med dem i indevearende kapitel.
Vi kan opregne nogle ligheder:

1

1. Der foreligger nogle observerede antal y;; anbragt i et tosidet
skema.

2. Man udregner nogle “forventede” antal 7;; efter opskriften rek-
kesum gange sgjlesum divideret med totalsum.

3. Man udregner en teststgrrelse —21In Qs = 2y In(y/7).

4. Man sammenligner —2InQ,,s med x2-fordelingen "med
(r — 1)(s — 1) frihedsgrader.

Selv om man ggor det samme i de to tilfaclde, er det dog pa grundlag
af to forskellige modeller®.

3De to modeller er dog nacrt beslagtede; hvis man i dette kapitels model betinger
med sgjlesummerne, dvs. betinger med at Y., = ny, Yo = ny, ..., Y., = n,, sa far
man modellen i Kapitel 5, og uafhengighedshypotesen overfgres til Kapitel 5s Hy.
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o I det ene tilfxlde (dette kapitel) klassificerer man nogle individer
efter to kritericr, og opgaven er da at undcrsgge om der er en
sammenhang mellem disse to kriterier.

o I det andet tilfeelde (Kapitel 5) er individerne pa forhand delt ind
1 nogle grupper inden de klassificeres efter et kriterium. Opgaven
er da at undersgge om der er forskel pa grupperne (med hensyn
til hvordan gruppernes individer fordeles pa klasserne).

Om man skal benytte den cne cller den anden model er saledes et
spgrgsmal om, hvorledes man har designet selve det forsgg der har le-
veret talmaterialet. I eksemplet i dette kapitel sagde vi, at det handlede
om at man havde taget 141 hjerncsvulstpatienter og klassificeret dem
efter to kritcrier; derved blev det et eksempel der illustrerede dette ka-
pitels model og metoder. Hvis det derimod havde handlet om, at man
havde taget 38 patienter med svulst i panden, 28 med svulst i tindingen
og 75 hvor svulsten ikke var lokaliscret til pande eller tinding, og der-
naest klassificeret disse patienter cfter svulstens art, sa havde det veeret
et Kapitel 5-eksempel.
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Resumé 5. Uafhangighedstest i en r x s-tabel

Situation: n individer er klassificeret efter to kriterier:

knterium 2

klasse | B, B; ... B, |sum

Ay Y Yz - Yis | Y1

kriterium 1 A2 Ya1 Y22 ... Yo Yo

P : : : :

Ar Y1 Yr2z - Yrs | Yre

SUM | Yoy Yoz ... Yoo | M

hvor
yi; = antal individer i klassen A;B;(= A; N B;).

Model: De rs vardier y;; udggr tilsammen en observation fra
en multinomialfordeling med rs klasser, med antalsparame-

ter n og med sandsynlighedsparametre p;;, + = 1,2,...,r,
1=12,...,s.
pij-erne er ukendte parametre der summerer til 1: py; + pi2 +
cootpes =1
Estimation: p;; estimeres ved den observerede relative hyppighed

af A,'Bj, dVS.

~ Yi;

Pij e

Hypotese: Man gnsker at teste uafhangighedshypotesen (hypote-
sen om forsvindende vekselvirkning)

Ho: pij=a; x B; forallei og j,

hvor de ukendte parametre (ay,az,...,.) og (51,52, ..,0s)
er ikke-negative talsaet der hver is@r summerer til 1.

Teststgrrelse: Under H, er den “forventede” situation

kriterium 2
klasse | B, By ... B, |sum
At {In T2 oo T | B
kritenum 1 Ay, U1 Y22 ... Y25 | Yoo
Ar \ grl gr? c grs Yre
sum Y1 Yoo oo Yoy n

e
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hvor §i; = yiey+;/y-- .
Kvotientteststgrrelsen er

-2In@Q = QZZy;jlnz'l.
j=1i=t1 Yis

Testsandsynlighed:

1. Huvis alle de rs “forventede” antal er mindst fem, kan test-
sandsynligheden ¢ med god tilnermelse findes som sand-
synligheden for at f3 en stgrre vaerdi end —21n Q¢ | X*-
fordelingen med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader:

e =P (X?r—l)(a—l) 2> —2In Qobs) .

2. | modsat fald m3 man prgve at sla nogle rekker eller sgjler
sammen for at opna at 1. bliver opfyldt.

Konklusion: Hvis ¢ er meget lille, s3 er der en signifikant afvigelse
mellem det observerede og det som Hy, foreskriver, og man vil da
forkaste Hy. | modsat fald er H, forenelig med det observerede,
og man kan ikke forkaste /.




Kapitel 7

Poissonfordelingen

Der er i de forrige kapitler givet eksempler pa, hvorledes man kan
beskrive antals-observationer ved hjzlp af binomial- og multinomial-
fordelingsmodeller. I nogle situationer er det imidlertid mere hensigts-
meessigt at benytte Poissonfordelingsmodeller.

Dette kapitel introducerer Poissonfordelingen!. Talmaterialet til det
gennemgaende eksempel er meget bergmt? og kan maske i fgrste om-
gang forekomme lidt kurigst.

Eksempel 7.1. Hestespark

For hvert af de 20 ar fra 1875 til 1894 har man for hvert af den
preussiske armés 10 regimenter registreret, hvor mange soldater
der dgde fordi de blev sparket af en hest. Det vil sige, at man for
hvert af de 200 “regiment-ar” kendcr antal dgdsfald som fglge af
hestespark.

Man kan give en oversigt over disse tal ved at fortzlle, i hvor man-
ge regiment-ar der var (0 dgdsfald, i hvor mange der var 1 dpdsfald,
i hvor mange der var 2, osv., dvs. man klassificerer regiment-arene
efter antal dgdsfald. Man kunne jo ikke pa forhand vide hvor -
mange klasser der skal vacre, man det viste sig, at der rent faktisk

lopkaldt efter franskmanden S.-D. Poisson (1781-1840).
2idet det optraeder i nasten alle laerebgger i statistik,

113
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ikke i noget regiment og i noget ar var mere end fire dgdsfald.
Oversigten over de [aktiske tal ser nemlig saledes ud:

antal dgdsfald y antal regiment-ar med y dgdsfald
0 109
65
22
3
1
200

W N

Man ma formode, at dct i hgj grad var tilfeldigheder der bestem-
te, om cn given soldat blev sparket til dgdc af en hest eller ¢j.
Derfor er det ogsa i hgj grad tilfzldigheder der har afgjort, om
et givet regiment i et givet ar nu fik 0 cller 1 eller 2 osv. dpde
som fplge af hestespark. Det kan vacre anledningen til at man at
formulerer sig denne modelbygningsopgave:

Find et fornuftigt forslag til en statistisk model der kan
levere sandsynligheder for at have netop y dgde i et
bestemt regiment, y = 0,1,2,... .

Det er denne opgave der skal Igses i dette kapitel. O

En del af problemlgsningsprocessen bestar i at oversztte problemet
til matematik i en passende gencrel formulering. Vi gar frem i en rackke
skridt, der dels leder frem til en passende formulering, dels leverer en
Igsning pa problemet.

1. Hestespark-eksemplet handler om, at man 200 gange har foretaget
sig noget bestemt, nemlig fulgt et regiment igennem et ar og sct
hvor mange dgdsfald der var.

2. “Grund-eksperimentetl” bestar i, at man i et vist tidsinterval (af
lengde 1 ar) holder gje med hvor mange gange en bestemt art
begivenhed (dgdsfald ved hestespark) indtreffer.

3. Grund-eksperimentet bestar i at der i tidsintervallet fra #o til ¢;
registreres antal forckomster af en bestemt art begivenhed.
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4. Vi kan dele intervallet fra o til ¢; op i et antal lige store delin-
tervaller, som hver iser har lengden At. Pa den made bliver
der

b — to

At
delintervaller. (I hestesparkeksemplet kan man f.eks. dele inter-
vallet Jto,t,] af leengde 1 ar op i 365 delintervaller af leengde At = 1
dag.)

Antallet af begivenheder i det store interval er (selviglgelig) lig
med summen af antal begivenheder i de enkelte delintervaller.

n = n(At)

5. Fidusen ved at dele op i delintervaller er, at hvis At er tilstraek-
kelig lille, sa er det meget usandsynligt at der indtraffer to eller
flere begivenheder i samme delinterval. Sagt pd en anden ma-
de, hvis At er meget lille, sa er det samlede antal begivenheder i
intervallet ]to,t;] stort set altid lig med antallet af delintervaller
hvori der forekommer mindst én begivenhed.

6. Vi har nu fet lavet problemet om til noget der handler om 01-
variable, nemlig om variablene

Io— 1 hvis mindst én begivenhed i delinterval nr. 3
7T 0 hvis ingen begivenhed i delinterval nr. j

b}

1=12,...,n. Hvis At er meget lille, sa er det samlede antal Y
af begivenheder i Jto,t;] ca. ligmed I, + I + ... + I,,.

7. Antag sa at der i alle n = n(At) delintervaller er den samme
sandsynlighed p = p(At) for at der sker begivenheder. (Der bliver
altsa ikke i lgbet af perioden indfgrt nye sikkerhedsforanstaltnin-
ger der nedsatter chancen for at blive sparket af en hest og dg af
det. Og antallet af soldater og af heste i regimentet er stort set
konstant aret igennem.) Antag ogsa at det der sker i ét interval er
stokastisk uafhengigt af det der sker i andre intervaller. (Hvis der
tilfeldigvis var to soldater der i begyndelsen af aret blev sparket
til dgde af heste, sa tager de gvrige soldater i regimentet ikke i
den anledning ekstra forholdsregler i resten af aret.)

8. Det fglger nu af Kapitel 2 (jf. side 28) at 3°7_, I; er binomialfordelt
med parametre n = n(At) og p = p(At), og da totalantallet Y
af begivenheder i Jtg,1,] er cirka lig med Y7, [;, er YV séledes

el
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cirka binomialfordelt med parametre n og p. Forbeholdet “cirka™
bortfalder nar At bliver mindre og mindre, dvs. vi skal pa et
senere stadium lade At — 0.

Den made hvorpa n = n(At) afhanger af At er simpel, idet som
tidligere anfgrt

ty — 1o

n = n(At) A7

Derimod kender vi ikke p’s afhangighed af At.

Det ma veere rimeligt at formode, at p er en forholdsvis peen
funktion af At, bl.a. med den egenskab at p(At) — O nart — 0
og at p(At) — 1 nar { — +oo. p(At) ma have et udseende i
retning af

A

4 o recn ccn aas s sssastmenrtnera sate o e o

Vi vil ga ud fra, at p(At) er differentiabel fra hgjre 1 At =0, dvs.
at der eksisterer ct tal A > 0 saledes at

. p(AY)
Aar TN (71

Der geelder altsa at p(At) &~ AAt for sma vardier af At.

I punkt 8 naede vi frem til at Y er cirka binomialfordelt, dvs. at

P(Y=y) =~ (:j)pm—p)"'y, (7.2)

hvor “a” bliver til “=" nir At — 0. Derfor ma det naste skridt
vacre at bestemme

. n y _ n—y
lim (y) p*(1—p)
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under den granseovergang hvor At — 0 og dermed n =
(ty — to)/At — oo. Som fplge af (7.1) vil der under denne
graenscovergang gelde p/At = p(At)/At — )X og dermed ogsa
np = (t; —to)p/At = A x (t; —tp).

Vi omskriver binomialsandsynligheden pa fglgende made (hvor-
ved (2.4) pa side 34 udnyttes)

(’;) p(1 = p)

n n-—1 n—y+1 v _
= = X — l1-p)yYx(1l-p)"
l>< 5 X ... X ” -x p! X (1 =p)7¥ x (1 - p)

= 1x(l—%)x...x(l—%)x(r%)yx(l—p)‘y'x(l—p)".

Under granseovergangen vil

(@ Ix(-YHx...x(1-£l) - IxIx...x1 =1

y faktorer y faktorer
Yy
v AX(t —t
iy 2, Px (i)’
y! y!

() (1=p)¥ = (1-0) = 1.
)

(d) (1 = p)* — exp(—=A(t; — o)), hvilket indses pa fglgende
made:

i. Da z — Inz er differentiabel i £ = 1 med differential-
kvotient 1, vil for p — 0

In(l—p)  In(l-p)—iInl
p p
— —1.
ii. Derfor vil
nin(l —p) = A, — o) X d nin(l - p)

X
Aty — to) np -
— Aty =) x 1 x (—=1)
A x (t; —to) .

N
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iii. Ved at tage exp pa begge sider heraf fas, at
(1=p)" = e (=t~ 1))
som gnsket.

Alt i alt vil binomialsandsynligheden (7.2) derfor konvergere mod

(At = t0))°

y!

exp ( — Mty — to)) .

Vi er hermed naet frem til [glgende forslag til en statistisk model:
Sandsynligheden for at der i et bestemt regiment er nctop y dgdsfald i
perioden Jto,t;] ma vere

Aty — o))’
P(Y=y) = %“P (—A(t — to)) (7.3)
hvor A er en positiv konstant og y = 0,1,2,3,... . - Bemark at de
hjaelpestgrrelser n og At som vi indfgrte i 4. helt er forsvundet.

I (7.3) optracder der den ukendte parameter A, der i (7.1) blev ind-
fgrt som veerende ca. “sandsynligheden for en begivenhed 1 et meget
kort tidsinterval divideret med tidsintervallets laengde”. A har derfor

dimensionen tid™', dvs. A angives i f.cks. dag™' eller 4r™'.

Jo stgrre A er, jo tilbgjeligere er begivenhederne til at indtraffe; A er
en sakaldt intensitel (der i hestespark-eksemplet speciclt kunne kaldes
for en ulykkesintensitet eller en dpdsintensilet)>.

Man definerer Poissonfordelingen saledes:

Definition:

Poissonfordelingen med parameter u > 0 er den sandsyn-
lighedsfordeling pa udfaldsrummet X = {0,1,2,... } som
har sandsynlighedsfunktion

y

flys) = gycxp(—uy)-

3Antagelsen 4 gar ud pa, at begivenhederne indtracffer med samme tilbgjelighed,
med samme intensitet, overalt pa (den betraglede del af) tidsaksen. Der er inidler-
tid ikke noget i vejen for at konstrucre mere indviklede modeller hvor intensiteten
er tidsafhangig, dvs. A = A(L).
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Det fundne resultat kan derefter udtrykkes pa den made, at antallet
af dgdsfald i et bestemt regiment i perioden fra to til ¢, er Poissonfordelt
med parameter A X (¢; — ¢), hvor A betegner dgdsintensiteten.

Strengt taget bgr definitionen fglges op af en redeggrelse for, at
f(y; u) faktisk er en sandsynlighedsfunktion, dvs. at f(y;x) > 0 og
Yyex f(y; ) = 1. Det er klart at f-crne er ikke-negative; at de sum-
merer til 1 fglger af eksponentialfunktionens rakkeudvikling

ooxn

exp(z) = —
= n!

som ikke vil blive bevist her.

En anden ting som heller ikke bliver bevist er, at

Hvis den stokastiske variabel Y er Poissonfordelt med pa-
rameter p sa er o

EY = pu
VarY = u,

dvs. bade middelverdien og variansen af Y er lig p.

Figur 7.1 viser nogle Poissonfordelinger.

Enstikprgveproblemet 1 Poisson-fordelin-
gen
Ved ganske teoretiske overvejelser naede vi frem til, at antallet af dgds-

fald i et regiment i et ar matte vare Poissonfordelt med parameter
g = A x 1 ar, men passer det overhovedet med virkeligheden?
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Figur 7.1: Poissonfordelinger.
A /T‘
0.2.- a 021 M=
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Estimation af parameteren

Vi vil fgrst cstimere den ukendte intensitetsparameter A og derneest
undersgge hvor god en beskrivelse af talmaterialet vi far ved dens hjalp.

Da der er 200 regimentar, er situationen altsa den, at der er n = 200
uafhangige observationer y1,¥z,. ..,y fra Poissonfordelingen med pa-
rameter g = X x 1 ar. Den generelle situation er saledes, at der forelig-
ger uafhzngige observationer y;,9,, ..., Y, fra en Poissonfordeling med

parameter p, svarende til at modelfunktionen er
n uy,
flyrsyzs-synin) = 1] = exp(—p)
j:] y]'

n

,L =1 Yy

—— exp(—np) .
IT ;!
i=1

Likelihoodfunktionen er dermed
ﬂEj:l [4]

— exp(—npy) ,
konstant p(=np)

L(p)

sa at

InL(p) = (Z yj) In g — nu + konstant.

i=1

Ifplge de saedvanlige principper er det bedste skgn over g den vaerdi
i = ply1,yz, .-, Yyn) der maksimaliscrer L eller In L. For at bestemme
denne verdi finder vi den afledede af In L og lgser ligningen ad; InL =0.

Man far at % In L(p) er lig med

n

DY

i=1
I

som er lig 0 netop nar p er lig ¥ = 3_, y;/n. Funktionen In L har
altsa stationeert punkt i g = 7, og da dens anden afledede

- n,

n

P 21 Ys
— —_ 1=
0 InL(p) = 7
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altid er negativ er ¥ et maksimumspunkt. Dermed er vist! at maksi-
maliseringsestimatet er

- _ 1 & :
Bo=7 == y- (7.4)
n i3
I taleksemplet far man
200 . .
Yy =0x109+1x65+2x22+3x3+4x1=122,
i=1

sa at ji = 122/200 = 0.61 og dermed

A= ﬂo = 0.61 &',
I ar
dvs. dgdsintensiteten er 0.61 dgdsfald pr. ar for hvert regiment. Det ses
at A fremkommer som antal dgdsfald divideret med antal regiment-ar.

Kontrol af modellen

Nér vi holder os inden for klassen af Poissonfordelingsmodeller far vi
den bedste beskrivelse ved at bruge intensiteten A = 0.61 dgdsfald pr.
ar for hvert regiment.

For at fa et fingerpeg om, hvor god denne “bedste beskrivelse” er,
udregner vi nogle “forventede” antal under forudseetning af at modellen
er rigtig. Modellens beskrivelse gar ud pa, at sandsynligheden for, at
der i et bestemt regiment-ar er netop y dgdsfald, er

- b\ ar)Y -
fud) = BN A1 A
y!

Ud af i alt 200 regiment-ar skulle man derfor forvente ca. 200 x f(0; )
tilfeelde med 0 dgdsfald, ca. 200 x f(1;}) tilfelde med 1 dgdsfald,
ca. 200 x f(2;X) tilfzelde med 2 dgdsfald, osv. Disse forventede tal
udregnes® og man far Tabel 7.1. Det ses at de “forventede” antal stem-
mer fint overens med de observerede, og det ma vi tage som tegn pa,
at Poissonmodellen faktisk ikke cr helt hen i vejret.

‘Det cr i udledningen forudsat at S y; # 0. Hvis SSy; = 0 er log-
likelihoodfunktinen lig
—n + konstant ,
og den antager sit maksimum nar p = 0.
SVed udregning af Poissonsandsynligheder kan man med fordel udregne dem
successivt, startende med y = 0: f(0; ) = exp(—p) og f(y+ 1;1) = ;%f(y;;z).
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Tabel 7.1: Hestespark-eksemplet. De observerede antal 3r med y dgds-
fald sammenlignet med de “forventede” antal ar med y dgdsfald beregnet
ud fra Poissonmodellen.

antal dgdsfald y observeret antal &r “forventet” antal ar

0 - 109 108.7
1 65 66.3
2 22 20.2
3 3 41
4 1 0.6
5+ 0 0.1

200 200.0

Afrunding

Vi afrunder kapitlet med et resumé over, hvad det var for omstandig-
heder der fgrte til en Poissonmodel for antal dgdsfald pr. regiment-ar.
Se i gvrigt ogsa side 160-163.

Resumé 6. Betingelser for en Poissonmodel

1. Det der observeres er antallet af en bestemt slags begivenheder
i et bestemt tidsinterval.

2. Der indtraffer aldrig to (eller flere) begivenheder samtidig.
3. Begivenhederne indtraffer uafhangigt af hinanden, siledes at

forsta at det der indtraeffer f.eks. i tidsintervallet ]a, b] er sto-
kastisk uafhaengigt af hvad der sker uden for dette interval.

4. Sandsynligheden for at der indtraffer en begivenhed i et tids-
interval |t,t + At] af lengde At afhanger ikke af, hvor pi
tidsaksen intervallet er beliggende, dvs. den afhanger ikke af ¢
(sdlenge vi befinder os inden for det overordnede tidsinterval
der i det hele taget er tale om).

5. Hvis p(At) betegner sandsynligheden for at der indtraffer
mindst en begivenhed i et tidsinterval af leengde At, sa vil

p(At)
a0 At

A,
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hvor X er en positiv konstant kaldet intensiteten.

Under disse omstaendigheder vil antallet af begivenheder i tidsinter-
vallet |a, b] vaere Poissonfordelt med parameter x = A x (b— a).

Her er nogle flere eksempler pa situationer der kan give Poissonfordelte
antal:

¢ ‘Antal tilfzlde af en betemt (ikke-smittende) sygdom i et bestemt
tidsrum.

o Antal ulykkestilfeelde af en bestemt art i et bestemt tidsrum.

e Antal omdannelser af atomer i et radio-aktivt stof i et bestemt
tidsrum (der er forsvindende i forhold til stoffets halveringstid).

e Antal trykfejl i en bog. - Her er “tidsaksen” simpelthen tek-
sten forstaet som en tegnsekvens. Denne “tidsakse” er en diskret
tidsakse, og raesonnementerne der {grte frem til Poissonfordelin-
gen beror i hgj grad pa at tidsaksen er kontinuert. Men hvis der
kun er fa trykfejl i forhold til antallet af bogstaver og tegn, sa
kan man “nasten ikke se” at tidsaksen faktisk er diskret. Derfor
finder man pa at anvende Poissonfordelingen.

e Antal bombenedfald i London under det tyske bombardement un-
der Anden Verdenskrig - her er “tidsaksen” det (todimensionale)
geografiske omrade London.




Kapitel 8

Statistisk analyse af
Poissonfordelte
observationer

Dette kapitel indeholder to eksempler pa statistisk analyse af Pois-
sonfordelte observationer. Det ene cksempel viser, hvorledes man sam-
menligner to Poissonfordclinger, dct andet er et eksempel pa en sakaldt
multiplikativ Poissonmodel.

8.1 Sammenligning af to Poissonforde-
linger

Eksempel 8.1. Ultralydsscanning

Det er meget udbredt at foretage ultralydsscanning af gravide
kvinder. Det menes/frygtes imidlertid, at fostrene kan lide skade
derved, idet der maske kan ske kromosomforandringer. For at un-
dersgge dette naermere har man udfprt en raekke laboratorieforsgg
med mus'.

L. Meillier og I. Toldbod: Pd skazrmen stdr el lille hjerte og banker... Ultra-
lyd og biologiske skadevirkninger - afprovel for kromosombrud i1 mikrokernelesten.
Biologispecialerapport, RUC, 1985.

125
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Et antal dracgtige mus udsattes for ultralydsbestraling i et vist
stykke tid, hvorefter man undersgger leverceller fra fostrene for at
se, om der er dannet sakaldte mikrokarne-celler. Mikrokaerner i
en celle opstar som fplge af kromosomforandringer/gdelaggelser.

I dette eksempel (der kun behandler en del af forspgets talmateri-
ale) optraeder to grupper a tre mus: en behandlingsgruppe og en
kontrolgruppe. Behandlingsgruppen har faet ultralyd, hvorefter
man har ladet ga 18 timer inden musen er drabt og prgverne ud-
taget. Kontrolgruppen er behandlet pa samme made, pa ner at
der denne gang ikke blev taendt for ultralydapparatet. Fra hver
mus udtog man otte prgver; i alt underspgte man for hver mus
ca. 2000 celler og afgjorde, om det var en mikrokaernecelle eller
ej. Derved fremkom resultaterne i Tabel 8.1.

Spargsmalet er nu, om disse tal tyder pa, at ultralyd har en ska-
delig virkning. 0

Modelopstilling

For hver mus er der gjensynlig to stgrrelser der er uforudsigelige, nemlig
antal optalte celler n og antal mikrokeerneceller y. Nar vi skal formulere
den statistiske model, skal vi tage stilling til, om bade n og y eller kun
den ene af dem skal opfattes som observation af en stokastisk variabel.
De stgrrelser der opfattes som udfald af stokastiske variable er de stgr-
relser, for hvilke den statistiske modecl patager sig at beskrive hvilke
andre udfald man ogsa kunne have faet.

I den foreliggende problemstilling er det der er genstand for den
grundleggende interesse formentlig chancen for at en celle omdannes
til en mikrokarnecelle. 1 den forbindelse er det uinteressant at sgge
at opstille en model der kan patage sig at beskrive variationen i antal
optalte celler pr. mus. Derimod er det interessant at formulere en
model der kan beskrive variationen i antallet af mikrokacrneceller i en
pregve af en given stgrrelse. 1 modellen skal n-crne derfor indga som
givne konstanter og y-erne som udfald af stokastiske variable.

Da der for cn cenkelt mus optaclles ¢t meget stort antal celler der
hver iszr har en meget lille chance for at vare blevet omdannet til
en mikrokarnecelle, kan vi (jf. trykfejlseksemplet side 124) antage, at
antal mikrokarneceller i en prgve med n celler er Poissonfordelt med
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Tabel 8.1: Resultater af mikrokaerne-tallinger.

1. Behandlingsgruppen

Antal Antal
Mus nr optalte  mikrokaerne-
' celler celler
n y
1 2096 1
2 2138 10
3 2086 7
sum 6320 18

2. Kontrolgruppen

Antal Antal
Mus nr. optalte mikrokarne-
celler celler
n Y
1 2077 2
2 2181 6
3 2030 2
sum 6288 10
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parameter ¢ = A X n, hvor A er en “omdannclsesintensitet”, nemlig
sandsynligheden pr. optalt celle for at registrere en mikrokaernecelle.
Den systematiske forskel mellem behandlingsgrupperne skal beskrives
ved hjalp af intensitetsparametre, sa derfor skal mus med samme be-
handling have samme intensitet A, hvorimod bchandlingsgruppen og
kontrolgruppen skal have hver sit .

Vi indfgrer lidt notation for at kunne formulerc modellen pracist:

Lad
ni; = antal optalte ccller fra mus nr. j i gruppe i,
yi; = antal mikrokerneccller fra mus nr. 7 i gruppe ¢,

hvor ¢ = 1 svarer til behandlingsgruppen og ¢ = 2 til kontrolgruppen.
Det vil sige, at Tabel 8.1 skematisk scr saledes ud:

1=1
Linn yn
20 n2 w2
31 nis s
Ni. ?/1-
1 =2
Litna ya
2 nge Y2
3| n23 Y3
9. y2.

Modellen er da, at tallene y,1, %12, Y13, Y21, Y22, Y23 opfattes som ob-
serverede veerdier af stokastisk uafhiangige Poissonfordelte stokastiske
variable Yi1, Y12, Y13, Ya1, Y22, Ya3, hvor Y;; har parameter p;; = Ainy;.
Her er A, og A, ukendte parametre der beskriver den systematiske for-
skel mellem behandlingsgruppen og kontrolgruppen. Modclfunktionen
er

3 (N n,]

11

=1 = .7

cxp(—)\;n;j) . (81)

Det oprindelige spgrgsmal om tallene tyder pa at ultralyd er skade-
ligt kan nu oversaettes til modellens sprog. Da den systematiske forskel
mellem grupperne beskrives ved hjalp af parametrene Ay og Ay, kommer
spgrgsmalet til at ga ud pa, om tallene tyder pa at A; og A, er signifikant
forskellige, dvs. vi skal teste den statistiske hypotese Ily @ Ay = A,
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Estimation af parametre

Maksimaliseringsestimaterne over Ay og A, skal bestemmes pa grundlag
af likelihoodfunktionen. Ud fra modeclfunktionen (8.1) far vi

(A n,]) i exp(—Ain;;)

L(A, ) = 1;[ l:[

= konstant x H H A exp(—Aini;)

1=1j=1

2
= konstant x [] A" exp(—Aini.) ,
1=1

hvor konstanten afhanger af n-crne og y-erne, men ikke af A, og A,.
Vi ser, at likelihoodfunktionen er den samme som man ville have faet
hvis man udelukkende havde set pa totalantallene y;. og y,. for hver
mus og havde sagt, at det var Y;. og Y2. der var Poissonfordelte med
parametre A;n;. hhv. Ayn,.. Derfor bliver skgnnet over A;

Noo b

Ty

dvs. det totale observerede antal mikrokzrneceller i gruppe : divideret
med det totale antal optalte celler i gruppe ¢, hvilket ogsa er det estimat
der umiddelbart tilbyder sig.

For at estimere det falles A under /1 Bctragtes likelihoodfunktionen

Lo(A) = L(A,\):

2
Lo(A) = konstant x J] A%+ exp(—An;.)

i=1
= konstant x A¥** exp(—An..),
saledes at
5\ = LAl .
n..
Det er ogsa hvad man umiddelbart skulle vente, thi nar Hy er rigtig er

der ingen forskel pa de to grupper, dvs. der er i realiteten kun tale om
én gruppe, bestaende af n.. celler hvoraf y.. er mikrokaerneceller.



130 SAMMENLIGNING AF

I eksemplet bliver estimaterne

18

’):behandl = 6320 = 28x107°

~ knap 3 mikrokarneceller pr. 1000 celler

10

Xkontrol = 6288 = 16x107°
~ godt 1.5 mikrokarneceller pr. 1000 celler
< 28
/\f&"es = m = 22x 10—3

~ godt 2 mikrokarneceller pr. 1000 celler

Man kan spgrge om, hvor stor tiltro man nu kan have til disse tal.
Det er ikke 1 statistikerens magt at udtale noget fornuftigt om diverse
eksterne fejlkilder der eventuelt matte have varet i spil (det ved cks-
perimentator bedre). Statistikeren kan udtale sig om dén tilfaeldige va-
riation der beskrives af den statistiske model. I den konkrete situation
kan det siges, at nar f.eks. Y. er Poissonfordelt med parameter A n;.,
s er? variansen pa Y. givet ved Var ;. = Ajn,. . Da A, = Y,./n,., er

Var A, = (Var Y;.)/n?.
= M/n.,

saledes at et estimat over Var A, er
M. = ?/1-/"?- ;

Imidlertid er vi merc interesserede i ct skgn over den sdkaldte middclfe;l
pa X, dvs. standardafvigelsen af M1, cftersom standardafvngolsen af A,
er pa samme skala som Ar. Skgnnet over middelfejlen pa A, er

\/yl-/"f- = \/I‘Il-/nl-,

dvs. ca. 0.67 x 1073; pa samme made far man skgnnene over standard-
afvigelserne pa de to gvrige parameterskgn til ca. 0.50 x 1073 og ca.
0.42 x 1073

Som leaseren vi have bemarket benytter vi ved beregningen af de
forskellige parameterskegn slet ikke de individuelle vaerdier af n og y for
de enkelte mus, vi benytter kun totalerne for hver gruppe. Er det da

%jf. side 119
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lige meget hvad veerdierne for de enkelte mus er? Ja, det er det faktisk,
sdlenge der tkke er tvivl om Poissonmodellens brugbarhed. Men hvis vi
er pa udkig efter indicier for (eller imod) anvendeligheden af Poisson-
modellen, sa er det i hgj grad pakravet at kende de enkelte vaerdier. For
den statistiske model skal jo beskrive enkeltobservationernes tilfaldige
variation omkring et bestemt niveau, sa hvis man vil vurdere antagelsen
om at den tilfeeldige variation kan beskrives ved netop en Poissonfor-
deling, sa skal man se pa enkeltobservationernes faktiske variation og
vurdere, om den ligner den fittede Poissonfordeling.

Hypoteseprgvning

Som nzevnt skal vi teste den statistiske hypotese Hy : Ay = ;. Det
gores pa traditionel vis med et kvotienttest. Vi udregner kvotienttest-
stgrrelsen

L)
L(X,X)

Lo(})
L, Xs)

Aviet+yse exp(—:\n,. - :\ng)
X""X”?' exp(—xlnl. — ing.)

( 1)1 (Ang. %2 exp(—y1- — ys.)
ny. )% (Agna.)%e* exp(—y1- — y2-)

=) ()
) (@)

hvor g;. = An;. er det “forventede” antal mikrokaerneceller i gruppe ¢,
forudsat at Hy er rigtig. -

il

Qly)

Derfor er

-2InQ = 2(J1 In-——+y2 In 22 ) .
Uie Y2
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Sma verdier af @, dvs. store vardicr af —21n Q, er signifikante, dvs. de
er tegn pa at hypotesen Hy ikke er forenelig med de foreliggende data.

For at vurdere om —21n Q5 er signifikant stor, skal man bestemme
testsandsynligheden

e = Po(~2Q 2 ~2InQqys) .

altsa sandsynligheden under Hy for at fa et mindst lige sa afvigende
observationssact som det foreliggende. Nar man skal beregne ¢ plejer
man at udnytte, at nar Hy er rigtig, sa er —21n Q med god tilnecrmelse®
x2-fordelt med f = 2 — 1 frihedsgrader?, saledes at € med god tilnzr-
melse kan udregnes som sandsynligheden for at fa en vardi stgrre end
eller lig med —21n Q¢ 1 x*-fordelingen med 1 frihedsgrad:

€ = P(XfZ—Zanobs).

I taleksemplet er ;. = 14.0 og §,. = 14.0, sa

18 10
—2InQ = 2 (18 In == +101n TZ—O)

= 232.

I x?-fordelingen med 1 frihedsgrad er 80%-fraktilen 1.64 og 90%-
fraktilen 2.71, saledes at den fundne —2In Q)-vaerdi svarer til et £ pa
mellem 10% og 20%. Man vil almindeligvis sige, at en sadan e-vardi
ikke er lille nok til at man vil forkaste fy. Vi kan dermed konkludere,
at de foreliggende tal ikke giver statistisk belag for at man kan mene
at ultralyd er skadeligt.

3x2-approksimationen kan anvendes nar de forventede antal ;. er mindst fem.
fantal parametre i grundmodellen er 2; antal parametre under Iy er 1; antal

frihedsgrader er derfor f =2 - 1.
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Resumé 7. Saminenligning af Poissonfordelinger

Situation: Man har optalt antal begivenheder af en bestemt slags i
r forskellige grupper. | gruppe z er

yi = observeret antal begivenheder
t; = observations-perioden
n; = stgrrelsen af “risikogruppen”
Model: y,,¥,,...,y, er observerede vardier af uafhangige Pois-

sonfordelte stokastiske vanable Y;,Y2,...,Y;, hvor Y; har pa-
rameter A\;n;t; hvor A; er en ukendt parameter der beskriver
intensiteten af begivenhederne pr. tid og pr. individ for grup-
pe t.

Estimation: ); estimeres ved antal begivenheder divideret med den
samlede ‘gennemlevede’ tid i gruppe :

~ Y;
o= 2
n;t;

Hypotese: Man gnsker at teste hypotesen
I‘IUZA1=A2:...:)\T

om at intensiteterne er ens i de r grupper.

Teststgrrelse: Den eventuelle felles vaerdi af )\ estimeres ved A =
y./ >i_, nit;, og det “forventede” antal begivenheder i gruppe:
under I{y er .

yi = A X nit;

n;t;
= y. .

i:.n;t;
i=1

Kvotientteststgrrelsen er

-2InQ = ?‘Zy;lng .
i=1 Yi
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Testsandsynlighed: Hvis de “forventede” antal 7j; er mindst fem,
kan testsandsynligheden ¢ med god tilnermelse bestemmes som
sandsynligheden for at fa en stgrre veerdi end —21In Q5 1 Xx*
fordelingen med f = r — 1 frihedsgrader:

e = P(x2; > -2InQgps) -

Konklusion: Hvis ¢ er meget lille, s3 er der en signifikant afvigelse
mellem det observerede og det som modellen foreskriver, og
man vil da forkaste Hy. | modsat fald er Hy forenelig med det
observerede, og man kan da ikke forkaste I1,.
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8.2 Multiplikative Poissonmodeller: et
eksempel

I dette afsnit skal vi gennemga et cksempel pa en sidkaldt multiplikativ
Poissonmodel., Modellen (og isar analysen af den) er ganske vist en
smule mere indviklet end hvad der hidtil er blevet prasenteret, men pa
den anden side er det en type modeller der benyttes en del.

Fgrst prasenteres det gennemgaende eksempel.

Eksempel 8.2. Lungekraft i Fredericia

I midten af 1970-erne var der en stgrre debat om, hvorvidt der
var sarlig stor risiko for at fi Jungekraft nir man boede i byen
Fredericia. Grunden til at der kunne veere en stgrre risiko var, at
der i Fredericia var en betydelig maxengde luftforurenende industri,
som tilmed 13 midt inde i byen. For at kunne afggre spprgsmalet
indsamlede man numeriske data om lungekrafthyppigheden i pe-
rioden 1968-71, dels i Fredericia, dels i byerne Horsens, Kolding og
Vejle. De tre sidste byer skulle tjene som sammenligningsgrund-
lag, idet det var byer af nogenlunde samme art som Fredericia,
paneer den mistenkte industri.

Lungekrzft opstar tit som et resultat af mange ars daglige pavirk-
ninger af skadelige stoffer. En eventuel storre risiko i Fredericia
kunne maske derfor vise sig ved at lungekraftpatienterne fra Fre-
dericia var yngre end dem fra kontrolbyerne. Og det er under
alle omstxndigheder tilfzldet, at lungekraeft optracder med me-
get forskellig hyppighed i forskellige aldersklasser. Det er derfor
ikke nok at se pa totalantallene af lungekraefttilfazlde, man skal se
pé antallene af tilfzelde i forskellige aldersklasser. De foreliggen-
de tal® er vist som Tabel 8.2. Da antallene af lungekraefttilfzelde
i sig selv ikke siger noget silenge man ikke kender risikogrup-
pernes stgrrelse, mi man ogsi rapportere antal indbyggere i de
forskellige aldersklasser og byer, se Tabel 8.3.

Det der nu er statistikerens opgave cr at sgge at beskrive tallene i
Tabel 8.2 ved hjalp af en statistisk model hvori der indgar nogle

Sciteret efter E. B. Andersen (1977): Muitiplicative Poisson models with unequal
cell rates. Scand. J. Statist. 4, 153-158.
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Tabel 8.2: Lungekraefttilfelde i fire byer fordelt pa aldersklasser.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle | i alt
40-54 11 13 4 5 33
55-59 11 6 8 7 32
60-64 11 15 7 10 43
65-69 10 10 11 14 45
70-74 11 12 9 8 40
754 10 2 12 7 31

i alt 64 58 51 51 224

Tabel 8.3: Antal indbyggere i de forskellige aldersklasser i de fire byer.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle i alt
40-54 3059 2879 3142 2520 11600
55-59 800 1083 1050 878 3811
60-64 710 923 895 839 3367
65-69 581 834 702 631 2748
70-74 509 634 535 539 2217
75+ 605 782 659 619 2665
i alt 6264 7135 6983 6026 26408
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parametre der i en passende forstand beskriver risikoen for at fa
lungekreaft nar man tilhgrer en bestemt aldersgruppe og bor i en
bestemt by. Endvidere ville det veere formalstjenligt, hvis man
kunne udskille nogle parametre der beskrev “by-virkninger” (dvs.
forskelle mellem byer) efter at man pa en eller anden made havde
taget hgjde lor forskellene mellem aldersgrupperne. O

Opstilling af model for lungekraeft-eksemplet

Den statistiske model skal ikke modecllere variationen i antallet af ind-
byggere i de forskellige byer og aldersklasser, sa derfor vil vi anse disse
antal for givne konstanter. Det er antallene af lungekrafttilfaclde der
skal modelleres.

Vi indf¢vrer lidt notation:

yi; = antal tilfeelde i aldersgruppe i 1 by j,
n;; = antal personer i aldersgruppe 7 i by j,
hvor ¢ = 1,2,3,4,5,6 nummererer aldersgrupperne og j = 1,2,3,4

nummererer byerne. y;;-crne opfattes som observerede veerdier af sto-
kastiske variable Y;;.

Inspireret af Kapitel 7 kunne man foresla, at Y;; skulle veere Pois-
sonfordelt med en parameter der er lig med en intensitet (som athanger
af 7 og j) ganget med periodeleengden. For nemheds skyld satter vi
tidsenheden til 1 (dvs. 1 tidsenhed = 4 ar). Da vi ikke er interessere-
de i en intensitet pr. by men i en intensitet der kan fortolkes som en
risiko pr. person, skriver vi intensiteten som risikoen pr. person gan-
get med antallet n;; af personer i den pageldende by og aldersklasse.
Alt i alt skal Y;; veere Poissonfordelt med parameter A,;n,;, hvor A;; er
sandsynligheden pr. tid for at en person i aldersgruppe 7 i by j udvik-
ler lungekreeft, dvs. A;; er den alders- og by-specifikke cancer-incidens.
Endvidere vil vi ga ud fra, at de enkelte Y;;-er er stokastisk uafhzngige.
Grundmodellen er saledes

Yi;-erne er stokastisk uafhangige og Poissonfordelte; Y;; har
parameter A;;n;;, hvor A;j-erne er ukendte positive parame-
tre.
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Det er let nok at estimere parametrcne i grundmodellen. Ek-
sempelvis estimeres intensiteten Ay for 55-59 -arige i Fredericia til
11/800 = 0.014 (dvs. 0.014 tilfeelde pr. person pr. 4 ar).

Nu var det jo tanken, at vi skulle kunne sammenligne byerne efter at
vi pa en eller anden made havde taget hensyn til eller elimineret alders-
forskellene, og det kan ikke uden videre lade sig gore i grundmodellen.
Derfor vil vi undersgge, om det lader sig ggre at beskrive data med en
anden model hvori A;; er spaltet op i et produkt af en alders-virkning
a; og en by-virkning B;: A;; = o; x fB;. Hvis dette lader sig gore er vi
heldigt stillede, for s& kan vi sammenligne byernc ved at sammenligne
by-parametrene f3;. Vi vil derfor teste den statistiske hypotese

Hot /\,-jza,'xﬂj

hvor ay, ay, a3, ay, as, ag, B1, B2, B3, Bs er ukendte parametre®.

En detalje vedrgrende parametriseringen

Der er det sacrlige ved parametriseringen af modellen under Hy, at den
ikke er injektiv. At en parametrisering er injektiv betyder, at forskellige
parametersat giver forskellige udgaver af modellen.

I det forcliggende tilfelde indgar de 10 paramctre «q, as, a3, ag,
as, ag, Pr, a2, B3, B4 1 modellen udelukkende gennem produkterne a;f;.
Antag at to parametersact

Qy, Qg, Qrg, Oy, (5, (g, ﬂh ﬂZ, 1837 ﬂ4

og
- * * * * * »* * »* -
al’a2?a3a a41 057067ﬂ17ﬂ2aﬂ37 :34

giver anledning til de samme produkter, dvs. antag at
by = aif; (8.2)
for alle ¢ og j. Sa gelder ogsa
aifa; = Bi/B; (8.3)

6Sadan formulerer man det i den swdvanlige statistiske jargon. Mere udfarligt
kan man sige, at vi skal teste den statistiske hypotese 11y der siger: Der findes
parametre oy, va, vy, eq, s, g, 1, B, B, fa, saledes at der for hver by j og hver
aldersgruppe 7 geelder, at lungekraeftrisikoen Xi; fas som Aij = oy x ;.
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for alle z og 7. Da hgjresiden af (8.3) ikke involverer 2 kan venstresiden
heller ikke afhaenge af ¢, og tilsvarende kan hgjresiden ikke afhaenge af 3,
~ dvs. der er en konstant ¢ saledes at «;/af = ¢ og dermed

for alle ¢, og saledes at 3;/8; = ¢ og dermed
B B; = cb;

for alle . Parametersattet o, aj,a3,a},a;, 08,05, 8;, 3, B er altsa
af formen

(aI’a;7ag’a;7aga a:s, ﬁ;’ ﬂ;a ﬂ;, ﬂ:)

= (}l:'ala %02, %013, %04, %015, %ae,cﬂl, cpa, cfB3, cfs) (8.4)

hvor c er en positiv konstant. Omvendt geelder ogsa, at hvis det stjerne-
de parametersat er defineret ved (8.4), sa er (8.2) opfyldt. Dermed har
vi faet klarlagt dels at parametriseringen ikke er injektiv, dels hvilke
parametersat der giver den samme model.

De 10 parametre skal palagges ét band for at fa en injektiv para-
metrisering. It sadant band kan vare at a; = 1 eller at Z?=1 o =1
eller at [I¢_, a; = 1 (eller det tilsvarende for ) osv.

I det aktuelle eksempel vil vi bruge betingelsen §; = 1, dvs. vi
definerer at by-parameteren for Fredericia skal vaere lig 1. Med denne
betingelse er parametriseringen injektiv, for hvis bade 8; og B} = ¢
skal veere 1, sa ma ¢ ngdvendigvis vere lig 1.

Samtidig noterer vi, at der er 10 — 1 = 9 forskellige parametre at
estimere. :

Estimation af parametrene under H,

Dette eksempel adskiller sig fra dem vi hidtil har mgdt derved, at man
tkke kan opskrive simple udtryk for estimaterne; man er ngdt til at
benytte en sarlig fremgangsmade for at udregne talvaerdierne af esti-
materne i det enkelte konkrete tilfclde. En datamat med noget or-
dentligt statistik-programmel vil uden videre kunne levere estimaterne,
men hvis man foretraekker at ga ud fra de grundlaeggende principper og
at foretage udregningerne med handkraft/lommeregner cr det faktisk
heller seerlig besvarligt. Det skal vi se pa de naste sider.
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Parametrene ay, az, as, a4, a5, s, 1, B2, 3, B4 (med den just indfgr-
te bibetingelse 8 = 1) skal ifglge de sadvanlige principper bestemmes
sa de maksimaliserer likelihoodfunktionen. I grundmodellen er likeli-
hoodfunktionen

6 4
L = HI_I ,,n,, % exp(=Aijnis)

=1y

= konstant x H H Aij exp(—Ainij) -

=1 j=1

Nar vi her erstatter A;; med o;f; far vi likelihoodfunktionen under Ho:

6 4
L, = konstant x H H af-""ﬂ;"" exp(—a;f3;n;;)

1=1 =1
6 4 6 4
= konstant x (H af-’") (H ﬂ;") exp (— 2 Z aiﬁjnij)
1=1 = =1 j=1

Opgaven  bestir nu i at bestemme det parame-
terszet oy, ag, as, aq, as, as, 1, B2, B3, f1 der maksimaliscrer Ly. Vi vil
dog benytte log-likelihoodfunktionen In Ly 1 stedet:

In Lo

4

6 4 6
= konstant + (z Y;» In a,-) + (Z y.;ln ﬂJ) — Z Z o;fBing; .
1=1 =1

=1 =1 j=1

Opgaven at maksimalisere In Lg lader sig ikke lgse sadan lige uden
videre, og man ma derfor inddrage den generelle matematiske teori
for, hvordan man maksimaliserer en funktion af mange variable. Hvis
In Ly havde veeret en funktion af én variabel 6, sa kunne man (under
visse omstandigheder) bestemme maksimumspunktet 0 som lgsningen
til “likelihood-ligningen”

d
Eb‘lﬂLo = 0.

Tilsvarende” kan maksimumspunktet &,&»,&s, &, &s, &, 1, B2, Ba, Ba
for den aktuelle log-likelihoodfunktion bestemmes som lgsning til

"Se f.eks. afsnit 4.6 i: Mogens Brun Heefelt (1987): Kursusmateriale til Male-
mattk pd NAT-BAS. IMFUFA-tckst 143.
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“likelihood-ligningerne”

R _
3o, ll’l Lo =

el —
éa—zlnLo =

3 _
a3 In .Lo =

3 —
%lnLo -

0
0
0
%lnLo = 0,
0
ggglnLo = 0
%ln[jo =0

9 -
5ﬁ—21n]40 = 0,

il —
a—ﬁ;lnLo = 0,

%lnLo = 0,

Her er f.eks. % In Ly den sakaldte partielle afledede af In Ly med hen-
syn til ay, dvs. den afledede af In Ly med hensyn til a; nar de gvrige

variable® holdes fast, - man finder den til

0 2. A
—Inly, = =— - Mo .
00’2 0 Q9 ;IB] &
Deraf ses at ligningen % In Lo = 0 er ensbetydende med at
Yae
Qp = 1 .

D Bina;
i=1

Hvis man pa samme made lgser alle de gvrige ligninger i (8.5), far man

at fplgende relationer skal vare opfyldt:

a; = 4yi. ’ i=172737415’6
Y Binij
i=1

B = =L j=1,2,34

6
D ain;
=1

8dvs. ay, 03, a4,as, a6, 51, B2, B3, Ba

(8.6)

(8.7)
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og stadig
By = 1.

I ligningerne (8.6) og (8.7) er y-erne og n-erne kendte tal, a-erne og
B-erne er de ubekendte. Man kan ikke lgse ligningerne eksplicit, dvs.

man kan ikke fa en lgsning af formen “skgnnene over a og § = en kendt - -

funktion af y-erne og n-erne”. I stedet er man henvist til at bestemme
en numerisk lgsning iterativt ved brug af fglgende algoritme:

1. Velg startvaerdier for B, 83,84 (81 = 1).
2. Indsaet ﬂ—vaerdiemé i (8.6) og fa derved ay, ay,. .., as.
3. Indset a-veerdierne i (8.7) og fa derved By, B2, B, fs.

4. Juster fB-vardierne sa ) = 1, dvs. erstat de beregnede vardier

med
B\ B By
B BB BT

5. Du har nu gennemfgrt et iterations-trin. Du kan sa enten ga
tilbage til 2 eller du kan slutte.

(2=

Man vil almindeligvis vealge at slutte hvis enten det samlede antal
iterations-trin er blevet for stort eller parameterskgnnene naesten ik-
ke har andret sig siden forrige trin.

Denne metode prgver vi.

Som startveerdi velges (81, 82, F3,64) = (1,1,1,1) svarende til at
byerne er ens. Skridt 2 leverer veaerdierne

a; = 0.0028
ay; = 0.0084
az = 0.0128
o, = 0.0164
as; = 0.0180

ag = 0.0116 .
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Skridt 3 leverer et szt nye fS-er:

B
ﬂ2
B
B

1.2779
0.9187
0.8814
0.9733 .

143

Skridt 4 bestar i at dividere hver af de fundne B-verdier med 1.2779

~ hvorved fas

A
P2
Bs
B

1 .
0.7189
0.6897
0.7616 .

Saledes fortsaettes et par gange indtil vardierne (med ca. tre bety-
dende cifre) har stabiliseret sig. De pa denne made bestemte estimater

er

Den multiplikative models beskrivelse af data

0.0036
0.0108
0.0164
0.0210
0.0229
0.0148
1
0.719
0.690
0.762 .

Efter at have bestemt de bedste skgn over a-erne og f-erne skal vi nu
beskeftige os med, hvor god en beskrivelse de faktisk giver af datama-
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terialet.

Formelt bestar opgaven i at teste multiplikativitetshypotesen Ho,
og dette ggres som szedvanlig med ct kvotienttest: Man udregner

Lo(ay, aq, 3,84, G5, G, 1, B2, B3, Ba)

L(Xlla XlZ? e 15631 :\64)

Q

eller ~21In Q. Sma verdier af Q eller store vaerdier af —~21n Q er signi- - -
fikante, dvs. de tyder pa at Hy tkke giver en tilstraekkelig god beskri-
velse af data. For at afggre om —2In Qg4 er signifikant stor skal vi

se pa testsandsynligheden € som er sandsynligheden for at fa en veerre
—2In Q-verdi forudsat at Hy er rigtig:

e = Po(—2Q > -2InQy) -
Nar Hy er rigtig, er —21nQ med god tilnaermelse x2-fordelt med f =

24 — 9 = 15 frihedsgrader®. Det betyder at testsandsynligheden kan
bestemmes som

e = P (X(fs > —2In Qobs) .

Udtrykket for kvotientteststgrrelsen @ kan omformes saledes:

~ B\ ~ 5
o; j) Y exp(—a:f;ni;)

o
.:A

O
I
-
i
)
LY
i
)

—
—_=
Py
e

-,

]

b
=
>
L
_3
-

g

-
1l
=
Al
Il
-

=1 j=1 i=1j=1

6 4 (& B\ 6 4 . 6 4
- HH( i 1) xeXP(—EZaiﬂjnij+ZZ)‘i1nij)

i=1 =1 Yij =1 ]:1 i=1 3=1
6 4 g Yi; 6 4 6 4
— ] ~
= ITII(ZH) xexp| =205+ 2 v »
i=1 j=1 7 i=1j=1 =1 j=1

9Tilnarmelsen er som saedvanlig god nok nar de forventede antal (se senere) alle
er mindst fem.
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hvor
Gis = Gibiny; (8.8)

er det forventede antal lungekrefttilfaelde i aldersklasse z i by 7. Nu
gelder at det totale forventede antal 3-8, Z;‘-._.l ¥i; cr lig med det to-
tale observerede antal y.. = 3°5_, Z‘;=1 Yi;, fordi da parameterskgnnene

opfylder ligningerne (8.6) og (8.7) er

Vi = aibinij
Yie >
= 4 :Bjnu
Z 3 T4;
J=1
_ . _Bing
- yl' 4 y
Z 3145
i=1
sa at
4 It B 4 ﬂ]n']
Zat Ty = -’/i'z 2
= =tY0B
31845
j=1
= Vi,
og dermed

= ..

og dermed

6 4 .
—2InQ = 23 % y;In 22 | (8.9)

1
i=1j=1 Yij
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Tabel 8.4: Estimerede alders- og byspecifikke lungekraftintensiteter i
perioden 1986-71 under forudsatning af den multiplikative Poissonmodel.
Vardierne er antal pr. 1000 indbyggere pr. 4 3r.

_ aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding Vejle
40-54 3.6 26 2.5 27
55-59 10.8 7.8 7.5 8.2
60-64 16.4 11.8 11.3 12.5
65-69 21.0 15.1 145 16.0
70-74 229 16.5 15.8 17.4

75+ 14.8 10.6 10.2 11.3

Tabel 8.5: De forventede antal 7;; af lungekraefttilfelde under den mul-
tiplikative Poissonmodel.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding  Vejle i alt

40-54 11.01 7.45 7.80 6.91 33.17
55-59 8.64 8.41 7.82 7.23 32.10
60-64 11.64 10.88 10.13 10.48 43.13
65-69 12.20 12.59 10.17 10.10 45.06
70-74 11.66 10.44 8.45 9.41 39.96
75+ 8.95 8.32 6.73 6.98 30.98
i alt 64.10 58.09 51.10 51.11 224 .40

Som et led i beregningerne af §j;;-erne udregnes de estimerede alders-
og by-specifikke lungekraftintensitetet &,ﬁj; i Tabel 8.4 ses vardierne
af lOOO&;Ej, dvs. de forventede antal tilfeelde pr. 1000 indbyggere. Selve
de forventede antal'® §;; i de forskellige byer og aldersklasser er gengivet

i Tabel 8.5.

Indsexttes tallene fra Tabel 8.2 og Tabel 8.5 i udtrykket (8.9) for
—2In @ far man

~2InQups = 22.6.

1%Bemark at man er ngdt til at udregne de forventede antal med (mindst) to
decimaler, ellers bliver talvaerdicn af —2In Q-stgrrelsen alt for forkert pa grund af
afrundingsfejl.
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I x2-fordelingen med f = 24—9 = 15 frihedsgrader cr 90%-fraktilen 22.3
og 95%-fraktilen 25.0. Den opnicde vardi —2In Qs = 22.6 svarer
altsa til en testsandsynlighed € pa godt 5%, og der er dermed ikke
alvorlig evidens imod modellens brugbarhed. Vi tillader os at ga ud fra,
at modellen faktisk er anvendelig, dvs. at lungekrefirisikoen afhenger
multiplikativt af by og alder. Hermed er vi naet frem til en statistisk
model der beskriver data ved hjelp af nogle by-parametre og nogle
alders-parametre, men ingen parametre der svarer til en vekselvirkning
mellem by og alder. Det betyder, at den forskel der er mellem byerne
er den samme for alle aldersklasser (og omvendt at forskellen mellem
aldersklasserne er den samme i alle byer). Nar vi skal sammenligne
byerne kan vi derfor ggre dct ved udelukkende at betragte S-crne.

Ens byer?

Det hele gar ud pa at vurdere om der er nogen signifikant forskel pa
byerne.. Hvis der ikke er nogen forskel, sa ma by-parametrene have den
samme verdi, dvs. )} = 3 = 3 = (4, og da §; = 1 ma den felles
veerdi vaere 1. Derfor vil vi teste den statistiske hypotese

Hy: py=pF=B=pp=1.

Hypotesen skal testes i forhold til den aktuelle grundmodel Hp, sa test-
stgrrelsen bliver

Ly(&y, 3,03, a4, as, 0s)

— ~ ~  ~ ~ = FE ’
LO(aha2va3,a4a05aa6al’ﬂ2’ﬂ3)ﬂ4)

Q::

hvor
L]((X],QQ,. . .,CYG) = [/0(0’1,02,. .., 0, 1, ]., 1, 1) (810)

er likelihoodfunktionen under H,;, og hvorAal,ag,...,aﬁ er de bed-
ste skgn over oy, as,...,a¢ under H, dvs. a;, @,,...,as maksimalise-
rer (8.10).

Likelihoodfunktionen [; kan omskrives til et produkt af séks
funktioner!?, hver med sit o:

6 4
Li(ay,00,...,a6) = konstant x H H a!” exp(—a;in;;)
i=1j3=1

"nemlig seks Poisson-likelihoodfunktioner
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6
= konstant x H al”* exp(—ayn;.) .

1=1
Maksimaliseringsestimatet findes derfor til

= Yie

Tge

Talveerdierne bliver

& = 33/11600 = 0.002845
a, = 32/3811 = 0.00840
&3 = 43/3367 = 0.0128
a4 = 45/2748 = 0.0164
as = 40/2217 = 0.0180
e 31/2665 = 0.0116 .

Kvotientteststgrrelsen omskrives saledes:

Li(an, az, a3, 44, 05, Og)

Lo(ah 621 aSa ath a51 an ﬂl = 11321 ﬂfh 464)

Q:

6 4 ~
~d -~
a;’ exp(—ain;;)
_ 1=1 =1
s a R
[T 1T (&B;)™ exp(~aiBins;)
=1 j=1

I
o
.m&
N
)Ié@»

\ ¥ 6 4 _ 6 4
) xexp(—ZZﬁ;j+ZZgij) )
=1 3=1 i=1j3=1

hvor §;; = @;B;n;; (som hidtil) og

Yi; = il
6 4 I 6 4 6 4
Da Yij ‘—‘Zzyi:‘:ZZymf’f
i=1 j=1 i=1 j=1 1=1 3=1
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Tabel 8.6: De forventede antal 5,—1- af lungekraefttilfeelde under antagelsen
om at der ikke er forskel pa byerne.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding  Vejle i alt
40-54 870 - 8.19 8.94 717 33.00
55-59 6.72 9.10 8.82 7.38 32.02
60-64 9.09 11.81 11.46 10.74 43.10
65-69 9.53 13.68 11.51 10.35 45.07
70-74 9.16 11.41 9.63 9.70 39.90
75+ 7.02 9.07 7.64 7.18 30.91
i alt 50.22 63.26 58.00 52.52 224.00
og dermed
' 6 4 ol
—2lnQ = 2Y Y y;ln L, (8.11)
i=1j=1 Yij ‘

Store verdier af —2In @ er signifikante. —2In @ skal sammenholdes
med x2-fordelingen med f = 9 — 6 = 3 frihedsgrader.

>De forventede tal'? er vist som Tabel 8.6. Indsettes veerdierne fra

Tabel 8.2, Tabel 8.5 og Tabel 8.6 i (8.11) fas
—2InQups = 5.67.

I x*-fordelingen med f = 9 — 6 = 3 frihedsgrader er 80%-fraktilen 4.64
og 90%-fraktilen 6.25, saledes at testsandsynligheden ¢ er nasten 20%.
De foreliggende observationer er altsa fint forenelige med hypotesen H,
om at der ikke er nogen forskel pa byerne. Sagt pa en anden made, der
‘er tkke nogen signifikant forskel pd byernc.

En anden mulighed

Det er sjzldent tilfzldet at der er én bestemt made at undersgge en
praktisk problemstilling pa ved hjzlp af en statistisk model og en sta-
tistisk hypotese. Det aktuelle spgrgsmal om der er en gget risiko for
lungekraeft ved at bo i Fredericia blev i forrige afsnit belyst ved at vi

12der stadig skal beregnes med mindst to decimaler



150 MULTIPLIKATIVE

testede hypotesen H; om ens byparametre. Det viste sig at H; kunne
akcepteres, og man kan saledes sige at der ikke er nogen signifikant
forskel pa de fire byer.

Nu kan man ogsa angribe det aktuelle problem pa -en anden made.
Man kan sige at det hele drejer sig om at vurdere, om det cr farligere
at bo 1 Fredericia end i en af de tre gvrige byer; dermed er det indirekte
forudsat, at de tre gvrige byer er rimelig ens, hvilket man bgr teste!
Man kunne derfor anlegge fglgende strategi for formulering og test af
hypoteser:

1. Vi gar stadig ud fra den multiplikative Poissonmodel Hy som
grundmodel.

2. Fgrst undersgges om det kan antages at de tre byer Horsens, Kol-
ding og Vejlc er ens, dvs. vi skal teste hypotesen

Hy: By =pB3=p.

3. Hvis H; bliver akcepteret er der et falles niveau fy for de tre
“kontrol-byer”. Vikan derefter sammenligne Fredericia med dette
feelles niveau ved at teste om By = fo. Da S, pr. definition er lig 1,
er den hypotese der skal testes

1133 ﬂ():] .

Sammenligning af de tre kontrolbyer

Vi skal teste hypotesen If, : 8, = 83 = [, om ens kontrolbyer 1 forhold
til den multiplikative model Hy. Det ggres med et kvotienttest

L2(&laa2) e 7&6’E)

~  ~ PN = o~ ~ 3
LO(alaa%'--aa&]’ﬁ%ﬁf}aﬁfi)

QR =

hvor
Ly(ar,02,...,a6,8) = Lo(ay,ag,...,06,1,03,8,5)

er likelihoodfunktionen under H, og &;,a,,... , &, 3 cr maksimalise-
ringsestimaterne under H,.

Nar H, er rigtig, er —2In) med god tilnarmelse x2-fordelt med
f=9—7=2 frihedsgrader.
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Modellen [/, svarer til en multiplikativ Poissonmodel med to byer
(nemlig Fredericia og resten) og scks aldersklasser, og der er derfor ikke
nogen principielt nye problemer forbundet med at estimere parametrene
under H,. Man finder

a; = 0.00358

a; = 0.0108

az = 0.0164

a, = 0.0210

as = 0.0230

& = 0.0148

El =1

Bo = 0.7220

~ Endvidere bliver
6 4 =
—2lnQ = 23 Y y;lnZi, (8.12)

i=1 j=1 Yi;

hvor §;; er givet ved (8.8) og Tabel 8.5, og

Ja = &na
v:’jij = &Bo, j=23,4.

De forventede antal y;; er vist i Tabel 8.7.

Nar man indsatter vacrdierne fra Tabel 8.2, Tabel 8.5 og Tabel 8.7
i (8.12) far man

—2InQpps = 0.40,

hvilket skal sammenholdes med x2-fordelingen med f =9 — 7 = 2 fri-
hedsgrader. 1 x?-fordelingen med f = 2 frihedsgrader er 20%-fraktilen
0.446, sa testsandsynligheden er altsa godt 80%, og det betyder, at H,
er udmaerket forenelig med de foreliggende data. Vi kan altsa udmeerket
tillade os at ga ud fra, at der ikke er nogen signifikant forskel mellem
de tre byer.
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Tabel 8.7: De forventede antal g;; af lungekraefttilfeelde under H,.

aldersklasse | Fredericia Horsens Kolding  Vejle i alt

40-54 10.95 7.44 8.12 6.51 33.02
55-59 8.64 8.44 8.19 6.85 32.12
60-64 11.64 10.93 10.60 9.93 43.10
65-69 12.20 12.65 10.64 9.57 45.06
70-74 11.71 10.53 8.88 8.95 40.07
75+ 8.95 8.36 7.04 6.61 30.96
i alt 64.09 58.35 5347  48.42 224.33

Herefter kan vi ga over til at teste Hs, som gar ud pa, at alle fire
byer er ens, og at der er de seks forskellige aldersgrupper med hver sin
parameter «;. Hj er under forudsatning af H, identisk med hypotesen
H, fra tidligere, sa skgnnenc over aldersparametrene er &1, ay,. .., a.

I denne omgang skal vi teste Hz (= H,) i forhold til den nu galdende
grundmodel H,. Teststgrrelsen er

Li(ay, ag,...,a6)

LZ(ahaZ’ v aaﬁ)ﬂﬂ)

Q =

110(317523' "33611a la ]al)
LO(alaa2s' .. ’6'6» 1’:30’[’0,:50)

= Yiy
Yij

= )
Yij

6 4 ~
-2lh@Q = QZZy,-jlngi. (8.13)
Yi;

i=1 j=1

der let omformes til

Q=f[;(

=17

sa at

Store veerdier af —21n @) er signifikante. Nar Hj er rigtig, er —2InQ
med god tilnzermelse!® y?-fordelt med f = 7 — 6 = 1 frihedsgrad.

13forudsat at de indgaende forventede antal er mindst fem
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Ved at indsatte vardierne fra Tabel 8.2, Tabel 8.6 og Tabel 8.7 i
(8.13) fas

—2In Qs = 5.27.

I x%-fordelingen med 1 frihedsgrad er 97.5%-fraktilen 5.02 og 99%-
fraktilen 6.63, sa testsandsynligheden er omkring 2%. Pa det grundlag
vil man almindeligvis forkaste hypotesen Hs (= H;). Konklusionen
bliver altsa, at der tkke er signifikant forskel pa lungekrefthyppigheden
i de tre byer Horsens, Kolding og Vejle, hvorimod Fredericia har en
* signifikant anderledes lungekrefthyppighed.

Den relative lungekraefthyppighed i de tre ens byer i forhold til Fre-
dericia estimeres til By = 0.7, sa lungekreefthyppigheden i Fredericia er
altsa signifikant stgrre.

Se det var jo en peen og klar konklusion, der blot er stik modsat den
vi naede frem til pa side 149!

Sammenligning af de to fremgangsmader

De to fremgangsmader er begge opbygget over {glgende skema:

1. Find en passende grundmodel.

2. Formuler en hypotese der giver en forsimpling af den aktuelle
grundmodel.

3. Test hypotesen i forhold til den aktuelle grundmodel.

4. (a) Hvis hypotesen akcepteres, sa har vi derved faet en ny aktuel
grundmodel (nemlig den gamle med de simplifikationer som
den akcepterede hypotese giver).

Fortseet ved pkt. 2

(b) Hvis hypotesen forkastes, sa slut. Data beskrives da ved den
senest anvendte grundmodel.

Begge de anvendte fremgangsmader tog udgangspunkt i den samme
Poissonmodel, de adskiller sig kun ved valgene af hypoteser i pkt. 2.
Tabel 8.8 og Tabel 8.9 giver oversigter over de to fremgangsmader.

I den fgrste fremgangsmade tages skridtet fra den multiplikative
model ti] “fire ens” pa én gang, hvilket giver en teststgrrelse pa 5.67,
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Tabel 8.8: Oversigt over den fgrste fremgangsmade.

Model /Hypotese I -2InQ l f J 3
M: vilkarlige parametre
H: multiplikativitet
M:  multiplikativitet
H: fire ens byer

22.65 | 24-9=15 | godt 5%

567 | 9-6=3 | ca.20%

Tabel 8.9: Oversigt over den anden fremgangsmade.

Model/Hypotese | —21nQ | f I 3

M: vilkarlige parametre ~ )
H:  multiplikativitet 22.65 | 24-9=15 | godt 5%
M:  multiplikativitet ~ -
H: de tre byer ens 0.40 | 9-7=2 | godt 80%
M: de tre byer ens ~ .
H: de fire byer ens 521 | 7-6=1 ca. 2%

som, da den kan fordeles pa 3 frihedsgrader, ikke er signifikant. I den
anden fremgangsmade spalter vi op i

1. multiplikativitet — “tre ens”, og

2. “tre ens” — “fire ens”,

og det viser sig sa, at de 5.67 med 3 frihedsgrader spaltes op i 0.40
med 2 frihedsgrader og 5.27 med 1 {rihedsgrad, hvoraf den sidste er
temmelig signifikant.

Det kan undertiden veare hensigtsmaessigt at forctage en sadan trin-
vis testning. Man bgr dog ikke stracbe efter at spalte op i sa mange tests
som muligt, men kun teste hypoteser der er rimelige i den foreliggende
faglige sammenhang.
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Om teststgrrelser

Lacseren vil maske have bemacrket visse [wlles track ved de —21nQ)-
udtryk der forekommer 1 dette kapitel. De er alle af formen

Modellens forventede antal

—2InQ = 2)_ obs.antal x In

Hypotesens forventede antal

og er (tilnzrmelsesvis) x-fordelt med et antal frihedsgrader som er
“det reelle antal parametre under Modellen” minus “det reelle antal
parametre under Hypotesen”. Dette geelder faktisk helt generelt'* nar
man tester hypoteser om Poissonfordelte observationer.

Munder forudsatning af at sumnnen af de forventede antal er lig summen af de
observerede antal
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