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-Forord

‘Dette kursusmateriale om lineare'differentiallignihger

og differentialligningssystemer er udarbejdet i efteraret
1978 i forbindelse med et kursus i differentialligninger
for studefende pa gymnasielareruddénneléen i matematik.
‘Indholdet er i det vasentlige uandret i forhold til
tilsvarende kurser afholdt i efteriret 1977:oqﬁforéret
1978 Formalet med dette kursusmateriale er at beskrive
et fagligt indhold afAemnekredéen “Differentialligninger™

i Bekendtggrelsen for gymnasielareruddannelsen i matematik.’

RUC, januar 1979. C ' Mdgens'Brun Heefelt.
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Kapitel 1

Lineare differentialligninger af fgrste orden.

l.i Differens- og differentialligninger.

Eksempel 1.1 Befolkningstilvaksten i udviklingslandene

skgnnes at_vare)3% p.-a., og tilvaeksten i bruttonational-
produktet (BNP) skgnnes at vaere 5% p.a.. Man ¢gnsker nu at
undersgge tilvaksten i-BNP pr. indbygger.

Betegnes befolkningens stgrrelse med x(t) -og tilvaksten

Ax f&r man, at
(1) Ax = 0,03x - At

og tilsvarende betegnes BNP med y(t) og tilvaksten Ay,
da bliver

(2) Ay = 0,05y - At

begge taget over tidsrummet At. Det man herefter skal un-

dersgge er, hvordan

« (%)

kan bestemmes ud fra Ax og Ay. Dette lader sig imidlertid
ret vanskeligt gg¢re. Til mange formal kan det i stedet be-

tale sig at betragte fglgende gransevardi

lim = = x'(t)
At=0

hvorved de to differensligninger (1) og (2) &ndres til

any x' (t)
(2') y' (%)

0,03x(t)
0,05y (t)



der kaldes de til (1) og (2) knyttede differentielligninger.

@gnsker man nu at bestemme tilvaksten i BNP per indbygger
far man ifglge de almindelige differentiationsregler, at

<g(t)>’ _yix(t) - x'(By(t)

_ 0,05y (t)x(t) - 0,03x(t)y(t)
‘ %% (¢)

y(t )
0,02 (x(t)

Som navnt. i eksemplet kan det i den ahf¢rte sammenheng vare
en fordel at g& over til differentialligningen’i'stedet for
at regne pa differensligningen. Ogsd i almindelighed er det
praktisk at benytte differentialligningen-i stedet for dif-
‘ferensligniﬁger, idet kun meget’enkie differensligninger la-

der 'sig lgse. Man skal imidlertid vare klar over, at man

faktisk foretager en @ndring af systemet man beskriver ved S

at g& over til dlfferentlalllgnlngen. Dette Vll blive de-

monstreret ved f¢lgende eksempel

Eksempel 1.2 En kapital k i en bank forrentes med lOOr% pP. a.,_

dvs. tllvaksten er
Ak = rkAt |

Sker rentetllskrlvnlng hvert hele &r er kapltalen efter n ar,

nar wvi starter iéar 0 med ko

k, = (1 + r) "k,

efter n ar

Sker derimod rentetilskriﬁningen hvert halve ‘ar fas analogt '



gives der kvartalsvis rentetilskrivning fé&s

)
kn,— (1 + 4)

4nk0

Havde vi som fg¢r istedet betragtet gr@nsevaerdien (dvs. kon-

tinuert rentetilékrivning)

lim *%% = k! ‘ : i
At=0-
havde vi féet k' = rk.

Her vil vi senere se, at der efter n &r vil vare en kapital
pa
rn
k = koe

n

Laver man en tabel over kn i de fire tilf=lde, hvor

ko = 1000 og n = 10 med forskellige rentesatser ses:
100r ! 4 i 6 g |
(1 + )%, ; 1481 | 1791 | 2159
(1 + 2%k, | 1486 | 1806 | 2191
(1 + 5Pk, | 1489 | 1814 | 2208
ek, 1492 | 1822 | 2226

1.2 Den fuldstendige lgsning til en linezr, homogen diffe-

rentialligning

De i forrige afsnit opstillede differentialligninger, f.ex.

(%) y'(t) = 0,05y(t)

siges at vare af fgrste orden (da den kun indeholder den

forste afledede af y) og linear (da den indeholder y og y'

og ingen hgjere potenser af y og y').




Omskrives llgnlngen (%) saledes, at alle led, der indehol-
der den ubekendte stgrrelse y, settes pa llgnlngens ven-

stre side, dvs.

'y'(t) - 0,05y(t) =0
da kaldes llgnlngen homogen, .hvis der kun star 0- funktlo-

nen pé& hgjre 51de i llgningen,_ellers kaldes llgnlngen

_1nhomogen.‘

_ Vi vil nu s¢ge'a£ lgse en ligning . af den ovennavnte form

'\r

-G¢r'vi nu prgve (dvs. indsatter e

(8) g'=af .. a€R

(hvor vi uhderforst&r, at f er en funktion af t).

" Antager vi nu, at-f(t) * 0 for alle t ser vi, at

%L' =a - éiler-
"lnf)' = a’ eller
Inf = at Zl.l eller.
f?t) = eqt

at at

.1 (4)) ser vi, at e
opfylder ligningen. '
Vi skal herefter unders¢ge om, der er andre ‘lgsninger tll

ligningen. Tllydette.formal antager vi, at funktionen

£ (t) =z (t)e2t

at

er en lgsning til (4), hvor e > 0 for élle t, og skal

altsd heraf bestemme funktionen z. Ved indsattelse i .(A)

fas
’ (z(t)eat)' - az(t)eé# =0 eller
z'(t)eat + z(t)ae?t at =0 eller

- az(t)e



z'(t)eat = 0 eller z'(t) =0 da eat > 0

avs: o a(t) =k — — keRrR

Da bliver den fuldstendige lgsning til den lineare, homo-
gene differentialligning af fg¢rste orden f' = af, a € R
af formen

= E(f) = kT - g g k€ R
Eksempel 1;3 Et radioaktivt stof har den edgenskab, at det
e&ndres (henfalder) til et stabilt stof gennem udsendelse af

Y-straling. Dette henféld sker proportionalt med mangdeﬁ af

radioaktivt stof, dvs. denne (negative) tilvakst bliver da

£' = -Af ' ' A €R

hvor f angiver m@ngden af tilstedeverende radioaktivt stof
som funktion af tiden t efter henfaldet begyndte. Lgsninger-
ne til ligningen bliver da

£(t) = ke "t ' X € R

Her er k imidlertid entydigt fastlagt, da jo e—>‘0 =1, dvs.

k = £(0), altsd mengden af radioaktivt stof vi startede med.
Séledes er

£(t) = £(0)e Mt

Konstanten A kaldes stoffets henfaldskonstant. Ofte er stof-

fet imidlertid istedet beskrevet ved sin halveringstid T

(den tid det tager at halvere mengden af radioaktivt stof).

Vi skal altsd bestemme T sdledes, at

£(t + T) = 2f(t)
dvs. £(0)e M (E¥T) _ 52L-f(o)e'At
eller e—XT = %
dvs. T = Eﬁﬁ




. Vi vender herefter tilbage_til,differentiaiiigningen .
f' = af

og betragter den situation, hvor a er en kontinuert funk-
tion, dvs. a € C°. P4 samme made som fér indser man, at en
lgsning er ' ‘

Fre) = A

Wvor A(t) = [a(t)dt, .
og med analoge betragtninger som a € R ser vi, at den

fuldstendige lgsning til den lineare, homogene'differen--.

.tiallignihg af fgrste orden f; = af, a € C%, er af for-
men ' - '
C £(t) = keP(®)

hvor A(t) = fa(t)dt

Qvelse 1.1 Vis,, at man kan fastlagge den fuldstan-

dige lgsning ovenfor ved at benytte be-

viset i tiifaldet a € R.

@Velsé 1.2 Antag,;at.w er en lgsning til ligningen
' f' = af, og at Y er en lgsning til lig-
ningen £' = bf, vis da, at @YY er legsning

til ligningen |

£' = (a + b)Ff.

1.3 Eksistens- oé entydighedssatningen fdr line®re dif-~
ferentialligninger af fgrste orden. o

- Som vi s& i eksempel 1.3 kunne mangden af radioaktivt stof R
til-et givet tidspunkt fastlagges entydigt, nir man blot

"kendte m@&ngden af stof ved f.ex. starten.

i
| ]




Vi vil vise at denne egenskab galder alle lineare, homo-

gene differentialligninger af fgrste orden.

Betragter vi et punkt (to,so),Ahvor a er kontinuert i t,,

ser vi ved indsattelse i lgsningsformlen

f(t) = keP (t)

at hvis s, = ke®(F0), ma k = 5,074 (%0)

hvilket fastlagger

k, altsd for ethvert forelagt talsaet (ty,s¢) eksisterer en
l1gsning til differentialiigningen f' = af.

‘Antager vi nu, at der gennem punktet (t,,s,) g&r to lgsning-

er til ligningen, dvs.

So =.k1eA(t°)
So = kzeA(to)
Altsd er kleA(tO) - kzeA(t°)
eller (k;, - kz)eA(tOX =0
eller k; = ko

dvs. gennem hvert punkt (ty,sy), hvor a er kontinuert i t,,

gar en og kun en lgsning til differentialligningen f' = af.

Pvelse 1.3 I forlangelse af eksempel 1.1, hvor befolk-

ningstilvaksten i u-landene skgnnedes til
3% p.a. og veksten i BNP til 5% p.a., oply-
ses, at de filsvarende,tal for industrilan-
de (i-lande) er 1% p.a. og 5% p.a.. I 1970
beregnede FN, at BNP/indbygger for u-lande-
ne var 200%$ og for i-landene var 2000%.
Under forudsatning af at udviklingen fort-
setter som skgnnet, hvornar vil forholdet
mellem BNP/indbygger for u-lande og i-lande

vere som 1:20? (Fordoblingstiden).




1.4 Den fdidétandige lgsning til én linear, inhomogen
differentialligning af. fgrste orden.

Vi skal nu betragte differentialligningér af formen
£ -af = b

‘hvor b er en kontinuert funktion, og vi er interesserede i,

hvordan sadanne iigninger lgses. Betragtes de to ligninger

£' - af = b
og : - g' - ag = Db
ses, at (£-g)". = a(f-g) = 0

dvs: safremt bade f og g er l¢sninger‘til den samme inhomo-. -
.~ gene ligning, vil deres differens vare lgsning til den £il-

svarende homogene ligning. Heraf kan vi slutte, at den- fuld-

ste&ndige lgsning til'en inhomogenfflinear différentiallig4'

ning af fgrste orden f&s ved til en vilkérlig inhomogen lgs-

ning at addere den fuldétandige lgsning til den tilsvarende

- homogene ligning.

S& ndr vi nu skal lgse ligningen
(%) - f' - af =b

skal vi blot angive én funktion, som er lgsning. Vi ahtager

som for den homogene ligning, at funktionen

F(t) =Az(t)eA(t),

er en lgsning til (#), og ved indsattelse fis




A(t))'-

A(t))

(z(t)e - a(t)(z(t)e

= b(t) eller

22 (1)) sma) ™ - Az - bit)  eller
z‘(t)eA(tZ = b(t)
Tz (8) = b(y)e™A®)

dvs. hvis f(t) skal vare en inhomogen lgsning ma
z(t) = [b(t)ePPae

Da bliver den fuldstandige lgsning til en linear, inhomogen

differentialligning af fgrste orden

£(t) = P (prye™Mge + ceP(H)

hvor A(t) = fa(t)dt og ¢ € R.
Det skal dog understreges, at denne inhomogene lg¢sning og-
sd kan fremkomme ved, at man har gattet den. Prgv at ggre

dette i

Pvelse 1.4 L¢s differentialligningen

£'(t) - 1n2f(t) = 2t - t?1n2.

@gvelse 1.5 I forlangelse af g¢velse 1.3 oplyses det nu,

at FN som bekendt har anbefalet sine med-
lemslande at yde 1% p.a. af deres BNP i u-
landsstgtte. Vi ¢nsker nu at udvide vores
model med henblik p& at besvare spgrgsmalet:
Vil 1% af BNP fra i-landene i u-landsstgtte
vere tilstrazkkeligt til at udjavne forskel-
len i BNP/indbygger mellem i~ og u-landene?
Hvilke supplerende oplysninger mangler for

at besvare spgrgsmalet?
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1.5 To eksempler p& anvendelse af.lineére,différehtial—

- ligninger af fgrste orden.

I. fortsattelse af'afsnit 1.3 kan I ud fra l¢sningsformlen
for en inhomogen, linear differentialligning af fgrste or-
den slutte, at der gennem hvert punkt (t,,sS¢), hvor a er

kontinuert i t,, gdr en og kun en lgsning gennem differen-:

tialligningen

£' - af = b.

Eksempel 1.4 Bertalanffy's ligning. Inden for fiskeribio-

logi benytter man fglgende simpel sammenhang ' '
¥ _ ye(t) - kw(t) ~  H,KE€R
dt ‘ e

mellem en fiské,vagt (w),vdens tarmoverfladérs areal (s)

og dens.Vagthr¢gelse (dw/dt)'til béregning'af tilvaekst i R

biomasse for fiskepopuiationer. o | : |

. Der ligger f¢lgendé“resonnément bag ligningen._mndringen i

fiskens vagt hahéer~dels‘sammen'med deh mengde fgde fis-

'ken optager bg dels sammen med en stadig nedbrydning af

fiskens vav. Da fisken optager sin fgde gennem térmen, ma

" tilvaksten ske proportionalt med tarmoverfladens.areal, og

da fiskens vav til stadighed nedbrydeé, mé‘denhé nedbryd-

ning ske proportional med mangden af vev (= fiskens vegf). _

Hertil gelder résonnementet i et vist omfang for de fleste'

fiskearter, men den fortsattelse, som gg¢r, at lighingén

'kan "lgses", gzlder kun for f& fiskearter. Man antager nem-

lig at fiskene vokser "isometrisk" (dvs. lige meget pa

alle leder), har konstant vagtfylde samt at fiskens tarm-

- overfladeareal og vagt henger sammen med dens léngdevl

som

s(t) = 12 (t)

w(t)

z3ﬁtr
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For nu at lgse ligningen omskrives denne til en ligning

——1 1, sdledes S

3zz(t)‘-§—é HIZ (t) - K1®(t)

eller da I(t) > 0,

H X,
107

91&
cHit™

Denne ligning er en inhomogen, linezr ligning af fgrste or-
den og far saledes den fuldstandige lgsning
Kt

(t) = % + ce s c € R

Da en fisk har en mindstel®ngde 0 til tiden t,, fas, at
K

-z (t-ty)

-2 _H 3
() =g - e

og for t - » f&s, at 1(t) - % og derfor satter vi fiskens

maximale langde

Sdledes bliver fiskens l@&ngde til tiden t

—g(t—to)
1(8) = 1_(1 - e )

Indfgres igen fiskens vagtAfés, at
K
—g(t—to)

w(t) = w_(1 - e )3

Et kurveforlgb med H = 3 og K = 1 er som vist i nedenstaende
figur (figuren er fremkommet ved numerisk lgsning af diffe-

rentialligningen, se appendix 2) .
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y/m2Uya(278)-yA(5/8)

) JEMEES SRS BEEEL M NS Sam

A “— - " s N N L

Kommentar. ' Gentagne observationef har vist en omtrent kor-
rekt beskrivelse af de fleste dyrearters vagtandring kan
beskrives ved differentialligningen ' '

dw

gf = HWO(t) - Rw' (t) | H,K € R

hvor .o ~ % OéHB R %. Det kan anbefales at 1lgse ligningen
numerisk, hvorved man vil konstatére}‘at 1¢sningens‘kvalita4

tive forlgb er som set pé figuren ovenfor.

Eksempel 1.5. Dobbelt,radioaktivt'hénfald. Dette eksempei er
en fbrtsatteise af eksempél 1.3, hvorfet‘radioaktivt stof
nedbrydes til et stabilt stof. I mange tilfzlde dannes imid-
lertidvet nyt radioaktivt stof,‘som?igen-nedbrydes} Et ek-
sempel herp& er nedbrydningen bly-214 (*!*Pb) > Bismuth-214
(21Bi) > bly-210 (21°pb), hvor halveringstiderne er 27 mi-
nutter og 20 minutter (helt korrekt omdannes (2'*Bi) til
(?'*Po) Polonium-214, som ultrahurtigt (halveringstid << 1
sekund) omdannes til (%!'°pb)). Faktisk nedbrydes ogs&
(>1%pb) men med en halveringstid p& 22 &r, og det kan der-
for betragtes som stabilt - set i forhold til halverings-

tider p& ca. 25 minutter.
Betragtes nu to radioaktive stoffer, som f.ex. kan vare A
21%pp og 2!“Bi, og lader vi f£(t) og g(t) betegne mangden -

°"




_l3_

af hver af de to radioaktive stoffer til tiden t og' A og
1 betegne henfaldskonstanterne. Da bliwver som i eksempel —
1.3 '

(1) £'(t) = -Af(t)
- og da Af(t) _beskriver omdannelseshastigheden for f,beskri-
ver det tillige :den hastighed, hvormed g opstar. Samtidig

" nedbrydes g, hvilket sker proportionalt med mangden af stof-
fet dvs. -ug(t). Sdledes far man for stoffet g

(2) g'(t) = Af(t) - pg(t)

Startes med p gram af stof £, er der intet af stof g, da

bliver startbetingelserne
(3) f(O)_= p og g(0) =0

Af eksempel 1.3 fds saledes, at

F(t) = pe MY

Indsattes dette i (2) fas derfor

g'(t) + ug(t) = ape rE

der ud fra lgsningsformlen har den fuldstzndige lgsning

gt) = %@X e M 4 ceTHE

og med betingelsen g(0) = 0 bliver
. -t _ _-ut
g(t) = u_}\(e e )
Heraf ser vi tillige, at

£(t) + g(t) = agx<ue'*t - e M



og da mengden af étabilt stof h er

h(t)

p - (£(t) + g(t))

¢ At -ut
- _ Me - Ae :
h(t) p(l e = )
HQordan\bliver l¢sniﬁgen til differentiallig-

Ppvelse 1.6

@velse 1.7

Qvélse,l;8

gvelse 1.9

niﬁgen g'(t) =.Kf(t) -~ dg(t), hvis stofferne

f og g har samme halveringstid, dvs. hvis .

o= A

Hvor_lang tid efter, at nedbrydniﬁgéh er pa-

begyndt, vil ﬁangden af 21%Bj vare stgrst?

Hvorndr vil 95% af 21%pp vere omdannet til det

_stabile 2'%pp?

Skitsér (f.ex. ved at .lgse ligningef (1) og-

" (2) med étartbefingélsen (3) numerisk) hvor-

dan mangden af stofferne 21'f’Pb og 210g; vari-

_erer som funktion af tiden fra-nédbiydnings— -

processens start.

1.6 Eksempler p& ikke-lineare ligninger af fgrste orden.

I dette afsnit vil vi behandle to differentialligninger af

fgrste orden, som ikke er lineare, nemlig

og

£

E

af - bf? - (Bernoulli-ligning)

c + ag - bg? (Ricatti-ligning)

hvor a, b og ¢ er kontinuerte funktioner. Et anvendélsesdm—

réde,'hvor en ligning af den fgrste type fremkommer; bliver

K-}

" beskrevet i fglgende eksempel.




Eksempel 1.6 Bakterievakst. En bakteriekultur, som har

rigeligt med fg¢de vokser proportionalt med mengden af in=- . . .

divider dvs. f' = af altsd en eksponentiel vakst. Taget
over en langere periode kan dette imidlertid ikke fortsat-
te, da der jo ikke kan vare ubegranset mengde fgde, og
hvis man med mellemrum foretager en 1nd1v1dopta111ng af -
en sadan bakterlekultur, v1l man da ogsa observere en
stadigt langsommere tllvakst Vi vil forsgge at forklare;
dette forhold. Bakteriers evne til -at dele sig henger
sammen med mengden af fgde samt med hvor rent miljget er.
Begge forhold h@nger sammen med hvor tet bakterierne lig-
ger. Dette kan igen beskrives ved antallet af mulige
mgder mellem to bakterier - pd et givet tidspunkt, dvs.
Yf(f - 1). S3ledes vil tilvaksten i bakterier aftage
proportionalt med denne stgrrelse, dvs.

£ = of - Brg - eller
L S E_ - _B_ 2
£' = (a0 + 2)f 2f | eller
f' = af - bf?
Dette viser, at man i bakteriekulturen opnar £' = 0

(steady state) for af = bf? eller f = %, dvs. tallet %

beskriver det maksimale antal bakterier den pagzldende

bakteriekultur kan indeholde. Hvis man skal lgse en lig-
ning af denne type, ma man fgrst antage, at en lgsning

er # 0 (eller i det mindste betragte en lgsning i alle

delintervaller, hvor den er # 0). Antages nu at en l¢s-

ning

hvor ¢ € CI,

Sl
=]

eller w' = —ap + b
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Vi har saledes vist, at en funktzon f er en Z¢snzng tzl

f' = af - bf?, hvis og kun hvis @ = f-l er en lesning tzZ
.(p'.':.—a(p+b

Heraf kan Vi altsd bestemme. den fuldstandige lgsning til
Bernoulliligningen f' = af - bf?.

Skalfman herefter l¢sé ligningen
(*) - g' =c+ ag -bg’

kan man'ikke umiddelbart‘angive en l¢éningsmetode, hvilket
betyder, at man ma gatte en l¢sn1ng til ligningen.

Antages nu, ‘at ¢ er en lgsning til (*), samt at funktionen
g=9 + er en l¢sn1ng, v1l vi efterforske, hV1lke betin-
gelser funktlonen w ma’ opfylde.-Indsattes nu g i llgnlngen,
fés ’

o' + P' = c + ay +'éw ; bw% - ﬁw? éiwawg,
foguda © er én l¢sniﬁg; fas
v o= (a ¥'zbw)w —.l.ow‘2
hvor altsa Y skal opfylde en Bernoulilllgnlng éf den f¢r be—

handlede type.

Vi har sdledes vist, hvordan en Rlcattlllgnlng lg¢ses, hv1lket
illustreres af fglgende eksempel.

Eksempel 1.7 Skal man lgse. differentialligningen

- g'(t) = 1 - (2tgt)g(t) * g*(t).
gettes forst pd en af de trigonometriske funktioner, og ved
indsattelse ses, at‘w(t)’é cott er en lgsning. Den fuldstendige-

lgsning g(t) = @(t) + w(t) findes ved at bestemme Y af
| Y!(t) = (- 2tgt - 2cott)(t) - ¥*(t)

(5te)

dvs.

2(tgt + cott) + 1

¢(t)



Sdledes er

dvs

Ve

b (t)
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;gztfcotzt dt + ctg?t

- ttg?t - 1 + ctg?t

1

(c - t)tg"t - 1

Dermed er den fuldstandige lg¢sning

1.7

g(t) = cott +

1
(¢ - t)tg®t - 1

tialligning af fgrste orden.
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Strukturen af lgsningsmengden for en linear differen—,’

Betragter vi nu to funktioner f, og f» som‘begge er lgsnin-

at funktionen f;

Ligesd viser

at funktionen Af; for alle A € R igen er en lgsning til

fl

= af.

(Af,) "

+

'ger til differentialligningen f£' = af, ser vi af
(£, + £,)' = £} + £}
= af1 + af, -
= a(f; + £,)

f, tillige er lgsning til f°

AE]
)\afl
a(rf,)

= af.
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Dvs. lgsningsmengden L, {f € C1 I f1 - af } er et
underrum © det lineere rum af samtltge dszerentzable
funktionerlcl.

Da vi samtidig ved at lgsningsm@&ngden kan beskrives ved

£ e cl | £(t) = ce A(t) ; ¢ € Rp indser man, at funktionen -

_eA(t) er den eneste basisvektor i lgsningsm@ngden, dvs.

dim L,= 1
Skal vi herefter beskrive lgsningsmengden til en inhomogen,

linear differentialligning, dvs. -

L={réc | £-af=bf
mad vi erindre,- at L'fremkommer ved til enhver‘l¢sning til

den homogene ligning at addere en og samme l¢sn1ng til den . . .

1nhomogene ligning, £f. ex.
ge) = & frye™®ae

dvs. man far -

-
l

{g} * Lo

Nu kan man jo sd spgrge om disse egenskaber SPecielt galdér
for den her beskrevne type af ligninger. Vi vil derfor be-
. tragte Bernoulliligningen ' '

f' = af - bf?

Betragtes her £, og f. som begge gntpgeé~at vere lgsninger
til ligninger f&s, at

£} = af, - bf} og: - £} = af, - bf}

og ved addition
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(£1 +'£2)" = £} + £} ,
o = al(f, + f,) - b(f? + £3) -

eller .
(£1 + £2)' = a(fy + £2) - b(f1 + £2)? + 2bf, £,

dvs. funktionen £, + fésvil ikke igen vare l¢gsning til lig-

ningen, og derfor vil l¢gsningsma&ngden
L = {f € Cc'| £' = af - bfz}
ikke vere et underrum i C!. Tilsvarende kan vises for Ric-

catti-ligningen.

1.8 Differehtialoperatorer

—— s ————_————————— o - ——————— T —— ———— — - —— - " =\ w——. " f—— —————

Vi vil nu undersgge nogle af de iagttagne forskelle mellem
de her beskrevne differentialligninger lidt ngjere. Til det-
te formal- vil vi betragte afbildningen

D;: c! ~ P
defineret ved

VE € C! : Df = £

Denne afbildning kaldes en differentialoperator. Den har som

bekendt egenskaberne

Df + Dg ; f,g € C!

11

D(f‘+ g)

D(Af) ADEf fect, €R

S8ledes er differentialoperatoren D en linear afbildning.

Benavner vi endvidere den identiske afbildning af f pa £

med D° kan man se, at
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(D - aD°)f = Df - aD’f = £' - .af
dvs. de tidligere behandlede ligninger
f' - af =0 og f' -af =b
nu kan opskrives med operatorer, som

(D - aD°)f = 0 "og (D - aD’%)f =D

Da man let p& baggrund af lineariteten af D indser, at

-(D - aiD°) (£ + g) (D'—_ abo)f + (D - aD°)g

(D - aD?) (Af) - A(D - aD®)f

’

med £,9 € C! og X € R, benavnes de to differentiallignin-
ger som lineare. Omformuleres ligeledes Bernbulli+ og

RiCcétti-ligningerne tii’operatorskriveméde, nemlig

(D -.an + b(Dosﬁ)f‘= 0

C

(D - aD°® + b(D%)?)g

indser man dels,. at de har samme,differentialoperator'deié,

at den fazlles operator ikke er linear.

G&~ vi nu tilbage til différentialqperatoren Df = £° ’ L
samt antager at f € C® (m@&ngden af vilkarligt ofte diffe-

rentiable funktioner), vil
D : C® ~ C®.

'D'er som vist lineer, og dérfor er ogsd DoD ,.DoDoD[ O.S.V.
1inea;. Endvidere indses, at (DoD)f-= pf' = £'"', hyorfor
vi definerer, at Doﬁ = D2, Tilsvarende defineres for alle
n € N U{o}.

Dn‘= Dois:e-ee 0D . ' (ialt n operatorer).

. Med henblik pa senere anvendelse skal vi til slut se,

hvordan man sammensatter to.dperato:er'af formen D - ap?,
a € R, ' )
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Da det for enhver funktion f € C* galder at

(D - pD%)o(D - gD°)f = (D - pD?%) (£' - qgf)

= D(f' - gf) - p(£' - gf)

£'' - gf' - pf' + paf

(D2 - (p + q)D + pgD®)f

>

gelder altsd, at

(D - pD°)o(D - qD°) = D* - (p + q)D + pqD°
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Kapitel 2

‘Lineare difféfentialligningér af anden orden.

2.1 Elektriske kredslgb.

___________._____.____________._____~_____._______________-_____.__

' Man betragter et'elektrisk kredsl¢b‘bestéende af en modstahd;
en kapasitor og en 1nduktor forbundet i serie med en strgm-
kllde med konstant spandlng (se nedenstdende figur).

\' ‘ B lf. U . K I. l,

vi vil nu faStlagge} hvordan systemets strgmstyrke i varierer

-som funktion af tiden. Man ved fra fy31kken,bat spendlngen
di

til tlden t over modstanden er Rl, over 1nduktoren er L ac og'

t
over kapaSLtoren er '% J 1(t)dt Da far- man af Klrchoffs
' 0

spandingslov, at
£ - k
Joi(t)dt = E o, 1(0) =0

| ellef ved at differentiere pd“begge sider

azi i | i
L at? +tRaggteg=0

med start betingelserne i(0) = 0. 0g i'(0) = EO/L;

Da L % 0 kan vi dividere med L i ligningen og vi f&r da

2

fj@

1

R
+ T +

'n1m
|

i _ .
c =0 .

Ved at betragte et simpelt fysisk'system'kOmmer vi altsé
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ind i at skulle afggre om en differentialligning af formen

x'' + ax' + b = 0 a,beER
kan lgses. Betragtes som i sidste kapitel differentialopera-
toren . |

D:CT(I) ~ C(I) o .

defineret ved Df = £, fECw(I) , kan vi omskrive ligningeh
til
(D2 + aD + bD%)x = 0. a,bER .

Ser vi ngjere p& operatoren
L = D2 + aD + bD?

ser vi, at safremt x,yECm(I),AER
vil

L(x+y)

(D?+aD + bD?) (x+y)

D2 (x+y) + aD(x+y) + b(x+y)

D?x + D2y + abx + aDy + bx + by
= (D2+aD+bD%)x + (D?+aD+bD%)y

Lx + Ly

og

1

L (AX) (D? + aD + bD®) (Ax)
X (D2+aD+bD?%) x

= ATX

dvs vores operator ‘er line®r og af 2. orden, derfor kaldes
ligningen
(D2+aD+bD%)x = 0

en linear differentialligning af 2. orden med konstante
koefficienter (da a,b€R). Den kaldes som i kapitel 1 homogen,

ndr der stdr O-funktionen pad hgjre side i ligningen.
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2.2 L¢sning af‘den.homogene differentialligning med
- konstante koefficienter. '

-—— G — — — - ——— T - — T s G G G GV e D S — S — — VAP S o - O - S —— T G S G

Vi s& i kapitel 1, at man kunne’saﬁmensatte to lineare

operatorer af 1. orden sdledes . -
 (D-pD")o(D-gD®)' = D* - (p+q)D + pgD®
hvor p,qER.fu
gnsker man:nu.omvendt.at lavé en sddan opsplitning af vores
operator.. S o
~ D? + aD + bD°

~

‘skal vi alts§ bestemme p og g siledes at

ptq = -a  og pq = b B

men dette'betydef-prac;st, ét.p og q skal vere r¢dder i lig-
ningen ' o ' : ‘ o
A2 +al +b=0 .

Denne ligning kaldes'den karakteristiske ligning, og funktio-
11e-:' , . A ) '
"F(A) = A% +ax + Db
kaldes det karakterisktiske polyndmium for operatoren
D2 + aD + bD® ..
Denne funktion vil imidlertid altid héve to rgdder (eventu-

eit éammenfaldénde). R¢ddernes'gdseende‘afhanger af forteg-

net for stgrrelsen - ‘ : v .




idet ligningen for A > 0 har to reelle rg¢dder

ligningen for A = dgﬂér en dobbéltrdd
og ligningen for A < 0 har to komplekst konjugerede r¢dder.

(Vedrgrende komplekse tal og komplekse funktioner henvises
til appendix 1)

Vi er sdledes under alle omstandigheder i stand til at op-
splitte vores anden ordens operator i to f¢rste'ordens ope-
ratorer, og det at lgse differentialligningen

(D*+aD+bD%)x = 0
kan altsa overfgres i at l1l¢gse differentialligningen

(D-pD%) o (D-gqD%)x = 0 .

Indfgrer vi nu y = (D-gD%)x er vores problem at lgse to
koblede fgrste ordens differentialligninger

i
o

(D-pD°%)y
(D-gD%)x =

°g

|
<

hvor p,qg€cC.

Dette skulle imidlertid ikke vare vanskeligt, idet vi alle-
rede har gjort det i kapitel 1, afsnit 6 om "dobbeltradioak-
tivt henfald". ‘

Fgprst bestemmer vi y, der bliver

y(t) = aePt , dec

Inds@ttes dette i den anden ligning bliver lg¢sningen til

den inhomogene ligning

x(t) = ceqt + eqtjdept e—qt dt c€C
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qt , ,at _d_  (p-at

t '='Ce '* .
eller hvis vi kalder k = —S5—
' ' P-9g
Cx(t) = kePP 4 ce?t : k,céchl

Var p = g ville vi have fiet

x(t) = kte?t + cePt. o k5c€C..

~ Eksempel 2.1 Tager.vi udgangspunkt i denAligning}‘der blev

‘opstillet fgrst i dette kapitel, og specielt_betrégter'den
med R =0 og LC =.1 skal vi lgse ligningen '

ox + x = 0.
Den karakteristiske ligning bliver da A%+l =0 , der har
de komplekse rgdder .i og =-i. Dermed er lgsningen altsad
z(t) = ke’ + ce™*?
og her skal k,c€C valges sdledes, at,x'bliver'en.réel funk-
tion. Erindrer vi imidlertid fra appendix 1, at

éJ.“t=cos.t+isint.

kan l¢$ningen omskrives til
.k (cost+isint). + c(cost-isint)

(k+c)cost + i(k-c)sint
Acost + Bsint ' - A,BER

x(t)

_der bliver en reel funktion sifremt k og c er valgt komplékst
konjugerede med samme realdel, dvs Re(k) = Re(c) og
Im(k) =.-Im(c). Dermed er A = 2Re(k) og B = 2Im(k).

t
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Den i eksempel 2.1 viste omskrivning kan foretages generelt.
Er s3ledes p = a+if og g = o~iB , 0o,BER er -

‘x(t) = ke (otiBlt -, (a-tB)E

(a+iB) t

Nu-benyttes; at e = eat(coth + isinfit) dvs

keqt(cosst*isinstx + ceat(coth—isinBt)

x(t)

= %% ((k+c)cosBt + i(k-c)singt)
= Aeatcoth + BeatsihBt
hvor A,BER, netop ndr Re(k) = Re(c) og Im(k) = -Im(c).

Med disse band pd k og ¢ kan vi altsd altid opskrive en

reel lpsning til (D%+aD+bD°)z = 0 hvis a og b er reelle.

gvelse 2.1 ©Lgs differentialligningen

R 1
" + —_— ' —— =
X Lx ch 0

. . R _ 1
i det tilfzlde hvor T = 4 og c = 5.

2.3 Eksistens- og entydighedssatningen for linezre, homogene
differentialligninger af anden orden med konstante koeffici-

I kapitel 1 s& vi at der gennem hvert punkt (to;sg) gdr en
og kun en lg¢sning til differentialligningen (D - a(t)Dd)f = 0.
Vi vil nu sgge at bestemme en tilsvarende egenskab for dif-

ferentialligningen
(D*+aD+bD%)x = 0 a,bER .
Til dette formdl ser vi pd lgsningsformlen

x(t) = kept + ceqt

hvor k,c€R (eller k,c€C med de ovenfor na&vnte band).
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Hvis vi somi kapitell betragter et punkt (to,s,) og ind—

s@tter i lgsningen ser vi, at

s, = kePt? 4+ cePto
hvilket ikke fastlagger k og c entydigt. Betragter vi der-
imod étvpunkt (to,80,r¢) fastlagt ved sy, = x(tg) og-

ro = x'(ty) vil vi vise

'Gennem ethvert nlinieelement” (tg,80s,rq) gdr ‘en. og kun en

o Zwsnzng til dtfferentzallzgnﬁngen (D +aD+bD Jx = 0
. Beviset gennemfgres for tilfazldet p#g. Da er
képt° + cedto

So =

kpepto + cqeqt°

re
’Disse_té ligninger med to ubékendte‘(k,c) har determinanten
pto qto

e e

pto qty

pe Qe
da e(p+q)t°€R og p#q.“ﬁLigningssystemet har,derforvet
og Kun,et l¢sn1ngssat,(k,c)f Dvs. for ethvert (to,so,Fo)
' ‘findes et og kun et sat (k,c), og siledes en og kun en
funktion '

x(t) = keP*t +'ceqt

‘sbm g&r gennem (tg,s,) og har tangentheldpingen'ro i dette

punkt.

gvelse 2.2 Gennemf¢r der tllsvarende bevis, ndr p =g,
og altsd x(t) = (kt+c)e pt '
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Eksempel 2.2. Betragter vi den fundne lgsning til diffe-
rentialligningen x" + x = 0, nemlig x(t) = A cost + B sint,
og ¢gnsker vi at finde lg¢gsningen gennem linieelementet

(0,1,0), da finder vi, at

x(t) = cost.

Dette viser, at der fremkommer en udzmpet svingning. Dette

sker ig¢vrigt altid, da lgsningen kan omskrives til
x(t) = Asin(t+e)

@Pvelse 2.3 . Skitser den lgsning til differentialligningen

Xx'"' +4x' + 5x =0 (pvelse 2.1), som gar
gennem linieelementet {(0,0,1). Skitsex tillige -
lgsningens fasebillede (x'(t) afsat som funktion

af x(t) ).

2.4 Strukturen af lgsningsmengden for differentiallig-
ligningen (D2+aD+bD%)x = 0.

o — — —  ——— ——— — . ————— e ——— " S S ——— ———————— T _—— ——— VIS - ——— —————

Da vi i afsnit 2.1 betragtede operatoren L = D?+aD+bD’
viste vi, at den wvar linear, dvs

L (x+y) Lx + Ly

og © L(Ax) ALX

For lgsningsmengden U = {x€c”|Lx=0} betyder denne linea-
ritet, at U, som jo er nulrummet for den linew®re afbild-
ning L, bliver et underrum i vektorrummet c®. Vi vil nu

vise, at dimensionen af U er 2.

Da R? er et vektorrum af dimension 2 skal vi blot vise,
at vi kan konstruere en isomorfi mellem U og R2. Vi defi-
nerer F:U~R? ved at
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F(x) = (x(to) X' (to))-

. Her er F en linear_afbildning, idet

F (Ax+uy) (Ax(to)+uy(toX,AX'(to)+uyY(to))

M(x(to) ,x' (E0)) + (¥ (te),y' (£a))

wwr+ww)a

Hvis v1 derfor kan v1se, at F er bljekth, v1l F vare en
1somorf1. Her benytter vi sa eksistens- og entydlghedssat-*

- ningen. F er 1njekt1v,_da F(x) = F(y) =

(x(to) ,x' (to)) = (Y(to),y' (t0)) = X =y
hvilket fg¢lger af, at der gennem hvert llnleelement gar
hg¢jst en lgsning. F er surjektiv, da der gennem hvert li~
nielement g&r mindst en lgsning. Dvs. =

s o

dim U = dim R?*? = 2.

" Derved kan enhver losning til den lineere homogene anden
ordens dszerentzallzgnzng med . konstante koefftczenter
fremstzlles som Z¢nearkombznatzon af netop to Ztneert

uafhengzge Z¢snznger

Opsummering: Differéntialligningeri (D 2+c,zD+bD4°):Jc =0,

a,béR Z@ses:ved at betragte r¢dderne p og q i det karakte-
ristiske poZynomium F(A) = A%4a\+b. Da vil en basis for

Z@snzngsmmngden afhenge af':

1° A = a®-4b > 0. Da er redderne p og q reeZZe og en
basis {ept,eqt} o

2° ‘A = q®-4b = 0. Da er redderne p og q ens og reeZZe
og en basis {ep teP?)
© A= q?-db < 0. Da er redderne komplekst kongugerede,

'dvs. p = a+£8 og q = a-iB med q,BER, og en basis

{eatcossf,qatsinst}_eZZeﬁ {e(a+i82t,e(a;i8)t}$



Bemerk at en zkke normeret ligning

(aD2+bD+cD%)x = 0
lgses ved at omskrive ligningen til

b

(D2+ =D+ §D°)x‘= 0

som s& lgses som foran beskrevet.

2.5 Lgsning af den inhomogene differentialligning med

konstante koefficienter.

I lighed med kapitel 1 kaldes en anden ordens differential-
ligning
(D%2+aD+bD%)x = g gec?

inhomogen, ndr funktionen g pd hgjre side i ligningen ikke

er O-funktionen. Ligninger af denne type forekommer f.eks.

i elektriske kredslgb (jfr. afsnit 2.l) med vekselspanding

E.= Ejcoswt. I dette tilfalde giver Kirchhoff's spandingslov
di

& _
. 1. _
L 3t + Ri + Ejol(t)dt = Eocoswt

.Eller ved at differentiere pd begge sider

d%i di i _ _ .
I_rd?- + Rdt + ‘c" = Eowsmwt

med 1i(0) = 0 og 1i'(0)

EO/L .

Betragter vi nu to funktioner x og y som begge er lgsninger
til differentialligningen (D*+aD+bD%)x = g £f&s af

x" +ax' +bx =g '
og y" +ay' tby =g

at. (x~y)¥ + a(x-y)' + b(x-y) =0 ,




dvs. differensen mellem tofl¢sninger til den inhomogene
ligning vil vare en lgsning til dén homogene ligning.

" Altsd kan vi sé'slutte, at den fuldstendige lesning til
den lineere, inhomogene anden ordens differentialligning
kan bestemmes som sum af en tilfeldig (partikuler) lesning
til denne ligning og den fuldstendige lesning til den til-

svarende homogene ligning.

w

pgvelse 2.4, Hvis x. er .en partikular l¢snidgAtil'diffexentiallig—.'A.

1
ningen
2 0
' (D"+aD+bD ") x = £;(t)
og x, er til | T
: (D2+aD+bDO)x‘= f2(t) ’

vis da, at x = X tx, er en partikular lg¢sning til
differentialligningen

g (D2+aD+bD0)X'= fl(t) + fz(ﬁ)

HvordanAen.tilfeldig lgsning til den inhomogene ligning

fremkommer, kan. ligesom for den fgrste ordens lineare lig-
ning eksplicit fastlagges. i mange tilfaelde vil den dog .=
ofte vare hurtigere at gatte. |

Nar vi skal l¢se iigningen (D?+aD+bD%)x = g betyder det;
‘at vi skal finde ‘en funktion som opfylder de to koblede
1l.ordens differentialiigninger '

(D-pD°)y = g
og - . (D-gD%)x =y .
Her vil en lgsning til den gverste vare

tt
y(t) = eptj e P2y (s)ds

og ‘en lgsning til den nederste er da

' ' | t .
x(t) = e?tje_qtept(Jue PS4(s)ds)dt

x(t)

. . £t - .
.eqﬁje(p-q)t(J e PSg(s)ds)at ; p*q. .
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og ved partiel integrétion fas videre; at

- (p-q)t (t : : t, (p-d)s
gt e J -ps: : qtje . —pPs—+ -

t) = ———— - ——
x(t) e g e g(s)ds e g e g(s)ds

pt ¢t _ qt ¢t _
= £ J e psg(s)ds-- £ __ J e ng(s)ds
, p-q .
-

 @velse 2.5 Vis, at en inhomogen lgsning i dét tilfzlde, hvor p=q,

er af formen £

tt—s jt -ps
x(t) = tef J e P g(s)ds - &P J se P g(s)ds

N

Eksempel 2.3 Skal man lgse différentialligningen

x" - 4x' + 4x = e2t

lgses fprst den homogene ligning. Da A2%-4)X+4 = 0 har
dobbeltroden A=2, bliver den fuldstandige lgsning til den

homogene ligning

X (t) = (Clt+C2)92t-

v

En inhomogen l¢sning findes af

x(t) ds - ds

ZtJt -2s 2s ZtIt -25 2s
te e e, e se e

- 12628 - 12,2t | 12,2t

[

Da bliver den fuldstendige l¢sning

2
t +c1t +c2)e

c(t) = ( 2t

Dof ks

@velse 2.6 Lgs differentialligningerne

‘s 2 at
x'' —a'x=e

x'' - 2ax' + a2x =eat

for alle a€R




_3'4._

‘gvelse 2.7 1Le¢s differentialligningen
X" + ax = acos(at)

med x(0)=a og x'(05=l for alle a€R

2.6 Den homogene, linezre differentiailigning af anden

"orden med kontinuerte koefficienter.

I.det f¢lgénde forudsattes.koefficientérne i‘ligning.

(D? + aD. '+ bD%)x = 0~
at vare kontinuerte funktioner défineret pd et interval
I €S R, dvs. a,bec’(1). - .

k4

Vi vil igen forsgge at bestemme den fuldst&ndige lgsning

til lighingen ved at omskrive operatorgr sdledes at
D5+ab+bné ; (D—pDo)o(D—qDo)‘ hvor p,q€c°(Jf,J§I |
Veé udregning ses nu, at
(Dpr°)o(D-qD°) - p2- (p+q)D + (pg-Dq)D°.
v-.skal man altsa lave;denne'omskriVnihg ma
ptq = -a og pq-Dg = b

-eller Dg = —b;aq-qz
. p = -a-q

Denne.ligning i g er en Ricatti-ligning, som kun kan lpses

fuldstendigt, n&r man har gattet en lgsning. Man kan siledes
" ikke fa taget hul pa problemet med at bestemme den fuldstan-

dige 1¢sning uden forst atlgatte en lgsning til ligningen

eller til en Ricatti ligning.
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Vi er siledes heller ikke i stand til umiddelbart at afggre
om lgsningsm@&ngdens struktur er som beskrevet for den til-
fffévarende differentialligning med konstante koeffICiénﬁer.
Vi b;iver pa dette punkt ngdt til at antage,‘at eksistens-
og entydighedssatningen ogsé& galder her, dvs at der gennem
wvert linieelement (to,so,ro) gdr en og kun en lpsning til
differentialligningen

(D% + aD + bD®) = 0 o, a,b€C?.

Det vil senere blive vist, at eksistens og entydighedssat-
ningen galder for alle "passende" pane differentiallinginger.

Vi kan nu vise, at l¢sningsma&ngden
U = {x€C*®| (D?+aD+bD%)x = 0}

. er isomorf med R? og at dimU=2, idet beviset i afsnit 2.4
kan kopieres.vVi har derfor, at enhver lgsning til den lineere
- homogene anden ordens differentialligning kan fremstilles
som Llinearkombination af netop to lineert uafhengige lesninger.
vi kan tillige ved at gentage rasonnementet i afsnit 2.5
fastlagge samtlige lesninger til den lineere, inhomogene

anden ordens differentialligning
(D* + aD + bD%)x = g ,

idet disse igen f&s ved til en tilfeldig (partikuler) lpsning
til den inhomogene ligning at addere samtlige lgsninger til

den tilsvarende homogene ligning.

2.7 Samtlige lgsninger til den linesre differentialligning
af anden orden.

= - - e A o .} GG ———— A S T WY T A e S G e e M e e NS SR SES W SR M Ml SWS WY U S MMS S S D M TEE Gve e e e

Er nu funktionen @€C? en gazttet lgsning til differentiallig-
ningen ’
(D2 + aD + bD’)x = 0
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vil vi som i kapitel 1 benytte de arbitrere konstanters
variationsmetode til at fastl®gge endnu en lgsning. Hvis
ligningen er af formen -
(aD? +.bD + cD%)x = 0

skal ligningen f@grst normeres, og ligningen kéh da l¢ses 
i alle delintérvaller, hvor a(t)#0. Vi anﬁager,'_at funk-
" tionen Y9 ogsd er en lgsning til differentiallingingen, og

‘at yYeC?2.

Af ' (D2+aD+bD" ) (pp) = 0 . f&s, at

'
i

§D2¢+2D¢Dw+wD2w+awa+ame+bww = 0

og da ' ‘ ' | o
¥ (D? o+aD@+be) = 0

bliver en betingelse for, ét w¢ er 1¢§ning,:ét
mD2w+(ém+2Dw)Dw‘=.b

- og i‘alle’delihterval;er,ihvor 90
(D+(a+2D(Z?m))D°)Dw =A6.

Deﬁte‘giver f¢i§énde‘betingelse pélfunktionen v

W(t)lz J;’;z-%—tT T4t gy

hvor A er en stamfunktion til a. Den fuldstendige lgsning

til den homogene ligning bliver s&ledes
x(t) = c,0(t) + cu(tle(t) , C15CLER

idet ¢ og Yy klart er lineart uafhengige..

\

Eksempel 2.4 Skal man lgse differentialligningen

(D? +2tgtb - D’ )x = 0O
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gettes pad en af de trigonometriske funktioner, og man ser,

at sin er en lgsning. Derefter fastlagges Y ved

T it "
_ SET%TE .,e21nlcost|dt
= fcotztdt )
-t - cone
Da er y(t)o(t) = (- t - cott)sint = - tsint - cost

og dermed bliver den fuldstendige lgsning
x(t) = clsint + cg(tsint + cost)

Vi indfgrer nu Wronskideterminanten W(p1,92), hvor ©,,02 € c?,

Veq
(OF] P2
W(q)ll(pZ) =
Dy D2
af
D@z - 91D, - VD,

01 v,

1l
GT?W(WI,@Z)

ser vi, at ¢; og ¥, er linesrt uafhangige hvis og kun hvis
W(p,,92) ¥ 0 (0-funktionen), idet D(92/91) = 0 hvis og kun

hvis @, = k¥;.

Da Wronskideterminanten er en differentiabel funktion kan den

differentieres, og man far

DW (91 ,92) = D0, D92 - ©2D0,)



®1D2®2_+ D@ ,DY, - DY2DY; - ©2D%9,

(O3 C 92

D2®1-D2®2

"@velse 2.8 .Idet W er defineret som ovenfor, og @) og @2 er
' lineart uafhangige 1¢sningerAtil (b2 + aD + bD%)x = O,
 .vis @a,.at - ‘ o

(D + ab)w =0

" og lgs derpa ligniﬁgen...

gvelse 2.9 Undersgg, hvilke basisskift for 1¢sning$méngden U,

dér.lader W invariant.

Gar vilhéreftei over til at’l¢sé aen'inhomogene'ligning
(D2 + aD + pr)k = g (Bemark at ligningen er normeret!),
‘har vi jo set, at'man biot beh¢vef at bestemme en lgsning
til denne ligning. Vi benytter igen de arbitrzre konstan-

ters variationsmetode, idet vi antager, at fuqktionen‘

h = {1901 + Y292
er'l¢sning til den inthogehe ligning, og at ¢; 0og w2 er
lineert uafhangigé lgsninger til den Homogene ligning, mens
Py og Y2 er vilkadrlige C!'-funktioner.
Vi antager;tillige, at '

(*)  wle: + Yhen =0

' hvilket i détté'f¢lgende ikké vil forhindre en bestemmelse

af funktionerne y; og y2. Man far nu

. h'!

P10l + Va0l

hll

V10l + vlol + piod + 0%,

og da h var ahtaget at vere en lgsning til (D> + aD + bD%)x = g




f8s ved indsattelse, at

Vae! + Yol + vied + ya0f
+ Aa\pl(pl + a‘bztpi + by + bl[)z(pz =g . -

eller, at

U1 (@F + apl + bo1) + V(o + apd + bos)
T+ lel + yled = ‘ |

Men da ¢, og 92 var lgsninger til den tilsvarende homogene
ligning, er de to fgrste led 0, og altsa er

(A) vlol + yled =g .

Sammenholdes nu (¥) og (A) f3s de to sammenhgrende lignin-
ger ,

1]
o

o1 + oyl
eyl + @iyl

It
le]

med to ubekendte (Y{ og ¥!). Da nu @, og @z er lineart uaf-
ha&ngige, vil ligningssystemets determinant

W(p1,92) # 0

hvormed lgsningen (y¢{,V¥3) bliver

! - - P2g = ©19
Vi W(p1,02) °F ?é W(p1,02)

Bestemmes derpd en stamfunktion til hver af disse f&s ved
indszttelse i udtrykket for h, at en lgsning til den inhomo-
gene ligning bestemmes af

' - @1 (t)g(t)dt _ J @2 (£)g(t)dt
b (t) QZ(t)JW((m(t).iDz(t)) ®1 () )75, (8) , 02 (€
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¢Velée 2.1lo vis, at de to l¢sning§form1ef i afsnit 2.5 til den -
' inhomogene ligning mea konstante koefficienter er
specialtilfélde af den netop opsfillede l¢snings-

mel.

Eksempel 2.5 Skal man lgse differentialligningen.

‘(tDZ + 2D - tD°)x = 1, m& man fgrst omskrlve den sa den f&r

. . . . t
" en lgsning til "den homogene ligning, og en anden lgsning

formen (D2 + aD +bD )x = gs d.v.s. (D2 + %D - Dp°? )x = %,
”hvor,t * 0. Man ser. fe¢rst, at funktibnen V1% tag— v1l vare

bliver da , S

Da bliver den fuldstandige lg¢sning til den homogene ligning

. oLt ot
wo (t) Toe t o5
Da -
et e*
. ; AA t t
TW(o1,02) = _
tet - et -te t e t
t° , t°
= T2
3

bliver en l¢sning til den inhomégene ligning

| | -t 2y ..t - -t
: e (-t le” - _t\Y1le -
e 0 == J( 2 ) £t .dt I( 2 > t £ 9t
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Dermed bliver den fuldstandige l¢gsning

En differentialligning af formen
(t2D? + atD + bD%)x = 0

med a,b € R kaldes en Euler ligning, og den kan lgses som be-

skrevet i sidste afsnit ved at gatte en lgsning. Den kan imid-

lertid ogsd lgses direkte. Foretages saledes transformationen

t~s = 1Int , t > 0

(t~s = 1ln(-t) for t < 0) ser man, at t e” og Ds = % = e .

Herefter bliver

-8

Dtx Dsg'Ds = e sz
og
DZx = D, (D, x) ’
t £t
= Dt(e sz)

S

—s . —
Ds(e sz) e .

(- °n x + e—SD;x)'e-
e_2S(D x - D x)
s 8

Inds®ttes dette i den oprindelige ligning samtidig med t = es,
fas
ezs-e-zs(sz -Dx) +ae®e ®px +bx =0
S s s
eller

(02 + (a - 1)D + BD°%)x = 0
S S 8
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Denne ligning har imidlertid konstante koefficienter, og den
l¢ses derfor ved fgrst at bestemme rgdderne i det karakterl-‘

" stiske polynomlum
PO 2%+ (a -~ 1A+ b .

Kaldes disse rg¢dder p og q f&s, at for p,q € R og

p¥q . B |
. X(S) = -cleps + Czeqs . L . eller L
' — p q
x(t% = clt + th
P =q .
x(s) = (cys + cz)eps g . eller'
x(t) = (cllﬁt +.c2)t
p.=

a + 28, g = a - ZB:

x(s) =_ea$(clcosBs + c,sings) - . ellex

Cw(t) = t%e 008 (1nt?) + o ein(int®))

Sammenfhttende kan vi nu stge, at saf?emt vi havde startet
med, at gette pa, at funktzonen ¢ : t~tf var lgsning til
, dszérenttallzgnzngen ' o
(t2D2 + atD + bD" )x =
for et eller andet p, havde vi ved at zndbette © i lignin-
gen faet at p skulle opfylde den karakterzstzske Zzgnzng
- pr+ (@a-)p+Db=0
Herved bestemmer‘vz umiddelbart. den fuldstendige lgsning

ttl Euler ligningen, sddan som den er udregnet ovenfor.

Eksempel 2.6 Skal man lgse ligningen (t2D? + 3tD + D%)x = 0
for t > 0, vil ¢ : t~tP vare 1¢sning safremt p opfylder lig-
ningen p? + (3 - 1)p + 1'= 0 eller hvis (p + 1)2 = 0. Da bli~ °
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ver den fuldstandige lgsning

* 3 1 V B !
B _ x(t) = ;Cclln$,+ c?) — — - . —

2.9 Lgsning af to koblede differentialligninger af fgrste

—— i —— — S . S G S e TR S e S M G M MR e S S Bed e RSB Tt G WP M T Seie S S e e S . W S . S — T — i ————

I det f¢lgende‘kapitel vil blive beskrevet en metode til lgs-
ning af n koblede linezre differentialligninger af fgrste or-
den med konstante koefficienter, og derfor vil lgsning af de

to sammenhgrende ligninger

Dx
Dy

ax + by
CxX + dy a,b,c,d € R

blot vare et specialtilfzlde af denne metode. Man kan imidlertid
ikke angive en generel lgsningsmetode, hvis ligningerne har kon-
tinuerte (eller differentiable) funktioner som koefficienter,

og vi vil derfor i dette specialtilfalde sg¢pge at angive en l@gs-

ningsmetode.

Vi antager alts& nu, at a,b € ¢' og c,d € C’. Da vil i alle del~-
intervaller, hvor b % 0, det oprindelige ligningssystem vere i-
dentisk med systemet

y = =(D - aD") =

ol

og
(D - dD%)y = cx

eller identisk med

(D - dD°){%(D - aD°)] X

]
9]
b

og
(D - aD%)x .

v
il
ol
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-Ved simple differentiationer f&s, at den fuldstandige 1¢Sning
til ligningssystemet fastlagges af
[0° - (a + d + gé)n + (ad - be - bD(%))Do]x =0

»
y = 200 - at’)s

satter vi - A A
~ _(a b
2-(2 %)
‘kan ligningssystemet skri#es som

o (%) -, (3
o (3)-20)

Er nu den fuldstandige lg¢sning til den aﬁdenAOrdensvligning

bestemt til - x = c ¥, + C202, vil'l¢sningén til>ligningssystemet

_vere o ‘
(X> o ( (73] : (02. BN
. =0 1 >+ Cz( . )
Y/ T\ el - a0y (0} = av2)
eller = = . '
() Gy "o )@
| 1 - 1, ., .
y' Cplel = av)  fel - ave) c2
‘sattes
. V1 | A P2
T (—(w'--'aﬁ ) ples - a ))
b ¥l P2l B P2 P2
sés, at

det M = %W(erWZ) F0
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dvs. at sgjlerne i M vil vare lineert uafhengige, altsd
vil : '

OB C)

have dim V = 2.

Bemark, at s&fremt;a,b € R, vil-lpsningen til lignings-
systemet kunne bestemmes af':

(D* - tr(A)D + det(A)D°)x = 0
og :
: 3 .
y = E(D - aD%)x

hvor tr(A) = a + d og det(A) = ad - be

Eksempel 2.7 Skal mén lgse ligningssystemet

=4y -
Dx = X 2y

_ 2 1
Dy——?zx-—-Ey

skal man altsa forst lgse den anden ordens ligning

(D% - %D + %7D°)x

]
o

eller

(t2D?2 - 3tD + 4D")x

i
(=]

der er en Euler ligning. Det karakteristiske polynomium er
s&ledes

F()\) A2 - 4 + 4 eller

F(X) (A = 2)?

og dermed er

x(t) (ci1lnt + cy)t?
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Da nu
—2"__:!'_
Yy = tX@ 2Dx

féds, at

y(t)

(c11lnt + ¢, -,%l)t

Da bliver den fuldstandige lgsning

| (ﬂt—), _ e ey
. y(t))—. cl(tlnt - %) * 02<t )




Kapitel 3
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Systemer med n lineare differentialligninger af fgrste

orden samt lineare differentiallignihger'af n-te orden.

3.1 Et eksempel. .

Vil man forsg¢ge at beskrive udviklingen i befolkningssam~
mens@gningen, kan der f.ex. foretages en opdeling i alders-

messigt mere ensartede grupper sasom

x1: antal personer i alder 0 - 14 ar
X, : antal personer i alder 15 - 29 &r
x3: antal personer i alder 30 - 44 Ar
X,: antal personer i alder 45 - 59 ar
Xs5: antal personer i alder 60 - 74 ar
Xg: antal personer i alder over 75 ar.

Da kan tilvzksten inden for hver af grupperne beskrives ved

) Xy = ArXs+A3X3-B 11Xy X, = B1X;1-BgXo
' . '
X3 = ByXp-(B3+D3) X3 Xy = B3X3—(By+Dy) Xy
1) . ¥
X5 = ByXy=(Bs+Ds) X5 Xg = BsXs-DeXs

hvor A, og Aj; beskriver fgdselsraten fra gruppe 2 og 3,

B

3
beskriver fragangsraten fra gruppe j og Dj beskriver dgdsraten

i gruppe j. Denne forsimplede model forudsatter tillige, at
antallet af personer i hver gruppe fordeler sig javnt. Lignings-

systemet kan opskrives pa vektorform
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X1 Az Aj o o o
Xs -B, o o o 0
X3 B -B3-Djy O O o]
D . Xy = (o] B =By4=Dy o] (0]
X5 o} o} By -Bs-Ds o
Xe o o o Bs =De¢

"og vi vil i det fglgende forsgge at beskrive l¢$nithmangden og

lgsningsmetoder for differentialligningssystemer af denne type.

3.2 Sammenhangen mellem n lineare ligninger af’f¢£5te ofden

og en linezr ligning af n-te orden.

Vi skal her arbéjdé dels med'ligningssystemer af formen

Dxi = ai1 (t)xi*arz (£)xz+....%a; (£)x +q1(t)

Dx, = az1(t)x1+a22(t)k2+....+a2n(t)xn+Qz(tf

Neoseoor

| Dxn anlgt)x1+an2(t)X2+....+ann§t)xn+qn(t), -
hvor qi,aijECo og xiEC1 for i,3j€{1,2,...,n} dels med diffe-
rentialligninger af formen ‘ - '
(D"+b__ . (£)D" T4, L. +by (£) D+b_(£)D°) £=g

hvor g,biéc° og fec" for i€{0,1,...,n-1}. Omskrives'ligniﬁgs?
systemet til matrix-form

/x1' ‘all(t)élz(t)""aln(t) X1 g (t)
X2 az1(t)azz(t)-~--a2n(t) X2 q. (t)
. ® B ° ‘. ° . . »
D | ¢ : : : S Lt
e » ° . . .
5 (13 g. ) . . - .
X, anl(t)anz(t)....ann(t} X qﬁ(t)

kan ‘det opskrives pd en kompakt form

—~—
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Dx = A(t)x + g (t)

hvor x og g skal opfattes som sgjlevektorer.

Valges épecielt matricen B og vektoren g som

Bty = |0 0 Loeeeeens0 ) g = | O
N » v . )
- v \ : ;
Feo 0 mate) sbater.m () g (t)]
kan systemet
Dx = B(t)x + g (t)
omskrives til
DX1 = XZ,DXZ = Xa:--o'DXn_l = Xn
Dxn = —bo(t)x1~b1(t)xz—...—bn_l(t)xn+g(t)
der kan trakkes sammen til
DnX1 = "'bo (t)x1-b1 (t)Dx1-.. .—bn_l(t)Dn_lx1+g (t)

eller

(0"+b__, (£)D"7?

+...%by (£)D+b_(£)D°)x3 = g(t)

Dette viser, at den lineare differentialligning af n-te orden
kan betragtes som et specialtilfazlde af et system med n lineare
fgrste ordens differentialligninger.

Det er derfor tilstrzkkeligt at undersg¢gge et sadant system af
n lineare differentialligninger af fgrste orden.

i
t

3.3 n sammenhgrende lineare ligninger af fgrste orden.

Indledningsvis betragtes et homogent system (d.v.s. Vi:qi(t)=o).
Er blot et qi(t)to kaldes systemet Znhomogent.




Til dette forméi forudsatter &i, at eksistens- og entydig-
hedssatnlngen for systemer af dlfferentlalllgnlnger er op-
fyldt, hvilket betyder, at der til ethvert punkt (t,sz,)€ R
fzndes en og kun en funktzon Q@ €c s som- opfylder Dw”A(t)w,, og

1

som har w(t )= =z s . U :

’Benévher vi {w ECllDw—A(t)w}, og deflnerer vi afblld—
ningen F:U~R ved F(gp) = g(to), er der herved 51kret,,at F er
Ao+ny) (£ )
Aw(to?+uy(to)

AE (@) +UF (9)

en linear afbildning, idet F(A@+uy).

Da det tllllge let ses, at F er bljekth, som folge af ek51stens-
 _og entydlghedssatnlngen, er F altsa en isomorfi, og derfor er.
dimU=dimR"=n. Heraf slutter vi, at den fuldstendige. losning.
til et system med n Zzne@re dszerentzallzgn%nger af forste or-.
den er af formen c1Q1+....*C 2 C €8, ndr (9. ) s 1€{1,..,n}

er et sat af n Zzne@rt uafh@ngzge Z¢sntnger tzl systemet

’

Benavnes disse lgsninger

(@11 : ‘ : wnl\

Q1 =] QP12 e @ '_ =. wn2

\wln L . ‘_§%n

bliver betingelsen for, at (91,...,9n) er lineart uafhengige,
at . . Lo L

(‘Dll.......:....wnl

g(t) =‘D12'""¢"""‘D
| . ) °n2

wlni,....,....wnn

“har det ®#0, og den fuldstendlge l¢sn1ng til det homogene sy—

stem kan séledes skrives

x = 0c¢



hvor E = (Cl,CzA,,...,Cn.).

Settes W(t) = det ®(t), kalder vi W en Wronskideterminant,
og man kan bevise, at N

© DW(t) = (tr A(t))W(t) - :

hvor trﬁ(t)jz all(t)+a;z(t)+..;.+ann(t)

Beviset gennemfgres for n=3, men kan i.princippet gennemfgres
for vilkarligt n. '

Da © DW(t) = Dlw11022033 + 013021032 + V31012023

913022031 = 11923032 = V12021033

kan de ialt 18 led, der fremkommer ved differentiationen, grup-
peres, sa man far, at

] 1
Pi11 Y21 Y31 Y11 Y21 Y3 P11 P21 V31

. L
DW(t) =l@12 W22 @V32] + |012 Vz2 Q32+ [012 V22 V32

Y13 P23 P33 P13 P23 P33 P13 P23 Y33

Vi erindrer, at s¢jlerne i ®(t) var en lgsning til ligningen
Do=A(t)@, og anvender vi dette pd hver af de tre determinan-
ter ovenfor, far vi f.ex. for den midterste:

P11 P21 P31
azi1@i1taz2012+ta23013  azi1W21taza2Pz2taz3Pas  az@WsitazaPsataz;Pss

P13 P23 : P33

der ved udregning giver a;,W(t), og tilsammen f&r vi, at

DW(t)=(a11(t)+azz(f)+a33(t))W(t)
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Seztningen giver herefter,_at':
W) = Wit ) éxp(jz tr(A(t))dt)
Re

Gar man nu over til at betfagte lgsningen til det inhomogene .
‘ligningssystem ' ' |

Dx = A(t)x + g (t)
skal vi bevise, at den fuldstendige losning er
‘ o et =1,
z(t) = ©(t)e + @(t)j ® “(t)g (t)dt.
=" = = - €= .
Ved beviset benytteS'de "arbitrarer kohstanters wvariations-

metode". Da @(t) er regular:(da W(t)+0), kan enhver funktion:

¢ {t) entydigt sKkrives pd formen Q (t) = o(t)y (t), nemlig

ved at satte P (t) =v9—l(t)2 (t) .

. Antages ¢ (t) nu at vare lgsning til det inhompgené‘system,
f&r man ) ‘ | '

@ (£) DY (£) + (DR(£))Y (8) = A(B)(D)Y (&) + g(b)

Men da hver s¢jle'i g(t) er lgsning til det homogene system,'
gslder, at . '

Do) = A(E)D(E)
Derfor reduceres.bétingelsen pé ] ovenfor til:
by (£) = @ 1 (t)g (£)
.09 samtlige'l¢sﬁ?nger til 1igningen éf dg
oy (f) = e+ Jt 9_;(t)g (t)dt | - |
. S St _ .

' idet sgjlevektorer integreres elementvis.
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Heraf fglger tillige, at den fuldstendige losning til det
inhomogene system f&s ved til en partikuler lesning til sy-
stemet at addere den fuldstendige legsning til det homogene sy-

stem.

Vi overfgrer det nu viste pa den linezre differentiallig-
ning af n-te orden '

n-1

(D"+b__ (€)D" "+....+b1 (£) D+b_ (t) D°) £=q.

Da ligningen-éom tidligere vist blot er et speciaitilf&lde af
et system med n linezre differentialligninger af fgrste orden,
vil en lgsning ¢ (t) til ligningen af n-te orden modsvare en lgs-

ning til systemetiaf n ligninger af formen

@ (t)

Q) = [ o' (t)

2O

w(n_l)(t)

idet jo Dx;1=Xx2,Dx2=X3,....,Dx =X, 09 vi kan slutte, at

n-1
losningsrummet for en homogen, lineer differentialligning af

n-te orden er af dimension n.

For et vilkdrligt st af n lineart uafhangige lgsninger

wl(t),...,wn(t) til den homogene ligning af n-te orden vil ma-
tricen



©1 (t) ©2 (£) unnnn Lo (8)
@i’ (t) @2 (B)e e (E)
o) = | - IR ‘.
1(n4l)(£) W2(n-l)(t3

~ (n-1).
REREL M (t)l .

have det ®+0. Og s®tter vi igen W(t) = det o(t), vil i
dette tilfalde W(t) opfylde differentialligningen
DW(E) = b, (E)W(E). -
G&r vi nemlig tilbage til side , ser vi, at
tr{@(t) = -b__; (8),

og derfor bliver

v _ ‘. «‘ . t.- o N
Wit) = W(to) exp(Jto bn_l(t)dt)

(Bemark, at dette for n=2 alleredé er vist i gvelse 2.8).

Nir vi skal lgse den inhomogene ligning af n-te orden, kre-

ver det lidt forberedelse. For det fgrste skal vi erindre, at

Wll le-.;.........w

In
1 _- l I. ’ . FAEN
(t) = W(t) W21 Woaoeeaenvaseo W2n
\Wnl an ...... case Wh

hvor W, 5 er den underdeterminaht der fremkommer af W ved

at slette den j-te razkke og den i- te s¢31e i © samt multi-
.pliceret med faktoren (- l)l+3. For det andet bestdr g (t)

" i dette tilfzlde af lutter o er undtagen pa s1dste (n-te)
"plads, hvor der star g(t)
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0ced 8

o}
jo]
—

altsd kun de underdeterminanter, hvor sidste rakke i @
slettes, har interesse. Benavner vi nu netop den underde-
terminant, hvor i-te sgjle og sidste rakke i @ slettes, med
Wi(t) er
— {_qyi+n
W= (1) ()
og den fuldstendige lpsning til den inhomogene lineere diffe-

rentialligning af n—-te orden er da

t W, (t)
—

¢ W(t)
o

i+n

n
@ (t) = ci01 (E)+..¥c o (£) + ] (-1)F wi(t)f, g (t)at

i=1

Heraf fglger tillige, at den fuldstendige lesning til den inho-
mogene ligning fds ved til en partikuler lgsning til den inhomo-

gene at addere samtlige lgsninger til den homogene ligning.

3.5 n sammenhgrende linezre ligninger af fgrste orden med

konstante koefficienter.

- —————— 1 ——— - — S — G T —— - —— TR SES MM M W T v M S TEN MAS S S L e S S GNN GE M YR GES GD GED G EE M e e

Vi skal nu betragte det tilfelde, hvor alle koefficienterne
er reelle tal, hvorefter det homogene ligningssystem er af
formen

Dx = Ax
hvilket dog ikke umiddelbart bliver lettere at lgse! Fore-

tager vi imidlertid et bijektivt parameterskift (en linear bi-
jektiv afbildning)

[
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=5¥

1%

vil Dx = § Dy og hele systemet biiver'derfpr gndret til

Dy=8"ASy.
Sp¢rgsmélet er nu, om vi med passende valq af S kan brlnge
det nye system pa& en. l¢sbar form.
Hv1s S A S kunne bringes til at. bllve en dlagonalmatrlx,_
.var vores sorger slukket. Dette lader sig. imidlertid ikke
altid ggre.

‘Til dette form&l vil vi finde de tal AEC som opfylder
det (A-AE) =0

hvor'g”er,enhedsmatricen, d.v.s. finde de'til A svarende

egenvafdier. Er de ialt n A-verdier vi flnder 1ndbyrdes for-

\

skellige, kan S valges siledes at

)\1 (o] ....O‘.
-1 3 ' N :
S 'As=1|o %2.1..? Ai*kj;
6 O ....A

idet sgjlerne i S netop vil vere egenvektorerne svarende til

de respektive egenvafdier, taget i samme rzkkefplge som

‘A-erne. .
. Ait
Dermed ‘er Dy, = MY, i€{1,...,n}  og altsd yy= c;e
Hvorefter ‘ : ' ‘
At
ci1e -
Azt
x =8| ce




”Genf%ge§*imialer£id‘aén’§ammé'X-Vérdiéfléie gange (altsd
er multipliciteten af visse A-er stgrre end l), kan der
opsta forskellige situationer.

3.5.1 A symmetrisk

Da ved man fra lineer algebra, at. A altld kan diagonaliseres,
d.v.s. at S A S er en diagonalmatrix med egenvardierne
Al,f..., Aé i diagonalen, hvor Aj, j=1,..., p gentages netop
sd ofte i1 diagonalen som det er rod i den karakteristiske lig-
ning det(A-AE) = o. I dette tilfalde vil § udg¢res af lineart
uafhengige egenvektorer svarende til de respektive egenvardier.

Har altsa A multip11c1teten m vil de ialt n egenvektorer i

3’
S bestd af netop mj egenvektorer svarende til xj 0g netop op-
skrevet i de s¢jler i §, hvis numre er identiske med numrene
for de sgjler i g_lé S, hvor der stér Aj. Derefter bliver lg¢s-

ningen til systemet

ALt
hvor altsd e 7 forekommer netop m, gange.

3.5.2 4 A ikke symmetrisk

Betegner Kj egenrummet svarende til Aj (d.v.s. rummet ud-
spandt af egenvektorerne svarende til Aj) kan det ske, at
enten dim Kj = mj eller dim Kj < mj. Er dim Kj = mj for
alle j, kan S igen besta af n lineart uafhangige egenvektorer
svarende til Ai,..., xp, og denne situation behandles som
under 1. Er derimod dim Kj = mj—kj=nj, hvor kj€Z+, kan S
ikke udelukkende bestd af egenvektorer svarende til rgdder i
det karakteristiske polynomium. Man kan da vise (hvilket dog
ikke vil blive gjort her), at S 'A S kan omskrives til
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B, 9 “en 9
-1 :
sas=lo Bz...0

o] O ... B

- - -p

hvor hvert gj,'j=l,..§,p er en mjxmj—matrix'af formen 3 .

3

Her stir egenﬁardien X. i dlagonalen m] gange og i skrallnlen
lige over star S-er (6 =ov 8§ =1), hvor & =1 netop k gange.
. I resten af matrlcen stadr nuller. Man kan her valge, - at I-taller-

ne stdr pd de sidste kj pladser.

¥

Stdr nu B, i‘S—lé s fra s¢jlenummér i+l il i+mj,Avil de til-.

svarende s¢jlenumre i 'S svare til A ¥ sadledes at de fgrste

‘, nj af disse s¢]ler netop er nj llneart uafhanglge egenvektorerf

svarende til Aj ‘mens de 51dste k af disse spjler bestemmes,
som fglger.

Sazttes B = §_l§"s f&s naturligvis, at S B = A S, o9 antages,de
kj spjler i .S ubekendte, som er i rekke 1+nj+l til 1+mj kan
" deres talverdier bestemmes af llgnlngen S B = S.

Bemaerk, at rakkefglgen af egenvektorerne i s¢jle nr. i+l til

i+nj ikke er ligegyldig (se gvelse 3.1).

Efter tfansformafionén‘med S vil ligningerne altsa falde i
klasser, hver svarende til ‘en matrix B hvor man fg¢rst ni—l
gange ikal lgse ligningen Dy, = A Y, altsa nj—l gange far

t

3
y. = e 37, og dernaest har netop f¢1gende kj+1 ligninger:

1
"../.;o




bz, = ljzl + 23

Dz, = ’Ajzz + 23

Dz, = ' oAt Zkfl
L L

For at lgse disse ligninger indser vi, at hvert enkelt 2,
 t

mad have en lgsning af formen z, = ue -, uiEC1 og da er

Dzi = (Dui+Ajui)eAjt, hvoraf‘f¢lger ved indsattelse, at

Du = 0

Du; = uz, Duy k+1’ g+l

u s s e Du = u
37 7 k

Her er lgsningerne netop et polynomium p(t) samt alle dets
afledede, hvor p(t) er af grad k, . d.v.s.

(W1y Wayeeeny u ) = (B(E), P'(E),...., ) ()

Da bliver de ialt m, lgsninger svarende til Ej

Y1 { c1
Y. o_ c . _
nj 1l nj 1l th
Z1 = p(t) e
Z2 p'(t) }
: S
z: ;‘ (k) (t)}

Da findes den fuldste®ndige lgsning ved at tage lgsningerne

svarende til alle Ej og dernast at multiplicere dem til S.

Der optrzder sdledes ialt n koefficienter i disse lgsninger,
og man far derfor udskrevet samtlige n lineart uafhangige lgs-
ninger til systemet ved (pa skift) at sztte alle disse koef-

ficienter pa nar en til 0 og denne ene til 1.
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51 [} ..9_

-1 . "
s'tas=|o Ba..o
‘ o o ... B
= T

hvor hvert gi, j=1l,...,p er en mjxmj—matrix af formen

ov_of..: A
'Her st&r egenvardien A i'diagonaleh m gange og'i skrélinien
llge over St&r S-er (6 =ovd$=1), hvor § =1 netop k gange.
I resten af. matricen std&r nuller. Man kan -her velge, at l1-taller-
ne star p& de sidste kj‘pladser., '

Star nu B, i s 'a s fra sgjlenummer i+l til i+m, vil de til-

svarende s¢31enumre i § svare til k , sdledes at .de fgrste

nj af disse s@¢jler netop er nj llneart uafhangige egenvektorer
- svarende til }j,kmens de sidste kj af.dlsse's¢jler bestemmes,

" som fglger.

Szttes B = §-l§ S f&s naturligvis, at' S B = é.g;yog antaées:de
‘ kj spjler i S ubekendte, som er i rakke i+n3+1 til i+mj, kan
~deres talvardler bestemmes af llgnlngen S B=2AS.

Bemark, at rakkef¢lgen af egenvektorerne i s¢jle nr. i+l tll
‘ifnj ikke er ligegyldig (se ¢v¢lse 3.1).

Efter&tfansformationen med S vil ligningerne altsi falde i
klasser, hver svarende til en matrix Bj, hvor man fgrst nj—l
gange ik%l lgse ligningen Dy, = A ¥4 , altsa nj—l éange far

y; = e -, og dernast har netop f¢lgende kj+l llgnlnger./

i
e




- 59 -

Dz, = )\jzl + .. Z2

Dz, = ,>\j22 + 23

Dzk = ijk + N
DZpi1 & : o ' ‘5 %k+1

For at lgse disse ligninger indser vi, at hvert enkelt z,
it
md have en lgsning af formen z, = ue -, uiEC1 og da er

Dzi = (Dui+kju.)ekjt, hvoraf fplger ved indsattelse, at
) A

o

Du, | = 0

Du, = uz, Du k+1’ “Tk+l

.ee.y Du = u
U3, 7 X

Her er lgsningerne netop et polynomium p(t) samt alle dets

afledede, hvor p(t) er af grad k, d.v.s.

(W1, Uapeeees W) = ((B), P'(E) e, p) (D)

Da bliver de ialt m, lg¢sninger svarende til Ej

3
/Yl [ c1
Y. _ c. -
nj 1 nj 1 th
Z1 = p(t) e
22 . p'(t)
: :
z. } (o) (t);
k+1 i P H

Da findes den fuldstendige lgsning ved at tage lgsningerne

svarende til alle Ej og dernast at multiplicere dem til S.

Der optrader séledes ialt n koefficienter i disse lgsninger,
og man far derfor udskrevet samtlige n linezrt uafhangige l@gs-—
ninger til systemet ved (pd skift) at satte alle disse koef-
ficienter pa ner en til 0 og denne ene til 1.
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Eksempel 3.1. Lgs differentialligningssystemet

Dx = x+y-2z .
iDy = —2xf4y-4z

Dz = =-x+y
A‘Hér er A=} -2 4 -4 hvilket viser,

_l 1 0

‘at A ikke_er'symmetrisk. Af det (A-AE) = o fés, at‘l=l og
A=2 (dobbelt rod). | ‘ ‘ '

1 0 0\ 0\
og §-l AS = {0 2 0| med § = 2 2

0 0 2
Dermed bliver lgsningen’ .

o "
i
0
N
m .
+
o)
N .
S T
)
+
Q
£7-4
N o
o

N
—
o
=

'Eksempel 3.2. Lgs differentialligningssystemet

. Dx .

= -2y¥z
Dy = x -3y+z
- Dz = x -2y
-2
Her er A = 1 =3 1 "hvilket viser,
-2 0

at A ikke er symmetrisk. Ved'udfegning af . det(é—kg)'é o

se§, at” A = =1 (tredobbelt rod), men ved_indSattelse i
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(e
NoROX
il
|
H

ses, at K_. = {(x,y,z)| x -2y+z = o}, eller at dim K_,= 2.

1
DPa bliver~ B .
-1 0 0 2 1 X%
§_l AS = 0 -1 1 og S = 1 0
1 3

hvor kun de to fgrste sgjler i S er egenvektorer for A, og

den sidste s¢jle er bestemt af S B = A S.

Da bliver lg¢sningen
\ -1
X , PA 1 t 3
y] = ey 1) +c2 |1} + cy £ le”®
1
\t "~ 3

@velse 3.1l. Vis, at man ikke kan bestemme sidste sgjle

i S (eksempel 3.2), safremt egenvektorerne
2 1}

1 og l'
0]

\
Y

Eksempel 3.3. Betragter vi igen ligningssystemet (fra ek-

bytter rakkefglge.

sempel 3.2)
(1) Dx
(2) Dy
(3) Dz = x -2y

-2y+z

X =~3y+z

skal vi gennem dette eksempel illustrere en anden metode til

at lgse et sadant ligningssystem.
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Af (1{-(3) £8s D(x-z) = - (x-2)

Véller Cx-z = cle—t

Af (1)+(3) fas D(x+z) = (x¥z)-4y,~ og

ved Qmskrivniﬁg af (2) fas’

(2") ‘ x+z = Dy+3y
der differentieret giver. ’
2" _ D(x+z) = D?y+3Dy

Indsattes (2') og (2") i (1')+(3) ses, at”

Cplys2byty =0 N

eilgr ;J e f Y ='(03t+c2)e—t

Indszttes dette i (2') f&s
x+3 ='(203t+202—03)e—t
. - Y .
Af x-z og x+z finder vi sa o
x = (Ecl+c?+(t‘—i§)ca)e
1 S 1y =t
(- ‘501"'02'4‘(1‘;‘— ,"2-)03)9 :

n
l

. ellier opskrevetvpé vektorform (og med c; érstatténde lcl)

2

X\ . ,,l 1 » . : ~t" 5 o

Y ‘=A[ Ch 0. + C2 1 4. c3 t' ] e—t
. ' . 1

Bemark, at vektoren (l)Q,-l) kan valges som egen-

vektor i stedet for (2,1,0), idet - (1,0,-1) =
(2,1,0) - (1,1,1).
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3.6 Den line®re ligning af n-te orden med konstante
koefficienter. ‘ '

Vi vil nu finde den fuldstandige l¢sning til den liﬁeere
homogene differentialligning af n-te orden med konstante

koefficienter. Fra side . har vi, at den- kan omskrives tll

Dx = Bx

Vi vil derfor finde egenvardierne i denne matrix B. Til dette
formdl indses, at

")\ l 0 R EEEEE) O

0 _)\ l o 0 0o e 6 8 & 0

det(B-2E) =| . i :
-b_ -b; -by......-b =) ”

}\ "‘l" 0 e ¢ ® o o 9 9 @ O

0 A =l teieeenn 0

= (1" : . .

b, b1 ba....... b, +A

0 =1 0 veveeeaa O

0 A =l ceeenn... 0

= (-1)" . .o :

F(A) * * %K

= (-1 (-1 oy (-1 Pt

]

F(A) (-1)"

hvor



F(A) = b_+b1)+bs A%+, . .4b AP

Dette'fremkommer ved, at man i skridtet mellem: de to sidste

determinanter multiplicerer den i-te s¢31e med AT 1

og adde-
rer til den 1. sgpjle i= {2,...,n}. * angiver blot nogle uinter-
essante tél, idet determiﬂanten udvikles efter l.sg¢jle.

~ Saledes er egéenvardierne til'B'énsbetydende med'nuipunkterne
‘£il F(}),.som kaldes det karaktertstzske polynomzum svarende
“€il dlfferentlalllgnlngen af n-te orden.

1

Vi kan nu slutte, at

1. At er lgsning, hvzs 0g kun hvis F(A) =0,

2. tq A? er Zwsntng hvts og kun hvzs k er rod q+1 gange T F(A)

BeViset for L. ses af )
n At pR-l Aty At . At

D'e "+b D" “e +b1De ‘+b e =

. . n-l A , ©

Anelt+kn lb 'At+.m..+b1XeAt+b ekt»= o
n-1 ] 10 v

F(x) et

Beviset for 2. gennemfgres for g=1, men metoden kan'brugés
generelt. ' ’

Dn(teXt)+bn_ Dr,ll-l(t‘e)‘t)+...'+b1D(te>‘t),+bote;>‘t =

Antekt+nkn—;ext+... ....... .+b1AteAt+b1eAt+botéxt =

(F' (M) +tF (1)) et

<

Her vil text vare en lgsning, hvis og kun hvis F(}A)=o og
F'(M\)=0 eller hvis og kun hvis X er dobbeltrod.

Generelt vil man sa f&a, at

(0"+b D" +...+b,D+b p°) (tde?t) =
n-1 o

At_[F(q)xx)+(‘ll)tF‘q‘l)+..,.+(qf~l)tq*lp'(x)+th(>\)].
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. Heraf indser man, at tqext'vil vere en lgsning hvis og
kun hvis F(M)=F'(A) = ... = F'9 (A\)=0 eller hvis og kun
hvis X er rod i F netop g+l gange.

Derfor vil den fusttwndige losning til den Zineeré, homogene

differeniizzligning af n-te orden udégéhdes af funktionerne

At my—-1 _)\112 >\kt ) mk—Z )\kt

e sssaesy T e se ey € sesey T e

hvor mitmet. .. +m=n og m. angiver multipliciteten af roden

A,
7

Eksempel 3.4. Lgs differentialligningen

(D*-2D2+D°) f = t.

Det karakteristiske polynomium er

A¥-222+1=0 = (A%2-1)2%=(A-1)2(x+1)2%2 =0

d.v.s. sdvel A=1 som X = -1 er dobbelt rod. Derved bliver

den fuldstandige lgsning til den homogene ligning

fa(t) = (01t+02)et + (c3t+04)e_t

Det ses let at f(t)=t er en lgsning til den inhomogene 1lig-
ning, og da er den fuldstandige lgsning til den inhomogene

ligning

f(t) = t+f0(t).

@velse 3.2, Betragt differentialligningen

n n-1
(D"+b__ D +---+le+bOQO)X = %t

med det karakteristiske polynomium F(A).




vis da, at med o rod g gange i F(})
vil en lgsning til differentiallignin-
gen vare '

P(t) = —t e
’ F(q%a)'

@velse 3.3. Angiv tillige en lgsning til differen-
tialligqingen

(D" +b Pl b;D+b D°)x = te
n-1 . : ' o) y

unde;‘dé i gvelse 3.2 udstukne antagelser. =

@gvelse 3.4. Vis, at differentialligningen

(t3p3+at?D+btD+cD) x = 0

for t>»o ved transformationen t-s=1nt
féres over i en linear differentiallig-
"ning af tredie orden med konstante koe ffi~-

" cienter. .




Kapitel 4

Eksistens- og entydighedss®tningen for differentiallig-
ningssystemer af l.orden.

4.1 Indledning.

I dette kapitel beskaftiger vi os med differentiallignings-
systemer af formen

Dx = f£(t,x)
hvor §€V(=Rnel. Cn), (t,§)€Q§RxV og £:Q~V er en kontinuert

afbildning. I V definerer vi en norm ved

|l_}_{_‘| =maX{|X1l,|X2|,....,an|}
ndr x = (x;,xz,...,xn).

En 1l¢sning ¢@:J~V til systemet kaldes maksimal, hvis den ikke
er agte restriktion af nogen anden lgsning.
Enhver lg¢sning @:J~V til systemet vil have kontinuert diffe-

rentialkvotient, idet
(%) @' (t) = £(t,9(t))

og f var antaget kontinuert.

Er ¢ en lgsning til systemet, og er samtidig g(to) = X for

(to,go)EQ, kan man ved at integrere (x) fra t = t fa

e(t) = x_ +

. £(t,0(1))dr

T b, (T

(o]

—— e ———————— — A ———— s ——

Definition: En funktion f(t,x):0~V pd en &ben mangde Q i
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RxV siges i1 en delm®ngde X af Q_at'tilfredSstille,én
Lipschitz betingelse (m.h.t. x), hvis der findes CZo
siledes, at der for vilkarlige punkter. (t,x1),(t,x2)€X

(d.v;s._for'samme t) galder, at

COLLE(t,x2) —E(t,x1) T ISCIIx2=x1 11

' Man kan da viéetf¢lgehde,satning, som udskiller en rekke
‘funktionér,\der lokalt opfylder en Lipéchitz betingelse. ‘
Setning: Hvis f(t,x) er kontinuert i Q, bg hvis'f (t,g).
‘har'kontinuertehpartielle aflédede Difseesss an 1 Q, da
‘tilfrqdéstillei [ lokalt en Lipschitz betingelse.

Bevis: . Vi vil vise, atAittilfredsstillef en Lipschitz betin-
gelse p& enhver mengde ’ ‘

X = £ (6% | lt-t_ISanllx-x | |sb}

‘hvor (tO,EO)EQ er Vilkérligt valgt. Da Di£ érvantaget kbnti—

“nuert, og da X er afsluttet findes et tal.

A = max {sup ’ IIDLEIG
i=1,...,n “(t,x)€X |

HVlS (tl_}_{_l) 14 (tI§2)€X Vil’ for ee[o,l] Ogsé . (tlzl-‘_@ (i{_z-?ﬁl) )EX.
Ifglge kadereglen fas aa, at ’ . .

De_f_(t.,_}51+@(§2"§1))_ = z D.E' (x,.—-x..)
Dabbliver '

| IDE (£, X140 (x2-%1)) 11 = I1 L D f(x, =x ) |
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n - - -
g.z D £ 1%, =% .|
i=1

1]

L v

< Y LIDEIT I 1xe-xy 11

- . : 11— — -_—;
i=1

<n A ||x-x11

Det galder for enhver kontinuert funktion:

h:[a,Bl~v, at , '

B . - B | B
I f h(t)dtl| = max {IJ hy(t)dtl,.o... ,II h_(t)atl}
o o * o
B B
< max {{ ihy () ldt,..... ' [ Ihn(t)!dt}
o o
B

J [Th(t) | lat
a

. .
Da g(1l)-g(0) = J g'(0)de f£&s, at

[¢)
1

HE(t,x2) = £(E,x1) 1] = III Dof (t,x1+0(x2-%1))d0] |

1 ‘ ' °.

< J ||D9£(t,§1+9(§2'§1))||d9 Y nAllxs-x1 11
)

D.v.s. f opfylder en Lipschitz betingelse pé& X med konstanten nA.

Lad der vere givet en ma&ngde S med et afstandsmal dist.
En afbildning T:S~S siges at have et fixpunkt z€S, séfremt

Tz=z.

Afbildningen T kaldes en kontragktion (sammentrazkning), safremt

der findes et tal o2k<l sdledes, at

Vx,y€S: dist(Tx,Ty) £ k dist(x,y).
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Setning: Hvis rummet (S dzst) er fuldstendtgt (d.v.s: énhvér
fundamentalfolge er konvergent), og thS T:S~S er en kontrak-.

. tion, da har T.netop'ef'fixpunkt

Bevis: (l) T har hgjst et flxpunkt th1 hv1s zl,z2 (zi##?xuf;;  fﬂ
. begge var flxpunkter,,var , S

o<dist(z:,z2) = dist(Tzy;Tz,) k,disf}zi,zg)

dvs k21, hvilket er i modstrid med antagélsen-k<1

(2) Hvis z nu var et flxpunkt “kan vi fors¢ge at analysere,{
hvordan z.ma,kunne bestemmes, For v1lkar11gt y€s galder nem—?
lig S N |
. aist(Ty,z) = dist(Ty,Tz) = k disf(y,zi”]

. Er'nu x et vilkdrligt element i S, og aﬁ§éndes dennefﬁlighed

'succéssivt.for y=x, y=Tx, y=T2?x = T(Tx);io.S£vi,'Ser'vi,:at_

'dist(Tx,zf 5 k dlst(x z)
,disthzx,z) k dlst(Tx z)

IIAO" A~

dlSt(T X, z) -k dlst(Tn 1 ;i)VV”

og ved sammentraknlng bllver

tA

dist (7%, 2) kpdist(k;z)é -
Da vil dis%(Tnx z)»o‘for n-»o, og punktf¢lgen x Tx T x,...,T x,...-
konvergerer altsé& mod fixpunktet z. . o

L S(3) “Skal vi nu v1se ek51stensen af et flxpunkt for T i- S tager R

vi udgangspunkt i en punktf¢lge .

x, Tx, T2 x,...,T x,....,

.for vilkérligt X€S.V Kan vi blot Vlse at denne f¢lge er en fun-
damentalf¢lge, vil den. 1f¢lge fuldstendlgheden af S tillige vare
konvergent (med et punkt z som gransepunkt) -Da’ Y,y medfgrer

at Ty -Ty, “idet.dist(Ty STy) Sk dlst(y ,y), f&r vi specielt "
for denne: punktf¢lge, at ' ’ )

L Txhz = Tn+lx~Tz:,l'
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- men da en konvergent fglge kun har en graznseverdi er Tz=z

Tilbage er altsd at vise, at (Tnx)n€N er en fundamentalfglge.

Af dist(Tn:lx, Tnx) k dist(qu;Tn‘¥x) = .- - -

A oew A

k"dist (Tx, %)

.ses, at for m>o er

dist (T" ®x, T'x) = ] dist(T x, T%7"x)

kn
= 0% dist (Tx,x)

Men da findes for ethvert >0 et tal n0 siledes at

kn
% dist (Tx, x) <€

1-
. . +
for nino. Dvs for ethvert n%nO og m>o vil dist (T" %%, T"x) <¢,

dvs (T"x) er en fundamentalfglge.

n€EN

4.3 Eksistens- og entydighedssatningen.

Vi gar herefter over til beviset for hovedsatningen:
Nar f(t,x):Q~V er kontinuert pd en dben mengde QCRxV og
lokalt tilfredsstiller en Lipschitz betingelse (m.h.t. x),
da findes for ethvert punkt (to,go)EQ en og kun en maksimal
lpsning Q:Jd~V til ligningen

Dx = f(t,z)
for hvilken Q(to) =z, 0g enhver legsning til differential-

ligningen er en restriktion til en maksimal lgsning.




Bevis: Beviset falder i to dele.
(1) For et vilkarligt (t_,x )€Q defineres
Xo= {6, le=t | 5o Il x-x 11 58} <N

konstant C. Vi valger tillige et positivt tal k<l..

Endvideré‘sattes

sup HIE(E,x))1 = M.
(t,x)€EX ~

Der bliver da behov for at definere et tal a ved

a = min {a, W

(hvor f.ex. B/M = », hvis M = o)

Vi betragter da et vilkarligt intervél‘

I gﬁ[to-a, to+a], éom indeholder t.

A

hvori f opfylder en'Lipschitz.betingelsej lad os antdge'med

!
i
i
|
l
i
[
| ;
) b
£a"°< ' } .é'-o L°+o<'

funktioner

©: I~ {§1 Hx-x |1 2 8}

" med normen

Ito1-92 11 "= supllg;(t) - ©2 (€)1
TS e

Vi definerer nu en'mangde S, som bestdr af samtliée kontinuerte




" Da vil (S, llirls) vare et fuldstazndigt rum (da S er ‘afsluttet
i det fuldstandige rum {plp: I~V})

For alle Q€S kan vi danne funktionen'y = T@ defineret ved

S
vy =x_ + [ f(t,0

(t))ar ter
t ,
o .
Da vil .
Hyt) = x Il =11 [ f£(r,0(1))drll
tO
t.
<1 [ f(t,e(t))lldr]
t0
< M It-toljﬁ Ma = B

dvs T:S~S. Kan vi da vise, at T er en kontraktion, kan vi benytte
fixpunktsatningen. Er ¢;,9:€S og satter vi yY; = T, og Y2 = TQ:

far man
. ‘
gz (t) = pa(e) 1l = 11 [ [£(t,02(1)) - £(t,01(1))]dTl|
t0 )
t
< | f 1f(t,02(1))- £(t,01 (1)) lldr]
tO
t
<t [ Cligz(t) =~ @i (t)Ildt]
t
(o}

A

C.a supllyz (t) - @, (t) 1]
t€I

ItA

k11 @2-01 11

Dvs |I1To2-T@,!ll £ kllg2-¢1ll, hvilket viser, at T er en kon-
traktion. Af fixpunktsatningen fremgdr sdledes, at der findes
et og kun et ¢€S saledes, at ¢ = Ty eller

e(t) = x_ + {° £(t)g(r))ar tel




Under (1) har vi sdledes vist, at pd hvért interval

IC[t o~ Gs t +a] med t €I findes en og kun en Sfunktion @,
som er Zwsnzng ttl dtfférentzallzgnzngen sdledes, at
@elt, ) = x, og |Ig(t) - £o|l= B for-alle t€I.

(2) Tllbage er at unders¢ge om, hvordan forholdene er pa
Janz, hvor wl.J1~V ‘0g w2~V er to l¢sn1nger til dlfferen-
tlalllgnlngen med t EJanz og med wl(t )—x. og 92(to)_§o'

Vi vil da sgge at vise, at Vte€J,NJ. : wl(t) = mz(t) Hvis
Janz = {t } er dette 1ndlysende. Er derlmod Ji1nNJ, et inter-
val, kan vi 1 overensstemmelse med- (1) flnde et a €[o a) sa-
‘ledes, at. : o R oo 4

e (t) - x. 11 58 og Ilg:(t) = x I <8

for alle t€I —Janzn[t -a bt ta 1. Da m& som fplge af (1) ,
gelde, at gl(t) —.gz(t) for alle teI_. . Herefter vil for ethvert

t,€J:0J2; hvor @j(t:) = @, (t1) analogt flndes et a1>0, sdledes

O at wl(t) = @, (t) for alle t€Il-J1ngn[t1 a1,t1+a1] OeS.V.

Da ses,vat

VEETINT: : @1 (t) = 92 (t)

Vi kan'hereftef'konkludere, at samtlige lgsninger @ :J ~V
. til dlfferentlalllgnlngen pa 1ntervallet J som til t EJ har
@ (t ) =X 1 er: restriktionex af en og samme funktlon @: J~V med
J = U J - Denne er klart en lgsning, og ifglge sin konstruk-
tlbn er den en maksimal l¢sn1ng, og enhver lgsning @, 'J A~V

_med tOEJivog,gi(#o)-ﬁo er en restriktion af .

4.4 Lineare‘differentialligninger.

Er nu specielt
£(t,x) = A(t)x

ses;,at_DiE = (alilt»a '(t)"f”°’ani(t))'
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d.v.s. Di£ er kontinuert. Sdledes galder eksistens- bgr )
entydighedssatningen for alle systemer af lineare differen-—--
tialligninger af fgprste orden, som vi har behandlet, idet-
A(t)x altid opfylder en Lipschitz betinéelse.

Da vi endvidere har set, at en linear differentiaiiigning*?i ‘

af n-te orden er et specialtilfelde af et system af n lineare
differentialligninger af fgrste orden, vil eksistens- og en-
tydighedssatningen ogsd gzlde for denne. A '




"—76-

 Kapitel 5

Opgaver

Opgaver til kapitel 1. -

‘Man har en tom, rektangular beholder med hul i bunden.

Vi poster vand i med konstant hastlghed .Vandet vil nu
lgbe ud ‘af hullet, men hvordan kan man antage, at udlgbs-—
hastigheden vil hange sammen med den mangde vand, som er
1 beholderen’

'Opstll pa denne baggrund en model for, hvordan vandmang—

den i beholderen varierer.

Hv1lken af modellens l¢sn1nger beskriver den forellggende

situation?

' Skitser grafen fbr'denne'l¢sn;ng.

Vi forestiller os, at mah gnsker at beskrive’bevagelsenf

af en partikei der synker lodret ned géﬁnem en.vaske.'

Hvordan kunne man beskrlve partlklens bevagelse, n&r den

. som her bevager sig pd en ret 11n1e°

Lad. os antage, at partiklen kun er péVirket af tyngde—

kraften og afven ppdriftskraft,_der tenkes propdrtienal
med partiklens hastighed. Bestem pé denne badgrund den

resulterende kraft, der pévirker partikleh.'

Opstil pa grundlag af Newtons 2. lvaen model for partik-

lens bevagelse. Hvilken af l¢sniﬁgerne vil vafe en rime=.~

.1lig beskrivelse af den foreliggende partikelbevagelse?

Skitser grafen for denne lgsning.
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Lgs differentialligningen

. — ,
! - = — =
£'(t) tf(t) l_,
og skitsér et passende antal lgsningskurver.
Lgs differentialligningen
2t .

CE'(t) - 2f(t) = e

En differentiabel funktion ¢:R~R er lgsning til begge

differentialligningerne

(sintD - costD’) £ (t) tg?t - 1

(costD ‘- sintD%)g(t) = cos?t - sin®’t

Benyt dette til at fastlzgge ¢ entydigt.

Idet a:R~R er en differentiabel funktion, skal man i
alle intervaller, hvor o(t)#0 lgse differentiallignin-
gen (m.h.t.f)

a(t)£'(t) - a'(B)f(t) = o’ (t)a'(t)

Bestem derpd o, ndr den lgsning til differentiallignin-

gen, som gar gennem (%,O) er identisk med

g:t~ -%sintcos2t

" Lg¢s hver af differentialligningerne

£r(t) =1 + t - £(t) - t£2(t)

2 - (cott)g(t) + g?(t)

g'(t)

Angiv for alle t den fuldstandige lgsning til differen-

tialligningen

ef'(t) = £(t) + t2£2(t)




. 10.

12. -

3.

14.

15.

11
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To differentialoéerétdré; er defineret ved
¢ = tD - pD° gf- , ¥ =tD - qD°
hvor p;q€3. Udregn da Q-Q ¥ og Yy 079,
En différéﬁtialopéfator er defineret véd
¢ = ﬁ3‘}!costD2 ¥ sintpﬁ—-cogtDég

-

Udregn ¢ © D og D © . -

iEnvikke line®r différentialope;étor,Q defineres.ved
9f = Df + e'f?

- Udregn ¢ © 6;“ |

Skitsér'l¢éhingskurvér €§i-diffe;éntiéiligningen .
(Df-ztD°)f(tf =1

_ Skitsér i¢éningskurverftil differenﬁialligningeng
£ = af - bfz' |

' gennem (0,1) for forskellige valg af kénstanterné a;og b.

‘Skitsér for p=1 og qé0.0Ql l¢sningékurven gennem
(0,50) for hver af differentialligningerhe

Hho
n

_p(l‘; qf) f

Fh
)

= pcos(qf%)f
C£' = p(k+icos(qfm)) £

. Det anbefales at optegne de tre lgsningskurver i samme

‘koordinatsystem.

'Skitséf l¢sningskurvgrne for differentialligningen

(D .~ In2D%f(t) = 2t - t2in2

. gennem punkterne (0;1), (0,0), og (0,-1).
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5.2 Opgaver til kapitel 2.

o e e b e s G Y e e A S e S S e e S T S S e D R S S S S S A S s o = e

1. Afggr for hvert af fglgende funktionspar, om de kan va-
re to. lineart uafhangige lgsninger til différentialliq—

ningen
(D2 +ab + bD?")x =0 , - a,b €R

a) x1: t~1, y;: t~t

b) X,: t ~ et , Y23 t o~ o3t
'c) %X3: t ~ sint , y3: t ~ cos2t

d) X4: t ~ e_t , Yu: £~ te_t

e) Xs: t~t , ys: t ~ t?

f) Xg: £t ~ et , Ve: t ~ sint

g) X7: t ~.e2tsint , Y78 £ e2tcost

2. Lgs differentialligningerne

a) (D2 + D)x =0
b) (D? + 4D + 4D%)x = 0
c) (3D2 + 14D + 8D%)x = 0

d) (p? - D + %D°)x =0

3. Bestem strgmstyrken i som funktion af t for den i af-
snit 2.1 navnte strgmkreds, nir modstanden er forsvin-
dende (dvs. R =~ 0).

4. Bestem tilsvarende strgmstyrken i som funktion af t,
n&r strgmkredsen pafgres vekselspanding E = Egjcoswt
(og fortsat R~ 0).

5. Hvordan vil strgmstyrken i opfegre sig, nar 1/LC > w? ?

6. Lg¢s de to sammenhgrende differentialligninger

D?x = - x - 3y - D’y = - 3x - ¥y



lo.

11.
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Idet F(A) = A% + al + b er det karakterlstlske poly-

nomium for dlfferentlalllgnlngen

(D? + aD + bD%)x = et , OQER

skal man vise, at en inhomogen l¢sn1ng ) tll ligningen,

- vil have en af. f¢lgende tre former

a) o(t) = F%a) %t | nar o ikke er rod i F(A)
b) ©(t) = F,]('o()teott‘, ndr o er}epkeltrod'i F(A)‘
1 at o

c) e(t) VFTTTathe , nar afer dobbéltrod‘i F()\)
Lgs hver af differentialligningerne

(D ~ D% 2%x = tet

(D2 - DY)x = te©

‘Bestem den. fuldstzndige 1¢sning til differéntiailigningF-
Ie n . . o ‘, . -’

(D2 + aD + bD°)x =t

Vis, at hvis p: t ~ p(t) er et polynomlum af grad k,
da vil dlfferentlalllgnlngen

(D? + aD + bD°)x = p(t) , b %o

have en. inhomogen 1¢sning, der ligeledes er et polynomium

- af grad K.

Bestem en inhomogen lgsning til dlfferentlalllgnlngen
(D2 + D%)x = t2 - 2t + 2

Idet F(A\) = A2 + (a - 1)\ + b er det karakteristiske

polynomiﬁm svarende til.differentialligningen

- (£?D? + atD + bD%)x = t¥ ’ a€R




12,

13,

14,

15.

16.

fors¢g da (analogt med opgave 7) at bestemme en inhomo-
gen lgsning til ligningen.

Bé hvilken méde kan vi drage nytte af opgave lo, hvis

vi vil bestemme en inhomogen lgsning til differential-
ligningen

Vi
o

~ (t?D? + atD + bD%)x = p(int) 7, t:

hvor p igén er et polynomium af grad k ?

Bestem den fuldstandige l¢sning til hver af differential-

ligningerne
(t?D? - 5tD + 9D%)x = 9(1nt)?
(t2D? - 5tD + 9D%)x = t

(t?D%2 - 5tD + 9D%)x = t3
Bestem den l¢§ning til differentiailigningen

((t2 + 4t + 1)D? - 2(t + 2)D + 2D")x = 0
som gdr gennem ( o, 1/2, 3/4)

Angiv den fuldsteandige lgsning til differentialligning-
en

(cos?tD? - sintcostD - D%)x = 0
. at?
Vis, at funktion ¢: t ~ e for passende valg af a,
vil vere en lgsning til differentialligningen
2 1 200y vy =
(D* - ? - 16t“D")x = 0
og angiv den fuldstandige lgsning til differentiallig-
ningen
1

(D% - D - 16t2D%)x = 8t"




17.

18.

19.

-20.

21.

B(£)

Dy
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Funktionerne ®,p € C? er’l¢shinger til differential=

ligningen -

(D2 - tgtD + b(t)D°)x = o

Bestem funktlonen b samt l¢sn1ngerne, nar tillige"

2oy - .

Idet a € C2 og funktionen B er bestemt ved
y Cat(t)

Lo () !
B(t) > o, l¢se dlfferentlalllgnlngen

skal man i alle 1ntervaller, thr

-‘(af(t)D? -}-,B" (61D - B'?,(’t)D“)x = 3(a" (&)

Idet 0,y € C* er llneart uafhanglge l¢sn1nger tll

‘dlfferentlalllgnlngen

o (D2‘+ a(t)D,+ b(t)D°jk'; 0

Skal man bestemme funktlonerne P q € C° sdledes at w

-og w er 1¢sn1nger til. dlfferentlalllgnlngen

(D% % p(t)D + g(t)D%)x = 0

Idet a € -C2, skal man i alle delihtervallér, hvor

a(t) + 0 og a'(t) + 0, lgse differentiélligningen,

o (t) +'cx"(t)
a (t) a' (t)

o (t)

(bz - (2 )D + 2(—7—) D° )X = ((X (t))z

Lgs for alle vardier af a € R ligningssystemet

(a + 1)x + ay + t
ax + (a'+ 1)y + 1

Dx

it
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22. ‘Lg¢s ligningssystemet

_Dx ='£2X4:_Y

- Dy = (t“ - t? + t)x + (% -t

2)yy + t?

0g angiv den lgsning, som for t = 2 gir gennem (1,9),

23. Lgs differentialligningen

(t21n%tD? + tlnt(lnt - 2)D + 2D°)x = O . t>0
24. skitsér fasebilledet for differentialligningen
(D2 + kD) y =0

gennem linieelementet (0,2,0) for forskellige valg af
konstanten k.

25. Skitsér lgsningen og fasebilledet for differential-
ligningen '
2 1 0
(D* + gD + D)y = 0

gennem linieelementet (0,5,0).
26. Skitsér lgsningskurver til differentialligningen
(D2 + 2tD - D%)y =0
27. Skitsér fasebilledet for differentialligningen
2 . 2 0 =
(D +FD+D)Y_O

gennem linieelementet (1,5,0).
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5.3 Opgaver.til-kapitel 3

"Dz

+ ‘W
Dy = - x + Zy ~ 2+ W
‘Dz = - x - Y +‘22 + W
Dv = X +.y+. 2z+2

- Dz

L@s ligningSsYStemet

Dx =  y + z
Dy = x - 4z ’
=x+y | IR S o

og angiv l¢$ningenAgennem (x(b),y(O),Z(O)) = (1,0,0).
Lgs (i foriangelse af eksempél (3.1)) lighingssystemet

Dx X+ y-2z+ t

Dy = - 2x + 4y - 4z + 2t
Dz = - X+ 'y - _+ t

Los ligninQSSystemet

vaé 2X-- 'y - 2

.=

Lgs (i forlangelse af eksempel (3L2)) ligningssystemet

Dx = -~ - 2y + z + 2t?
Dy = x - 3y + z + t?

X-Zy e i

Lg¢s de sammenhgrende differentialligninger

D2y>+ 2Dy = 2x + 3y

Dx + 2Dy

X + 2y

Lgs differentialligningssystemet

Dx = x + 2y’
Dy = 4x + 2y - 32
Dz = = .y + 2z
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11.

12.
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og fastlag denrl¢sning, som for t =0 indeholder
(0,9,8). '

Lg¢s for enhver verdi af a-e R,'lighingssystemet

Dx = x - y + az
Dy = 3x + ay - 3z

Dz = ax - y + 2z

L¢§ differentiallighingssystemet ' -

Dx = X + 2y + 2

R ’
Dy = 5% y 52
Dz = x - 2y + 2

Lgs for t > 0 differentialligningssystemet

Dx = x + ty + 2
tDy = 2x - y - 2z
Dz = X - ty + =z

L¢s for enhver verdi b € R differentialligningssystemet

-Dx = X + by + bz

Dy = bx - y + bz
Dz = bx - by + z

L¢s hver af differentialligningerne

(D? + D% + 4D + 4D%)x
(D® + D2 + 4D + 4DY)x =

sin2t
e-t

Lgs differentialligningen

(D® - D* = 2D® + 2D? + D - D%)x = 0
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14.

l's.o ’

16.

17.

18,
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L¢s‘differenﬁialligningén

!

e (D®> - 3D + 2D%)x = et

nar (k%! %' ") =7(o,o,o,;%);
L¢s;diffé;entigl}igﬁingen

\.(Df'—l2D2‘+ D)% = et + e %,
ﬁestgm]dén'l¢shing_til differenti;llignihgen o
(D? - Dz»f D - D°)x = cost
‘som indehqldér iinieelemen#ét‘(0,0;0,0)f
Lgs differgnEialligningen

(tD® - D?.- tD + DY)x.= t?
Lés qu t >'dvaifferentialligﬁingenﬁ'

(D% .+ 6D%)x. =0

Ef der givet en differentialligning . -

n ' Cn- S | .
(D +a_1D l+"° +a1D+aoD°)-= 0‘,

hvor alle r¢dder i det karakterlstlske polynomium har
mult1p11c1tet l, d.v.s. l¢sn1ngerne til ligningen bli-

. Ver

Opskriv da Wronskideterminanten W(t) for ligningen, og .
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vis at
!
B 1 L - ST | '
- ) A1 Ag s - An
wigy = elAa¥ sre #ARE - -
)\1;1 1 5\2—1 i }\.n 1
- ] - »” L ) [ 2 [ 3 - n

(denne determinant kaldes én "Vandermonde"-determlnant) _ .

Udregn denne determinant for n = 2 og 0 = 3 samt ved

19

induktion for vilka&rligt n.

Lgs hvér af differentialligningerne

(t3p?
(£%D?%

(t3D3
(¢3p?

+ 2t?p?
+ 2t2?p?2
+ 2t2p?
+ 2t2Dp?

- tb
-~ tD
= tD
- tD

D%)x
D%)x
D%)x
D%)x
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5.4 Opgdver til kapitel 4.

1. - Vil eksistens- og entydighedss@tningen galde for Ber-

'houlli—ligningen og Ricatti—ligningen?
2. Vil ligningssystemet
(% '_ ax + by ' ‘ .
D (y)‘_ ,( a + by + x? ) . ..q >0
'bpfyldeteksisteﬁs- og entydighedssatningen?;_g

'_3.-' En‘simpél model for sammenhzngen mellem antal rovdyr
. (x) .og antal byttedyr (y) p3 samme biotop har formen'

.axy - bx’

[

- X
t

Y

cy - dxy

Vil dette llgnlngssystem opfylde ek51stens—'og enty—
dlghedssatnlngen°

4, 'Redeg¢r forAi hvilke omradder © £ R x R2?. hver'af fol-

o gende funktioner lokal tllfredsstlller en LlpSChltz
betlngelse '

£1(t,x,y) = [In(tx + ty), (In(tx - ty)]

£2(£,x,y) = [tg(xy),cot(xy)]
£alt,x,y) = ly” ltsin(xy), x'1t51n(xy)]

[lx - yl,Ix + yl])
5. Le¢s aifferéntiallighingssystemet’

'.ny 2t
. xDy = -2t

-

’

og angiv den méksimaleql¢sning,.som fof t.= 0 gar

genneml(l,l).
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6. Lgs differentialligningssystemet

yDx = t?2
xDy = 262 - — —

6g angiv den maksimale l¢Sning som for t = 1 gir gen- .

7. _Lgs differentialligningssystemet’

t?Dx
Dy

2y
3%

og angiv den maksimale lg¢sning, som for t = 1 gar gen-

nem (1,1).
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~ 5 5 Repetltionsopgaver.
1 Lgs differentialligningerne
. (D%+3D2-4D°) £ (£) = S+4t-2t%
(D?+3D?44b°)f(t) = eTF
©(D*+3D2-4D°) £ (t) = e 2t
2 Vis, at funktionen' P t~ta for. paséende valg af a€R "
‘. R tllfredsstlller dlfferentlalllgnlngen '
-~ (£3D3-2¢2 D2+3tD—3D )f(t)
_  Bestem a€R siledes, at funktlonen w t~at2 er l¢sn1ng til"'
_ differentlalligningen . ‘
(t_D?—Zt D +3tD-3D’)f(t)l= t?
‘ }
L¢s derpa dlfferentialllgnlngen
(t D3—2t2D2+3tD-3D YE(E) = t -
L¢s endelig dlfferentlalllgnlngen,
o (t3D3- 2t202+3t0—3D Y£(t). = 3(Int)?
-

]  ' .. .3  Angiv den fuldstandige lgsning til differentialligningen

(tintD - D°) £(t) = (n-1) (Int)"

for t€]l,+e[ og nER.

4 Angiv den 1gsning til differentialligningen for t>o
. ) s v : 3". T .
(3tD-0°) £ (£) = Ve

som gar genﬁem (1,2).
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An&iv den fﬁidstéhdiég 1¢§Bing%£ii aiffé;éntiéllighinééh

(D = Intd°) £(t) = (et) tcost

for t>o.

L¢srdifferentialligningssystemet

Dx 3x+2y-1
Dy = -4x—3y+t

ved at lgse en iﬁordens ligning i x+y.

Lgs differentialligningen

Dx = 1+t2-2tx+x?

Lgs differentialligningen

(sin?t costD? - (2cos?t-sin?t)sintD + 2cos?tD®°)f(t) = o

Angiv den fuldstandige lgsning til de sammenhgrende diffe-
rentialligninger (h,k€R)

D2x = ~h?x+k? (y-x)

D2y = -h?y+k? (x~y)

og angiv den lgsning (b,w), der har ¢(o)=y (o)=o0, D¢ (o)=a,
Dy (0)=0 med a€R.

Hvad er det fysiske indhold i ligningssystemet?

Lgs differentialligningen

(D®+4D%+4D) £ (t) = 8t-4




e

12

‘13

14

15

- 92 -

L¢s.diffErentialligningen

D(D2+4D°) £ (t) = cos2t .

’

Angiv dénvfuldstandige'1¢snin§.til_differéntiAIlignihgs-‘

systemet

Dx = (a—l)x+2y A
Dy =  2x+ay-2z.
Dz = —2y+(a+l) z

for hver verdi af a€R.

Fastleg derpa a, nar den l¢sn1ng til systemet, der for
t=o gar gennem (4,-1,1), er af formen

2 -2\ .
@) (8) =1 e3t-| 2

Lgs differeqtialiigningen

(£2D?-£D+D°) £ (t) =

for‘t}o,

,L¢S‘for'énhver'vardi‘af aER.differentialligningssystemet

Dx = ax+ y+ z
Dy = x-ay+ 2
Dz = x- y+az.

Lgs differentiélligningssyétemet :
Dx = ax+ y+ 2. | |
Dy = x+ay+ z.

- Dz = x+ yt+az

for alle a€R.
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17

18

Lg¢s differential1ighingssystemet

— D
" by
Dz

for alle a € R.

differentialligninger’

tx
ty

som gdr gennem (1,2,%)

Lgs for t > 0 differentialligningssystemet

Dx

Dy
Dz

Dx
Dy

X+ 2y¥+ az—
2x + 2ay - 2z

ax +

-2
y

-2
X

X +

2y. + zZ

ty +

“Bestem den:maksimalé;l¢sning til dersammenh¢rende

2

- 2tx - 4ty + 2tz

x—

ty +

z




,'Skriftlig_eksameh i matematik i emnekredsen:

Differentialligninger. - o ., ' ':{ _.»  ' B ?1

_Der stilles ialt seks opgaver, hvor man kan valge mellém‘
3opgaverne 5A og 5B, og en fuldstandig besvarelse omfatter
s&ledes opgaverne_l -4 samt en af opgaverne SA og SB.

Deh»Sk:iftlige eksameﬂ er tilordnet modu13._for 3 studerende

a.onsdag, den 4 Januar 1978 kl. 0929 - 1329.

) Alle hjalpemidler er tllladt.

r




1° Dér er givet en differentiabel funktion a:R~R samt
differentialligningssystemet

% £ styela(t)z
; By £ x=(l+a(t))z
Dz = tx+a(t)y

Funktiohen 9':R+~R3 givet ved

a(t)
l(t) =|-t
1

16

vides at vare lgsning til systemet. Angiv samtlige funk-
tioner 91; som opfylder denne betingelse.

2° Lgs for t€R, differentialligningen

(t*D*=3t2D249tD~-9D°) £ (t) = o.

Bestem derpa a€R sdledes, at funktionen w:taat? er lgsning
til differentialligningen

(t*D*~3t2D2+9tD-9D°) £ (t) t?

Lps endelig differentialligningerne

(£*D*~3¢t2D%24+9tD-9D°) £ (t)

t

(t*D*-3t2D2+9tD-9D°) £ (t) £3

3° Lgs differentialligningen
sint

(cos?tD?-costsintD-D°) £(t) = 3 3
cos" t

og vis, at den lgsning, som gir gennem (0,1,1) er af

formen -
sin (t+~)
git~ V2 ——2

cos?t




. systemet

5a

5B
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Angiv'den fuldstaﬁdige,l¢sning'til dlfférentiallignings?

. Dx
Dy

%ﬁx}%y+£ o
(5£2-1) x-%ty+t2

\

Givet differentialligningssystemet med ‘a,be€R\ {0}

‘Dx = ay +bz
Dy = bx+(a-b)y+bz
"Dz = bx+ ay '

,Angiyjfor.hve:t valg af (a,b) den l¢sning til systemét}
som til t=o gérﬁgennem (x,y;z) = (3,1,-1).

Idet a,b er differentiable'funktioner, skal man eftervise
fglgende satning: S '

-Hvis Q,y er’ l¢sninger til dlfferentialllgnlngen

(Dz+aD+bD )£ = o, da vil ©*,0¥, V? vare l¢sninger til
differentlallignlngen -
(D +3a02+(2a +a +4b)D+(4ab+2b ) D° )f—o '

-Benyt denne satnlng til at lgse dlfferentiallignlngen

(D +(6tgt-3cott)D3+(18tg t—5+3cot t) D+24tg?tD°) f=o0 -




Dexr stilles ialt‘seks opgaver, hvor man kan valge mellem
opgaverne 5A og 5B, og en fuldstandig besvarelse omfatter
saledes opgaverne 1-4 samt en af opgaverne SA og 5B.

_ 2

1% Vis, at funktionen cp:tr-eat for passende valg af

a€R vil vare en lgsning til differentialligningen
¢tD2-p-t*D°)£(t) = o

og angiv derpd den fuldstazndige lgsning til differen-
tialligningen

(tD*-D-t°D°%) £ (t) = 3¢t°

2° Lgs differentialligningssystemet

Dx = 5x+2y
Dy = 2x+6y-22
bz = -2y+7z
o - oo . »
3 En integralligning er givet ved

1
u(t) = 1+4af ea't_XIu(x)dx.
- (o]

Idet u:R~R forudsattes to gange differentiabel,
skal ligningen omskrives til en differentialligning
med passende randbetingelser.

Lgs derpd differentialligningen.
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_40 Vis, at funktlonen @:t~t® for passende Valg’af'aéR
' ,tilfredsstlller dlfferentlalllgnlngen_ L
(£3D%+3t?D2-2tD+2D°)£(8) = o IR
og benyt dette til at fastlagge den fuldstendige l¢s-
. ning til denne llgning. N » .
Bestem derpa en partlkular l¢sn1ng til den lnhomogene
ligning . ' _ ' :
(t3D3+3t?D2-2tD+2p9)f(t)-= -3+21nt.
SA?'Idet a og b er kontinuerte fUnktiQherL=ska1 man efter-
' vise f¢lgende pastand:. | o '
‘w og w er 1¢sn1nger til dlfferentlalllgnlngen
f'"+af'+bf 0 hv1s og -kun hvis ¢ er: 1¢sn1ng til bade
g"+af'+bf=0 og (f' ) 2- —fz—o.
Benyt denne pastand tll at 1gse dlfferentlalllgnlngen
(D%- 2(cott+2tgt)D + 2(cott+tgt) D )f(t) =0
 5Bo Angiv den fuidstandige”l¢sning-til differentiélligningen
W L ‘(D3+'2tg2_tD2+D+2tg2tD°)f(t)' = 2tgt

,l-tgzt.
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

Skriftlig eksamen i matematik i emnékredSen

Differentialligninger

Der stilles ialt 6 opgaver. Besvarelsen anses for fuld-
stendig, hvis 5 opgaver er korrekt besvaret.

Den skriftlige eksameﬁ er tilordnet modul 1 for 3 studerende,
modul 2 for 2 studerende samt modul 3 for 3 studerende
tirsdag, den 6. juni 1978 k1. 0922 - 1322,

Alle hjzlpemidler er tilladte.




‘lo

‘  gennem (t,y,y ,y") = (1, 1 0, 0)

'ligningen'
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Lgs hvér_afAdifférentialligningérhe B

L (p-2D°) P£(t) = &2" .
(>-20°) %€ (8) = &2F - - ’
(D-2D°) *£(t) = te?®"

~Bestem den fuldstendige lgsning til differentialligningen

’ zix ,-___ 2 Xy
D* () = M*(g)

For t>o.er funktionen w t~t” lnt l¢sning t11 differentlal—

(t D +at D2+(a+b)tD+bD )f

Benyt dette til at fastlagge (a,b)eR2
Bestem derpa den l¢sn1ng til dlfferentialligningen, som gar

4

'Lg¢s différentialligningen

-t
; : ‘ b4
. D(;) = '

t2-4

og angiv den maksimale l¢sning, som gér gennem
(t.x,y) = (0,1,2).




En integrallinging har formen

2

u(t)'= sin2t - sinlt—xlu(x)dx;

W

(o]

Idet u:R~R forudsattes to dange differentiabel, skal lig-
ningen omskrives til en differentialligning med passende
randbetingelser.

Lgs differentialligningen.

Bestem- den fuldstandige lgsning til ligningssystemet

Dx

Dy
‘Dz = —-xX+ y+z

X+ y-2z
-x+2y +t
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ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER

.,

Skriftlig eksamen i matematik i emnekredsen

Differentiailigningér '

Der stilles ialt 6 opgaver. Besﬁarelsen anses for fuld-

Stendig, hvis 5 opgaver er korrekt besvéret,

e,

Den skriftlige eksamen er tilordhet_ﬁqdul’3‘for'2-studerende

torsdag, den 4. januar 1979 k1. 1022 - 1422,

Alle hjalbémidler er tilladt.




1. 7Bé5teﬁfdeﬁgi¢sﬁing-iil 5iffé}en£1all{§niﬁ§en'

(t®D3+6t2D%2+4tD-4D°) f = o

som opfylder betingelserne

£(1) = o, £'(1) =0 og,f"(l) = -9

Fastlag derpa for t>o0 den fuldstandige lgsning til

hver af differentialligningerne

(t®D%+6t2D%2+4tD-4D°) £(t) = t
(£®D%+6t%D%+4tD-4D°) £(t) = t
(t°D3+6t2D?+4tD-4D°) £(t) = -2

2. Idet man har a€R og matricen
2 1

b_/[:
-1 2

skal man, idet Mt betegner den transponerede matrix til

M, bestemme a, sdledes at differentialligningen

Dg = (M + aM")g

har lgsningsma&ngden
w | | cos2t sin2t Ch . Ci 2
{EEC \ p(e) —<—sin2t cosZt\)<C2\ ' (Cz) €R }

2
3. Vis, at funktionen cp:tr-eat for passende valg af a€R

vil vere lgsning til differentialligningen

(D%+2tD+ (t%+1)D°) £(t) = o

0g bestem endnu en lgsning til ligningen.
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L¢s;derpé”aifferentiaLligningen

. o ‘ - | (.D2+2{}_Dl+(t2+‘l)Do)f(t) - .t“._3.

4. Anglv for t>o den fuldstandlge 1¢sn1ng til dlffe—'
rentlalllgnlngen '

'-(tD3-2D +4tD~ 8D )f(t) = 4t

,AS. L¢s5diffetentialligniansystemet'

R
y'Dy =3¥° =3¢
Dx = 1 + 2y’e””

- o9 anglv den mak51male 1¢sn1ng tll systemet gennem
(t,x,y) = (o 3ln2 2)~

i

6. Bestem den fuldstandlge l¢sn1ng til dlfferentlalllg—

nlngssystemet
_ Dx = =2x+2y+ z
Dy = -6x+ y+62z
= =3x+2y+22

‘Dz




Appendix 1: Komplekse tal og komplekse funktioner.” — -
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Mazngden af reelle- tal R er som bekendt defineret med en
addition + og en multiplication :, sdledes at (R,+) og
(R\{o},+) er kommutative grupper samt at den distributive
lov

(a+b)+c = a-c+b-c

er opfyldt. I R er der endvidere ved relationen <, de-
fineret ved @
a<b & b—a€R+

fastsat en total ordning af R.

I de reelle tal defineres en numerisk verdi || ved, at

t ndr t>o
It =1{ o ndr t=o

-t nar t<o

og den har som bekendt fglgende fire egenskaber

1) vVx€R: [x]| = o « x=0
2) VxE€R: oX|x|
3) vx,y€R: Ixyl
4) Vx,y€ER: |[x+yl

Ixl«lyl

A

Ixl+1lyl

Endeligt galder det inden for R, at x220, hvorfor det

ikke vil vare muligt at lgse ligningen x?+1l=o inden for R.

Vi har tidligere oplevet en lignende situation. Som bekendt

har ligningen x%=-2=0 ingen lgsninger x€Q, men lgsningerne

V2 og -V2Z i R.

Vi vil derfor s¢ge at konstruere en mere omfattende tal-
mengde C med ReC s8ledes, at ligningen x?+1=o har lgsnin-
ger x€C. Vi vil endvidere s¢gge at overfgre sa mange af

egenskaberne fra R som muligt. Det vil faktisk vise sig, at




- 106 -

alle de foran beskrevne egenskaber kan overf¢res undtagen .
den totale ordnlng..‘

\

I‘mangden Rz = {a b)la€RAb€R} deflneres to komp051t10ner *,

‘,ébm Ekaldes addition, og A, som’ kaldes multlpllkatlon, ‘ved

(ai,b1) * (az,bs) i= (ay+az,bitbz) -
(a1,b1) A (az,bz);#f(alaz-b1bz,a1bg+a2b1)

Det eftervises let, at (Rzl;) er en kommutativ gruppe med v
'(o o) som neutralt element, og hvar det inverse ‘element tll

(a, b) er ( a,-b). Tilsvarende vises med noget regnearbejde,‘ .
':at (RT\{(O 0)},4) er en kommutatlv gruppe med (1 0) som neutralt
element, og hvor det 1nverse element til (a, b) er .

e : -b y

az+b~21 a2"+b2A _

'Endv1dere galder de dlstrlbutlve love,ﬂidet

f[(al,bl)*(az,bz)]A(aa, 3)

(a1+a2, bi1+b2) & (ais,b3) =
((a1+az) as- (ba+b2)bs, (a1+az)ba+ (b1+b2z)as) =
(alastbfbé)aiba+blaﬁlfﬁazééfbipi4azbé+bzaa) =

[lay,b1)Alas,bs)1*¥[(az,ba)Blassba)]l,

og da sﬁvel_(.Rz,f“)_som"(R2 {(0,0)},A) er en kommutative gruppe
- vil den anden distributiVe-lov'automatisk Varelopfyldt.

Betragter vi afblldnlngen f: R~R defineret ved f(a)—(a o)
vil den reelle akse blive 1ndlejret i R? Da f klart er injek—
tiv og '

£(R) = {(a,b)€R*Ib = o}

ser vi,"at R og f(R) er isomorfe, da
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Va;,az€R f(a;)*f(az)

£ (a1+az)

f(apraz) = £(a;)Af(az).

Vi identificerer pd denne baggrund R med f(R) ved at skrive

a i stedet for f(a). Heraf fas, at
ar*a, = f(a;)*f(az) = f(a,+az) = a,+as
og ajha; = f(a;)af(az) = f(a;-az) = aycaz ,

hvilket viser, at * stemmer overens med + pa den reelle akse,
0og at A stemmer overens med . pd den reelle akse.

Vi vil derfor fremover tillade os at skrive + i stedet for *
og + i stedet for A (som ved reelle tal vil vi som regel und-
lade at skrive ).

For at minde om det specielle produkt i R? benavner vi den
netop konstruerede mangde med C, og elementerne i C kalder vi
de komplekse tal.

Da additionen i C svarer til den sadvanlige vektoraddition i
RZ

LR A .
(c,d) p (0+d ,D+d)

- (O\J b) ) S~
a

benavnes C ofte den komplekse plan, og akserne kaldes den

reelle akse og den imaginzre akse.

Dette sidste skyldes, at man betegner det komplekse tal (o,1)
med i, d.v.s.
i= (o,1)




Afbildningen K:Cdé'defineret ved

der Kaldes ‘den imaginere enhed. Hermed kan man skrive
tallet o B | _
"~ (a,b) = (a,0) + (o,b) = (a,0) + (0,1) (b,0) = a*ib !

‘hvor a kaldes realdelen, og b imaginmrdelenvaf tallet (a,b):

~

-1

@velse 1.1 udregn iz_og it "y

1.3

N i N

‘k(a+ib) = a-ib

kaldes kompleks konjugering og' betegnes med_dVérstreghing

 sédan, at man med z€C skriver Z'ilstedét for k(Z).~

Bemark at hvis a€R er a=a.

N

Pvelse 1.2 vis, at-hvis'det for z€C Qélder;lat

Z=z, da vil zER.

Sztter vi 2z = atib€C far vi, at
' z+Z = at+ib+a-ib = 2a og
2-Z = a+ib-a+ib = i2b.-
Herved kan vi_omvendt se, at

a = §(z+z) og b —'z(z z).

Bemazrk at ‘§'=fé+i5 += a-ib = a+ib = z

Afbildningen n : C~R defineres ved

“n(a+ib) = Va2+b2,

Denné'afbildniﬁé hai de i afsnit 1 opékrevne egenskaber . -
y-4): : .




l) VzeC:n(z) = o e 2z =0
2) VvzeC:n(z) Z o

3) V271,22€C:n(zlzz) = n(z;)n(z,)

4) Vzi,z2€6C:n(z:+z32) s n(215+n(Zz)

Her indses 1) og 2) klart. 3) indses af
n((atib)(e+id)) = ntacshd+i(adtbe)) =
((ac) 2+ (bd) 2-2abed+ (2d) 2+ (be) 2+2abcd)+ =
((ac)2+(bd)2—2abcd+(ad)2+(bc)2+2abcdff =
1 .
(a® (c®+d%)+b? (c?+d%))* = ((a’+b?) (c2+d2))+ =
1 1
(a2+b2)?:jc?+d2)2 = n(a+itb)-n(ec+id).
mens 4) let indses ved at opfatte a+ib geometrisk og
n(a+ib) som "lengéen" af a+ib,” herved vil - -de tre

udtryk i uligheden vare langden af siderne i en trekant

(j.fr. tegningen i afsnit 1.2).

Da n'opfylder de samme egenskaber som | | for de reelle
tal, kaldes funktionen n den numeriske verdi. Er nu
z = a+ib€C vil '

zz = (a+ib) (a-ib) = a?+b?, og dermed
n(z) = Vzz.

Da der specielt for x€R fds ®X=x, vil n(x) = VX°Xx = Ix|, og
h vil derfor stemme overens med || p& de reelle tal.
n(x) erstattes derfor af ||, altsi er

Yz = a+ib€C : lz| = VzZ = Va‘+b?

Qvelse 1.3 vis, at for z€c\{o} gelder der, at

- z
27! = og 1zl = |zl

lz|?
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1.4 Produktet af to kdﬁglekse tal.

For zeC\{o} satter vi

. Z

w.= <2~ d.v.s. z = lzlw

= Tar dves; 2= lzivo
2z |21

hvgr lwi I|z|| " Tzl

Ethvert kapIekst>ta1_kan sSledes-skivés som produkt af
et reelt, ikke negativt-tal og et komplékst talvmed numerisk

-vardi 1.
Er nu' z; = lz;lw; o9 2z, = [z;1w2
fds z1°22 = |zy22| ¢« wiwy -

Vi vil her se.ligggn¢jere'pé WiW2

Nar w = x+iy,hér'lw| =1 er x?+y? =1, og vi kan da finde
et tal wER s& | | | .

X

Yy

cosY

‘sing .

hvor ¢ er entydigt bestemt af’(x,y) p& ner multiplum af 27 -
Vi'kan:derfor‘til W1 0g W2 bestémme‘wi 0g. P2 séledés, at
. w, = cos@,+ising;

w2 ‘= COSQ2+ising;

'Derfor bliver

w2 (cosw,cospz-sinpising,)

" +i(cos@;sing,+coswzsing,)

coS(m1+wz)+isin(®;+®2)

Derfor kan produktet af to vilkarlige komplekse tal
zy = lz;| (coswi+ising,;) og®
z; = |2yl (coswz+isingy)

udregnes. til

2122 = |2122|(COS(wi+®z)+isin(w1+¢2)) _‘




Geometrisk kan denne beskrivelse af komplekse tal opfattes
séddan, at cosgp+ising er en retningsvektor i z's retning,

mens |z| angiver langden af vektoren z.

RN

,,-f’,"?\\ : Z

A ™~ 1%}

'accng+LSiu.q

>
~

j r
Her betegnes |zl modu Lus af z, mens samtlige ¢'er, der er

Yy

lgsning til ligningerne X Coso, sing betegnes

argumentet af z.

S&fremt =z |z} (cosp+ising) vil man se, at

Zz = |zl (cosp-ising) |z| (cos (-¢)+isin(-¢p)), d.v.s. hvis

z har argumentet ¢, vil Zz have argumentet -y

Sdfremt w; = cosy;+ising,; og

Wz = cos@y+ising;

w1 cosyi+ising, (cos@+isiny;) (cosw,-ising;)
vil & = S5sp,¥Isin = A
2 P2 P2 coszwz+sin2w2
= COSQiCOsSY,+sinwi1sing;
+i(sing,cosP,~cosw;sing;)

= cos(pi1=-@2)+isin(@1-92)

D.v.s. man bestemmer kvotienten mellem to komplekse tal

med modulus 1 ved at subtrahere deres argumenter.

Dette viser tillige,

at ndr Iwl =1 er

= W
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@velse 1.4 Vis, at de Mowres formel
(cos@*isinw)n = cds(nw)+isin(nw5

gelder for alle n€zZ..

1.5 5 Komplekse funktloner (af en reel variabel).

En funktion f:I~C,.I§RJkaldes en kompleks fuhktion.(af

en reel variabel). For hvert t€I kan f(t)€C sdledes
skrives som f£(t) = fi(t)+ifz(t), hvor f,(t)€R er realdelen
og f2(t)€ER er imaginzrdelen af f(t);'HerQed‘er siledes de-

:finergt_to.funktioner fl,fz:I~R. - : ' '

Vi vil nu definere, hvad det skal betyde, at f er kontlnuert
-henholdsv1s dlfferentlabel

f:1I~C siges at VQre-kontinuerf i tOEi
hvis og kun hvis -
limf (t) =.f(t6)

t-t
o

og , .
f:I~C siges at vere differentiabel i £O€I

hvis og kun hvis

. fF(e)-£(t ) . L L
lim (e} v _
tot t-t :

o) - o

eksisterer. Hvis £ er differentiabél,vﬁgtegner
Cvi denne gransevardi £'(e)). .
S K S
Heraf vil man umiddelbart kunne slutte, at, sdfremt
£f = £,+if,, vil ' S |

f vere kontinuert i t hvis og kun hvis
£, og f2 er kontinuerte i to

. og

‘f vere differentiabel i t, hvis og kun

 hvis f1 og f, er differentiable i'to..
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Vi kan derfor udvide differentialoperatoren D til ogsé
at gzlde for komplekse funktioner ved at satte

+ Df = Df;+iDf:

Tilsvarende kan vi sige, -at en kompleks funktion g er
stamfunktion til f, hvis'Dg=f, 0og man indser let, at
g=g1+ig, er stamfunktion til f=f,+if, hvis og kun hvis
g1 er stamfunktion til f; og g, er stamfunktion til f,.

Vi betragter nu differentialligningen

(*) (D-iD°) f = o.

Setter vi f=f,+if, har vi altsé

Df=if eller Df1+in2 = “fz"‘if]_.

Betragter vi real- og imagin@rdel for sig, far vi to
koblede ligninger

Df1 = “f2

Dfs = £,
Det er klart, at £, = cos og f; = sin i hvert fald vil vare

l¢sningér. D.v.s. funktionen f med

f(t) = cost+isint
vil vare en lgsning til (*).

P4 den anden side ville det vare narliggende at antage, at
noget man kunne kalde en kompleks eksponentialfunktion var
lgsning til (*); i det reelle tilfazlde ved vi jo, at eat er
lgsning til ligningen (D-aD®) f=o0. Lad os derfor definere en

funktion exp:R~C ved at exp(it) = cost+isint.

Vi vil nu eftervise, at funktionen exp har de samme egenska-
ber som den kendte (reelle) eksponentialfunktion, d.v.s.
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1) D(e?t) = ae?"
2) - | .,es+t.='- e'_s.e.t . 'es-t =.e§':eAt.
"~ ad 1) Da'exp(itj = cost+isint er en lgsning til lignin-

“gen Df'é 1f mé

D(exp(zt)) =1 exp(it)
‘ éd 2) I afsnlt 1 4 sa v1, at man ganger to komplekse tal
gmed modulus 1 ved. at addere argumenterne, men dette giver

netop, ‘at

exp(is)-exp(it) = (coss+isins) (cost+isint)

cos (s+t)+isin(s+t) .

exp(i(s+t))

og analogt fas for en kvotlent A L

-exp(ts) - coss+isins.
~exp(it) cost+isint

= gbs(s-t$+isin(s-t)
‘= exp(ils—t))

Vi_kalder,derfor exp den komplekse eksponentialfunktion

og betegnerfden som den reelle med e.

'Betragter vi nu to funktioner £, g, hvor f er lgsning tll
_ differentlalllgnlngen (D= pD )f=0 og g er l¢sn1ng til dlffe-
rentlallignlngen (D—qD )g =0, med P, q€C (I) defineret pa

samme 1ntervalAICR. Da galder, at
. D(fg) = gDE+EDg = g(pf)+£(q9) = (p+a) (£9)
dfv,s; .fg vil da veare 1¢sning‘til.lignihgeh‘

(D - (p+q)D°)m=o

Skal vi derfor lgse differentialligningen -

(D - éa+ib)D°)Q=o
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sker det ved at 1¢se'ligningerne
(D—aDo)wéo og (D - ibD%) @=0,

da vil 1¢sningeﬁ £il,den oprindelige ligning blive produktet
af lgsningerne éil de to si@ste,ligninger;

Vi f&r derfor den fuldstazndige lgsning til ligningen

(D -~ (a+ib)D°)y=0

nemlig w(t) = ¢ e(a+ib)t cecC

eller @(t) ceat(cosbt+isinbt) c€C

Skal vi herefter lgse den almene line®re, homogene ligning
af fgrste -orden
(D - a(t)p°) f=o

hvor a(t) = a; (t)+ia, (t), gpdres det som ovenfor ved at
lgse ligningerne

(D - a; (t)D°)p=0 og (D - ia, (£)D%)eo,

og da vil produktet af lgsningerne vare lgsning til dén
oprindelige ligning.
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Opgaver til appendix 1.

1. Udregn for bZo udtrykket:

: . |/ Vva*+b?*+a . Va2+b2—a) o
E 2 2/

- . og for b3o udtrykket
T =~ N,
- .(/ va’+b%+a _, / Va2+b2—a)
2 r* V/ L

2. Angiv lgsningerne z€C til ligningen

az2+Bz+Yy = O

nd&r o,B,YEC: og a*0O

3. Idet z, = a,+iby og 2z, = aé+ib%vﬁdregn-da B

- E_l_ zz Qg - .2 . . . s
4. vis, at €™ = -1, og at [e'¥] = 1 for alleé y€R.
. 5. Tegn i planen mengden:

{z€c! 1z151})

6.)'Find éamt1ige lgsninger zecﬂtil ligﬂingerhe
z%+1 = o
z®-1 = o

z3+i = o

7. Lgs differentialligningen

(D + (tgt+icott)D°)f = o
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Appendlx 2: - Numerisk lg¢sning af differentialligningssystemer. 

2.1 Indlednlng

Som allerede anfért 1 kapltel 1 har mange dlfferentlalllg—
‘nlngsproblemer deres oprlndelse i dlfferensllgnlnger, og t
man indfgrte netop dlfferentlalllgnlnger - hvorved man jo
: ;ndrede det system ‘man beskrev - fordi disse i mange situa-
tioner var lettere at lgse. Her kan man imidlertid ogsd komme
ud i vanskeligheder, hvis man blot vil bestemme den fuldstan-

dige lgsning til en af fglgende to differentialligninger
(D - 2tD°)£(t) = 1
(D2 +2tD - DY%)g(t) =0

sd kan lg¢sningen ikke udtrykkes i analjtiske funktioner. Man
kan derfor valge at bestemme lgsningen numerisk; For at ggre
s& er man imidlertid ngdt til at g& tilbage til den oprinde-
lige differensligning. Det er derfor af afggrende betydning

at vide hvor stor skridtlangden At er (i dette appendix erstat-

tes At med h). I nogle situationer, isar differentialligninger
der modellerer fysiske fanomener, kender man som regel ikke
de differensligninger - men kun de rasonnementer - der ligger
bag differentialligningernes opstéen. Her vil det ofte vare

en fordel at valge sin numeriske lgsningsmetode sdledes, at

man underve’s i-l¢sn1ngen let kan @ndre pa skridtlangden h.
Der ta®nkes her naturligvis pd numerisk lg¢sning ved brug af.
EDB.

Formélet med dette appendix er ikke at give en udtgmmende be-
skrivelse og vurdering af forskellige metoder til numerisk
lgsning af differential (differens-)ligningssystemer, men blot
at presentere (men ikke at udlede) Runge-Kutta metoderne.

Vi vil imidlertid forberede dette 1lidt.

Vi betragter et system af differentialligninger
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(%) y' = £ty L yec® ()Y

af fgrste orden. Man'¢nsker nu at bestemme en l¢sning'til '

el =ty t h ud fra kendskab til lgs- .

ningens verdi i t . Dette lader 51g f ex. g¢re ud fra en

systemet i. punktet t.

taylorrakkeudv1k11ng af y.. Da er

x(tn+l) l_x(tn).,f ha(t),y,m)

'

»- | o . el -
hvor Btgm) =yl + 5yrie ¢ L e B g Py

, Betragter vi nu det p-te afsnit af taylorrakken, erstatter

vi x(t ) med Yo+ ©9 benytter vig (*), fés (omtrent) det samme

som fg¢r gennem . - . &

hvor Ap(#,x,h) = ;(Q,z)‘+ s£' (t

+

e o o *+ 9—51—— £(p)'_(t:X).

Dette giver for p =il:
Hpr1 7 Uy * RE(E,0,)

som kaldes Fulers metode til numerisk lgsning af (*).

"For p = 2 f&r man tilsvarende, at

5Xn+l D SR h[i(tA;in» +'%(££ftﬁ'in) M azf(t ’Xn))]
I almindeligﬁed vil de éfledede'i‘taylorrakken yare'vanskellge
‘o at beregné, hvilketig¢r, at denne metode for p>2 ikke er éar-
- lig anvendellg Man sgger derfor at erstatte A (t,x,h) med
et udtryk, som kun 1ndeholder funktionen £ eventuelt udreg-
net i nabopunkter til (tn,z ), men som ikke indeholder de )

n
afledede af f.

2.2 Runge-Kutta metoderne

Prasentationen af disse metoder sker ved at vise, hvordan




" man behandler tilfaldet p=2 ovenfor. Til dette formil ¢n-

sker vi at bestemme konstanterne c,k,a og b sdledes, at

¢, (t,y,h) = cf(t,y) + kf(t+ah, y+bhf(t,y))

stemmer overens med
E(t,y) + B(E, () + 32£(t,y)).

Vi vil imidlertid f¢rst unders¢ge, hvad der geometrisk ligger
i @, (t,y,h). Vi betragter fglgende figur

(E+n,u) +h B

N
I
. %(Jc) { {

Her fremkommer altsad ¢,(t,y,h) som et vagtet gennemsnit mellem

>0

tangenthaldningerne y'(t) = £(t,y)
og y' (t+ah) g(t+ah,xfbhx'(t)),
Den y-vardi, som benyttes i den anden tangenthaldning, frem-

kommer ved en linear fremskrivning (y= y(t) #+ bhy'(t)) fra
y(t). Sdledes fremtrader'@z(t,x,h) som en tangenthaldning,

der fremkommer ved at lagge to gvalueringer.til grund for

fremskrivningen stykket h.

For nu at bestemme konstanterne i ¢,(t,y,h) foretages en
rakkeudvikling med hensyn til h. Da er

o2 (t,y,/h) = (ctk)£(t,y) + kh[agt(t.x)+b%§£(t,x)] + 0(h?)
og identificeres med leddene i A (t,y,h) £fas, at
c+ k=1 ’ ak = % ' bk = %

dvs. tre ligninger med fire ubekendte. Sattes k=% fis:

h
Ypeg = Yy * slEE 5y, + Lt +hoy, +hf(t ,y,))]
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Man seér endvidere,.at den fejl man eventuelt begdr ved denne

approximation, vil vare pfopbrtional med h3.

Den her beskrevne neﬁakaﬁed'UJevalueringer €11 grund‘for frem-

skrivningen kaldes en 2.ordens Runge Kutta metode. Tilsva-

rende kan man bestemme konstanterne ien p-te ordens Runge—
Kutta metode s&ledes. at ‘

Xn+l = zn + h(bp(tn’xn’h)
_ .. . P
hvor @p(t,x,h) =m£l¢m£m
med k, = £(t,y)
og k. = Egpfamh , y+hzlbsmks)
_ e

me€{2, 3,...;p} og man ser analogt som fgr, at den fejl man

begar ved denne approx1matlon er proportional med hp+1
Metoderne er som man kan se ret praktlske til £, ex. EDB-ma851g
~behandling, 1det de er "selvstartende" - hvis man opglver er
(to,yo) kan processen fortsatte - og skrldtlangden 'h kan- an-

dres let efter hvert skridt. Den mest anvendte af de ovennavn-
‘te metoder er den 4.ordené Runge-Kutta metode, der giver

yn+1 T Uyt %(31'+ kyp + 2Kz + ky)
E(t .y ). k, = g(tn+-%-; ¥+

h

med Kk, K1)

'

- £ h Vf h, L
ky = E(tn+ 7 1 ¥t E&g), ke = £(t + h, y + hk;).

i

Som et specialtilfalde af den 4.ordens Runge-Kutta metode
kan man f& en god metode til numerisk stamfunktionsbestemmelse.
" Er nemlig » ‘ ‘

£(t,y) = £(t)

bliver différentiélligningssystemet s@rlig simpelt, idet
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Dette giver som bekendt med y(to) = yo at
. ,

yit) = ¥, + j f(r)dr.
3 . o

Anvendes nu 439?dens Runge-Kutta pa (*), og erstatter 2h det
anvendte h fas, at

Ypeg = Un * 3 (kg * 4Rp 7 ky)

4

idet ki = <£(tn)" k2 = ks = £(t_+h), k, = £(t +2h).

penne formel kaldes Simpsons in_tegrationsforme\l.




